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KIRISIW
Ko'plegen texnikallg ha'm ekonomikalig ma’selelenzigli algebraliq
ten’lemeler sistemasina (SATS) alip kelinedi. BATSlardi izertlewdin’ en’ jagsi
usillarinan biri spektral analiz yag'nly matritsgnmenshikli ma’nislerin h’am de
menshikli vektorlarin tabiw bolip esaplanadi. B pitkeriw ga’nigelik jumisinda
matritsanin’ menshikli ma’nislerin h'am de menshikéktorlarin tabiw ma’selesin

garaymiz.

A:(qj)(i,j=1,2,...n) kvadrat matritsasinin’  menshikli  ma’nisi

(menshikli sani) dep, bazi b)'f=(xl, >(2,...,>g) ‘%2 C vektori ushin,

AX=A X (1)
ten’ligin ganaatlandiratug’'ii sanin‘a aytiladi. Al (1) ten’ligin ganaatlandigita ga’legen
nol'den o’zgeshe vektof matritsasininX menshikli ma’nisine sa’'ykes (derekpenshikli
vektorl dep ataladi. Matritsanink menshikli vektorin bazi birad #0 sanin'a
ko’beytiwden kelip shiggarX = a X vektori da, sol matritsanin® menshikli vektori
bolatug'inlig’l (1) ten’liginen ko'rinip tur. Usiebepli matritsanin’ barlig menshikli
vektorlar san ko’beytiwshisine shekemgi dalliknpe aniglang’an. Sonligtan olardi
normalawg’a boladi. Dara jag'dayda, menshikli vettto ha'r bir koordinatasin
olardin’ en u’lkenine yamasa bul vektordin’ uzinhg bo’liwge boladi. Son'g’l
jag’dayda birlik menshikli vektori kelip shig’adi.

SATS lardi sheshiwdin’ iteratsiyaliq usillarininynagliig'in - u’yrengenimizde,
matritsanin’ menshikli ma’nisleri haqgindag’t magrhatlar ganshelli bahali bolatug'inina

isendik. Ma’selen,
Xx=Vx+d
ko'rinisindegi SATS lardi sheshiwge gollanilg’anpavay iteratsiyalar usilinin’
jiynagh boliwi ha’'m jiynaglliq tezligiV matritsasinin’ moduli boyinsha en’ u’lken
menshikli ma’nisinin’ shamasinan tikkeley g’a’relabladi.
Matritsanin’ menshikli ma’nislerin ha’m menshikliektorlarin aniglaw
ma’selesi tek ja'rdemshi ma’sele esabinda g’anamigétke iye bolmaydi.

Ko'plegen ilimiy-texnikallg ma’seleler, a’sirese zikanin’, mexanikanin’
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astronomiyanin’ ko’'p sanli ma’seleleri, (1) ko'smdegi bir tekli SATS lardin’
nol’den o’zgeshe sheshimin ha'm bunday sheshiminibar boliwin
ta’miyinleytug’in A parametrinin’ sa’ykes ma’nislerin tabiw ma’seleskeltiriledi.
Barliq turagsiz (o’zgermeli) terbelis qubilislarandhenshikli ma’nisler ma’selesi
og’ada u’lken rol’ oynaydi. O’ytkeni, terbelislerdijiyiligi bazi bir matritsanin’
menshikli ma’nisleri menen, al bul terbelislerdsittqr ko’rinisi sol matritsanin’
menshikli vektorlari menen aniglanadi. Matritsalaremenshikli ma’nislerin ha’'m
menshikli vektorlarin tallaw ko’p sanl ilmiy-texkaliq izertlewlerdin’ a’hmiyetli
temasi boladi.

Pitkeriw ganigelik jumisi eki baptan ibarat bolipmistin’ birinshi babinda
Krilov usili boyinsha matritsanin’ menshikli ha’'menshikli vektorlarin tabiw
ma’selesi al ekinshi babinda bolsa Lantsosh usylinsha matritsanin’ menshikli ha’'m
menshikli vektorlarin tabiw ma’selesi garalg’an.

Biz tek ga’na usi eki usil menen g’ana sheklenditritsanin® menshikli ha’m
menshikli vektorlarin tabiw ma’selesinin’ ko'plegemsillari bizge ma’lim. Biragta
keleshektegi jumislarimizda iteratsiyaliqg usillardatritsanin® moduli boyinsha en’

kishi menshikli ma’nislerin tabiw ma’selelerin gam@itemiz.



5
| BAP. MATRITSALARDIN’ MENSHIKLI MANISLERIN HAM
MENSHIKLI VEKTORLARIN ESAPLAW

1.1. Da’slepki tu'sinikler ha’'m aniglamalar

A:(qj)(i,j:LZ,...n) kvadrat matritsasinin’  menshikli ma’nisi

(menshikli sani) dep, bazi bie=(X, X,,..., %) '# Cvektori ushin,

AX=AX (1.1)
ten’ligin gqanaatlandiratug’'id sanin’a aytiladi. Al (1) ten’ligin ganaatlandigita ga’legen
nol'den o’zgeshe vektof matritsasininX menshikli ma’nisine sa’'ykes (derek)enshikli
vektorl dep ataladi. Matritsanink menshikli vektorin bazi birad #0 sanin'a
ko’beytiwden kelip shiqgarX = a X vektori da, sol matritsanin’ menshikli vektori
bolatug'inlig’l (1.1) ten’liginen ko'rinip tur. Ussebepli matritsanin’ barlig menshikili
vektorlan san ko’beytiwshisine shekemgi dalliknpe aniglang’an. Sonligtan olardi
normalawg’a boladi. Dara jag'dayda, menshikli vettto ha'r bir koordinatasin
olardin’ en u’lkenine yamasa bul vektordin’ uzinhg bo’liwge boladi. Son'g’l
jag’dayda birlik menshikli vektori kelip shig’adi.

SATS lardi sheshiwdin’ iteratsiyaliq usillarininynagliig'in - u’yrengenimizde,
matritsanin’ menshikli ma’nisleri haqgindag’t magrhatlar ganshelli bahali bolatug'inina
isendik. Ma’selen,

x=Vx +d
ko'rinisindegi SATS lardi sheshiwge qgollanilg’anpavay iteratsiyalar usilinin’
jiynagh boliwi ha’m jiynaglliq tezligiV matritsasinin’ moduli boyinsha en’ u’lken
menshikli ma’nisinin’ shamasinan tikkeley g'a’relbladi.

Qolaylilig ushin (1.1) bir tekli sistemasin
(A-AE)x=0 (1.2)
ko’rinisinde jazamiz. Bul bir tekli sistemasi, aanshisi nol'ge ten’ bolg’anda

g'ana, nol'den o’zgeshe sheshimge iye boladi. §tah bul talaptin’

orinlaniwinan A matritsasininkXarakteristikaliq ten’lemesiep atalatug’in,



|[A-AE = =0 (1.3)

ady ap 3nn_/]

ten’lemesine kelemiz. Bundag’*A—/lE| aniglawshisi A parametrinin’in’,

u’lken-koeffitsienti (—1)n ne ten’ bolg’an, n-da'rejeli algebraliq, ko’pag’zalisi
boladi. Bul aniglawshini elementleri boyinsha pklaship shigsaq, onda ol
|A-AE=(-1)"(A"- pA™* - pA™? - .- p) (1.4)

ko’rinisine iye boladi ha’m oA matritsasininxarakteristikaliqg ko’'p ag’zalisdep

ataladi. Geyde (4) xarakteristikaliq ko’pag’zalisirornin’a, bul -ko’pag’zalidan
(—1)n ko’beytiwshisi menen parq gilatug’'in

P(A)=A"-pA™ - pAT?-..- (1.5)
ko'pag’zalisinan paydalanadi. Bul ko’pag’zalii matritsasinin’ menshikli
ko'pag’zalisi dep ataydi. Matritsanin’ menshikli ma’nisleri, onimenshikli

ko’pag’zalisinin’ koren’leri boladi. Bunnarp -ta'rtipli ha’r gqanday kvadrat

matritsa, eseligin esapga alg'anda, p sandag’ A;,A,,..A,  menshiki

ma’nislerine iye bolatug'ini kelip shig'adA matritsasinin’ barligA,, A,,.. A,

menshikli ma’nislerinin’ ko’pligi, bumatritsanin’ spektrdep ataladi.

A matritsasinin’ menshikli vektorlar)) parametrinin’ ornin’a matritsanin’
A - menshikli ma'nisleri goyilg’an, (1.1) yamasa (1.Bir tekli sistemasinin’

nol’den o’zgeshe sheshimleri boladi. Egerde, bemlgnenshikli ma’nisi ushin
(1.1) sistemasi bir neshe sizigh baylanissiz simésige iye bolsa, onda
matritsanin’ bul menshikli ma’nisine bir neshe nfakk vektorlar sa'ykes keledi.
Sonday ag, haqiyqly matritsa berilgen jag’dayinolan’ kompleks menshikli
ma’nisine, koordinatalari kompleks sanlar bolg'amenshikli vektorlar sa’'ykes
keledi. Koordinatalari, haqiyqly matritsanin’® meik8h vektorlarinin’

koordinatalari menen kompleks-tuyinles bolg’an wekda, bul matritsanin’
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kompleks-tu'yinles menshikli ma’nisine sa'ykes KRelgin, menshikli vektori
boladi. Bunin’ durislig’ina (1.1) ten’lemesindegirbg sanlardi kompleks-tu'yinles
sanlar menen almastirip, an’sat iseniwge boladi.
A matritsasinin’ menshikli ma’nislerin ha’m menshikkktorlarin esaplaw

ma’'selesin to’'mendegi u’sh basqishqga ajiratiwgiadho

1) matritsanin’P, (/]) menshikli ko’pag’zalisin jasaw;

2) P, (/1) =0 ten’lemesin sheshiw ha’m matritsanin’
A (i =1,2,...n) menshikli ma’nislerin aniglaw;

3)Bir tekli

(A-AE)x=0 (i=12,..n (1.6)
sistemalarinin’ nol'den o’zgeshe sheshimlerin tabiyag'nly matritsanin’
menshikli vektorlarin aniglaw.

Ayinm jag'daylarda, matritsanin’ menshikli ma’resin ha’'m olarg’a
sa’'ykes menshikli vektorlarin, onin’ menshikli kagzalisin jasamay aq, aniglaw
mu’'mkin boladi. Buni, matritsanin” menshikli male@snin’ ha’m menshikli
vektorlarinin’ anaw yamasa minaw qga’'siyetlerinegdaé&anip, ha'r qiyll gosimsha
uyg'anwlardin’ ja’rdeminde iske asinwga boladBul ma’sele to’mende tiyisli
orinlarinda tolig’'iraq bayanlanadi.

Matritsanin® menshikli ma’nislerinin'  ha’'m vektoriain® ma’selelerin

sheshiwdin’ jogarida ko'rsetilgen etaplarinin’ hdiri a’dewir quramali esaplaw

ma’seleleri boladi. Hagiygatinda da, ma’sel%n()) menshikli ko’pag’zalisin jasaw

(1.3) nin’ shep jag'indag’i aniglawshini aship simgnenen baylanisli. Bul jetkilikli
qiyin ma’'sele. Tiykarg'l giyinshiligql parametrinin’ aniglawshinin’ ha'r bir gatarinda

ha’'m bag’anasinda bar boliwinan kelip shigadiwlia jag'dayda, algebra kursinan

n

ma’lim bolg’anin’day, P (/1) menshikli ko’pag’zalisinin’ p. koeffitsientleri,

(—1)n belgisi menen aling’an, A matritsasininta’rtipli barliq bas minorlarinin’

(yag'nly bas diagonalina simmetriyali jaylasqan on@rinin’) gosindisina ten’
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boladi. Bunday minorlardin’ sani ha'r dirushinp elementteni element boyinsha

jasalg’an teriwlerdin’ sanin'a ten’. Demek, n-tgolt kvadrat matritsanln’Pn(/])

menshikli ko’pag'zalisin jasaw ha'r qiyl ta'rtige C: + C> +...+ C' = 2" -]
sandag’l aniglawshilardi esaplaw menen bayladialrtibi jetkilikli ulken bolg’an
matritsalar ushin, son’g’t ma’seleni sheshiw, og'atken ko’lemdegi esaplaw jumislarin
orinlawd talap etedi.

Ko'pag'zalinin’ koeffitsientleri menen koren’lermi arasinda baylanis
ornatatug’in, Viettin' belgili teoremasinan paydatg mina ten’liklerdi jaziwg'a
boladi:

A+A,+. A =D,
n-1
AL A :(—1) P,

Biragta, jogarida aytilg’'an boyinsha (1.5) dggj koeffitsienti A matritsasinin’

birinshi ta’rtipli barliq diagonal’ minorlarinin’agindisina ten’ boladi:

=8t a,t..ta,
Bunnan paydalanip,
_ n-1
P, = (_1) | A
ten’liginde jaziwg'a boladi, Sonligtan

A+A+..+A =p,=a,ta,+t..+3,, 1.7)

-1
A0, =(-9)" p,=|A (1.8)
boladi. Bundag'lp, = &, + a,, +...+ g,, shamasA matritsasipin’ izidep ataladi ha’m

SpAyamasa TrA dep belgilenedi. (Bul belgilewler ngmis«Spur» ha’'m inglizdin’
«Tgase», bizin'she «iz» degen so’zlerinen qisgaraling’an). Biz bul pitkeriw
jumista olardin’ birinshisinen paydalanamiz.

Solay etip, matritsanin’ barlig menshikli ma’nighen’ gosindisi, onin’ izine
ten’, al olardin’ ko’beymesi bul matritsanin’ amagshis’gna ten’ boladi degen

juwmagqga kelemiz.
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Dara jag'dayda, bunnarf matritsasi tekdetA=|A{ = 0 bolganda gana,

en” keminde bir nolge ten’” menshikli ma’niske iyebolatug’ini
kelip sh'ig’adi.

Menshikli ma’nislerdin’ ha’'m vektorlardin® ma’sekin sheshiwdin’ ekinshi
ha’'m u’shinshi etaplarin tikkeley iske.asinw, jog&a’rtipli algebraliq ten’lemeni
sheshiw ha’'m sizigh algebralig ten’lemelerinmbir tekli sistemalarinin’ nol'den
o'zgeshe sheshimlerin tabiw siyagli, esaplaw sgzgii a'dewir quramali ma’selelerdi

sheshiwge alip geledi.

1.2. Matritsanin’ menshikli ma’nislerinin’ ha’m men shikli vektorlarinin’

ma’selelerin sheshiw usillar hagginda

Ha’'zirgi wagitta matritsanin’ menshikli ma’nislerra’m menshikli vektorlarin
tabiwdi an’satlastirrwg’a mu’'mkinshilik beretug’ikg’plegenarnawpi esaplaw usillar
islenip shig'ilg’an. Bul usillardi, SATS lardi shes ma’selesi jag'dayindag’ siyaqli,
tuwn (da’l) ha’miteratsiyaliq (juwiq) usilladep, u’lken eki toparg’a ajiratiwg’a boladi.

Tuwri usillarg’a, da’slep matritsanin’ menshikli'ag’'zalisi jasalatug’'in (yag'nity

onin" p,, P,,..., A, koeffitsientleri esaplanatug’in), son’inan onin’ ré&o’leri

aniglanip, matritsanin’ menshikli ma’nisleri tahigiin ha’m olar boyinsha sa’'ykes
menshikli vektorlar aniglanatug’in, usillar jatalasqasha aytganda, tuwri usillar dep,
matritsanin’ menshikli ma’nislerin ha’'m vektorlarianiglawdin’ jogarida
ko'rsetilgen u'sh etabi izbe-iz iske asirnlatugusillarg'a aytiladi. Bul usillardi
gollang’'anda, ayirim jag'daylarda, esaplawlardirélig na'tiyjelerinen paydalanip,
matritsanin’ menshikli ma’nislerin aniglaw ha’m 8oan, bir tekli ten’lemelerdin’
sistemalarin sheshpesten, olarg’a sa’ykes menskikiorlarin tabiw mu’mkin boladi.
Bul topardag’l uslillardin’ tuwri usillar dep atainw’ tiykarg'n sebebi: matritsanin’
elementleri da’l sanlar bolip, esaplawlar da’l tansa, onda bunday usillar menen
menshikli ko'pag’zalinin’ koeffitsientleri da’l aglanadi ha’m menshikli vektorlardin’

koordinatalari sa’ykes menshikli ma'nisleri meneriatiladi.
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lteratsiyalig usillarda, matritsanin® menshikli maler, onin’ menshikii
ko'pag'zalisin jasamastan, tikkeley aniglanadi.ni$amenen birge, matritsanin’ menshikli
ma’nisleri ha'm olarg’'a sa’ykes menshikli vektorlabir waqitta esaplanadi. Bunday
usillardin’ esaplaw algoritmleri iteratsiyaliq dgea iye boladi. Olarda matritsani
vektorg'a ko'beytiw ko’p ret orinlanadi. Bunday ligs, shegi matritsanin® menshikli
vektori bolg’an vektorlardin’ izbe-izligin ha'm dghiematritsanin’ sa’ykes menshikli
ma’nisi bolg’an sanlar izbe-izligin jasawg’a aligl&di. Iteratsiyaliq protsesstin’
barisi, matritsanin’ xaqiyqly yamasa kompleks mkhama’nislerge iye boliwinan
a'dewir g'a’rezli boladi. Bul protsesstits jiynaldoliwi ha’'m onin’ jiynaglliq tezligi,
ha'r qiyll gon’si menshikli ma’nislerinin’ modullein’ katnasinin’ shamasi menen
aniglanadi.

Ko'plegen ilimiy ha’'m texnikalig ma’'selelerdi shésimde matritsanin’ barliq
menshikli ma’nislerin tabiw talap etiledi. Bunday'sele menshikli mo’nislerdin’ toliq
ma’selesidep ataladi. Sonday aqg, ayirm ma’selelerde naainits menshikli ma’nisleri
ha’'m menshikli vektorlari hakginda tolig mag’liwitaad! biliw talap etiimeydi. Ma'selen,
terbelis kublislarinin’ turagllig’'in yamasa turetjg’in u’yrengende, matritsanin’ barliq
menshikli ma’nisleri jatatug’in shegaralardi kdkseyamasa berilgen sang’a jagin bolg’an
menshikli ma’nisin tabiw jetkilikli boladi. Usinday’'rdegi barliq ma’seleler menshikli
ma’nislerdin’ jeke ma’seleleridep ataladi. Artigmash miynet jumsamaw ma’qgsetinde,
bunday ma’selelerdin’ xa'r birin sheshiwdin’ o’ziteén usillari islenip shig’ilg’an.

A'dette, iteratsiyaliq usillar matritsanin’ tek ga bir neshe (ma’selen, moduli
boyinsha en’ kishi yamasa en’ u'lken) menshikli nislerin ha’'m olarg’a sa’'ykes
menshikli vektorlarin jetkilikli da'llik penen ar@mwg’a mu'mkinshilik beredi.
Sonhgtan bunday usillar ko’binese menshikli mdémdin’ jeke ma’selelerin sheshiw
ushin beyimlesken. Al tuwr usillar, menshikli malerdin’ tolig ma’selesin sheshiw
ushin, yag’'nly matritsanin’ barlig menshikli maleisn ha’'m olarg’a sa'ykes
menshikli vektorlarin tabiwg’a mu’mkinshilik beredi

Menshikli- ma’nislerdin’ tolig ma’selesi ayirim jaigylarda arnawl tu'rde
islenip shig’ilg’an iteratsiyaliq usillar menen steeshiliwi mu’'mkin. A'dette, bunday

usillardin’ esaplaw algoritmleri, menshikli ma'mslin’ jeke ma’selesin sheshiwdin’
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iteratsiyalig ha’'m tolig ma’selesin sheshiwdin’ tuwsillarinin’ algoritmleri menen
salistirg’anda, a’dewir quramali boladi. Olardjuiginde qollaniw tek tez esaplag’ish
esaplaw mashinalarinin’ payda boliwi menen g'arienkini bold.

Menshikli ma’nislerdin’, tolig ma’selesin sheshiwdtuwri usillarinin’ aldinda
iteratsiyalig usillar minaday artigmashligga iye:atmtsanin® menshikli
ko’pag’zalisin jasamastan aq, onin’ barlig menshikla'nislerin aniglawg'a
mu’'mkinshilik beredi. Bul og’ada ulken a’hmiyetkee. Sebebi matritsanin’
menshikli ko’pag’zalisinin’ koeffitsientlerin esaplda payda bolg’an ga'telikler,
onin’ koren'lerin, yag'niy berilgen matritsanin’ mghikli ma’nislerin aniglawdin’
da’lligine jaman ta’'sir jasaydi. Bunnan tisqaeyatsiyaliq usillardin’ tuwri usillardan
u'lken artigmashilig’i: olardi gollang’'anda orirgéng'in a'meller ko’binese og'ada
apiwayl ha'm bir qiyll bolip keledi. Bul ga'siyetia’'sirese esaplawlardi EEM de
orinlag’anda og’ada bahali boladi.

Menshikli ma’nislerdin’ tolig ha'm jeke ma’selelersheshiw usillart ha'm
gollaniw tarawlari boyinsha da bir-birinen ulkemrg qiladi. O’ytkeni, menshikli
ma’nislerdin’ tolig ma’selesin, hatte tartbi jag bolmag'an matritsalar beri Igen
jag'daylarinda da sheshiw ogada ulken kollemdegaplaw jumislarin orinlaw menen
baylanisli boladi. Sonligtan, menshikli ma’nislatdtolig ma’selesin sheshiwdin’
giyinshiliglarinan qutiip, menshikli ma’nislerdifeke ma’selesin iteratsiyaliq usillar
menen sheshiw mumkinshiligi esaplaw praktikasirusgiada bahali boladi.

Menshikli ma’nislerdin’ ma’selelerin sheshiwdin’ agdaw usillarin tuwri
usillardin’ bir toparin u'yreniwden baslaymiz. Addlawaqitlan tek haqiyqly elementli

matritsalardi g’ana garaymiz.
1.3. A.N.Krilov usili

Akademik A.N.Krilov ta’repinen 1931-jil matritsathn’ menshikli ma’nislerin
ha’m menshikli vektorlarin aniglawdi a'dewir qolaysili islenip shig'ildi. Bul usil
son’in ala, matritsanin’ xarakteristikalig ten’lesmep -da'rejeli algebralig ten’leme
ko'rinisine keltiriwge arnalg’an, ko’p sanli ilimigniynetlerdin’ payda boliwina sebepshi
boldi.
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Ha'zirgi waqitta A.N.Krilov usilinin’ esaplaw sxemaa'dewir o'zgertilip,
praktikada qollaniw ushin golaylastiriig’an. Biragpildin’ tiykarg’t ma'nisi u’lken
o'zgeriske ushiramadi. Bul usilda matritsanin® nékls ko’pag’zalisinin’
koeffitsientleri p -ta'rtipli bazi bir sizigh algebraliq tenlemef@n’ sistemasinin’
sheshimi esabinda tabiladi. Bunda, araliq alggbralirlendiriwlerdin® na'tiyjeleri
matritsanin’ menshikli vektorlarin aniglaw ushirygaaniladi. Bul usildi bayanlawg'a

o'tpesten burin, algebradan geypara kerekli magjiatlardi keltiremiz.

1.3.1. Matritsanin® nolge aylandinwshi ham en’ kshi (minimal)

ko’pag’zallari

EgerdeA matritsasi ushin
f(A)=gA+gA" +.+ g E=0

ten’ligi orinlansa, onda

f(A)=aA"+ad™ +..+ 3
ko’pag’zalisiA matritsasininhol'ge aylandinwshi ko’pag’zaliglep ataladi. Nol'ge ten’

bolg'an ko’pag'zalini itibarg'a almaw ushin, aldag/aqitlari f (/1) ko’pag’zalisinin’

u'lken koeffitsienti &, =1 dep uygariladi, yag'nly matritsanin’, tek kelgjen nol'ge

aylandinwshi ko’pag’zalilari g'ana garaladi. Hhair kvadrat matritsa ushin bunday
ko'pag’zalilardin’ ko’pligi bos ko'plik bolmaydi. Bfjiygatinda da, matritsalar
algebrasinan Gamilton- Kelidin' mina og’ada ahstly teoremasi ma’lim: egerde

P (/1) A matritsasinin’ menshikli ko'pag'zalisi bolsa, orﬁp( A) = 0 boladi, yag'nly
shartli turde aytganda, har qganday kvadrat nedri o'zinin® menshikli
ko’pag’zalisinin’ koren’i bolad.

Bul teoremadan ha'r gandgy -ta'rtipli kvadrat matritsap -da'rejeli nol'ge
aylandirwshi ko’pag’zalig’a iye bolatug’'ini keliphig’adi. Basgasha aytganda,

matritsanin’ menshikli ko’pag’zalisi, onin’ nol'gglandiriwshi ko’pag’zalisi bolad.
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Bunday ko’pag'zall tek birew g’ana bolmaydi. O’ytkema’selen,¢(/]) usinday
ko'pag'zall bolsa, onda¢(/])ge bo’'linetug’'n ha'r ganday ko’pag’zali bunday

ga'siyetke iye boladi kvadrat matritsasi koren'i bolatug'in, en’ kishirdgeli ¢/(A)

ko'pag’'zalisi bul matritsanin’eq kishi (minimal) kopag'zalisdep ataladi. Bul

ko’pag’zalinin’ ayirm basli ga’siyetlerin ataperiz.

1. Egerdef (A) =0 bolsa, ondaf (/]) ko'pag’zalisiA matritsasininen’ kishi

¢/(/1) ko’pag’zalisina bo’linedi. Hakiygatinda da, meyli
t(A)=¢(A)a(A)+r(4)
bolsin. Bunda qaldlcr(/]) ko’pag’zalisinin’ da'rejesi w(/l)ko’pag’zallsmln’

da'rejesinen kishi. Bul ten’lik tek (/1) =0 bolg'anda g’ana mu’mkin bolatug’'inin

ko'rsetemiz. Bunin’ ushin son’g’l ten’likkd nin’ ornin’aA matritsasin qoyamiz:
f(A)=¢(A oA+ r(A=0
Bunnanr(A) =0 boladi, yag'niyA matritsaS|r(/]) ko’pag’zalisinin’ da
koren’i boladi. Bul tekr(/])EO bolg'anda g’ana mu'mkin boladi. O’ytkeni,

uyg'ariwimiz boylnshal/l()l) ko’'pag’zalisi A matritsasinin’ en’ kishi da'rejeli

nol’ge aylandinwshi ko’'pag’zalisi boladi.

2. Matritsanin’ en’  kishi  ko'pag’zalisinin’  barliqg koren’leri,
bul matritsanin’ menshikli ma’nisleri boladi.

Bul ga’'siyetinin’ durishg’t 1-ga’siyetinen tikkejekelip shig’adi. O'ytkeni, 1-
ga'siyeti boyinsha matritsanin’ menshikli ko’padfgaonin’ en’ kishi ko’pag’zalisina
pu'tinley bo’linedi. Sonligtan matritsanin’ en’ kisko’pag’zalisinin’ koren’leri, onin’
menshikli ma’nisleri boladi. Sonday aq, matritsanoz ara ha’r qiyll barlq
menshikli ma’nisleri, onin’ en’ kishi ko’pag’zalran’ koren’leri bolatug’'inin da
an’sat tekserip ko'riwge boladi.

3. Matritsanin® en’ kishi ko’pag’zalisi tek birew jalg’iz)

g’ana boladi.
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Meyii, kersinshel/Jl(/]) ha’'m l/Jz(/l) A matritsasinin’ eki ha’r qiyli en’ kishi
ko'pag'zalilart  bolsin. Sonda da'rejesi olardin’ 'rdglerinen kishi bolg’'an
q(A) =¢,(A)-4,(A) kopagzalisida bul matritsanin’ nolge aylandstw
ko'pag’zalisi boladi. Bul telq(/]) = 0 bolg'anda, yag’nlxﬂl(/l) sz(/l) bolg’anda

g’ana mu’'mkin boladi.

O'ytkeni, 4[/1(/1) ha'm g[/z()l) keltirilgen ko'pag’zalilari, A matritsasi koren'i

bolatug’in ko’pag’zalilardin’ arasinda en’ kishirdgege iye ko’pag’zalilar boladi.

Aldag't waqitlar paydalanilatug’in ja’ne bir jantr’'sinikti kirgizemiz. Meyl,
Y =(¥, ¥5.---» ¥, ) O R bazi bir nolden o'zgeshe vektor bolsin. SogfeA) y=0
ten’ligin ganaatlandiratug’'in, barliq keItiriIgerg(A) ko'pag'zalilarinin’ ko’pligin
garaymiz. Bul ko'plikke, dara jag'dayda matritsasinin’ nol'ge aylandirwshi barliq
ko’pag’zalilari derek boladi. Sonin® menen birgeg(A) Z0 sha'rtin
qanaatlandlratug’ng(/l) ko’pag’zalilari da derek boliwi mu'mkin. Ko’pagldardin’
bunday ko’pliginen en’ kishi da’rejeli¢(/1) ko’pag’zalisin saylap alamiz. Bunday
¢(/]) ko'pag'zalisi, A matritsasinin’y vektorin nol'ge aylandiriwshi en’ kishi

ko'pag’zalisidep ataladi. Bul ko'’pag’zali, matritsanin’ en’ kil ()I) ko'pag'zalisi
ganday ga’siyetlerge iye bolsa, tap sonday qa'sgge iye boladi.

1.  Egerde g(A) =0 bolsa, onda g(/])ko’pag’zaI|S| ¢(/])
ko’pag’zalina pu’tinley bo’linedi.

2. ¢(/]) ko'pag'zalisinin®  barllqg  koren’leri A matritsasinin’

menshikli ma’nisleri boladi.

Hagiygatinda da, 1-ga'siyeti boyinsh@& matritsasinin® menshikli

ko’pag’zalisi ¢(/1) ko’pag’zalisina eseli boladA matritsasinin’ en’ kishl/J(/])

ko'pag’zalisinan o’zgeshe;ﬁ(A) ko'pag’zalisinin’ koren’lerinin’ ko'pligi, uliwma
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jag’'dayda,A matritsasinin’ 0’z ara ha'r qiyli menshikli ma’resinin’ ko’pliginin
tek bir u’lesing’ana duziwi mu’mkin.

3. A matritsasinin’ u vektorin nolge aylandinwshi en’
kishi ko’pag’zalisi tek birew g’ana boladi.

Algebra kursinan keltirilgen bul magliwmatlém’'mende A.N.Krilov usilinin’

esaplaw algoritmin tiykarlag’anda ken’ paydalanilad
1.3.2. Matritsanin’ menshikli ko’pag’zalisin jasaw

Da’slep, o’lshemi berilgenA kvadrat matritsasi menen sa'ykeslengen,

0 49

galegen y= y(o) :( A7y ,...,)20),) = ( vektori saylap alinadiKo’pshilik

jag'daylarda bunday vektor esablnaﬁﬂa, 0,0,...,()' vektorin aladi. Bul y(o)
vektorr  boyinshy = AY? Y= A = R{?, = A QY

h.tb. vektorlarinin’ izbe-izligi jasaladi. Ko'rdgen protsess, usilayinsha jasalg’an sizigl
baylanissiz vektorlardin’ sizigh birikpesi (kombisiyasi) bolg'an vektor kelip

shiggansha, yag'niy
m
¢@=qu+qjma#m+%y”[Z]ﬁ>an$) (L31)
i=1
ten’ligi duris bolg’ansha dawam etedi. Is ju'zind® degi t sanin® ha'm
g, 0,,...q, koeffitsientlerin aniglaw ushin to’'mendegilerdirdaydi.

Ba'rinende burin (1.3.1) de m=tep uyg'arip, sheginde mumkin bolg’an mina
sizigh birikpe alinadi:

Y=gy gyl q (13.2)

Bul vektorliq ten’lik mingp san ten’liklerine ten’ ku’shli boladi;
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G+ g e gy = Y,
G+ g gy = Y,

(1.3.3)

Bunda yf), yg),..., yf:)sanlarl y(i)vektorlnln’ sa'ykes koordinatalari. Sonda (1.3.3)

ten’likleri q,,Q,,...,0, belgisizli sizigh algebralig ten’lemelerinin’ bitekli emes

sistemasin du’zedi. Bul sistemanin’ aniglawshisi

yin—l) y(zn—z) )}no)
A:ygn—l) y(zn—z) )éo)

ylgn—) yg]n—z) );no)

tek y", vt 9 vektorlan sizigh baylanissiz bolg'anda g'anadeti 0'’zgeshe

boladi. O'ytkeni, bul aniglawshinin® bag'analarn ’rketilgen vektorlardin’
koordinatalarinan du’zilgen. Usi ha’'m tek usi jayda g’ana (1.3.3) sistemasi tek bir
sheshimge iye boladi. A'deti aniglawshisinin’ nol'den o’zgeshe yamasa nol'gé ten
bolatug’inin aniglaw ushin (1.3.3) sistemasin Gaggsmenen sheshedi.

Egerde Gauss usilinin’ tuwri jurisinin’, barlmadimin orinlaw mumkin bolsa,

onda (1.3.3) sistemas! to'mendegi u'shmu’yeshlrikesine keltiriledi:

G +C,0, *+GG *.. +Gq =4
G +CuQ *.. +C,q =0,

(1.3.4)

Bunnan A# 0 ham y(o),y(l),....,)f”_]) vektorlarinin’  sizigh  baylanissiz

bolatug'ini kelip shig'adi. Bul jag'dayda, Gauss usiinin® kgu'risinde son'g’l
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sistemadan, (1.3.2) sizigh birikpesinin’ barti, g ,,...,q koeffitsientleri izbe-iz

bir ma’nisli aniglanadi.
Egerde Gauss usilinin’ tékp adimin g’ana orinlaw mu’'mkin bolsa, onda tek

da’slepki y(o),y(l),...,)/m_]) vektorlari g’ana sizigl baylanissiz boladi. Bul
jag'dayda Y™ vektori (1.3.1) sizigh birikpesi turinde ko'réieti. Sonda (1.3.1)
vektorlig ten’lik to’'mendegp san ten’diklerine ten’ ku’shli boladi:
Ay g g = 7,
m-1) + m-2) + o+ 0 — (M
qu(z %);2 e q'l)g % ! (135)

A% G g = Y,
Uslayinsha kelip shikgan (1.3.5) ten’lemeleq,,q,,...,q, (m<r)

belgisizli sizigh algebraliq ten’lemelerinin’ s$hasin du'zedi. Bul sistemanin’
matritsasinin’ rangt ge ten’ boladi. Sonligtan og’an Gauss usilinin’ rtup'risin

gollanip, oni mina u’shmu’yeshli ko'rinisine kelige boladi:

G +G,0 *+G3G *.. +G, G =4
0 +CuG *.. +G,Q, =4,

(1.3.6)

Gauss usilinin® keri ju'risinde (1.3.6) sistemasirfd.3.1) sizigh birikpesinin’
Oy Aoy -G Koeffitsientleri izbe-iz bir ma'nisli tabilad.

Solay etip, (1.3.1) ha'm (1.3.2) sizigh birikpefen’ ja’rdeminde matritsanin’
menshikli ko'pag’zalisint = p bolg’anda) ha’'m bul ko’pag’zalinin’ bo’liwshisi
bolatug’'in ko’pag’zalini(t < p bolg'anda) tikkeley jaziwg’'a boladi. Da’slép= p
bolg’an jag'daydi garaymiz. Bul jag’dayda (1.3.2igll birikpesinin’q,, ,,...,0,

koeffitsientleriA matritsasinin’

P(A)=A"-pA™ - pA™~-..-p
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menshikli  kopag'zalisinin®  sa'ykes  p,, p,,...Q, Kkoeffitsientlerine ten’,
yagnlyy 4 =P (i:1,2,...,n) boladi. Hagiygatinda da, Gamil'ton-Keli teoremasi
boyinsha

P(A=A-pA'-pgpA?-.- pEO

n

boladi. Bul ten’liktin eki jag'n on’ jag’lnany(o) vektorina ko’beytemiz ha'm

jasawimiz boyinsha kelip shig’atug’in
y“¥ =AY (k=12,....1 (1.37)
ten’liginen paydalanamiz. Sonda mina na'tiyjegeiket:

yW=py ™+ py e gy

Ekinshi jagtan, (1.3.2) boyinsha
Y=gy + gyl q )

boladi. Demek, bulardan

(p-a) ¥ +(p-q) ¥y ?+(p-q) ¥=0

ten’digi kelip shig’adi. Biraqtay(o),y(l),...,y(”_]) vektorlari sizigh baylanissiz
bolg’anhgtan, son’'g’l ten’lik tek g = (i:1,2,...,n) bolg’anda g’ana

mu’mkin bolad.
Solay etip,t=p bolg’an jag’dayda jasalg’an (1.3.2) sizigh birilgoan’

ko’rinisi boyinsha, A matritsasinin’ Pn(/]) menshikli ko’pag’zalisin tikkeley

jaziwg’a boladi. Bunnan sorP, ()I) =0 ten’lemesin sheship, bul matritsanin’ barliq

menshikli ma’nislerin tabadi.
Egerde<p bolsa, onda (1.3.1) sizigli birikpesi alinadi. fag’'dayda (1.3.7) ni
esapqga alip, (1) vektorlig ten’ligin to’'mendegigaawg’a boladi:

(Am—qlA”*l— g AT —...— P Ig ¥ =0
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yamasa

#(A) ¥y =0,

bunda

$(A)=A"-qA™ A"~ q,
ko'rinisindegi  ko'pag’zali boladi. Bul¢()l) ko'pag'zalisinin’ A matritsasinin’
y(o)vektorln nol'ge aylandirnwshi ko’pag'zalisi bolatagha an’sat iseniwge boladi.
Hagiygatinda da, egerde da'rejesins bolg'an ha'm g(A) )}O) =0 tenligin
ganaatlandiratug’in g(/]) ko’pag’zalisi bar bolsa, onda bul sha'rt
y(o), . y(s_l) ,)fs) vektorlarinin’ sizigh baylanisli bolatug'inin aathdi. Al bul

v YW ™ vektorlannin’ sizigh baylanissizlig'ina garamasykeledi.
Demek, t<p bolg’anda A matritsasinin’ menshikli ko’pag’zalisinin’

bo'liwshisi bolg'an, ¢(A) ko'pag'zalisina iye bolamiz. Sonligtan, bul jag'day
¢(/]) =0 ten’lemesin sheshipA matritsasinin’ menshikli ma’nislerinin’ tek bir

u’lesin g’ana taba alamiz. Baslang’lsﬁo) vektorin o’zgertip alip, bul usil menen

matritsanin’ basga menshikli ma’nislerin de anigjaboladi.

1.3.3. Matritsanin’ menshikli vektorlarin tabiw

A matritsasinin’A. menshikli ma’nisi tabilg’annan son’, bul matritsain

og’an sa'ykes keletug’'in menshikli vektorin esaplaa’selesi, sizigl algebraliq

ten’lemelerinin’ bir tekli

(A-AE)x=0 (1.3.8)
sistemasin sheshiwge keltiriledi. A.N.Krilov usdlay ayirim jag'daylarda, (1.3.8)
sistemasin sheshpesten, esaplawlardin’ araliq yjdéiinen paydalanip,

matritsanin’ A menshikli ma'nisine sa'ykes keletug'in menshiklektorlarin

aniglawg’a mu’'mkinshilik tuwadi. Sonligtan, bundagg'daylarda, menshikli
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ma’nisler ma’selesinin’ son’g’t etabin sheshiwgerdik#i bolg'an esaplaw

jumislarinin’ ko’lemi a’dewir azayadi.

Meyli, A matritsasmln’y(o) vektorin nol'ge aylandiriwshi
$(A)=A"-gA™ - gA "~ q,
ko'pag’zalisinin’A. koreni tabilg’an bolsin (bunnan bilayg' talgilam = p ha’'m

t<p jag’'daylari ushin da duris boladi). Sond&,matritsasinin’ bul menshikli

ma’nisine sa'ykes keletug'inx"’ menshikli vektorln,¢(/1) ko’pag’zalisin

jasag’anda tabilg’an, sizigh baylanis$i?, ..., V™2 Y™ vektorlarinin’ sizigl

birikpesi esabinda izleymiz:

XV =By + By T+ By Y (L39)
Bundag’l,Bij (j =1, 2,...m ) koeffitsientleri
AXD = ) X0 (13.10)
ten’ligi orinlang’anday etip saylap alinadi.

Bunnan son’, (1.3.9) vektorlig ten’ligin shep jagn A matritsasina

ko’beytip ha'm (1.3.7), (1.3.10) ten’liklerin esapklip, mina na'tiyjege kelemiz:
A(BY ™+ By ™+t B )
— i1y(m) +,8|2y<”*1) +. .+ 18|m y(l)
Bunnan tisqarig ( A) Y =0 ekenligine, yag'niy
yU =gy gy 4 gy
ten’ligine itibar berip, (1.3.11) ni to’'mendegisiagziwg’a boladi:
A(BY ™+ By ™D+t By0)= By g TP g )+

(m-1) (m=2) 1)
+B,Y" + B YT+ L+ B Y
yamasa

(qm'gil _/]i'Bim) y”+ ( OrsBis + Bim _/]i:Bim—l) Y+
(qm_z i1-l_’Bi'm‘l_/]i'gim—z) y(Z) +"'+(q1:8i1+ i2_/]i:8|]) Ym—1) =0

(1.3.11)
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Bunda y(o),y(l),...,)fm_]) vektorlari sizigli baylanissiz bolg’anligtan, $pn’

ten’liktin’ barliq koeffitsientleri nol’'ge ten’ bali kerek, yag'nlyy mina ten’likler

orinlaniwi kerek:
qmlBil _Aiﬁim - 0’
qm—lﬁil + lBim - AiIBim—l - 01
On2Bi* Bis = AiBin-2=0,

4B+ B~ AK.=0
Bul ten’liklerdin’ en’ son'g'isinan baslap, izbe<2.3.9) 5; (] =1, 2,...m;
koeffitsientlerin aniglaw ushin mina ten’liklergesibolamiz:
B, = (/]i B ql):Bm
B:=(A-aA - a,) 4.,

B =(A A2 = 0A™ - - q,,) B,
(A" -gA™ - gA™-..-q,) B,=0
Son'g’i ten’lik B, din’ ga’legen shekli ma'nisleri ushin duris bola@iytkeni,
#(A)=A"-qA™ - A" - q, =0
boladi. Ma'selen,3, =1 dep uyg'arip, (1.3.9) sizigh birikpesinin’ izlgnatirg’an

koeffitsientlerin aniglaw ushin to'mendegi formaaj’a kelemiz:

Bi=1,
B,=A—q,
:8|3 _/]uz _Q14 — 0,

Jogarida ko’rsetilgen esaplawlard¢(/1) ko’pag’zalisinin®  barliq

koren’leri ushin orinlapA matritsasinin’ bir neshe menshikli vektorlarin vadga
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boladi. Egerde olak matritsasinin’ sizigl baylanissiz menshikli velgonin’ tolig
sistemasin du'zbese, onda jetpey turg’an menskekiiorlarin aniglaw ushin jan'a

vy baslang'ish vektorin saylap alip, ko'rsetilgen &safardi bastan baslap,

gaytadan orinlaw kerek boladi.
Misall. A.N.Krilov usilin qollanip, to’'mendegi matritsahirmenshikli

ma’nislerin ha’'m olarg’'a sa’ykes menshikli vektometabin’:
1-1-1 2]

(1.3.13)

3 0-
1-2-
1 0 -

R PN
=N D

SHeshiliwi. 1)Da’slep
P(A)=A"-pA°-pA’-pA-p, (1.3.14)
menshikin ko’pag’zalisinin’, koeffitsientlerin atagmiz. Bul koeffitsientler (1.3.3)

sistemasinin’ sheshimi boladi. O’z gezeginde, okmeffitsientleri ha’'m saltan’

ag'zalan (1.3.7) formulasi boyinsha aniglanadslde’ish vektor esabinda, ma’'selen

y(o) :(0,0,0,ZD' vektorin saylan alip, (1.3.7) formulasi boyinskbetiz mina

vektorlardl jasaymiz:

1-1-1 270 [2
2 3 0-4|0 |-4 ,
O = AYO = - =(2-4-2- 13.15
A e PP 1Pl ) a3
11 0-1)/1] |-1

y® =AY =(6,-4,43 , ¥ = AY?=(4,4 43 ,
y“ = Ay? =(10,8,10,5 .

2) Saylap allng’any(o) vektorinan ha'm jasalg’an (1.3.15) vektorlarinan

paydalanip, mina matritsaliq ten’lemeni du’zemiz:



23

4 6 2 Op ] [10
4-4-4 0|p| | 8
-4 4-2 0| p,| |10
| 3 1-10|p,| |5

Bunnan, (1.3.14) menshikli ko’pag’zalisinin’ kog&fentlerin aniglaw ushin siziqgli
ten’lemelerdin’ mina sistemasina iye bolamiz:
4p, +6p,+2p; = 10,
4p, - 4p,—4p,= 8,
—4p +4p,-2p,=10
3ptp, -t p=5.
3) Bul sistemani Gauss usilinin’, birden-bir bo’linvsxemasi

boyinsha sheshemiz. Esaplawlardin® na'tiyjeleri ntehdegi 1-kestede

keltirilgen.
Kesteden p,=-1, p,=-2, ;= 3, p,=—1 ekenligi kerinip tur.

Sonligtan berilgen matritsanin’ menshikli ko’padiza
P(A)=A"=2*-20%+ 31 -1= (1 -9 (1*+ 1 -]

ko’rinisinde jaziladl. BunnanA, =A,=1, A,=0,618,4,=- 1,61
ma’nislerine iye bolamiz.

Ulhwma jag'dayda, matritsanin’ menshikli ko’pag’mhin’ koren’lerin
tabiw ushin juwig usillardin’ birewi (a’piway! i@siyalar usili, N'yuton usili,
xordalar usili h.t.b.) gollaniladi.

4) (1.3.13) matritsasinin’ tabilg’an mekshikli miglerene sa’'ykes
keletug’'in menshikli vektorlarin tabiw ushin (1)3.91.3.12) formulalarinan

paydalanamiz.

a) (1.3.12) formulasindap, =q (i=1,2,3,4, ekenligin esapga alip,

| =1 bolg’andaf, =1, B,,=0,5,;=-2,6,,= . manislerine iye bolamiz.
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Sonda y(o), y(l), y(z), y<3) vektorlarinin®  joqarida  tabilg’an
an’latpalarinan paydalanip, (1.3.9) formulasi beganmina na'tiyjege kelemiz:
X = ¥ = Y& LoD — 2y 4 (O =
=(4,4-4,3)- 2(2y 4 2% 1» (0,0,0,5 (0,12,0,

1-keste
) P, Py P, aj;':;ﬂ 2.
[2] 3 1 0 5 1
1 -1 -1 0 2 3
-2 2 -1 0 5 -6
3 -1 -1 1 -5 -3
1 1,5 0,5 0 2,5 0,5
[-2,5] 1,5 0 0,5 -3,5
5 0 0 -10 5
5,5 2,5 1 2,5 4.5
1 0,6 0 -0,2 1,4
[-3] 0 -9 212
0,8 1 1,4 3,2
1 0 3 44
[1] -1 0
1 p,=-1 | p,=0
1 p, =3 p,=4
1 =2 | p,=-1
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1 p=-1

O
I
o

b) (1.3.12) formulasindai =3 bolg'anda £, =1, [, =-0,382
Bz =—2,23€, B,, =1,61& ma'nisleri kelip shig’adi. Sonligtan (1.3.9) foriasi

boyinsha

x® =y -0,382y? - 2,236/ + 1,61§" =
=(-2,764;14,472: 1,056;7,236)

menshikli vektorina iye bolamiz.
v) (1.3.12) formulasindai =4 bolg'anda f,,=1, pB,, =-2,61¢
B,z =2,23€, B,,=-0,61€ boladi. Sonda, (1.3.9) formulasi boyinsha kelesi

menshikli vektori to’'mendegishe aniglanadi:

x® = y® -2 618y + 2,236/ - 0,618 =
=(~7,236:5,528- 18,944:2,764)

Tabilg’an menshikli vektorlardi moduli boyinsha aritken du’ziwshisine

bo’lip normalasaq, onda sa’ykes mina vektorlargkehig’adi:
2% = % =(0,1,0;0,9 ;% =(-0,190989; 0,072968;0,50090

2 =(0,381968: 0,291807:% 0,149D4 .
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I BAP. MATRITSALARDIN' MENSHIKLI MANISLERIN HAM
MENSHIKLI VEKTORLARIN LANTSOSH USILI MENEN ESAPLAW
2.1. K. Lantsosh usili

Bul usil A.N.Krilov usilina ugsas bolip, ol erklu'tde saylap aling’an

y© :(yl(o), 20),...,){](0)) # 0 vektorin da’slepki berilgemA matritsasi menen

izbe-iz iteratsiyalawdan kelip shiggan, yag'niy

V=AY, Y= API= R, = AP, §= AP @D

ten’likleri menen aniglang’an vektorlardin’ nol'gen’ sizigh birikpesin jasawg'a
tiykarlang’an. Biragta, Krilov usilinda (2.1) vektrinin’ bunday sizigh birikpesin
jasaw siziglh algebralig ten’lemelerinin’ sistemmasheshiw menen baylanisli. Al,
Lantsosh usilinda (2.1) vektorlarinin’ nol'ge temzigh birikpesin jasaw ushin
vektorlardi ortogonallastirw protsessi qollanila8unda ortogonallastiriw protsessi,

sa'ykes vektordA matritsasina ha'r bir ko’beytiwden son’, orinlanadi

2.1. Lantsosh usilinin’ tiykarg't esaplaw algoritmi

Endi Lantsosh usilinin’ esaplaw algoritmin bayamniay Qa’legeny(o) z0

vektorin saylap alip, og’an ortogonal’ bolg'an

y® = AY? -, Y 2.2)
vektor! jasaladi. Bunday vektordi jasaw barquilamkin boladi. Bunin’ ushiny©® ha'm
y®) vektorlarinin’, ortogonal’ boliw shartinen, yag’/n( v, y(l)) =0 ten’liginin’
orinlaniwinan (2.2) deg, , koeffitsienti aniglanadi:

(o)

P10 = (y(O)’ y(O))

Egerde, dara jag'dayday'” =0 bolsa, onday® ham Ay® vektorlari

sizigh baylanish bolad’g. Sonligtan
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@, (/1) =A-ay,
ko'’pag’zalisiA matritsasmln’y(o) vektorin nol'ge aylandiriwshi en’ kishi ko’pag’mal
boladi. O'ytkeni, saylap aliwimiz boyins®’ # 0 ha'm
$.(A) Y? =(A-a,,E) ¥ = y?'=0

boladi. Bunday ko’pag’zalinin’ koren’lei\ matritsasinin’ menshikli ma’nisleri
bolatug’ini jogaridan ma’lim. Al, egerdy(l) % 0 bolsa, ondaAy(l) vektori jasalip,
jan'a

y®? = Ay - a,, y - a5 Y

vektor du’ziledi. Bundag'@r,, ha'm @, koeffitsientleri y* vektorinin’ y® ha'm

y® vektorlarina ortogonal’ boliw sha'rerinen anreiali. Sonda( Y@, y(l)) =0,

(y(z), y(o)) = 0 sha'rtlerinen

. :(A¢1),y1)) . :(Ayl), ym)
21 (y(l),y(l))’ 20 (y<0), y<0))

ma’nisleri kelip shig’adi.

Egerde usinday usil menen jasalg;éﬁ) vektori nol'ge ten’ bolsa, onda

AV —a, Y -a, Y =0

tenligi Y@, y® = AY?, V@ = Ay = R Yy vektordannin®  sizigh  baylanisli

ekenligin an’latadi ha’'m
$,(A)=(A-a,)(A-a,)-a,=(A-a,)p{A)-a,
ko’pag’zalisiA matritsasinin’ en’ kishi ko’pag’zalisinin’ bo’liwgdh boladi. Sonligtan

bul ko’pag’zalinin’ koren’leriA matritsasinin’ menshikli ma’nisleri boladi. Al, ede

y'? £ 0 bolsa, onda ortogonallastirnw protsessi dawanilextir
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Meyli, bunday ortogonallastiriw protsessinim—1 adimi orinlanip, da’slepki

saylap allng’ary(o) % 0 vektori boyinsha
(y9.¥?)=0 (i,j=01,2,..;m- 1j# j)

ten’liklerin ganaatlandiratug’in, nol'den ozgeshy y( )fm vektorlari

jasalg’an bolsin. Bunnan son’
y(m) = Aym_l) - amm—l ym-l) - ammz y‘mZ) TeTa n® y()) (23)

vektori jasaladi. Bunin’ ushin (2.3) degj,,,, & a ., koeffitsientleri y™

mmz,---,

vektorinin’ y(o), y(l),y(z),...,)}m_]) vektorlarinin’ ha'r birine ortogonal’ boliw

sha’rtlerinen tabiladi. Solay etip,
(y(m),y“)):O (i=0,1,2,...m— Jortogonal' boliw shartlerinen (2.3) degi

a.; koeffitsientleri to’'mendegishe aniglanadi:
= (A, ) (W0, ) (=042 m ) @4

Bunday y(o),y(l),...,)fm) vektorlari menen bir qatarda, to’mendegi

ko’pag’zalilar da jasaladi:

9y (1) =1,

#.(4) = (A =ay)d4(4),

¢,(1)=(A-0a,)8,(A)-a.¢ (1), (2.5)
$5(1)=(A-ay)p,(A)-a.p(A)-a.p {A)

Biragta, n o’Ishemli vektorlig ken’islikte N nen artig emes, 0’z ara

ortogonal’ vektorlar bar bolg’anhqgtan, bunday gooallastiriw protsessinin’ bazi

bir m-adimindgt < p), minnetli tu'rde y(m) nol’ vektori kelip shig’adi. Sonligtan

AT g Mg fmA_ g =g (o)
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ten'ligi Y@, AY?, Ay . A y° vektorlarinin’ sizigh baylanisl bolatug’inin
an’latadi. Usi sebepli, bug'an sa'yk@s (A) ko’pag’zalisiA matritsasinin’ en’ kishi
ko’pag’zalisinin’ bo’liwshisi boladi. Egerde (2.&8n’ligi tekt = p bolg’anda g’ana
orinlansa, ond#, (A1) ko’pag'zalisiA matritsasinin’ tek menshikli ko’pag’zalisi

boladi. Al, (2.6) ten’ligit<p bolg’anda orinlansa, ondamatritsasinin’ menshikli
ko’pag’zalisinin’ bo’liwshisine g'ana iye bolamizam bul jag'dayda A
matritsasinin’ menshikli ma’nislerinin’ tek bir e%i g'ana tabiladi. Son’'g’i
jag’dayda A matritsasinin’ jetispegen menshikli ma’nislerin @b ushin
yO W W3 ™3 vektorlarina ortogonal bolgan, jan'a baslang g # 0
vektorin saylap alip, jogarida ko’rsetilgen ortogltastiriw protsessin ta’kirarlaw
kerek.

Matritsanin’ menshikli ma’nislerinin’ ma’selesin esghiwdin’ bayanlang’an
usih  simmetriyali matritsalar berilgen jag'dayda’deavir a’piwayilasadi.

Haglygatanda da, bunday matritsalar ushin (2.4kdép shig’atug’in
@y = (A, ¥0) (¥, ) (12042,
ten’liklerin to'mendegishe jaziwg’a boladi:
= (A ) /(90 9)=( 9, AP) /(9. )=
= (y(i)v y(jﬂ) +aj+1j y(j) +aj+14‘—1)}j_1) + ---+aj+1o yO))/( 3; ), )9 ))
(j=012,.1)
Bunnan,

(¥, y)=0 (0<ks

ortogonalliq sha'rtinen,j <i —1 bolg’andaa,,,. =0 boladi. Sonligtan (2.3) den

j*1]
kelip shig’atug’in
y(i+l) = Ay(i) — 0y yl) _ai+1—13;_1) T Ty 90)
(i=0,1,2,..m- 1m< n)

ten’ligi simmetriyali matritsalar ushin
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y' = Ay — iy Y _ai+1—1);_1)

ko'rinisine iye boladi. Bul jag’dayda (2.5) tiykada jazilg’'an
¢i+1(/1) = (/] —ay )¢| (/]) _ai,+l—1¢—1(/1) = q o(/])
ko'pag’zalisi da a’piwayilasip,
¢i+1(/]) = (/] — i )¢| (/]) a4 —1(/])
ko'rinisine keledi. Usi jag'daylarg’a baylanislA simmetriyall matritsa bolg’anda,
Lantsosh usilinin’ esaplaw sxemas! a'dewir a’piveayp, qollaniw ushin qolayl

boladi. Sonhgtan simmetriyali matritsalarg’a quliglan Lantsosh usilin, a'detés’ az

iteratsiyalar usilidep te ataydi.

2.3. Usildin’ biortogonalliq algoritmi

Lantsosh usilinin® esaplaw algoritmin simmetriyaines matritsalar berilgen
jag’daylarda da a'dewir a’piwayilastiriwg’a bolad@unin’ ushin sa’'ykes vektorlardi

ortogonallastiriw protsessin, biortogonallastirvetgessi menen almastiriw jetkilikii.

Vektorlardin’ ekia, , a,, ..., & hamby, b,, ..., [y sistemalan

(31 b):{l,erepﬂe i=j Oomca,
')

O,erepane 1% Ooica

sha'rtlerin ganaatlandirsa, onda dientogonal’ ((gos ortogonal’) vektorlar sistemalatep
ataladi. Vektorlardin’ biortogonal’ sistemalarinima’r biri sizigl baylanissiz boladi.
Sonhgtan olardin’ ha’r birp o’lshemli vektorlig ken'isliktin’ bazisin du’zediSonin’
menen birgep o’lshemli ken'isliktin’ ka’'legen bazisi ushin tekrkbiortogonal’ bazisi

bar boladi. Lantsosh usilinin’ biortogonalliq alomin ma’nisi to'mendegishe. Eki
baslang’lshy(o) £ 0 ham 2% # 0 vektorlarin saylap alip, olardin’ ja’rdeminde meia
vektor jasaladi:

y(l) = Ayw) —a y(O)’

0= Kg- g 80 2.7)
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bunda A" — A matritsasin transpollawdan kelip shiggan mati2smdag’i a,, ha'm

B,, koeffitsientleri
(v,2%)=( £, 7)=0
tenlikleri orinlang'anday etip aniglanadi. Egerdaslang’ishy® ham z©

vektorlar ortogonal’ bolmasa, onda izlenip atmgy(l) ha'm z® vektorlarin ba'rqulla

jasawg'a boladi ham (2.7) degir,, ham [, koeffitsientleri to’'mendegishe

aniglanadi:

AY©, 29 YO, A
T10 = ((y(O)’ Z(O))) - (( VO, 2<0))) = B

Bunda (y(o), Z(O));tO dep uygariladi. Bunnan son’, (2.7) formulalariyinsha

tabilg'an Y ha’'m z" vektorlarinin’ jardeminde jan‘a

y® = Ay - a,, Y- ay A

402 K=, 8-y B -

vektorlar jasaladi. Bul ten’liklerdin’ on jag’inda an’latpalardin’ koeffitsientleri
(y(z),z(l)):(y‘z), 2‘0)):( 2 391)):( vl §P)):O
sha'rtlerinin’ orinlaniwinan tabiladi. Sonligtan | bkoeffitsientler to’mendegi

formulalar menen aniglanadi:

(A 2) (0 AZ)
a, = (y‘l), Z(l)) - (y(l), 21)) —,321,
(A, 27) (¥ AZ) (¥ 245, &) (9 9

Ta0 = (y(O)’ Z(O)) (y<0)’ 20)) ( yO, io)) ( W, 20)) a
(Ay“”— oY, 2(1)) _( Ay, 21)) :( WP, AQ’) )

(y(o)’ Z(0)) - (y(O)’ 2(0)) ( 3@)’ Z(o)) —1320
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Meyli, (y(o), z(o)) # 0, ( vy, 2(1)) # 0, ( Y iz)) # ( bolsin xam

biortogonallastiriw protsessi dawam ettirilsin. tisi na'tiyjesinde, ko'rsetilgen

usil menen
(27, y9)=0 (i k),
(27, y?)20 (j,k=012,..]

sha'rtlerin ganaatlandiratug’in

yO, Y@y
z(o), 29, .., 2

vektorlarinin’ biortogonal’ sistemalari jasalg'anlgin. Sonda kelesy! ™ ham z'*V

vektorlarinin’ jubr mina formulalar menen jasalad:
(i+1) — ) _ ) — ) 0)
y Ay< a,|+1| y |+1 1¢ e ai,+103; !

(2.9)
Z(I+1) = Aél _ﬁiﬂj 2) _IB|+1—1 _"'_ﬁ+10 Q)
Bul formulalardin’ay,; , ,6|’+1j (j =0,1,2,..1, koeffitsientleri
(y(|+1) Z(J)) (Z(+1) >}J)) (j=0,1,2,..]

ten’likleri orinlang’anday etip saylap alinadi. $ansha'rtlerdin’ orinlaniwinan (2.9)
formulalarinin’ koeffitsientlerinin’ to’'mendegi marslerine iie bolamiz:
i) ) i) » ) Gt )
(Ay", 20) (), A2) (9, &9+8., ?)

a.. = , , = , , = , , =

i+1] (y(n,zm) (yn’ él)) (39), 2))

Y@ AP W, P
- ((y(i), z(J))) * By W =
B.;, erepae  j =i ©Oouca,

(y(i)’ Z(i))/( =l 2—1)) Jerepe j= i—16oca,

0, erepae | <i —1 Oouca,
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(A7) (2. A9) (2. §7+a, V)
B = ( (i) z(”) B (yj)’ éj)) B (y)’ g)) B
(z"()) y“*l)) o (za-)’ );J.)) _
( j Z(l)) (yn’ i”)
a.,, erepae | =i ©Oouca,

(y(i),z(i))/(y_l) 241)) a.,,_.,erepae j= i—16omnca,

0, erepae | <i —1 Oouca.

Solay etip, natiyjede vektorlardin® biortogonal’ istemalarin  jasawg’a
mu’'mkinshilik beretug'in (2.9) ten’lleri a'dewir 'giwayilasadi ha’'m minaday
ko'rinislerge iye boladi:

(|+1) Ay(') _a|+1| y) |+1 13;_1),

(2.10)
=K -a,, P -a, .

Bunday formulalardi jasaw, onin’ aldindag adintdhilgan y" ham z"
vektorlari ( y®, z(i)) # 0 sha'rtin ganaatlandirg’an jag'dayda g'ana mu'mkatedi. Bul

sha’'rt mina eki jag'dayda g'ana buziliwi mu’mkim:ya(” ha'm 2 vektorlar ortogonal’

bolsa. Bul, 0z gezegindey® ham z® baslangish vektorlarinin’ qolaysiz saylap

aling'anin anlatadi. Sonligtan jan'a baslangisekterlardi saylap aliw joli menen
(y(i),z(i));tO sha'rtinin’ orinlaniwina erisiwge boladi, b)y(i) ham z"

vektorlarinin® birewi nol’ vektori bolsa. Bul jagagda A matritsasinin’ en’ kishi
ko’pag’zalisi yamasa onin’ bo’liwshisi tabiladi.

Egerde matritsanin’ en’ kishi ko’pag’zallsmln’ ggési M ge ten’ bolsa, onda
yO A YO R YD ham 29, AZY, A2 29, K P vektorlan

sizigh baylanisli boladi&A ham A matritsalarinin’ en’ kishi ko'pag’zalilan sa'ykes
keledi). Sonligtan biortogonallastinw protsesst m adiminan keshikpey so’zsiz
(i)

tamamlaniwi kerek. Egerde, dara jag’dayg?é{,) ha'm z"’ vektorlarinin’ birewi nol’
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vektori bolsa, onda yO AP YO A YO ha'm

20 K29 A2 29 .., K P vektorlan sizigh baylanish boladi. Bul jag'dayd

ortogonallastiriw protsessi jag'dayindag’t siyagh, matritsasinin’ en’ Kkishi
ko’pag’zalisin yamasa onin’ bo’liwshisin izbe-iz mai formulalar menen

aniglawg’a boladi:

(1) =1,

#.(4) = (A =ay)d4(4),
¢,(1)=(A-0a,)8.(A)-a.¢ (1),
¢5(1)=(A-a5),(A)-a:p.(4),

En’ az iteratsiyalar usili ha’'m onin’ simmetriy@@mes matritsalar ushin
uliwmalastiriliwi birinshi ret amerikali matematikorneliy Lantsosh ta'repinen
usinilg’an. Sonligtan matritsalardin’ menshikli maslerinin’ ma’selesin

sheshiwdin’ bunday usilibantsosh usildep ataydi.

2.4. Matritsanin’ menshikli vektorlarin tabiw

© vektorin nol'ge aylandirnwshi en’ kisti_(A)

Jogarida,A matritsasinin’y
ko'pag’zalisi ushin, ortogonallastiriw usili meng@salg’an, o'z ara ortogonal’
yO vy Y™ vektorlarinin® sistemasi, bul matritsanin’ mendhikektorlarin
tabiw ushin da paydalaniliwi mu’mkin.

Meyli, A -(5) degi @.(A) ko'pag'zalisinin’ koren’i bolsin. Sonda, Krilov
usilinda matritsanin’ menshikli vektorlari galayitg’an bolsa, tap sonday usil

menenA matridasinin’ A menshikli ma’nisine sa'ykes keletugm(i) menshikli
vektorin Y@, y® .y vektorlarinin’ sizigli birikpesi ko'rinisinde izjeniz:

Ol /A A 7 A U /A A (2.12)



35
Bundag' (j=0,1,2,...m koeffitsientleri

AXD = A 50 12)
sha’rti orinlang’anday etip saylap alinadi. Bunream’ (2.12) sizigh birikpesin

shep jag’'ina matritsasina ko’beytip,
Ay(J) = yjﬂ) + aj+1j )/J) + aj +] -1 VJ R Tt aj +10 );0)
(j=0,1,2,..m— 1

ten’liklerin xa’'m (2.13) sha’rtin esapqa alip, mma'tiyjege kelemiz:
AWy ™+ YD g, YY) =
= Yoo (AmaY ™+ W oY+t Y O)
+yi2 (y(m—l) + am—lm—zy(m_Z) + am—lm— 3y(m_3) t..ta mloy(O)) +
+yi3 ( y(m-Z) + am—Zm—Sy(m_S) + am—Zm—4y(m-4) t..ta m 20y(0)) +
ot Vi (y(l) + aloy(o))

yamasa

(A Vin = VisOmo = Villor10= = Vi@ 19 YO +

H(AVors = VoG = Vi 1=~ Vi 0 o= Vi) Y +
H(AWWins = ViaOnz = Vil 12™ Vi Ao~ Vi )Y+
oot (AW = Vil = Vi) Y™ =0

Bunnan, Y@, y®, ..., y™ vektorlarinin’ sizigli baylanissiz ekenligin esagip,

mina ten’liklerge iye bolamiz:
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AVin = VitOmo = Vidlm10™ -~ Vi@ 10= 0,
AVina =Vl = Vi1n™ " Vi B 2™ Vin = 0,
AVinz = Vilmz = Vi12™ " Vie A 37 Vi 7= 0,
AV = Vialmz = Vil meam 2~ Via= 0,
AV = ViOoma = V2= 0.

(2.14)

Matritsanin’ menshikli vektori turagl ko’beytiwgje shekemgi da’llik penen

aniglang’anligtan, (2.14) de qolaylliq ushin, netés ), =1 dep aliwg'a boladi
(o'ytkeni, ), koeffitsienti nol'den o'zgeshe boliwi kerek. Kgeg'dayda, (2.14)
ten’liklerinen ko'rinip turg’aninday, (2.12) sizigbirikpesinin’ galg’an barligy;,

(J=0,1,2,...m  koeffitsientleri nol'ge ten’ boladi). Sonlgtan .12)

ten’lemelerinin’ en’ son'g’isinan baslap, galg’ararlg koeffitsientlerin izbe-iz

aniglawg’a boladi. Bunda (2.14) ten’lemelerinintitshisi paydalaniimaydi. Sebebi,
ol (2.14) degi galg'an ten’lemelerdin’ ha', (A.) = 0 ten’liginin’ saldari bolad!.
Son'g’t tastiyiglawdi tekseremiz ha'm sonin’ menehirge

() =0,1,2,...m koeffitsientlerin aniglaw ushin sa'ykes an'latpdlakeltirip

shig'aramiz. Bunin’ ushin da’slep to'mendegi ko’izaglardi jasaymiz:

Wo(4)=1,

() = (A= )JWo(A),

(1) =(A = Qs o) W1(A) = A (1),

W3(A)= (A= Oroma)Wo(A) = O s 0 4(A) - O o {A),  (2.15)

l//m—l(/]) = (/] _a21)l//m-2(A) _a3#/m-3(/]) _---_am‘//o(/])’
‘//m(/]) = (/] _alo)l/lm-l(/]) _az(f//mz(/]) _---_am#/o(/])-
Usilayinsha jasalg’an (2.15) ko’pagzalilar (2.&p’pag’zalilarinin’ tek basgasha

ko'riniste jazihwlar g’ana boladi.
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Endi (2.14) ten’lemelerinin’ en’ son’g’isinan bgslazbe-iz mina ten’liklerge

kelemiz( ), =1 dep aling’an);

Va=1=y,(A),
Vo (/1 ~ O )yil = (/]i _amm-l)wo(/]i) :¢/1(/1i),
Via = (/]i _am—]m—Z)ViZ_amm—zyilz

= (/]i N am—lm—z)wl(/]i) - ammzwo(/] i) :wz(/] i);
Vin = (A = o) Vinoa = Caino == AoV =
= (A =) Wna(A) = Ot o A) =i {A) =
Wna (A).

Sonda (2.14) ten’liklerinin’, birinshisi to’'mendabie jaziladi:

(/]i _alo)‘//m-l(/li) —a,4l.. 2(/]i) —..—a, Y O(/]i) =

yamasa

boladi.

Solay etil A matritsasinin’A menshikli ma’nisine sa'ykes keletug’m(i)

menshikli vektorin to’'mendegi ko'riniste jaziwg'aladi:

KO =gy (A) Y g (A) YT+, (A) Y @

Lantsosh usili menen matritsanin’ menshikli vektaabiw Krilov usilina
jaqin bolip, oni ga’'legeim < nushin gollaniwg’a boladi.
Misali. Alinshg'an na'tiyjelerdi salistinw ma’gsetindegarida Krilov usili menen

menshikli ma’nisleri ha’m menshikli vektorlar esaplg’an matritsani qaraymiz:

1-1-1 2]

PPN
pr

0-
-2-
0 -

Hl\).b
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SHeshiliwi. Berilgen matritsa simmetriyali matritsa bolmagitaln, onin’ menshikli
ma’nislerin ha’m olarg’a sa'ykes menshikli vektomeesaplaw ushin, Lantsosh usilinin’
tiykarg’l algoritminen yamasa onin’ biortogonallégoritminen paydalaniwg’a boladi.
Bul jerde berilgen matritsanin’ menshikli ma’nistera’m olarg’a sa’'ykes menshikili

vektorlarin aniglaw ushin usildin’ tiykarg'i algani gollaniladi. Bunin’ ushin da’slep
y = (1,0, 0, C)’ baslang’ish vsktorin saylap alip, izbe-iz to'megidesaplawlardi

orinlaymiz:

1)

Ay = =(1,2,19

I N T

PR oW e
I

IH N 'h N|

PPN P

O O O

|
o N O -
|

) (A ¥7)=1 (¥9%) =1 @ =( AP P)/( ¥, )= 1
b) y¥ =AYy -a,¥"=(211)- (1,0,0,0F (0,2,11

2)

(1-1-1 2|0 [-1
2 3 0-4{2 |2 ,
o PRSP D b P el Gt
1 1 0-1)/1] [1
a) (Ay(l)’ y(O)) =-1, Uy :( Ayl), YO))/( );0)1 >;o)) -1

o) (AY”, y¥9)=4-2+1=3, (V¥ y)= & ¥ E ¢
0 =(Ay?, )/ ¥, y¥) =76= 7 2= 0,5
V) y(2) = Ay(l) — U yl)_O'ZO )}0):(—1,2,— 2’1)_ 0’5(01211’1)-

+(1,0,0,0)= (0;1- 2,5;0,5



39
o) (y2,y?)=0, (y,y?)=2- 2,5+ 0,5 ¢

yag'nty Y'* vektori onin’ aldindag'y'®, y® vektorlarina ortogonal’ bolad.
3)
1-1-1 2] 0 ] [ 2,5
2 3 0-4 1 1 '
Ay = = =(2,5;1;5;0,9
1 1-2-2|-2,5 5
11 0-1) 0,53 | 09

) (A, y) =25, a=( AP P))( 17, )= 25

b) (Ay®, y9) =2+ 5+ 0,5= 7,5

a, = (A y0) /(¥ ¥0) = % Zsz 1,25

v)

(Ay?, y?)=1-12,5+ 0,25 - 11,25, (y? y?)= 4 6,25 0,25

a, =AY, ¥2)/( ¥, ¥?)=-11,29 7,5 - 1
o) y(s) - Ay(Z) —as y(Z) —ay yl) —dy };0) =(2,5,1,5;0,5)+
+1,5(0;1- 2,5;0,5)- 1,25(0;2;1)H 2,5(1,0;(;6 (0;0;0;0)
Bul  songt natyje Y@, yP =AY, Y= KyO YW= Ry°
vektorlarinin’ sizigh baylanisli bolatug’'inin astédi. Sonligtan, Lantsosh usilinin’
jogarida bayanlang'an tiykarg'i algoritmi boyinsf.5) degi¢3(/1) ko’pag’zalisiA

matritsasinin’ en’ kishi ko’pag’zalisinin’ bo’liwg boladi. Usi sebepli, (2.5)

ten’likleri tiykarinda@, (A) ko’pag’zalisi to'mendegishe jasaladi:



#o(A) =1 ¢(4)=(1-0a1)@(4)
¢2(/]):(/]—0’21)¢1(/])—0’2(¢0(/]):
=(1-05)(A-1)+1= 08 2°- 3+ J+ £1°- 15+ 1,
$5(A)=(A=02,)$,(A)~a.p (A) - ) =
=(A+1,5)(A*-151+ 1,5- 1,260 - J- 2,5

= -20+1=(A-1)(A*+1-1).

A-1,

Bunnan, berilgen matritsanin’ to’'mendegi menshkdi'nislerine iye bolamiz:
A=1 A=A-1=0. },=(-125)/2=(-1+ 2,236067)

A,=0,618033% 0,618, A, =- 1,6180339- 1,¢

Berilgen matritsanin’ to’rtinshi menshikli ma’nisiesaplaw ushin bul

matritsanin’ izinen paydalanamiz:

1+3-2-1=A4+ A, +A,+A,= 1+ 0,618 16184, A,=
Solay etip, berilgen matritsanin’ Lantsosh usili nere tabilg'an menshikli
ma'nisleri A, =1, A,=0,61¢ A,=-1,61& A, =1 sanlan boladi. Bul

na'tiyjeler berilgenA matritsasinin’ Krilov usili menen esaplanilg’an stakli
ma’nislerine sa’'ykes keledi.
Endi A matritsasinin’ tabilg’an menshikli ma’nislerine Weés keletug'in,

onin’ menshikli vektorlarin esaplaymiz. Bunin’ uslda’slep (2.16) formulalarinan
paydalanip, (2.12) sizigh birikpesinin'y;, (j =1,2,3 koeffitsientlerin
aniglaymiz.

a) da'slep A, =A, =1 menshikli ma'nisine sa'ykes keletug'in menshikli
vektorin esaplaymiz. Onin’ ushin (2.16) formulalde );, =1 dep uyg’arip, izbe-

iz Y, (j =2,3) koeffitsientlerinin’ mina ma’nislerine iye bolami

Vio=A —05,=1+15= 25 y.=(A-a,)A-a,;,=1+15= 2,5
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Sonda, (2.17) formulasi boyinska matritsasinin’ A, = A, =1 menshikli

ma’nisine sa'ykes keletug'in, izlenip atirg’an meiké vektori to’'mendegishe

aniglanadi:

X=X =y Y 4y, ¥+ YO = (0:4-2,5:0,9 +
+2,5(O;2;1;)' =( 0;6;0;B .
Bunda Ax® =AxY :(0;6;0;3)' ten’liginin’ orinlanatug’inin  an’sat

tekserip ko'riwge boladi, yagniyx® = x¥ :(0;6;0;3' vektor berilgen
matritsanin’ A, = A, =1 menshikli ma’nisine sa’ykes menshikli vektori balad

Matritsanin’ menshikli vektorlar san ko’beytiwstnine shekemgi da’llik penen
aniglanatug’inin’ esapga alip, bul vektordi modidbyinsha en’ u’lken
du’ziwshisine bo’lip normalasaq, ond¥d = &’ =(O;1;0;O,3' vektorina iye
bolamiz.

b) A, =0,61€E menshikli ma’nisine sa’ykes menshikli vektorin gsgmiz.
Bul jag'dayda (2.16) formulalarinday,, =1 dep uyg'arip, izbe-iz mina
na'tiyjelerge kelemiz:

Vor = (A, =0 3,) V¥ =(0,618+ L§0F 2,118,

Va3 = (/]2 _azl) Vo=@ sy o~ (0,618— 0,3|:|2,118' 1,25
=0,249924- 1,25 - 1,00004- 1,

X% = y21y(2) + yzzy(l) T y23y(0) = (0;1;_ 2,5;0,3’ +
2,114 0;2;1.) -( 1,0;0p=(- 15,236; 0,382;2,61

Esaplawlar AX? = ), X2 =(-0,618;3,236; 0,236;1,6)¢

)

bolatug’'inin ko'rsetedi. Bul esallamlg’an)((2 vektorinin’ A matritsasinin’
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A, =0,61€ menshikli ma'nisine sa'ykes keletug'in menshikli ektori
bolatug’'inin an’latadi.

Usinday usil menen tabllg’aix(z) vektorin moduli boyinsha en’ u’lken

du’ziwshisine bo’lip normalag’annan son’, ol minariniske keledi:
26 =(-0,1909854;1 0,0729564;0,5

v) endi A matritsasinin’ A, ==1,61€ menshikli ma’nisine sa'ykes

keletug’in menshikli vektorin esaplaymiz.

Bul jag'dayda da (2.16) formulalarindgs,, =1 dep uyg'arip, kerekli

koeffitsientlerdin’ sa'ykes ma'nislerin esaplap 1ma’ (2.17) formulasinan

paydalanip to’'mendegi na'tiyjelerge iye bolamiz:
Vip = (A= 3,) v, =—1,618+ 1,5= - 0,118,
Vas =(A3= 0 ) Vo~ @ o 5= (-1,618- 0,5~ 0,118~ 1,25
=0,249924 1,25 - 1,
XV =y ¥ + ¥ 4y y? = (0:4- 2,5,0,9 -
-0,114 0;2;1) -( L,0;0:p=(- 10,764; 2,618;0,38:

AX®) = 1 X = (1,618 1,236;4,236; 0,6)8

2 =(0,3819709: 0,29182584; 0,1459)2

Juwmag’inda berilgen ma’seleni Lantsosh usili mengmeshiwdin’
na'tiyjelerinin’, onin’ Krilov usili menen tabilgfa sheshimlerine jogari da’llik

penen sa'ykes keletug'inin atap o’'temiz.
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JUWMAQLAW

Bul pitkeriw ga’nigelik jumisi matritsanin’ menshikma’nislerin ha’'m
menshikli vektorlarin tabiwdin’ Krilov ha’'m Lantdosisillarina bag’ishlang’an.

Jumistin’ birinshi babinda Krilov usilinda esaplasxemasi a’dewir
o'zgertilip, praktikada gollaniw ushin qolaylistgian. Biraq usildin’ tiykarg'i
ma’nisi u’lken o’zgeriske ushiramadi. Bul usilda trtsanin’ menshikli
ko’pag’zalisinin’ koeffitsientlerip -ta’rtipli bazi bir sizigh algebraliq tenlemefan’
sistemasinin’ sheshimi esabinda tabiladi. Bundaljqaalgebraliq tu'rlendiriwlerdin’
na'tiyjeleri matritsanin’ menshikli vektorlarin gtaw ushin paydalaniladi. Bul usildi

bayanlawg'a o'tpesten burin, algebradan geypaekkenag'liwmatlardi keltiremiz.

Jumistin’ ekinshi babinda Lantsosh usili garalip usul A.N.Krlov usilina

ugsas bolip, ol erkli tu'rde saylap aling'ai® :(yl(o), VA ){fo)) # Q vektorin

da’slepki berilgenA matritsasi menen izbe-iz iteratsiyalawdan kelipggan,

yag'nly

V0= A0, Y= A= B, = AP §= RGO

ten’likleri menen aniglang’an vektorlardin’ nol'gen’ sizigh birikpesin jasawg'a
tiykarlang’an. Biraqta, Krilov usilinda (*) vektarinin® bunday sizigl birikpesin
jasaw sizigh algebralig ten’lemelerinin’ sistemmasheshiw menen baylanisli. Al,
Lantsosh usilinda (*) vektorlarinin® nol’'ge ten’zgyll birikpesin jasaw ushin
vektorlardi ortogonallastirnw protsessi gollanilaBunda ortogonallastiriw protsessi,
sa'ykes vektordA matritsasina ha'r bir ko’beytiwden son’, orinlanadi

Pitkeriw ga’nigelik jumisinin® temasi boyinsha jagan barliq
mag’liwmatlar bo’limlerge bo’lip u’yrenilgen. Buldilimlerde keltirilgen tiykarg'i
tu'sinikler EEM ja’rdeminde misal ha’m ma’selelersiheshiwde paydalaniwshi
alg’a sol tiykarg'i tu'sinik ha’m ko'rsetpelergey@ng’an jag’dayda protsesslerdi
basqishpa-basqgish a’'melge asiriw imkaniyatin beredi

Bul jumista Kkeltirigen mag’liwmatlardan, misal ha’ ma’'selelerden

“Esaplaw usillar” ha'm “Sanli usillar” pa’nlerinin a'meliy sabaglarinda
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paydalaniw mu’mkin. Bul bolsa talaba- ogiwshilardameliy sabaglarindag’i
bilim ha’'m ko’nlikpelerdi asiriwg’a ha’m rawajlamiivg’a sebep boladi.

Pitkeriw ga’nigelik jumisinin’ 0’z aldina goyg'anykarg’t magsetlerinen
biri bul ma’selelerdi sheshiw basqishlari ha’'m oghvardin® bilim ha'm
ko’nlikpelerin basqishpa-basqish asirip bariwg’adgan beriwden ibarat edi. Bul
magsettin’ a’melge asiwinda Kkeltirigen misallaréh@’'m berilgen tiykarg'
tu'siniklerde 0’z sa’'wleleniwin tapgan.

Bul jumistan esaplaw usillarin u’yreniwshiler, télaplarina ha’'m sanli

usillardi sheship na'tiyje aliwg’a qizig’iwshilpaydalaniwi mu'mkin.
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