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Kirisiw

Koplegen fizikaliq protsesslerdi ham geometriyaliq nizamlardi uyreniw
parametrge baylanisli maselelerdi sheshiwge alip kelinedi. Bunday maselelerdi
sheshiwdin en quymm ham en ahmiyetli bolimi uyrenilip atirgan protsesstin
parametrge baylanisli nizamlarin tekseriw ham oni aniglawdan ibarat. Us1 sebepli
mektep matematikasinda ushiraytugin parametrge iye maselelerdi sheshiw,
sheshimnin parametrden baylanisli nizamlarin tyreniwdi talap etedi.

Parametrge iye maseleler hagqinda kop tusiniklerdi aytip otsek boladi.
Bunday maseleler gatarina parametrge iye tenlemeler ham tensizlikler, parametrge
iye funktsiyalar kiredi ham tagi basqa [1,2,4,6,7,10]. Parametrge iye tenlemelerdi
aytatugin bolsaq, bunday tenlemelerdi ratsional ham irratsional, korsetkishli,
logorifmlik ham trigonometriyaliq tenlemeler arasinda ushiratiwga boladi
[3,5,8,9].

Ayrim tenlemeler tek bir parametrge baylanisli bolsa, ayrimlart bir neshe
parametrge baylanish boladi.

Usi sebepli parametrge baylanisli maselelerdi ayreniw usi tiptegi parametrge
baylanisli bolmagan maselelerdi tyrenwdin har qiyli usillarin jagsi ayrenwdi talap
etedi.

Parametrge iye maselelerdin bir tari, parametrge iye tenlemeler bolip,
olardin uliwma kérinisi

f(xa,b,...k)=g(x,a,b,..,k)
targe iye boladi, bul jerde tiykargi masele x o6zgeriwshi mugdarimin a, b, ...,k
parametrge baylanisli boliw nizamin aniglaw bolip, bul masele parametrge iye
tenlemeni tekseriwdin tiykargi mazmunin beredi.

Tenlemedegi f ham ¢ funktsiyalarnn Qgabil etetugin parametrlerdin
a=a,, b=0y,..., K=k, manisleri us1 parametrlerdin bar bolgan manisler kopligi

dep ataladi. Parametrlerdin bar bolgan manisler kopligin aniglaw, bul parametrge

iye tenlemeni tekseriwdin tiykargi formalarinin biri bolip esaplanadi. Sebebi bul



tenlemenin sheshimi parametrlerdin bar bolgan manisler kopliginen alingan har bir
parametr manisine baylanisli boladi.

Parametrge baylanishi bolgan kvadrat funktsiyalardin korenleri tuwrisindagi
maselelerdi uyrenw parametrge iye maseleler arasinda ulken ahmiyetke iye. Bul
masele mektep kursi matematikasinan tanis Viet teoremasin teren paydalaniwga
ham us1 teorema jardeminde kvadrat funktsiyalardin korenleri menen parametr
ortasindag1 baylanist1 uyreniwge alip keledi. Bunday baylanisli ayirim maselelerdi
berilgen tenlemenin korenleri x=0 nogatqga garata tekserilse, ayirim maselelerde
basga nogatlarga garata yaki bolmasa bir neshe noqgatlarga qarata tekseriledi.

Aytayiq tenlemenin koreni parametrdin ganday manislerinde berilgen p saninan
kishi yamasa ulken, kishi emes yaki ulken emes, korenleri berilgen p ham ¢
sanlar1 arasinda jaylasadi, korenleri berilgen p ham g sanlar ortasinda jatpaydi

ham tagi basga parametrge baylanishi bolgan maseleler tek tenleme yaki
tensizliklerde wushirasip galmay, balki matematikanin basgada maselelerinde
ushirasadi.

Parametrge iye matematikaliq analiz maseleleri ishinde ulken ahmiyetke
iye maselelerdin biri tuwindi jardeminde sheshiletugin maseleler bolip, bul
maseleler koplikina iymek sizigqa jargiziletugin urinba maseleleri. Parametrge iye
funktsiyalardin ~ statsionar nogatlarin tabiw  maseleleri, parametrge iye
funktsiyalardin monoton intervallarin tekseriw maseleleri, parametrge iye
funktsiyalardin en ulken ham en kishi manislerin aniglaw maseleleri, parametrge
iye funktsiyalardin grafiklerin jasaw maseleleri kiredi.

Pitkeriw ganiygelik jumis1 us1 aytilgan parametrge iye maselelerdi uyrenwge
bagishlangan. Bul jerde tiykargi maseleler gatarina parametrge iye tenlemeler
menen parametrge iye funktsiyalardi tekseriw maseleleri jatadi. Parametrge iye
maseleler boymsha bul pitkeriw ganiygelik jumisinda bir ham kop parametrlerge
iye ratsional ham irratsional tenlemelerdi, korsetkishli, logorifmlik ham
trigonometriyaliq tenlemelerdi tekseriwdi teren uyrenw maseleleri keltiriledi. Us1

maseleler menen birgelikte parametrge iye funktsiyalardi tekseriwde olardin 6siwi



ham kemeyiwi jagdaylarin, ekstremumlarin, en tlken ham en kishi manislerin
parametrge baylanishi aniglaw maseleleri ayreniledi.

Pitkeriw ganiygelik jumuis1 kirisiw boliminen, ganiygelik jumisinin mazmuni
6z ishine alatugin toért paragraftan, juwmaglawshi ham paydalangan adebiyatlar
diziminen turadi.

Pitkeriw ganiygelik jumisinin birinshi  paragrafi «Parametrge iye
tenlemeler» dep atalip, onda bir ham kop parametrge iye ratsional ham irratsional
tenlemelerdi sheshiw maseleleri qaralip, sheshimnin parametrge baylanish
nizamlarin ayrenw maseleleri garaladi.

Pitkeriw ganiygelik jumismmin ekinshi paragrafi «Parametrge baylamsh
korsetkishli, logorifmlik ham trigonometriyalq tenlemeler» dep atalip, onda
tiykarman bir ham kop parametrge iye trigonometriyaliq tenlemelerdi sheshiw
maseleleri tyreniledi.

Pitkeriw ganiygelik jumisinin ash inshi paragrafi «Parametrge baylamsh
kvadrat funktsiyalardin korenleri» dep atalip, onda parametrge baylanish
bolgan kvadrat funktsiyalardin korenleri tuwrisindagi maseleler tyreniledi.

Pitkeriw ganiygelik jumisimin tortinshi paragrafi «Tuwindi jardeminde
sheshiletugin parametrge baylamish har quyh maseleler » dep atalip, iymek
siziqqa Jargiziletugin urinba maseleleri, parametrge iye funktsiyalardin statsionar
nogatlarin tabiw maseleleri, parametrge iye funktsiyalardin monoton intervallarin
tekseriw maseleleri, parametrge iye funktsiyalardin en tulken ham en Kkishi

manislerin aniglaw maseleleri garalada.



§l. Parametrge iye tenlemeler

Bir parametrge baylanisli rattsional tenlemeler. Meyli bizge parametrge iye

f(xa)=g(xa) (1)

tenlemesi berilgen bolsin. Eger bizge usi qoyilgan tenlemenin (x,a) tardegi
sheshimler kopligin tabiw talap etilse, ol jagdayda biz eki 6zgermeli tenlemelerge
iye bolar edik. Birag ayirim waqitlar1 (1) tardegi tenleme ushin masele basgasha
formada goyiladi. Misal ushin a 6zgeriwshige fiksirlengen bazi bir manislerin
bersek, ol jagdayda (1) tenlemeni tek bir X o6zgeriwshisinin tenlemesi sipatinda
garawga boladi, usinin menen birge bull tenlemenin sheshimi a nin saylap algan
manisleri ushin aniglanadi. Eger biz bazi bir sanli A kopligindegi a nin har bir
manisi ushin (1) tenlemeni X ga gatnas retinde sheshiw talap etilse, ol jagdayda
(1) tenleme bir parametrge iye bir 6zgeriwshi tenleme bolip esaplanadi. A kopligi
a parametrnin manisler kopligi bolip tabiladi. (1) koérinisindegi tenleme, bull
manisi boyinsha a parametrinin qisga jaziliwi bolip tabiladi.

(1) Kkorinisindegi parametrge iye tenlemelerdi sheshiw protsessinde
ushiraytugin qiymshiliq tomendegi maselelerge baylanisli bolip, a parametrinin
bazi bir manislerinde bul tenleme sheshimge iye bolmasa, baz1 manislerde tenleme
sheshimge iye boladi yamasa bazi manislerde tenleme kop sheshimge iye boladi
yamasa bazi bir manislerde tenleme bir formula menen sheshiledi. Misal ushin
meyli

3a(a —4)x =a —4

tenlemesin alayiq. adette bx=c tenlemesi x:% korinisinde sheshiledi,

sebebi bizge berilgen tenlemede b=0. a biz garap atirgan tenlemede X tin
aldindagi koeffitsienti 3a(a-4) bolip, ol har qiyli manislerdi gabil etiw mamkin.
Eger a=4 bolsa, ol jagdayda tenleme 0x=0 korinisine iye bolip, ol sheshimge iye
bolmaydi. Eger a=4 bolsa, ol jagdayda tenleme 0x=0 korinisine iye bolip, bul
tenleme ushin 1qtiyarli san sheshimi boladi. Eger a#0 a#4 bolsa, ol jagdayda X tin

aldindagi koeffitsient nolden 6zgeshe bolip, tenleme



—_a-4 _ 1
3a(a—-4) 3a
turdegi sheshimge iye boladi. Meyli endi
3a(a—4)x>a—4

tenlemesin alayiq. Tensizlikti sheshiw wagtinda bizge X tin aldindagi
koeffitsienttin belgisi kerek boladi. Us1 maselege baylanisli aldingi tenlemeni
sheshiw waqtinda biz a parametrinin ush jagdayin 6z aldina koérgen bolsa, endi a
parametrinin  a=0; a=4; a<0; O<a<4; a>4 manislerin 6z aldina koériwge
tuwr keledi.

a=0 bolgan jagdayda berilgen tensizlik 0x > -4 bolip, bul tensizlikti X tin
barlig manisleri ganaatlandiradi.

a=4 bolgan jagdayda berilgen tensizlik 0x>0 bolip, bul tensizlik
sheshimge iye bolmaydi.

a<0 ham a>4 bolgan jagdayda X tin aldindagi koeffitsient 3a(a—4) on
bolip, berilgen tensizliktin sheshimi tdmendegishe boladi

>_2-4 _ 1
3a(a—4) 3a
O<a<4 bolgan jagdayda x tin aldindagi koeffitsienti 3a(a—4) teris bolip,
sheshimi
e 274 _ 1
3a(a—-4) 3a
boladi.

Parametrge iye (1) tenlemeni sheshiw dep parametrdin har tarli
manislerinde (1) tenlemeden aldingi tenlemeler jiynaginmn haqiyqly sanlar
kopligindegi sheshimin tabiw maselesin tusinemiz.

Parametrge iye tenlemelerdi garagan waqtinda parametrdin har-bir sanli
manisinen kelip shiqatugin tenlemelerdin sheksiz koép jiyindisin ayrim tarde jazip
shigiwv mamkin emes, us1 sebepli barliq haqiyqy sanlardin R kopligin (yaki

parametrdin  berilgen o6zgeriw bagdarin) shekli sandagi Dbir-biri  menen



kesilispeytugin tules kopliklerdin birikpesi, yagnty R=A UA U..UA turde
korsetiwge urinamiz. Bunday jagdayda R kopligi usinday A, A,,... ules kopliklerge
ajiraliw kerek, ae A ushin tenlemeler jiyindis1 6z aldina gasiyetlerge iye boladi,
a e A, ushin bul tenlemeler jiyindisi basqasha bir gasiyetlerge iye boliw1 kerek. Bul
koplikler tomendegi gasiyetlerge iye:

a) bul kopliklerdin har gaysis1 haqiyqiy sanlar kopligi, yagniy parametrdin 6zgeriw
taraw1 bolip tabiladi; b) berilgen jiyindimi quraytugin har bir tenlemenin,
tensizliktin ham sistemanin sheshimleri saykes bir-biri menen kesilispeydi; v)
berilgen jiyindin1 quraytugin har bir tenlemenin, tensizliktin ham sistemanin
sheshimleri parametrdin usinday manisler koplikin dazedi, bul képliklerdin har
gaysisinda berilgen tenlemeler birdey gasiyetlerge iye, birdey o6zgeshilikke iye
boladi.

Haqiyqiy sanlardin bunday ajiratiliwi parametrdin arnawli manisleri amelge
asiriladi, bul jerde parametrdin arnawli manisleri dep, ust manisi argali 6tkende
tenleme sipatin 6zgertetugin parametrdin manislerine aytamiz. Parametrdin
bunday arnawli manisleri  ham bul arnawli manisler argali R kopliginin ules
kopliklerge ajiratiliwi ganday amelge asiriliwi hagqinda misallar garap oteyik:

(@?-a-6)x=a?-9 2)
tenlemesin alatugin bolsaq ol jagdayda (2) tenleme ushin parametrdin arnawl
manisleri sipatinda X tin aldindagi koeffitsienti nolge aylanatugin jagdayda
alinadi. Parametrdin bunday manisleri ushin garap atirgan tenlemenin eki tarepin
X tin aldindagi koeffitsientine bolip bolmaydi, parametrdin basga manisleri ushin
bul boliw amelge asiriladi. (2) tenlemeni sheshiw ushin R di R=A UA, tarde
jaziwga tuwri keledi, bul jerde A :{a; a’ —a—6:0}, A, :{a; a’ —a—6¢0}. Bul
jagdayda A kopligi eki nogattan, yagniy a=-2, a=3 noqatlardan turatugin
A ={ala=-2a=3} kopligin ham A, kopligin a=2 a=3  ushin

A, ={ala=-2; a=3} tarde korsetiwge boladi.



Bul tenleme a=3 ushin 0x=0 koriniske iye bolamiz, yagniy sheshim iqtiyarli
haqiyqiy san boladi. a=-2 ushin tenleme 0x=-1 koriniske iye bolip, bul tenleme
sheshimge iye emes. Natiyjede a = -2, a = 3 ushin tenleme

_a’-9 a+3
a’-a-6 a+?2

sheshimge iye bo'ladi. Usinday qilip, bul jagdayda tomendegi juwmaqgga iye
bolamiz; eger a=3 bolsa, ol jagdayda 1qtiyarli haqiyqiy san sheshim boladi; eger

a=-2 bolsa, ol jagdayda tenleme sheshimge iye emes; eger a=-2,a=3 bolsa, ol

jagdayda sheshim x = a3 boladi.
a+2

Meyli endi
3x2-2 x-1 2
- + +—=
a“+3a a+3 a

0 3)

tenlemesin garayiq. Bul tenleme ushin a parametrinin arnawli manisleri sipatinda
a(a+3)=0 tenlemenin korenlerin alamiz. a mn bunday manislerinde tenlemenin
us1 tarepi maniske iye bolmaydi. Bul jagdayda A kopligin A ={a/a=0,a=-3}
ham A, kopligin A, ={a/a=0; a = -3} tarde korsetiwge boladi.

Bul tenleme a =0 ushin maniske iye emes. Egerde parametrdin gandayda-
bir manislerinde tenleme maniske iye bolmasa, ol jagdayda parametrdin bunday
manislerinde tenlemeni sheshimge iye emes dep gabil etiwge boladi. Demek a =0
ushin (3) tenleme sheshimge iye emes. Aqirinda aytip 6tiw kerek, eger parametrdin
bazi-bir manislerinde tenlemenin  maniske iye boliwi1 shart emes, biraq
parametrdin galegen manislerinde bul tenleme maniske iye. a=-3 ushin (3)
tenleme maniske iye emes, yagniy tenleme sheshimge iye emes. a=-3,a=0
ushin tenleme bir gatar tarlengennen son

3x* +ax+a+4=0 (4)
turge iye boladi. Bul tenleme kvadrat tenleme boliwdan, ol barliq waqit sheshimge
iye bola bermeydi. Eger a parametrinin bazi-bir manislerinde bul tenlemenin

diskriminant1 teris bolmasa, ol jagdayda tenleme sheshimge iye boladi. Demek, ol



jagdayda a parametrinin aldingi arnawli manislerinen 6zgeshe jane bir arnawh
manisleri payda boladi. Bul arnawli manislerin aldingi arnawli manislerinen
ayirtw ushin keyingisi payda bolatugin arnawli manislerin ekinshi  arnawlh
manisleri dep ataymiz.

Endi parametrdin ekinshi arnawli manislerin tabamiz. Onin  ushin
tenlemeninD = a®? —12(a+4) diskriminantin nolge tenlestirip, a parametrinif
a, =6+2421, a,=6-2J21  manislerin  amiglaymiz. Ol  jagdayda
6-2v21<a<6+2v21 ushm D<0 boladi. Usinday etip (4) tefilemeni
parametrinin manisler kopligine garay otip

a=-3 a=0, 6-2/21<a<6+2J21; a<6-2v21; a>6+2/21
tarawinin har gaysisin jeke garawga tuwr keledi. Birinshi jagdayda (4) tenleme,

usmin menen birge (3) tenlemenin 6zi haqiyqiy sheshimge iye emes. Ekinshi ham

ush inshi jagdaylarda (4) tenleme ushin

—a++a®-12a—48

X2 = 6

tardegi sheshimge iye bolamiz.
Usinday etip (3) tenlemeni sheshiw protsessinde parametrdin manisler
kopliginin jane bir jeterli bolistiriliwine iye boldiq;
6—221<a<6+221
[azo, az0 . a<6-2V21, a>6+2421

a=-3 a=-3
Daslepki ush jagdayda (3) tenleme sheshimge iye emes, keyingi eki jagdayda biz

_—at+a’-12a-48

X1,2 - 6

tardegi sheshimge iye boldiq.

Alingan natiyjelerdi juwmaglap aytganda tomendegi pikirge kelemiz; eger
6221 <a<6+2.21 bolsa sheshim jog; eger a<6-2+v21, a>6+2.21 bolsa ol
jagdayda sheshim jogaridagi koriniske iye boladi

Meyli endi

10



(a—1)x* +2(2a+1)x+(4a+3)=0 (5)
tenlemeni garayiq. Parametrdin arnawli manisi a=1 bolip tabiladi, sebebi a=1
ushin berilgen tenleme kvadrat tenleme bolip tabildi, a=1 ushin tenleme kvadrat
tenleme bolip esaplanbaydi, bul jagdayda tenlemede sipati1 boyinsha 6zgeris payda

boladi. Demek, bul jagdayda parametrdin manisler koplikin  a=1 a=1 targe

ajiratiwga boladi. Bul tenleme a=1 ushin 6x+7=0 koriniske iye boladi,

bunnan x =—%. a=1 jagdayinda (5) kvadrat tenleme ushin bolatugin manislerin

alamiz, bul manisler a parametrinin ekinshi arnawl manisleri bolip esaplanadi.

Endi (5) tenlemenif diskriminantin duzemiz: D =(2a+1)* —(a—1)f4a+3), bunda

D=5a+4. Demek D=0 boliw shartinen a:—g boladi. Eger a<—§ bolsa, ol
jagdayda D <0 boladi, eger az—g yaki a=1 bolsa, ol jagdayda D >0.

Demek (5) tenlemeni sheshiw, bul a<—g; az—g yaki a=1 jagdaylarmin
har birinde bul tenlemeni tekseriw bolip esaplanadi. Eger a<—g bolsa, ol

jagdayda (5) tenleme sheshimge iye emes, eger az—g yaki a=1 bolsa, ol

—(2a+1)++5a+4

a-1

jagdayda sheshim x,, = boladi. Olingan natijalarni yakunlab
aytganda quyidagi xulosaga kelamiz; eger a<—g bolsa, ol jagdayda sheshim

bolmaydi; eger a=1 bolsa ol jagdayda x=—%; eger az-% yaki a=1 bolsa ol

—(2a+1)+5a+4

a-1

jagdayda x,, =

Kép parametrge baylamish tenlemeler.  Bul paragrafta bir erikli
6zgeriwshi argumentke baylanisli, parametrlerinin sanin birewden kop bolgan,
aytayiq eki parametrge baylanisli bolgan

f(x,a,b) =g(x,a,b)

11



tardegi tenlemelerdi ham tvyrenemiz, bul jerde parametrlerdin (a,b) juplq
jagdayda bir A kopligine tiyisli. Bul koplik parametrlerinin o6zgeriw tari
dep.ataladi. Egerde qosimsha shartler berilmegen bolsa, ol jagdayda
parametrlerinin 6zgeriw tari R?, eki parametrge iye tenlemeni sheshiw, bul a ham
b parametrlerinin us1 kopliktegi har quyli manisleri ushin bul tenlemelerinin
haqiyqiy sanlar kopligindegi sheshemin tabiw bolip esaplanadi.

Bir neshe parametrge iye tenlemelerdi sheshiw, bir parametrge iye
tenlemelerdi sheshiwge ugsas boladi. Parqi usinan ibarat bolip, R? koplikti jeterli
darejede bolistiriwde bul a ham b parametrlerinin har birinin arnawli manislerdi
gana esapga alip qoymay, balki parametrlerinin bir-biri menen arnawlh
baylanisligin ham esapga alamiz.

Misal ushin kop parametrge baylanishigi kx—p=0 tardegi sizigh
tenlemelerdi garayiq. Bul tenlemekx = p tarine iye bolip, bunnan k # 0 ushin

x:E tardegi birden-bir sheshimge iye boladi, p=0k=0 ushin sheksiz kop

sheshimge iye, p=0k=0 wushin sheshimge iye bolmaydi. Dara jagjayda
k=(a—b)a-3) hdm p=(a—b)a+2) bolsa, bul tenleme
(a-b)a-3)x=(a—b)a+2)
turine iye boladi. a =3 parametrdin arnawl manisi a—b=0 parametrlerinin arnawl
erikli manisi bolip esaplanadi. Sol sebepli a ham b parametrlerinin manislerinin
R? kopligin jeterli darejede bolistiriwdi tomendegishe duziwge boladh:
RP=AUA UAUA,
bul jerde
A = {(a,b) eR*:a=3, azb}, A = {(a,b) eR%*a#3 azb},
A, :{(a,b) ceR?*a=3, a;tb}, A, = {(a,b) eR*;a#3, a;tb}.
Birinshi ham ekinshi jagdaylarda tenleme sheksiz kop sheshimge iye boladi,

yagnly 1qtiyarli haqiyqy san tealemenin sheshimi bolip tabiladi. Ushinshi

12



jagdayda tenleme sheshimge iye bolmaydi,  tortinshi jagdayda tenleme

X = aLg tardegi sheshimge iye boladi.

Alingan natiyjelerdi juwmaglap aytganda tomendegi pikirge kelemiz eger

a=b bolsa, ol jagdayda —o<x<w, eger a=3, a=b bolsa, ol jagdayda sheshimge

jog, eger a=3, a=b bo’lsa, ol jagdayda x=aL§ Meyli jane bir misal sipatinda

eki parametrge iye

L-FL:Z
X—b Xx-a

korinisindegi tenlemeni garayiq. Bul berilgen tenlemeden parametrlerinin arnawl

manislerin yaki olardin 6z-ara erikliligin tasinemiz. Tenlemeni tarlendirip, on1

2x? —3(a+b)x+(a+b)* =0
targe alip kelemiz. Bul jerde x* tin aldingi koeffitsienti nolden 6zgeshe ham
iqtiyarli  a,b ushin diskriminant teris emes. Demek, bul jagdayda parametrler

arnawli manislerge yaki arnawl eriklilikge iye emes. Keyingi tenlemeden

X1=a+b,X2:§§E-b0de

Endi sheshimdi tekserip koremiz. Onin ushin tabilgan sheshimlerdi berilgen
tenlemedegi orinlarga qoyamiz:
a b a b a b

+ = + =—+—
Xx,-b x,—a a+b-b a+b-a a b

a b . . i
5+B: 2 tenligi tek gana a =3, a=b ushin orinlanadi, demek x, =a+b berilgen

tenlemenin tek a =0, b=0 ushin sheshimi bolip esaplanadi. Eger a=0, b=0 bolsa

ol jagdayda x, =a+b shet koreni bolip galad.
Endi berilgen tenlemege x, :a%z ni gqoyip koremiz:

a b _2a 2 _2(a-b)
X,-b x,—a a-b a-b a-b
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2(a—h)

a-b

tenlemenin tek a=b ushin sheshimi bolip tabiladi. Eger a=b bolsa, ol jagdayda

=2 tenligi tek a-b=0 ushin orinlanadi, demek x2=""%2 berilgen

shet koreni bolip galad.

Natiyjede mina sheshimge iye bolamiz: eger a=0, b=0, a=b bo’lsa, ol
. ) a+2 . b
jagdayda x, =a+b; X == eger a=0,b=0 bolsa, ol jagdayda x=2, eger

a=0, b=0 bolsa, ol jagdayda x:%, eger a=b =0 bolsa, x=2a yaki x=2b, eger

a=b=0 bolsa, ol jagdayda tenleme sheshimge iye emes.

Parametrlerdin (a,b) jup tegisliktegi nogat penen bir manisti aniglaniwdan,
tegislikte Oa ham Ob perpendikulyar tuwnilar jargizilip, parametrler tegisligin
duziwge boladi. Ol jagdayda jogandagi alingan juwaplardi bul parametrler
tegisliginde grafik tarde korsetiwge boladi.

Parametrge baylamsh irratsional tenlemeler. f(x,a)=g(x,a) tealeme
bir erikli 6zgeriwshi X tin irratsional tenlemesi dep ataladi, egerde tenlik
belgisinin bir yaki eki tarepinde X qa garata irratsional anlatpalar bolsa.
Irratsional tenlemelerdi sheshiw tenlik belgisinin eki tarepin darejege koterip,
payda bolgan ratsional tenlemeni tenlemeni sheshiwge alip kelinedi. Birag bul
jagdayda shet korenler payda bolip ketiwi mumkin. Sol sebepli alingan sheshim
albette tekserilip koriledi.

Kopshilik irratsional tenlemeler darejege koteriw argali 6zine ten kushli
bolmagan kvadrat tenlemelerge alip keledi. Sol sebepli juwmaglawshi esapta
berilgen tenlemenin qays1 sheshimlerinen ham parametrlerinin  ganday

manislerinen alinganhigin amqlaw zarar boladi. Eger
Jx++a=1-(x+a) (6)
tenlemeni garaytugin bolsag, a=0 parametrdin arnawli manisi bolip tabiladi,

sebebi a <0 ushin tenleme maniske iye emes, a>0 ushin ol maniske iye boladu.

Sol sebepli (6) tenleme ushin R kopligin parametrdin manisleri boyinsha

14



a<0;a>0 tarde bolistiriw magsetke muwapiq boladi. a>0 ushin (6) tenlemenin
eki tarepin kvadratga koterip, tarlendiriwden keyin
2\Jax =1-2x—-2a
korinistegi tenlemege iye bolamiz. Bul jerde biz parametrdin jana arnawh
manislerin - sezbeymiz. Aqirgi tenlemenin eki tarepin kvadratqa koterip,
tarlendirgennen keyin
4x* +4x(a—-1)+4a° —4a+1=0

tardegi kvadrat tenlemege iye bolamiz. Bul tenlemenin diskriminantin aniglasaq

D =4(a—1) —4(4a® —4a+1) bolip, bunda nolge tenlestirsek a, =0,a, :2 boladi.

Parametrdin bul manisleri ekinshi arnawli manisler bolip tabiladi. Bunnan a>§

bolsa, D<0 boladi. Parametrdin birinshi arnawli manisleri a>0 edi. Solay etip
kvadrat tenleme ushin parametrdin on emes
2
a>—;0sasz
3 3

tardegi bolistiriwge iye bolamiz. Bullardin birinshi jagdayda tenleme sheshimge

1-a++/2a-3a?

5 . Jogarida aytganday (6)

iye emes, ekinshi jagdayda x,,=
tenleme a <0 ushin sheshimge iye emes edi. Endi bul tenleme ushin tomendegishe

juwmaqga; eger a<0;a >§ bolsa, tenleme sheshimge iye emes, 0<a s% ushin ol

jogaridagi korinistegi sheshimge iye. Tenleme irratsional bolganligtan, tenlemeni
sheshiw protsesinde shet korenler payda boliwi mumkin, sol sebepli alingan
natiyjeni tekserip korgen maqul. Tekseriw sheshimlerinin mamkin bolgan tari

jardeminde amelge asiriladi. Tenlemenin aniglaniw oblasti

X>0
1-(x+a)=0

15



tensizlikler sistemas:t jardeminde aniglanadi. Kvadrat tenleme boyinsha
1-2x-2a>0 boliw1 kerek. Demek (6) tenleme ushin sheshimlerinin muamkin
bolgan tari

x>0, 1-(x+a)>0,1-2x—2a>0
tensizlikler sistemasi menen yaki x>0, X+a< > tensizlikler sistemas: menen

aniglanadi. Ol jagdayda tabilgan X, sheshiminin usi tensizlikti ganaatlandiriwin

tekserip koremiz:

1-a++2a—3a? >0 1-a++2a—3a? +a<1
2 ] 2 2

(7)
Bul sistemanin ekinshi tensizligi +2a-3a* <-a tensizligine ten kashli ham ol
garalip atirgan osasg tarawda birden-bir a=0 sheshimge iye. Usimin menen

birge a=0 aqirgi sistemadagi birinshi tensizlikti ganaatlandiradi. Demek (7)

1-a++2a-3a?

sistema birden-bir a =0 sheshimge iye. Demek X, = > . a=0 ushin

(6) tenlemenin x, =% tardegi sheshimi bar bolip, eger a=0 bolsa, ol jagdayda x,

shet koreni payda boladi.

Endi (7) ni X, nin ganday ganaatlandiriwin tekserip koremiz

1-a—+/2a—3a* 1-a—+/2a—-3a° 1
> >0, > +a£§

J2a-3a’ <l-a
J2a—-3a’ >a

Bul sistema {

sistemasina ten kushli. Bul sisteman1 sheshsek OsaS%. Solay etip parametrdin

_1-a- u22a—3a2 boladi.

1,y :
osasE manisleri ushin sheshim x, =
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Juwmaglap tomendegi natiyjege iye bolamiz: eger a<0, a>% bolsa, ol

jagdayda sheshim joq; eger 0< as% bolsa, ol jagdayda sheshim keyingi formula
menen aniqlanada.

Meyli misal jardeminde jane bir

X—a=x-b (8)
tenlemeni garayiq, vx—a >0,x>a boliwman, bul tealemenin korenleri x>b, x>a
shartlerin ganaatlandiratugin sanlar boladi.

Tenlemenin eki tarepin kvadratga koterip X—a= (X—b)2 kvadrat
tenlemege iye bolamiz. Bul tenlemenin 1qtiyarli koreni x>a shartin
ganaatlandiradi. Sol sebepli (8) tenlemex>b ushin  X-—-a= (x—b)2 yaki
x* —(2b+1)x+a+b* =0 tenlemesine ten kashli bolad:.

Meyli D =4b-4a+1 aqirgi tenlemenin diskriminanti bolsin. Ol jagdayda

b=a—% ushin D=0 bolip X, =X, =b+0.5 boladi. b>a—% ushin D>0 bolip

% =>(b+1-Vab—4a+1) x,==(2b+1+ab—da+1)
2 2

boladi, usinih menen birge x, < x,,

Endi tabilgan korenlerdin qays:t biri ganday shartler ortasinda x>b

tensizligin ganaatlandiriwin amgqlaymiz. Onimn ushin
f(x)=x*—-(20+1)x+a+b’
funktsiyasin Kiritemiz ham f(b) n1 esaplaymiz:

f(b)=b®>—-(2b+1p+a+b*=a-b
Ol jagdayda a—%<b<a ushin f(b)>0 ham bunin ushin b<b+%, bul jerde

b +% gosindis1 f(x) nin korenlerinin yarim qosindisi. Ol jagdayda b < x, < x,.

17



Bunnan a—%<b<a bolsa, ol jagdayda x, ham x, lar berilgen (8)

tenlemenin korenleri boliw1 kelip shigadi. Eger b=a bolsa, tenleme
Jx—b=x-b
bolip, bunnan
x—b(l— x—b)=0
Yagniy x, =h, x, =b+1 boladi. Ol jagdayda b>a ushin f(b)<0 boladi, ust sebepli

x, <b < x, bolip, sheshim x, boladi. Solay etip natiyjede tomendegishe sheshimge

iye bolamiz: b=a —% bolsa, Xx=b+0.5, a —% <b<a bolsa,

x=%(2b+1i\/4b—4a+1), b>a bolsa, x=%(2b+1+\/4b—4a+1), b<a—% bolsa,

sheshim joq.
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§2. Parametrge baylamish kérsetkishli, logorifmlik ham
trigonometriyaliq tenlemeler

Meyli
a ) —pek) (1)
tenlemesi berilgen bolsin. Eger a ham b lar aniq tarde 6zinin san manisine iye
bolmasa, ol jagdayda bul manisler parametrler bolip, (1) tenleme parametrge iye
korsetkishli tenleme bolip tabiladi.

Bul korsetkishli  tenlemenin  amiglaniw  oblasti f(x) ham  ¢(x)

funktsiyalarmin aniglaniw oblastinin uliwma bolimi bolip esaplanadi. Meyli bul
kopliklardt R dep belgileyik. Eger a=b=1 bolsa, ol jagdayda (1) tenlemenin
sheshimi ust R kopliknin 6zi bolip esaplanadi. Eger a =1, b=1 bolmasa, ol
jagdayda (1) tenleme

xeR

{(/)(X) =0

sistemaga ten kushli boladi.

Eger a=1 b=1 bolsa, ol jagdayda (1) tenleme

{f(x)zo

xeR

sistemasina ten kuashli

Eger a=b,a>0, a#1 b>0, b#1 bolsa, ol jagdayda (1)
tenleme f(x)=g(x) tenlemesine ten kashli boladi. (1) tefilemeni sheshiw ushin
azb, (a=1 b=1) jagdayda

a ) —pek)
ham
log, a'™ =log,_ b*" (2)

tenlemelerinin ten kuashliligin paydalanamiz, bul jerde ¢ >0, (c=1) ba'zi on san.
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Iqtiyariy tenlemeni sheshiw apiwayi korsetkishli tenlemeni sheshiwge alip

kelinedi. Misal ushin

—(x+0.5
e (x+0.5) o

S -aa ©

tenlemesi a>0 ushin maniske iye bolip barliq haqiyqiy sanlar kopligi

tenlemenin aniglaniw oblast1 bolip esaplanadi. Oni

—x-1 —2x+1
=a

a
targe alip kelsek, bunnan x =2 boladi.
Misal 1. a >0 ushin @ ham b parametrlerge baylanish
a3 _g¥2 4 a3-o.(6)-x —b (4)
tenlemesin esaplayiq.

a=Db=1 ushin 1qtiyarli haqiyqiy san, bul tenlemenin sheshimi bolip

tabiladi, a=1b=1 ushin sheshim joq. O.(6)=§ tenligin paydalanip, (4)
tenlemeni

a”®—a*?+a® =b
yaki

a®? (a3 —a +1) =b (5)

turge alip kelemiz. Bul tenlemenin korenin tabiw ushin daslep tenliktin eki
tarepin a®-a+1 ga boliw kerek. Omn ushin daslep a>0, (a=1) bolganda
a’—a+1 anlatpas: nolge ten boliwin yaki bolmashgin amglawimiz kerek.

Bunin ushin a®-a+1=0 yaki
a®=a-1 (6)

tenlemeinin sheshimin tabamz.
y=a®> ham y=a-1 funktsiyalarinih grafiklerin sizip (6) tenlemenin
korenleri absissa kosheri teris bagdarinda jaylasganhigin aniglaymiz. a >0 ushin

a®>a-1, yagny a®-a+1>0.
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Demek a®* >0 ekenligin esapga alip, b>0 bolad: degen juwmaqgqga kelemiz.

Solay etip a>0, (a=1), b>0 ushin (5) tenleme

2x-3 b
a =—
a’—a+1

tenlemesine ten kushli boladi. Bunnan

2x—-3=log,

a’-a+1
Yagniy

X = l(Iog b + Sj
2 T*a’-a+1
Solay etip biz tomendegi juwmaqga erisemiz:

1 b
a) a>0, (a;él), b >0 ushin X=E(|Ogam+3j

b) @a=b=1ushin X 1qtiyarh san,

v) a=1 b=1 hdm b <0 ushin sheshim joqg.

log, f(x)=log, F(x)

tenlemesi  apiwayr  logarifmlik  tenleme dep ataladi, bul
a>0, (a#1), b>0, (b=1). Bul tehlemenin aniglamw oblasti

{u@>o

F(x)>0

bolip, a=Db ushin

f(x)=F(x)
tenlemesine iye bolamiz. Bul tenleme (7) tenlemege ten kushli boladi.

Eger a=b bolsa, ol jagdayda (4) tenlemeni sheshiw
0g, ()= 1o 5109, FI

tenlemeni sheshiwge alip keledi, bul tenleme

[FO*** =F(x)

21

(7)

jerde



tenlemege ten kashli. Bul jerde N >0, a>0, (a=1), b>0, (b=1) ushin orinh

bolatugin

formulasi gollanilgan.
Iqtiyarli logarifmlik tenlemeni sheshiw (7) tardegi apiwayi1 logarifmlik
tenlemeni sheshiwge alip keledi. Misal ushin
3lg*(x—a)—-10-Ig(x—a)+3=0

tenleme apiway: logarifmlik tenlemelerge ten kashli:
1
a) lg(x-a)=3  b) lg(x-a)=3

Bulardin birinshisinen x =a+1000, ekinshisinen x =a-+3/10
Meyli parametrge baylanisli korsetkishli ham logarifmlik tenlemelerge
bagishlangan jane bir qatar misallar garayiq.

Misal 2. Meyli a ham b parametrlerine baylanish

lg(x—a)-Ig2 = %Ig(x—b)

tenlemesin garayigq.
Bul tenlemenin aniglamw oblasti X >a, X>b tensizlikler sistemasinin

sheshimi bolip tabiladi. Bul jagdayda tenleme

g % =lgJx—b

tenlemesine, yaki
X—a=2JX-Db

tenlemesine ten kushli boladi. a =b ushin bul tenleme
X—a=2vJXx—-a

koriniske iye boladi. +x—-a=0 boliwman keyingi tenlemevx—a =2

tenlemesine ten kushli, yagniy X =a+4 bolad:.
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Endi a=b jagdayin garaymiz. Bul jagdayda tenlemenin eki tarepi
kvadratga koterip ham apiwayilastirip

x? —2(a+2)x+a’+4a=0
tenlemesine iye bolamiz. Bul tenlemenin D diskriminanti ushin %D =4(a-b+1)

tenligi orinli. D=0 yagniy a=b—-1 ushin x, =x, =a+2, D>0 yagniy a>b-1
ushin tenleme
x, =a+2—+Ja-b+1l, x,=a+2+-a-b+1

tardegi har qiyli korenlerge iye. Endi @ ham b nin x, ham x, lar X >a shartin
ganaatlandiratugin manislerin tabamiz, x> b sharti 6z-6zinen orinlanadi, sebebi
x, ham x, lar (x—a)’=4(x-b) tenlemesinin korenleri. Onii ushin
f(x)=x*-2(a+2)x+a’ +4b dep belgilep f(a) n1 esaplaymiz:

f(a)=a’-2(@a+2)a+a’*+4b=4(b-a), b-l<a<b, a<b<x <X,,
Sol sebepli  x, ham x, lar tenlemenin koreni boladi. Eger a>b bolsa, f(a)<0
bolip, b< x, <a<x, yagniy X > a tensizligin tek x, ganaatlandiradi.

Endi parametrge baylanisli bolgan trigonometriyaliq tenlemelerdi
garaymiz. Egerde belgisiz mugdar trigonometriyaliq funktsiyalar belgisi astinda
gatnasip kelse onda oni1 trigonometriyaliq tenleme dep ataladi. Bunday
tenlemelerdi sheshiw liwayi1 trigonometriyaliq tenlemelerdi sheshiwge alip

keledi. Usinday tenlemelerdin biri
sin f(x)=a
tenlemesi  bolip, bul  tenlemefa<i  ushin  f (x)=arcsina+2zn
yaki f (X) = —arcsin a+ 2zn tenlemesine ten kashli bolads, yaki bunnan
f(x)=(~1) arcsin a + 7k
boladi. Usigan ugsas
cos f(x)=a

tenlemesin garayiq
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f (x) = +arccosa + 27k

bolads, bul jerde |a|<1.

tgf (x)=a ham ctgf (x)

a
tenlemeleri saykes
f(x)=arctga+ 7k ham f(x)=arcciga + 7k
tenlemelerge ten kushli boladi. Endi parametrge baylanisli usinday

trigonometriyaliq tenlemelerge misallar keltireyik.
Misal 3. (a—1)cosx+(a+1)sinx=2a tenlemesin garayiq. Bul
tenlemeni sheshiw ushin oni

(3a—1)sin? g— 2(a+1)sin§cos§ +(a+1)cos® g =0

targe alip kelemiz. Bunnan a :% ushin

8 . X X 4 X
——SiIn—cos—+—cos- —=0
3 2 2

bolip, bunnan
a) cosg =0,x = 7(2k +1)
ham
b) cos = —2sin = =0, x = 2arclg 1o
2 2 2
tardegi sheshimlerge iye bolamiz.

Eger a ;t% bolsa, ol jagdayda berilgen tenleme
, X X
(3a—1)tg 5—2@A4ﬁgz+a+120

tefilemesine ten kashli bolip, bunnan tgg ga garata

X a+1—w/2i1—a2 ) X a+1+\/2i1—a2 )

2 3a—1 97 3a-1
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tardegi sheshimge iye bolamiz. Onda -1<a<1, a= % ushin

a+1J_m/2i1—a2 i+27zk

3a-1

X = 2arctg

boladi, |a>1 ushin tenleme sheshimge iye emes.
Misal 4. Meyli endi
asin® x+cosx=0

tenlemesin  alayiq. cosx=z, |7{<1 dep belgilep, berilgen tenlemeni

acos? x—cos x —a =0 tarde jazip alip, bunda z ge qarata az®>—-z—a =0

tardegi kvadrat tenlemege iye bolamiz.

a) a=0 ushin z =0 bolip, bunnan cosx =0 yaki x:ngk boladi.

1
b) a=0 ushin z =2—a(1—\/1+4a) Z, :%(1+\/1+4a2)

shart boymsha |7/<1 tefsizligin ganaatlandintw  kerek. Bul shartti
ganaatlandiratugin a parametrlerinin manislerin tabiw ushin
f(z)=az’-z-a
dep belgileymiz ham af (1), af (1) lard: esaplaymiz:
af(-1)=a(a+1-a)=a
af(l)=ala-1-a)=-a

Bunnan a>0 bolsa, ol jagdayda af(-1)>0 ham af(1)<0 bolip, —1<2—1a

tensizligi o’rinli bolad1, yagniy f(z) nin korenlerinin qosindisinif yarimi -1 den

ulken boladi. Ol jagdayda —1<z, <1<z, bolip, bunnan

Z, = i(1— V1+4a? ) bolad.
2

a

Eger a<0 bolsa, ol jagdayda af(-1)<0, af(1)>0 bolip, bunnan
z, <-1<z, <1 boladi, yagniy bul jagdayda sheshim z, din 6zi boladi. Solay etip:

a=0 ushin x=%+7zk, a#0 ushin
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X = +arccos Ziﬁ— VJ1+4a® )+ 27K
a

tardegi sheshimlerge iye bolamiz.
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§3. Parametrge baylamish kvadrat funktsiyalardin nolleri

Viet teoremasi. Bul paragrafta parametrge baylanisli bolgag kvadrat
funktsiyalardin korenleri tuwrisindagi maselelerdi tiyrenw wagtinda mektep kursi
matematikasinan tanis Viet teoremasin teren paydalanamiz ham usi teorema
jardeminde kvadrat funktsiyalardin korenleri menen parametr arasindagi baylanisin
uyrenemiz. Bul maselede bizge gandayda bir koz garasti keltirip otiwdin zarurligi
bolmay, teoremani tek aniq maselelerde paydalaniw usillarin tyrenemiz.

Misal 1. a parametrinin ganday manislerinde

x> —xva?-12a-3a-2=0

tenleme korenlerinin kvadratlarinin gosindisi en kishi boladi?

Bul masele tomendegishe sheshiledi. Daslep berilgen kvadrat tenlemenin
D=a’+8 diskriminantin tabamiz. Bul diskriminanttan korinip turipti, berilgen
tenleme a*-12a>0 ushin, yagnlyy a<0 ham a>12 ushin hamme waqit eki
korenge iye boladi.

Viet teoremasin paydalanip
X+ X2 = (X, +%,)° —2%X,, =(—/a* -12a)* —2(-3a—-2) =a* —12a+6a+4
tenligine iye bolamiz. Maseleni sheshiw ushin endigi masele f(a)=a’-6a+4
kvadrat funktsiyanin (-oo; 0]u[4;00) oblastindagi en kishi manisti aniglaymz. a <0
ushim f(@)>f(0)=4 ham a>4 wushin f(a)>f(4)=12 boliw1 sebepli
f(a) =a® —6a+4 funktsiyasinifi (-oo; 0]u[4;00) oblastindagi en kishi manisi a =4
noqatta boladi.

Misal 2. a parametrinin ganday manislerinde
(a®* —2a+2)x* +2(a—1)ax—3a’ =0
tefilemenin eki x, ham X, korenleri bul x,x, <|ax|—|ax,| tensizlikti ganaatlandiradi?
Bul masele tomendegishe sheshiledi. Tenlemenin shep tarepin f(x) argal

belgileymiz. Bul tenlemenin korenlerinin bar boliw shartin diskriminanti

esaplamay aniglaw mamkin. f(x) kvadrat ash agzasinin bas koeffitsienti 1qtiyarli
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a ushm on ham f(0)=-3a* <0 boliw1 sebepli f(x)=0 tenleme hamme waqt
korenge iye boladi. a=#0 ushin tenleme eki korenge iye boladi. Bul fakt
geometriyaliq ko6z garastan ham aniq, sebebi parabolanin eki ushi jogar1 garagan
ham onin teris manisleri gabil etetugin nogatlar bar. Eger a =0 bolsa, bul jagdayda
tenleme eki har qiyli korenlerge iye boladi.

Eger a =0 bolsa, bul jagdayda tenleme bir-birine ten bolgan x =0 tardegi
eki korenge iye boladi, bul korenler x,x, <|ax,|—|ax,| tensizlikti ganaatlandirmaydi.

Eger a0 bolsa, bul jagdayda Viet teoremas1 boyinsha eki korennin kébeymesi

—3a®

=<0
a“-—2a+?2

XX,

tensizlikti ganaatlandirip, olar har quyli belgilerge iye boladi. Bul jagdayda

=] =, 4%, =222
a“—2a+2
yaki
2(a-Da
[ =X = =(% +%,) = 22 _2a+2

boladi. Endi tekserilip atirgan tensizlikti

X, X, <[a| (x| —|x,|) kérinisinde jazip, a parametrdin manislerin

(-3@-1)a _-2(a-Da
a’-2a+2 a’-2a+2

—3(a-Da _ 2al(a-1)a
a’-2a+2 a’-2a+2

sistemasin sheshiw argali amqglaymiz. Eger a=0 ekenligin esapga alsag, bul

jagdayda bul sistemadan

3lal > 2a(a-1)
3lal > 2a(1-a)
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. . <. 1 , 5
sistemasin alamiz ham bunnan  a parametrinin -5 <as 0 ham oO<ac< >

manislerine iye bolamiz.

Berilgen nogatlarga garata kvadrat funktsiyalardmn korenlerinin
jaylasiwi. Aldingi punkttegi ayirim maselelerde berilgen tenlemenin korenleri
Xx=0 nogatga garata esapga alingan edi, aytayiq ekinshi maselede korenlerdin
belgileri esapga alingan edi. Bul punktte bul esapti uliwmalastirip, tek x=0
nogatga emes, basga nogatlarga garata yaki bolmasa bir neshe noqatlarga garata
jumis alip baramiz. Aniq aytqanda berilgen tenlemenin koreni parametrdin ganday
manislerinde berilgen psanman kishi yaki tulken, kishi emes yaki ulken emes,
korenleri berilgen p ham g sanlari ortasinda jaylasadi, korenleri berilgen p ham
q sanlar1 ortasinda jatpaydi, Tomendegi maseleni garastiramiz.

Masal 3. a parametrdin ganday manislerinde

x*+2(a—2)x+3a+15=0
tenlemenin bir korenleri ekiden ulken boladi?

Bul masele tomendegishe sheshiledi. Tenlemenin eki x, =3 ham x,=a-5
korenleri tabiladi. Bul tabilgan korenlerdin birewi 2 saninan tlken ekenligi korinip
tur, ol jagdayda ekinshi koren 2 saninan kishi boliw1 zaruar, yagniy x,=a-5<2
tensizliginin ormlaniwi zarar.

Bunnan a<7. Eger x,=3 dep alsaq, ol jagdayda X, =a-5=3 boliw1 kerek.
Bunnan a=8. Parametrdin bul barliq manislerin uliwmalastirip a<7 yaki a=3
turdegi sheshimge iye bolamiz.

Misal 4. a parametrdin ganday manislerinde

ax’ —(4a+4)x+3a+13=0
kvadrat tenlemenin

a) har bir koreni birden ulken boladi1?

b) har bir koreni birden kishi boladi?

c) bir koreni birden ulken, ekinshisi birden kishi boladi1?
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Bul masele tomendegishe sheshiledi. a). Eger a=0 bolsa,

tenleme—4x+13=0 koriniske iye bolip, bunnan x:% boladi. Eger a=0 bolsa,

ol jagdayda tenleme

, 4da+4 3a+13
X" — X+ =

0
a a
4da+4  3a+13
koriniske iye boladi. y=x*- 3 X+ kvadrat funktsiyanin grafigi

shaqasi jogar1 garagan parabola bolip, a =0 bolsa, ol jagdayda x :$ koreni bizdi

ganaatlandiradi, sebebi bul koren 1 den ulken. Eger a=0 bolsa, ol jagdayda
tenlemenin koreni 1 den ulken boliwi ushin bul parabola abtsissa kosheri (1;a)
nogattan on tarepte kesip otiwi kerek. Sonin ushin birinshiden kvadrat tenlemenin
diskriminant1 D >0 boliw1 kerek bolsa, ekinshiden parabola kosheri (1;a) nogattan

on tarepke otiwi kerek ham ushinshiden f (1) >0 boliwi kerek. Bizin jagdayda

da+4) 3a+13 4a®’-20a+16
D= _4. — -
a a a

+2

2 4a+4
parabola késheri XzaT, ham fQ)=21°- 1

a a

3a+13 9
+

e II 1!'
3 bolganligi

sebepli, jogaridagi shartlerdi jiynap
(ha2
4a —20a+16Z

a2

2a+2

0

>1

g>0
a

Bul sistemani sheship 0 <a <1, a>4 tardegi sheshimge iye bolamiz. Bizdi a=0
ham ganaatlandirad: us1 sebepli bul sheshimdi keneytip 0<a<1, a>4 tarde

jazip boladi.
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b). Endi a parametrdin ganday manislerinde tenlemenin korenleri 1 den
Kishi boliwin aniglaymiz. Eger a =0 bolsa, ol jagdayda tenlemenin koreni 1 den
ulken bolganligi sebepli endi a parametrdin bul manisi bizdi ganaatlandirmaydi.

Eger a=0 bolsa, ol jagdayda tenlemenin koreni 1 den kishi boliw1 ushin bul
parabola abtsissa kosheri (1;a) nogattan shep tarepte kesip otiwi kerek. Bunin ushin
birinshiden kvadrat tenlemenin diskriminantiD >0 boliw1 kerek bolsa, ekinshiden
parabola kosheri (;a) nogattan shep tarepke otiwi kerek ham tsh inshiden

f (1) > 0 boliw1 kerek. Bul jagdayda sistema

(faA2
4a° —-20a+16 S

aZ

2a+2

0

<1

g>O
a

turge iye bolip, bul sistema sheshimge iye bolmaydi.

c). Tenlemenin bir koreni birden ulken, ekinshisi birden kishi boliw1 ushin
9
tek f (1) <O sharti orinlansa boladi, yagniy N <0, bunnan a <0 bolad:.

Bul juwaplardi uliwmalastirip tomendegi natiyjege iye bolamiz:

a) korenleri birden ulken boliwi ushin 0<a<1, a>4;

b) korenleri birden kishi boliw1 ushin a parametrdin manisi joq;

c) bir koreni birden ulken, ekinshisi birden kishi boliw1 ushin a <0 boliw1
kerak.

Kvadrat funktsiyalardin korenlerinin jaylasiwin tekseriwge alip keletugin
maseleler. Bul punkte garaytugin maseleler aldingi punktegi natiyjelerdi esapga
algan jagdayda sheshiledi.

Misal 5. a parametrdin ganday manislerinde

(a-1)y*-2(3a+1)y+9a=0
y=—vVX-3+2

tenlemeler sistemasi1 sheshimge iye boladi1?
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Bul masele tomendegishe sheshiledi. Tenlemeler sistemasmin ekinshiden
y <2 kelip shigadi. Ol jagdayda sistemadagi birinshi tenlemenin tek bir koreni 2

den kishi bolsa, masele sheshilgen boladi.

Eger a=1 bolsa, ol jagdayda tenlemenin koreni y=§ boladi ham bul

koren 2 den kishi bolganligi sebepli parametrdin bul a=1 manisi sheshimge
Kiredi. Eger a =1 bolsa, ol jagdayda tenlemeni

ye - 2(3a+1) v+ %9a
a-1 a-1

=0
: D
turde jazip bolad: ham bul tenleme ushin n =15a+1 bolip, a:_% ushin y:_g
i 1 .. -
boladi. Demek a parametrdin a:_E manisi ham bizdi ganaatlandiradi. Eger

1 i . i ..
D >0 bolsa, yagniy a > T bolsa, ol jagdayda parametrdin kerekli manisi

f(2)<0
yaki
f(2)>0 hamx, <2
tensizlikler sistemasin sheshiw argali aniglanadi, bul jerde x, parabola ushinin

absissasi.

Bul sistemalarin sheship a parametrdin —%<a<1 ham 1<a<8

manislerge iye bolamiz, leykin jogarida parametrdlﬁa:—E ham a=1 manisleri

ham sheshimge kirgenligi sebepli maselenin juwabi —% <a<8 boladi
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§4. Tuwind1 jardeminde sheshiletugin parametrge baylanish
har quyh maseleler

Parametrge baylanisli bolgan maseleler tek tenleme yaki tensizliklerde
ushirasip galmay, balki matematikanin basgada maselelerinde ushirasada.
Parametrge iye matematikaliq analiz maseleleri ishinde ulken ahmiyetke iye
maselelerdin biri tuwindilar jardeminde sheshiletugin maseleler bolip, bul
maseleler koplikina iymek sizigqa juargiziletugin urinba maseleleri, parametrge iye
funktsiyalardin ~ statsionar nogatlarin tabiw  maseleleri, parametrge iye
funktsiyalardin monoton intervallarin tekseriw maseleleri, parametrge iye
funktsiyalardin en ulken ham en kishi manislerin aniglaw maseleleri, parametrge
Iye funktsiyalardin grafiklerin jasaw maseleleri kiredi ham tagi basga.

Bul paragrafta biz usi aytilgan maselelerdin har birine onsha qiyin
bolmagan jagdayda ayirim maselelerdi korip o6temiz.

Misal 1. k parametrinin ganday manislerinde f(x) =kx* funktsiya grafigine
jurgizilgen uriba abtsissa koésheri menen 7/3 muyesh jasaydi ham tortinshi
sherekten maydani 8+3/3 bolgan tish mayeshlik ajiratip aladi?

Bul masele tomendegishe sheshiledi. Meyli (x,,y,) nogatt urinbanin
funktsiya grafigine urmiw nogati bolsin. y= f(x) funktsiya grafigine (x,,y,)
nogatta jargizilgen urinbanmn tenlemesi

y = (X)) (x=%p) + T(x,)

bolip, shart boyinsha f'(x) =2kx, f'(x,)=tg % =+/3. Ol jagdayda f'(x,) =2kx, =~/3

bolip urinbanin tenlemesi

V3%,

y =V3(x—X,) + 2

bo ladi.

Endi bul urmbanin koordinata kosheri menen kesilisiw nogatlarin

aniglaymiz. x=0 ushin y:—\/gz' at bolip, y=0 ushin ese x :X?O boladi. Ol
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bolgan tuwri

\/§'XO
2

jagdayda tortinshi sherekte katetlerinin uzinliglar X?O ham

muayeshli ash muayeshlik payda bolip, ush mayeshtin maydani ushin

2
S, =*/§'X° =% boladi. Bunnan x, >0 bolganligi sebepli x, -8 poladi. Sol
8 3 V3
sebepli 2kx, =~/3 tenliginen k=£=i boladi.
2x, 16

Misal 2. f(x)=x®+3(@a-7)x*+3(@*-9)x+1 funktsiyas1 a parametrdin
ganday manislerinde on maksimum nogatga iye boladi1?
Bul masele tomendegishe sheshiledi. Daslepki berilgen funktsiyasinin

tuwindisin tabamiz. f'(x) =3x* +6(a—7)x+3(@*-9). Eger bul kvadrat funktsiya
korenge iye bolmasa, yagniy D <0 bolsa, ol jagdayda berilgen f(x) funktsiyasi
statsionar nogatlarga iye bolmaydi ham usi1 sebepli f(x) funktsiyas1 ekstremumga
iye bolmaydi. Eger f’(x) =0 tenlemesi eseli bir korenge iye bo’lsa, yagniy D=0
bo’lsa, ol jagdayda berilgen f(x) funktsiyas: statsionar nogatga iye boladi, biraq

bul statsionar nogat ekstremum nogat bolmaydi ham f(x) funktsiyasi

ekstremumga iye bolmaydi. Endi D>0 jagdaym garaymiz. Meyli X; ham X,
nogatlar f'(x)=0 tenlemesinin korenleri bolsin ham usi menen birge, meyli
X, <X, bolsin. Ol jagdayda X, noqgattin shep tarepinde f’(x)>0 bolip, on
tarepinde ese f'(x)<0 boladi. Sol sebepli X=X, nogat berilgen funktsiyanin
maksimum nogati bolip, masele a parametrinin f’(x) =0 tenlemesinin korenleri on
bolatugin manislerin tabiwga alip keledi (sebebi kishi koren shart boyinsha on
boliw1 kerek, ol jagdayda ulkeni ham on boladi). Eki korende on boliw1 ushin Viet
teoremasina muwapiq

D>0
a’-9>0
7-a<0
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tensizlikler sistemasina iye bolamiz. Bul sistemani sheship a parametrdin

29 . ..
a<-3, 3<ac< - manislerine iye bolamiz.

Misal 3. a ham b parametrlerinin ganday manisleri ushin
f(x) =2x* —a’x* +b—-1 ham g(x) = 2ax® -1 funktsiyalar1 tek eki ulitwma nogatqa iye
bolad1?

Bul masele tomendegishe sheshiledi. Maselenin sharti boyinsha f (x) = g(x)
tenlemesi, yagniy

2x* —a’x* +b—-1=2ax’ -1
yaki oni apiwayilastirsaq
2x* —2ax® —a’x* +b =0

tenlemesi eki har quyli korenge bo lishi kerak.

Meyli  @(x) =2x* —2ax® —a’x* +b funktsiyasmn garayiq. Bul funktsiyanin

tuwindisi

@' (X) =8x® —6ax® —2a*x =8x(x—a)(x + %) boladh.

Bul tuwindi x=0, x=a ham x=—% ushin nolge aylanadi. Daslep a #0

ushin tuwmdinin  belgisin - aniglaymiz. a>0 ushin tuwmdmin  belgileri

XE(—%, 0)u(a, ©) Oblastta on, xe (-, —%)u(o, a) oblastta teris, a<0 ushin

tuwindinin belgisi x e (—oo, a) U (0, —%) oblasta teris, xe(a, 0)u(—%, ) oblasta

oh. Bunnan a#0 ushin x=a ham xz_% nogatlar minimum nogatlar boladi,

x=0 nogat bolsa maksimum nogat boladi ham wusinin menen birge

'

(0) =b, p(a)=b-a*, (p(—%) =b-

bolip o(a) < (o(—%) boladi.
Endi ¢@(x) funktsiyasin b parametrge baylanisli tekseremiz. b>0 ushin

¢(0) >0 bolip, ¢(a) <0 ham (p(—%)>0bolsa funktsiya grafigi abtsissa kosheri
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tek eki noqgatta kesip otedi. Bul tensizliklerden bolsa a*>b ham a* < % bolip,

Vb <la| < 4‘/12§b gatnas orml boladi. b=0 ushin ¢(0)=0 bolip, p(a)<-a* <0

3a’ .
ham (0(—%) =—%<0 boladi. Usi sebepli funktsiya grafigi abtsissa kosheri tish

nogatta kesip otedi. b<0 ushm @(0)<0 bolip, ¢(a)<0 ham (0(—%)<0 bolip,

funktsiya grafigi abtsissa kosheri tek eki nogatta kesip otedi.

Endi tek a=0 ushin tekseremiz. a parametrdin bunday manisinde
tenleme2x* +b=0 koriniske iye bolip, bul tenlemeb<0 ushin eki har qiyh
korenlerge iye bolad.

Juwmaglap aytganda berilgen funktsiyalar tek eki uliwma nogatga iye boliwi

ushin b<0 ham a parametri 1qttyarl: boliw1 kerek yaki b>0 ham 4/b <|a|<4/12:b

boliw1 kerek.

Misal 4. b parametrdin ganday manisleri ushin témendegi
f(x) =bx® —20x° +5(b+9)x—7 funktsiyasi barliq xe R ushin monoton funktsiya
bolad1?

Bul masele tomendegishe sheshiledi. Daslepki berilgen funktsiyanin
tuwindisin tabamiz

f'(x) =5bx* —60x* +5(b+9) =5(bx* —12x* +b+9).

Berilgen funktsiya differentsiyalaniwshi bolgani sebepli oniq R de monoton
funktsiya boliw1 ushin f’(x) tuwindi bul oblasta tek on emes yaki teris emes boliw1
kerek. Aniglamw oblasti [0,») bolgan jardemshi g(t) =bt* -12t+b+9
funktsiyasin kiritemiz. b parametrdin bul funktsiya belgisin 6zgermeytugin [0, «)
intervaldagi manisleri biz izlep atirgan sheshim boladi.

Eger b=0 bo’lsa, ol jagdayda g(t)=-12t+9 boladi. Bul jagdayda g(t)
funktsiyas1 6z belgisin t>0 ushin 6zgertedi. Eger b=0 bo'lsa, ol jagdayda g(t)
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funktsiyas1 kvadrat funktsiya bolip, ol belgisin saglaw ushin diskriminant on emes
boliw1 kerek, yagnty D=36-b*>-9 <0 boliw:1 kerek. Bunnan b<-12 ham b>3
kelip shigadi. b nmin bunday manislerinde g(t) funktsiyasi barliq t ushin, usi
menen birge t >0 ushin yaki on emes, yaki teris emes boladi. Eger D >0 bo'lsa,
ol jagdayda g(t) funktsiyasi [0, «) intervalda 6z belgisin saglaw ushmn onin eki
koreni ham teris boliw1 kerek yaki eki korennin ulkeni nolge ten boliw1 kerek. b

nimn bunday manislerin Viet teoremasi jardeminde tabamiz

36—b°>-9b >0

g<0
b

b+9. 0

Bul sistemani sheship b nin manislerin tabamiz -12<b<-9.

Misal 5. f(x) = (b—x*+6x)™" funktsiyas1 [-4; 2] kesiminde aniglangan. Bul
funktsiyanin [-4; 2] kesimindegi en kishi manisi 0,02 den ulken bolatugin b
parametrdin barliq manislerin tabin.

Bul masele tomendegishe sheshiledi. Daslep g(x) =—x*+6x+b funktsiyasin
garastiramiz. f(x) funktsiyasi [-4;2] kesiminde amglagan1 sebepli g(x)
funktsiyas1 [-4;2] kesiminde nolge ten bolmaydi. Eger g(x) kvadrat ush
agzasmin D diskriminant1 teris bolsa, yagniy b<-9 bolsa, ol jagdayda g(x)
uliwma korenge iye bolmaydi. Eger D=0 bolsa, ol jagdayda berilgen intervalda
joytpaytugin eseli x =3 korenge iye bolamiz. Sol sebepli bul etapta b <-9 tardegi
sheshimge iye bolamiz.

Eger D>0 bolsa, yagniyy b>-9 bolsa, ol jagdayda g(x) kvadrat ash
agzasinin X [-4; 2] kesiminde nolge ten bolmaytugin shartin tomendegi g(2) <0
ham g(-4) >0 tensizlikleri tamiyinleydi. Bul tensizliklerden -9<b<-8 yaki
b > 40 kelip shigadi.

Alingan natiyjelerdi uliwmalastirip b parametrdin = b<-8 ham b>40

manislerine iye bolamiz. b parametrdin bul manisleri ishinde biz izlep atirgan
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manisleri ham bar. Bul manislerin sheshiw ushin f(x) funktsiyasinin tuwindisin

paydalanamiz.

_ 2Xx-6
(b —x* +6x)?

f'(x)

bolgan1 sebepli [-4; 2] kesiminde f'(x)<0 boladi. Sol sebepli berilgen kesimde
f (x) funktsiyas1 kemeyedi ham

) 1
min f =f(2)=——
min F00=1@) =75

1 .
shart boyinsha m>0,02 boliw1 kerek. Ol jagdayda bolsa —8<b <42 boliwi

kerek. Alingan bul eki natiyjelerdi salistirip, b parametrdin 40<b <42 manisine

Iye bolamiz.
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Juwmaglaw

Bul pitkeriw ganiygelik jumis: tiykarinan parametrge baylanislhi maselelerdi
sheshiwge tiykarlangan bolip, bunda parametrge iye maseleler haqginda kop
tusinikler garalgan. Bunday maseleler qgatarina parametrge iye tenlemeler ham
tensizlikler, parametrge iye funktsiyalar kiredi ham tagi basqalar.

Pitkeriw ganiygelik jumisinda parametrge iye tenlemelerdi, usi tenlemeler
arasinda tiykarinan ratsional ham irratsional, korsetkishli, logarifimlik ham
trigonometriyaliq tenlemeler uyrenilip, bunda ayirim tenlemeler tek bir
Parametrge baylanisl: bolsa, ayirimlar: bir neshe parametrge baylanish jagdaylarda
garalgan.

Pitkeriw qganiygelik jumisinda parametrge baylanisli bolgan kvadrat
funktsiyalardin korenleri tuwrisindagi maselelerdi tiyrenwde Viet teoremasin teren
paydalaniw ham usi teorema jardeminde kvadrat funktsiyalardin korenleri menen
parametr arasindagi baylanisin tyrenw maseleleri garalip, keyninen parametrge iye
matematikalin analiz maseleleri ishinde en ahmiyietke iye maselelerdin biri bolgan
tuwindilar jardeminde sheshiletugin maseleler ayreniledi. Bul maseleler boyinsha
iymek siziqga jurgiziletugin urinba maseleleri, parametrge iye funktsiyalardin
statsionar nogatlarin tabiw maseleleri, parametrge iye funktsiyalardin monoton
intervallarin tekseriw maseleleri, parametrge iye funktsiyalardin en alken ham en
kishi manislerin aniglaw maseleleri garalgan.

Pitkeriw ganiygelik jumisinda parametrge baylanisli bolgan kopgana
misallar keltirilgen. Bul misallarda tenleme sheshimge iye bolatugin parametrdin
manislerin tabiw usillari, parametrge iye funktsiyalard: tekseriw, olardin statsionar
nogatlarin tabiw, monoton intervallarin tekseriw maseleleri, en ulken ham en kishi

manislerin amglaw maseleleri garalgan.
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Tema:Parametrlik ko’rinisinde berilgen apiwayi funktsiyalardin”

grafikleri
Pan: Algebra
Klass:10-a klass
Sane: 03.04.2018

1.Sabaqtin’magqseti ham waziypalari

A. Bilim beriwshiliktin® magseti.Oqiwshilarg’a parametrlik ko’rinisinde
berilgen apiwayi funktsiyalardin’ grafikleri temasina baylanisli mag’liwmatlar
beriw,bilimlerin teren’lestiriw.

B. Tarbiyaliq magqseti/Oqiwshilarg’a parametrlik ko’riniste berilgen apiwayi
funktsiyalardin’ grafiklerinin’ gasiyetlerin u’yretiw, olar hagqinda ken’nen tu’snik
beriw.

C. Rawajlandiriwshiqtin’ magseti.Oqiwshilar taza tema arqali alg’an
bilimlerin kerekli jerde qgollay aliwin rawjlandiriw.

2.0qitiwshinin’ waziypalari
Barilq ogiwshilardi sabaqqga jaqgsi qatnasiwin ta’miynlew,taza temani oqiwshilarg’a
aniq tu’rde tu’sindiriw,temag’a baylanisli maseleler shig’artiw.

3.0qiw protsessinin’ mazmuni
Parametrlik ko’rinisinde berilgen a’piwayi funktsiyalardin’ grafiklerin qalay
u’yrenemiz

Oqitiwshinin’ taza tema boyinsha qisqasha pikiri Moddiy noqattin’x,y
koordinatalar
t-parametrine baylanisli bolsin x=@(t); y=wy(t) t-gandayda bir T araligta
o’zgergende (o(t), w(t)) noqatlar toplami qanday boladi. Bul toplamnin’
parametrlik ko’rinisinde berilgen funktsiyanin’grafigi dep ataymiz.

Ku’tiletug’in natiyjeler:Oqitiwshi; Oqiwshilarg’a parametrlik ko’rinisinde
berilgen a’piwayi funktsiyalardin’grafikleri temasin aniq ham toliq tu’rde
tu’sindirip beriw oqiwshilarg’a maseleler isletiw Oqiwshi u’yrengen temag’a
baylanisli mag’liwmatlardi 0’z ornina qollana aliw ma’selelerdierkin shig’ariw.

Sabaqtin’ blok sxemasi

SHo’lkemlestiriw 2-minut
Takirarlaw 2-minut

Taza temani bayani 9-minut
Taza temani bekkemlew 30-minut
Ogqiwshilardi bahalaw 1-minut
U’yge tapsirma 1-minut

Sho’lkemlestiriw;
Klassga kirip ogiwshilar menen sa’lemlesiw, klass tazalig’ina itibar beriw,
ogiwshilardi barlaw
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Taza temanin’ bayani

Iqtiyariy noqattin’ (x,y) koordinatalari t-parametrge baylanisli bolsin.x=¢(t)
y=y(t) qandayda bir T araliqta o’zgerse onda noqatlar toplami ganday boladi.Bul
toplamdi parametrlik ko’rinisindegi berilgen funktsiyanin’grafigi dep ataymiz.

1-misal.Iqtiyariy nogqattin’ koordinatalari parametlik ko’rinisinde x=3t+1
y=5t+8 Berilgen bolsin.Bul iqtiyariy noqat ha’reketi dawaminda sizg’an iqtiyariy
nogat traektoriasin tabin’.

Ten’lemeni t-parametri boyinsha tabamiz; t= “3;1 ham t= ?

Payda bolg’an sanlarimizdan 13;12'— ten’lemesine kelemiz. bunnan 5x-
5=3y-24 yamasa
SX-3y+19=0 Bul tuwri sizig’imizdin’ ten’lemsi bolip esaplanadi. Demek
izlengen funktsiya 3y=5x+19 yamasa y =+ = ekenligi kelip shig’adi.
Juwabiy = =+ =2
2.misal
X=3+5sin
Y=-7=5cost

Parametrlik| ko’rinisinde berilgen funktsiya grafigi ganday siziq boladi.
Berilgen ten’liklerden sint=x-3\5, cos=y+7/5 ekenin tabamiz.
Sin’t+cos?t=1 degen birdeylikten paydalanip  (x-3\5)%+(y+7\5)?=1
ten’lemesine kelemiz. Bunnnan (x-3\5)*+(y+7)?=25  Bul ten’lemenin’ orayi
(3;7) hamde radiusi r=5 ke ten’ bolg’an shen’ber ten’lemesi bolip
esaplanadi.
3-misal.lgtiyariy nogat koordinatalari x=7t>+1 ham y=3t egerde olar
o’zgerse, X,y arasindag’l baylanisti tabin’, yag’niy aytqanda t>0
Berilgen iqgtiyariy nogatlardan t ni tawip alamiz; t=x-1\7, t=y\3.Bulardan
ko’rinip turg’aninday y\3 =X-1\7 ten’lemesine kelemiz. Bunnan aqirinda
y=3 x-1\7 funktsiyani tabamiz demek ko’rinip turg’aninday izlengen
funktsiyamiz y=3 koren astinda x-1\7.
4-misal

X=4sint  parametrlik ko’riniste berilgen funktsiya grafigi qanday
sizig Doladi, bul jerde 0<t<2n
Berilgen ten’liklerden sint=x\4 ham de cost=y\3 ekenligin
tabamiz.sin’t+cos?t=1 birdeyliginen paydalanip,x\42+y\32=1 yamasa
xA\16+y?\9=1 ten’lemeni payda gilamiz.Bul ten’leme menen berilgen nogatlar
toplaminin’ orayi koordinata basinda ham yarim oqlari a=4, b=3 bolg’an ellips
dep ataladi.

Taza temani bekkemlew:Oqiwshilarg’a temani bekkemlew ushin Matematikaliq
estafeta usilinan ham diskussiya usilinan paydalandim.
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Bunda ogiwshilarimizdi 2-toparg’a bo’lip alamiz.Har topardan 1-oqiwshi shig’ip
tayarlanip kelingen kartochkalarg’a jazilg’an maseleni alip shig’arip bolg’annan
son’ 2-oqiwshig’a pordi beredi.Awhal usi tahilette dawam etedi,qaysi topar duris
ham tez shig’arsa sol jen’impaz boladi.

Matematikaliq estafeta basqishinan son’ keying basqishimiz <diskussiya> usilinan
paydalanamiz.

Ogqiwshilardi 2-toparg’a ajiratqan halda tema boyinsha o’z-ara tartis ha’m pikir
almasiw ta’rizinde oqitiw usili bolip esaplanadi.

Misali:

1-toparg’a:Parametrli ten’lemelerdin’ neshe tu’rin bilesiz ham olar qanday?
2-toparg’a:Parametrli ten’sizlikler dep nege aytamiz?

Diskussiya usilinin’ abzaliqqlari sonnan ibarat

1)Oqiwshilardi erkin pikirlewge u’yretedi

2)Oqiwshilar 0’z pikirlerin durislig’in dalilleydi

3)Oqiwshilardin’ esitiw gabilyetinin’ rawajlaniwina jardem beredi.

Ogqiwshilardi bahalaw:Sabaqgqga aktiv gatnasgan ogiwshilardi bahalayman,ham
olarg’a o’zlerinin’ bahalarin esittiremen.

U’yge tapsirma: Oqiwshilarg’a u’y tapsirmasi etip parametrli ten’lemege
baylanisli 5-esap berildi.
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1.Misali. anin’ har bir manisi ushin to’mendegi ten’lemeni sheshin’.€
(a-1)(a+2)x=a’+2a?
SHeshiliwii. (a-1)(a+2)#0 a=1ham a=2 ushin a parametrlerinin’ baglaw manisleri

bolip tabiladi
(a-1)(at+2)#£0 ten’lemenin’ 2-jag’inda (a-1)(a+2) ge bo’lip
= a“+ 2a _a“{a+2)  a alamiz

(a-1)(a+2) (a—1)(a+2) a-1
a=1 bolg’anda ten’leme sheshimge iye emes,sebebi ten’lemenin’ shep jag’l 0 ge
ten’, al on’ jag’l 0 den o’zgeshe.
a=-2 de ten’lemeni x€ER qa’legn ma’nisin qanaatlandiradi, sebebi ten’leme
to’endegi tu’rge iye bolip 0*x=0
Juwabi:Eger a=1 bolsa onda sheshimge iye emes.

Eger a=-2 ge ten’ bolsa, onda x€R,eger a#1, a#-2 bolsa onda X=a—21

a—
2.Misali.a parametrinin’ ganday manisinde (a-1)(a-5)x-2(a+6)=5x-12 ten’lemesi
sheshimge iye emes.

SHeshiliwi.ten’lemenin’ shep jagindag’l qawsirmalardi aship uqgsas ag’zalardi
jiynag’annan keyin ten’leme to’mendegishe ko’riniske keledi

(a%-6a)x=2a  eger a’>-6a#0 bolsa onda ten’lemenin’sheshimi bar bolip ha’m ol
2a

X=
az—6a

Eger a2-6a=0 bolsa, onda ten’lemesin ten’lemesinin’ on’ jag’l o-ge ten’

bolmag’anda ten’leme sheshimge iye emes yag’'niy aytqanda 2a#0.Bul

jag’daylarda parameter a=6 g’a ten’ boladi.

Juwabi:a=6

3.Misali.a-parametrinin’ har bir ma’nii ushin a(a-2)x=2-a ten’lemesin sheshin’.

SHeshimi: An’latpasi a(a-2)=0 ushin baqlaw ma’nisleri bolip a parametrinin’

to’mendegi ma’nisleri boladi a=0 ha’m a=2

a(a-2) #£0 ushin ten’lemenin’ 2 jag’inda a(a-2) ge bo’lip x tin” ma’nislerin tabiwg’a

boladi.
_2-a 1
_a{a—l}_ a

a=0 ge ten’ bolg’anda ten;’lemenin’ shep jag’l 0-ge ten’emes, sonin’ ushin
ten’leme a=0 bolg’anda sheshimge iye emes

a=2 bolg’anda x-tin’ ga’legen manisinde ten’lemenin’ 2-jag’ida o-ge ten’, sonin’
ushin x€R ge ten’ boladi.

=N

Juwabi:eger a=2, onda x€R a=0 de bolsa sheshimi joq eger a#0, ham a#2.x=-—

-

4 Misali.a parametrinin’ har bir manisi ushin a?x=a(x+2)-2 ten’lemesin sheshin’.
SHeshimi:berilgen ten’lemeni (a?-a)x=2(a-1) tu’rine keltiremiz

a%-a sha’rtinen a nin’ baqlaw ma’nisleri tabiladi, yag’niy a=1 yamasa a=0 bolganda
ten’leme sheshimge iye emes,sebebi ol 0*x=-2 tu’rine iye(ten’lemenin’ shep jag’l
0-ge ten’,al on’ jag’l ten’ emes)
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a=1 bolg’anda ten’leme0*x=0 tu’rine iye yag’niy onin’ 2-jag’ida x-tin’qa’legen
ma’nisinde 0-ge ten’ bul jag’dayda ten’lemenin’ sheshimi bolip ga’legen haqiyqiy
san tabiladi.
a#0 ha’m a#1 ten’lemenin’2-jag’inda a?-a#0 ge bo’lip

2(a-1) 2 . .

= =— ni alamiz

ala—1) a
Juwabi:eger a=1 onda bolsa x€R eger a=0 bolsa sheshimge emes.
5.Misal. a parametrinin’ ha’r bir aniq ma’nisine ax?>+2x+1=0 kvadrat
ten’lemesin sheshin’:  SHeshimi:Eger a=0 bolg’anda da’slepki ten’leme siziqli
ten’leme boladi ha’m 2x=-1 tu’rine iye boladi.Bunday jag’dayda x=-0,5
ten’lemenin’ koreni esaplanadi.
Eger a#0 bolg’anda da’slepki ten’leme kvadratliq boladi.Onin’ diskriminanti D=4-
4a boladi.Kvadrat ten’lemenin’ sheshimge iye eger D>0, yag’niy a<1 bolg’an
jag’dayda.Eger a=1, onda D=0 ha’m trn’leme x=-1 de bir korenge iye boladi.
Eger a#0 ham a<l bolsa, onda da’slepki ten’leme 2-korenge iye boladi

—-1—1-a —1+y1-a
Xi=—— ha’m xp=—F—
23

Eger a>1, onda D<O0 boladi ha’m ten’leme korenge iye bolmaydi
Juwabi:Eger a€(-00;0)U(0;1), onda ten’leme 2-korenge iye boladi
—1—1-a —1+1-a
XF-T ham XZ:T
Eger a=0, onda x=-0,5 eger a=1 onda x=-1 eger a>1 bolsa onda sheshimge iye
emes.
Ratsional ten’lemeler

1.Masele.a parametrinin’ qanday ma’nisinde ten’leme sheshimge iye bolmaydi.
X—a X 1

x—2  x+2 x—4

SHeshimi:Bunnan BUB ten’lememizde x#2 u x#-2

Bo’Ishektin’ uliwma bo’limine aldin’g’I ten’lemeni keltiremiz(x-a)(2x+2)-x(x-
2)=1 yamasa (4-a)x=2a+1.Eger a=4 bolsa 0*x=9 ten’leme sheshimge iye

2a+1

emes.Eger a#4 bolg’anda aniq emes koredi alamiz:x= Py
—d

2a+1
=2
4—3

bul koren 2;-2 ma’nisine iye bolg’anda a parametrinin’ ma’nisin tabamiz 1)

7
bolg’anda bul jerde a=, bolsa a parametrine iye bolamiz.
2)2a+l

: =-2 bolg’anda sheshimge iye emes
—a

7
Juwabi:eger a:4,a:;
ax+6;x=0
e
SHeshimi.BUB (bo’Ishektin’ uliwma bo’limi) x#3 x#-3 ke ten’.Bo’lshektin’ alimi
nolge ten’ bolsa al bo’limi ma’nisin ham nolden o’zgeshe boladi.Ten’lemenin’
shshimi ax+6-x=0 yamasa (a-1)x-6=0

2.Masele.Ten’lemeni sheshin’
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Eger a=1 bolg’anda sheshimge iye emes

a#1 bolg’anda onda X=—il BUB esapqa alg’anda —il;é—S ti alamiz Bul jerden
a— a—

kelip shig’adi a3 ham -il;ﬁs (a#-1)
—

Juwabi:Eger a=-1 a=1 u a=3 bolsa sheshumge iye emes

&

X=— -~y bolsa a nin’ basqa ma’nislerine qaray boladi.
a—

Viet teoremasi boyinsha misallar
1.Ma’sele.a parametrinin’ ganday ko’rsetkishlerinde 3-ag’zali kvadrat korennin’
gosindisi 0 ge ten’ ekenligin aniglan’ x%+(2xa-a%)x-a?=0
SHeshimi:Eger kvadrat ko’rennin’ sheshimi bar bolsa Viet teoremasi boyinsha
Xi+x,=a’+a-2  korennin’ qosindisi nolge ten’,eger a’+a-2=0,solay etip eger a=1
ha’m a=-2.
Bul ko’rsetkishlerde a x2-a?=0 ten’lemesi kelip shig’adi ha’m de bul 2-korenge iye
boladi.

Juwabi:a=1 ha’m a=-2
2.Ma’sele.a parametrlerinin’ ganday ma’nisinde 3-ag’zali kvadrat korennin’
ko’beymesi 2-ge ten’ boladi
X%+2x+(a2-5a-6)=0
SHeshimi:Egerde kvadrat korennin’ ten’lemesi bar bolg’an jag’dayda Viet
teoremasinan X;*X,=a?-5a+6 g’a ten’.Egerde korennin’ ko’beymesi 2-ge ge ten’
bolg’anda a?-5a+6=2 kvadrat ten’lemege keltiremiz ha’m bunnan a;=1 a,=4.
Bunda a-nin’ ma’nisi aldin’g’l ten’lemenin’ tw’ri  x%+2x+2=0 ge iye bolip
tabiladi ha’m haqi
3.Ma’sele.x*+(2-a)x-(3+a)=0 S kvadrat korenli ten’lemenin’ qosindisi en’ kishi
ma’niste bolsa a parametrinin’ ma’nisin aniqlan’? ha’m bul qosindi neshege ten’?
SHeshimi:Ten’lemenin’ diskriminanti D=(2-a)?+4(3+a)=a?+16 ma’nisine iye
boladi.Sonday-aq a parametrinin’ hamme ma’nisinde D>0 bolg’anda koreni bar
boladi
Viet teoremasi boyinsha X;+x,=-(2-a) X1*x2=-(3-a) kelip shig’adi.
S=xX124+X22=(X1+X2)3-2X1X2=(a-2)?+2(3+a)=a2-2a+10=(a-1)*>+9 kvadrat korennin’
qosindisinin’ en’ kishi ma’nisi 9 g’a ten’ boladi ha’m a=1 ge shekem jetedi.
Juwabi:a=1,5=9

Kvadrat ten’sizliklerge misallar
1.Ma’sele.ax?+(a-1)x+a-3<0 bolg’an jag’dayda x tin’ har bir aniq ma’nisine
sheshkende a parametrinin’ barliq ma’nislerin aniglan’.
SHeshimi:Eger a=0, onda ten’leme —X-3<0 tu’rine iye boladi eger de x€(-3;+0)
duris bolg’anda.Eger a#0 da’slepki tn’leme kvadratliq boladi ham x€R hamme
jag’dayda sheshimleri bar boladi.
Eger de parabolanin’ shaqalari y=ax*+(a-1)x+a-3 to’menge bag’dar aladi ha’m
abtsissa ko’sherinde kesilispeydi.
Sonligtan ten’sizlik sistemasin alamiz
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A<0 a<0

D=(a-1)-4a(a-3)<0 3a2-10-1>0
' 5—247
Aqirg’l ten’sizlik sistemasinin—barliq m’nisi sheshimi boladi. a< -
. 5-247
Juwabi: a<

2.Ma’sele.a parametrinin’ ha’r bir ma’nisine x2-2ax>x-9 trn’sizligin sheshin’.
SHeshimi: Barliq ag’zalarin shep ta’repine otkergende ten’sizligimizden
to’mendegishe ma’nisti alamiz.

X2-(2a+1)x+9>0.Eger diskriminantimiz D<0 bolsa D=4a?+4a-35<0 ge ten’.Eger
D<o bolg’anda ten’sizligimiz hamme wagitta x€R.Ten’sizligimizden 4a®+4a-35<0
den -3,5<a<2,5 kelip shig’adi.

Eger D>0 bolsa ten’sizligimizdin’ aldin’g’l sheshimi to’mendegishe boladi.
x€(-02a+1-VD \2)U (2a+1+VD\2;+0)  D=4a’+4a-35

Eger a€(-oo;(2a+1-\/rD \2)U (2a+1)+\/rD \2;+00)  eger a€(-3.5;2,5) onda x€R.
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