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Kirisiw. 

Bul pitkeriw qánegelik jumısı racional sanlar maydanında berilgen kóp 

aǵzalılardı oqıtıwdıń bazı bir usılların úyreniwge baģıshlanģan. 

Temanıń aktuallıǵı. Kópaģzalılar túsinigi mektep programmasında ózine 

sáykes ózgeshe usılda kiritilip orta arnawlı hám joqarı oqıw orınlarında 

rawajlandırılıp dawam etedi. Biraq ol jaģdaylarda sanlar maydanında kópaģzalılardı 

anıqlaw tusinigi úyrenilmeydi. Maydanlar hám maydan ústinde anıqlanģan 

kópaģzalılardıń qásiyetlerin hám korenlerine baylanıslı izleniwler temanıń 

aktuallıģın bildiredi. 

Pitkeriw qánigelik jumısınıń maqseti. Mektepler, orta arnawlı hám joqarı 

oqıw orınlarında matematikanı oqıtıwdıń tiykarǵı maqseti oqıwshılar keleshekte  

keleshekte jetik kadrler bolıwdan ibarat. Sol sebepli olardıń maydan úatinde 

anıqlanģan kópaģzalılardıń qásiyetlerine baylanıslı ámeliy hám teoriyalıq bilimlerin 

asırıwdı maqset etip qoyılģan. 

 Pitkeriw qánigelik jumısıniń mazmunı: Pitkeriw qániygelik jumısı tiykarģı 

eki baptan, kirisiw hám juwmaqlaw bólimleri, paydalanılģan ádebiyatlar diziminen 

ibarat. 

 Jumıstıń birinshi babında maydanlar ústinde kópaģzalılar háqqında 

maģlıwmatlar keltirilip, birinshi paragrafta berilgen maydan ústinde kópaģzalılar 

kolcosın dúziwge, ekinshi paragrafta bolsa haqıyqıy hám kompleks sanlar 

maydanında kópaģzalılarģa baylanıslı teoriyalıq hám ámeliy materiallar 

keltirilip.sáykes mısallar menen bekkemlengen.  

Ekinshi bapta kóp racional sanlar maydanında kópaģzalılardıń korenlerin 

izertlew  usılları qaralıp, birinshi paragrafte kópaģzalılardıń kvadratlıq radikallarda 

sheshiliwi túsinigi úyrenilip,  ekinshi paragraf bolsa pútin koefficientli kópaģzalınıń 

pútin hám racional korenlerin izertlewge arnalgan bolıp, birqatar teoremalar 

keltirilgen hám dálilengen. Sonıń menen birge kópaģzalılardıń racional hám pútin 

korenlerin tabıwģa mısallar keltirilgen. 
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I bap. Maydanlar ústinde kópaģzalılar. 

1-§. Berilgen maydan ústinde kópaģzalılar kolcosın dúziw. 

1. Kolconıń ápiwayı transcendent keńeytpesi. Kópaģzalılar ústinde ámeller. 

Meyli  H  hám L  kommutativ kolcolar bolsın.  

Anıqlama-1. Eger tómendegi eki shárt orınlansa, onda L  kolco x  element 

boyınsha H  kolconıń ápiwayı keńeytpesi delinedi: 

1) H  kolco L  kolconıń úles kolcosı,  

2) L  daģı qálegen  a element  

),0,(....
1

10 niHахахааа i

п

п   

 kórinisinde ańlatıladı. 

Aldımızda L  kolco x  element boyınsha H  kolcosınıń ápiwayı keńeytpesi 

ekenligi ][xHL   kórinisinde ańlatıladı. 

Anıqlama-2. Eger ][xHL   ápiwayı keńeytpede H  kolconıń qálegen 

naaa ,...,, 10  elementlerı ushın 0...
1

10 
n

n xaxaaa  teńlikten 0,...,0,0 10  ïààà  

ekenligi kelip shıqsa, onda ][xHL   kolco H  kolconıń ápiwayı transcendent 

keńeytpesi dep ataladı. 

Anıqlama-3. Eger ][xHL   kolco x  element boyınsha H  kolconıń ápiwayı 

keńeytpesi bolsa hám onda x  element ekinshi anıqlamadaģı shártti qanaatlandırsa, 

onda x  element H  qa qaraģanda L  diń transcendent elementi dep ataladı. 

Anıqlama-4. Eger ][xH  kolco x  element boyınsha H  kolconıń ápiwayı 

transcendent keńeytpesi bolsa, onda ][xH  kolco H   ústinde x  element boyınsha 

dúzilgen kópaģzalılar kolcosı dep ataladı. ][xH  kolconıń elementleri H  ústinde x  

tiń kópaģzalıları yamasa H  ústinde kópaģzalılar dep ataladı hám onıń elementleri 

),,0,(

...
2

210

NnniHа

хахахаа

i

п

п




 

kórinisinde jazıladı. 

Meyli H  pútinlik oblastı berilgen bolsın. H  ģa tiyisli bolmaģan x elementti 

alıp, mına ańlatpanı dúzemiz: 
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 NnnvHaxaxaxaa vi

n

v

v

v

n

n  


;,0,...
0

1

10
                    (1)  

Anıqlama-1. Eger 0na  bolsa, onda (1) ańlatpa bir belgisizli n -dárejeli 

kópaģzalı dep ataladı, bunda  nvxa
v

v ,0,   ler kópaģzalınıń aģzaları,  nvav ,0  ler 

bolsa kópaģzalınıń koefficientleri dep ataladı. 

Anıqlamaģa tiykarlanıp 3257
23
 xxx  jáne 573

1 2

5
 хх

х
 ańlatpaları 

kópaģzalı bolmaydı. 

Kópaģzalılar geyde belgisiz dárejelerdiń páseyiwi tártibinde  











n

v

vn

vnn

nn
xaaxaxaxa

0
1

1

10 ...  

sıyaqlı da jazıladı. Bir ózgeriwshili kópaģzalılar ádette  xxgxf ),(),(  sıyaqlı 

belgilenedi. 

 Aytayıq,   01

1

1 ... axaxaxaxf
n

n

n

n 


  bazı bir kópaģzalı bolsın.        

Anıqlama-2. 0na  bolģanda n

nxa  aģza  xf  kópaģzalıniń bas aģzası, 0a  

bolsa erkin aģza dep ataladı.   

Endi eki kópaģzalınıń formal-algebralıq mánidegi teńlik túsinigin kiritemiz. 

Eki kópaģzalınıń nolli (koefficientleri nolge teń) aģzalardan basqa bárshe 

birdey nomerli aģzaları bir-birine teń bolģanda hám tek sonday jaģdayda ģana óz 

ara teń dep ataladı.  

Máselen, 545432
23,20003 xxxxxxx   kópaģzalılar óz ara teń. 

Kópaģzalılar teńligi simbolik sıyaqlı tómendegishe jazıladı.  

    bаbа ,    







 

 

n n

xbxa
0 0 





  





n

k

k

п

п
xaхахааxf

0

1

10
....)(



, 





n

i

i

i

s

s
xbхbхbbx

0

1

10
....)(  

kópaģzalınıń qosındısı dep 
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t

xcxxf
0

)()(




  

kópaģzalısın túsinemiz, bul jerde  snt ;max , vvv bac   bolıp, eger sn   bolsa 

0...21   nss bbb . Eger ns   bolsa, 0...21   snn aaa  dep alınadı. 

Jáne sonı aytıwımız kerek,   bаbа hám qosındı kópaģzalınıń 

dárejesi qosılıwı kópaģzalılardıń dárejesinen úlken emes. Eger )( snba nn   bolsa, 

qosındınıń dárejesi qosılıwshı kópaģzalılardıń dárejesinen úlken emes, sonday-aq, 

hátteki kishi bolıwı da múmkin, máselen, )(, snba nn   bolģan jaģdayı. 

Kópaģzalılar kópliginde alıw ámeli orınlı. Bul kóplikte nol element dep barlıq 

koefficientleri nollerden ibarat kópaģzalı alınadı.  xf  kópaģzalı ushın  

п

п хахааxf  ....)( 10   

kópaģzalı qarama-qarsı kópaģzalı delinedi. 

Endi  xf  hám  x  kópaģzalılarınıń kóbeymesi túsinigin kiritemiz. 

 xf  hám  x  kópaģzalılar kóbeymesi dep koefficientleri 

 snvbad i
vik

kv  


;0  

teńligi menen anıqlanıwshı kópaģzalıģa aytıladı. Bul jerde  

,......,...,

,,

01100211

20201101000

bababadbaba

badbabadbad

ssss 





 

kópaģzalılardıń koefficientleri H pútinlik oblastına tiyisli bolģanı ushın 0na  hám 

0sb  bolģanda 0 snsn dba  bolıp, kópaģzalılar kóbeymesiniń dárejesi olar 

dárejeleriniń sn   qosındısına teń boladı. 

Teorema.  Kópaģzalılar kópligi kolco boladı. 

Dálilleniw. Eki kópaģzalınıń qosındısı hám kóbeymesi jáne kópaģzalı 

ekenligin biz joqarıda kórip óttik. Endi kópaģzalılar kópligi ushın kolconıń qalģan 

shártleri orınlanıwın kórsetemiz, haqıyqatında da 
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1) eger va  hám vb  lar )(xf  hám )(x  kópaģzalılardıń koefficientleri bolsa, 

onda   vvvvvv abbaHba ,  bolģanı ushın 

)()(

)()()()(

0 0

00

xfxxaxb

xabxbaxxf

s

v

n

v

v

v

v

v

v

vv

t

v

v

vv

s

v





 



 







 

boladı, yaģnıy kópaģzalılardı qosıw kommutativ. 

2)        xfxxxf    (kóbeytiw ámeli kommutativ). Kópaģzalılardıń 

koefficientleri H  pútinlik oblastına tiyisli bolģanlıģı hámde 
 vkl

kll
vlk

k abba  

bolģanı ushın        xfxxxf    teńligi orınlı. 

3) Kópaģzalılardı kóbeytiw associativ, yaģnıy 

             xgxxfxgxxf                                        (3) 

Bul teńlikti dálillew ushın jáne bir )0(...)(
2

210  i

i

i cxcxcxccxg  kóp-

aģzalısın alamız.  xf ,  x  hám )(xg  sáykes túrde sn,  hám t dárejeli 

bolģanlıģınan )())()(( xgxxf   kópaģzalıdaģı ),...2,1,0( tsnix
i

  dıń 

koefficienti  

 
 















imlk
mikm

iml jlk
lk cbacba  

 

qosındı arqalı anıqlanadı. ))()(()( xgxxf    kópaģzalıdaģı  tsnix
i

 ,....,3,2,1,0  nıń 

koefficienti 

mlk
imlkjk jml

mlk cbacba  
 














 

Qosındı arqalı  anıqlanadı. Olardıń  teńligine tiykarlanıp (2) teńlik te orınlanadı. 

4) Sonday-aq,               xgxfxxfxgxxf    boladı, yaģnıy kóp-

aģzalılardıń kóbeytiw ámeline qarata  distributiv. Bul tastıyıqlawdıń tuwrılıģı 
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 v
vk

k
vk

vk
kv

kvv cabaacb  
 


 

 

teńlik orınlı ekenliginen kelip shıģadı. Sebebi, bul teńliktiń oń tárepi 

)()()()( xgxfxxf   kópaģzalınıń 
i

x  aldındaģı koefficientinen dúzilgen. 

Demek, koefficientleri H  pútinlik oblastına tiyisli bolģan bir belgisizli 

kópaģzalılar kópligi kolco boladı eken. Bul kolco ádette ][xH  kibi belgilenedi. 

1. Mısal.   48)(,)(
234

 xbxaxxxfxZxg  ushın 2
)(()( xgxf   shártin 

qanaatlandırıwshı barlıq a  hám b  pútin sanların tabıń. 

Sheshiliwi: )(xf  kópaģzalınıń dárejesi 4-ke teń. Demek, )(xg  tiń dárejesi 2 ge 

teń. 0,)(
2

 mpnxmxxg  bolsın. Bunnan 

222342222
2)2(2)())(( pnpxnmpxmnxmpnxmxxg   

2
))(()( xgxf   dan tómendegi sistemanı payda etemiz. 
























4

82

2

2

1

2

2

2

p

np

bnmp

amn

m

 

sistemadan 1m  hám 2p  lerdi payda etsek, ol tómendegi sistemalarģa 

ajıraladı: 
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p
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0

4

2

2

1

.2

b

a

n

p

m

       
























0

4

2

2

1
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b

a

n

p

m
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4

2

2

1

.4

b

a

n

p

m

 

Demek, eger 4a  hám 8b  bolsa, 22)(
2

1  xxxg  hám 22)(
2

2  xxxg . 

Eger 4a  hám 0b  bolsa, 22)(
2

1  xxxg  hám 22)(
2

2  xxxg  boladı. 

2-mısal:  xR  da 1)1()2()(
50100
 xxxf  kópaģzalını 23)(

2
 xxxg  

kópaģzalıģa bólgendegi qaldıqtı tabıń. 
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Sheshiliwi: Qaldıqlı bóliw haqqındaģı teoremaģa tiykarlanıp 

)()()()( xrxhxgxf   hám ,2)(deg xr  yaki .)( baxxr   Bunnan  

baxxhxxxx  )()23(1)1()2(
250100  

0)2()1(  gg ekenliginen paydalanıp, 1x  hám 2x  mánislerin teńlikke 

qoyamız hám tómendegi sistemanı payda etemiz. 


















2

0

22

2

b

a

ba

ba
 

Demek, .2)( xr  

2. Kóp aģzalılar kolcosında qaldiqli bóliw. 

 

Meyli, 
n

n xbxbxbbx  ...)(
2

210  kópaģzalı berilgen bolsın. Dárejesi n -

ge teń hám bas koefficienti 0nb  bolģan hár qanday )(x kópaģzalınıń bas 

koefficientin bárqulla 1 ge keltirip alıw múmkin. Bunıń ushın 
 

 xg
b

x

n


 kópaģzalısın 

qaraw jeterli. 

)(xg  kópaģzalıdan basqa bas koefficienti qálegen nm   dárejeli 

  m

m xaxaaxf  ...
1

10  kópaģzalı berilgen bolsın. 

Eger  xf  kópaģzalı n -dárejeli kópaģzalı bolsa, onda olar  darf x n    kibi 

jazıladı. 

Teorema. Hár qanday )(xf  hám 0)( xg  kópaģzalılar ushın sonday jalģız 

 xh  hám  xr  kópaģzalıları bar bolıp, olar ushın    darr x darg x  hám 

   darh x darg x  bolıp, usı teńlik orınlanadı: 

                                                    xrxhxgxf                                (1) 

Dálilleniwi: Eger )(xf  kópaģzalıdan  xgxa
nm

m

  kópaģzalısın ayırsaq, 

     xrxgxaxf
nm

m 1
  kópaģzalıda m

m xa  aģza bolmaydı. Bul jerde tómendegi-

she eki jaģday bolıwı múmkin.  
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a) )(
1

xr niń dárejesi  xg  niń dárejesinen kishi. 

b) )(
1

xr niń dárejesi  xg  dárejesinen úlken yaki oģan teń. 

Eger a) Halı júz berse,      xrxrxaxh
nm

m 1; 
  bolıp teorema dálillengen 

boladı. 

Biz b) halı ústinde toqtap ótemiz. Eger    1
darr x darg x  bolıp, 

  k

k xcxcxccxr  ...
2

2101  kórinisine iye bolsın. 

Endi  xg  kópaģzalını nk

k xc
  ģa kóbeytip nátiyjesin  xr1  dan ayıramız. Onda 

     xrxgxcxr
nk

k 21 
  bolıp,  xr2  kópaģzalıda k

k xc  aģza bolmaydı. 

  l

l xdxdxddxr  ...
2

2102  bólsin. Bul jerde joqarıdaģı eki haldıń 

birewi júz beriwi múmkin. 

1) eger nl   bolsa, tómendegi ayırmanı dúzemiz: 

     xrxgxdxr
nl

l 32


 , 

processti dawam ettirip, bazı bir v  qádemnen soń    v
darr x darg x  qa erisemiz. 

Basqasha aytqanda,      xrxgxtxr v

n

v 





1

 teńlikte    v
darr x darg x  boladı. 

Endi usı teńliklerdi aģzama-aģza qosamız: 

 

  

 

 

Onda )()()....)( xrxgxtxdxcxаxf v

nnl

l

nk

k

nm

м 
 

  payda boladı. 

Bul jerde )(... xhxtxcxа
nnk

k

nm

m 
 

  hám )()( xrxr
v

  desek, 

       xrxhxgxf   teńlik payda boladı.        xrxhxgxf   teńliktegi  xf  

bóliniwshi, )(xg  bóliwshi,  xh  shala tiyindi,  xr  qaldıq kópaģzalılar dep ataladı. 

Endi (1) teńliktiń jalģız ekenligin dálilleymiz. 

).()()(

........................................

),()()(

),()()(

),()()(

1

32

21

1

xrxgxtxr

xrxgxdxr

xrxgxcxr

xrxgxаxf

v

n

v

nl

l

nk

k

nm

m
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Meyli, (1) shártti qanaatlandırıwshı jáne bir jup )(xh  hám  xr    kópaģzalı bar, 

yaģnıy  

    )()( xrxhxgxf                                               (2) 

teńlik orınlı bolsın. (1) hám (2) teńliklerin aģzama-aģza ayırıp 

 

       xrxrxhxhxg ')()(0   

yaki 

                                                         xrxrxhxhxg  )(                            (3) 

payda etemiz. Bul jerde  xr  hám  xr  tıń anıqlanıwına tiykarlanıp  

      xapgxrxrap   boladı. Eger shep tárepinde     0 xhxh  bolsa, 

   xrxr   tiń dárejesi (3) ge tiykarlanıp )(xg  tiń dárejesinen kishi emes. Bul 

 xr  hám  xr  tiń anıqlanıwına qarama-qarsı. Sonıń ushın    xhxh   boladı. 

Bunnan  e  den    xrxr   kelip shıģadı. 

Bul teoremanı bazıda )(xf  kópaģzalını )(xg  kópaģzalıģa qaldıqlı bóliw 

teoreması dep te aytıladı. 

Meyli, 
п

п хахахааxf  ...)(
2

210  kópaģzalınıń koefficientleri bazı bir 

P  maydanģa tiyisli bolsın. Bunday jaģdayda )(xf  kópaģzalı P  maydan ústinde 

berilgen kópaģzalı dep ataladı. 

Máselen, 73)(,3573)(
2723

 ixxixxgxxxxf  kópaģzalılarģa sáykes 

túrde haqıyqıy sanlar maydanı ústinde hám kompleks sanlar maydanı ústinde 

berilgen kópaģzalılar boladı. Eger kópaģzalılardıń qaldıqlı bóliniwi degen temadaģı 

(1) teńlikte 0)( xr  bolsa, onda  

)()()( xgxxf    

teńlik payda boladı. Bul )(xf diń  qa qaldıqsız bóliniwin kórsetedi. Biz onı 

qısqasha    xxf /  sıyaqlı belgileymiz. Qaralıp atırģan kópaģzalılardı bir P  

 x
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maydanı ústinde berilgen dep alsaq, kópaģzalılardıń bóliniwi tómendegi 

qásiyetlerge iye. 

)).(/)(()))(/)(())(/)(.((1
0

xxfxxxxf    

Dálilleniwi: )(/)( xxf   ekenliginen  

                                                  )()()( 1 xgxxf                                        (1) 

   xx  /  ekenliginen   

                                                             xgxx                                           (2) 

(1) hám (2) den            xhxxgxgxxf   9  bunda      xhxgxg 1  dep 

alınadı. 

     xhxxf   

teńlik  xf  tıń  x  qa bóliniwin kórsetedi. 

).(/))(...)()((),1()(/)(.2 21

0
xxfxfxfтixxf mi     

Dálilleniwi: 

                    

            

          ./......

......

...

21

2121

2211

xxfxfxfxg

xgxgxxfxfxf

xgxxfxgxxfxgxxf

mm

m

mm













 

30.   mixf i ,1  kópaģzalılardan keminde birewi )(x qa bólinse, onda olardıń 

kóbeymesi de )(x qa bólinedi.  

Dálilleniwi: Meyli,    xxf /1  bolsın. Onda )()()(
11

xgxxf    bolıp, bul 

teńlikten  )()...()()()()....()( 2121 xfxfxgxxfxfxf mm  ),()( xgx   bunnan 3-

qásiyetiniń dálili kórinip turıptı. 

40. Eger    mixf i ,1  kópaģzalılardıń hár biri  x  qa bólinip,  xg i  lar 

qálegen kópaģzalılar bolsa, onda  

)(/)()(...)()()()( 2211 xxgxfxgxfxgxf mm  . 
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Dálilleniwi: 3-qásiyetke tiykarlanıp hár bir     mixgxf ii ,1  aģza  x  qa 

bólinedi. 2-qásiyetke tiykarlanıp bolsa, olardıń algebralıq qosındısı da  x  qa 

bólinedi. 

50. Qálegen )(xf kópaģzalı hár qanday nolinshi dárejeli kópaģzalıģa bólinedi. 

Eger   0 ax  desek,    xgaxf   teńlik qásiyetti dálilleydi, bunda 

 Pa0 . 

60.        xaxfxxf  //    Pa0 . 

Dálilleniwi:            xgaxaxfxgxxf
1

  . Dara jaģdayda 0)( xf  

óz-ózine bólingenligi ushın )(xaf qa bólinedi. 

70. 0)( xf  hám   0x  kópaģzalılar bir-birine bólinse, olar biri-birinen 

ózgermes 0а  kóbeytiwshi menen parıqlanadı. 

Dálilleniwi: Shárt boyınsha      xgxxf 1   hám      xgxfx 2  

berilgen.  

Bul teńliklerden        xgxgxfxf 21  yaki    xgxg 211  teńlik payda 

boladı. Sońģı teńlik    xgxg 21  kóbeymeniń nolinshi dárejeli kópaģzalı eken-ligin 

kórsetedi. Bul jaģday )(
1

xg hám )(
2

xg tıń hár qaysısı nolinshi dárejeli kópaģzalı 

bolģanda ģana júz beriwi múmkin. Demek, kópaģzalılardıń óz ara teńlik shártinen 

0)(
2

 аxg  hám )()( xafx   boladı.  

3. Kóp aģzalınıń koreni. Bezu teoreması. Gorner sxeması. 

H birlik elementke iye bolģan pútinlik oblastı berilgen bolsın. 

Anıqlama-1. Eger H  pútinlik oblastınıń bazı bir a  elementi ushın   0f  

teńligi orınlansa, onda a  element  xf  kópaģzalınıń koreni dep ataladı. 
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Q  maydan ústinde bir ózgeriwshili birinshi dárejeli   baxxf   kópaģzalı 

0a  bolģanda racional sanlar kópliginde bárqulla korenge iye, sebebi  

0







 bb

a

b
f  yaģnıy 0










a

b
f  boladı. 

Dárejesi 1n  bolģan hár qanday korenlerge iye bolģan keńeytpe maydan 

bárqulla bar boladı. Biz bunı keyinirek dálilleymiz. 

Nolinshi dárejeli   0 axf  kópaģzalınıń koreni joq, sebebi x qa qanday 

mánisti bermeyik, bári bir   0 af   boladı. Biz nol kópaģzanı itibirģa almaymız, 

bunday kópaģzalı x -tıń hár bir mánisinde nolge teń. 

Teorema-1. (Bezu teoreması). )(xf  kópaģzalını ax   eki aģzalıģa bóliwden 

kelip shıqqan qaldıq  f  ģa teń. 

Dálilleniwi: Bóliwshi ax   nıń dárejesi 1-teń bolģanı ushın qaldıq  xr  yaki 

nolinshi dárejeli kópaģzalı, yaki nol bolıwı kerek, yaģnıy 

      rxhxxf                                             (1) 

bolıp, bul teńlikte  x  desek,   rf   di payda etemiz. 

Teorema-2. ax   element )(xf  kópaģzalınıń koreni bolıwı ushın )(xf  tiń  

ax   ekiaģzalıģa bóliniwi zárúrli hám jeterli. 

Dálilleniwi: 1. Zárúrli shárti. x  nı )(xf tıń koreni deyik. Bul jaģdayda 

  0f  boladı. 1-teoremaģa tiykarlanıp )(xf tı x  ģa bóliwden kelip shıqqan 

qaldıq  f  ģa teń. Lekin   0f  bolģanı ushın 0r  boladı. Demek, )(xf  kópaģzalı 

ax   ģa qaldıqsız bólinedi. 

2. Jeterli shárti. )(xf  kópaģzalı x  ģa qaldıqsız bólinsin 

     xhxxf ~ , yaģnıy qaldıq 0r  bolģanı ushın   0f . Demek, x  

mánisi )(xf  kópaģzalınıń koreni boladı eken. 
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Teorema-3. Eger k ,...,, 21  lar )(xf  kópaģzalınıń hár túrli korenleri bolsa, 

onda )(xf  kópaģzalı ))....()(( 21 kxxx    kóbeymege bólinedi. 

Dálilleniwi: Teoremanıń dálilleniwin matematikalıq indukciya principi 

tiykarında alıp baramız, 1k  de teoremanıń durıslıģın biz joqarıda kórip óttik. 

Meyli, teorema 1 kn  jaģdayı ushın durıs, yaģnıy 

        xgxxxxf k 121 ...                                     (2)  

bolsın. 

Bul teńlikke kx   nı qoyamız. Onda k  koren  bolģanı sebepli   0kf  . 

Demek, kx   da 

)())....()((0 121 kkkkk g    

payda boladı. H  pútinlik  oblastı  noldiń bóliwshilerine iye bolmaģanlıģınan hám 

k  ....21  shártine tiykarlanıp   0kag , yaģnıy ka  san )(xg kóp-aģzalınıń 

koreni eken. Onda 1-teoremaģa tiykarlanıp 

     xhxxg k                                         (3) 

boladı. Endi (1) ni (2) ge qoyamız. Onda  

)())....()(()( 21 xhxxxxf k   

bolıp, bul )(xf  tıń ))....()(( 21 kxxx    ģa bóliniwin bildiredi.  

Esletpe: Bazı bir jaģdaylarda bir neshe yaki barlıq korenler ústpe-úst túsip 

qalıwı múmkin. Onda (2) formula tómendegi kóriniste boladı. 

         kmlxhxxxf
m

 
1

 

Bunday jaģdaydaģı   hám   korenlerin sáykes túrde l  hám m  eseli korenler dep 

ataymız.  

Nátiyje: Nolden m  ózgeshe m  dárejeli kópaģzalı  1m  H  pútinlik 

oblastında m  nen artıq korenge iye emes. 



16 

 

Bul pikir noldiń bóliwshilerine iye bolģan kolcosında orınlı emes. Máselen, 16 

modul boyınsha dúzilgen shegirmeler klasları kolcosında 
2

)( xxf   kópaģzalı 0, r, i, 

1 2 korenlerge iye. 

Teorema. P sanlar maydanı ústinde berilgen kópaģzalılar bas ideallar kolcosı 

boladı. 

Dálilleniwi: P sanlar maydanı bolģanı ushın  xР  kolco noldiń bóliwshile-rine 

iye bolmaģan kommutativ kolco, yaģnıy pútinlik oblastı boladı. Bul pútin-lik oblastı 

óz ishine birlik 1)(
00
 xaxf  elementin aladı. Endi  xР  kolcodaģı hár bir 

idealdıń bas ideal ekenligin kórseteyik. 

Kópaģzalılar kolcosınıń idealın I  háribi menen belgileymiz hám onı 0I   dep 

alamız. Endi I  idealdaģı eń kishi dárejeli kópaģzalını )(xd  dep belgileymiz. I  daģı  

qálegen  )(xf  tı )(xd  ģa bólemiz. 

IxrxgxdxfIxdIxf  )()()()()(,)(  

(bul jerde )()( xdaprxdapd  ).   Ixr   tiykarlanıp,   0xr  teńligi orınlı. 

Kerisinshe, )(xd kópaģzalı I  daģı eń kishi dárejeli kópaģzalı bolmay, bunday 

kópaģzalı  xr  bolar edi. Demek, I  idealdaģı qálegen )(xf  kópaģzalı )(xd  qa 

qaldıqsız bólingeni ushın I  degi bas ideal eken, yaģnıy ))(( xdI   bolıp, kolco bas 

ideallar kolcosı boladı. 

Eger x  san  xf  kópaģzalınıń korenı bolsa, Bezu teoremasına kóre 

tiykarınan  xf  kópaģzalınıń x  daģı mánisi   0 fr  bolar edi. Qaldıqlı 

bóliw teoremasına kóre       rxxxf    teńliktegi  x  diń koefficientlerin 

hám r  qaldıq aģzanı esaplawdıń bir usılı menen tanısayıq. Bunıń ushın  x  hám r  

di belgisiz koefficientler járdeminde tómendegishe jazıp alamız. 

 

.)...)((

...

12

2

1

1

0

11

1

10

rAxAxAxAx

axaxaxa

nn

nn

hn

nn
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Teńliklerdiń oń tárepindegi qawıslardı ashıp, eki kópaģzalınıń teńligi táripine 

tiykarlanıp, tómendegilerge iye bolamız. 

 

.,,...,

,...,,,

12111

12201100

 



nnnnnkk

k

AraAAaAA

aAAaAAaAa




 

 

Bul teńliklerden  niAi ,0  lardı hám r  di tómendegishe anıqlaymız.  

.,,...,

,...,,,

12111

12201100

 



nnnnnkk

k

AarAaAAa

AAaAAaAaA




 

 

Bul esaplawlardı tómendegishe Gorner sxeması dep atalıwshı sxema járdeminde de 

orınlaw múmkin: 

 

 0a  1a  2a  …. ka  …. 1na  na  

  0A  1A  2A  …. kA  …. 1nA  r  

 

Hár bir kA  koefficientin tabıw ushın sxemada onıń joqarısındaģı ka  ģa kA  

dan aldın turģan 1kA  di   ģa kóbeytip qosıw kerek. Eger  x  kópaģzalını jáne  

bazı bir x  ekiaģzalıģa bóliw talap etilse, bul sxemanı tómenge qarap dawam  

ettiriw múmkin. Ulıwma alģanda, kópaģzalınıń eseli korenlerin tabıw-da da usı 

usıldan paydalanıladı.  

1-mısal:  xQ  kolcoda 1532)(
234

 xxxxxf  kópaģzalı tuwındılarınıń 

10 x  tochkadaģı tuwındıların tabıń hám berilgen kópagzalılardı 1x  ekiaģzalı 

dárejelerine jayıń.  

Sheshiliwi: Gorner sxeması jádeminde tabamız: 

 1 -2 3 -5 1 
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Tablicadan    
     

1
!4

;2
!3

;3
!2

;11;21 






xfxfxf

ff
IV

 lerdi anıqlaymız. 

Bunnan, 2)1()1(3)1(2)1()(
234

 xxxxxf  hám 12)1(;6)(;1)1(  fxff  

lerdi tabamız. 

 

2-§. Haqıyqıy hám kompleks sanlar maydanında kópaģzalılar. 

 

1.Kompleks  sanlar maydanınıń algebralık tuyıqlıģı. Algebranıń tiykarģı 

teoreması. 

Teorema (algebranıń tiykarģı teoreması). Dárejesi 1 den kishi bolmaģan 

kompleks koefficientli hár qanday kópaģzalı keminde bir kompleks korenge iye. 

Nátiyje-1. Kompleks sanlar maydanındaģı n  dárejeli kópaģzalınıń n  koreni 

bar. 

Dálilleniwi: 4-teoremaģa tiykarlanıp  xf  diń tek bir kompleks koreni bar, 

Bezu teoremasına kóre  xf  kópaģzalı 1x  ge bólinedi, yaģnıy 

     11 xfxxf                                             (1)  

teńlik orınlı. 

 1n  dárejeli  xf1  kópaģzalıģa qarata joqarı pikirdi qollap, 

 

      xfxxf 221                                             (2)  

 

1 1 -1 2 -3 -2 

1 1 0 2 -1  

1 1 1 3  

1 1 2  

1 1  

1  
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teńlik payda etemiz, bunda  xf 2  kópaģzalı (n-2)-dárejeli h.t.b. Bul processti 

dawam ettirip, aqırı, birinshi dárejeli  xf n 1  kópaģzalıģa kelemiz hám  

    01 rxxf nn                                             (3)  

teńlikke iye bolamiz, bunda 0r  ózgermeytuģın san. 

Payda bolģan (10),(11),(12) h.t. teńliklerden 

      nxxxrxf   ...210                               (4) 

jayılmaģa kelemiz. Bul (13) ańlatpaģa qarap n ,...,, 21  sanlar  xf  kópaģza-lınıń 

korenleri ekenin kóremiz, sebebi  nii ,1  di x  diń ornına qoysaq,   0if   kelip 

shıģadı. 

(13) jayılmadaģı ix   ekiaģzalılar birinshi dárejeli hám olar keltirilmey-tuģın 

kópaģzalılar bolģanı ushın  xf  di keltirilmeytuģin kópaģzalılar kóbey-mesine 

jayıw haqqındaģı teoremaģa tiykarlanıp bul ix   ekiaģzalılar ózgermes 

kóbeytiwshiler anıqlıģında jalģız. 

Bul jaģday  xf  kópaģzalınıń n ,...,, 21  den basqa korenleri joq ekenligin 

bildiredi. 

(13) jayılmadaģı ix   ekiaģzalılardı bir-birine hám 0r  ge kóbeytip shıqsaq, 

payda bolģan kópaģzalınıń bas koefficienti 0r  ge teńligin kóremiz. Lekin bul 

kópaģzalı  xf  diń ózindey bolģanı ushın 00 ar   degen nátiyjege kelemiz, bunda 

0a  arqalı  xf  diń bas koefficientin belgiledik. Solay etip, (13) teńlik tómendegishe 

jazıladı: 

       nxxxaxf   ...210                               (5)  

Bul jayılma  xf  kópaģzalınıń sızıqlı (birinshi dárejeli) kóbeytiwshilerge jayılması 

delinedi. 

Ulıwma alģanda, korenleriniń bazıları óz ara teń bolıwı da  múmkin. Sol 

sebepli, hár qıyılı korenlerdi k ,...,, 21  menen belgilep (14) teńlikti mına kóriniste 

jaza alamız: 
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       km

k

mm
xxaxxf   ...21

201 , 

bunda kk mmmnmmm ,...,,... 2121   pútin oń sanlarģa sáykes ráwishte   

korenleriniń eselik belgileri dep ataladı. Basqasha aytqanda 1a  di 
1

m eseli koren 

dep ataymız. Demek, n -dárejeli  xf  kópaģzalınıń korenleri bir eseli, eki eseli  

h.t.b. k  eseli bolıwı múmkin. Solay etip, kompleks sanlar maydanı ústindegi 

dárejesi birden joqarı hár bir  xf  kópaģzalı bul maydan ústinde keltiriletuģınlar  

esaplanadı. Haqıyqatında da, i  bunday kópaģzalınıń qálegen koreni bolsa.  xf  di 

ix   ge bólip, tómendegini payda etemiz: 

     xxxf i   

Nátiyje-2. n -dárejeli  xf  kópaģzalı x  diń n  nen artıq hár qıylı 

mánislerinde nolge teń bolsa.  xf  nol kópaģzalı boladı. 

Dálilleniwi: n -dárejeli 

   n

nnn
axaxaxaxf 

 11

10 ...  

kópaģzalı   naxf   diń tómendegi  nmm   hár qıyılı 

 m

n

n  ,...,,,...,,
1

21

                                        (6)  

 

mánislerinde nolge teń dep oylayıq. Onda bul sanlardan, máselen, dáslepki n  i 

 xf  diń korenleri bolıp, (13) teńlik orınlı: 

       nxxxaxf   ...210  

Berilgen boyınsha,   0iaf , yaģnıy 

      0...210  niiia   

boladı. Bunda i  qalģan mnn  ,...,, 21   sanlardan qálegenin  ańlatadı. 

Endi  nkki ,...,2,10    bolģanı ushın 00 a  degen nátiyjege kelemiz. Demek, 

kópaģzalı tómendegi kórinisin aladı: 

   nn

nn
axaxaxaxf  



1

2

2

1

1 ... .  
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Bul kópaģzalı da n  nen kishi dárejeli bolıp, x diń mánislerinde nolge aylanadı hám 

sol sebepli, joqarıdaģı pikirdi tákirarlap, 01 a  ekenligin tawamız h.t.b. Bul 

protsesti aqırına deyin dawam ettirip,   naxf   ge kelemiz. Shárt boyınsha 

  0 ni aaf . Demek, 0... 110   nn aaaa  bolģanı ushın   0xf  eken. 

Nátiyje-3. Dárejeleri n  nen joqarı bolmaģan  xf  hám  x  kópaģzalılar x  diń 

n  nen artıq hár qıyılı mánislerinde bir-birine teń bolsa,  xf  hám  x  óz ara teń 

kópaģzalılar boladı. 

Dálilleniwi: Dárejesi n  nen joqarı bolmaģan      xxfxg   kópaģzalı 

x  diń n  nen artıq hár qıyılı mánislerinde nolge aylanadı. Demek, joqarıdaģı 

teoremaģa tiykarlanıp,       0 xxfxg   yamasa    xxf   boladı. 

2. Haqıyqıy sanlar maydanında keltirilmeytuģın kópaģzalılar. Haqıyqıy 

koefficientli kópaģzalınıń kompleks korenleri. 

Teorema-1. Haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi  xf  kópaģzalı x  diń qospa 

kompleks mánislerinde qospa kompleks mánislerin qabıl etedi. 

Dálilleniwi: a  haqıyqıy sandı alamız hám Teylor formulasına tiykarlanıp 

 haf   dı h  dıń dárejeleri boyınsha tómendegini jazamız: 

     
    n

n

h
n

af
h

af
Aafafhaf

!
...

!2
,

2

1 


 . 

Bul jayılmanıń koefficientleri haqıyqıy sanlar bolıp, biz olardı mına kóriniste 

belgileyik: 

     
   

h

n

A
n

af
A

af
AafAaf 




!
,...,

!2
,, 210

 

Onda joqarıdaģı jayılma 

                           n

nhAhAhAAhaf  ...
2

210  

kórinisin aladı. Eger óz ishine x  dıń jup hám taq dárejelerin alģan aģzalardı bólek-

bólek gruppalarģa ajıratsaq, 
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     hhAhAAhAhAAhaf ......
4

5

2

21

4

4

2

20                  (1) 

teńlik payda boladı. Endi bul teńlikke bih   ( b -haqıyqıy san) mánisin qoyıp 

tómendegini payda etemiz:  

 ...)(...)()(
4

5

2

31

4

4

2

20  bАbAАbibAbAAbiaf  

yaki NiMbiaf  )(  teńlik kelip shıģadı. 

Solay etip, x  diń  bia   hám bia   mánislerinde )(xf kópaģzalı NiM   hám 

NiM   mánislerin qabıl etedi. 

Nátiyje-1. Haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi  xf  kópaģzalı ushın bia   

kompleks san koren bolsa, onda oģan qospa )0(  bbia   kompleks san da koren 

boladı. 

Dálilleniwi: bia   kompleks san  xf  diń koreni bolģanı ushın 

  0,0  NiMNiMbiaf . Demek, 0 NM . Sonıń ushın 

    0,000  biafiNiMbiaf . Bul bolsa bia   san  xf  diń koreni ekenin 

kórsetedi. 

Nátiyje-2. Haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi  xf  kópaģzalınıń jormal 

korenleri sanı jup boladı. 

Haqıyqatında da, 1-nátiyjege qaray, hár bir bia   kompleks koreni ushın jáne 

bia   koreni bar. 

Nátiyje-3. Haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi jup dárejeli  xf  kópaģza-lınıń 

haqıyqıy korenler sanı jup boladı. Haqıyqatında da,  xf  diń dárejesin n  hám 

jormal korenleriniń sanın m  desek, haqıyqıy korenleriniń sanı mnk   boladı. n  

hám m  jup sanlardı ańlatqanı ushın k  da jup san. Bul m  hám k  sanlardan birewi 

0 ge teń bolıwı, yaģnıy  xf   diń ya jormal, yaki haqıyqıy korenleri bolmawı 

múmkin. 

Nátiyje-4. Haqıyqıy sanlar  maydanı ústindegi taq dárejeli  xf  kópaģzalınıń 

haqıyqıy korenler sanı taq boladı. 
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Haqıyqatında da, n  taq hám m  jup bolsa, mnk   taq boladı. Solay etip, 

 xf  diń eń keminde bir koreni haqıyqıy boladı. 0m  bolsa, onıń hámme korenleri 

haqıyqıy boladı. 

Nátiyje-5. Haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi hár bir  xf  kópaģzalı sol 

maydan ústindegi birinshi hám ekinshi dárejeli keltirilmeytuģın kópaģzalılar 

kóbeymesine jayıw múmkin. Haqıyqatında da,  xf  diń korenlerin n ,...,, 21  

desek, 

 

                              
      nxxxaxf   ...210  

 

jayılma payda boladı, bunda 0a  - haqıyqıy san. Eger 1  haqıyqıy koren bolsa, 1x  

haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi birinshi dárejeli (demek keltirilmeytuģın) 

kópaģzalını ańlatadı. Eger bia 2  kompleks korenin bildirse,  xf  diń 

korenlerinen biri bia   qospa kompleks sannan ibarat boladı. Aytayıq bia 3  

bolsın. Onda haqıyqıy sanlar maydanı ústindegi ekinshi dárejeli keltirilmeytuģın 

 

  
22222

32

2)(

))(())((

baaxxbax

biaxbiaxxx



 
  

 

kópaģzalını payda etemiz. 

Demek, )(xf  kópaģzalı haqıyqıy sanlar ústindegi birinshi hám ekinshi 

dárejeli keltirilmeytuģın kópaģzalı kóbeymesine jayıladı. Kópaģzalı haqıyqıy (yaki 

jormal) korenlerge iye bolmasa, bul jayılmada birinshi (yaki ekinshi) dárejeli 

keltirilmeytuģın kóbeytiwshiler bolmaydı. 

Juwmaq. Haqıyqıy sanlar maydanı  ústinde ekinshiden joqarı dárejeli  hár bir 

 xf  kópaģzalı usı maydan ústinde keltirilmeytuģın kópaģzalıdur.  
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Haqıyqatında da, joqarıda aytılģan jayılmanı  haqıyqıy sanlar maydanı 

ústindegi  hám dárejeleri  xf  tiń dárejesinen kishi eki kópaģzalı kóbeymesine 

keltiriw múmkin. Máselen, 1)(
4
 xxf     kópaģzalını alayıq. 

Onda, 

                 


4

12
sin

4

12
cossincos1 44 





k

i
k

ix  

bolıp, onıń korenleri tómendegiler boladı: 

;
2

2

2

2

4
sin

4
1

iiсos 


  

;
2

2

2

2

4

3
sin

4

3
cos

2
ii 


  

;
2

2

3

2

4

5
sin

4

5
cos

3
ii 


  

.
2

2

2

2

4

7
sin

4

7
cos

4
ii 


  

 

Usı sebepli ))()()(()( 4321   xxxxxf  boladı. Bunda  

,12)
2

2

2

2
)(

2

2

2

2
())((

2

41
 xxixixxx 

 

2

2 3

2 2 2 2
( )( ) ( )( ) 2 1,

2 2 2 2
x x x i x i x x            

Solay etip, 
2 2

( ) ( 2 1)( 2 1)f x x x x x      tórtinshi dárejeli teńleme payda 

etemiz. 

3. Úshinshi dárejeli teńlemeler. Haqıyqıy koefficientli  úshinshi dárejeli 

teńlemeler korenlerin izertlew. 

 Kompleks sanlar maydanı ústindegi mına, 

 

 00
23

 adcxbxax                                         (1) 
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kórinistegi teńleme úshinshi dárejeli bir belgisizli teńleme dep ataladı. (1) 

teńlemeniń hár eki tárepin a  ģa bólip, mına teńlemege iye bolamız: 

 

 0
23


a

d
x

a

c
x

a

b
x                                                     (2) 

 

(2) de 
a

b
yx

3
  almastırıwdı kiritip, 

 0
333

23





























a

d

a

b
y

a

c

a

b
y

a

b

a

b
y                               (3) 

 

teńlemeni payda etemiz. Teńlemeni ápiwayılastırģannan keyin         

0
3

 qpyy                                                     (4)  

kórinisindegi teńlemege iye bolamız. (4) teńlemedegi y  ózgeriwshi ornına eki u  

hám   ózgeriwshini  uy  teńlik járdeminde kiritemiz. 

Nátiyjede     0
3

 qupu   yamasa,  

       03
33

  upuqu                                   (5) 

 

teńlemege iye bolamız. (5) de u  hám   nı sonday tańlaymız, nátiyjede 

  03  pu                                                      (6)  

shárt orınlansın.  Bunday talap qoyıwımız orınlı, sebebi  

  













3

p
u

yu





 

 

teńlemeler sisteması y berilgende jalģız sheshimge iye boladı. (6) shártti itibarģa 

alsaq, (5) teńleme tómendegi kóriniske iye boladı: 
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 qu 
33                                                          (7) 

(6) dan 
27

3
33 p

u   bolģanı ushın 
3

u  hám 
3

  Viet teoremasına tiykarlanıp bazı bir 

0
27

3
2


p

qzz  kórinisindegi kvadrat teńlemeniń korenleri boladı. Bul kvadrat 

teńlemeni sheshiwden  

                       
2742

,
2742

32
3

2

32
3

1

pqq
z

pqq
uz                         (8) 

di payda etemiz.  (8) den 

 

                  2742

32
pqq

u  ,            
2742

32
pqq

  

 

tawılıp, u  hám   nıń hár birine úsh mánis, y ózgeriwshi ushın bolsa toģız mánis 

tawıladı. Olardan (6) shártti qanaatlandırģanlardı alamız. Onday bolsa (4) teńliktiń 

barlıq sheshimleri tawıladı. 

Eger 2
,,  uuu  (bunda   san q  den shıģarılģan koren, yaģnıy 1

3
 ) 1z   diń 

úshinshi dárejeli korenleriniń mánisleri bolsa, oģan sáykes 2z  niń úshinshi dárejeli 

korenleri mánisleri  ,,
22

 boladı. Nátiyjede (4) teńleme mına 

 

  
2

3

2

21 ,, иyиyиy                               (9)  

 

korenlerine iye bolıp, onda 
2

3

2

1
i  bolģanınan  

)(
2

3
)(

2

1

),(
2

3
)(

2

1
,

3

21









иiиy

иiиyиy

                            (10) 

sheshim payda boladı. 
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(10) hám 
a

b
yx

3
  ni názerge alıp, (1) teńlemeniń 

a

b
yx

a

b
yx

3
,

3
2211   hám 

a

b
yx

3
32   korenleri tawıladı. 

Endi haqıyqıy koefficientli úshinshi dárejeli teńleme korenlerin teksereyik. 

Tómendegi teorema úshinshi dárejeli teńlemeniń haqıyqıy hám jormal korenleri 

sanın anıqlaydı. 

Teorema. Eger   

0
2

 qpxx                                                 (11) 

teńlemeni haqıyqıy koefficientli teńleme bolıp, 
274

32
qq

  bolsa, onda tómendegi 

pikirler orınlı boladı: 

a) eger 0 bolsa, (11) teńleme bir haqıyqıy hám eki óz ara qospa jormal 

korenlerge iye boladı; 

b) eger 0  bolsa, (11) teńlemeniń barlıq korenleri haqıyqıy hám keminde 

bir koreni eseli boladı; 

c) Eger 0 , bolsa, (11) teńlemeniń barlıq korenleri haqıyqıy hám túrlishe 

boladı. 

Dálilleniwi: a) 0 bolsa, onda 1z  hám 2z  korenleri haqıyqıy hám hár túrli 

boladı. Demek, korenlerden keminde birewi, máselen, 1z , nolden parıqlı boladı. 

3
1zu   san 1z  diń arifmetik koreni bolsın. Sonıń ushın u  haqıyqıy san boladı. 

3

p
u   teńlikke tiykarlanıp,   da haqıyqıy san boladı 21 zz   bolģanı ushın  

33
u  boladı. Bunnan u  qatnas orınlı ekenligi anıq. (10) tiykarlanıp 

 

)(
2

3
)(

2

1

),(
2

3
)(

2

1
,

3

21









иiих

иiиxиx

                             (12) 

bolıp, u  hám   haqıyqıy hám de túrli sanlar bolģanı ushın (12) de 1x  haqıyqıy, 2x  
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hám 3x  ler  óz ara qospa jormal sanlar boladı. 

b) 0  bolsın. Eger 0  hám 0q  bolsa, onda 0
2

21


q
zz  boladı. 

3

2

q
u   san 

2

q
  diń arifmetikalıq koreni bolsın. 

3

р
и   haqıyqıy san bolģanı 

ushın 3

2

q
  haqıyqıy san boladı, yaģnıy 0u  boladı. 

(12) formulaģa tiykarlanıp иххих  321 ,02  boladı. Solay etip, 0q  

bolģanda, (11) teńleme úsh haqıyqıy korenge iye hám olardan birewi eseli boladı. 

Eger 0  hám 0q  bolsa, onda 0p  boladı. Bunday halda (11) teńleme 

0
3
х kórinisinde bolıp, 0321  xxx  boladı. 

c) 0  bolsın. Onda 
2

,
2

21

q
z

q
z  boladı. Demek, 1z  hám 2z  

sanlar óz ara qospa jormal sanlar eken. Sonıń ushın  

 

021  zz                                                     (13) 

hám 

 21 zz                                                       (14) 

qatnaslar orınlı. 

(6) hám  (8)  ge kóre 

                
3

,, 2

3

1

3 р
иzzи                                    (15)

  

bolģanı ushın (13)  hám (14) den  0
33
 u  bolıp, bunnan  

 

    0 и                                                      (16) 
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kelip shıģadı. (14) ge tiykarlanıp, u  qatnas da orınlı. (6) ģa tiykarlanıp  
3

p
u   

bolıp bunnan 
3

p
u    kelip shıģadı (sebebi c shártke tiykarlanıp 0р ). (16) ģa 

kóre 

        
2

3u

p
                                                             (17) 

teńlik orınlanadı. (14) hám (17) tiykarlanıp 

 uu
u

p
u

uu

p

u

p


2
333

  

yaģnıy  

 u                                                          (18) 

teńlik orınlı. (12) formuladaģı   nı u  menen almastırsaq hám и ni itibarģa 

alsaq, ,,
21

хх hám 3
х  korenleri haqıyqıy hám hár qıylı ekeni málim boladı. 

Haqıyqatında da, (12) formuladan 32 xx   kelip shıģadı. Oylayıq, 21
хх  bolsın. 

Onda (9) ģa tiykarlanıp 
2

  ии  bolıp, bunnan )1()1(
2
 и  yaki 

2
u  kelip shıģadı. 

Bunnan 21 zz   hám 0  teńlikler kelip shıģadı. Bul bolsa 0  shártke 

qarama-qarsı. Tap sonday, 31 xx   ekenligin de kórsetiw múmkin. 

1-mısal. 023
3

 ixix  teńlemeni sheshiń. 

Sheshiliwi: Berilgen teńlemeni keltirilgen kub tenlemege keltiriw ushın eki 

tárepin i  ge kóbeytemiz. 023
3

 ixx . Payda bolģan teńlemede 

.0,2,3  Diqp  Onda .
2

33 id
q

  iu 1  bolsın, 111 vu  ekenliginen, 

iv 1 . Demek, .,,2 321 ixixix 
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Mısal 2. Teńlemeni sheshiń 

                                        05219
23

 xxx . 

Sheshiw. Ózgeriwshi kiritemiz 3 yx  hám 046
3

 yy  teńlemege 

iye bolamız. Bul teńlemeniń bir korenin anıqlaymız 33 22842 i   

yaģnıy i 11 . Sáykes mánisi 
 

i
i





 1
13

6
1

 

teń boladı. Bul jaģdayda 

     2111  iiy   2

1 3
2 2

2 2
y i i     31  , 

  312
2

3
2

2

1
3  iiy . 

Berilden teńlemenıń kórenleri: 51 x , 322 x , 323 x . 

 

Mısal 3. Teńlemeni sheshiń 

                          05274
234

 xxxx . 

 Sheshiw. Ózgeriwshi kiritemiz 1 xy  hám teńlemege iye bolamız:  

                               034
24

 yyy . 

 Bul teńlemeniń kublıq rezolventası 

                         016132
23

 zzz ,  

Onıń korenleriniń biri 10 z  boladı. Kvadrat teńlemelerdi dúzemiz :  

             03
2

 uu  и 01
3

 uu .  

 Olardıń korenleri:  

2,1u  
2

111
3

4

1

2

1 i
 , 

2

51
1

4

1

2

1
4,3


u .  

Bul jaģdayda 

 
2

111
1

i
y


 , 

2

111
2

i
y


 , 

2

51
3


y , 

2

51
4


y .  

Berilgen teńlemeniń:      
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2

113
1

i
x


 , 

2

113
2

i
x


 , 

2

51
3


x , 

2

51
4


x . 
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II bap. Racional sanlar maydanında kópaģzalılardıń korenlerin izertlew. 

 

1-§. Kópaģzalılardıń kvadratlıq radikallarda sheshiliwi. 

1. Kópaģzalılardıń  kvadrat radikallarda sheshiliwi túsinigi. 

1-a n ı q l a m a. Eger  ℱ = 𝒫(𝛼)      (𝛼 ∈̅ 𝒫, 𝛼2 ∈ 𝒫)  qatnastı  qanaatlandırıwshı  

𝛼  element  bar  bolsa, onda  ℱ  maydan  𝒫  maydannıń  kvadratlıq  keńeytpesi  

dep  ataladı.  

      Mısallar. 1. 𝑄[√2]  maydan   𝑄 maydannıń  kvadratlıq  keńeytpesi boladı.  

2. 𝑄(√3
3

) maydan  𝑄 maydannıń  kvadratlıq  keńeytpesi  emes.  

3. 𝑄(𝑖)  maydan  𝑄  maydannıń  kvadratlıq  keńeytpesi  boladı.  

      2-a n ı q l a m a. Eger 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛        (𝑎𝑖 ∈ 𝑄)       (1) 

Teńlemeniń  korenlerin  tómendegishe  eki  aǵzalı  kvadratlıq teńlemeler  

shınjırlarınıń   korenleri  arqalı  racional  (yaǵnıy  qosıw,alıw, kóbeytiw, bóliw  

ámelleri  járdeminde)  ańlatıw  múmkin   bolsa, onda  𝑓(𝑥)  kópaǵzalı  kvadrat  

radikalda  sheshiledi  delinedi : 

𝑥2 − 𝛼0 = 0,      𝛼0 ∈ 𝑄 = 𝒫0; 

𝑥2 − 𝛼1 = 0,      𝛼1 ∈ 𝒫1 = 𝒫0(√𝛼0); 

𝑥2 − 𝛼2 = 0,       𝛼2 ∈ ℱ2 = ℱ1(√𝛼1); 

   . .  .  .  . . . . . . 

𝑥2 − 𝛼𝑘−1 = 0,      𝛼𝑘−1 ∈ ℱ𝑘−1 = ℱ𝑘−2(√𝛼𝑘−2). 

Solay  etip, (1)   teńlemenin  barlıq  korenleri√𝛼0, √𝛼1, … , √𝛼𝑘−1  sanlar  arqalı  

racional  ańlatıladı  hám  ℱ𝑘 = ℱ𝑘−1(√𝛼𝑘−1)   maydanǵa  tiyisli  boladı. Basqasha  

aytqanda, 

𝑄 = ℱ0 ⊂ ℱ1 ⊂ ⋯ ⊂ ℱ𝑘−1 ∈ ℱ𝑘 

ósiwshi   sanlı  maydanlar  bar  bolıp,  bul  shınjırdaǵı  hár  bir  ℱ  maydan  ózinen  

aldınǵı ℱ𝑖−1  maydannıń  kvadratlıq  keńeytpesi  bolsa   hám  ℱ𝑘  maydan  (1)  

teńlemeniń  barlq  korenlerin  óz  ishine  alsa, onda  (1)  teńleme  kvadrat  
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radikalda  sheshiletuǵın  teńleme  delinedi.  

      3-a n ı q l a m a. Eger  (1)  teńleme  korenleri tómendegi  eki  aǵzalı  teńlemeler  

shınjırlarınıń  korenleri  arqalı  ańlatılsa, (1) teńleme  radikalda   sheshiledi  

delinedi : 

𝑥𝑛0 − 𝛼0,        𝛼 ∈ 𝑄 = ℱ0; 

𝑥𝑛1 − 𝛼1 = 0,     𝛼1 ∈ ℱ1 = ℱ0( √𝛼0
𝑛0 ); 

𝑥𝑛2 − 𝛼2 = 0,   𝛼2 ∈   ℱ  = ℱ1( √𝛼2
𝑛1 ); 

… … … … … … … … … … 

𝑥𝑛𝑘−1 − 𝛼𝑘−1 = 0,     𝛼𝑘−1 ∈ ℱ𝑘−1 = ℱ𝑘−2( √𝛼𝑛𝑘−2

𝑛𝑘−2 ).       

Solay  etip  (1)  teńlemeniń  barlıq  korenleri  √𝛼0
𝑛0 , √𝛼2

𝑛1 , … , √𝛼𝑘−1
𝑛𝑘−1   sanlar  

arqalı  racional  ańlatıladı  hám  ℱ𝑘 = ℱ𝑘−1( √𝛼𝑘−1
𝑛𝑘−1 )  maydanǵa tiyisli  boladı.  

     Dárejesi  tórtten kishi  bolmaǵan  teńlemelerdi  kvadrat  radikallarda  sheshiliw  

shárti  menen  shuǵıllanayıq. Meyli, 𝑓(𝑥)  kópaǵzalı  bazı  bir  𝒫 sanlar  maydanı 

ústinde  berilgen  bolsın. 

4-a n ı q l a m a. Eger  

𝑓(𝑥) = 0                                  (2)  

teńlemeniń korenleri    

𝑓𝑖(𝑥)      (𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅)                  (3) 

teńlemelerdiń  korenleri  arqalı  racional  ańlatılsa, onda  (2)  teńlemeni  hár  

biriniń  dárejesi  ekiden  joqarı  bolmaǵan  teńlemeler   shınjırına  keltiriledi  

delinedi. 

    (3) tegi  hár  bir  𝑓𝑖(𝑥)  kópaǵzalı  ushın  tómendegi eki  jaǵday  bolıwı  

múmkin.  

a) Qálegen  𝑓𝑖(𝑥)lar  birinshi  dárejeli  kópaǵzalı; 

b) 𝑓𝑖(𝑥)  berilgen  𝒫  maydan  ústindegi  keltirilmeytuǵın  ekinshi  dárejeli  

kópaǵzalı. 

   Eger  𝑓1(𝑥)  tıń  bazı  bir  korenin  𝛼 desek, 𝑓2(𝑥)  kópaǵzalı  𝒫(𝛼)  da  

keltirilmeytuǵın  ekinshi  dárejeli  kópaǵzalı, 𝑓3(𝑥)  bolsa  𝒫(𝛼)ǵa  𝑓2(𝑥) nıń  bazı  

bir  𝛽  korenin   kiritiwden  payda  bolatuǵın  𝒫(𝛼; 𝛽)keltirilmeytuǵın  ekinshi  



34 

 

dárejeli  kópaǵzalı  h.t.b. 

    5-a n ı q l a m a. Eger  𝑓(𝑥)  kópaǵzalı  𝒫 nıń  bazı  bir keńeytpesinde  sızıqlı  

kóbeytiwshiler  kóbeymesi  kórinisinde  jazılsa, onda  𝑄  normal  maydan delinedi. 

     1-t e o r e m a. Koefficientleri   𝒫 maydanǵa  tiyisli   𝑓(𝑥) kópaǵzalı  ushın  𝑄  

keńeytpe   de normal  keńeytpe  bolsa, onda 𝑓(𝑥) = 0  teńleme  kvadrat  

radikallarda  sheshiliwi  ushın  (𝑄: 𝒫) = 2𝑚bolıwı  zárúr   hám  jetkilikli. 

    D á l i l i. 1. Z á r ú r l i k   s h á r t i. Meyli, (1)  teńleme  (2)  sıyaqlı  teńlemeler  

shınjırına  keltirilgen  bolsın. Onda  joqarıdaǵı  sıyaqlı  eki  jaǵday  bolıwı 

múmkin. 𝑓𝑖(𝑥)  lardıń  barlıǵıbirinshi  dárejeli. Bunday  jaǵdayda  birinshi  dárejeli  

teńlemelerdiń  korenlerin  𝒫 ǵa  kiritiw  menen  bul  maydan  ózgermeydi, yaǵnıy  

bunday  jaǵdayda  (𝑄: 𝒫) = 20 = 1 bolǵanı  ushın  𝑄 = 𝒫  boladı. 

a) 𝑓𝑖(𝑥) lar  arasında  dárejesi  ekiden  kishi  bolmaǵan  kópaǵzalı  bar  bolsa, 

onda  𝒫 nıń  usı  𝒫  ǵa   qarata  2𝑛  dárejeli  keńeytpesi esaplanǵan 𝒫1  

keńeytpe  bar  boladı. Onda  (𝑄: 𝒫)  dárejege  (𝒫1; 𝒫)  dárejege  bólinedi. 

Bunnan  (𝑄: 𝒫) = 2𝑚 ekenligi  kelip  shıǵadı. 

2. J e t k i l i k l i   s h á r t i. Endi  (𝑄: 𝒫) = 2𝑚  dep  alıp,  𝑓(𝑥) = 0  tı    𝑓𝑖(𝑥) =

0  sıyaqlı  teńlemeler  shınjırına  keliwin  kóremiz. 

       Bunda   tómendegi   úsh  jaǵday  boladı: 

1) 𝑚 = 0.  Bunda  (𝑄: 𝒫) = 1  bolǵanı  ushın 𝑓𝑖(𝑥)  kópaǵzalılardıń  barlıǵı  

birinshi  dárejeli  boladı. Óz-ózinen  belgili, bunday  jaǵdayda  𝑓𝑖(𝑥) = 0  

teńlemelerdiń  korenleri  𝒫  maydanǵa  tiyisli  boladı. 

2) 𝑚 = 1  bolǵanda  (𝑄: 𝒫) = 2   bolıp, 𝑓(𝑥)  tıń  norması, yaǵnıy  𝑄  maydan  

𝒫ǵa  koefficientleri   usı  𝒫  maydanǵa  tiyisli  bolǵan  kvadrat  teńlemeniń   

korenin  kiritiwden  ǵayda  boladı.  Bunda  𝑓𝑖(𝑥) = 0  shınjırdaǵı   hár  bir  

teńlemeniń  dárejesi  álbette  ekiden  joqarı  bolmaydı. 

3) 𝑚 > 1 bolsın. Onda (𝑄: 𝒫) = 2𝑚  bolıp, 𝒫 nıń  usı  𝒫  ǵa  qarata  ekinshi 

dárejeli   𝒫1  keńeytpesi  bar  boladı. Bul  keńeytpe  (𝑄: 𝒫) = 2𝑚−1  boladı. 

Endi  𝒫  ornına  𝒫1  di  alayıq. Onda 𝒫1  hám  𝑄 arasındaǵı  sonday  𝒫2 keńetpe  

bar, onıń  ushın  (𝑄: 𝒫) = 2𝑚−2  orınlanadı, yaǵnıy   𝒫2  keńeytpe  𝒫1  ge  qarata  



35 

 

ekinshi  dárejeli   boladı. Bul  processti  dawam  ettirip, hár  bir  keyingisi  aldınǵısı  

ushın  ekinshi  dárejeli  bolǵan   

𝒫 ⊂ 𝒫1 ⊂ 𝒫2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝒫𝑚 = 𝑄 

shekli   keńeytpeler  izbe-izligine  erisemiz. Nátiyjede 𝑓(𝑥) = 0   teńlemeniń   hár  

biri  ekinshi  dárejeli  bolǵan  teńlemeler  shınjırına  keltirilgenige  isenim  payda  

qılamız. 

 

2. Ushinshi darejeli teńlemelerdiń  kvadrat radikallarda sheshiliw shartleri. 

T e o r e m a. Mına   

 

𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0                   (1) 

racional koefficientli  úshinshi  dárejeli  teńleme kvadrat  teńleme kvadrat  

radiklada   sheshiliwi   ushın onıń  keminde  bir  koreni  racional san  bolıwı  zárúr  

hám  jetkiliki.  

 D á l i l i. 1. J e t k i l i k l i  s h á r t i. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

kópaǵzalı  𝑑  racional  korenge  iye  bolsın. Onda  onı  tómendegishe  jazamız: 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑑)(𝑥2 + 𝑚𝑥 + 𝑛),  bunda  𝑚, 𝑛 ∈ 𝑄. 

1) 𝑥2 − 𝑑2 = 0, 𝑑 ∈ 𝑄 = 𝒫0; 

2) (𝑥 +
𝑚

2
)

2
+ (𝑛 −

𝑚2

4
) = 0  yaki  𝑦2 − 𝛼1 = 0, 𝛼1 =

𝑚2

4
− 𝑛  qatnaslar  

orınlı  bolǵanı  ushın  (1)  teńleme  kvadrat  radikalda  sheshiledi. 

2.  Z á r ú r l i k  s h á r t i. (1)  teńleme  kvadrat  radikalda  sheshilsin  hám  

onıń  koreni  joq  dep  qarayıq. Sonday   

 

𝑄 = ℱ0 ⊂ ℱ1 ⊂ ⋯ ⊂ ℱ𝑘−1 ⊂ ℱ𝑘,          (2)  

kvadrat  keńeytpeler  shınjırı  bar, onda  (1)  teńlemeniń  𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  

korenlerinen  keminde  birewi  
ℱ𝑘

ℱ𝑘−1
⁄ ǵa   tiyisli  boladı. Máselen, 

𝑥1 ∈
ℱ𝑘

ℱ𝑘−1
⁄                          (3) 

hám  𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  korenlerden  hesh  biri  ℱ𝑘−1 ǵa   tiyisli  emes, yaǵnıy               
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{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ∩ ℱ𝑘−1 = ∅                             (4) 

bolsın.  

ℱ𝑘  maydan   ℱ𝑘−1  maydannıń  kvadratlıq keńeytpesi   bolǵanı  ushın  

sonday  𝛼 ∈
ℱ𝑘

ℱ𝑘−1
⁄    element  bar,  nátiyjede   

ℱ𝑘 = ℱ𝑘−1(𝛼), 𝛼 ∉ ℱ𝑘−1, 𝛼2 ∈ ℱ𝑘−1               (5) 

qatnas    orınlanadı. (3)  hám  (5)  ge  tiykarlanıp, 

𝑥1 = 𝑝 + 𝑞𝛼, (𝑝, 𝑞 ∈ ℱ𝑘−1, 𝑞 ≠ 0)             (6)  

boladı. 

         Endi  𝑝 − 𝑞𝛼  ańlatpa   𝑓(𝑥)  kópaǵalınıń  koreni  ekenin  dálileymiz. 

Haqıyqattan  da,  

𝑓(𝑝 + 𝑞𝛼) = (𝑝 + 𝑞𝛼)3 + 𝑎(𝑝 + 𝑞𝛼)2 + 𝑏(𝑝 + 𝑞𝛼) + 𝑐 = 𝐴 + 𝐵𝛼,(7) 

bunda 

{
𝐴 = 𝑓(𝑝) + 3𝑝𝑞2𝛼2 + 𝑎𝑞2𝛼2,

𝐵 = 3𝑝2𝑞 + 𝑞3𝛼2 + 2𝑎𝑝𝑞 + 𝑏𝑞.
               (8) 

𝐴, 𝐵 ∈ ℱ𝑘−1    hám  𝛼 ∉ ℱ𝑘−1  bolǵanı  sebepli 

𝑓(𝑝 + 𝑞𝛼) = 𝐴 + 𝐵𝛼 = 0                   (9) 

Teńlikten   

𝐴 = 𝐵 = 0                         (10) 

kelip  shıǵadı. (7), (8), (9)   hám  𝐴 = 𝐵 = 0  ǵa kóre  𝑓(𝑥) = (𝑝 − 𝑞𝛼) = 𝐴 − 𝐵𝛼  

teńlik  kelio  shıǵadı. Demek, 𝑝 − 𝑞𝛼  hám  𝑓(𝑥)  tıń  koreni  eken. 𝑥2 = 𝑝 − 𝑞𝛼   

bolsın. (6) qatnasa  tiykarlanıp,  𝑥1 − 𝑥2 = 2𝑞𝛼 ≠ 0  bolǵanı  ushın  𝑥1 ≠ 𝑥2. 

          Viet   formulasına  tiykrlanıp   𝑥4 + 𝑥2 + 𝑥3 = −𝑎. (6)  ǵa  tiykarlanıp  𝑥1 +

+𝑥2 = 2𝑝 ∈ ℱ𝑘−1, 𝑥3 = −𝑎 − 2𝑝 ∈ ℱ𝑘−1. Bul  bolsa  (4)  ke  qarama-qarsı. 

Demek,  𝑓(𝑥) kópaǵzalı  racional  korenge  iye  eken. 
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2-§. Pútin  koefficientli  kópaǵzalınıń  pútin  hám  racional                                                           

korenlerin izertlew. 

 

   Racional  sanlar  maydanı  ústindeberilgen  hár qanday  𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 +

𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛  kópaǵzalınıń  koreni 

𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 = 0        (1) 

Teńlemeniń  de  koreni  boladı. Sonıń  ushın  bunnan  keyin biz  tek  ǵana  

𝑛 −dárejeli  teńlemeniń  racional  korenlerin  tabıw  menen  shuǵıllanamız. 

1°.  Bólshek  koefficientli  teńlemeni  pútin  koefficientli  teńleme  menen  

almastırıw  múmkin.  

   D á l i l i. Bunıń  ushın  (1) teńlemeniń  eki  tárepin  barlıq 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛  

koefficientleriniń  uluwma bólimine  kóbeytiw   jetkilikli. 

2°.  Pútin  koefficientli  teńlemeni  bas  koefficienti  1  ge  teń  pútin  koefficientli  

teńleme  menen  almastırıw  múmkin. 

    D á l i l i.  (1)  teńlemeniń  koefficientlerin  pútin  dep  esaplaydı,𝑥 =
𝑦

𝑎0
   

túrlendiriwdi  orınlasaq, (1)  teńleme 

𝑦𝑛

𝑎0
𝑛−1

+
𝑎1𝑦𝑛−1

𝑎0
𝑛−1

+
𝑎2𝑦𝑛−2

𝑎0
𝑛−2

+ ⋯ +
𝑎𝑛−1𝑦

𝑎0
+ 𝑎𝑛 = 0 

Kórinisin  aladı. Bunnan  tómendegini  payda  qılamız : 

𝑦𝑛 + 𝑎0𝑎1𝑦𝑛−1 + 𝑎0𝑎2𝑦𝑛−2 + ⋯ + 𝑎0
𝑛−2𝑎𝑛−1𝑦 + 𝑎0

𝑛−1𝑎 = 0. 

3°.  Pútin  koefficientli 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 = 0          (2) 

Teńlemeniń  racional  korenleri  tek  ǵana  sanlar   boladı. 

    D á l i l i : (2)  teńleme  𝛼 =
𝑎

𝑏
  korenge   iye bolsın  (𝑎  hám  𝑏 – pútin  sanlar, 

𝑏 ≠ 0); bul  bólshekti  qısqarmaytuǵın  dep  esaplaw  múmkin; 𝛼 =
𝑎

𝑏
     korendi  

(2)  teńlemege qoyıp, 

𝑎𝑛

𝑏𝑛
+ 𝑎1

𝑎𝑛−1

𝑏𝑛−1
+ ⋯ + 𝑎𝑛−1

𝑎

𝑏
+ 𝑎𝑛 = 0 

yaki 
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𝑎𝑛

𝑏𝑛
= −(𝑎1𝑎𝑛−1𝑏 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛−1)               (3) 

teńlikti  payda  etemiz. 
𝑎

𝑏
 qısqarmaytuǵın  bólshek. Sonıń  ushın, (3)  teńliktiń  

bolıwı  múmkin  emes, sebebi  qısqarmaytuǵın  bólshek  pútin  sanǵa  teń  bola  

almaydı.  

 4°. (2) teńlemeniń  pútin  koreni  erkin  aǵzanıń bóliwshisi.  

    D á l i l i. 𝑎 nı  (2)  teńlemeniń  pútin  koreni  desek, 

𝑎𝑛 + 𝑎1𝑎𝑛−1 + 𝑎2𝑎𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑎 + 𝑎𝑛 = 0 

yaki 

𝑎𝑛 = 𝑎(−𝑎𝑛−1 − 𝑎1𝑎𝑛−2 − ⋯ − 𝑎𝑛−1) 

teńlikke  iye bolamız; bul  bolsa  𝑎𝑛  niń  𝑎  ǵa   bóliniwin  kórsetedi. 

5°. (2)  teńlemeniń   shep  tárepin  𝑥 − 𝑎  (𝑎 −pútin  san) ǵa   bóliwden  shıqqan  

tıyındı pútin  koefficientli  kópaǵzalı. 

     D á l i l i. Gorner  sxeması  boyınsha  tıyındınıń   koefficientleri  tómendegi  

pútin  sanlarǵa  teń: 

𝑏0 = 𝑎0 = 1, 𝑏1 = 𝑎1 + 𝑎, 𝑏2 = 𝑎2 + 𝑎𝑏1, … , 𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑏𝑛−1. 

6°. Eger  𝑎  pútin  san  (2) teńlemeniń  koreni bolsa, 
𝑓(1)

𝑎−1
  hám  

𝑓(−1)

𝑎+1
  de pútin  

sanlar  boladı. 

    D á l i l i. Haqıyqattan  da, 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝜑(𝑥)  teńlikten  
𝑓(𝑥)

𝑎−𝑥
= −𝜑(𝑥) payda  

boladı, bunda  5° −qásiyetke  tiykarlanıp, 𝜑(𝑥)  pútin  koefficientli  kópaǵzalı. 

Demek,  

𝑓(1)

𝑎−1
= −𝜑(1),

𝑓(−1)

𝑎+1
= −𝜑(−1) – pútin  sanlar. 

7°. 𝑎  pútin  san  (2)  teńlemeniń  koreni  bolıwı  ushın  

𝑞𝑛−1 =
𝑎𝑛

𝑎
, 𝑞𝑛−1 =

𝑎𝑛−1+𝑞𝑛−1

𝑎
, … , 𝑞1 =

𝑎2+𝑞2

𝑎
, 𝑞0 =

𝑎1+𝑞1

𝑎
= 1      (4) 

qatnaslar  pútin  san  bolıwı  zárúr  hám  jetkilikli. 

      D á l i l i. Z á r ú r l i g i. 𝑎 −teńlemeniń  pútin  koreni  bolsın. Gorner  

sxemasınan  paydalanıp, 𝑓(𝑥) ti  𝑥 − 𝑎  ǵa  bólemiz. Bunday  jaǵdayda  bólinbeniń 

koefficientleri  𝑏0 = 1, 𝑏1 = 𝑎1 + 𝑎, 𝑏2 = 𝑎2 + 𝑎𝑏1, … , 𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑏𝑛−2   
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teńlikler  menen  anıqlanıp, qaldıq  nolge  teń  boladı, yaǵnıy  0 = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑏𝑛−1.  

Bul  teńliklerden 

−𝑏𝑛−1 =
𝑎𝑛

𝑎
, −𝑏𝑛−2 =

𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1

𝑎
, … , −1 =

𝑎1 − 𝑏1

𝑎
 

kelip  shıǵadı. Eger  −𝑏𝑛−1 = 𝑞𝑛−1, −𝑏𝑛−2 = 𝑞𝑛−2, … , −1 = 𝑞0  dep  belgilesek, 

(4)  teńliklerdi  payda  qılamız. 

      J e t e r l i l i g i. Endi, 𝑎  pútin  san  bolǵanı ushın  (4)  teńlikler  kúshke  iye 

deyik. Bul  teńliklerdiń  sońǵısınan  𝑎1 + 𝑎 = −𝑞1  di  tabamız. Gorner  sxemasına  

tiykarlanıp, 𝑎1 + 𝑎 = 𝑏1. Demek, −𝑞1 = 𝑏1. Ekinshi  teńlikten  −𝑞2 = 𝑎2 −

𝑎𝑞1 = 𝑎2 + 𝑎𝑏  payda  boladı. Demek, jáne  Gorner  sxeması  boyınsha  

tabılatuǵın   𝑏2 = 𝑎2 + 𝑎𝑏1  teńlikke tiykarlanıp, −𝑞2 = 𝑏2. Bul  processti  dawam  

ettirip, birinshi  teńlikten𝑎𝑛 − 𝑎𝑞𝑛−1 = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑏𝑛−1 = 0  di  payda  etemiz. Biraq  

Gorner  sxeması  boyınsha  𝑟 = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑏𝑛−1. Sol  sebepli  𝑟 = 0. Demek, 𝑓(𝑥)  ti 

𝑥 − 𝑎 ǵa  bóliwden  shiqqan  qaldıq  nolge  teń  bolǵanınan, 𝑎  pútin  san  (2) 

teńlemeniń  korenin  ańlatadı. 

      Solay  etip, racional  sanlar  maydanı  ústindegi  teńlemeniń  racional  

korenlerin  esaplaw  processi  tómendegiden  ibarar: 

1) Dáslep  teńlemeni  (2) kóriniske  keltiremiz; 

2) Erkin  aǵzanıń  bóliwshelerin  alıp  tekseremiz; 

3) Eger  𝑎  erkin  aǵzanıń  bóliwshisi  bolsa, 𝑓(1)  hám  𝑓(−1) diń  𝑎 − 1  hám  

𝑎 + 1  ge  bóliniw  bólinbewin  tekseremiz; 

4) 
𝑓(1)

𝑎−1
  hám  

𝑓(−1)

𝑎+1
  qatnaslardan  birewi  pútin  san  bolmasa, 𝑎  koren  

bolmaydı. Sınawdan  ótken  𝑎  nı  alıp, 7°- qásiyetiniń  orınlanıwın  

tekseremiz. Bunıń  ushın  tómendegi sxemanı  dúzemiz: 

𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2        ... 𝑎1      1 

𝑞𝑛−1 𝑞𝑛−2 𝑞𝑛−3        ... 𝑞0  

 

       Bunda  𝑞𝑛−1,   𝑞𝑛−2,   𝑞𝑛−3, …,   𝑞1,   𝑞0  sanlar  (4)  teńliklerge  tiykarlanıp  

tabıladı. Eger  𝑞1  pútin  san  hám  𝑞0 = −1  bolǵanda  ǵana  𝑎 koren  boladı. 
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      Mısal 1. Usı  teńlemeni qarayıq: 

𝑥5 −
7

10
𝑥4 +

11

10
𝑥3 −

17

10
𝑥2 +

4

5
𝑥 −

1

10
= 0. 

Dáslep  pútin  koefficientli  teńlemege  túrlendiremiz: 

10𝑥5 − 7𝑥4 + 11𝑥3 − 17𝑥2 + 8𝑥 − 1 = 0. 

Soń  teńlemeni   𝑥 =
𝑦

10
  túrlendiriw  menen  (2)  kóriniske  keltiremiz: 

𝑓(𝑦) = 𝑦5 − 7𝑦4 + 110𝑦3 − 1700𝑦2 + 8000𝑦 − 10000.     (5) 

Bunda  10000  erkin  aǵzanıń  bóliwshileri  júda  kóp.  Sonıń ushın  esaplawdı  

qısqartıw  ushın  dáslep  haqıyqıy  korenlerdiń  shegaraların  tabamız. 

        Oń  korenlerdiń  shegaraları  0  hám 16 ekenin  anıqlaymız.  (5)  teńlemeniń  

teris  korenleri  joq, sebebi  𝑦 = −𝑧  túrlendiriw  nátiyjesinde  payda  bolǵan 

𝑧5 + 7𝑧4 + 110𝑧3 + 1700𝑧2 + 8000𝑧 + 10000 = 0 

Teńlemeniń   shep  tárepi  𝑧  tiń  oń  mánislerinde  nol  bolmaǵanı  ushın  

teńlemeniń  oń  korenleri joq. Solay  etip,10000  tiń  1, 2, 4, 5, 8, 10, 16  

bóliwshileri  menen  shegaralanıwı  jetkilikli. 

      Endi  𝑓(−1) = 3596, 𝑓(1) = 19818  ekenin  tabamız. 

      4  sanı  koren  bola  almaydı, sebebi  𝑓(−1) san  𝑎 + 1 = 4 + 1 = 5, 𝑎 + 1 =

5  ke  bólinbeydi. Usıǵan  uqsas, 8, 10, 16  da  koren  bola  almaydı. 2  hám  5  ti  

alǵanımızda  𝑓(1) hám  𝑓(−1), sáykes  túrde, 𝑎 − 1 = 2 − 1 = 1, 𝑎 − 1 = 1, 𝑎 −

1 = 5 − 1 = 4, 𝑎 − 1 = 4  ke  hám  𝑎 + 1 = 2 + 1 = 3, 𝑎 + 1 = 5 + 1 = 6  ǵa  

bólinedi. Usı  sebepli, 2  hám  5  ushın  7°- qásiyetti  tekserip  kóremiz. 

−10000 8000 −1700 110 −7 1 

−5000 1500 −100 5 −1  

 

−10000 8000 −1700 110 −7 1 

−2000 1200 −100 2 −1  

 

  Demek, (5) teńleme  𝑦1 = 2  hám  𝑦2 = 5  ten  ibarat  eki  korenge  iye. Sol  

sebepli, berilgen  teńlemeniń racional  korenleri  𝑥1 =
1

5
  hám  𝑥2 =

1

2
  boladı. 
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Mısal 2. Kópaģzalınıń barlıq racional korenlerin tabıń 

                . 21381272
234

 xxxxf . 

Sheshiw. 

1) 21 sanınıń barlıq bóliwshilerin tabamız: 21,7,3,1 q . 

2) 2 sanınıń barlıq bóliwshilerin tabamız: 2,1 p . 

3)  
q

p
túrdegi bólsheklerdi dúzeviz:   

 ;
2

3
;

2

1
;

2

1
;

1

21
;

1

21
;

1

7
;

1

7
;

1

3
;

1

3
;

1

1
;

1

1 
 

2

21
;

2

21
;

2

7
;

2

7
;

2

3 
. 

 ( bunda tek  q  oń mánislerin alamız). 

4) Gorner sxemasınan paydalanıp, 
q

p
 bólsheklerdiń qaysıları f  kópaģzalınıń 

koreni ekenin anıqlqyvız. Olar  3  hám 
2

1
 sanları boladı. 

Mısal 3. Kópaģzalınıń barlıq racional korenlerin tabıń. 

                       10
24

 xxxf . 

Sheshiw.  f  kópaģzalınıń bas koefficienti  1 ge teń bolģanı stbtpli, onıń 

korenleri saltań aģzanıń yaģnıy  10  sanınıń bóliwshileri boladı. Yaģnıy korendi  

10,5,2,1   sanlardı sınaw arqalı tabamız. Demek  f  kópaģzalı tek jalģız 

racional 2  korenge iye boladı. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



42 

 

Juwmaqlaw 

 

 Bul pitkeriw qánigelik jumısında racional sanlar maydanında berilgen kóp 

aǵzalılardı korenlerin izertlewdi oqıtıwdıń bazı bir usılların baylanıslı bir qatar 

usınıslar berilgen . 

 Kópaģzalılar túsinigi mektep programmasında ózine sáykes ózgeshe usılda 

kiritilip orta arnawlı hám joqarı oqıw orınlarında rawajlandırılıp dawam etedi.  

Mektep kursında kiritiliwinde   bir aģzalı, eki aģzalı hám kópaģzalilar dep atalıp, 

algebralıq ańlatpalar siyaqlı ápiwayılastırıwģa mısallar islenedi.  Jumısta dáslep 

maydanlarda kópaģzalilardı anıqlaw túsinigi úyrenilip, haqıyqıy hám kompleks 

sanlar maydanında kópaģzalılardı anıqlaw usılları keltirilgen. Sońınan racional 

sanlar maydanında kópaģzalılar korenlerin izertlew boyınsha teoriyalıq materiallar 

berilip ótilgen. 

 Algebralıq teńlemelerdi sheshiwde kópaģzalı hám onıń qásiyetlerinen  

paydalanılıp sheshiwdi ańsatlastırıwshı usıllar keltirilgen. Ayırım standart emes 

teńlemelerdi sheshiwge de kewil bólingen. Ásirese teńlemelerdi sheshiwde olardıń 

koefficientlerinen paydalanıp teńlemeni sheshiwdi ańsatlastırıqshı qolaylı usıllarına 

baylanıslı mısallar islengen hám tiyisli usınıslar berilgen. 

 Pitkeriw qániygelik jumisin mektep hám orta arnawli oqiw orinlari 

oqıwshıları hám oqıtıwshıları ushin sabaq procesinde teńlemelerdi sheshige 

arnalģan mısallar isleyde, sonıń menen birge joqarı oqıw orınları talabaları 

metodikaliq qollanba retinde paydalaniwģa boladi.  
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