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Kirisiw

Ozbekstan Respublikasin rawajlandirwdin tiykargl bes bagdari boymsha
qabil etilgen Hareketler strategiyasinda ham pedagog kadrlardi tayarlaw, xaliq
bilimlendiriw xizmetkerlerin qayta tayarlaw hdm olardin mamanligin arttinw
sistemasin bunnan bilay da jetilistiriw ilajlar1 haqqinda Ozbekstan Respublikasi
Prezidentinin qarart menen jogart ham orta oqiw orinlar1 maselelerinde zamanga
say ilim, madeniyat, ondiris ham olardin aldagir waqitlardag1 rawajlamiwin esapqa
algan halda ganigeler tayarlaw sapasin tup-tamirdan jagsilaw maselesin alga strdi.
Ust magsettegi basli qadem oqiw — tarbiya procesininh ameliyat penen 6z-ara
natiyjeli birge islesiwin tadmiyinlew, xaliq bilimlendiriw xizmetkerlerin qayta
tayarlaw hdm mamanligin arttinw procesin koshpeli shinigiwlar arqali zamanagdy
texnika ham texnologiyalar menen uskenelengen bilimlendiriw mekemelerinde
sholkemlestiriw, pedagog kadrlardi bolip atirgan dzgerisler menen juz berip atirgan
janaliglardi hazirgi k6z-qaras penen oylawga, analizlewge uyretiwden ibarat.

Pitkeriw qanigelik jumis1 temasinin aktualligi: Bizge malim funkciyanin
qasiyetleri jardeminde tensizliklerdi dalillew képlegen maselelerdi sheshiwde
kennen qollaniladi. Sonin ushin da, teoriyaliq algan bilimlerdi teren 6zlestiriw ham
ont bekkemlewdin en ahmiyetli kreteriyasi, otilgen teoriyaliq bilimdi ameliy
maselelerdi sheshiw arqgali konlikpeler beriw bolip esaplanadi. Burinnan beri garay
matematika jogart ham orta bilimlendiriwdin zartrli elementi bolip kelmekte.

[lim menen texnikanin rawajlaniwi, socialliq tarawdagi alga ilgerilewshilik
matematikaliq usillardin bugingi kiinde de jadmiyette kornekli orin tutatuginligin
korsetpekte.

Matematikaliq bilimdi bakalavrdin fundamentalli tayarliginin en dhmiyetli
jasawshisi dep qaraw kerek. Bul matematikanin dmeliy méaseleler sheshiwde ktushli
qural ham ilimnin universal tili bolip qalmastan, al onin uliwmaliq méadeniyattin
elementi ekenligi menen tasindiriledi. Har bir madeniyatli adamnin san, funkciya,
algoritm, sheksiz ulken, sheksiz kishi shamalar, Gzliksiz shamalar ugsagan tiykargi
matematikaliq tusinikler haqqinda tasinigi boliwi1 kerek. Sonin menen birge

matematikaliq metodlardi qollaniw har bir ganiygenin mimkinshiligin keneytedi.
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Zamanagdy matematika informatika menen uyleskenlik halda predmetler
araliq instrument waziypasin atqarmaqta. Sonih ushin da matematikanm
mekteplerde hdm jogart oqiw orinlarinda oqitiw maselelerin jagsilaw dhmiyetli
mamleketlik maganaga iye.

Hamme waqitta matematikani uyretiwdin 6zine tan 6zgeshelikleri hdm onin
menen baylanisli bolgan qiyimnshiliglar1 bolgan.

Funkciyanin gasiyetleri jardeminde tensizliklerdi dalillew matematikanin
basqa tarawlar1 ushin alipbe sipatinda xizmet atqarip qoymastan, 6zinin payda
boliw dawirinen baslap-aq, birqansha ameliy maselelerdi sheshiwge bagdarlandi.
Mine sonin ushin da analiz baslamalarinin mektep kursina engiziliwi mektep
matematika kursina ameliy-praktikaliq bagdarlar beriwdi nazerde tutadi.

Demek, matematikan1 oqitiw processinde oqiwshilarga Funkciyanin
qasiyetleri jardeminde tensizliklerdi dalillewdi oqitiw usillar1 haqqinda tGyretiw
ham on1 dmeliyatta qollaniw konlikpesin ham uqipliliglarin rawajlandiriwdi 6z-
ishine aliwsh1 metodikaliq qollanba islep shigiw, bul aktual maselelerden biri
bolip esaplanadi.

Jumistin izertleniw darejesi: Ogqiwshilardin Funkciyanin qasiyetleri
jardeminde tensizliklerdi dalillew tasinikleri hdm usillart menen tanis boliw1 olar
ushin juda zarur ekenligin, sonday-aq, matematikaliq analizdin tiykarg:
tusiniklerinin 6zine tdn bolgan qatanizbe-izliklerin biliw har bir oqiwshi ushin
ahmiyetli ekenligin ayrigsha atap korsetti.

Pitkeriw ganigelik jumistin maqseti ham waziypalari.

1. Matematikaliq analiz hdm algebranin baz1 bir maselelerin sheshiwde,
maselen, tensizliklerdi dalillewde tiykargi elementar funkciyalardan esaplangan
korsetkishli ham logarifmlik funkciyalardin gasiyetlerin qollaniwga baylanish
bolgan uyreniletugin material tanlaw ham har qiyli darejedegi shimigiwlar
sistemasin islep shigiw.

2. Orta manisler ham olar arasindagi qatnaslar, Uliwmalasqan Koshi
tensizligi, Uliwmalasqan Yung tefsizligi, Gelder tensizligi.

3. Funkciyanin monotonliq gasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizlikler.
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4. Funkciyanin doneslik gasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizlikler.

Pitkeriw qanigelik jumistin obekti ham predmeti: funkciyanin gasiyetleri
jardeminde tensizliklerdi dalillew usillarina baylanisli bolgan bazi bir maselelerge
arnaladi.

Izertlew predmeti ham magseti tomendegi maselelerdi sheshiwdi talap etti:
Jumistin temasina baylanish tiykargr oqiw hdm arnawli &debiyatlardi uyrenip
shigiw;

Maseleler sheshiwde korsetkishli ham logarifmlik funkciyalardin elementar
qasiyetlerin biliw;

Matematikaliq analiz ham algebranin bazi bir maselelerinde, maselen,
tenlemeler sistemasin sheshiwde, tensizliklerdi dalillewde tiykargi elementar
funkciyalar bolgan korsetkishli ham logarifmlik funkciyalardin gasiyetlerin
qollaniwga baylanisli bolgan tyreniletugin material tanlaw hadm har qiyh
darejedegi shimigiwlar sistemasin islep shigiw.

Pitkeriw ganigelik jumistin duzilisi ham strukturasi:

Birinshi bap tensizliklerge arnalgan bolip, ol togiz paragraftan turadi:
birinshi paragrafinda Sanli tensizlikler haqqinda bolsa, ekinshi paragrafde
—Kvadrat tensizlikler, ushinshi paragrafinda Irracional tensizlikler, tortinshi
paragrafinda Korsetkishli tensizlikler, besinshi paragrafinda Logarifmlik
tensizlikler, altinshi paragrafinda Orta manisler hdm olar arasindagi qatnaslar,
jetinshi paragrafinda Uliwmalasqan Koshi tensizligi, Segizinshi paragrafinda
Uliwmalasqan Yung tensizligi, togizinsh1 paragrafinda Gelder tensizligi aniq
Misallarda keltirilgen.

Ekinshi tiykargr bapta Funkciyanin gasiyetleri jardeminde tensizliklerdi
dalillew usillar1 qarap shigilgan. Bul bap eki paragraftan ibarat bolip, birinshi
paragrafda Funkciyanin monotonliq gasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizlikler
keltirilgen bolsa, ekinshi paragrafda Funkciyanin doneslik gasiyeti jardeminde
dalillenetugin tensizlikler joninde ayirim apiwayi usillart qarastirilgan ham aniq

misallar menen tyrenilgen.



I-BAP.Tensizlikler haqqinda
1-§. Sanh tensizlikler haqqinda.

1.Sanl tensizlikler hdm olardin gasiyetleri.

Amgqlama 1.1.1: Eger a-b ayirma on san bolsa, a sani1 b saninan ulken dep
ataladi ham bul gatnasa > b korinisinde jaziladi. Eger a-b ayirma teris bolsa, a
san1 b saninan kishi dep ataladi ham a <b korinisinde jaziladi.

Qalegen a ham b sanlar ushin tdbmendegi Gsh gatnastan tek gana birewi
orinli:

l.a-b>0<a>h

2. a-b<0<a<b

3.a-b=0<a=b

Sanl1 tensizlikler tomendegi gasiyetlerge iye:

1°. Eger a>b ham b>c bolsa, a>c bolad: (tefisizlik qatnasinin tranzitivlik
qasiyeti).

2°. Eger a>b ham ce R bolsa, a+c>b+c bolad.

3% Eger a>bhdm c¢>0 bolsa, a-c>b-c bolad.

4% Eger a>bham c<0bolsa, a-c<b-c boladi.

5% Eger a>b ham c>dbolsa, a+c>b+d boladu.

6% Eger a>b>0 ham c>d >0 bolsa, a-c>b-d boladi.

7°. Eger a>b>0 ham neN bolsa, a" >b" boladi ( n - taq san bolganda
b>0 shart artigsha ).

2. Tensizliklerdi dalillewlerdin usillar1 haqqinda.

Misal 1. Qélegen a,b ham c sanlari ushin 2a’+b®+c* >2a(b+c)
ekenligin dalillen.
Sheshiliwi. Qalegen a,b ham c sanlari ushin (2a2 +b% + cz)— 2a(b+c)

ayirmani teris emesligin korsetemiz:

(2a2+b2+c2)—2a(b+c):(a2—2ab+b2)+(a2—2ac+cz):

=(a-b)*+(a—-c)’
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Qalegen sannin kvadrati teris emes san bolgani ushin (a-b)>>0 ham
(a—c)®>0. Solay eken, (2a2+b2+c2)—2a(b+c) qalegen a,b ham c sanlari ushin

teris emes. Sol sebepli berilgen tensizlik galegen a,b hdm c sanlar1 ushin ornl.
Atap aytqanda, tenlik belgisi a =b =c bolgandagana orinlanadi. A

Tensizliktin duris ekenligin korsetiw ushin onin har eki béleginin ayirmasin
on yamasa teris ekenigin aniqlaw, yagniy 1-Misaldagir siyaqli aniqlamadan
paydalanip délillewge hareket qiliw ayirim jagdaylarda juda qiyin boladi. Sonin

ushin tensizliklerdi dalillewde tensizliklerdin gasiyetlerinen paydalaniladi.

b+c c+a a+b
+ +
a b c

Misal2. On a,b ham ¢ sanlar1 ushin > 6 tensizlikti dalillen.

Sheshiliwi: Tensizliktin shep boéleginde almastiriw orinlap, on1 témendegi

(g+gj+(g+§]+[g+g)26. (1.1.1)

Eki on san ushin orta arifmetikaligq ham orta geometriyaliq manisler

koriniste jazamiz:

arasindagir Koshi tensizliginen paydalanamiz:

E+922 2.922, E-i-EZZ, E'|'322
b a b a c a c b

Bul tensizliklerdi agzama-agza qosip, (1.1.1) tefisizlikti payda etemiz.

2-§. Kvadrat tensizlikler

Mektep matematika kursinda ax® +bx+c¢>0 korinisindegi tensizlikti
sheshiwde kvadrat ushagzalinin qasiyetlerinen kelip shigatugin nétiyjelerge
tiykarlanadi. Bunday usil 6zinif bir gansha qiymshiliglarina iye.

Bir 6zgeriwshili ekinshi darejeli tensizliklerdi sheshiw hézirgi kinde VIII
klass oqiw bagdarlamasina kiritilgen. ax® +bx+c >0 korinisindegi tefisizliklerdi
sheshiwde kvadrat funkciya grafiginin OX kosherine salistirganda jaylasiwi
haqqindagi aytimlarga tiykarlanadi. Kvadrat funkciyanin grafigi tomendegi eki

shart penen amqglanadt:



1) ax” + bx + ¢ kvadrat ushagzalinih diskriminanti D nin ménisi of san,

nol, teris san boladi;

2) a koefficientinin belgisi ganday.
diskriminantinin manisine baylanisli ax” +bx + ¢ kvadrat funkciyanin grafiginin

a koefficientinin ham D

jaylasiw sxemasin keltiremiz.

2-keste
ax? +bx+c>0
D> 0 D=0 D < 0
X X X
= 1 r
o /\
| |

Belgili bir shimgiwlar natiyjesinde ogqiwshilar bunday sistemalard: gqollaniwdi

uyrenedi.
Jogaridagiga ugsas ax® +bx + ¢ < Okorinisindegi tensizliktin sheshimleri

sxemasin duziw mumkin.
D <0
X /\ X

ax?+bx+c<0
D> 0 D=0

a>0

“y

le

a<0




Misal 1.Qanday shartler orinlanganda ax? + bx + ¢ > Otensizliktin sheshimi

ax® + bx + ¢ kvadrat ushagzalinin korenleri arasinda jaylasadi?

Sheshiliwi. y = ax® + bx + ¢ funkciyasin garastiramiz. Bul funkciyanin grafigi
paraboladan ibarat bolad:.
1) Egera>0bolsa, onda parabolanin  shagalar1 jogariga garagan.
Bunnan eki jagday kelip shigadi:

a) egerD > 0 bolsa, onda parabola Ox koésheri menen eki kesilisiw
noqatina 1ye, demek, Xe(—o0;X%;)U (X,;+0) manisleri tensizliktin
sheshimi boladi, biraq olar qoyilgan masele shartin qanaatlandirmaydi.

b) egerD <0 bolsa, onda parabola Ox koésheri menen kesilisiw
nogatina iye emes. Tensizliktin sheshimi barliq haqiyqiy sanlardan ibarat
boladi ham bul qoyilgan masele shartin ganaatlandirmaydi.

2) Egera <0 bolsa, onda parabolanin shaqalar1 tomenge qaragan boladi.
Bunnan tush jagday kelip shigadi:

a) egerD <0 bolsa, onda sheshimi joqg.

b) egerD =0 bolsa, onda sheshimi joq.

c) egerD >0 bolsa, onda x € (x;; X,) - bul manisler maselenin

shartin ganaatlandiradi.

Demek, D>0, a<0 bolganda ax®+bx+c>0 tensizliktin sheshimi

ax® + bx + ¢ kvadrat ushagzalinin korenleri arasinda jaylasad.
Juwap: D >0, a <0 bolganda.

Aniq misallar keltiremiz.
Endi y=x’—ax funkciyasin qarastiramiz. Funkciyanin grafigi shaqalari
jogariga qaragan parabola boladi.

1) Eger a=0 bolsa, onda x* <0 &.

NE




2) Egera>0 ham D >0 bolsa, onda 0< x<a

yﬂ

>y

0\/a

3) Egera<0 ham D >0 bolsa, onda funkciyanin grafigi

Ay

korinisinde bolip, a < x < 0 bolada.

4)  EgerD <0 bolsa, onda tensizlik sheshimge iye bolmaydi

a>0 a<0

y“ \/ \/ “y
0 X

Juwap: a >0 ham D >0 bolganda, 0 <x<a;al a<0 ham D >0

bolganda, a < x<0.
Endi quramaliraq korinisindegi tensizliklerdi sheshemiz.

Misal 2.|x| > x* — x tefsizlikti sheshifi. y = f,(x)=|x|, y=f,(x)=x"—x

YA

3 5 Sheshiliwi.1. f,(x)ham f,(x) funkciyalardin

N
N

grafiklerin sizamiz.
2. y=f,(x)funkciyasinin grafigi y= f,(x)

funkciyasinin  grafiginen  jogarida  jaylasatugin

x haqiyqiy x sanla rkopligi tensizliktin sheshimi boladi.
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3. Jogaridag suwretten belgili || > x* — x tensizliktin sheshimio < x < 2
intervalinan alingan barhiqg x lardan ibarat.

Juwap: x € (0;2) .

Misal3. (x* — q)(q — 2x — 8) > O tensizliktin ~ sheshimler — kopligi  x* <4
tensizliktin birde-bir sheshimin 6z ishine almaytugin q parametrinin manislerin
tabin.

Sheshiliwi. (x? — q)(q — 2x — 8) > O tensizligi tomendegi eki tensizlikler

sistemasina ten kuashli:

2 2

1) X® —q>0, him 2) X“—-qg<0,
g-2x-8>0; q-2x-8<0;
q<x?, q>x?,
q>2x+8; q<2Xx+8;

xOq tegisliginde bul sistemanin sheshimin stwretleymiz (1-sawret).

1-sawret

x € [~ 2;2]manisler kopligi x> < 4 tensizliktin sheshimi boladi. Soni ushin
jogaridag: tensizliklerdin sheshimi— 2 < x < 2 araliqqa tiyisli bolmawi kerek.
Grafikten (1-sawret) korinipturganinday, q <0hamq > 12 bolgandatensizliktin

sheshimi— 2 < x < 2 araliqgatiyislibolmayd.
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Juwap: q e (- o0;0]u [12;+0)bolganda berilgen tensizliktin sheshimler kopligi

x? < 4tensizliktin birde-bir sheshimin 6z ishine almaydi.

Misal 4.3 - ‘x — a‘ > x’tensizligi hesh bolmaganda jalgiz teris sheshimge iye

bolatugin a parametrinin manislerin tabin.

Sheshiliwi. Bul tensizlikti grafik usilda
sheshemiz. Bunin ushin xOa  koordinatalar

sistemasinda funkciyanin grafigin sizamiz:

1) a=x”+x-3, ushlarmin koordinatalari

Shartke kore tensizliktin sheshimi teris boliwi

: . 1
kerek, onda stiwrettegi grafikten belgili, ae (— 3 " ;3) :

Juwap: ae [— 3%;3} :

3-§. Irracional tensizlikler

Irracional tensizliklerdi sheshiwde témendegi ten kushli teoremalardan

paydalaniladi.

Teorema 1.3.1. n natural sanlarda 2y/ f (x) = @(x) tenleme

f(x) = (@(x)*";
@(x)>0.

sistemaga ten kushli.

Teorema 1.3.2. ne R ushin 2 f (X) < ¢(X) tensizlik

12



f(x) < (@(x))*";
f(x)>0;

@(x)>0.
tensizlikler sistemasina ten kushli.

Teorema 1.3.3.n e R ushin 2/ f (x) > ¢(x) tensizligi

f(x)>0; = [e(x)=0
ham -
o(x) <0. f(x) > (p(x))

tensizlikler sistemasina ten kushli.

Bul teoremalardan irracional tensizliklerdi sheshiw racional tenlemelerdi
sheshiwge alip kelinetuginlign kelip shigadi. Irracional tefsizliklerdi sheshiwde
funkciyanin qabil etiwi mimkin bolgan oblastqa itibar beriw juda ahmiyetke 1ye.

Maselen, tomendegi sistemalardi sheshemiz:

3x+22>0
a) /3x+2 <1 tensizligi {3 51 bolganda orinlanadi;
X+2<

6) 4x°+5x-6<0 tensizliktin aniglamw oblast1 aniqlamasman X tin

hesh bir manisinde orinlanbaydi;
B) +X+1l<a tensizlik tek gana a >0 ham x < -1 bolganda ormli;
r) +/Xx—22>a tensizligi qdlegen a da ham x > 2 bolganda ormli;

1) J15—x < x+5 kvadrat korennin aniqlamasinan bul tensizliktin shep
tarepi teris emes boliw1 kerek, onda aniqlamiw oblastin esapqa algan halda
berilgen tensizlik

(15— x> 0;
X+5>0;
LlS— X < x? +10x + 25.
tensizlikler sistemasina ten kushli bolad.
Demek, irracional anlatpa gatnasqan tensizliklerdi sheshiwde tensizlik

quramindagi funkciyanin gasiyetlerin esapqa aliw kerek.
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Misal 1.\/X+3—4\/x—1+\/X+8—6\/X—1:ateﬁlemeniﬁ barliq

sheshimleri [2;17] kesindige tiyisli bolatugin a-nin barliq manislerin tabin.

Sheshiliwi.
y>0
x=y*+1

Shart boyinsha 2<x<17 <1<x-1<16 <1<+x—-1<4,yagny 1<y<4.

almastiriwin kiritemiz.

Almastiniwdan keyin tenleme

Sy ra-ay 4y’ v9-6y—ac(y-2F +4(y-3)° —ae

oly-2/+|y-3=a

Koriniske keledi.

Endi goyilgan maseleni tomendegishe almastiramiz.

ly —2|+|y —3 =a tenlemenin sheshimi bar bolad: ham 1<y <4 kesindisine
tiyisli bolatugin a-nin barlig manislerin tabin.

Sheshimdi tabiw ushin grafikalq usildan paydalanamiz. z=|y - 2|+|y - 3|
funkciyasinin grafigin sizamiz. Sonin ushin belgiler sxemasin dazemiz ham har
qiyl araliglarda z funkciyasi ushin anlatpalar dazemiz.

y-2=0;y,=2,y-3=0; y,=3.

2 3 .

2 + Y

>y (y-2)

[

Py —> (y-3)

[-y+2-y+3=-2y+5, eger 6<2;
z:\y—2\+\y—3\=|y—2—y+3=1’ eger <20<3;
ly-y+y-3=2y-5 eger 6>3;
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Z
z:—2y+5\A

z=2y-5

z)=-2+5=3;

z2(4)=2-5-5=3 manislerin

tabamiz.
Eger a nin har tarli manisleri
Z=a tuwrl

ushin gorizontal

! siziglar jurgizsek, onda grafikten

belgili, ae [1;3] manisleri ushin
sonday z =a tuwrisi bar boladi:
1) funkciya grafigi menen

kesilisedi:

2)  barliq kesilisiw noqatlarmin abscissasi [1; 4] kesindisine tiyisli

boladi, onda maselenin sharti orinlanada.

Juwap: 1<a<3.

Misal 2. Témendegi tenlemeler sistemasin sheshin

Jx+a-.y+b=1;
Jy+a—-+x+b=1

Sheshiliwi. Birinshi

Jx+a+x+b=.y+a+.y+b

tenlemeden ekinshi

tenligine 1ye

tenlemeni ayiramiz. Sonda

bolamiz. Endi

f(t)=-t+a+Jt+b funkciyasin qarastiramiz. Bul osiwshi funkciya ham

f (x) = f(y) tenligi orinli boladi. Natiyjede, x = y . Bunnan Jx+a=+x+b=1.

Keyingi tenleme tomendegi sistemaga ten kushli

[XZ—a, [XZ —a, X2b+1,
X > —b, X > -Db, X > -b,
X+a=1+2VX+b+x+b;|2dx+b=a-b-1; X:(a—b—l)z_b_
1 ;
2
Sonih menen birge X = W—b >—b.
(a-b-1°

Juwap:Egera >b +1 bolsa, onda x =y =

15
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Eger a <b +1 bolsa, onda sheshimi joqg.

NXx—4+1

Misal 3. anlatpasi en ulken maniske erisetugin X tin manislerin

X+2+/X—-4-2

tabin.
Sheshiliwi (1-usi! tuwindi jardeminde).

Berilgen funkciyanin tuwindisin tabamiz:

!

o oAx—4+1 - NX—4+1 (Wx=4+1)'z7-7'"(Vx-4+1)
y_x+2\/x—4—2’y_ X+2x-4-2] 72 ’

bunda z=x+2+/x—-4-2.

Tuwindmin belgisi tlken dhmiyetke iye, berilgen funkciya tuwindisinin

bolimi on, onda aliminin belgisin tekseriw jeterli:
2Nx—4 -2 1
=4+ 72— 2(x—4+1)=2" —(1+ j\/x—4+1=
( )'z -2/ )= — | )
X+ 2x—4-2-2(Jx-4+1)° L Vx-4

x4 2

Demek, tuwind: teris, onda berilgen funkciya kemiwshi ham berilgen anlatpa

6zinin aniqlaniw oblastinih minimal manisinde 6zinin en Ulken manisine erisedi,

yagniy X = 4 nogatinda.

2-ustl. Ozgeriwshinit = v/ x — 4 korinisinde almastirsaq, onda
Nx—-4+1 t+1 t+1 4

= = = boladi. Endi keri anlatpan
d X+2-/x—4-2 t+4+2t-2 (t+1)?*+1 y P

garastiramiz ham on1 minimumga tekseremiz.

1 12 +1 1
—:w:(t'i‘l)—Fn:[“/t'i‘l—
+

2
- j + 2 > 2tensizliktin  belgisi,
y +

1
VJi+1

yagniy anlatpa en Kkishi maniske +t+1= St+l=1ct=0<x=4

1
Vt+1
bolganda erisedi.

Juwap:x = 4.
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Sheshimdi tabiwdin ekinshi usili gisga ham tradiciyaliq emes. Bul usilda jana

6zgeriwshini kiritiw talap etiledi, keri anlatpaga otip, (t+1)+nar’1latpamr’1 en
+

Kishi manisi izlenedi. Jags: tayarlangan oqiwshi on sanlar ushin a+b > 2+ab
tensizliginin orinli ekenligine tez tasinip jetedi.

Toémendegi tensizlikti garastiramiz.

{f(x):o,
g(x) —aniglangan;
VIX)-g(x)20 < 0(x) 20,

{f(x) > 0;

4-§. Korsetkishlitensizlikler

Meyli a — fiksirlengen san bolip, a> 0 ham a = 1shartlerin ganaatlandirsin.
a*>h (1.4.1)
a*<b (1.4.2)
Korinisindegi tensizliklerdi garastiramiz.

Bul tensizliklerdin mamkin bolgan manisler oblasti barliq sanlar koésheri
menen ustpe-ust tasedi, y = a” funkciyas: on ham gatan monoton, natiyjede, b <0

bolganda (1.4.1) tensizlik galegen x ushin orinl, (1.4.2) tensizlik bolsa sheshimge

iye emes. b >0 bolganda eki jagdayd: garastiriw kerek: a >1ham1>a>0.
Meyli a > 1 bolsin, onda barhlq sanlar kosherinde y =a* funkciyas: 6siwshi

bolad: (8-sawret). x, =log, b nogatinda manisi b ga ten ham sonim menen birge

(1.4.1) tensizliktin sheshimi barlig x e (x,;+0) orinlt bolip, (1.4.2) tensizliktin

sheshimi bolsa barliq x e (—o; x,) -de orinl bolad:.

Meyli 0<a<1 bolsin, onday=a” funkciyasi barliq sanlar kosherinde
kemeyiwshi bolad: (9-sawret), sonin ushin (1) tensizliktin sheshimi x e (—o; x,), al

(1.4.2) tensizliktin sheshimi bolsax e (x,;+»), bundax, =log, b.

17



y=h, b=0

2-sawret

Jogarida aytilgan teoriyanin ha’mmesin t6’mendegi sxemada korsetemiz:

a*>b

XxeR

18

x<log,b

x>log,b




a*<b

Sheshimge
iye emes

x>log, b

x<log,b

3-sauwret

Misal 1..a parametrinin har bir manisi ushin

3\/@ > 2&—1

Tensizlikti sheshin.

Sheshiliwi.Berilgen tensizlikti tomendegi koriniste jazamiz:

<SAx+1>(a-1)log,2 <

"

x| o(aDiogs2

{a—l<0,
2)
X+1>0;

a-1>0
1)
(a+1)>(a—-1)°logs2;
=N

x>1+(a—-1)"log32

g

Juwap: a<1 bolganda x>-1; a>1 bolganda x > -1+ (a —1)*log2 2

Bul paragrafta korsetkishli funkciyanin qasiyetlerine tiykarlanip,

tiptegi korsetkishli tensizliklerdi apiwayr korsetkishli tensizliklerdi sheshiwge alip

keliw mamkinligin korsetemiz.

EndiA-a®* + B-a* + C >0 kérinisindegi tensizlikti qarastiramz.
19
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a*=y>0 belgilewin Kiritip, natiyjede Ay? + By +C > Otensizligine iye
bolamiz. Meyli keyingi tensizliktin sheshimi:

[y <y, <0,
yzy,>0;

B++B?-4AC

2A

ham B2 — 4AC > 0 korinisinde bolsin.

Bunda y, = —

Onda apiway1 tensizlik a* <y, <0 sheshimge iye bolmaydi, a* >y, tensizligi
bolsa 3-suwrettegi sxema boyinsha sheshiledi.

Juwap:0 < a<1lbolganda x<log, y,, al a>1 bolganda x >log, y, bolad.
Endi (f(x)?™ <1; (f(x))*™ >1 tipindegi tensizliklerdi qarastiramiz:
_1) 0< f(x)<1,
@(x)>0;

2) { f(x)>1,
@(x) <0;

(f(x)’¥ <1

(f (x))?™ >1kérinisindegi tensizlik te usigan ugsas sheshiledi:

i {0< f(x) <1,
1)
@(x) <0;
2){ f(x)>1,
p(X)<0;

(f(x)’¥ >1

Misal 2. [x* 2 <1 tensizlikti sheshin.
Sheshiliwi. Jogaridag: sxema boyinsha bul tensizlik:

1)O<\X\<1, _1 ~1<x<0;0<x<1,
X<-1x>2; )%
=
2)1<x<2

X2 —Xx—-2>0;

g 1; 1
2){\x\>0, 2){x<— X > 1,

X2 —x—2<0: -1l<x<2;

Slix<?2

tensizlikler sistemasina ten kushli.

Juwap:l<x<2.
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Jogarida keltirilgen tensizliklerden tisqar1 analitikaliq usil menen sheship
bolmaytugin, biraq grafik usilda sheshiletugin tensizlikler de bar.

Misal 3. Tomendegi tensizliklerdi sheshin:
x 1)
a) 2" <3-xh) (5) <2X+5.

Sheshiliwi.a) 2" <3 - xtensizlikti grafik

usilda  sheshiw  ushin y=2",y=3-x

_ funkciyalarin qarastiramiz.

Pl
3 02 1 0 1 2 N X
-1

1. y=2"hamy=3-x funkciyalarinin

grafiklerin sizamiz.

2. Funkciyalardin grafiklerinin kesilisiw nogatin tabamiz x =1.
3. Berilgen tensizliktin sheshimi ~ y=2" funkciyasimn grafigi

y =3 - x funkciyasimin grafiginen tdmende jatatugin madnislerinen ibarat

boladi.

Juwap: x e (— oo1].
1) s : 1)’
b) (gj <2x +5tensizligin  sheshiw ushin y= (gj ,Y=2X+5
funkciyalarin garaymiz:

X
1. y= (éj , ¥ = 2x + 5 funkciyalarimin grafiklerin sizamiz.

2. Funkciyalardin grafiklerinin  kesilisiw

noqatin tabamiz.

3. Berilgen tensizliktifi sheshimi Xyz[lj
3

funkciyasimin  grafigi  y = 2x+ 5funkciyasinin

grafiginen tomende jatatugin manislerinen ibarat

* boladi.

: Juwap: x € [ L+0).
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Qosimsha shartler menen berilgen tensizliklerdi sheshiwge musallar
keltiremiz.

logs (1-|x|)—|a-1
XD 5 H ‘ ‘

Misal 4. a nin qanday manislerinde (1—‘ anlatpanin manisi

4—a2—|0925 (1+X2—2‘X‘) 4 4 O . 4
0,2 anlatpanin manislerinen barliq X lar ushin tlken bolad1?

Sheshiliwi. Eki anlatpada da darejelerdi birdey tiykarga keltirip alamiz:
(1— |X|) logs (- -fa-1| _ glogs (1} logs (1-{x)-fa-1

0 24—&12—|og25 @+x%-2|x]) _ 50,5.2|ogs(1-\x\)+a2—4 _ 5|ogs(1—\x\)+a2—4
)

1. t=logs(L— |x|) belgilewin kiritemiz. Onif en ulken manisi
nolge ten, x —>1da ozgeriwshi t—ooboladi. Funkciyanin
uzliksizliginen E(t) = (—0;0].

2. t ga oqarata t(t—(a-1)>t+a’—-4, t<0 yikKi
t? —(ja-1+1t+4-a°>0, t<O0 tensizliklerge iye bolamiz.

3. Parabolanin ushinin abscissasi on, shagalart jogariga
bagitlangan. Demek, bul tensizlik barliq on t-lar ushin tek sonda

gana coefficient on bolganda orinh boladi. Natiyjede, a® < 4.
Juwap: (-2; 2).

5-§. Logarifmlik tensizlikler
Meyli a — fiksirlengen san bolip, a >0 ham a #1 shartleri orinli bolsin.
log, x>b (1.5.1)

log, x<b (1.5.2)

koérinisindegi tensizliklerdi qarastiramiz.

Bul tensizliklerdin mimkin bolgan manisler kopligi on yarim kosherden
ibarat. Logarifmlik funkciyanin gésiyetleri tiykari birden ulken ham birden kishi
bolganda har qiyli boladi, onda a>1 ham O<a<1 bolgan jagdaylardi bolek
garastiramiz.

Toémende logarifmlik tensizliklerdin sxemasin keltiremiz.
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log.x>b

logux<b

O<x<a’

x> aP

X > aP O<x<aP

Misal 1.x-tin barliq manisleri ushin log, (x* +4) >1 tensizligi orinh

bolatugin a parametrinin manislerin tabin.

Sheshiliwi. Berilgen tensizlik tdomendegi tensizlikler sistemasina ten kushli

boladi:

1) sistema birde-bir X ushin orinli emes, demek

Juwap:l<a<4.

Logarifm belgisi

astinda

_1) O<a<l, N o
x> +4<a; ’
& 2) a>1,
a>1,
2) L x°>a-—4
] X2 +4>a;
K%
) a>1,
X°+4>24 &
a<4,
_{XER.

bir neshe har tarli funkciyalar gatnasgan

tensizliklerdi sheshiwde, berilgen anlatpanin aniglaniw oblastin tabiw usinis etiledi

ham onnan keyin tarlendiriw kerek.

Misal 2. (VX2 — 4x +3 +1) Iog5§+l(x/8x— 2x% — 6 +1) < Otensizlikti sheshis.
X
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Sheshiliwi.Berilgen tensizlikti sheshiw ushin onin amiglaniw oblastin tabiw
juda ahmiyetke iye.

x?—4x+3>0, X<l x>3, x>0, Y3
X =3,
x>0, < 9x>0, Rt x=1,<:>L 1
x=1.
t8x—2x2—620; tlSXSS;

Berilgen tensizliktin aniglaniw oblasti tek eki nogattan ibarat ekenligine iye
boldiq.

Bul nogatlardan gaysi biri tensizlikti ganaatlandiriwin aniglawimiz kerek.

X=23;

x =1bolganda berilgen tensizlik Iog5%+1=0s0kérinistegi duris tensizlik

korinisinde jaziladi.

1 1 1 1 1 1
x = -3 bolganda Iog5§+§£0<:> Iog5g£—§<:> S —Iog55§—§<:> -1<-=

3
jalgan tensizlikke iye bolamiz.

Juwap: x =1.

Endi mina

j0< f(x)<1,

D4 p(x) >0

(1) logiye(x)2A= t(ﬂ(x)ﬁ(f(x))A

2){f(x)>1, )
()= (f(x)";

korinisindegi tensizliklerdi garastiramiz.
Misal 3.log, (2x — 2) < 2 tensizlikti sheshin.

Sheshiliwi. (1) sxemaga muwapiq, berilgen tensizlik
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I j0<x<1, [ (0<x<1,
1 Di1 3
)[2x—2>x2 S <X< =
r£<x<l,
X>1, & X >1, <:>|2 3
x>
2) 2x—§>0, 2) x>§, L 2
4 8
2x—%<x2; x<1;x>§

tensizlikle r sistemasina ten kushli.
1 3

Juwap: —<x<1, x>—.
2 2

Tensizliklerdi sheshiwde tomendegi dalillewlerden paydalandiq:

Meyli f (x) funkciyas: E kesindisinde monoton ésiwshi bolip, omin sol
kesindinin nogatlarindag: barligmanisleri E kesindisine tiyisli bolsa, onda
tomendegi ten kashli gatnaslar orinli:

f(f(x))>x, f(x) > x,
{x e E; < {x e E;
Natiyje:
f(f...T(x)...)>x, f(x) > X,
{x e E; g {x e E.

Logarifmlik funkciyanin aniglamiw oblastin yaki manisler oblastin tabiw
ushin logarifmlik tensizliklerdin qollaniliwin kérsetemiz.

y =log, f(x) logarifmlik funkciyanih aniglaniw oblastin tabiw ushin
f(x) >0 shartin ganaatlandirtwsh1 x >0 sanlar1t kopligin tabiwimiz kerek.
«Funkciya aniqlangan kesindinin uzmhgin tabiw», «x tih ganday putin
manislerinde funkciya aniglangan» siyaqli qosimsha shartli maselelerdi sheshiw
eki basqishta &melge asiriladi:

| basqish — f (x) > 0 sharti orinli bolatugin X tin barliqg manisleri tabilads;

Il basqish — X tih tabilgan manisleri arasinan qoyilgan qosimsha shartlerdi

qanaatlandiriwshi manisleri tanlanada.
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Misal 4.y = /log,, s (x —1) funkciyas 1amqlangan kesindinin uzinhgin tabi.

Sheshiliwi. x—-1<0shartin ganaatlandiriwshi1 x tm manislerin tabamiz,

X € (1;40).

I

1

1)  Funkciyanin aniqlaniw oblastin tabamiz:

log,s(x-1)=0,
logys(x—1)=log,s1.

1- sxemaga kore, logarifmnin tiykar1 0 < 0,5 <1 bolganlig1 ushin

x-1<1
X< 2

AW

2
2) Natiyjede payda bolgan kesindilerdi kesilistirip x e (1;2]

= x e (-»0;2].

bolatuginligin tabamiz.

Demek, berilgen funkciyanin aniglaniw oblasti kesindisinin uzinhigi 1 ge ten.

Juwap:1.

y=log, f(x) funkciyasinitn manisleri oblastin tabw ushin  f(x)
funkciyasiniah manisler oblastin tabiw kerek, sodan keyin y =log, tlogarifmlik
funkciyasinin gasiyetine tiykarlanip y =log, f(x) funkciyasinin manisler kopligin
korsetiw kerek. Eger maselede qosimsha shartler berilgen bolsa, onda sheshimdi
tabiw ush basqishtan ibarat boladi:

| basgish — f (x) funkciyasinm manisler oblastin tabiw;

Il basqish — y =log, f(x) funkciyasinin manisler oblastin tabiw;

I11 basgish— qosimsha shartlerdi orinlaw.

Tensizliklerdi sheshiwde logarifmlik funkciyanin gasiyetlerinin gollanihiwin
misallarda keltiremiz.

Mhisal 5..log, (x* +1) > 0 tensizlikti sheshin.

Sheshiliwi. log, t funkciyasinin grafigin sizamiz.
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s £

4-suwret

Suwretten korinip turganinday, t>1 bolganda funkciya on manislerdi

gabillaydi.
y = log, t funkciyasinin aniglaniw oblastin esapga alsag tomendegige iye
bolamiz:
2
X“+1>0,
& x? > 0= xe(—w;0]uf0;+0).
x?+1>0;

Juwap: x € (- ;0] U [0;+00).

Tensizliktin belgisin 6zgertirsek, alingan natiyjenin de 6zgeriwine iye
bolamiz.

Misal 6.log, (x* +1) >0 = x € R.

, ) x> +1<1, [x*<0, D,
log,(x* +1) <0, 0<x"+1<1l< = =
1

X2 +1>0; [x®>-— XeR;

tensizlik sheshimge iye emes.

Logarifmlik tensizlik uliwma jagdayda
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g(x) > h(x),
h(x) >0,
f(x)>1
h(x) > g(x),
g(x)>0,
0< f(x)<1,

l0g ¢ (xy 9(X) > 109 () 9(X) =

sxemasi boyinsha sheshiledi.
6-§. Orta manisler ham olar arasindagi qatnaslar.

1. Orta manisler.
a={a,a,,...,a,} on sanlar izbe-izligi ushin

orta arifmetikaliq manis A(a)= A = & te+. +a,
n

orta geometriyaliq manisG(a)=G, ={/aa,...a, ,

2

2 2
+a’+...+a? .,
4+ " ham

orta kvadratlig manisK (a) =K, = \/
n

orta garmonik manisN (a)= N, = — ln - lardi amqlaymz.
at+a+...+a;

Atap aytganda x,y on sanlar ushin bul orta manisler tomendegishe aniglanadi:

X+Yy — x* +y? 2Xxy
A 2 2 ¢ 2 2 2 X+y

2. Orta arifmetikaliq hdm orta geometriyaliq manisler hagqinda Koshi
tensizligi hdm onin tarli dalilleniwleri.

Teorema 1.6.1 A >G, ham A =G, tenlik tek sonda gana sonda tenlik
a, =a, =...=a_  bolganda orinl.

Dalilleniwi 1.6.1.1.x>1dee** >x ekenligi belgili, e**=x tenlik bolsa tek

x =1 de orinlanadi. Bunnan:
— %= : a; _n & >n & _G(a)n
= ‘GXP(EE*}‘QGX"[%*}‘HA@) ‘[A<a>]

28




Demek, A >G, ham tenlik bolsa tek Ana(i ):1, i=12,...,n bolganda
a

orinlanadi. Bunnan bolsa a =a,=...=a,= A ekenligi kelip shigadi.

A, > G, ekenligin dalilleymiz: n=2 de \[a -a, < alzaz . Bul tensizlik qalegen

7 /4 /4 2 7 . M /4
on ahdm a, sanlar ushin orinli bolgan (\/a —@ ) >0 tensizlikten ansat payda

etiledi. Berilgen tensizlikti gdlegen p dana natural sanlar ushin tuwr dep, p+1

dana natural sanlar ushin tuwriligin dalilleymiz. Bul sanlar a,a,,...,a,,a,,, bolsin.

! P+l

a,,olardin arasinda en ulkeni bolsin. Yagniy, a6 >a,...a  >a. Sol sebepli

n+l —

A ta, .t

n+l —

a

al tomendegishe belgilew kiritemiz:
n

_ata,+..+3a

A] ' An+1

n n+1 n+1

:q+%+m+%+%ﬂzmﬁ+%ﬂ

a,,>Abolgan1 ushin a  =A +a dep jaziw mumkin, bul jerdea>0. Onda

AL :W: A, +L1. Bul tefiliktin eki bolegin (p+1) - darejege koterip,
n+ n+

tomendegini tabamiz:

(A=At ] =(A) el (A ez
2(A)" +(A) a=(A) (A +a)=(A)"A.
Boljawga kore, (A) 2a-a,-...-a, Buni itibarga alip,

n

(AL)"2(A) a,,>a8-3,..a-a, Bunnan A_ >"a a,-..a a,. Tenlik
a, =a,=...=a, bolganda orinli bolad:.

Dalilleniwil.6.1.2 Teoremanin dalilleniwi tomendegi dalillewge tiykarlangan:

Eger teris emes b,,b,,...,b, sanlar b,-b,-...-b, =1 tenlikti ganaatlandirsa, ol

jagidayda b, +b, +...+b, > n.
Bul dalillewdi maseleni matematikaliq indukciya usilinda dalilleymiz.
n=1de masele ayqin. n=kdeb b,-...-b, =1 tenlikti ganaatlandiratugin

qalegen b,b,,...,b - teris emes sanlar ushin b +b,+...+b >k tensizlik orml
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bolsin. n=k+1de b,-b,-...-b, =1 tenlikti qanaatlandiratugin qalegen b,,b,,...,b, ,-
teris emes sanlar ushin b, -b,-...-b -b,, >1 tensizlikti qanaatlandiriwin kérsetemiz.
Uliwmaliqga tasirin tiygizbesten b, <1<b,, dep esaplaymiz. Ol jagdayda
b-b,-...-b (b b, )=1 bolgan1  ushin  indukciya  boljawma  kore
b +b,+...+b_, +b,-b_, >k boladi. Endi b_+b,, >b, -b_,-1ekenligin dalillew jeterli.

Bul (1+b,)-(b,,—1)>0 tensizlikke ten kushlib <i<b,, bolgan1 ushin aqurg:

tensizlik orinli ekenligi ayqin.

Dalillew 1.6.1.3 Teoremanin dalilleniwi  tomendegi malim dalillewge

tiykarlangan:
x>1de e*'>x, usmm menen birge e*'=x tenlik bolsa tek x=1 de

orinlanadi. Bunnan:

n

— = &; _ : g, > . & _ G(a) ”
l1=e —exp[zﬁ—ll_li:l[exp(A(a)—lj_gA(a) (A(a)] .

i=1

Demek, A(a)>G(a) ham tenlik bolsa tek 4 =1, i=12,...,n bolganda

A(a)
ormlanadi. Bunnan bolsa a =a, =...=a, = A(a) ekenligi kelip shigad.

Misal 1. x,y>o0bolsa, x*+y®+1>xy+x+y tensizlikti dalillen.

Sheshiliwi:

2 2 2 2
X yi el xyrxty = i L Y
y d Y 2 2 2 2

+l+£=x2+y2+1
2 2

[N

Xy

Z L >y,

2 2 y

y: 1

+ 7+52y, =X+ Y +1I> XY+ X+ Y

x? 1

Z+I>x

2 2

Misal2. x >0bolsa, 2% +2% >2.2% tefisizlikti dalillen .

[~

1
4=
4

)

Sheshiliwi: 2% + 2% > 2.2% o% _p. 0% .00 Z . 0%
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3. Orta geometriyaliq hdm orta garmonikaliq manisler arasindag tensizlik.
Teorema 1.6.2.G(a)>H(a) ekenligin, atap aytganda, H(a)=G(a) tenlik tek
ham tek a =a, =...=a_, shart orilansa duris ekenligin dalillen.

Dalillewi 1.6.2.1. Koshi tensizliginen paydalanip (1-mdaselege qaran)

(H(a)™ = B+t tE, taa —a,t =(G(a)) ‘teflikke iye bolemiz. Atap
n
aytganda, H(a)=G(a) tenlik tek a, =a, =...=a, de ormnlanadi.

Misal 3. Eger ab,c>0 bolsa 3 < 3+D*C i ehsizlikti dalillen.
1l/a+1/b+1/c

Sheshiliwi: 93(a+b+c)(§+%+%),

3
Ja+b+c2\/abc, L1 1) 9ifahe
1 1 1 1 =(a+b+c) =+=+= > INAE g
—+—+—-23: a b c fabc

[abci/ﬁ

Misal 4. Eger a,b,c>0, ab’c® =1 bolsa, -+ % +1> 6di dalillen.
a C

a1 2 11 11 1 1 1
Sheshiliwi: —+—+§=_+_+_+_+_+_26

a b c ab b cc c §apd

4. Orta arifmetikaliq ham orta kvadratliq ménisler arasindagi tensizlik.

=6.

Teorema 1.6.3.K(a)>A(a)tensizlik ormli ekenligin, atap aytqanda,
K(a)=A(a) tenlik tek a, =a,=...=a, jagidayda gana orinli boliwin dalillef.

Dalillewi: Koshi tensizliginen paydalanip (1-maselege qaran )
2aa, <a’+a;, 1l<i<j<n tensizlikti payda etemiz. Solay eken,

2
(a,+a,+...+a,) =a/+a, +...+a:+2 > aa<

I<i<j<n

<al+aj+..+al+ . (a’+al)=n(a’+aj+...+a]).

I<i<j<n
Eskertip otemiz, K(a)=A(a) tenlik tek a, =a, =...=a, orml bolad.
Misal 5. H(a)>min{a,a,,...,a,} hdmmax(a, a,,...,a}>K(a) tensizliklerdi
dalillen.
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tensizlikke kore se

Sheshiliwi: Uliwmaliqtin shegaralanbagan jagidayda

min{a,,a,,...,a,} =a, max{a,a,,...,a,}=a,
dep esaplaw mumkin. Ol jagidayda

H (a)= n > n -
at+at+...+at alt+al+..ta” &

2 2 2 2 2 2
_|a'+a, +...+a, a,+a, +...+a,
K(a)_\/ . < " =a

n

boladi.
Tusindirme.Joqaridagr misallardan
max{a,,a,,...,a,} > K(a) > A(a) >G(a) > H(a) >min{a,,a,,...,a, |
ekenligi kelip shigadi.
Misal 6. 3(a” +b® +c*) > (a+b+c)* tensizlikti dalille.
Sheshiliwi:
3a® +3b* +3c” > a* +b® +c*2ab + 2bc + 2ac =
= a’+b’+c’>ab+bc+ac= (a—b)’+(b—-c)*+(c—a)’>0.

Misal 7. 6(a” +b*)(a” +b” +c?) 2 (a+b)’(a+b+c)’ tensizlikti dalillen.
Sheshiliwi:

2(a*+b%) = (a+b)’ . )
=2a°"+2b°>a"+b"+2ab=(a-b)* >0

3(a’+b’+c’) = (a+b+c)’

6(a’+b?)(a’® +b*+c?)= (a+h)’*(a+b+c)?.

7-§. Uhhwmalasqan Koshi tensizligi.

Teorema l.7.1 a,a,,...,a, p,p,,...,p,- onsanlar bolsin.

P+ P+ + Py
a1p1+a2p2+...+anpnj
p,+pP,+...+ P,

aay...a™ S(

ckenligin dalillen, tenlik bolsa tek a, =a, =...=a, de orinlanadi.

_ AP tap .. +ap,
P+ P, +...+ P,

Dalilleniwi: s

(a-1)/s >a, i :1, 2,..., n
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Bul tensizliklerdi barligin kdbeytip shigamiz:

ap+a,p,+...+a.p
S

alal>...ah < spl*pz*'”"“exp( L p P, ...t pnjz

— gPtP Py

Tenlik tek s=a, =a, =...=a_de orinlaniw1 1-maseledegi styaqli dalillenedi.

P+ Pt Py
a1p1+a2p2+...+anpn}
p,+pP,+...+ P,

alplazpz . anpn < [

Misal 1. Tomendegi tensizlikti dalillen:

[Mjn > a3b16018 .
8

Sheshiliwi: Koshi tensizliginin uliwma jagidayma kére p mnin orninda 3
kelip atir.

8-§. Uhwmalasqan Yung tensizligi.

Teorema 1.8.1

alaz...anéa11+a2 S (1.8.1)

tensizlik orinl, bul jerde a,a,,...,a,, T,

1 Y 11

r

AN &

'~ lar on sanlar, atap aytqanda,

l+£+...+£=1.

n n ry

Dalilleniwi: 5-maseledegi (1) tenlikte a, di a' ga, r. di 1 (i=12,...,n) ga

almastirip
n 2 T
a ar .
aa,...a, <& 1% 18 pialamiz,
rl rZ rn

Tasindirme. n=2jagdayinda bolsa Yung klassikaliq tefsizligine iye bolamiz:

1o lpizan(az0,b20), (1.8.2)
p q
bul jerde p,q sanlar L 11 tenlikt ganaatlandiratugin on sanlar.
P qQ
b c a
Misall. Eger a,b,c >0 ham ab+bc+ac=abc bolsa, abc < %+_+c_
c a
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a> b ¢

Sheshiliwi: Shartke kore ab+bc+ac=abc:l+%+l=1abc£3+—+—
a c c a

a

tensizlik Yung tensizliginin dara jagdayimnan kelip shigadi.
Misal 2. Eger a,b,c>0 bolsa 18a® +12b* +6¢°® > 36abc di dalillen.
Sheshiliwi:18a® +12b° + 6¢° > 36abc tensizliktin eki tarepin 36 ga bolemiz

2 3 6
ab.o, abc; S bolsa, Yung tensizligi ormli.
2 3 6 n r

n

2 3 6
1+1+%:1:> a—+b—+% > abc tensizlik orinli.

9-§. Gelder tensizligi.

Teorema 1.9.1 2 +1 —1shartti qanaatlandiratugin barliq on p,q sanlar ham
P q

a;b, j=1...,n sanlar ushin

s[é|ai|pj;(g|bi|qj: (1.9.1)

> ab,

i=1

tensizlik mudami tuwri.
Dalilleniwi. Zn“|ai|p #0, Zn“|bi|q #0dep shama menen oylaymiz (keri jagdayda

(1.9.1) tensizlik orinlaniw1 ayqin ). Yung tensizligin qollap

N a b, y jai by

Zl‘l | 1 | 1 Z; ) o L
RS (e (Ber]

. p q
< [a by ‘:l+£:1

o3l azhl| P
k=1 k=1
ga iye bolamiz. Bul jerdan (1.9.1) tensizlik kelip shigadi.

Zn: ab,

i=1

IA
IA

Tusindirme. Gyol'der tensizliginin p=q=2 degi
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Koshi-Bunyakovskiy-Shvarts tensizligi dep ataliwshi bir zarir dara jagdayin
aytip otemiz.

Misal 1. (Minkovskiy tensizligi). Qalegen on a;b, (j=1...,n) sanlar ham

natural p san ushin

o |-

(S(a 0 ) <(Sa) (Sbe)° (19.2)

tensizlikti dalillen.

Sheshiliwi:(ak+bk)p=ak(ak+bk)p*1+bk(ak+bk)p*1(k=1,2 ..... n) tefisizlikti qosip,
> (a +b)" =Y a (a, +b,)" +> b, (a, +b,)" n1 alamiz.

(1.9.1) tensizlikke kore

> a (a +b)"" <>(af?)

o |-

(Z (a, +b, )q(p_l) )E :

1

>'b(a, +b)"" <Z(bp) (Z (a, +bk)q(p_l))a

larga iye bolamiz, bul jerden q(p-1) tenlik jardeminde kelip shigadi.
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Il BAP. FUNKCIYANIN QASIYETLERI JARDEMINDE
TENSIZLIKLERDI DALILLEW USILLARI

1-§. Funkciyanin monotonhq qasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizlikler

Aniglama 2.1.1 f (x) funkciya (a,b) araligta anigqlangan bolsin. Eger galegen
X, <X, tensizlikti qanaatlandiratugin X, X, €(a,b) noqatlar ushin
f(x)<f(x) (f(x)=f(x)) tensizlik orinlansa, onda f funkciya (a,b) araliqta
osiwshi (kemiyiwshi) funkciya delinedi. (a,b) araliq bolsa monotonliq araligi dep

atalada.

Amglama 2.1.2 f(x)funkciya (a,b) intervalda aniglangan bolsin. Eger
galegen x, <X, tensizlikti qanaatlandiratugin x,x, e(a,b) noqatlar ushin
f(x)<f(x) (f(x)>f(x,)) tensizlik orinlansa, onda f funkciya (a,b) arahqta
qatan 6siwshi (kemiyiwshi) funkciya delinedi.

Teorema 2.1.1  f(x)funkciya (a,b) araliqta amgqglangan ham
differencillaniwsh1 bolsin. f (x)funkciya (a,b) intervalda osiwshi (kemiyiwshi)
boliw1 ushin us1 intervalda f'(x)>=0 (f'(x)<0) tensizlik ormli boliw1 zararli ham
jetkilikli.

Eger (a,b) intervalda f'(x)=0 (f'(x)<0) tefisizlik ormli bolsa, onda f (x)
funkciya (a,b) intervalda gatan 6siwshi (kemiyiwshi) boladi.

Misal 1.e” ham ~° sanlarin salistirin.

Sheshiliwi. f :[e;+0) >R, f(x)= Inx funkciyani qaraymiz. Onin tuwindisi
X

barlig x,xe(e;+x) lerde f'(x)zl_lnx<0 teris manislerdi qabil qiladi ham f

XZ

funkciya [e;+x) de uzliksiz, demek, f [e;+x) de qatan kemiyedi. Bul jerden e<rx

ekenin esapqa alip

In In
f(e)> f(ﬁ):>—e>—ﬂ:>7rlne>eln7r
e s
n1 alamiz. Demek, e* > z°.
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Misal2. x, :1+%+... +=, n=12,... sanh izbe-izlikti shegaralanganliqga
n

tekserin.
Sheshiliwi. Aldin
In(1+x)<x (x=0) (2.1.1)

tensizlikti  dalilleymiz. Bunin ushin = f:[0;+0) > R;  f(x)=x-In(1+x)
funkciyan1 garaymiz. f funkciya aniqlamw oblastinda tzliksiz hdm barliq

x,X €(0;+00) ler ushin f'(x):i1 tenlik ormli, bul jerden f'(x)>0, (xe(0;+x))
X+

ekenligi kelip shigadi. Solay etip f funkciya D(f) aniqlamiw oblastinda qatan

0sedi hdm f (x)> f (0) (x>0) den (2.1.1) tensizliktin duris ekenligi kelip shigadi.

(2.1.1) tensizlikten x = 1 dep alip (n=1,2,...),
n

In(1+1jsl(n=1, 2,...) yaki

n) n
In(n+1)—|nnsl(n=1, 2,...) (2.1.2)
n
n1 payda etemiz.
(2.1.2)tensizlikten
1 1
In2—|n1§1,|n3—|n2§§ ..... In(n+1)—|nnsﬁ (2.1.3)

kelip shigadi. (2.1.3) tensizliklerdi agzama-agza qosip,

In(n+1)sl+...+l
n

tensizlikti alamiz.

1 1 . - )
Demek, X, :1+E+'"+_’ n=1,2,... sanli izbe-izlik shegaralanbagan.
n

Misal 3. (Bernulli tensizligi). Qalegen x >-1; « >1 ushin
(1+x)" 21+ ax, (2.1.4)
tensizlik orinli ham x=0 de tenlik orinli.
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Sheshiliwi. f(x)=(1+x)" -1-ax, (xe[-L+w»)) funkciyan1 qaraymiz, bul
jerde « - fikserlengen 1 den tlken san. Bul funkciyanin tuwindisin esaplaymiz:
f'(x)=a(l+x) -—a= a((l+ x)"" —1) (x>-1)
a>1 shartinen, xe(-10) ushin f (x)<0 hdm xe(0;+) ushin f'(x)>0
ekenligi kelip shigadi. Demek, f funkciya [-1,0] de kemiyedi ham [0;+x] de
osedi. Bunnan barliq x e[-1+%)\{0} lar ushin f(x)> f (0) tefsizlik orinli, yagniy,
(1+x)" —-1-ax>1-1 ham (1+x)" >1+ax
(xe[-10)U(0;+x),  >1) dep juwmaq shigaramiz.
(1+x)" =1+ax, tenlik x=0 de ormlaniwin korsetip 6tiw qaladi.

Tusindirme.

(1+x)" <l+ax (x=-L0<a<l),
(1+x)" 21+ax (x=2-La<0).
tensizlikler us1 koriniste dalillenedi.

Misal 4. (Yung tensizligi) Eger p,qeR\{0,1} sanlar o110 tenlikti

P q
qanaatlandirsa, onda galegen a,b on sanlar ushin
1 1
—a’+=b'zab (p>1), (2.1.5)
Y q
1 1
—a’+=b'<ab (p<1). (2.1.6)
p q

tensizlik orinlanadi.
Bunnan tisqar tenlikte orinlanadi tek sonda gana sonda a® =b® bolsa.
Sheshiliwi. p>1 jagdayin garaymiz. Qalegen on a  sandi fikserlep,

f:(040) > R; f(b)= Lar i Lpi_ap funkciyan1 aniqlaymz.

p q
Bul funkciyanin tuwindisif (b)=b**-a ga ten. Elementar esaplawlar
S
jardeminde a®* nogatta f funkciya 6zinin en kishi manisine erisiwin koriwimiz
mumkin, yagniy
38



f(b)> f(aqll},b>0. (2.1.7)

korsetiledi.

(2.1.7) tensizlikten EE ekenligin esapqa alip,
P Q

1a"+lbq—ab20 (a>0,b>0; p>1)
p q

1

almadi. (2.1.5) tensizlik dalillendi. (2.1.7) den tenlik b=a", yagniy a’=>b"
jagdayda orinli ekenligi kelip shigadi. (2.1.6) tensizlik us1 koriniste dalillenedi.

Misal 5.

sinx|<|x| (xeR) (2.1.8)
tensizlikti dalillen.

Sheshiliwi. Eki tareptin jupliginan x>0 jagdaydi qaraw jetkilikli. Bunnan
tisqari, [sinx|<1 bolganhqtan 0<x<1 jagdayin uyreniw jetkilikli. Sol magsette
f:[0;1] >R, f(x)=x-sinx funkciyani qaraymiz. f funkciyanin tuwindisi

f'(x)=1-cosx (xe[0:1]).

Kosinustin  shegaralanganlhiginan (jcos|<1, xeR) f'(x)>0 dep juwmaq
shigaramiz. Bul jerden f funkciya 6zinin aniglaniw oblastinda monoton 6Siwshi
boliw1 kelip shigadi ham sol sebepli

f(x)>f(0) (xe[0;1]) yamasa x—sinx=0 (xe[0;1])
tensizlik orinli boladi. Bul jerden bolsa berilgen tensizlik kelip shigad.

Misal 6.Eger a>b>c bolsa, onda

a’(b—c)+b’*(c—a)+c’(a-b)>0

tensizlik ormli boliwin dalillen.

Sheshiliwi. f(t)=(b+t)"(b—c)+b*(c—(b+t))+c*((b+t)—b)Korinistegi

f :[0;+0) >R funkciyan1 gqaraymiz, bul jerde a,b,c lar a>b>c tensizlikti
qanaatlandiriwshi haqiyqiy parametrler. f funkciyanin [0;+) de gatan 6siwshi

boliw1 alding1 misallar menen birdey dalillenedi ham solay etip
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f(a=b)> f(0)
tensizlik ormli. Songi tensizlik berilgen tensizlikke ten kushli.

Misal7. Tensizlikti

§x +2x% +log,(x+2)—1-x <4 (2.1.9)
sheshin.

Sheshimi.Bul (2.1.9) tensizliktin 6zgeriwshinin qabil qiliwi mimkin bolgan
manisleri kopligin 0 < x <1 araliq boladi. Bul tensizliktin 6zgeriwshinin qabil
qiliwr mumkin bolgan manisleri kopliginde f(x) = §x +2x° + log,(x+2) - JI-x
funkciya, Gzliksiz ham qatan 6siwshi. Sebebi f(1) = 4, onda [0; 1) kopligindegi, X
barliq manisleri, berilgen tensizlikti.

Juwab1: 0 < x<1..

Misal 8. Tensizlikti
2-x>x>+x-1 (2.1.10)
sheshin.

Sheshimi. Bul (2.1.10) tensizliktin o6zgeriwshinin  gabil qiliwi mamkin
bolgan manisleri kopligi  barlig X ushin J2<x<2 araliqta boladi.

—J/2 < x<0araligtag1 x barliq manisiberilgen (2.1.10) tensizlik ushin sheshimi

boladi. Sebebi, sonday har bir x ushin f(x)=%/2-x* funkciyanin teris

emesligine iye bolamiz, al funkciya g(x) = x3 + x - 1 teris.

(2.1.10) tensizlikti (0; \/E] araliginda garaymiz. Bul araligta g(x) funkciya

uzliksiz ham qatan 6siwshi bolganligi sebepli, al funkciya f(x) uzliksiz ham qatan
kemeyiwshi, onda, eger f(x) = g(x) tenleme bul araliqta korenge iye, onda ol birden

bir bolad1. Jenil koriwge boladi, bul koren x = 1 sani.
(0; 1) arahqtagr har bir x ushin f(x)=%{2-x* >1liye bolamz, al
g(x) = x> + x—1>1.Sonligtan, bul araliqtag: har bir x, (2.1.10) berilgen tensizliktin

sheshimi boladi. Har dayim x ushin (1; \/E] araliqtagr har bir x ushin, aniq
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f(x)=%2-x"<1,al g(x) =x*+x — 1>1 iye bolamiz. Sonliqtan, bunday X
manisleri, (23) berilgen tensizlikti qanaatlandirmayda.

Solay etip, [—\/E ; 1) araliqtagi x barliq manisleri, (2.1.10) berilgen tensizlikti

qanaatlandiradu.

Juwabi: —[2 < x<1.
2-§. Funkciyamin déneslik gasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizlikler

(a,b)- haqryqry sanlar kosherindegi araliq berilgen bolsin.

Amglama 2.2.1 f :(a,b) >R funkciya (a,b) da tomennen dones delinedi, eger
barlig x,x, e(a,b) sonday 4 >0,4,>0 hdm A +4, =1 shartlerin qanaatladiriwshi
A, 4, sanlar ushin

f (X +A4%)<AT(x)+4T(X,) (2.2.1)

tensizlik orinli bolsa.
Jogaridan dones funkciyanin aniglamasi bolsa jogarida keltirilgen (2.2.1)

tensizlik belgisi garama-qarsisina almastiriwinan alinadi.

Yensen tengsizligi. f :(a;b) > R - tomennen (jogaridan) dones funkciya bolsin.
Onda barlig x; e(a,b) (j=1...,n) lar hdm
A+ +4, =1
tenlikti ganaatlandirtwshi galegen 2, >0 (j=1...,n) sanlar ushin
f(AX A+ 4%+ + A X ) S AT (X)+ 4T (X)+--+ F(4,X,)
f(AX + 4%+ o+ A X )= A F (%) + 4, (X)+- -+ F(4,X,)

tensizlik orinli.

Dalilleniwi.y = f (x) funkciyanii grafiginde absissalarix,x,,...,x, bolgan
AL,A,,...,A noqgatlarin garaymiz. Bul noqatlarda m,m,,....,m —massali juklerdi

jaylastiramiz. Bul nogatlar massalari orayi
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mX, +Mm,X, +...+mx  mf (xl)+m2f (x2)+... +m_ f (xn)
m+m, +...4m m, +m, +...4m

AL, A,,...,A nogatlar dones funkciyanin grafigi ustinde jatqanliginan, olardin
massalar orayida grafik ustinde jatadi. Bul bolsa massalar oray1 M nin ordinatasi

sol absissaga iye bolgan noqattin ordinatasinan kishi emes ekenligin bildiredi,

yagniy (5-sawret),

m +m,+...+m m, +m, +...+m,

f (ml)(l+m2x2 ok MX, m,f(x)+m,f(x,)+...+m f (X")] (2.2.2)

m e M Amgfx,)
mytctme

!{mrr,r___ te, v, ‘ll

mt.tm, 1

1
.11 :
1
;
4 -+ »
T, T, vy mgx, o bm e, v, X, X
myt..
S-suwret

Dalillewdi aqirina jetkiriw ushin m, =a,...,m =a_ aliw galadi. Biraq, eki

tiykarg tusinik bar. Birinshiden, Yensennin (1) tensizligin dalillew waqtinda biz
(2.2.2) tensizlikti dalilledik. Negizinde bul tensizlikler ten kushli. (2.2.1) tensizlikte

a = m (i=1...,n)

m +m,+...+m,

dep alip, biz (2.2.2) tensizlikti alamiz. Sonliqtanda bul tensizlikler Yensen
tensizlikleri dep ataladi. (2.2.1) tensizlik biraz apiwayr korinedi, biraq qollamiw

ushin (2.2.2) tefsizlikten paydalaniw qolaylilaw. Ekinshiden, eger f(x) funkciya
dones bolsa, onda ol ushin (2.2.1) ham (2.2.2) Yensen tensizliklerinin belgileri
garama-qars: belgige ozgeredi. Bumi dalillew ushin —f(x) funkciyan1 garaw

jetkilikli.
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Teorema 2.2.1(a;b)arahiqta uzliksiz ham ekinshi tartipli tuwindiga iye
bolgan f:(a;b)—>R funkciya sol intervalda tomennen (joqaridan) dones boliwi
ushin (a;b)da f(x)20 (f'(x)<0) tefisizliktin ormlaniwi zarar ham jetkilikli.

Misal 1. (Orta manisler hagqindagi Koshi tensizligi). Qalegen teris emes

a,,a,,...,a, sanlar ushin

Yaa,...a, AT T, (2.2.3)

n

tensizlik ormnli, yagniy orta geometriyaliq manis orta arifmetik manisden tulken
emes.

Sheshiliwi. Eger a, sanlardan biri 0ge ten bolsa, ol jag’idayda (2.2.3)
tensizliktin orinlaniwi ayqin, sol sebepli barliq a; sanlar on dep esaplaymiz.
f (x) = Inx(x > 0)funkciyan1 qaraymiz. f funkciya(0;+«) de jogaridan dones

ekenligi ayqin. Yensen tensizligine tiykarlanip
In [anlai j > anl Ina,
i=1n i=1n

tensizlikti payda etemiz.

Misal 2.x,,...,x, — teris emes sanlar bolsin.

1
a

f1[0,400) > R; f(a) :(%}

funkciya monoton o6siwshi ekenligin dalillen.

s
Sheshiliwi.0o<a < gbolsin.  h(x)=x%,x>0 (x>0)funkciyan1  qaraymiz.

B
h"(x)=£(£—ljxa >0 (x>0),s0lay etip h funkciya [0;+x) de tdmennen dones.
a\ao

Yensen tensizligine kore

n 1 . n 1 . n 1 . P
h| X=x* |<X=h(x*) yamasa | =x" | <X=x/,
i= i=1n i=1n i

bul jerden f(a)< f(B) kelip shigadi.
33

Misal 3.sin @ +sin B +siny < 73 tensizlikti dalillen, bul jerde
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a, B,y - qandayda bir ushmuyeshliktin ishki muayeshleri.

Sheshiliwi. f :[0; 7] - R; f(x) =sin x funkciyan1 qaraymiz. [0; ] lar ushin
f"(x)=-sinx ham f"(x)<0, sol sebepli f funkciya [0;7] de joqaridan dones.
Yensen tensizligine kore

a By, fla) (B (&) o1 : -
f(3+3+3j2 3 + 3 + 3 yamasa sm323(sma+sm,b’+smy/),

33

bul jerden sina+sinﬂ+siny£7 ni alamiz.

Misal 4. Qalegen on a;,b,(j=1,..,n) sanlar ushin

b +...+b, by b,
t..ta, T T
b, +...+Db, b, b,
tensizlik orinlt boliwin dalillen.

Sheshiliwi. f :[0;+20) >R, f(x)=Inx funkciyam1 qaraymiz. Bul funkciya

joqaridan dones. Solay etip, Yensen tensizligine kore
yamasa

sonday eken,

b+...+b, by b,
a +..+a, Sla a,
(bl+...+bn] _[blj [bJ '

Misal 5. (Gyugens tensizligi). Qélegen teris emes a,(j=1,...,n) sanlar ushin
(1+a)...(1+a,)> (1+ a...a, )n tefsizlik ormli boliwin dalillen.

Sheshiliwi. f :R >R, f(x)=In(1+e*)funkciyan1 qaraymz. Barliq xeR ler
ushin f”(x) >0 orinli. Sonlay etip, funkciya joqaridan dones. Yensen tensizligine
kore

f (illn aijs il f(lng)< In[l+expi£ln aijs illn(1+ai)<:>
i-1n i=1n i-1n i-1n
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o In((1+a)...(1+a,))) = nln(1+«n/<311...<31n )n =S
=3 (1+a1)...(1+an)2(1+«”/a1...an )n

N1 alamiz.

Misal 6.

J(Za) (b)) <Ta b (a,b >0)
tensizlikti dalillen.
Sheshiliwi. f (x) =1+ x? funkciyan1 qaraymiz. Barliq ofi xeRlar ushm
f"(x)>0 ormnli. Solay etip, f funkciya Ozinih aniqlaniw oblastinda tomennen

dones dep alamiz.

bul funkciya ushin Yensen tensizligin jazamiz.

1+ +. + >f L b“ i): f(&J
Zb \/ \j Zb b Zbi b, b,
(\/b2+a1++\/b2+a )> L :
b, b,

Aqirg tensizliktin eki bélegin > b ga kdbiytemiz ham kerekli tensizlikti alamiz.
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Juwmaglaw
Ozbekstan Respublikasi xaliq bilimlendiriw sistemasinda talim haqqindag:
nizamga janasha gatnas jasaw problemasi, elimizdin barliq jogar1 oqiw orinlarinda
ped.texnologiya teoriyast ham ameliyattt Uyreniw, turmisqa engiziw jamiyetlik
tapsirma sipatinda pedagogikaliq kollektivler aldina qoyildi.

Mine, usi1 waziypalardin tabish amelge asiriliwi hdm oqiwshilardin
individual quzigiwshiliglarin esapga aliw magsetinde matematikanih oqitiw
usillarin qayta korip shigiwdi talap etedi.

Haqiyqiy 6zgeriwshili funkciyanih matematikaliq analizi matematikanin
basqa tarawlar1 ushin alipbe sipatinda xizmet atqarip qoymastan, 6zinin payda
boliw dawirinen baslap-aq, birqansha dmeliy madselelerdi sheshiwge bagdarlandi.
Mine sonin ushin da analiz baslamalarinin mektep kursina engiziliwi mektep
matematika kursina ameliy-praktikaliq bagdarlar beriwdi nazerde tutad.

Sonligtan da, Funkciyanin gasiyetleri jardeminde tensizliklerdi dalillewdi
uyreniwde mektep matematika kursinda otiletugin tisiniklerdin mazmunin saylap
aliw maselesi orayliq orinda turadi, yaki bolmasa, otiletugin tusiniklerdi keneytiw
nazerde tutiladi.

Jogarida keltirilgen praktikaliq mazmundagi shinigiwlar *'Funkciyanin
qasiyetleri jardeminde tensizliklerdi dalillew usillar1” nin dhmiyetliginin aniq
korinisin beredi.

Usmilip otirgan pitkeriw qganigelik jumista Funkciyanin qasiyetleri
jardeminde tensizliklerdi dalillew usillarintyreniw sxemasinda qollaniw qaraldu.
Bul matematikaliq analizdin ishki matematikaliq ameliy mumkinshiliklerinin
kenligin jane bir marte tastiyiqlaydi.

Juwmaglap aytatugin bolsaq, ''Funkciyanih qasiyetleri jardeminde
tensizliklerdi dalillew usillar1" kdplegen maselelerdi qarastinwga mumkinshilik
beredi.

Jumisti orinlaw  prostesinde biztensizlikler haqqinda, funkciyanin
monotonlhq gasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizlikler, funkciyanin doneslik

qasiyeti jardeminde dalillenetugin tensizliklerdi izertlewdin ayirim apiwayi
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usillarin aniq misallar jardeminde kordik.

Bul pitkeriw qganigelik jumista keltirilgen materiallar oqiwshilarga pan
ustinde 6z betinshe jumis orinlawinda funkciyanmn qasiyetleri jardeminde
tensizliklerdi dalillewde jardem beredi degen umittemiz, sonday-aq, oqittwshilar
ushin oqiwshilar menen sabaq barisinda, fakultativ ham klasstan tis shimigiwlar

otkeriwde metodikaliq qollanba x1zmetin atqaradi degen imittemiz.
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