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Cy3 6omm

XO03upru BakTAa OJIMA MareMaTthka (aHu, TEXHUKAa Ba HMKTUCOIHHUHT
TYypiu —TyMaH MacajaJlapuHu XaJl KWIUIIJAa KeHr KyJulaHuiaMokaa. Tamabanap
VKyB amaOMETHW MYCTaKWJ YpraHuim Ba yHAaH (Qoiinarana OuiauId
MajakaJapuHU XOCWJ  KWIHIL; MaHTUKUA  (UKpHAllHK  YCTUpUII  Ba
MaTeMaTUKaBUN MaJaHUSATHUHT YMYMHUI CaBUSICMHM KYTapHill, TaTOUKUI
MacajajlapHd MaTEeMaTUKaBUN TOMOHJAH TEKUIMPUIL MajaKaJapuHU XOCHUI
KWJIMII KaOuinap Tanald KUIMHAIK.

Maskyp Mabpy3asiap Kypcura 5 Ta Mabpy3a KUpuTwirad 0ymnuo, y 1- kypc
OakanaBUaTypaHUHT 2-ceMecTpuia YKuTwiaau. Masbpys3anap kypcu  Onuid
TeXHUKa YKyB IopTiapuaa ykuwiaguran «Onuil matemMaTuka» (aHUHUHT
HUcOaTaH Ky YpraHnwirad, TaAOWK JIOMpacu KEHI Ba MyXHUM OYIuMIIapuaaH
Oupu OYynraH Kappaiu, OSrpU UM3HKIM, CUPT HHTErpajjiapv, MaijoHiap
Hazapuscu, Pypre Karopura OarunuiaHrad. Ymoly mabpyzanap Kypcu Omnmii
TEXHHUKa YKYB IOpTIapy YUyH OelruiaHrad 1acTyp acocuaa €3uiraH.

Magspy3zanap kypcu "Onumii Matematuka " ¢danu O6yiinya €3unran 0ynuo,
TATY Camapkann ¢unuanu “Hadpopmarnka Ba axOopoT TeXHOJOTHUsIapH’,
“Kac6  Tabium (uHpopmaThka  Ba  axOOpOT  TEXHOJIOTHSIApH)”,
“Tenexkommynukanus”’, CepBuc  (AxOopor  cepBucHu) OakamaBuaTypa

nyHanunuiapu 0Viinya TabiauM oaéTrad Tanadanap yayH MyJhKaJlJIaHTaH.

Xap 6up mMabpy3aja TETUIUIM Tabpudiaap TyulyHUajgap Ba TacauKJapra
JOUp MHUCOJJIap €4yud KypcaTWwiraH, XamJa MaB3yHHM VY3JalITUPUII YYyH
caBoJlap KenTupwiraH. Mab3Kyp Mabpy3anap Kypcu Xakujaard —(UKp
MyJioXazanap, yYHAaru MaBXyJ KaMuMJIuKiap Oyinua taknuduiapHu myamidd

MaMHYHUST OWIIaH KaOys KUJIau.



17- mabpy3a
KAPPAJIN UHTEI'PAJIUIAP

Peixa:
17.1. HunuBApHK FYJTAaHUHT Xa)KMH XaKUJaru Macania.
17.2. Ukku Kappayid UHTErpa Tabpudu.
17.3. Ukku kappanu unrerpai yayH HapOy Murunaunapu.
17.4. xku kappaiu UHTETPATHUHT MaBKYJIUK APTH.
17.5. UnterpaninanyBuu pyHKIUSIAPHUHT CUHMIAPH.
17.6. kku Kppany MHTErPAITHUHT XOCCalapy.
17.7. Ikku Kappajiy MHTEeTpaJJIapHU XHUCOOJIall.

17.8. Ukku kappaiu MHTErpajijiap/ia y3rapyBuMiIapHU adMallITHPHULL.
17.9. Yu xappanu unTerpai Tabpu@u.

17.10. Yu kappanu uHTErpauiapaa y3rapyBuniapHi aJIMalITHPHILLL.

Taanu ubopanap. Y3nykcu3 (QyHKIMS, C€OXa, CUPT, HWKKH Kappaiu
WHTETpas, XUCMHHUHT XaXMHU, J3TPU YH3UK, HHTETpal HUFUHAW, OVIMHUII,
HapOyHuUHr KyHH Xamjaa HOKOPHM MUFUHIWIAPH, WHTETpa/UIaHyBYHM, HWKKH
Kappajdu WHTErpalHM KyTO KOOpAMHATajgap CHCTEMacura ajaMarliTHPHII
dbopmynacu, MWIMHAPUK aIMaIITUPUIILIAP, CPEpUK aaMalITHPHUIILIAP.

17.1. InaMHAPUK FYJAHMHT XaKMH XaKHIaru MacaJja

9I‘pI/I YU3UKIIN TPAICHUAHUHI HO3U TprI/ICI/IIIaFI/I Macalia OI[I[I/Iﬁ AHUK
HUHTCIpaJl TYIIYHYACHMHU KHUPHUTHUIITAa KCITUPUITaHW CHHI'apu OUINHAPUK
FyHaHHHF XaAKMHN XaKuJaru macajia OW3HHU SIHTH TylryH4Yara, MKKH Kappajain

WHTETpaj TYITyHYACHUTa OJINO KeJaau.

f (x, y) dbyHKIMS OUpOp YerapajiaHraH (D)((D)c R?) coxana Gepuiras,
y3IyKCHU3 Xamja V(x, y) € (D) yayH f (x, y)Z 0 6yacun. R’ dasoma Oxyz-
JlekapT KOOpIMHATAaNap cucTeMacuHu omaiimuk. FOxopuman z= f(x,y) cupr

OwnaH, €H TOMOHAAH, sscoBuminapu Oz YKura mapajuen OyiraH HWIMHIPUK CUPT

xamaa nactaadn Ox)y TeKUCIUKIAru (D) coxa OWJlaH yerpajaHraf (V) JKUCMHHU

Kapaiuk(17.1-au3ma). (V) KUCMHMHT XaKMUHH TOIIMIII Tajlad dTUJICUH.



Puc. 5.13.

17.1-un3ma
Arap f (x, y) byHKUMA OUpoOp YerapaiaHraH (D)((D)C R*) coxana
y3rapmac Oyica, f (x, y)= C (C=const), y xonga (V) KUCMHHMHT XaKMHU
V' =CD ra tenr 6ynaau, 6ynna D — (D) COXaHHUHT [O3H.
Arap (D) coxaaa f (x, y) X Ba Y y3rapyBUWJIAPHUHT UXTUEPUN Y3IYKCHU3

dyskmmscu 6yica, y xonna (V) AKUCMHMHT XaKMUHH TOIIMIN yayH, aBBano (D)

COXaHH STPUYM3HKIAp 6unan n Ta 6ymaxka 6ynamus: (D)= J(D,). Bynysun
k=1

YU3MKIApHU HYHanTUpyBun cudatuga onud Oz YKura napauien LUINHIPUK

cuptnap Yyrkazamms. Hammwxama (V)  xmewm n ta (V) ((k=12,..,n)

Oynakkanapra axpanagu. CYHr xap Owup (Dk) (k =1,2,...,n) na UXTUEPUI

(ék 1, ) (k = 1,2,...,n) HyKTa onamus. by (D, ) na f (x, y) GYHKIUSHA Y3rapmac

Ba f(&,,n, ) Ta Tenr necak, y xonaa (V, ) 6¥IaKHMHT Xa)MH TaXMUHAH

f(gkank)Dk



0ynuo, (V) KUCMHMHT XaXKMH 3Ca, TAXMHUHAH
v =2,
06ynuo, 6ynna D — (D) COXaHUHT I03H.
Oumu(D) coxamu 6ymaxiapra OYIMHMII COHMHH INyHAAlH OPTTHpA
Oopaiinukky, OyHaa Xap Oup (Dk) (k=1,2,...,n) OYJIaKHUHT JTUaMETPHU HOJITa

HHTWITaHd4a, JJUMUTAA, 6y TaKpH6Hﬁ TCHI'IMK aHUK TCHIJIMKKAa aﬁHaHaHH, SAbHU

y=1lim > (¢, 0, )P,

p0 =l
Oynanu Ba 1y OwiIaH KyHUITaH Macajia Xajl dTHIIA]IH.
Ana my KypuHHIIZArd U()OJAHUHT JTUMUTUHU f (x, y) JaH (D) coxa Oyinya

uxku kappanu unmezpaiu (Puman narerpann) neb atamaau Bay
y=tim 3 f{g D, = [[ f(x,y)dD
ﬂ,p—>0 =1 (D)

Kabu OeruiaaHaIn.
17.2. Ukku kappaJju mHTEerpaa rabpugu

Bupop uerapananran (D) ((D)c R®) coxa Gepumran 6yncun. (D)
COXAHUHT Yerpacujaru UXTUEPUM KKK HYKTaHU OMpPIIAIITUPYBYM Ba OYTyHIAi
1y coxajaa €TyBYd 4YM3WKHU (Orpu yu3ukHM) [ um3uk ned Oenrunaiimus. by
["auzukiiap (D)coxaHI/I Oynakiapra axxpaTajiu. ((D):coxana OyTyHnai €TyBun
énuk yn3ukHU xaMm [ umsuk 1e6 kapaiimu3. bynaait unsukiap xam (D) COXaHU
Oynakiapra axxpaTajiu). (D)coxaHI/I Oynakiapra axkxpaTyBuu 4yekyiv coHparu [
YUA3UKJIAP CUCTEMACcH {F 3 M (D)} (D) COXAaHUHT OYyIuHUIIM e aTanaau Ba
y P= {F I'c (D)} Kabu OenrunaHay. (D) COXaHM OYJakiapra axpaTyBuu Xap
oup I' unsuk, P OV IuHUIIHUHT OYIyBUM YU3UFH, (D) COXaHUHT OYynaru sca, P
OYNMUHUIIHUHT OYnaru nevunagu. P OYnuHUII OYnakjiapu JUaMETPUHUHT 3HT

KaTTacu YHUHT JIuaMmeTpu nebd aramaad Ba y ip Kabu OenruiaHajiu. (D)

coxaHuur OynauHunIap rymiamMuan @ ={P} opkanu Genrunaiimus.



f(x,y) dbynxuus gerapananran (D) ((D)c R*) coxana Gepuiran 6yicus.
By (D) coxammar Pe®  GynuuumEM Ba Oy OYIMHMIIHMET Xap Oup
xeagparnanysun (D, ) (k=1,2,...,n) Gynarunan  uxruépuit (£ .7 )
(k=1,2,...,n) HyKTa ONIHO,

Gepwiran  ymkunsunr (£, ) (k=12,.,n) wykramaru  f(£.n;)

KUMMaTHHH (Dk) (k = 1,2,...,n)coxaHI/IHr 1031 D, Ta Kynmatupud Kyiunaru

o= i‘4f(§k ’T]k )Dk

|
WurnEIuEM Tysamms Ba Oy dwrummmumEd  f(x,y) QyHKUMSHWET ummezpan
uueunoucu éxu Puman uueunoucu ned ataiimus.
2
f(x,y) dyskums uerapamamran (D) ((D)cR?) coxana Gepuiran
OyncuH. (D) coXaHuHr mwysHgan F,P,...,P, ... OyInHUIIIAp KeTMa-KeTIUTH

KapaiiMU3KH, YJIApPHUHI JUaMETIapUiaH TAlKWi Tomran A, 4, .., /”tpm,....

KETMa-KeTJIMK  HOJIra  MHTUICA: /”tp — 0.  byHpnait B.P,..,P,,..
m

OynuHunuiapra HucOataH f (x, y) GYHKUMSHUHT WHTErpail HUFUHANCUHU

Ty3aMH3: c, = Zn: f (ék 1, )Dk : Hartmxkana (D) COXaHHUUT
k=1

B,P,,...,P,,...0ynuHunapura Moc f (x, y) GyHKIUS MHTErpajd HUTruHIUIapu

KuiiMatnapuaad ubopar Kyiuaaru 0,0,...,0,,,...KETMA-KETIIUK  XOCHJI

oynanu. By keTMa-KeTIIMKHUHT Xap Oup Xaau (ék 1, ) HyKTajapra OOFJIHK.
17.1-tabpud. Arap (D) COXaHUHI Xap KaHJau B.P,..,P,,..

6§7HHHI/IHlHap KCTMa-KCTJIIUT'U {P m} OJIMHTaHOa XaM, YHIa MOC KCJII'aH

’ mos**

0,,05,...,0 WHTErpajl WWTHHIWIAP KETMa-KETIUTU {Gm}, (gk,nk)

(k=1,2,...,n)HyI<TaJ1apHI/I TaHgald onuimra OOFMMK OYiaMaclaH XamMMma BakT

outta [/ coHra uHTWiIca, 0yl con o ummeepan UuSUHOUHUHZ AumMumu 10

aTayajy Bay
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limo=1lim 3 £ . =1
ﬂ,p—>0 k=1

2p—0
Kabu OeruiaaHaIn.
17.2-tabpud. Arap Ve >0 onunranma xam, myHgaid o > (0 Ttonuicakw,
(D) COXAHMHI JuaMeTpu A, <O Oynarania xap Kanma P OyiuHuIM XaMmaa
xap oup (D) 6ynaknaru uxtuépuii (ék ,nk) HYyKTaJlap y4yH
b—ﬂ<g|

TEHTCU3JUK Oaxkapuica, y Xohna I conea ¢ unmezpan UURUHOUHUHE TUMUMU

ne6 atanaau Bay lim o =/ xabu OenrunaHaay.
A,—0
P

17.3-tabpu¢. Arap A, >0 ga f (x, y) GYHKUUMSHUHT ¢ WHTErpai

UUFUHINUCH

YeKJIM JIMMHUTTa sra Oyica, f (x, y) byHKIMISA (D) coxXajJa MHTETPAJIaHYyBYHU

(Puman mabHOCHAA) pyHKUMA nelnnanu. by ¢ uHTErpan HUFUMHIMHUHT YEKIU

mumutH | conra sca, f (x, y) GyHKUMSHUHT (D) coxa Oyiuya uxku xappaiu

unmezpanu (Puman unTerpanu) neb aragaam Bay
I=lmo=1lim 3£ D =[[(xy)D
(D)

kabu Oenruiaa”amgu.

17.3. Uxkku kappayuu uHTerpaja yuyH lap0y unrunanaapu
f (x, y) byHKIMSA (D) ((D)cR?) coxama GepuiraH Ba derapanaHras
OyicuH. (D) COXaHUHT Oupop P OYNIMHMIIMHM Kapainuk. By OYIMHUIIHUHT
Xxap Oup KBaJpaTiaHyBYH (Dk) (k=1,2,...,n) Oynaruna f (x, y) byHKUMA

yerapajianran 0yiub, yHUHT aHUK KyHH Ba aHUK IOKOPH derapaiapu

m = inf {f(ey), M = sup {f(x,»)}

o (x)e(Dp) (x,0)e(Dy)

MaBxXyJ1 Oyimaau.

17. 4-rabpud. Yody
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WUFUHIWIApD MOC paBWIIa /lapOyHuHe Kyuu xamoa oxopu uuuxnourapu neo
aTanaju. (D) COXaHMHI Xap Oup P OynuHumumra Hucbatan {s,}, {Sp}
TYIUIamJiap yerapajiaHraH.

17.5-Ttabpud. {s P} ({S p }) TYIUIAaMJIAPHUHT aHUK FOKOpU (QHHUK KYyHH)
yerapacu, s’sbHU supi{s,} =171 (mnf{S P}:j) MUKJIOpJIap MOC paBuija f (x, y)
G YHKIUSHAHT (D) coxamarn KyWH WKKH Kappaiu (FOKOPH HWKKH KapaJiH)

WHTerpanu aeb araiaau Ba y

= ([ f(x.y)dD=supis,} (I= Ef(x,y)dD =inf{S,})

(D)
kabu OenruiaaHamgu.

17.6- tabpud. Arap f (x, y) GYyHKUMSHUHT (D) coxaza KyWu xamzaa
IOKOPH UKKH Kappalld MHTerpajuiapu Oup-oupura teHr Oyica, y xosaa f (x, y)
byHKUMA (D) COXaJla UHTETPAJUIAHYBYH, YIIADHUHT YMYMUH KunMatu [ =1 = I
f (x, y) GYHKUUSHUHT (D) coxalgaru WKKH Kappanu wuHterpanu (Puman

MHTErpajn) nennnaam Ba

J[£Gey)D= [ f(x,p)dD = [[ f(x, y)aD
(D) (D) (D)
kabu OenruiaaHamgu.
Arapl # I Oynca, 'y xonzaa f (x, y) byHKIMISA (D) coxaja

MHTErpajulanMaiam n1ed atanaiu.

17.4. UkKku KappaJid MHTEIPAJTHUHT MaBXKyJIMK IIAPTH

17.1- Teopema. f (x, y) GYHKUUSHUHT (D) MHTErpajulaHyBud OYIUIIN
yayH, Ve&>0 onuHraHma xam, ImyHgad o >0 TomwimO, (D) COXaHHUHT

auametpu A, <O Oynran xap KaHgaih P Oynunumra uHucbaran J[lapOy

WUFUHIAIAPU
Sp(f)=sp(f)<e (17.1)

12



TCHICHU3JIMKHU KAHOATIIAHTHPHUIIIN 3apyp Ba CTAPJIN.

Arap f (x, y) G YHKUUSHUHT (Dk) (kzl,_nj coxajaru TeOpaHUIIHU @,

neb 6enrunacak, y xonga (17.1) mapt
Y oD, <¢ (17.2)
k=1

miapTra 3KBUBAJICHT OYaau.

17.5. MaTerpanjianyBu QyHKUMSJIAPHUHT CHHpIapu

17.2- Teopema. Arap f (x, y) GbyHKIUS  yerapajaHraH €muK

(D)((D)c Rz) coxama OepwiraH Ba Yy3aykcu3 Oyica, y Iy coxaaa
WHTErpaJUIaHyBUU OViaau.

17.3- Teopema. Arap f (x, y) byHKIMSA (D) coxajlla yerapajaHrad Ba Oy
COXAHHWHT YEKJIM COHJArd HOJ 1037 YH3WKJIapuja y3wiuira sra 0yimo, (D)
COXaHUHT KOJTaH Oapya HyKTajapjaa y3inykcus 0yica, Oy QyHKius (D) coxazaa
WHTErpaJUIaHyBuU OViaau.

Wxku xappanu HHTErpamiap €paaMuaa TEKHC MIAKIHWHT 03H, KUCMHUHT
XaKMJIapUHU Tonuil MyMKkuH. MHTerpan Tabpuduaan 6esocura (D) makiHUHT

1031
D= ﬂ dxdy
(D)

OynuIM Kenud YuKaIu.

17.6. Uxxku Kppajay HHTErpaJHUHI XOCCATAPH

1°. f (x, y) byHKIMISA (D)((D)c R?) coxala MHTErpajlaHyBYH OYJICHH.
By ¢yHkiusHuHT (D) coxana OyTyHnai €TyBuM HON ro3ara 3ra Oynran [
YU3UKJIarxd (Fc (D)) KHMMaTJIapuHUTHHA (YerapajaHTraHIuTHHN CcaKJjiaraH
X0Ja) Y3rapTUpHUIIaH Xocwi Oynran F (x, y) byHKIUS XaM (D) coxaja

WHTErpaJulanyBuu OYiuo,
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(ﬂ) S (x, yHD = (ﬂ)F (x, y}D

Oynanu.

2°. f(x,y) ¢ynxuus (D) coxana Gepuiran 6ymm6, (D) coxa HOI 103IH
I' yusuk épnamuna (D;) Ba (D,) coxamapra axpairan O0yicud. Arap f (x, y)
byHKIMISA (D) coxaja HWHTerpauianyBuu Oyica, y (D)) Ba (D,;) coxamapaa xam

MHTErpajulanyBuu Oynaau Ba

(g)f(x,y)dD=(g )f(x, y)dD+( l{j )f(x, YD *)

MyHOCa0aT YpUHIIH.
3°. Arap f (x, y) byHKIMISA (D) coxajla MHTerpajlylaHyBuu Oyica, y xoJijaa

Cc-f (x, y)(C = consz‘) XaM Iy coxaJa MHTETpAJIJIAHYBYM Ba

(I J)C - f(x,y)D = C(I J)f (x,y)dD

dbopmyna YpuHIn.
4°. Arap f (x, y) Ba g(x, y) byHKIUSATIAP (D) cOXaJia MHTETPAIUIAaHYBYHU

Oynca, y xonna f (x, y) + g(x, y) GyHKIMS XaM 1Ty coXajia MHTeTpajlIaHyBYH Ba

” xy]dD ”fxy D+”gxyD

dbopmyna YpuHau Oynaau.

Harumaxa. Arap fl(x, y), /5 (x, y),...., f, (x, y) GyHKUMSUTApHUHT  Xap
6upu (D)  coxama WHTerpalIaHyBuM Oyica, y Xoilnia iC ()

(C, =const, k=12,..,n) GyHKIHA XaM 11y COXaJa UHTETPAJUIaHYyBYU Ba

”)szck fk X y)dD ZCk ”fk X y)dD

TEHTJIUK YpUHIN OYiaau.
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5°. Arap f (x, y) byHKIMUSA (D) coxaja HHTerpaulaHyBuM OYiuo,

V(x,y)e (D) yaym f(x,v)>0 6ynca, y xonna

(J.J.) £(x, y)dD >0

oynaau.

Harumxa. Arap f (x, y) Ba g(x, y) byHKUMSIIap (D) coxaja
wrrerpannanysm 6ymi6 sa V(x, y)e (D) yayn f(x,v)<g(x,y) 6yrca, y
XoJa

(I J)f (x,y)dD < (I I)g(x,y)dD

Oynanu.
6°.Arap f (x, y) byHKIUSA (D) coxajla MHTEerpajylaHyBuu Oyica, y

X0J1a ‘ f (x, y){ GyHKIHS XaM 11y coXaja MHTErpajljlaHyBYd Ba

[[ f(x,y)aD

(D)

< (g)‘f(x,y)’dD

TEHTCU3JIUK YPUHIIU.

7°. Ypma uiivam xaxuoacu meopema. Arap f (x,y) byHKIMS (D)

coxaja MHTerpajjlaHyB4Yu Oyica, y X0ia IyH1ai y3rapmMac CoH

u (mspsM.M= swp {f(xy)m= inf {(f(xy))

(x.)e(D) (
MaB)KyIIKI/I,

(ﬂ)f (x,)dD = uD

dbopmyna Ypuuim, 6y epaa D -(D) COXaHMHT FO3H.
Harmka. Arap f (x, y) byHKUMS €MUK (D) coxaja y3nykcus oyica, y

xonna mrynnait (a,b)e (D) Tomunanuky,

%f@JMD?ﬂmMD
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8°.Vpma xuiimam — xakudacu — ymymaawean meopema. Arap g(x, y)
byHKIUSA (D) coxaJa MHTErpajllaHyBYM OYnuO, y my coxazaa y3 HIIOPACHHU
y3raptupmaca, f (x, y) byHKIMSA dca, (D) coxajia y3Jykcu3 Oyica, y xonaa

HIyHIa1 (a,b) € (D) TONWUIATUKH,

(ﬂ)f (x,»)g(x,y)dD = f(a,b) (j j) g(x, v)dD

YpunIu OYnaau.
17.7.Mkkn kappajayu HHTErpaVIAPHU XHCOO 1AL

17.4-Teopema. f(x,y) bynkuus D = {(x,y) eR*:a<x<bc<y< d}

coxaga OepwiraH Ba MHTETpa/UlaHyBYM OYJiCcHH. Arap x €la,b]
d
y3rapyBUMHUHT Xap OUp TaliuH Kuitmatuaa / (x) = j f (x, y)dy MHTErpajl MaBXyx

Oyica, y xonaa yuioy

fﬁ 1 y)dy}dx wrerpan xan wawyx sa [] £,y )dD :jﬁ 1 y)dy}x

alc (D) alc

dbopmyna Ypunau Oynaau.
17.5-reopema.  f(x,y) dyuxmms (D) coxaga OepwiaraH Ba

WHTErpajulanyBun OYyicuH. Arap ye€[c,d] Y3rapyBUMHUHI Xap Oup TaluH

b
KUKAMaTHuaa I (y)z J' f (x, y)dx WHTErpaJl MaBxXyn Oyica, y XxoJija

a

clLa clLa

]l'ﬁ £z, y)dx:ldy UHTErpajjiap XaM MaBxKyJ Ba j J. £, y)dD = jl'ﬁ £(x, y)dx:ldy
(D)

dbopmyna YpuHiau Oynaau.
Harmwka. Arap f (x, y) byHKUMA yerapajaHraH EmuK (D)((D)c R?)

coxaja Oepuiras Ba y3iaykcus Oyiica,
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(”)f(x,J/)dD , jiﬁf(x,y)dy:ldx, jl:if(x,yﬁx:ldy

MHTErpajUIApHUHT Xap OMpU MaBxKyJ Ba yjap OuprOupura TeHr 6ynaau.

17.6- Teopema. f(x,y) byHKIMSA

(D)= {(x,y)e R :a<x< b, ¢ (x)<y< ?, (x)k ((pi (x)eCla,b,i= 1,2)
coxama OepuiaraH Ba  HMHTErpailakyBuMm  OYncuH. Arap  x €[a,b]

9, (x)
Y3rapyBUMHHMHT Xap OWp TalWH KHMMaTHaa ] j f X,y dy HHTErpa
o, (x)

MaBxXyJ Oyica, y Xoija ymoy

b ¢y(x)
JC e,y )dyyax

a (p](x)

WHTErpas XaM MaBxKya Oyinaau Ba

bl 92 (x)
J.J. xydD J.[ fxydy]

(D) al o (x)
THIJIMK YpUHIM OYianu.

17.7- Teopema. f(x,y) byHKIMSA

(D)= {(x,y)e R :c<x< d, v (y)<x Sl//z(y)k (l//i(x)e Cle;d],i= 1,2)
coxama Oepwiral Ba UWHTerpaUlaHyBuM OyicuH. Arap ye(c,d]

v, ()
y3rapyBUMHUHT Xap Oup Taliun KukimMatunal (y): j f (x, y)dx HMHTErpa
v, (»)

MaBxXyJ Oyiica, y Xoaa ym6y

d w(y
[C] f(x ¥ )dx)dy
c !//1( )

HMHTErpajl XxaM MaBxXy[q 6}”/J1a111/1 Ba

[ tekio j{j} ; y)dx}y

¢ l//l()
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THIJIMK YPUHIM OYiaau.

17.1— mucou. Vikku kappaiy MHTETPAIHU XUCOOJIAHT

[0+ )y, (D)= {sp)e =57 =}

2 2
Eunnuuim. (D) coxa y=x", y°=x mnapabojajapHUHT KECHUIITaH

kucMuaan ubopar (17.2- uymzma). VIKkM Kappaiaud HHTETpaHU

MHTErpajra KeITupuil popMyliacura acocaH,

Jx
_U(xz +y xdyzj.dxj. ()c2 +y)dy=j.(&2+y—2j ;/de:
(D) 0 x? 0 3 2
_ I(XS/Z__X4+£j _33
: 2 140

“v

17.2-yn3ma.

TaKpopuu

17.8. Ukku xkappaau HHTerpaiapaa y3rapyBunJapHHu aJMallTHPHUIIT

f (x, y) byHKIMA (D) coxaiga OepwiraH Ba YHHUHI 4YEKIW Kappaiu

MHTErpaIn

(j J) £, )dxdy

18
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MaBXyJ OVJCHH Ba YHHM XHMCOOJall Tanad KWiIuWHTaH OYicuH. Arap f (x, y)
byHKUIMA Ba (D) coxa Mypakka®b Oynca, (17.3) uHTerpamHu XxucooOJain
KUWMHIAAAUM. byHaanW xoiuiapia xBa ) y3rapyBUMJIADHU MabIIyM KOWara

Kypa Oolllka ¥y3rapyBumiapra aJiMalITUPHIN HaTHXKAcHIa MHTErpajl OCTUAAru
GyHKUMA XaM, HWHTErpajulall CcoXacu XaM  COoAjallalin® WKKUA Kapajiu

HUHTCI'paJIHA X,I/ICO6JIaI_H OCOHJIaIIaau.

Oxy xampga Ouv KOOpAMHATaJap CUCTEMacujia (D) Ba (A) coxanap
Oepunran OyicuH. By coxalapHUHT yerapajapyd MOC paBHILIA 8(D) Ba 8(A)
Jap cozaja, OYIakii CUJUIMK YM3UKIapiad nuoopat OYJICHH. (A) coxazaa

{xzw@nﬂ

, A)c R? 17.4
ey, EME®S (17.4)

y3iayKkcu3 pyHKuusuiap cucreMacu Oepuiran O0ViacuH. by dyHkiusmap myHgai
byuknusaap OyncuHku, ynapnaan ty3wiran (17.4) cucrema (A) narv (é,r)
HYKTaHH (D) coxaaaru (x, y) HyKTara akCJIaHTHUPUCUH Ba Oy aKCIaHTHPHUIIHH
axciapunan u6opar {(x,y)} 1ymiam (D)ra xapauum 6yncun. Jemax, (17.4)

cucrema (A) coxann (D) coxara akciaHTHPaIH.

(17.4) akcnanTUpHII KyWHIATH IIAPTIIAPHA KAaHOATIAHTUPCHH:

1°. (17.4) akcmantupuim  y3apo Oup KuiimaTiau OYicuH, sbHU (A)
COXaHUHT TYpJU HYKTaJIApUHU (D) COXaHUHT TYypJU HyKTajlapura
axcianTupcud. (D) coXaHMHT Xap 6uMp HyKTach yuyH (A) coxala yHra MoOC
KeJlaluran HyKTa OutraruHa OyncuH. by xonga (17.4) cucrema &Ba n japra

HucOaTaH OMp KMMMATIN €YU Iu:

{éz@&my)

0=y, (x,y), (x,y)e (D)c R* .

2°. 9(&.n) w(&.n) dymxumsnap (A) coxana, @, (x, ), (x,y) dysxumsnap
aca, (D) coxaja y3jiayKkcu3 Ba Oapya XycCycuid Xocujajapra sra 0ymu6, Oy

XyCyCHH XOocuiaiap Xam y3JnyKcu3 OYIICHH.
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3°. ‘v’(ﬁ,n)e(A) yuyH (17.4) cucremagaru GyHKIUSJIAPHUHT XYCYCHM

XocuiaajdapuaaH Ty3WITraH y1H6y HNKKHUHYHU TapTI/I6JII/I ACTCPMHUHAHT

ox O
o& 0
s on =0
» @
g 0n
oyncun. Opatna (4) UKKUHYK TapTUOIU aetepMuHaHTHU (17.4) cucTeMaHuHT
o . Dix,
cucmemaHune aKoouanu neuwiaau sa [ (5 ,17) KU Dgﬁ Y ; Kabu OearuiaaHaIn.
)77

f (x, y) ¢bynkuus (D) coxama Oepwiran Ba y3mykcuz Oynu6, (17.4)

akciaHtupuil 1°-, 2°-, 3°- mapTiiapHu KaHOATIAHTUPCHUH. Y X0Ji1a

(”)f(x,y)dxdy=(ﬂ)f(co(é,n),w(é,n))ll(é,n)ldédn (17.5)

dbopmyna  YpuHIH. (17.5) dopmyna WKKH Kappajad HWHTerpauiapaa
V3eapysuunapuu armawimupuul opmyiacu NeHuIaIm.
JlexkapT KoopAWHATAIAp CUCTEMACH IaH

x=rcosp, y=rsing (0<r<+0), (0<p<27) (17.6)
anMmarmTupuin Epaamuna (r,¢) KyTO KoopAWHATanap CUCTEMAacHura YyTamus.

Harmxa (17.5) dbopmyna ymoy
”f(x,y)dxdy = ”f(rcosqo,rsin @)rdrdg (17.7)
(D) (a)

kypunuiau onaau. Omatna (17.7) myHocabatr UKKHA Kappajid UHTETPATHU KyTO

KOOpJMHATaNap CUCTEMACUTa armMawmupuul gopmynacu Aeuiaam.

17.9. Yu kappaau uarerpaj tabpudu

f (x, y,z) dyrxims R’ dasogaru uerapaganran (V) coxana OepuiraH

OyicuH. (V) COXaHUHT P OynuHUIIMMU Kapailiuk. by OynuHuIHUHT Xap Oup

O-:i_;f(gk’ T]k’ gk)Vk
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MHTCTpal HUFMHINHM Tys3amus, OyHma V — (Vk) HUHT XaXXMU.
17.7-tabpud. Arap A, >0 nma f (x, y,z) GYHKUMSSHUHT ¢ MHTErpal
nuruHaucu 1 dexknm snmmutra sra Oynca, f (x, y,z) (byHKIUA (V) coxajza

unmezpaninanysuu (Puman mavnocuoa) ¢ynkyus nevimnanu. by o wmHTerpan

WUFUHIWHUHAT Y€KIU JTuMuTH | coHra sca, f (x, y,z) (G YHKITUSTHUHT (V) coxa

oyitnua yy kappanru unmezpaiu (Puman unrerpanu) ned aranaad Bay

—0 p

im if(gk 977k9§k)Vk :{“).f(xayaz)dl/
v

kabu OenruiaaHamgu.

Vy Kappajin HUHTCIpAJIIIapHUHT MaBXKYyIJIUTH, HHTCTpAJTIaHYBYH
(1)YHKI_II/I$IJIap CI/IH(i)I/I Ba HHTCIpAJI XOCCallapura OuJ TCOpeMaJdp XyAAHW HKKHU

KappaJld UHTerpajuiapjari Kkabu oynaau.
S (%, y,2) dyssms
(V):{(x,y,z)eR3 ca<x<b, c<y<d, eézél}

coxaaa Oepuiran Ba y3nykcus OVicuH. Y xonna

{g £(x, v, z)dxdydz = j mj F(e,y,z ]d}dx

Oynanu.

Oumn (V) coxa — nacTaad z:y/](x, y) , IOKOpUJIaH Z, :ylz(x, y)
cupTiap OunaH, éH ToMoHAaH Oz YKura mapamien IWINHAPUK CUPT OuiaH
yerapajianran coxa oyncuH. by coxanunr Oxy Ttekuciaurura npoekiusicu (D)
Oy JICHUH.

Arap f (x, y,z) bynkuus myHpaii (V) coxaga ysnykcu3 OYiuo,
z=y (x, y) i =1,2 dyukmusanap (D) na yznykcus 6yiica, y xoJiaa

mfxy, dxdydz(”{ jfxy, dz]dxdy

Wl(x Y)
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oynanu. Arap(D)= {(x, y)eR*:a<x<b,p(x)<y<o, (x)} oynuo,

y/,(x) (1 = 1,2) byHKIMSATIAP [a; b] 1a y3iaykcu3 0yica, y xoJiaa

1

bl wa(x)( wax.y)
J(.J..g.f (x,y,2)dxdydz = I { I { I f(x, y,z)dz}dy}dx

a| yi(x)\ v (x.y)

Oynanu.
17.2-mucou. Yoy

”:[ (3x+2y)dxdydz, (V):{(x,y,z):yzo,y:x,le, z=lz=1+x> +y2}
)

WHTETrpajIHU XUCOOJIAHT.

Euyniumm. (V) coxazaa 0<x<1,0<y<x, 1<l+x*+)°
TEHICU3JIMKIap  YpUHIU. Y XO0JJa y4 Kappajid MHTETPAJIHM  TaKpOpHil
MHTErpajulapra KeaTupuul Qopmysacura kypa,

X 142 +y 1 2,2

m (3x +2y)dxdydz = jdxjdy [ (Gx+2y)dz=]dx j(3x+2y) Ty =
0 0 1 0 0

:Jl' J{3x+2y (x +y )dy jdxj(3x +3xp7 +2x? +2y )dy—

0 0 0 0

J]'(3 + + +1 j j'3 +x"+x"+ +1 1

0xy x4+ y2ix 2y 0(x xt+xt +x 2x)dx—10

17.10. Y4 xappaJju vHTErpasjapaa y3rapyB4MaIapHu aJMAIITHPH LI

f (x, y) byHKIMSA (V) coxaja OepuiraH Ba y3JyKcu3 OYiuo0, (V) coxa

— CcWUIMK €Kd OYNakiv CWUIMK cHUpTiap OuiaH uerapajanraH OYICHH.

j j '[ f(x,y,z)dxdydz  mHTETpaANIa Y3rapyBUMIapHU Kyiuaarnya
)
aJIMalITUPAMM3:

xX= qo(u,v, a)),

y=y(u,v,0), yv,o)e(d)cR® . (17.8)

zZ= )((u,v,a)),

(17.8) akcnanTupuil KyWKUIard mapTiapHd KaHOATIaHTUPCHUH:
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1°. (17.8) akcinantupuin ¥y3apo Oup KuiMariu OVicuH, sSbHU (A)
COXaHHHT TYpJIU HYKTIApUHU (V) COXaHMHI TYpJIM HYyKTajapura
aKCIAHTUPCHH. (V) COXaHUHI Xap Oup HyKTacu yuyH (A) coxaza yHra mMoc
KeJlaiuran Hykra outtaruHa OyicuH. by xonma (17.8) cuctema u,v Ba w

Japra HucbaTaH Oup KUUMATIU €UnIaIu:

u=g(x,,2),
V=Y, (x,y,z), (x,y,z)e (V)c R>..
w=x (x,y,z),
2°. go(u,v, w), l//(u,v, w), )((u,v, w) byukmusnap (A)  coxana,

gol(x, y,z),l//l(x, y,z), 1, (x,y,z) GyHKOMsIIAp (V) coxaja y3JlIyKcu3 Ba Oapua
Xycycuii Xocuiaiapra sra O0ymmb, Oy Xycycui Xocwjamap XaM Y3TyKCH3
Oy JICHUH.

3°. ‘v’(u,v, w)e (A) yuyn (17.8) cucremagaru GyHKUMSUIADHUHT XYCYCHM

XOCUJIANApUJAH Ty3WIraH yImly YYUHUYH TaApTUOIH JeTePMUHAHT

ou Ov Ow
DY Y,
ou Ov ow
Oz 0z Oz

ou v ow

I(u,v,w):

oyncuHn. Y xoina

J;j'!.f(x,y, z)dxdydz = ”Jf(qo(u,v, why (u, v, w), 7 (1, v, w)) ‘I(u,v, W)‘du dvdw (17.9)
14 (a)

oynmamu. (17.9) dopmyna yd kappald HHTETpauiapja y3rapyBUWJIaApHU
anMamTapuin popmynacuaup. Kymunnuk xomnapaa yd kapaiud WHTErpaiapHH
XACOONaml y4yH y3rapyBUWIApHH KyHuaarudya aJMalTHPUII —MakKcaara
MyBO(hUK OYau.

a) Kyiinnaru

X=pcosp, y=psing,z=z (17.10)
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anMalITupuInHn - Kapannuk (0 < p < +00), (O <p< 27[), (— 0<z< +OO).HaTI/I)Ka

(17.9) popmyna ymoy
”'[f(x,y, z)dxdydz = Jﬂf(pcosqo,psin qo,z)pdpdqodz
) (a)

KYpUHUIIHA  OJAJU. Opatma  (17.10)  anMamTupumi  IUIMHAPUK
anMmamtupunuiap,  (0,,z) 3ca, HYKTaHUHT YUIUHOPUK KOOPOUHAMAIapu
Ienuunagn.
Yoy
x=rcos@sinf, y=rsingsinf, z=rcos6 (17.11)

aIMAlITUPUIIHN  KApalJInK (O <r< +oo), (O <0< 7r), (O <p< 27[). Y xonpa
(17.10) popmyna Kyiiugara KYpUHHUIIHA OJaIH:

”jf(x,y,z)dxdydz = m'f(r cos@sin @, rsin @sin 0,1*0050)r2 sin® O drd6de.
) (a)
Onatna (17.11) anmamrtupuit  cghepux  armawmupuwnap, (rv,@,0) oca,
HYKTaHUHT chepuk koopounamanapu nevnnaan(17.3-uuzma).

{z

v

17.3-yn3ma.

s

Y3-y3uHM TEKIIMPUILI CABOJLIIAPHU

17.1. lunmuaapuk OpyCHMHT XaXMHUHHM TOMMIN Xakugaru macana. ([2],
291-292 6etnap;).
17.2. Uxku kappanu uHTerpaaHuHr Tabpudnapu ([2], 292-295 Getnap;).
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17.3. dapOy iurunaunapuaudr Tabpudu ([2], 295-296 Getnap;).

17.4. Vxku xappaidyl WHTETPATHUHT MAaBXY/UIMK XaKUJard TeopeMacu
([2], 299-300 6eTnap;).

17.5. WurerpamnanyBun QyHxuusiapauHr cunduapu ([2], 300-303
oetap;).

17.6. Uxku xappanu unTerpaaHuHr xoccanapu ([2], 303-306 6etnap;).

17.7. Vpra kuiimar xakuaaru teopema. ([2], 305-306 Geriap;)

17.8. UnTterpamnam coxacu y3rapyBuM OYJiITraH MKKH Kappajld WHTETpaj
tymyHyacu ([2], 316-321 Getnap;).

17.10. Uurerpamiam coxacu TYFpu TYpT OypuakgaH wuOopar Oynran
XOJI71a UKKU Kappainu uaterpainu xucobmnami([2], 306-311 Getnap;).

17.11. VHTerpanam coxac 3rpH YU3UKIU OYITaH XOJJa UKKH Kappaid
uHTerpanHu xucoobmnani. ([2], 311-316 6etnap;).

17.12. Y4 kappanu unteranHusr tabpudu ([2], 324-327 6etnap;).

17.1.17. VY4 kappanu HHTErpauiapia y3rapyBUMIApHU aJIMalITUPUII

dbopmynacu ([2], 324-327 6etnap;).
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18 — manpy3a

SI'PU UN3UKJIU HHTET'PAJLJIAP BA YJIAPHUHT
KYJUIAHUIIN

Pewxa:
18.1.bupuHun Typ 3rpy YU3UKJIU UHTETPATTUHUHT TabpUDU.

18.2.buprHun Typ OIpH YW3HUKIM MHTETPAJUIAPHU OJJHMN HHTErpaira
KEJITUPULL.

18.3.buprHYM Typ 3rpy YU3UKIU UHTErPAIUIAPHUHT XOCCAIAPH.
18.4. BupuHuM Typ 3TpU YM3UKJIM HHTErPAJTIAPHUHT 0ab3u TaJAO0UKIapH.
18.5. UkKkuHYM Typ 3TpU YM3UKJIN UHTErpAIIIap.

18.6.IKkKkMHYM Typ SIpHU YM3UKJIHA MHTETPAJUIAPHUHI MAaBXYIJIWUK IIAPTH Ba
yJIapHU XUcoOJiaml.

18.7.9rpu 4M3uKIM HHTErpajiap opacuia OOFIaHuUII.
18.8.I'pun popmynacu.
18.9.I'pun GpopMyIacCUHUHT KYJIJIAaHUIIIH.

18.10.Orp  4M3UKJIM HHTETPAJIHUHT HWHTErpajulaml  Wynaura OOFIMK
OYIMaciIuK MIapTy.

Tasinu nOopasap. buprHYM Typ 3rpy YU3UKIU UHTETPA, UKKUHYU Typ STpHU
YU3HUKIM UHTErpall, UHTETpal WUFUHIM, 3TPU YHU3UK, €M Y3YHIIUTH, XYCYCHU
xocuna, I'pun popmynacu.

18.1. BupuHYM TYp 3rpH YM3MKJIU HHTETPATMHUHT TAbpupu

dapa3 KWIAMIUK, TYFpu Oypyakiv KOOpAMHATa CUCTEMAcuja cojia
Y3IyKCU3 TYFPWIAHYBUU (K ):(AB) arpu 4u3uK Oepwiran OYynuO, yHAa

f (M ): f (x, y) byHkuua aHukinaHrad OyncuH. FOkopuparun  cuHrapu

(K)=(AB)srpu umsuxuu onementap A.A. (i=0,n—1) @&iimapra Gymamus,

SbHU OTPU YNU3UKHUHI P = {AO,AI,....,AH} OynmumuHu onamu3. by OYIUIIHUHT
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A;A4;,, €innan uxtuépuii M, (5,171.) HYKTaHU 010, Oy HyKTajna (QyHKUUSHUHT

f(Ml.):f(ﬁl.,nl.) KMIUMaTUHU ~ XucoOJaiMu3 Ba f(Ml )Asl. =f(§l.,17i )Asl.

KylanTMajaH UHFUHIUHU Ty3aMH3:
n—1 n—1
o :Zf(Mi)ASi ZZf(é,m)ASf :
i=0 i=0
18.1-tabpud. (K ) = (AB ) 3IPU YM3UKHUHI JUAMETPJIApU KETMAa—KETIIUTH
HOJIra MHTWIYBYM Xap KaHpai P, P,,..,P .. OyIuHUILIapu KeTMa — KETIUTH

OJIMHTaHda XdaM, YHI'a MOC KCJII'aH {G n} ﬁHFHHIIPIJI&p KE€TMa — KCTJIUI'U (5 i’ni)

HYKTaHH TaHJIab oJIMINTa 6OFJII/IK 6SJ7JIMaFaH XoJaga XaMMa BAaKT YCKIIM ouTTa

JUMUTIa UHTWICA, Oy NUMHTra f (x, y) byHKIUA1aH (K ) ATpU UYM3HK OViimya

OJIMHTAH OUPUHYU MYp IePU YUIUKIU UHmMe2paIu AeHnIaau Ba y

[ r()as= [ y(M)ds= [ f(x,p)ds
(K) (4B) (K)
kabu Oecnrmnanagu. [lemax,

n—1
I=limo=1limY f(&n)As, = [ (x.y)ds. (18.1)
- =0 (k)

0

by Tavpudnu Kyiingarnya xaMm TabpudIan MyMKHH.

18.2- Tabpud. Arap Ve >0 coHm onuHTaHma xaM myHmah o >0 coH
TONUJICaKU, A, <O Oynranaa xap KaHaai P Oynuil yuyyH Ty3WIraH ¢ HUFUHIU
v(& i1 ) = (Ai Ay ) HyKTallapaa

‘0 -1/ ‘ <&
TEHICU3JIMK Oaxkapuiica, y Xxouga / coH o HUFUHIAUHUHT A, — 0 naru JTUMUTH

ne6 atanaau Bay (18.1) kabu Genrunanaau.
l1-acnarma. IOkopuparu »orpu YM3UKIM HWHTErPAJHUHT Tabpuduma

WYHAIUIIN Xe4 KaHJaul poJl YiiHaMauIu, SbHU

| fGey)ds= [ f(x,p)ds
(4B) BA

OMPUHYM TYp 3TPU YU3UKIU UHTErpajl, HHTerpaiall iynura OOFIHMK 3Mac.
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Arap (AB) arpu 4nM3uK ¢azona Oepuirad Oyica, y Xojaa TPy YU3UKIH

HUHTCTPAJIHUHT Ta’BpI/I(i)I/I XyIoau rOKOopuIgaru CHHIrapu

[ r)ds = [ f(x,y.2)Hs
(4B) (4B)
oepuiaiu.

18.2. BupuHYM TYp 3rpH YM3MKJIM HHTETPAJJIADHHA OJAM I
HHTErpajra KeJTHPUII

18.1-reopema. Arap  f (x, y) byHKUMA (K ):(AB) ATPU  YU3HKIA
y3iayKcu3 Oyica, y xonna Oy (yHKIusIaH (K ) ATpU YM3UK OYiiHM4Ya OJIMHTaH

ATPU YM3UKJIM UHTErpajl MaBxKy Oyiiaau Bay

S

| f(x(s),y(s))ds=( | )f(x,y)ds (18.2)

0
dbopmyna Ounan xucobnananu. by Teopema Srpu YM3UKIM WHTETPATHUHT
MaBXY/UTHK ApPTH XaM J1e0 IOpUTHIIAIN.
OHn (K ) AIPU YU3UK UXTUEPUH ITapAMETPUK
x=glt), y=y(t) (¢, <t<T) (18.3)

TeHrjaamacu OwunaH OepuiraH OVicuH, OyHaa (p(z‘), l//(z‘) byHKIUSAIAp Y3TYKCHU3
Ba Y3JyKCHU3 qo'(z‘), l//'(z‘) Xycycuil xocuiara sra ne6 ¢apas KuimHaau. byHmaH
TalIKapu (K ) YM3UK Kappaiad HyKTajapra sra sMac ae0 ¢apa3 KunuHaau. by

xoJia (K ) STPU  YU3UK  TYFUpIIaHyBUd  OYymaau. Masbiymky,

s'(t)= \/[go "(¢)]* +[w '(¢)]* . Bynu a»tuGopra oncax, (18.2) nan

( | )f (x, v )ds = }f (0w (W0 (O + 1w () dr (18.4)

(18.4) popmyna, (K ) ATPU YM3HUK, UXTUEPUN NapaMeTpuK TEHIJamacu OujiaH

6ep1/1J1raHL[a, 6I/IpI/IHLII/I TYPp 9IrpHu YU3UKJIN UHTCTPAJIHA OI[I[I/Iﬁ Puman HHTCI'paJjira

KeJTupuin xucobiam popmynacu 6yaub xucobiaHaau.
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Arap (K ) 3rpu YU3HK, Y = y(x) (a <x< b) OIIKOp IIAKJIJaru TeHIjiaMacu
Ownan Oepunran Oynca (OyHaa y(x) [a;b] Ja Y3JIyKCHU3 Ba Y3IYKCH3
y'(x)xocnnara ara), y xoiaa (4) GopMynaHUHT KYPUHUIIH

b
[ Gry)ds = [ £y ()W 1+ [y (x) dx (18.5)
(K ) a
maksaa oymaam.

(K ) ATPU YU3HK, ymidy p = p(@), (00 <6 S@l) TEHIJIaMa OuiaH KyTO
KOOpAWHATaNIap cucrteMacuaa Oepwiran Oynuo, p(@) bynkuus [6,;0,] na
y3JyKCU3 Xocuiiara 3ra OyicuH. Arap f (x, y) byHKIUS 11y (K ) ArpU YU3UKJIA

Oepwiiran Ba y3iykcus 0yica, y xoJiaa (4) HUHT KYpUHUIITN
0,
[ fe.y)ds = [ f(pcoso, psinOW p* +[p''d0  (18.6)
(K) 0

makJijga Oyiau.

Mmucoa. j ﬁds, 6yrna (K):y® = 2x mapabonaHuHr A(l;\/i) Ba B(2;2)
(x)Y

HyKTajap opacuaaru €nu.

Eunnumm. bepwiran srpu un3ukiv uHTETpainu (....) dopmyna Oyitnda

xucobmaiiMu3: y =+/2x, 0< x<2, ds=+/1+()")* dx, 6ynna

1/1+La’x= 1+2xdx.
2x 2x

(575 -343).

y:\/ﬂ) y':

LI
V2x

2 J1+2x 1 3
ds = [-2—. dx=
S Jl'\/ﬂ \/ﬂ X 4(1+2x 2

18.3. BupuHYH TYp 3rpU YU3UK/JIU HHTErPAIAPHUHT XOCCATIAPH

X 1
(IJ;)J’ 6

1

Ymby x= qo(z‘), y =l//(z‘) (z‘o <t<T ) cucTteMa OusaH aHWKJIAHTaH (AB) Arpu

yu3uKaa f (x, y) y3inykcu3 GyHKIus Oepuiaran OYIICHH.



1-xocca. Arap AB = AC + CB 6yica, y xonaa
[ fey)s= [ (ey)ds+ [f(x.y)ds
(4B)

(40) (cB)
Oynanu.

2-xocca. Yoy

J. Cf (x,y)ds =C J.f(x,y)ds (C =const)

(4B) (4B)
TEHIJIUK YPUHIIN.

3-xocca. (AB) STPU  YM3HUKIA Y3IyKcH3 f (x, y) byHkuusa Owunan

Oupraaukaa y3Jnykcus g(x, y) dbyHKIMSA Xam Oepruiran OVIICHH, y X0Ji1a

[yt gleyds= | flxy)ds= [glx,y)s
(18) (i8) (i5)

dbopmyna YpuHau Oynaau.
4- xocca. Arap V(x,y)e(4B) na f(x,y)>0 6ymnca, y xonma

J.f(x,y)deO

(4B)
Oynanu.

5-xocca. ‘ f (x, yX byHKIUSA 11y (AB ) Jla MTHTEeTpaJIaHyBYH Ba

J.f(x,y)ds < J.‘f(x,y)‘ds
(4B) (4B)

TEHTCU3JIUK YPUHIIN.

6-xocca. [llynnai ()? ,)7) € (AB) HYKTa TOIUJIAIUKH,

[ /(e y)ds = f(x,7)s

(4B)

oynaau, Oynna S — (AB ) ATPU YM3UKHUHT Y3YHIIUTH.
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18.4. bupuH4YH TYp 3rpy YU3UKJIU HHTErPAVIAPHUHT 0ab3H
TaA0MKJIAPHU
bupvHuM Typ Orpu 4YM3HMKIM UHTErpan épaamMuja €l y3yHJIMTHHU
KUCMHHMHI MacCacHHHM, OFHMPJIMK MAapKa3WHH, CTAaTUK MOMEHTHHHM TOMMII
MYMKUH:
1) Eit ysywaurunu tonmm. TekucIMKIa coAfa TYFUpIaHYBUM (AB)

arpu YM3WK Oepwiran OYincuH. by umsukma f (x, y)=1 ne6 dapa3 kuicak, y

xojaa (5) ra acocaH

n—1

n—1
(AL)f(an’)dS = }};glo;f(é,m )Asi :};r_r}o;mi =S

Ilemak, S = J.ds.

(4B)
2) JKucMHHMHI MaccacMHHM Tomuml. TEeKHCIMKIa y3IyKCU3 COojjaa 3Tpu
yu3uK Oepwiran Oynu0, Oy um3uk OViinabd Oupop Macca TapKaiaraH OYJICHH.

Vuunr wmsukma p(M) (VM e (AB)) swamurn 6epunran 6§1cun, 6y m Macca

m= | p(M)ds=[p(x,y)ds (18.7)

(4B) (4B)
MHTErpaJl OpKaJIX TOMUJIAIN.
3) Orpu YM3MKHHHI CTATMK MOMEHTH Ba OIHPJHMK MAapKa3HHH
TONHUIIL. m — Maccara sra Oynran M wmarepuan HYKTaHUHT Oupop  YKKa

HucOataH K, cTaTuk MOMEHTU €0 YHUHI m MaccaHM yKraua O¥yuran d
Mmacoara kynaiitmacura aiitunagu: K, =md .
(AB) ATPU YM3UKHUHT ds dJeMeHTap OynraHu ojnamu3. byHmaru macca

XaM ds ra TeHT, SsbHU m =ds. ds —HU MaTepual HyKTa Je0 Kapacak Ba Oy
HykTaman Ox Ykurada Oynran macadanu ) ne0 Oenrumiacak, y xoiga Oy
MaTeprasl HyKTaHUHT CTAaTHK MOMEHTH

s

dK . = yds, K, :jpde: j pvds = | yds,
0 (4B) (4B)

6yana y(s)=y, x(s)=x, p(x,y)=1 ne6 onunran.
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Xynau 1myHaau
s s
K, :jp de:jxds = ~[xa’s.
0 0 (4B)
(AB) OrpU  UYM3UKHHUHI MapKasu G(é,n) HYKTaJa >Kounamran OYICHH.
(AB)arpI/I YU3UK Maccacu S =m 1y G(é,n) HYKTaJla oitamrad OyJIcuH, y

XoJaaa

S S
SE=K, =[xds, Sn=K, = [ yds,
0 0

S S
des Iyds
L o
S S S S

S S
OyHIaH, nS = j yds, 2nS =2n j yds .
0 0

18.2-teopema (I'yJIbAMHHUHI OHPHUHYHM TEOPEMACH). (AB) arpu
YU3UKHU YHU KecuO YyTMainuran YK arpouia aliaHTUPUII HATHXKACHIA XOCUIT

OynraH CUPTHUHT 103U (), YHUHT MapKa3W 4M3raH aijgaHa y3YHJIUTHHU (AB)

OIPU YM3UKHUHT €M Y3YHJIMTUIa KyIlaliTMacura TeHr:
s
Q=2r|yds =2mS .
0

4)Tekuc COXaHHHI CTATHK MOMEHT HMBAa OFHMPJHUK MAapPKa3HMHUHI
KOOpAUHATAJApUHHM Tonmuml. FOKopHIaH TeHrinamacu y = g(x) KYpUHULIAA
oynran (AB) ATPHU YM3UK OuaH €H TOMOHJApJA X =aBa X =b TYFpU YU3HKIAP

Ownan, mactaan Ox VK OujaH yerapajaHraH TEKHC coxa OYiiad Oupop macca
TEKHC TaKCUMJIaHTaH OYVJICHH, YHHUHT CHUPT 3uuwiuru (Oup OupiuK ro3ara

TapKajJraH mMacca) p(x, y) y3rapmac OYJICHH, Y X0JJ1a TEKHC COXaHUHT UCTaIraH

KHUCMUJard Macca YHHHT [03W OwiaH ynmuaHanu. by ¢urypanuHr xoopjauHata

Yximapura HucOaTan craTuk MomeHtiapu: K BaK  napu ymoy

18, b
KX:E;[y dx, Kyz‘c[xydx
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dbopmynanap OwiaH TONWIAAW, OFUPJIUK  MapKasu C(é,n) HUHT
KOOpJMHATajIapu 3ca, oy

b 18,
;[xyds 2;[y ds

- _ Y _a . —x _
s P P > 1 P P

Oynna P, texuc purypaHuHr 1o3u. bynnan
s
2nS = 7Z'J.y2dS :
0

18.3-Treopema (I'yJIbAMHHUHT MKKHHYM Teopemacu). Tekuc durypanu
YHHM KecuO yTMmainuran YK atpoduaa aiilaHTUPHUII HATUXKACHUIA XOCHUJ OYiraH
alilaHMa >KUCMHHUHI Xa)XKMHM, YHUHT OFUPJIMK MapKa3d 4YW3raH aijaHa

y3YHJIUTUHU TeKUC purypa 1o3u P ra KkynaidtMacura TeHT.

18.5. UKkMHYHM Typ 3TPU YM3HKIN HHTErpPaJLjIap
Texucnaukna OGupop (K)z(AB) CoJlIa ATPU YM3UK OepuiraH Ba yHJa
f (x, y) GbyHKIMS aHUKJIaHTaH OYicuH. By srpu 4M3WKHUHT P={A0,A1,...,An}
OYAMIIMHUM Ba OYJIMINHMHIMHUHT xap Oump (4.4.,,) (i :O,n——l) énnaan
uxtuépuin M, (51.,171.) HYKTaHu oJaud f (x, y) GYyHKUUAHUHT Oy HYyKTaJaru

KuiimatuHu A4, A4;,, €itauar Ox (Oy) yKuparu npoexuuscura Kynauntupuo ymoy

i+l
n—l1 n-1
o =Y f(M)Ax =3 /(& A
i=0 i=0
WHTErpaJl IMFUHINHYU Ty3aMH3.
18.4-tabpud. Arap (K ):(AB) OrpU YU3UKHUHI MOC JIHaMeTpiapu

KETMa—KETIIUTY HOJITa UHTWIYBYU Xap Kanjpau A, P, ,...,P

notee

Oynmuuuiap kKerMma
— KeTJIUTH {Pm} OJIMHTaHJIa XaM, YHTa MOC KeJTraH {Gn} WHTErpaJl HUFUHINIAP
KeTMa — Keriuru M, (51.,771.) HYKTaJapHU TaHjad oyuira OOFIMK OYyiMaraH
xonna A, — 0 ma xamma Bakr 6ura 4ekiu I coHra uHTHICA, Y X0N1a Oy JTUMUT
f (x, y) byHKIUIaH (K ) ATPU YM3UK OYWMYa OJIMHTAH UKKUHYU MYD 3epu

YUBUKAU UHmMeZpa NEWIIAIN Ba Y
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1= [ F0rkic= [ £k
(K) (X)

kabu Oenrunananu. by xomma f (x, y)(byHKm/m (K ) ATpU YM3UK OYitnda
MHTErpajuIaHyBUd XaM JIeluiiaau.
Xynau myHgam f (M l.) HU A A, éinuar OY yxkuparu npoekuusicu Ay,

ra Kynautupuod

n—1

f(fpm)ﬁyf

i=0

HUHTCI'pal ﬁHFHHIIPI Ty3WJIa1 Ba

[ (e, )y
(x)

ATPU YU3UKJIM MHTETpaiHUHI Tabpudu Oepunanu. Arap (K ) ATPU YM3UKIA

P(M)=P(x,y), 0(M)=Q(x,y) bynxumsnap 6epuiran 6ymmo,

[ P(M)dx= | P(x,y)dx, [Q(M)dy = [Q(x, y)dy

(k) (K) (K) (K)

MHTErpajuiap MaBxya Oyica, y xonaa

[ P(x,y)dx + O(x, y)dy
(x)

OT'PH YHU3UKIIA UHTCIpAJIrda HKKUHYU TYP 9Irpu YHU3HUKIIU UHTCTPAJTHHUHIT YMYMI/Iﬁ

KYPUHUILM JCUUIaaA Ba

[ Plx,y)dx+O(x,y)dy= [ Plx,y)dx+ [O(x,y)dy
(x) (k) (k)

Kabu €3mnanu.
2-3caaTma. UKKUHYM Typ 3TpH YU3UKJIW UHTErpa Wynura (MyHanummra)

OoFuK OVnaau, IbHU

jf(x,y)dx=—jfxy jfxy =—jfxy
(4B)

Ypuniu 0Ynaam.
3-3caaTma. (AB) orpu yu3uk Ox Ykura (Oyykura) nepneHANKYIsSp

OynraH TYFpU YM3HMK KecMacuiaH ubopart Oyica
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k=0 [ terky=0).

J
(4B)

(K ) coana €NuK Yu3uKaa f (x, y) byHkuus 6epuirad OViICUH. (K ) arpu
YU3UKHUHT UXTHEPUM Typiu xui A Ba B Hykramapunu onamus. Hatnxkana (K )

EIIMK UKKUTAa (AaB) Ba (BbA) Yu3UKIapra OyiamHaIu.

| rley)det [ f(xy)d

(4aB) (BbA)
UHTErpaira (arap maBxyn Oynca) f (x, y) byHKUMANAaH €NUK YM3UK OVitmda

OJIMHT'aH UKKWUHYHU TYpP 3I'pU YU3UKIIH UHTCTPAJI IIC6 arajlaii Ba

J.f(x,y)dx EKu j;f(x,y)dx
(K) (K)

kabu G6enrunanaau. Muarerpan (K ) HUHT MycOaT MYHaIuIIN OJMHTaH.
(K ) 3rpU YU3UKIA P(x, y,z), Q(x, y,z) Ba R(x, y,z) byHKUMSIIAp

oepwiran 6ynuo,

J. P(x,y,z)dx, J. Q(x,y,z)dy, J.R(x,y,z)dz
(K) (K) (K)

MHTErpajuiap MaBxya Oyica, y xonaa

J. P(x,y,z)dx+ J. Ox,y,z)dy + J.R(x,y,z)dz
(K) (K) (K)

WUFUHAM UKKAHYU TYp 3TPU YM3UKIU MHTETPATHUHT YMYMHUH KYpUHMIIU 10

aTajajy Bay

_[ Pdx + Qdy + Rdz = J. Pdx + J. Ody + J.Rdz
K (K) (X) (K)

kabu Oenruiaa”amgu.
18.6. UkuH4M TYp 3rpH YM3HMKJIU MHTETPAJHUHI MABXKYyJIHK IIAPTH

Ba YHH XucoOJiaml. (K ) ATPU YM3HUK Y3UHUHT IIapaMeTPUK

x=0(t), y=y(t).(a<t<p)

IIaKWIJard TeHTJIamMacu Owiad Oepuiran OYiuo, (p(z‘),l//(t) byHKIMSIAP

Y3IIYKCU3,  Y3IYKCU3  XYyCYyCUH go'(t), l//'(z‘) Xocujanapra ara, xamjaa
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(p(a). w(a))=4, B=(p(B),w(B)) 6yncun. tmapamerp o maum S ra kapad
y3rapranga (x, y) = (qo(ﬁ ), l//(ﬁ )) HyKTa A naH B ra xapa® (K ) = (AB) HU
YHU3CHH.

18.4-treopema. Arap f (x, y) byHKUMS (K) na OepwiiraH Ba Y3JyKCHU3

Oynca, y xomnaa J. f (x, y)dx, J. f (x, y)dy ATPU YM3UKJIM HHTETPAl MBXKY]
(4B) (4B)

Oynanu Ba ymap

AJ.B

( S, y)dx = ff(@(f),y/(t))qo'(t)dt,

( J )f (3, )y = ff (@) () '(t)at,

)

dbopmynanap 6miaH XucoOJaHaIu.

YMmymuil xonaa, FOKOpUAAry mapriapaa

[ Pl + Ol kv = [P0 (Do) + Ololey (D (1

(K)
Ypuniu 0Ynaam.

(K ) = (AB ) TP  4YM3UK TEHIJIaMacu y= y(x), a<x<b maknga

6epI/IJIFaHI[a HKKUHYU TYP TP YU3UKJIN UHTCTPAJI
b
[ /(e y)dx=] f(x, y(x))dx
(K ) a

dbopmyna OunaH XxucoOJIaHaIu.
Xynau uyHAau, S5TpU YM3HUK TEHITIAMACH X = x(y) ¢ < y<d xypunuuga

Oepwiran 6yiica, y Xoiaa
d
[ £Gey)dy =] fx(r)y)dv
(K) c

dbopmyna OunaH XucoOJIaHaIu.
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Arap J.P(x, y)dx uHTerpan Oy Yykura mapainen Oyiran (AB) TYFpH
(4B)

YU3UK KecMmacu Oyinda J.Q(x, y)dy uHterpan Ox Vkura mapanen Oyiarad
(4B)

(AB) TYFpU YU3UK KecMacu Oyinua oJMHTaH OyJica, y Xojja y HOJra TeHT

Oynanu.

18.7. Orpu YM3NKIM HHTErpaiap opacuaarv OOFrJIaHM LI
Texucnukna coana CUJLIUK (K ) = (AB) TPU  YM3UK  ywOy
x=x(s),y=(s)(0<s<S) Temrmamanap cucremacu Guman Gepuirad Gyu6,
OyHma s €W y3yHJIUTH, x(s), y(s) byHKIUSAIAp Y3IyKCHU3 Ba x'(s), y'(s)
y3JIyKCHU3 XYCYCUM XOocuianapra sra 0yicuH. MabiyMku Oy 3rpy YU3HUK Xap Oup

HyKTacuja ypuHmara sra 6yncun. Ypuamanuar Ox Ba Oy VKIapUHUHT MycOaT
HyHaIUIM opacuaaru Oypyakiiapy Moc paBuliga ¢ Ba f OYICUH, y XoJja
x'(s)=cosa, y'(s)=cos f 6ymamm.

f (x, y) byHKIMSA (K ) YU3UKa OSpUIraH Ba y3JIykcu3 Oyica, y xoJiaa

[ £ (x,y)dx
(k)

WHTEerpas MaBxXya Oynaau Ba y

S

(I S ey = [ £ (xls),(s))y' (s )ds =

0

L (18.8)
= J.f(x(s),y(s))cos ads = J.f(x,y)cosa ds
0 (K)
TEHTJIUK YpUHIN OYiaau.
Xyau myHjaan
s
[ G y)dy = [ £ (x(s), y(s))y'(s)ds =
(x 0 (18.9)

o'—.t/) ~—

f(x(s),y(s))cosﬁds = (J.)f(x,y)cosﬂ ds
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TEHTJIUK YpUHIHN OYiaau.

Arap (K ) = (AB ) TP  YHW3UKIA MKKHTA Y3JIyKCHU3 P(x, y), Q(x, y)

dbyukusaap 6epunran 6yica, y Xoiaa

J. P(x,y)dx + O(x, y)dy = J.(P(x,y)cosa +0(x,y)cos B)ds  (18.10)
(K) (K)

dbopmyna Ypunnu 6ynanu. (18.8), (18.9) Ba (18.10) dopmynanap GupuH4IU TYp
STPU YHU3HKJIM HMHTETpan OWJIaH HMKKHHYM TYp 3TPH YHM3HUKIA HHTETpajuiap
opacuaaru OofrJIaHUIITHU 6epyBun popMynanap OViaubd xucobaaHaIu.

Arap (K ) oarpu um3uK (azomga Oepunran Oynca, y xonma (18.10)

(bopMyTaHUHT KYpPUHUIIN

J. Pdx + Qdy + Rdz = I(Pcosa + Qcos [ + Rcos;/)ds
K (X)

maksaa oymaam.
18.8. I'pun popmyJiacu
(D) coxajla MKKUTa P(x, y) Ba Q(x, y) dbynkausiap 6epwiran 0ynuo, ynap

. OP 0Q g
Y3JIIYKCU3 Ba Y3IYKCH3 XYCYCHH = on Xocujajgapra sra OVICHH, y Xojaa
y
ymoy
IP(x,y)dx+Q(x,y)dy=ﬂ 09 _op dxdy (18.11)
(k) AN

dbopmyna Ypunnu 6ynanu. (18.11) popmynara I'pun Gpopmynacu aernaau.
4-3cnatma. I'pun dopmymnacu coxa OYyiiM4a OJIMHTaH WKKW Kapaiau
UHTETpajd OwWjgaH Iy COXAHMHI dYerapacu OVYiiM4a OJIMHTaH STPH YU3HUKIH

WHTerpayHu O60F10BYM opmysia O6Yinnbd xucodaaHaIu.

18.9. I'pun popmyJIaCHHUHT KYJIJTAHUILIA
I'pur dopmynacumpan QoiimanaHud TEKUC (GUTYPAHUHT FO3WHU OTPHU
YU3UKJIM UHTerpan €épaamuaa xucoOmnam mMymkuH. Arap (18.11) dbopmynana

P(x, y) Ba Q(x, y) byHKUMATApHY — OIYHJAW — TaHjgalml — KepakKKw,
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oQ OP . o

HaTWXkana — —— wudoaa ailHaH lra TeHr OYJICHMH, y XOJJa UKKU Kappaiu
ox Oy

HMHTErpai (D) ((D)c Rz)coxaHI/IHr D rwo3unun  udonanaiian. Hatmxkana

COXaHUHT D 103 €NUK Srpu YM3UK OYyiinua ojluMHraH MHTErpajn Ounan udonaa
KwinHaau. MacanaH, «) arap (11) dopmynana P(x, y)= 0, Q(x, y)= x neb
TaHJIaHCa, 90 _ 8_P=1 oynagu. ¥ xonz[a(D) COXaHUHTI 1031 D = J.xdy
ox Oy (¥)
dbopmyna opkanu udoaa KUIMHAIH.
b) arap P(x, y)= -y, Q(x, y)= 0 ne6 TaHnaHca, y xonz[a(D) COXaHHUHT

031

D=- J. ydx dopmyna Ypunau 6ynanu.
(K)

c) arap P(x, y) = —% V, Q(x, y) = %x ne0 TaHlaHCa, y XOJAa (D)

1
COXaHHHT 1031 Y4yH D = 5 _[xdy — ydx GopmynaHu XOCHI KUJIAMU3.

(K)
18.10. Orpu YM3MKJIM HHTETPATHUHT HHTETPAJLIAII HYJIUra OOFJIUK

0yJIMacC/IMK IIAPTH

Yerapananran €nuk Oup Oormamiu (D) ((D)c Rz) coxazna P(x, y) Ba

Q(x, y) GyHKmsIap 6epuiran 6yau0, yinap (D) coxana y3IyKCH3 Ba Y3JIYKCH3

. OP 00 .
XyCyCHii = o xocunanapra sra. Iy maprmapaa Kylupara Teopemanap
Y Ox
Ypusiu Oyiaau:
18.5-reopema. Arap (D) coxana

8_P:8_Q (18.12)
oy Ox
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mapT YpuHiau Oyica, y Xonaa (D) coxaJa Kapaluld xap KaHaau (K ) ENnK

COMJA OIPH YM3UK OViiMua OJMHIaH J' P(x,y)dx+Q(x,y)dy ((K)< (D)) marerpan
(K)

HOJITA TeHT OYIaau, SbHU I P(x, y)dx + Q(x, y)dy =0.
(K)

18.6-Teopema. (D) coxana Kapauum xap Kaunaii (K) comna émuk arpu

YU3MK OYiKYa OJMHIaH I P(x,y)dx +O(x,y)dy ((K)c (D)) umTerpan Hoira TeHr

(K)

Oyica, y Xonaa Kyldumarua J. P(x, y)dx + O(x,y)dy ((4B)c (D)) unrerpan 4 Ba B
(4B)

HYKTaJapHU OUPIIAIITUPYBUM ATPU YU3UKHUHT KYPUHUIIUTA OOFIUK OYIMaiau.

18.7-reopema. Arap J' P(x,y)dx+O(x,y)dy ((4B)c (D)) unrerpan 4 Ba B
(4B)

HYKTaJJapHU OUPIAIITHPYBYM OTPU YHM3UK YH3UKHUHT KYpUHUIIHTA OOFIIUK
oyamaca, y xomaa P(x,y)dx+Q(x,y)dy upona (D) coxama aHUKIAHraH OUPOP
GYHKUMAHUHT TYIUK U@ depuHuanuian udoaananim.

18.8-reopema. Arap P(x,y)dx+Q(x,y)dy udona (D)coxana aHUKIAHIaH
OMpPOp MKKH Y3rapyBUWIA GYHKIUSHUHT TYIUK AU depuHimainyu udomaanaca,

y xonaa (18.12) mapt ypunnu 0ynanu

_[(3x2 + y)dx + (x —2y? )dy, OyHJa (K): yanap 0(0;0), A(2;0) Ba
(K)

B(O;2) HyKTanapja yuoypyakHUHT yerapacu - (O4ABO).

Euynaumu. bepunraH HMKKMHUM Typ 3IpU  YM3UKIM HHTETPAJHUHT
MHTErpajliall KOHTYpH 2- UN3MaJla TAaCBUPJIAHTaH.

(K)=(04BO) 4n3MKHMHT #yHaIMIIK 2- yu3Maga Kypcatuiaran. bepuiran
ATPU YM3HUKJIM HHTETPATHU XHUCOOJaml y4yyH y4OypyaKHUHI XapOup TOMOHU
Oyiinya  (KypcaTwiraH HYHanuIna) WHTErpalHu Xuco0nad, CYHrpa srpu
YU3UKIM MHTETPAJHUHI aJAUTHUBIMK XOCCACUIa acocaH, ydaja TOMOH Oyinya

XMCOOJIAHTaH MHTErPAJUTAPHUHT KUMMATUHU KYIIaMU3.
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1) yubypuak OA  TOMOHHMHHMHI  TEHIJIaMaCH y=0,dy=0.

I3x dx= 3jx2dx 8.

(04)
2)  yuOypuak AB TOMOHMHUHI  TEHIJIaMacu X+y=2,

OyHna y=2—x, dy=—dx.

(j)(3x2 +y)dx+(x—2y2)dy=ﬂ3x2 +(2—x)—x+2(2_x)2]dx:

Jij —10x+10)dx(§x Sx —|—10xj :—?

3) yubOypuax BO TOMOHMHMHI  TeHramacu  :x =0, dx =0,
2 2 16
[-2y%dy = I2y dy =—.
(BO) 3
[lynnait xkunuO, 1), 2) Ba 3) mapaan ydana TOMOH Oyitmdya XucoOJiaHTaH
WHTETPAJUTIAPHUHT KUMMATUHU KYIIaMH3:
40 16
[ B2+ ylte+(c—2p2 )y =8-"42 =0,
(04BO) 3 3

By HaTHKaHH HWHTCI'PAJIHU XI/ICO6JIaHMaCI[aH XaM OJuim MYMKHH, YYHKH

WHTEerpal octuparu  Pdx+ Qdy = (3x2 + y)dx + (x —2y? )dy udona

oP 8Q oP 8Q
— =1 IIAPTHA KaHOATIAHTHPAIH.
oy Ox 8y ox

VA

2 B

A 4
A
0 g 2 'x
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340 6etnap;).

18.4. bupuH4u Typ ArpU YM3UKJIA UHTETPATHUHT O6ab3u Tanouxiapu ([2],
343-344 6etnap;).

a) 9I‘pI/I YU3UKHUHI CTATUK MOMCHTHU Ba OFUPJIMK MApPKA3WHU TOITHIL.
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18.9. bupuHYM Ba HMKKHYM Typ OTIPUYU3IIM HUHTETpaiap Opacuiaru
6ornanumi ([2], 363 Ger;).
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19 —mamnpys3a.
CHUPT UHTEI'PAJIJIAPHU

Pexa:

19.1. Cupr Tenrnamanapu. CHpTHUHT FO3H.
19.2. bupuHYM Typ CHPT MHTETPaAJLIAPH.

19.3. bBupuHYM Typ CUPT HHTETPATIAPUHN UKKH Kappaiau EpaaMusia
XHUCOOJIaI.

19.4. bupuHuu Typ CUPT UHTETPAIMHUHT 0ab3u TaTOUKJIAPH.
19.5. bup ToMOHJIM Ba UKKH TOMOHJIM CUPTIIAP
19.6. IkkuHYY Typ CUPT UHTETPAJIN.

19.7. IKKMHYY Typ CUPT MHTETPAIMHA UKKW KappaJk HHTErpall €paaMuia
XHUCOOJIaI.

19.8. bupuHYN Typ CUPT HHTETPAIA OWIaH UKKHHYH TYP CUPT UHTETPAIH
opacuaaru OOFJIaHUIII.

19.9. Crokc Ba OcTtporpaackuii popmynanapi.

Tasny no6opanapu. CUpTHUHT 103U, OUPUHYU TYp CUPT UHTETPAIIH,
MKKHU Kappajii UHTErpajl, MKKMHYU Typ CUPT UHTETpalu, y4 Kappajau HHTerpa,
Crokc Ba Octporpajackuit hopmysanapu.

19.1. Cuprt Tenrnamanapu. CupT 103u.

CHpT TeHITIaMallapy Y4 XUl KYPUHHIIIA OepUIaiu:
1.R* dasomga S ((x,y,z)eS cR®) cupt ymiby F(x,y,z)=0 TeHriama Ouian

Oepunran Oyica, y Xoiga S CHPT owKopmac INAKIJa TEeHrjamacu OuiiaH

. x2 y2 ZZ
Oepwiran neinanu. Macanas: 5 + =5+~ = | -3JUIMIcCcon .

a B2
2.R* pasoma S ((x,y,z)e S c R*) cupt ymby

Z:f(x’y)’ ((x’y)EDCRZ)’
x=g(y.z) ((,2)eD, cR?),
y:f(x,z), ((x,z)e D, CRZ).

TeHrJIamanapaan oupu Ousan Oepuirad Oyica, y Xoijaa S CHPT owkop MIaKiaa

2 2
o X
TEHIJIaMacu OWIaH 6CpI/IJIFaH JACHUJIain. Macanasn: 2—+;—:Z =OJIJIMIITUK
P 49

napabosiou/a.
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3.R’ dasona (x,y,z) € S cupr ymoy

x = x(u,v),
yzy(u,v), (u,v)e(A)ch_
2 = ()

TEHTJIaMaJlap CUCTeMacH OwjlaH OepwiraH Oyica, y Xoiaa S CHPT napamempux
mraKjigarvu TCHIJIaMaCHUu ouJia” 6epI/IHFaH I[eﬁﬂa):[l/l. Macanau:
x=ucosv, v=usinv, z=v (0<u<a, 0<v<27) -r€JIMKOU]A.

Cupt unTerpanu 1e0 aTanyByd TYyIIYHYaHU KUPUTHUILJIAH OJIJIUH &
CUPTHUHI' FO3NHH XI/ICO6JIaH_I XaKpgaru MmacaJlaHu XaJl KHJIaMHn3.

dapa3 KWIAMIMK o CUPT z=z(x,y) TeHIIama Oujiad Oepuiran OYJICHH,
YHUHI Oxy TEKHUCIUKIArd MPEKLHICH (D)((D)c Rz) coxa Oynanu. by coxana
z=z(x,y) ¢ynkuus ysnykems Ba  z'(x,y), z', (x,y) ysnykcus xycycuit
xocunanapra sra OyicuH. CHPTHUHI FO3MHHM aHUKJIANl y4yH (D)((D)c Rz)
COXAaHU UXTUEPUH AS, , k = I,n IO3JIM nTa KHCMTa oymamus.

CupTHHUHT Oxy  TEKUCIMKIArd TpPEeKIuscH AS, OyiaraH KUCMUHH
Ao, Ounan OenrunaiimMus. Llynnait kunub, o cupt xam nTa 6ynakka OYIMHraH
Oynaan. Xap Oup AS, KucMmua OutragaH UXTHEPUN (x,,y,) HYKTa TaHi1a0
onamus, o cUpTAa yHra M, (x,,y, z,) HyKTa Moc kenaau, OyHma z, =z(x,,y;).
M, (x;, ¥, 2, ) HyKTa OpKau cupTra ypuHMA TEKUCIHK Y TKa3aMuU3:

Zx(xk’yk)(x_xk)+Zy(xk’yk)(y—yk)_(z_zk):0

OyHa x, y, z -TEKUCIIUK UCTaJTaH HYKTaCHHHHT KOOpJMHATaIapH,

X Vi-2; = 2(x,, ¥, )~ YPUHHUII HYKTACHHUHT KOOPAMHATAIAPH,

N
ny :{zx(xk, Vi) z, (X, yk);—l} TEKHCIIMKKA  TMEpPHeHAMKYIsSp  BekTop  (uIy

N
TEKUCIMKHUHT HOpMall BEKTOpH). Arap HopMal n :{zx(xk, Vi) z, (X, yk);—l}

BEKTOp OwiaH OzyK opacuaaru OypuakHU y, OwiaH Oenrmiacak, y Xojjaa

MabiIyM (popmyiara kypa,
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1 1
n_,: \/1+[Zx(xk’yk)]2 +[Zy(xk’yk)]2

Cosy, =

HU XOCHI KHJIaMH3 cosy, >0, UyHKM y,- YTKHp Oypuak). M,(x,, yk’zk)
HYKTaJaru ypUHMa TEKUCIUKHUHT AS, Tra TMpeKUUsJIaHaguraH KUCMUHUHT

I03UHU Ap, OumaH OenrmwinaiMus, y xonaa AS, =Ap, cosy, OyHaa

AS,
Apy == T4z, (5, 7T +1z, (5, 7T AS,.
COSY,

XOCUJ KWIMHTaH IO3aJIapHU KYIIMO ypUHMa TEKUCIUKIAPHUHT XaMMa

6SJ7JIaKJIapI/I TAIKHJI KWITaH CUPTHUHI" FO3WHU XOCUJI KHUJIAMU3:

Z\/1+[Zx(xk’yk)]2+[Zy(xk’yk)]2 AS. (19.1)
1

k=
By WUFMHAMHM o CHPTHUHT 103Ura TakpuOaH TeHT ae0 XucoOjam MyMKUH. o
CUPT IO3MHUMHTaHUK KUIMAaTH Y4YyH SICajraH CUPTHUHI AS, 03adajJapHUHT 3HT
Karta d, JIMaMeTpu Hoira uHTwirad mapraard (19.1) [O3UHUHT JTUMHUTH

oNlMHaau. Arap Oy FO3HUHT KaTTaJUTUHU S OWjaH Oelruiiacak,

-mmz¢ﬂszM+vumw]Mk

p—>0

ra ora 0ynamu3. TEHIJIMKHUHT YHT TOMAaHIard WHFUHIA \/1 +25 (x, )+ 2 (x, )

GYHKUMSHUHT WHTErpan HuruHaucuaup. by ¢QyHkuus (D)((D)c Rz) coxazaa

y3JIyKCU3, IEMaK, y uHTerpauianyBud. [IlyHuHr yuyn

Amzﬁwumm+km%nMr

p—>0

= IJ J“Z'i (x,3)+ 2" (x, y )dxdy .
(0

Mynnait kunuo,

S = “.\/1 + z'i (x,y)+ z'i (x, y)dxdy
(D)

dopmyna  z=z(x,y)TeHrmama  OwnaH ~ OepwiraHS — CUPTHHHI  KO3H

xucoOnaHaaurad popmynanu udoaananu.
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19.1 — macana. Yoy z=1- (x2 + y2)3/2 CUPTHHHT z = () TEKHCIIUK

OMJIaH KeCUJIraH KHCMHWHHUHI IO3MHHU XI/ICO6JIaHF.

Eunnumm. Tanab KUauHraH CUPTHUHT 103U, YIIOY

S = j J A1+ z'i +z'; dxdy popmynacu O6yitnda xucoOaaHnaau, OyH1a
(D)

Z'x:—3x( z—yz)m, :—3yx +y \/1+z +z \/1+9(x2+y2)z,

S = J.J'\Il+9(x2 +y2)2dxdy,
(D)

3/2
OyHna z =1- (x2 + y2) cUpTHUHT z = () TEKUCIUK OMIaH KeCUITraH KUCMHHUHT

xOy TEKCIUKIAru MPOeKIHUsICU (D)coxaHI/IHr yerapacu: 0=1- (x2 + y2)3/2

yM3MKIaH, SeHE x° + y° =1 aiinanaman uoopar. S = [[+/1+9(x> + v* ) dxdy,
Yy p Yy 'y
D)

MHTErpajHu XucoOJlalml y4yyH KyTO KOOpJAMHATaiap CUCTEMacura yTaMus:

x=pcosp, y=psing, 0< o <27x. Jlemak,

2.2 2z 1 2
S=1f 1+9(x +y ) dxdy= [ do[p\+9p dp=
D

0 0
1

7373/; Jisop 41 ln(3p +y1+9p )] =%(3\/5+1n(3+\@))-
0

19.2. BupuHYM TYp CHPT HHTErpaLIapu
R’ (asona cuiumK 8Ky GYIaKIH CHILTMK HKKYM TOMOHIII (S ) CUPT

O0epwiran 6yicuH. by cuptna f (x, y,z) GyHKIMS aHUKJTaHTaH. (S ) CUPTHUHT P
OYnumuHY Ba Oy OYIUIIMHUHT Xap Oup (S k) k=1n Oynanuran uxTuépui
(é ;s Mi S k) HYKTaHH 07110, Oy HyKTajaru Oepuiarad GQyHKIUSHUHT KUiiMaTUra

(S, ) cupTHUHT 103U S, HU KyNaUTUpUO ymoy

0= kﬁ_:f(gk’nk,Gk )Sk

HUHTCI'pal ﬁHFHHIIPI Ty3aMH3.
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19.1-reopema. Arap (S ) CUPTHHUHT Xap KaHpaal (2) oynuinapu kema —
KETJIUTH {Pm} OJIMHTaHJIa XaM, YHTa MOC KeJraH (3) uHTerpajl WuFUHIUIap

{G m } KC€TMaA — KCTIIUTI'1 (g ko 7g k ) HYKTaJIapHH TaHJIaIlTra 6OFJII/IK

OynmaraH xoJija, XamMma BakT Outrta / coHra uHTtenca, 0y / conra f (x, y,z)

byHKUMAIAH (S ) cupT OYyiinya oNMHraH OUPUHYM Typ MHTErpajiu Aeiniaay Ba y

I = J.J.f(x,y,z)dS
()

kaOu Oenruiaa”amgu.

Ilemaxk,

2p—0

lim o= lim 3" (&.m, 6,05, =1 = [ [ /(x.y.2)dS
p—0 ) (S)

OyHza dS aynemMeHTap CUPT O3H.

19.3. BupuHYM TYp CHPT MHTErPAVIAPHHU MKKH KappaJu épaamMmuaa

XHCO0JIaII

R> nma (S) cupr rosummar z=z(x,y) Temrmamacu GumaH Gepuiram
6yncun, 6ynma z(x,y) (yHKIMS derapanaHraH EIHK (D)((D)c Rz) coxazua
yamykeus Ba z' (x,y), 2' ’ (x,y) y3mykcus Xycycuii XocHnanapra ara.

19.2-reopema. Arap f (x, y,z) byHKUIMA (S ) cuptia Oepuiral y3iIyKcu3

oyica, y xonaa 0y GyHKITUSHUHT (S ) cupT Oyiinya OJIMHTaH

(J.)J.f(x,y,z)dS

OMpPUHYY TYp CUPT UHTErPAJIM MABXKYJ Ba YOy

(J)Jf(x,y,z)dS = (J‘)J‘f(x,y,z(x,y))\/l + 22 (x,y)+ z'i (x,y)dxdy (19.2)

dbopmyna OunaH XucoOJIaHaIu.

2-3caarma. Arap (S ) CUPT YMYMHH XOJJa Y3WHUHI IapaMETPUK

x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (u,v),e(A)) Tenrmamacu 6unam Gepuiran
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o0ynuo, yara f (x, y,z) byHKIMSA y3ykcu3 Oyiica, y Xonaa OUpUHYUA TYp CHUPT

HUHTCI'pAaJIN MAaBXKYy Ba

(J )J Sy, 2)ds - [ )J () (v, 2, WWEG - F2 dudy =
= (I )J F () 9, v), 2l )N A® + B2 + C2 dudv

dbopmyna Ypunnu 6ynanu, OyHaa

2 2 2 2 2 2
E = @ + a_y + % , G: % + a_y + @ , Fzﬁﬁ_ka_ya_y_k%@
ou ou ou ov ov ov Oouov Ouodv Ouodv

O - I
_|Oou Oul. p_|Ou oOul. ~_|0Ou Ou
oy af Fle o CTlar of
ov Ov ov Ov ov Ov

3-scaatma. (S) cupr x = x(v,z), (v = ¥(x,)) Tenrnama Guran Gepuran
696, x(v,2) (¥(x,2)) pyrxums (D) coxana yanyxens sa
¥, (y,2)x (1,2) (. (.2 ),y (. 2)) yamyxens xycycnit xocnnanapra ora 6§cnH.
Arap f(x,y,z) dyaxuuscu (S) cuptaa Gepuiran Ba y3iykcus 6yica, y

xonja 0y GyHKIUsIAaH (S ) cupt OYyiinya oNMHraH OUPUHYU Typ CUPT UHTETpaa

MaBXy/J Oyiaau Ba

”f(x,y,z)dS =(J'Jf(x(y,z),y,z)\/l + x'i (y,z)+ x'ﬁ (y,z)dydz,
(S) D

[(L{)ff(x,y,z)dS =(ZJ;!f(x,y(x,Z),Z)\/l + 32 (x,2) + y'% (x, z)dxdz j

dbopmyna YpuHiau 0ynaau.

19.2 — macana. Yoy I J' (4x—4y—z)ds uBTerpanAn xucobnanr, 6ynma (S)
(s)

cupt - (P):x+2y+2z =4 tekucaukauar x =0; y =0; z==0 KoopauHaTaIap
TEKHUCIIMKIIApU OMJIaH KECUIITaH KUCMH.

Euynimmm. Macana mapruaad KypUHAIUuKU (S ) - yuOypuakiu
NUpaMUJAHUHT CUPTH OYIaau Ba YHMHI Imakiu 19.1- un3zmana TacBUpJaHTaH.

Wuterpan  octuparu  QyHKUHS f (x, y,z) =4x -4y -z (S ) CUPT
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1 . .
TEHIJIaMaCUHHU  Z =2—Ex— Y KypuHumga €3um MyMmkuH. by dyHkuusgan

, 1

— L 7
z' = Y z',=—1 xycycuil xocusanap onub, OUPUHYK TYp CUPT MHTETPATHHH

(19.2) bopmyna Eépnamusia xucodaanimMus:

”(4)(—4yz)ds: Ij(4x—4y—2+lx+y]1/1+l+1dxdy:
5) (b) 2 4

_3 (2x_3 _ ]

= y—2 |dxdy,

2(’!’) 2

OyHIa (D)z {(x,y)e R*:0<x<4,0<y< 2—%x}. OHJIU UKKH KappaJid

MHTETrpajHu XUCOOIaiMU3:

2—lx
(J!)(4x—4y—z)ds :%]‘.dx Jg (%x—3y—2)dy =

0 0

2——x 4
2dx=§j(—6+12x—zlfqu=24
. 2} 8

32,9 3 2
=2 (=277 =2
25(2xy 27 »)

v

19.1- yusma.

19.4. BupuHYM TYp CHPT MHTEIrPAJIUHUHT 0ab3U TAaTOMKJIApH

dapa3z KWIAIKMK S CWIITUK €KW OYJIaKiIu CUJUIMK CUPT OYiinya macca
Y3JIyKCU3 TAaKCHMIIAHTaH OYIu0, CAPTHUHT Xap 6up Hykracuaa p(x,y,z)
3UWINTH y3IyKCcHu3 OYIica, y Xoiaa Kyiuaaru GpopMynanap YpuHiu 6ynaau:

M :”p(x,y,z)ds,
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OyHIa M - S CUPTHUHT Maccacw;

X, = ”xp(x,y,z)ds, V.= ”yp(x, y,z)ds, z, = ”zp(x, y,z)ds,
s s s

OyHna x_, y., z.-S CUPTHUHT OFMPJIMK MapKa3sUHUHT KOOpAUHATAIAPH;

1, = [[7 +y")plx.y,2)ds,
S

OyHna /_- Oz yKKa HUCOaTaH S CUPTHUHI MHEPLHS MOMEHTH.

19.5. bup ToMoOH/IaMa Ba HKKH TOMOHJIaMa CHPTJIAp

o CHIUIMK CHpPTHOA I/IXTI/IépI/Iﬁ M HYKTAaHU OJIaMH3 Ba YHI4dH CHPTITa

N
HOpMall KWIKO 7 BEKTOPHU YTKa3zaMu3. M HYyKTaJaH YTyBUM Ba CHUPTHUHT

yerapajiapy OujaaH yMyMUd HyKTara ara OyiamaraHn Oupop €nuK KOHTYpHU Kapao

-

yuKaMu3. Arap M HyKTaHd Iy KOHTp OViuya n BekTtop Ouinan Oupra Oy
BEKTOp o CWJUIMK CHpTra JOUM HOpManl Oynaguran KuiauO, Y3JIyKCH3
Ky4upuica, y Xoina M HyKra OONUIaHFWY Ba3WsATUTa HOPMAaJIHHHT YIia
HyHanumm Omian €KU Kapama-Kapiid HYyHalIuIy OuiaH KauTuo Kenaau.

Bupunumn xonna CUpPT ukKu MOMOHIAMA CUPT, UKKUHYU XOJAA 3ca Oup
moMoHAama CUpT Aeiiunaan. MacanaH, TeKHCIHK, SJUTUIICOUAa, cdepanap UKKU
TOMOHJIaMa CUpTra mMucous 0ynaau, Méouyc smporu sca, OUp TOMOHIMA CUPTra
9HT COJIJ1a MUCOJIIUD.

CUpPTHHHT MabllyM TOMOHWHHM TaHJAII CHUPTHU OpUEHMAYUs KUTUUL
aeWinnanu. Arap CHPT OpHEHTAlMsICH TaHJIaHraH Oyica, y Xojijga CHPT
opueHmayusIanean NeRuIaim.

19.6. UkkuH4YM TYp CMPT HHTErpa/uiapu

f (x, y,z) byHKIMISA (S) CUpT/Ja aHUKJIaHTaH OYJcuH. By CHUpPTHUHT
MabiIyM OHp TOMOHHHH Oenruiaiimus. (S ) CUPTHUHI P OynuHuImM Ba
Oynmuminan uxtuépui M i(éi,ni,gi) HYKTaHu oaub, Oy HykTagaru f (x, y,z)
HUHT KHMaTra (Sl.) cupTHUHT XOY TeKuciaukaaru npoeKIuscu (Dl.) HUHT

1031 D, ra Kynautupub Kyhngaru
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0= Zf(gi,niagi)Di
i=1
MHTErpaj MMFUHIUHU Ty3aMU3.
19.2- tabpud Arap (S ) CUPTHUHT Xap KaHjai (12) Oynumnap ketma —
KeTIUIH {p, } omuHran xam, yura moc (13) mHTerpanm HuFMHIHIAp KeTMa —

KETJIUTH (51',771'99}) HYKTaJapHU TaHjamra OOFauK OyiIMaraH xojja Xxamma BakT

ourra yeknu [ coHra uHTWICAa, Oy [ coHra f (x, y,z) byHKUMAIAH (S)

CUPTHHUHI OeJIrMIaHraH TOMOHH 6571711/11'121 OJIMHT'dH UKKWHYU TYp CUPT UHTCTPAJIN

JNeuIaam Ba y

J.J.(x,y,z)dxdy
(s)

kabu OenruiaaHamu.

Jlemak,
( j | J /ey 2)dvdy = Jim o = fim 3 £(5,.m-,)0

4— »3caarma. HKkuHYM Typ CHUPT MHTETPAIMHUHT TabpuduIaH
KYpUHAIUKH, (S ) CUPTHHUHT O€NTWJIaHTaH TOMOHUHH Y3rapTUpraH UKKUHYHU TYP
CUPT UHTETPATHUHT KUIMATH TECKapUCUra y3rapaiu.

Xyaau HOKOpUIAaruieK

J. J.f(xayaz)dydzy J.J.f(x,y,z)dzdx
(s) (s)

WKKWHYY TYp CUPT UHTETpaIapyu XaM TabpudaaHaIu.
Arap (S ) cupTaa P(x, y,z), Q(x, y,z),R(x, y,z) byHkumsiap 0epuira
o0ynuo, ymoy

J. J.P(x, y,z)dydx, J. J. Q(x, y,z)dzdy, J.J. R(x, y,z)dxdz
(s) (s)

()

MHTErpajuiap MaBxya Oyica, y xonaa

J. J.P(x, y,z)dydx, J. J. Q(x, y,z)dzdy, J.J. R(x, y,z)dxdz
(s) (s) (s)

WUFUHAM UKKWHYU TYp CUPT UHTETpaJIap YMyMUN KYpUHUIIM 1€0 aTanaau Ba y
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J. J.P(x, y,z)dydx, J. J. Q(x, y,z)dzdy, J.J. R(x, y,z)dxdz
(s) (s)

()

kabu OenrunaHanm. Jlemak,

J. J.P(x,y,z)dydx J. J. O(x,,z)dzdy J.J. R(x,y,z)dxdz =

(s) (s) (s)

= J. J.P(x,y,z)dydx + J. J. Q(x,y,z)dzdy + J.J. R(x,y,z)dxdz.
(s) (s) (s)

19.7. UKKkMHYM Typ CHPT HHTErPAJIMHN MKKH KapPaJid MHTErpaJj

épaamuaa xucoodJam
R’ dazonma (S) cupt z = z(x,y) Tenrmamacu Gunan Gepunran 616,
z=z(x, y) gyHKkuus yerapananran émuk (D) coxana ysmykems z, (x,y) Ba
z’y (x, y) XyCycHil Xxocunanapra sra OYiICcHH.
19.2 — Teopema. Arap f (x, y,z) byHKIMISA (S ) cupTaa y3iIykcus 0yica, y

xonja 0y GyHKIUsAAaH (S ) cUpT OYyiiNya OJIMHIaH UKKUHYM TYp CUPT UHTErpan

MaBXyJ Oyiaau Ba y

[ Ceys2)axdy = [ [ f(x,2,2(x, y)dxdy (19.3)
5 (0]

dbopmyna OunaH xucoOJIaHaIu.

19.3 — macaaa. Kyitugaru J:” xdydz + dxdz + xz*dxdy 2- Typ CHUPT
(s)

MHTErpajJMHU CHUPTHUHI KypcaTWiraH TOMOHM O¥iinuya XxucoOmanr, OyHaa
(S):x* +y*+2? =1 chepa OUPHHYM OKTAHTIArd KUCMUHUHT IOKOPH TOMOHH.

Eunwymmmm. Bepunran (S) cupTHUHT Oyz, Oxz, Oxy TEKHCIUKIApAATH
MPOEKIMACKHHHN, Moc pasuina, (D), (Dy) Ba (D.) xabu Genrmnab, Gepuiran
J UHTETpangHu y4ra:

Jq zjjxdydz, Jy = ”dxdz, J3 zjszzdxdy .
(s) (s) (s)

WHTEerpajiap WUFUHIUCY  IIAKiIWAa — TacBUpiaimus.J,  HHTerpaiaa
P=x,0=R=0; J, MHTErpalia O0=1,P=R=0;J, na Jca,

P=0=0, R=xz". Xap 6up unrerpan yuyn (19.3) popmynanu KymiaiMus:
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J| = ”ﬁl—yz—zzdydz, Jy = ”dxdz, Jy = ”x(l—xz—y2 xdy.
(D) (o,) (p.)

(Dx ), (Dy) Ba (D) COXaJIap MOC KOOpAHMHATAJIAP TEKUCIUKIAPUAA JKONIAIIraH
panuycu 1 ra TeHr OynaraH JOMpaHUHI TYpTAaH Oup Kucmura TeHr. LIyHuHr

T
yuyH J, =1 J, Ba J, uWHTerpajuapaa Kyr0 KOOpAMHATajlap CUCTEMacura

yT10, Xrcobna 6axapamus:

Jy = ”wll—yz—zzdydz: ”’\/1—,02 -pdpdq):—%
(D) (Dx)

1/2

do[(i-p?) d(l—pz):%.

O =0 | N
S —_— —

1

T
2 1 T 3 5
J3 Idcofpcosco(l p )odp sin g ; (3 5) =
0 0 0
T 7w 2 St 2
eMakK, J=J, +J,+Jy=—+—+—=—"F+—.
A 1727376 4 15 12 15

19.8. BupuHYM TYp CHPT MHTErpaJId OMJIAH MKKHUHYHU TYpP CHPT

HHTErpajy opacuaaru 0OrJaHuIl
(S ) CUpPT Ba YyHIa Oepwiran f (x, y,z), P(x, y,z), Q(x, y,z), R(x, y,z)
GyHKIUSAIAp TETUIUIM MapTIapHU KaHOATJIAHTUpPraHjaa Kyhujaard OMpUHYMA Ba

UKKUHYM Typ CHPT MHTETpa/Ulapu opacujard OOFJIaHWIIHU  OepyBUH
dbopmynanap

”f(x,y,z)dydz = ”f(x,y,z)cosa ds,

(s) (s)

”f(X,y,Z)dzdx = ”f(x,y,z)cosﬂdS,
(s) (s)

”f(x,y,z)dxdy = ”f(x,y,z)cos;/dS,
(s) (s)

YMYMHUM X0J111a

j deydz+ j deza’x+ ”Rdxdy:”(Pcosa +Qcosﬁ+Rcosy)dS
(s) (s) (s) (s)

Ypuniu 0Ynaam.
Arap (S) cupr TenrnamMacu yMymuil X0n1a mapamMeTpHK IAKIa, ShbHH
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x=x(u,v), y=yu,v), z=zu,v) ((u,v)e(A))
o6epunrad (19) cupt unrerpanu ymoy

[ [Pdydz+ [ [Qdzdx + [[Rdxdy = [[(AP + BO + CR)dudy
(s) (s) (s) (3]

dbopmyna EépaaMmuaa oMl UKKU Kappajid MHTErpajra KeNTUPUIUAn, OyHa

A A
cosq = , Cos B = ,
A% + B+ C? + A% + B+ C?
A

. dS =+ A% + B + C?dudy

cosy =

+/A> + B> +C?
19.9. Crokc Ba Octporpaackuii popmyianapu

19.9.1.Ctokc ¢opmyaacu. (S) - coJa CWUIMK CHPT Y3UHUHT
napavetpik  x = x(u,v), v = w(uv), z=2(x,v), (u,v) e (A)renrnavacn  Grran
6epunran 6ymu6, y (K) - conna (K ) umsuk Guman werapananrad 6yiacun. (A)
coxa aca (L) umsuk Gwiam uyerapananra 6yncuH. (S) CHPTHHHT aHMK GUp

TOMOHMHH 6CHFHHaﬁMH3, SAbHU (S ) HH OpeHTaHHHHaﬁMHS.

Yoy
~lAPa’x+qa’y+Ra’Z= j j o9 _opP xdy +
ox Oy
0 ©) (19.4)
+ oR _0Q dzdy + +(8—P — a—Rja’zalx
oy Oz 0z Ox

dbopmynara sra 6ynamus. by popmynara Crokc dhopmynacu aeiunaau. Jemk,
dbopmynacu cUpT WHTErpaidu OujiaH, YHUHI 4Yerapacu Oyiuya OJMHTaH 3rpu
YU3UKJIW HWHTErpajl opacujpard OofnaHum wudona kwiap 5kaH. CTOKC
dbopmynacuian Xycycuil xosjaa (S ) cupt cudpatuga XOY TeKUCIUKIAru (D)
coxa onuHca, z=0neium bunan I'pun Qopmynacu kenub uuxaau. (19.4)
GbopMyTaHUHT YHUHT TOMOHHUAArd WKKHHYM TYp CHUPT MHTETPAIMHU OMPUHYH

TYp CUPT UHTETpajura aijaHTUpCcak, HaTvxaaa
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oP
Ide+qdy+Rdz—j j (a—gjcosy+

+ 9R _ 90 cosa+(a—P—a—chosﬂ]ds
oy Oz oz Ox

(19.5)

dbopmynanu xocui Kunamus. by popmynara xam Ctoke hopmynacu neitnnaim.
19.4- macana. Crokc dopmynacuaan Qoiinananud, KyWuaaru srpu

YU3UKJIN UHTCTPAJITHA X,I/ICO6JIaHF§

§(y2 —zz)dx+(z2 —xz)dy+(x2 —yz)dz,

(X)
OyHJa (K ): x* + y* + z =3 mapabonous OunaH x + y + z = 2 TEeKHCIUKHUHT
KECHILIUIIY HaTHXKAacKula XOCHIT OYnraH €nuK YM3uK (MycOaT MyHaIUIIN).
Eunnaumm. bepunran unterpaniau Ctokc ¢popmynacuian goitgaianuod
eyamus: Oepuirad uarerpanga P=y’ —z>,0=z" —x*,R=x" — y* 6yau0,

oR 80 oP oR 60 0P

———==-2 ———=-2 ———=-2 )
oy Oz (Z+y)’ 0z Ox (X+Z)’ ox Oy (y+x)

(19.5) Croxc popmynacura acocaH, S’bHU

J= —2”(2 + y)dydz + (x + z)dzdx + (x + y)dxdy =

= —2”[(2 + y)cosa - +(x + z)cos B + (x + y)cos y1ds,
(s)

OyHaa cosa =cosﬂ=cosy=%.
Jz—ijx+y+zdS—— ”ds

(S) cupTaa z=2—x—y Oynranu yayH ds =./1+ z'i +z'; dxdy = \/dedy.

Hemak, J = -8 I j dxdy, 6ynna (D)—(S ) cupTHUHT  x(Oy TEKUCIUKIArU
(D)

IPOEKLUSACH.
x’+y'+z=3 ( 1)2 ( 1)2 3
, CUCTeMaJlaH | Xx—— | +| ¥y —— | =— HU TOIaMu3.
X+y+z=2 2 2 2
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Mynnait kunuo, (S ) CUPTHUHT x(Oy TEKUCIUKIATH MPOEKUUACH OYIraH

3 o
(D)coxa - paanycu \/; ra TCHI 6ynraH JAoHpaaaH I/I60paT JKaH.

3
Hemaxk, ||dxdy==n, J=-12x.
fet=3

19.9.2.0ctporpaackuii  ¢opmyaacn. R’ ¢dasogaH  10KOpHIaH
z=2,(x,y) Tenrnama Gunan Gepunran (S,) cupr Gunan, Kyliunaru z = z,(x, y)
TeHrjaama OwiaH OepuiraH, (Sl) cupT OusaH, €H TOMOHJIaH dca sicopunnap OZ
ykura mapanen Gynrad wunmeapuk (S;) cupt Guman werapananrad (V) coxa
Oepwiran OYJICHH. (V) coxaja R(x, y,z) byHKIMs OepwiiraH Ba Y3JIyKCHU3,

. OR y
Y3IIYKCHU3 XyCYCUH > xocuiara sra 6yicus. [y maprnapaa
Z

OR
J. (‘,[) J. % dxdydz = (_!)J. Rdxdy

dbopmyna ypunnu O6ynaau, OyHnaa (S),(V) KUCMHU yerapajaHoBuu cupT (26)
HUHT YHT TOMOH/Iard MHTETPaJl CAPTHUHT TallIKi TOMOHH OYyirya OJTMHTaH.
Yoy

oP . 00

dvdydz (19.6
ox oy &jxyz( )

”dedz+dedx+Rdxdy III(
(s)

by dopmymnara Octporpanckuit dopmynacu ned aramagu. (19.6) HUHT yam
TOMOHHMJIaTd UKKUHYM TYpP CUPT MHTCTPAIIMHA OUPUHYH TYP CHPT MHTETpaura

allmaHTHUpCcak, y Xonjaa

“.[Pcosoc+Qcosﬁ+Rcos7/]ds—J.J.J.(Z—I; Z—f+g—§]dxdydz

xocusl Kuiamu3. by dopmynara xam Ocmpoepaockuii popmynacu nevivnanm,

Oynna a,f ,;/(S) CUPT TalllKi HOPMAJTHUHT KOOpJMHATA YKJIapu OWJIaH TallIKWII

KWIraH Oypuakyiapu.
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Mynnait kunubd Octporpaackuii popmyrnacu (V) coxa Oyin4da OJIMHTaH
yd4 Kappajau HHTerpail OwuiiaH (V) HUHT CUPTH OVHWYa OJIMHTaH CHUPT

WHTETpaJIk Opacujard OOFJIaHUIIHUA U(oaa KUap dKaH.
19.5- wmacana. Octporpajnckuii Qpopmynacugan ¢oitgananud cupT

MHTErpajJIuHu XUCOOIaHT:

”xzdydz + y*dzdx + 2> dxdy,
(s)

6yrna (S):(x - a)2 +(y - b)2 +(z- 0)2 = R* cepaHUHT TAIIKU TOMOHH.

Eunanmu. bepuniran 2-typ cupT UHTErpaiuHu yuoy

ﬁPa’ydz + Qdzdx + Rdxdy = j J. J (a—P + o9 + a—Rja’xa’ya’z
(s) ) ox ox 0z

Octporpaackuii hopmynacu €paamuaa eqamus: P = x? ,0= y2 ,R=z27,

()={x.r2)e R :(x—a) +(y-bf +(z—cf <R*}.
OCTpOFpaJICKI/Iﬁ TeOpeMaCI/IHI/IHF XaMMa I_HapTJIapI/I 6a>KapI/IJ]aI[I/I.

ﬁxzdydz + y2dzdx + z*dxdy = 2J‘J.'|'(x +y+ z)dxdydz.
(s) )

KeitnHru y4 kappaiu HHTETpaJIHU XUCOOJIAIl yU4yH CPEepUK
KOOpJMHATaIap CUCTEMAaCHTra yTaMu3:

x=a+ pcosepsinf, y=b+ psingpsinf, z=c+ pcoso,
0<p<27m, 0<0<7,0<p<R.bByarmvamtupuuia skobuas J = p°sinf Ba

ﬁxzdydz + y2dzdx + z* dxdy = 2J‘J._|'(x +y+ z)dxdydz =
(s) )

2 T R
=2 Idgojd@jpz sin@[a+b+c+p(cosgosin9+singosin9+cos9)]dp =
0 0 0

=§7r(a +b+c)R’.

s

Y3-y3UHM TEKIIHPUII CABOJLIIAPHU
1. CupTHUHT OepUIUII yCYIUTapH.

2. CWJUTMK CUPT TYIIYHYACH.
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3. CUPTHUHT 103U TYIIYHYACH.

4. bBupuHuu Typ CUPT UHTETPATMHUHT Tabpudu ([2], 364-365 Oetnap;).

5. bupuHYM Typ CUPT UHTErPATMHUHT MaBxXyaauk mwaptu ([2], 365-369
oetap;).

6. bupuHYM Typ CUPT UHTETPATTMHUHT XOCCATAPH.

7. Bupunuu Typ cupT uHTerpaninHu xucoobmnai ([2], 369-370 6etnap;).

8. bupuHYu Typ CUPT UHTErPAIMHUHT TaJAOUKIApHU: a) CAPTHUHT 103H; 0)
CUPTHUHT Maccacy; B) CHPTHUHI OFUPJIMK MapKAa3WHU TOIMIILL; T') CAPTHUHT

0x,0y,0z xkoopauHaTanap yYKjaapura HucoaTaH HHEPIUS MOMEHTIapH.

9. bup TOMOHJIM Ba UKKM TOMOHJIM CUPTIAp TYIIYHYACH.

10. UkkuH4M Typ cUpT UHTErpadHuHT Tabpudu ([2], 372-374 6etnap;).

11. VIKKk¥HYHY Typ CUPT UHTETPAIMHUHT MaBxXyuK 1maptu ([2], 374-376
oetap;).

12. IkkuHYM Typ CUPT UHTETPATIMHUHT XOCCalapH.

13. bupurHuM Ba UKKUHYHU Typ CUPT UHTETpaAILIapU Opacuaaru OOFJaHuII
([2], 377 6eT;).

14. VIkkuHYM Typ CUPT UHTETpaIMHUHT Xucobmnal ([2], 376-377 6etnap;).

19. Crokc dopmynacu ([2], 378-380 Getnap;).

16. Octporpazackuii hopmynacu ([2], 380-382 6etnap;).
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20 —mabpy3a.
MAMJIOHJIAP HABAPHUSICH
Pexa:

20.1. Cxaysp Ba BEKTOp MaiiI0H.

20.2. HMymanum 6yitnua XocuiIa Ba CKais MailOHN IPpaIdeHTH.

20.3. BexTop yu3uKIapu Ba BEKTOP TpyOKacH.

20.4. IloreHanb MaligoOH.

20.5. Cuptoad yTyBUM BEKTOpP MalOH OKUMH. BEKTOp MalIOHHUHT
nuBepreHuuscu. CoeHOUAa b MaiioH.

20.6. Bextop MalIOHHUHI UUPKYJSIUUACUH. BEKTOp MalIOHHUHT
pOTOpH.

20.7. Wxxunum Taptubdau nuddepeHnnan amauiap.

Tasnu uéopanap. Cxansip Ba BEKTOp MaiifloH, iyHanum O0yiinya xocuia,
IrPayeHT, BEKTOpP YU3UKIAp, IIOTEHaJIb MAaWJOH, OKUM, JIHUBEPrEHLHS,
Conenougans MaloOH, IUPKYISALUS, POTOP, UKKUHYU TapTUOIM nuddepeHiman
amaiiap.

20.1. Cxaasip Ba BEeKTOp MaiiJI0H

20.1- Tappud. E COXaHUHT UXTHEPUI V(M ) HyKTacura 6upop KOHYH
oyitnua U (M ) COH KaTTaJuK MOC Kyiumiran Oyica, y xonaa Oy coxana cxausap
MauiooH bepunear NeUIaIN.

Ckanssp wmaiioHHuHr Oepwiumu, U (M ) cKajmsip  (DYHKUMSIHUHT
OepuUIUIINTra SKBUBAJICHT.

U (M ) CKaJsip MailioHHUHT Oupop JlekapT KoopauHaTanzap cucTeMacuia
oepumummmn U (x, y,z) GyHKUMAHUHT OepuiMiinra SKBuUBajeHT. buz Oy
byHKUMAHM OyHIAH KeMHH Yy3JyKCH3 Ba Y3JIYKCU3 XYCYCHH XOcujanapra ira
ne6 dhapas KumaMus.

Ckansip maigoHHuHr mucoiu cudaruga: 1) Kuzaupuiaran »XUCMHUHT
WYKapUCcHaaru Temmneparypaiap maitnonu; 2) [lorenmuan sHneprusiiap MaioHH
Ba X.K. JJApHU KypCaTUII MyMKHH.

Arap ckamip U (M ) byHkIMs ¢ Bakrra OOFIMK OYica, MalI0H

cTaloHap OyaMaran MaijoH AeHuIaan.
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20.2— tabpud. E coxaHuHr xap 6up M HyKkracura Oupop ;1(M ) BEKTOP
MoOC Kyhunran Oyica, y xonaa E coxana eexmop maiidon oepuneau oeuunaou
(6exmop hyukyus bepunean oetiunaou).

BekTtop MallOHHUHT  OGepHUIIMIN Ei(M ) BEKTOp  (PYHKIIUSHUHT

OepuuIINra SKBUBAJICHT OYIaiu.

Arap ¢azona ;i(M )BCKTpOJII/I MaifioH Gepuiran 6ynu6, 0y epaa Jlekapr

KOOpJMHATaNap CUCTeMacHu YypHatuiran Oyica, y Xosna Z(M ) BekTop N
byHKIMISA

IZI(M) = P(x,y,z)f + Q(x,y,z)]' + R(x,y,z)/g
makJjjga TacBupiaHaau. busz Oynaan keiinH P;Q;R GyHKIUSAIApHU Y3JIYKCHU3

Ba y3JIyKCU3 XyCYCHI Xocuianapra sra 1e6 ¢apas KujiaMus.
20.2. Uynanu 0yiin4a X0CHJia Ba CKAJISAP MAWJI0H IPaiueHTH

bupop E coxama U (M ) CKaJAp MaijoH Oepwiran Oyncun. Ckamsp
MaiionaH Oapua Oup—Oupura ssikud M, Ba M HyKTalapHH OJlaMHU3 Ba

uM)-UM,)
h

ubonanm  Ty3amu3, OyHma h= ‘M oM ‘ U (M ) CKajsip MaijoHna Oupop
€ yHanum Oepwirad OyiacuH. M M YM3UKHUHT HYHAIUIIN € HUHT HYHAIUIIN

OWJiaH MOC TYIICHH.

20.3— Tabpud. Arap lim U(M ) - U(M 0)

JIMMHT MaBXKyJ OYyica, O
M—M, h ya Ry Y

aumutra U (M ) cKaJsp MaigoHHWUHT M, HyKrajgaru é upnanuw 6lhiuua

u(M)

Oe

Xocunacu Aevniiaay Ba y KkaOu GenrunaHau.
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oU(M)

e

xocuna U (M ) CKaJsip MaWJOHHMHI € WyHanmum Oyiinua

. . U
y3rapuill Te3IUTruHU udoaanaau. Ze XOCWJIaHW XucoOnam ydyH J[lexapT
e

KOOp/IMHATa CHCcTeMacHuu ofamms. Y xonma U(M) ckansp maitnon U(x,y,z)
maknuaa udona KunmHanu. M Ba M|, HyKTaJapHUHI KOOpPIHMHATAlapd MOC
paBuIIIa M, (xo ,Y0.20 ), M(x,y,z) OyncuH. vy xoJsja
MM ={x—x,,y — V4,2 — 2, },& = {cosa,cos B,cosy} Oupmuk BekTOpH. VY
XoJja M(x,,z) HYKTaHWHT KOOpJHMHATAJIapy
x=x,+hcosa,y=y,+hcosfB,z=z,+ hcosy kabu Oynaau.
U(x=x,+hcosa,y =y, +cosB,z=z, + hcosy)
CKaJIsip MalJIOHUHT € yHamum OYinda Xocuiacu

8U(M): oy cosa +8—Ucosﬁ+a—Ucosy (20.1)
Oe ox oy 0z

dhopmyina OunaH TONUIIAIH.
U (x, y,z) CKalslp MaiioH  Oepwiran Oynacun. U (x, y,z) byHKIUA
Y3JIYKCHU3 Ba Y3JYKCU3 XyCYCH Xocuiianapra sra 1e0 ¢apa3 Kuiamus.

oU oU oU
ox oy’ oz

20.4— rabpud. KomnaneHtiapu { } Oynran BekTopiapra

U (M ) CKaJsp ManJI0H epadueHmu JIevunnaau Ba y

gradUzan+ 8UJ~,+8U]€
ox oy 0z

kabu OenruiaaHamgu.
(20.1) TeHrnMUKHUHT YHr TOMOHM gradU Ba € BEKTOPHUHI CKaJsip

KynaiTMacuHu udoganaiiam, spbHA

a—U:(graa’U,é)
Oe

Ckanap matioon epaduenmu Kyuuoazu xoccaiapea 32a:

0 o v V) o
1. 'paguenT cupTra yTkazuiaran HopMa OViinua WyHaiarad 6ynaau
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0 - AT d hdhd
2". Arap é HuHr uyHamumu gradU HUHT WYHaIuImm OWJIaH MOC TyIICa,

oU

Ge HyHanmum OYyilMdya Xocwia Y3WHUHT DHI KaTa KUWMartura spuIlaju.
e

fakukaTtan xam gradU Ounan é HuHr opacunaru Lo =0 6ynaau, cose =1

aa—U = (gradU,é) = ‘gradU‘ : ‘é‘ - COSQ,

e

bynnaun maxé—U = ‘ gradU ‘ = (a—sz + (a—sz + (a—sz olnamu.
Oe ox 0z 0z

. . oU
3°. Konmran xamma iiyHamuumiap Gyitnda Ze udona HommaH Gdapkiau
e

KUiiMaT KaOyJl Kujaaau, Ba y abCOMOT KuiiMatu Oyiinda ‘ gradU ‘ JlaH OLIMAaM/IH,

ABHUN

o _
Oe

['paguentHunr Ttabpudunan doigananud, KyWugard TEHIJIMKIAPHU

‘gradUHcos qo‘ < ‘gradU‘

UCcOOTIIaII KUHMH AMac:

1) grad(U + C) = gradU(C = const),
2)grad(CU) =CgradU,

3)grad (U + V) =gradU + gradV
4)grad (U , V) =UgradV +VgradU

S)gradf(U) = f'(U)gradU
20.1- MHCOT. u=4x"+y’+z° cKalAp MallJIOHHUHT P](— 2;3;6) HYKTaJaru

- > >
e = BP,, e iiynanum O0yiinda XOCWIaCUHU TONHUHT, OyHnaa P, (—1;1;4).

- -
Euynwimmmu. bepwiran u — ckanap MaIoHHUHr P Hykramaru e = B P,

nyHanum 6yiinua xocwnacuuu, (20.1) ¢opmyrna opkanu XucoOaanMus:
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ou(P,) X 2 ou(R) y ‘ 3

ox 7 oy T
y \/x2+y2+22 4 \/x2+y2+22

R

A

ou(R) _ z _6
oz _\/ A
X yizt|
N -

P, P,—BexTop iyHanumm Oyiinua HyHanran e’ OUPIUK BEKTOP

-~ PP (1 -2 2 1 2 2
e’ =—12 :(‘;—;——]’ OyHna cosa=—, cosff=——,cosy=——.
pp| 37373 3 3 3
1% 2

(20.1) popmymnara acocas,
M(z}zz(z)
82 7)3 70 3

20.2- MHCOA. u=+/x"+y’+z° cKaugp MalJOHHUHT P1(_ 2;3;6)

HYKTaJgaru rpaiuCHTUHN TOIINHI .

Eunimmm. bepunran u ckansgp MalJIOHHUHD P1(_ 2;3;6) HYKTaJaru

IpaueHT ymoy

eradu(p) = 21B) 7, 0ulR) oulB)

ox oy dz
dbopmyna 6Vitnya xucobnanaau. Pasmanku,

6
ox 7 1 & 71

Jlemaxk,

gradu([f’l)z—%i+;]+;k.

20.3- Mucoad. u=+/x’+y’ +z’ ckanap Maiimomnuur P (—2:3;6) Ba
P,(~ 1;1;4) HykTanapiaru rpaaueHTIApH OPACHIATH GypUYAKHH TOIHHT .

Eunnumm. gradu(Pl) Ba gradu(Pz) Jap opacujaru Oypuak ymoy

_ (gradu(P,), gradu(P,))
| gradu(P, l - | gradu(P, )|

cosQ

(20.2)
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dbopmyna Oyitnya XxpcoOaaHaIu:

CKaJIHp MaﬁHOHHHHF P » HYKTaiaru rpaiIuCHTHHU TOIIaMU3!:

X

-

j+

I+ y
2 2 2
\ \/x +y +z

grad (P2

)=
\/x2+y2+zz

b

z > 1= 4

1 -
k= i+ +
32 2 3

k.

+
\/x2+y2+zz

b

Ounu (20.2) dopmynara acocas,

2 3 24
COSqD:zl\/E 2142 2142 _ 29
11 2112
éku
29
@ = arccos ~ arccos 0,9764 .
212

20.3. BekTOop YM3HMKJIApH Ba BEKTOP TpyOKacu

E coxana ;1(M ) BEKTOP MaiJIOH aHUKJIaHTaH OYJICHH.

20.5—- tabpud. Arap £ na érran (K) YU3UKHUHT Xap Oup HyKTacujaaru
YPUHMAHUHI WYHAIIUILIN, 11y HYKTaJ1a A BEKTOPHUHI WYHAJIMUIIUIA MOC TYIIICA,
y XoJiaa (K) YU3UKKA 6eKMOp Yusueu JeUnIanm.

Arap BeKTOp MaliioH A4 = Pi +Qj + Rk KypuHuIIAa OYica, y X0naa BEKTOp

& &y _d&

YU3UFUHUHT  TEHIVIAMAacCH P 0 R makiaga Oymanu. byHm

(4 (x’y’z):cl

HNKKH HapaMeTpJII/I BeKTOp
¢2(x,y,z): &)

muddepeHnmamiam HaTUuXKacuaa {

Ju3MuKIap Xocwi Oymamu. E coxanma (S ) cupT Oepwiran OyicuH, Oy cupTiaa

—

A(M ) maiinon 6epuiran.

20.5- taspud. Arap (S ) CUPTHHUHT Xap OUp HyKTacura YyTKazujraH

HOpMAJL, LTy HYKTajard A BeKTOpra oprarasai oyica, y Xolia }i(M ) BEKTOPJIH

MaiJIOH 6exkmop mpyoka Aernnunaiu.
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Jlemak, BEeKTOpJIM TpyOKa, CUPTHUHI OUp KHMCMH OYiIu0, y OYTyH BEKTOp
YU3UKJIApAaH TalIKWI TonraH Oymanu. By YM3MKIApHUHT XaMmacu BEKTOP
TpYOKaHMHT nYuAa KU TallKapUCHIA XKoinamrad 0ynaan.

20.4-mucoa. a) u(x, y)=xy CKAJIAp MAaWJOHHUHI CaTX YU3UFUHU

AHUKJIAHT,

b) u(x,y,z)=y/R —x*—y* -z’ cKansAp  MAWHIOHHMHI  CaTX  CHPTHHH

aHWKJIAHT,
- - = - - - - - - - o
ca=[r,c], | r=xi+yj+zk,c=c i+c, j+c;k |BEKTOPJIHU MauJOHHUHT

BEKTOP YM3UFHHHU aHUKJIaHT.
Eunimmn. o) Carx unsury Kylingaru tearinama opllany anuknananu:
Xy =c, OyHaa ¢ = const
Jlemak, OepuiraH CKajsip MalJIOHHUHT CaTX YU3HUKJIApU THIIEPOOIOUIIAp

ownacuaad uoopar (20.1-au3ma).

y y N
Xy=c¢ Xy=C
(c<0) (c>0)
P X
Xy=c¢ Xy=c¢
(c>0) (c<0)
20.1-yn3ma

Arap ¢=0 6ynca, xy=08€ku x=0, y=0
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b) bepwiran ckaisgp MalJJOHHUHT caTX CUPTH KyHHUaaru TeHriaManapaaH

AHUKJIaHaau:

\/Rz—xz—yz—z2 =c éku x’+y’+z° =R’ -c’.

Xycycuit xonma, ¢=0 nma x> +y’+z’=R> cdepa, c=R Oyiranma dca

x’+y*+z>=0. By xomga cdepa HyKTara ainaHaau, SbHM KOODJAMHATA

OomaKn udoaaIanIm.
-
c) bepuiran a— BEKTOPJIM MallJOHHUHT BEKTOP YU3HFU YIIOY

dx dy — dz

a(x,y,z) a, (x,y,z) a.(x,y,2)

OpMyJia OpKaJIM aHUKJIaHaau. PaBmaHky,
pMyla Op

=~

=4

-

z|=(cy —bz)?+ (az—cx) j+(bx— ay)z, OyH1a

a=[r,c]l=xy
ab c

a,(x,3,2)=(cy=bz), a,(xpz)=(az-cx),  a.(xy,2)=(bx-ay)

By xonna a-BekTopiu MailIOHHUHT AuddepeHuan TeHriaMmacu, yuoy

ddx  dy  dz
cy—bz az—cx bx—cy

KypuHHMIIra sra Oymanu. bupvHUM KacpHMHI CypaT Ba MaxpaXMHU X Ta,

MKKUHYM KacpHU y ra, YUYMHYM KacpHM 3ca z ra kynautupuO, xaama—xan

KyIamMu3, Xamja npornopuusijap Xxoccacura acocaH, Kyiluaarura sra 6ynamMus:

dx dy dz  xdx+ ydy+zdz
0

cy—bz_az—cx_bx—ay

Mynnait kunuo,

xdx + ydy + zdz =0 ékn d(x2+y2+zz):0, X +yrezi=C’

Xyanu myHaal, OUpUHYN KaCPHUHT CypaT Ba MAaXpakKUHU a Ta, UKKUHYUHU b

ra, yYMHYMHHU cTra KynautupuO, CYHIpa XxaaMa — XaJ Ky HaTHUKacuaa,
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dx dy dz  adx+bdy+cdz

cy—bz:az—cx:bx—ay_ 0

sra Oynamu3. bynnan
adx +bdy +cdz =0 ek ax+by +cz=C,
Mynnait Kuaub, BEKTOPJIU MaI0H BEKTOpP YM3UFU TEHIJIaMacu KyWujaaru
KYpHUHUIITa KEJIAu:
{xz +y*+22=¢2 (¢, 20),
ax+by+cz=0C,.

-

. 2, .2, .2 2
Jlemak, a- BEKTOPJIM MaWIOHHMHI BEKTOp 4u3WFu X + )" +z° =C,

-

chepa OmnmaH ¢  BEKTOpra MpHEHAMKYIs OyaraH ax+by+cz=C,

TEKUCITMKHUHT KeCUIIUIINIAaH XOCUI Oyaran aitiananu udomanap skaH.

20.4. IToreHunaab MaiI0OH
U (M ) cKajsip Maiinon Oepunran OyicuH. By MaiinoHHuUHT Xap Oup
M nykracura gradU =A BEKTOp MocC Kyhwiran OyncuH. Hartmkana BekTop
MaiJIOHHUHT — TPAIUCHTIIap MaIOHU XOCHIT OYaau.
20.6 — Tabpu¢ Arap ;1(M ) BEKTOp MaHJOHHM  OUpOp CKaJsp
Maii[OHHHT TpagHeHTH SbHH A = gradU MmaKiuaa TacBUpIAIl MyMKUH 6¥71ca, y
nomeHYyuan Maroox eNnnaan.

—

Kanpnait maprnapn Oaxapuwiranga A BEKTOp MaWAOH — MOTEHIUAN

Maiigonu 0ynanu? By caBonra xaBo0 Oepulll yuyH KyWHJaruHu 3cliaiMu3, SibHU
Pdx + Qdy + Rdz

udona oupop Oup Kuiimatnmum U (x, y,z) GYHKUMSIHUHT — TYJUK

muddepenunanuyu udoaanamy yuyH

oP 30 90 OR OR 0P

8y_ ox’ o0z Oy ox oz
HIAPTJIAPHUHT OQKaPHIIUIIIN 3apyp Ba €Tapiu.

Arap Pdx + Qdy + Rdz =dU 6¥yinca, y xonna
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oU . oU | 8U

P=—0=—,R=—

ox © oy 0z

~ oU oU oU

A=(P,O,R)= — :
(P.OR)=Co o)

Jemak, (A) HIAPTHUHT OaKapuiauiiun A BEKTOp MaillJIOHHUHT MOTEHIIHMAJ

MaifJIoH OYJIMIIM YUyH 3apyp Ba eTapiu Oyiap dKkaH.

20.5. CuprtaaH yTyBYH BEeKTOP Mail1oH OKUMHU. BekTop MaiiaoH

nuBepresuusicu. CoJjieHOHIAJIb MAH/I0H
;1(M ) BEKTOPJIM MaiiJIOH Oepuiran OYIJICUH, SbHU P(x, y,z), Q(x, y,z) Ba
R(x, y,z) byukuusanap 6epunrad. (S) CUPTHHU OJamMu3 Ba YHUHT TOMOHHUHU

OenrmnaiiMus, SbHU YHU OpeHTpiaiiMu3. by cupTtra yTkaszuwiaran 7i HOpMaJHUHT

MYHANTUPYBUM KOCHHYCIAPMHHM MOC paBuinga cosc, cos3,cosy oplamm

GenruaiiMus; A = {P; 0; R}, n= {cosa, cos f3, cos;/}.
20.7 — mavpugh. Y1iby

”(Pcosa + Qcos [ + Rcos;/)dS
(s)

CUPT HHTCTpPAJInra,

(20.3)

(S) cuptHuUHTr OenrunaHraH TOMOHMJIAH YTraH BEKTOP

OKUMU JEHUNAIN.

(20.3) Hu Ky¥maaruya xaMm €3uin MyMKHUH
[ (.7 )as
(s)
(S) cupt 6wian derapananran (V')xucm Oepwiran OViacuH. 7 dca (S)cuprtra

yr3uiaran Hopman Oyiacud. P=A4,,0=4,,R= A, ned Oenrunainux. V xonua

["aycc-OcTporpanckuii popMynacura acocas,

j j(;l,ﬁ)a’S = ”(Ax cosa + A, cosff + 4, cos;/)a’S =
(s) (s)

_ 04, 0OA, 04,
_j(j)j( P, + o + . )dV

Oynanu.
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0A. 0A, 04 -~ .
20.8- Tabpud.Ymoy — + +—= wudonara A BEKTOp MaWJOHHUHT
ox oy Oz
-~ 04 04 A
ousepeenyuscu aennnaau Bay divA = A, +—>+ A, Kabu OenruinaHaIy.
ox Oy Oz

[Mynnai kb, Octporpaackui popMynacunm, KuckKaya,
[[(Aii)as = [[divdav
(s) )

klpupnmpga émm  MymxkuH okaH.  JluBepreHUMsHMHr Oy  Tabpudu
KOOpJMHATalap CUCTEMACHHM TaHjalra OOFIUK. by KaMUYWIMKAaH KyTYJIUII
y4yH YHUHT KOOpJMHATa  cHucTeMacura Moc Oynran TtabpuduHu Oepull
MYMKUH.

M HyKTaHu OUpOp KHYHK (V) KUCM Owmnan Yypaiimus. By KUCMHUHT
cupturn (S) Guman GenrmaiMus.

20.9 — Tabpud. Arap
[flanks
lim )

VoM V

—

JUMUT MaBxyJ Oyica, Oy TUMUTHH A BEKTOPJIM MalJIOHHMHT M HyKTajgaru
ousepeeHyuscy NeHUIaaIn.
BekTopnau MalIoH OKUMU KyWHaru xoccajaapra ara:
10 [ (Ai)s =— [[(4s
(s) (s-)
2° Arap (S) cupr (S,).(S,),.....(S,) cwinmk cupriap HurMHIECHIAH

nbopar Oyica, y xouaa

0= [[(4,7s
k=1(5;)
30 div(}i + B)z divA + divB
4° div((p?l)z odiv A+ (gradqo, ;1)
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20.10 — Tabpud. Arap BEKTOpJIM MaWJIOHHHUHI JUBEPTE€HLMSICU HOJITa

TeHr, sSbHU divA=0 O0yica, y XoiJa BEKTOp MailoHra co/leHoudas
(mpybKacumon) mMati0oH NeUUIIau.
BekTop MaiioH coJieHOWJAdh MaWIOH OYJIWIIM ydyH IKUCMHHUHT

CUPTHUOAAH S’/TaéTraH BCKTOP OKMMM HOJITA TCHI' 65'7.]]]_1_[1/1 KCpakK, AbHU
1= [[(4,)s =0
(5)

(S,) Ba (S,) cuptmap Bunan uerapanaHraH BEKTOPIM TPYOKaHHM
Kapainiuk. TpyOkaHu Y3WHUHT CUPTHU (S3) oyncun. by yuana cupt (S ) CUPTHU
TAIIKWI 3TaJd. Y X0JIa BEKTOPJIA MailJOH OKUMHUHMHT 2-X0ccacura acocaH

[ (iakis= | (ks [ (ks [{(iaks

(s) (81) (82) (83)
by xonna Hopman tamkapura iynanran 0ynanu. LlyHusr yayH

[(4,7i)as =0
(S3)

YYHKH BEKTOpP OKMMM HOpMajra MepreHIuKysap Oynamu. Arap (S1) KecuM/ia
HOPMAJIHUHI  MYHAJIUIINA (Sz) Jard HOPMAQJIHUHI WYHAIMIIM CHUHIapu

Y3rapTHpcak, y XoJiaa IKOpUIard TeHrIaMaias
[ [(Ai)as= [[(di)s
5) (5)

oynanu. [lemak, cojeHouaa b MaWI0HIA BEKTOP MalI0OH OKUMHU TPYOKaHHHT

KYHJIaJlaHT Kecumiiapuaa Oupiauk Oyaap dKaH.

- - - -
20.5-mucon. bepunran a = (2xy + z) i+ (x2 — 2y)j+ xk  BekTOpIH
MaiJIOHHUHT COJICHOMIQJIb MalJOH SMACIUTUHHU KYPCATHHT.

Eunwinmmmu. Tabpudra kypa, BEKTOpAU MaWJI0H COJECHOUAAI

%
MaiJI0OH OYJIUIIM y4yH YHUHT AUBEPIEeHIMSICU Hylra TeHr, sbHU diva =0

OYIUIIM Kepak:
oP 00 N OR

diva=—~+ —=2y-2+0=0.
ox Oy Oz
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I[eMaK, 6epHnraH BCKTOPJIN MaﬁHOH COJICHON aaJI MaiJI0OH AMac dKaH.

- -

20.6— MHCOIL. a =x i +zk BEKTOPIM MAWIOHHHHT (S):z=x>+y?,z=4 CHpPT
Oyiinya BEKTOp OKUMUHU TOTIMHT.

Eunnuuim. (Sl):z =x* + y2 Ba (SZ)ZZ =4 cuptnap Oyinda BEKTOP
OKUMJIAPUHU aJOXUJa XUCOOIaiMU3:

(S1 ) —CHUpPTra YTKa3uiarad HopMaJs BEKTOPJIapHU TOAMU3:

- -

n_()): grad(z X —y) +—2xl—2y]+k

_‘gradz x —y} \/1+4x +4y?

%
(no,zj>900 OYynraHu y4yH WIIHU3 HMIIOPACHMHU « - » KHJIUO oJlaMus,

OyHI1aH
(Z ;()J z—2x* 2x* -z s, = dxdy _ dxdy
11422 + 4y \/1+4x2 + 4> [cosy|  \[1+4x? +4)7
Jlemak,
00 [ s = [ios =) Lo [167 =7
(8 ny) s xiy?<a

KeMMHIM WMHTErpajHu XHUCOONAIl yYyH X = OPCOS(Q,y = PSin¢@ aIMalITUPUIIHU

Oaxxapamus. YHIIa

” (x —y* xdy = Id(PIP -cos2pdp=4- jcos2¢d¢ =0.
x? +y 2<4
Xynau myHaau (Sz) cupT OYiinua BEKTOP OKUMHHHUHT XUCOOIaiMHU3:
7) M _ik ;02 <900:>n_6:;c)
_‘grad z— 4){ 7 ’ ’

Oynranu yayH

(a,nojzk ds, = dxdy = dxdy,
‘cosy‘
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OyHa ‘cos 7/‘ =1.

Mynnait kunuo,

0, = (Z,;‘)stz _ (12| dxay=4[do]pdp=16r.
() (Dyy)|_, 0 0

Hemak, O=0, + O, =167.

- - - -

20.7- macama.  a(M)=xz" i+yx’ j+zy’k  BEKTOpIM MalJOHHHHL
x* + y2 <z, 0<z<I KOHYC €H CUPTHHHMHI TalllKdu TOMOHHU Oyinya yTaérran

0, BCKTOP OKUMHWHU TOIIUHT.

Euniumu. KonycHunr OyTyH cuptu Oyiu4Ya OJMHIaH HMHTETPAIHU J|
OpKaJIi, YHUHT ACOCHHUHI IOKOpPM TOMOHHM O¥iMua OJMHIaH MHTETPATHU
J,0unan OenrwiaiiMu3. Y XojAa KOHYCHMHI €H CUpTH OYiW4Ya OJMHIaH
unterpan J=J,-J,. Oynmamu. J, uHrerpaira l'aycc — Octporpanckuii
dhopmynacuHu KyIanMus:

J, = ﬁxzzdydz + yx’dzdx + zy*dxdy =J‘J.J'(z2 +x* + y? ldxdydz,
(S1) (v)

OyHza (S : ) —KOHYCHUHT TallK{ Tyja CUPTH
By unTerpanuu xucoOnam y4yH IMIMHIPUK KOOPAUHATIAP CUCTEMAacHra

yTaMu3:

x=pcos@p, y=psing, z=1, 0<p<2x, 0<p<z 0<z<1,

Ooyuna [ =p,

1 2w z 3
J, =J'dz J'a’(pj'(z2 +p2)pdp=—7r.
0 0 0 10

OHIIU KOHYCHUHT (Sz) acocu Oyiinya onuHraH J,CUPT MHTErpadd  HU

XUCOOIANMMU3:
J, = ” xz2dydz + yx*dxdz + zy*dxdy = ”yzdxdy =
(SZ) ny

Zfd j 3 .2 (pd 1 Zf[ ) d T
= Sin =— |SIn =—.
) (DOP P 49 pap A
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[ynnai kb, Tanad KWIMHTaH OKUM

O=J=d —Jy=oqg-Z_%
10 4 20
20.8— macana. Z(M) = (x3 +y2)?+ (y2 + 23);+ (22 +x3)k’ BEKTOPJIH

MaNJOHHUHT M, (O; I 2) HYKTaJard JUBEPTreHUUSICUHU TOTIUHT.

Eunnumu. BekTopiin ManJOHHUHT TUBEPTE€HUMAICH KyWUIaru

diva(M):%+Z—§+%

dopmyia opkanu Tonmaau. By xomnma
P=x"+y,0=y"+z",R=2"+ x3,div(2(Mo)j = (?))c2 +2y+ 22],‘40 =6.

20.6. BexkTop mMaiigoH HUpKyJsuusicu. Bekrop maiiion poropu

;1(M ) BEKTp MaiinoH, sbHu P,O,R ¢dyHkuusiap Ba (K ) CUJIMK €KU
OYnakiau CUIUTMK YM3UK Oepuiirad OYiICcHH.
20.11 — Tabpud. Yoy

[ Pdx + Qdy + Rdz (20.5)
(K)

Orpyd  YU3UKIM MHTErpaira ;1(M ) BEKTOPJIM MalJOHHUHT (K ) Yu3uK Oyitnua
YUpKyIsayusicu NEVNIaIN.

Arap }i(M ) MAalZ0H Ky4jap MauJOHHWHU TAlIKWJ KWIICA, Y XOJIa 3IpHU
YU3UKJA UHTErpajl MailIOHMHU (K ) Oyitnab GakapraH UIIUHKA U(OTATANIH.

Arap (K) gu3uK €nukK OVyica, y xonma (20.5) mwu Crokc dopmynacu

épramMuaa
j Pdx + Qdy + Rdz = j j(a—Q — a—Pja’xa’y +
() (s \Ox
+ oR _ 0 dydz + (a—P — 8—Rja’xa’z
oy Oz 0z Ox

6ynna (S)—(K) um3nk 6GumoaH yerapanaHraH CHPT.
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20.12 — rabpud. Ymoy

20_or); (R _a0); (e _ok);
ox Oy oy Oz 0z Ox

BEKTOpPra BEKTOPJAW MAaWJAOHHUHT pomopu JACHWIaIW Ba y KyWHaarada
OenruwiaHagu

rord=| 22 _OP | [OR O ]+(8—P—8—RJI_€
ox Oy oy Oz 0z Ox

Crokc popmynacuHu poTop €paamMuaa Kyiuaarnda €3amm3
I(K)(?l,c?r)z I‘[(rotﬁ,ﬁ)
(s)

Jlemak, (K ) €nuK YM3uK OYirva BEKTOPIU MANAOHHUHT ITUPKYIISAIHUACH,
1y MauJlOH POTOPUHUHT (S ) cupTaaH €Ta€TraH BEKTOp OKMMHUTa TEHTr OYiap

9KaH. POTOpHMHI KoopaMHAaTa cucTteMacura OOFIMK OYynMaraH TabpuuHU
KyHugaruya tabpudraimMus:

M HykTazaH YTyBYM 7i Ta NENEHIUKYJSAp OYIraH TEKUCIHK YyTKazamu3. M
HYKTaHU ypab Typran (S ) CUPTHHU YerapajioBuv YN3UKHU (K ) JEUITHK.

20.13 — Tabpud. Arap

lim ———
(Spm§

JUMUT MaBXKyJ Ba 4ekiau Oynca, y xonga Oy JTuUMUTra }i(M ) BEKTOPJIU
MalJIOHUHT pomopu ACUUNIAIN.

;1:(P,Q,R) BEKTOPJIM MAaWJOHUHI POTOPMHMU KyHuIaruda Xam €E3HUlll

MYMKHUH

rotd =|———|.

;1(M ) BEKTOPJIM MaiI0H MOTEHIIMAJI Mai0H OVIUIIN yUyH rotd=0

OynuIM 3apyp Ba eTapiu.
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JlemMak, porop opKaiu udoamaHraH BEKTOPJIU MaWJIOH COJCHOUIAT
MaifIoH Oyap sKaH.

Porop Kyiinaaru xoccanapra ara:

1° rotc = 0(¢ — y3rapmac BexTop)

2° rot(C?l): Crotd

30 rot(}i + B): rotd + rotd + rotB

4° rotr =0,7 — paguyc BeKTOpH.

20.9 — macana. Bekropnu maiinon uupkyssnusicd. CToke dhopmysiacu.

Bexropiu maiiion yropmacu (poTopu) .

- - - -
a)a=ye” i+xe” j+xyzk BEKTOPJIU MaNIOHHUHT

(K ): x4+t = (z - 1)2 KoHyc OunaH Oxyz KOOpAMHATANAp TEKUCIUTHMHUHT

KECHILIUII YM3UFH OVINYA OJMHIaH UUPKYISUUACUHA TabpuQ OYiinya TOMUHT.

Eunanmm. (K): Oyz Ba Oxz Texucimknapna sxoinamran BC Ba CA

KecMaylap Ba AB aiinaHa €lnaaH, s’ibHU x? + y2 =1, z=0 ubopat Oynran Enux
un3pk. MyHanum 20.2-uu3Mana KypcaTHIraH. Bepuiran g BeKTOPIH MaiiioH
- -
upKyasuuscy ymoy [ = §(a,dr) dbopmyna OunaH TOMUIAIH:
(K)
Hemak, oy X0Jiaa HUPKYISALHAS
- - - - - - - -
= | (a.dr)= [ (a,dr)+ [(a,dr)+ [(a,dr).
(K) (BC) (c4) (AB)

1) BC kecma OVitnya OJIMHTaH 3TPU YU3UKIU MHTETPATHH XUCOOJIAWMHU3:

x=0,dx=0,z=1-y,dz=—-dy, 0< y<1.

Jlemax, j (Z, ch) = j ydx=0.
(8C) (BC)

2) CA xecma OViin4a OJMHIaH 3TPU YU3UKJIM UHTETPATHU XUCOOIaiiMu3:

y=0,dy=0,z=1-x,dz=—dx,0<x<1,
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Jlemax, j (Z,c;;)z xdy =0.
(c4) (c4)

x*+yr=1 ~
3) ' alimaHaHMHT (48) €iM OViiMya OJMHraH 3TPH YU3UKJIH
Zz =

MHTErpagHu xucobnaiimus: z =0,dz = 0.

NN B(0:1)
J(a,dr): j e (ydx + xdy) = jexyd(xy):exy =1-1=0.
(4B) (4B) (4B) A:0)

- - - -
Iynpati  kunmub, Oepwiran  a = yt” i+xe™ j+zxyk  BekTOpiH

MaigoHHUHT mupKysstausick [[=0 skan.

20.2-un3Mma

- - - -
b) a=yi+x® j—zkBekTopnu MailIOHHHHT (K):x2 +y?=4,2z=3

ﬁ
yu3uK Oyinad k Oupnuk BekTopra HUcCOAT MycOar HYHaIMIIKWIA OJUHIAH

uupkynsauusicuau, Croke Gopmynacunan ¢oigananud, TOHHT.

- >
Eunaunmm. (S)z {xz +y?<4, z =3}, n’°=k 6yaramu yuyn CToKc

dbopmynacura kypa,
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= ”(rot ;,1;’)ds = Ij(2x—1)dxdy.
(8) (D)

Oxupru UHTErpaHA XUCOOIAlll YUyH KyTO KOOpAMHATIAp CUCTEMAcUra yTamus

(20.3-un3ma):

J.J.(2x —l)dxdy = J.J.(2p CoSQ — l)pdpdq) = quoj.@p CosQ —l)pdp =—4r.
(D) (a) o 0

‘ VA
(K)
-

20.3-un3ma

- - ) - -
20.10-mucon. bepunran a = (2xy + z) i+ (x — 2y)j+ xk  BekTOpIH

MalJIOHHUHI TIOTE€HUMAJ] MaiJOH HSKAHJIMIWHH, JIEKUH COJEHOMAAIb MAaillJoH
AOMACIIUTUHU KYpPCAaTHHT.

Eunwinmmu. 1) Tabpudra kypa, BEeKTOpIM MailioH MOTEHIMAIb MalI0H

ﬁ
OynuIIM y9yH MAaWJAOHHUHT Xap Oup HyKTacuma rota =0 OYynIMIIM Kepax.

yHuHT yuyH, Oy IIApTHUA TEKIUPUO KYypamu3:

P(x,y,z): 2xy +z, Q(x,y,z): x? - 2y, R(x,y,z)z X,
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- -

i j k

rota =2 9 9 (0-0)i+(1-1) j+ (2x—2x)k = 0.
ox oy 0z
2xy+zx’ =2y  x

Jlemak, Gepuiiran MaiiioH MOTEHIMAJIb MaiJI0H Oyap dKaH.

20.7. Uxxunum tapTudau nuddepenunal amaaiap

MarnioHiap Ha3apusCHHUHT ACOCUN TyIIyHYaJlapu KyWUJarujiapaup:

l. u (x, y,z) CKaJsip GYHKIUSHUHT TPAJUEHTH

ou=> ou= ou>

rad Uu=—1Ii+—j+—K;
£ o oy’
N
2.a (x, y,z) BEKTP (PYHKIIUS JUBEPIEHIIUSICH
dzvz = —P+ 8Q 8

, Oy epna P,O,R — a BEKTOP KOOpAMHATAIaPH.
ox 8y 0z

BN
3.a (x, y,z) BEKTOp YIOpMAacHu

rora—| R_9Q\; (5_1’_5_13]} R R
oy 0Oz 0z Ox ox Oy

By TylIryH4ajJap MaTCMATHK I"'amensTOH TOMOHHAAH TaKJII/I(l) KHJIHMHI'aH

CUMBOJIMK BekTOp V (HeOJs1a) onepaTopu épaaMuia coaaruia Kb €3uiau:

Vu= iz'+—j+iK u@_ul a—‘]+6—K gradu.
ox Oy~ 0Oz

- -
Hemak, Vu = grad u . Xynau mynra yxmama V- a =diva.

- - - -
V Ha6na — Bextopuunr a(M )= P(x,y,z)i O(x,y,z)j P(x,y,z)k BexTop —

(GyHKUMATA BEKTOPJIM KYTaTMacH 111y BEKTOp ypioMacu Oepajau.

[V.a]=

k

a —
—|=rota.
y Oz
R

hU Q)|Q) ~. ]
(@) Q)|Q)\.¢




FpaJII/ICHT, AUBCPIreHINB, YIOPMAHHU OJIMII aMaJlJIapHu 6I/IpI/IH‘II/I TapTI/I6J'II/I

nuddepeHman aMaaIapamp.

- -
Mabnymku, gradu, rot a amasiapy BEeKTOp MallIOHJIapUHU, diva aMaiu

3ca CKaJiAp MalJIOHHM BYXKYJIra KEATUpaIu. by aMamapHUHT KyWuaaru

KOMOUMHanusiaap OYVJIUIIN MyMKHH:

- - - > 5 > > >
divgradu, graddiv a, rot gradu, rotrota, divrota

Oynap MKKUHYY TapTUOIM nuddpeHnran amamiap aeiunaau. by
mudpeHIan aMajIapHUHT aHUK OVIIUIIN YUyH jKaJiBajl KYpUHHUIIIIA

TaCBHUpPJIAIl MYMKHH:

T u CKaJsip MaiIo0H - .
a BEKTOp Mai0H
grad div rot
rad -
& graddiva
div div gradu = Au . -
& divrota =0
rot rotgradu =0 >
rotcota =
- -
=graddiva—Aa

20.11-mucoa. a)div (u grad v) =gradu - gradv+ulAv ,

b) div(ugradu)= ‘ graa’u‘2 + ulAu

HU UCOOTJIAHT.

%
Eunnumm: a) Mabnymku, a(M ) BEKTOPHUHT TUBEPTCHITUSACH YIIOY
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V4

- oa
divazaax+ y+8a
ox oy Oz

bopMyna opkai, v(x, y,z)— CKaJIAp MANJIOHHHUHT TPaJUEHTH 3Ca,

gradv = @7+@;+@Z
ox oy oz

dbopmyna opkanu Tonuiaagu. Y Xoija,

0 6v 0 6v 0 6v
dzv(u grad v) +— +—
ox 6x oy 6y oz 62
oudv 0°v Ou v 6 v Ou 0Ov 6 v _
=——tu—+— —+——+u
ox ox  ox> Oy 6y 6y oz & ot
o'v 0’v 0%v 6u Ov Ou Ov Oudv _
=u —5+—5+ —t——t+—
ox~ oy~ 0Oz 6x ox oy 6y oz &z
o> o° ¢’
+ + .
ox* dy* oz’

= gradu - gradv +uAv, oynoalA =

b) 'V —onepaTtopHuHT  xoccajapuaaH (Qoiiganmanud, Kyhugaruyia

ucOOTIAIl MYMKHH:

div(u gradu) = (V,ugradu) = (gradu,Vu)+
+ u(V, gradu) = (gradu,gradu)+ udiv (gradu) =
= |gmaht|2 +uAu.

V3-y3uHN TeKMHPHII CABOLIAPH

1. Cxansip Ba BEKTOPJIM MallJOHHUHT Tabpudapu Ba yjiapra MUcosuiap.

2. CupT caTxy TylIyHYacHu.

3. BekTop YM3MFM TYIIYHYaCH Ba YHHUHI Xap XWI KypUHULIAArH
TEHIJIaMacCH.

4. Vynamam Gyitnya XocHIIa, CKalsp MaiIoH TabpuQIapH.

S. fI}”/HanHm Oyiinya XoCcuiIaHu Tonui GopMmyacH.

6. Ckaysip MaiiloH TpaAMEHTH Ba YHUHT COZJa XOCCaJapHu.

7. [loTeHmuan Maiiion TabpuuHU OEPUHT Ba YHra MUCOJIJIAp KEJITUPHUHT.

8. BexTopiu MaliloH TUBEPreHINAICH Ba YHUHT (PU3UK MabHOCH.

9. Bexrtopnau MmaiinoH poropu Ba yHMHI (U3UK MabHOCU. BekTopiu
MaiJI0H MOTEHIHAIN

10. Conenoupans MaiJoH Ba YHUHI (U3MK MabHOCH. Mucosiap
KEJITUPUHT.

11. T'aMUJIBTOH ONEPATOPH BA YHUHT COJIJIa XOCCAJIAPH.

12. TI'pagueHt, nUBepreHUMs Ba pOTOPHHU ['aMUIIBTOH OnepaTopu OpKaiu
€3UHT.

13. BekTopau MaiI0H HUPKYISLIUICH Ba OKUMHU.
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21 — mabpy3a.
®YPBE KATOPHA
Pexa:

21.1. [aBpuit ¢ynkuus. bynaknum cwuMK Ba OYIakiaM  y3JIyKCH3
byHKUMATAD.

21.2. T'apMoHHKIAp.

21.3. Acocwuii macananuHr Kyiuauiu . Tpuronamerpuk @ypbe KaTopHu.

21.4.Kydt Ba ToK pyHkiusiapuau Oypbe KaTopura EMuIL.

21.5. ®ypbe KaTOPUHUHT SKUHIAIYBUWINTH. Pypbe KaTOPUHU XaaMa —
xal qudepeHnmanian Ba MHTeTrpaljianl.

21.6. [0,/] opanukna ¢pyHKIMSIHU (HaKaT CUHYCIAp Ba KOCHHYCIIAP
oyiinua @ypre KaTopura EUuI.

21.7. Opraronan ¢pyHkuusiiap cucremacu. OpToroHan cucremaniap
oyiinua ®ypre KaTOPUHUHT KO3 PUIieHIapu.

Tasnu ubopanap. Haspuil bynkuusa, xxydt QyHKus, TOK (QyHKIM,
®ypre kaTopu, Oypre korhPuuenTiapu, oproroHasn GyHKIUIIAP CUCTEMACH,
AKUHJIAIYBYH, TEKUC SKUHIAITYBYH, TUdPepeHmraniall, UHTerpajiarl.

21.1. laBpuii pynkuus. Byaakian cuimnK Ba 0y/JIakiau y3JayKCcu3

(pynkuusaap

f (x) ¢byakuus X (X < R) tynnamaa 6epuiirad OYiIcHH.
21.1- Tabpud. Arap myHnaii y3rapmac 1’ (T # O) COH MaBxyJ OYiuo,
Vxe X yuyH x—T18a x+T counap 7 Tymiamra Kapaunuiu 0ynuo0,
fle=T)=flx+T)=f(x)
Oynca, y xonga f (x) oaspuii ¢ynxyus nevimnaau. bynga T conra (T ;tO)

(YHKIUSHUHT JaBpU JeHUIIA .

OHr cojpa JaBpuil QyHKOMsUIapra sinx Ba COSX MHcol Oyna onanau.

Bynapuunr sHr kuuuk mycOat gaspu 1 =27 .

®usnkana 5Hr cogna naBpuil QyHKIMA cudaTHIAa TADMOHUK TEOpaHUII
: 2r

omupamn:  &E(x)= Asin(wx + @) —o<x<o, 6ymma T =-—  TapMOHHK
®

Te6paHI/IH_IHI/IHI‘ HaBpH. A, a, @ 3”/3rapMac COHJIap MOC paBUILIa TAPpMOHHUK

TeOpaHUITHUHT aMIUTUTYAAcH, 4aCTOTacH Ba OonuiaHFud ¢aszaiap geriuaiu.
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aspuii pynxyuanap Kyiuuoaeu xoccanapea 32a:
1°. Arap X Tymmampa Gepwiran f (x) Ba g(x) GYHKIUSTIAPHUHT Xap

oupu naBpuit pyukiusnap 6ynmud, 7 # 0 coH ynapHUHT AaBpu Oyiica, y XxoJijaa

flx)xglx), f(x) g(x) Ba /) (g(x)#0) dysxumsanap xam T maBpra ora

g(x)
Oynran naBpuil GyHKUMsIIAp OYIaan.

2°. X rtymiamaa GepwiraH f (x) naBpuii ¢pynkiusa 6ynub, 7 #0 con
YHUHT JaBpH OVIICHH, g(x) aca, f (x) HUHT KHMMaTiaap TyIJIaMH { f (x):x eX }
na 6epunrad uXTuépuit GpyHkuus 6yiacuH. Y xonnaa g( f (x)) Mypakkad (yHKLIHS
xam aaBpuil GyHkius 0yinaau Ba T yHUHT IaBpu Oyiaaau.

30 f (x) naspuil pynkuus, 7 #0 coH yHUHr naBpu OyicuH. Arap x,
HyKTa 0y (pyHKUMSHUHI OEpMIIMILI coXacura TETHIUIM, SbHU X, € X OYica, y
xomna x,+kT (k=+1,£2...) HykTa XaM Iy coxara TETHILIA OYiaju:
x,+kT € X.

Arap x, HykTa f (x) GYHKIUSHUHT  OSpWIIMIN  COXAachUra TETHIILTH
6ymmaca (x, ¢ X), y xomna x, + kT ¢ X k=1, +2,... 6y1maiim.

by xoccaoan kytiuoaeu namuosica kenub uuxaou.

1- wmarwka. Jaspuii ¢@yukyusnume anukiaHuw coxacuda aobcoom
Kutimamu oyuuya ucmaneanya kamma 6a Mau@uii conaap 6yaaou.

4 deap f (x) oaspuil ¢ynkyus oOynca, 6y Qynxyus ysuHuwe xap oup
KULLMAMUHU X apeSYMEeHmMHUHE YeKCU3 Kyn KUMamaapuoa Kaoyn Kuiaou.

2— wHatwka. Aeap f (x) Qynkyus  oaspuii  QyHkyus oOyaca, y
AHUKTIAHULMUCOXACUOA MOHOMOH (DYHKYUSL OYAMAUOU.

DOyHKUMAJIAPHA JAaBPUH JaBOM JTTHPHIL | (x) byukus  (a,b]na
Oepwiran 6yicuH. by dyakuus épaamuaa

(x)=f(x—=(-a)m), xe(a+mb-a)b+mb-a)] (m=0x1%2,..)

byHKuMAHM Ty3amu3. byHpmail Tyswiaran o f *(x) byHKUMA (— oo,+oo) na
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AaHMKJIAHTaH Ba JaBpuil QyHKuusa Oynagu. YHUHr acocuil naspu I, =b—ara
TEHT.

Arap Oepwiran f (x) byukaus  (a,b] nma y3nykcuz Oynub Ba
fla+0)= xl—iglo f(x)=f(b) 6ynca, y xomma, maBom  >rrupuiras f *(x)

dyHKIHMA (—00,4+00) OpanuMKaa y3TyKCH3 Gy1am.
f (x) byukuus (a,b] sapum uHTepBanga OepwuiraH Oyica, YHU HaBpUi
JaBOM STTHPUIII XaM IOKOPHUIATH CHHTapu OaKapriiaan:
(x)=f(x—(-a)m), xela+mb-a),b+mb-a)](m=0,+1,+2,.)
Arap f (x) bynkuus [a,b]na anuknanran 6yiauo, Vx e (a,b) HYKTacuaa
y3IIyKCU3, a HyKTazaa YHrAaH, b HyKTaja dca, ydamaal y3ayKcu3 Oyica, y Xoniaa
f (x) @yuxkyus [a,b] oa y3nykcuz nednnap 31u.
Arap [a,b] Hu myHaai
lay,a,], [a,,a,],....[a,_,a,] (a =a,, 4y,..,d, = b)
Oynakiapra axxpaTuil MyMKHUH OYiuo0,
( [ao,al]u[al,az]u...u[an_l,an])
xap 6up (a,,a,,,) (k = m) na QyHKOUSA y3IyKcH3 Oyica, Xamaa X =a,
nykranga yur f(a, +0), k=0,n—1 Bawan f(a, —0), k=1,n mumurmapra sra
Oynca, y xonna f (x) byukuus [a,b] oa 6ynaxnu yznykcuz nevdunaam.
bomkaua aittranga, arap f (x) byukus [a,b] OpaTUKHUHT YEKIU
COHJArM HyKTaJlapuja OUPUHYM TYyp Y3WiIuIIra sra OymuO, Oomika Oapua
HyKTajapja y3iaykcus oyinca, pynkuus [a,b] na 6yraxiu yznykcus NeHniam.
Arap f (x) byHkIusa Vx e (a,b)na nuddepennmamianyBuu 0ynmuob, xamaa

YHUHT @ HYKTaJaru yHI XOCWJIACH

f'(a+0)= lim —f(x)—f(a)
x—>a+0 XxX—a
b HyKTajgaru 4yam Xocusaacu

F(b-0)= tim L&)=/0)

x—b—0 x=>b
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MaBXyJ Ba ueknu Oynaca, y xomma @ f (x) byHKIUA [a,b] na
oughepenyuanianysuu newunap .
Arap [a,b] Hu [a,b]u[al,az]u...u[an_l,an](ao =a,a, =b) Oynamuran

myHnau [a,,q,],[a,,a,],...,[a,_;,a,] Oynaknapra axpaTuil MyMKUH 0yiau0, xap

oup (a,,a,,) k=0,n—1 na ¢pynkuus nuddepeHunannanysun Oyica, Xxamzaa
X = a, Hykranapaa yekma yur f'(a, +0), k =0,n—1 Ba yan f'(a, —0), k =1n
Xocuiiajapra odra Oynca, y xomga f (x) byukus  [a,b] na o6yraxau
oughgepenyuanianysuu neRnaIu.

f (x) byukuus [a,b] na Oepunran OyincuH. Arap [a,b] HM myHAan

lay,a,].[a,,a,],....[a,_;,a,] Oynaknapra Oymum MyMKHH Oyicaku, Xap Oup

(ay,a,,.,)k=0,n—1 na xocuna y3nykcus 0yica, Xamaa X = @, HyKTajap 4eKIH
YHT f'(ak + 0), k=0,n—1 Ba yan f'(ak — 0), k=Ln Xocuiianapra asra oyica, y
xonga f (x) byukuus [a,b] na 6yaaxiu cuniuk 1ed atanaiu.

21.2. 'apMoHuUKJIap

Ymoby f (x)= Asin(cox+(p) (Oynna A,w,@ y3rapmac connap) QpyHkuus

onarna eapmonuxa nebd arananu. by dbyHkuus, naBpuii GyHkius 0yaud, yHUHT

naspu 1 = 2—7[ra TEHT. Yoy

®
A, sin(z?ﬁkx+(0kj,k:1,2....—oo<x<+oo (1)
T
rapMOHHUKAJIAPHUHT JaBpu 1) =  CoHra Temr. (1) rapMoHUKalapHUHT

2k
XaMMacHHUHT naspu T = kT, , yacTtoracu 3ca A, = Tra TEHT.

2
Hemak, (1) rapMmoHHKamap KeTMa—KETJIMTHHUHT 4YacTOTalapu 7 ra

Kappanu OVymap »okaH. UYekiu COHJIard TapMOHUKAJIAPHUHT WUFUHIUCUHU

Kapauivk:
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y .27
Su(x)= Ao+ 3 Ay sin ke + 9, 2)
k=1
Masbnymku, f (x) bynkuusa gaBpuil pyHkuus 0ynubd, yHuHr gaBpu 7' ra TEHT.
Xynau uryHJiai, arap rapMOHUKanap 4YeKCU3 MMFUHIUCH, ThHU

flx)= %+2Amm—%mwu 3)

k=1
KaTop SKUHJIANTyBYW OViica, y XOJJa YHUHT HUFUHIUCU XaM JaBpuil QyHKIIUS
Oynanu Ba yHUHT aaBpu 71 ra TeHr Oymamu. (2) Ba (3) ma Kymumaruuya miaki

aJIMaldTupamMuns:

A, sm(%kx+q)k) = A, sin @, cos%k)ﬁ A, cosg, sin %kx,

&:Ao,ak =A,sme,,b, =4, cosp, ,T=2l

ne6 6enrunacak y xoiaa (2) Ba (3) HUHT KYpUHULILIAPH
N
:70 Z( X+b sm(—x] (4)

k
:a—°+i(ak cos—X +b, Sln(—xj (5)
2 5 !

HIaKJuIapra Kenaiu.
(5) xaropra TpUroHaMeTpUK KaTtop aeumianu. Arap (5) ga TEHTIUK
ypunnu Oyaca, y xonga f (x) GyHKIUS TpPUTOHAMETPUK KaTopra Eluiran

EeUWIaIn.

21.3. Acocuii macanaHuHr Kyiuwaumu. Tpuronamerpuk PDypbe
KaTopHu

1) HaBpu T =2/ ra tenr O6ynran xap KaHnai naBpuil GyHKuusHu (5)
HIaKjard TPUTOHAMETPUK KaTopra EWuil MyMKHH, sbHM (5) IIaKIJgaru
KATOPHUHT WUFUHANCH IIAKJIN/Ia TACBUPIaHAAUMU?

2) Arap (5) na TeHrnuk YypuHnd Oyiaca, y Xoinma a,, a,, b,

Kod(ULIeHTIap KaHaal Tonuaaaun?
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3) (5) KaTOpHUHT SKUMHJIAIIUII XapakTepu Ownan  f (x) GYHKIUSHUHT
XYCYCHSITH opacuja Kanjaan ooriaHui 6op?

Kyitngaru

1 . X kme . kmx
—,C0S—, SiIn—,...,cOS——, SIn—,...., (6)
2 [ [ [ [

acocuii TpUroHaMeTpUK (QYHKIUSATIApD CHUCTEMAacHMHM Kapahmus.  f (x)
GyHKUMAHUHT (5) IIAaKIJard TPUrOHaAMETpUK KaTtopra &imnmacu (6) cucrema
OPKAJIN EUUIITAH.
21.15 — mavpudh. Yoy
%oy i(ak cosk—m +b, sink—mj
2 3 [ [

mpusoHamempux kamopea f (x) Qynxyusanune Pypve kamopu oevunraou. bynoa

Koahhuyuenmap

I

ay = | F(EE, ™)
-1
I

a, =1 [ 1(&)eos T sz, ®)
-1
I

b= [ (€)sin " ©
-1

Gopmynanap bunan monunaoueau

2— tabpud. (7), (8), (9) dopmynanap Ownan TonmwiaguraH a,,da,,b,
COHJIapHU f (x) byHKUUIHUHT Pypbe KodpPuyuenmaapu neRunanu.

(7), (8 Ba (9) wuHTerpaJulapHUHT MaBXKyA OYauIm y4yH f (x)
byskusHUHT [—/;/] na uHTerpasuIaHyBUM OVIIUIIN €TapJId.

Hemaxk, xap Oup [—/;/] ma uHTerpamiaHyBuu f (x) byHKUUMATA, YHUHT

@ypbe KATOPUHU MOC KyHHILI MyMKHUH, SbHU

f(x)z%’+i(ak cosk7m+bk sinkij (10)

k=1
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byuna a,,a,,b, xoadpunenraap (7), (8) Ba (9) bopmynanap opKaau TONUIAIM.
Arap f (x) byukuusaan [—/;/] na uaTErpaNyanyBuniIapaal Oomika xed KaHmaai

KyliuM4a MapTHU Tajnald kuwiMmacak, y xosjaa (10) maru Mociauk OeNrucUHH

TEHIJIMK UILIOpacura aaMalTupuo 0yamMaiiam.

21.4. Ky¢rt Ba TOK pyHKunsjaapuau Pypbe KaTropura éium

buz mabaymku [—/;/] na aHukmanran f (x) byukuus Vxe[—/;l] yuayn
f (— x)= f (x), mapTHU  KaHoAaTJIaHTHpca, y Xoiaa f (x) byHKIUSA orcyghm
@yHKYus Neunaam.

Arap Vxe[-[;l] yayn f (— x)=— f (x), IAPTHU KaHOATJIAHTHUpCA, Y
X0NJ1a y MoK pyHKyus NeHnIaau.

Mabnymku, KyGT QYHKUMSHUHT Tpadurd KOOpAMHATA  YKUTA
CUMMETPHK, TOK (PYHKIUSHUHT rpaduru 3ca, KoopauHata Oomura HucOAaTTaH
CUMMETPHUK OYIUIIN KeIUO YNKAIH.

Arap f (x) [-/;]] na anukmanradn uxtuépuit GyHkius Oyica, y Xoiaa

(=L &) +2f(— %) syor dyscs, 1, (x) = L) +2f(— g,

YHKIOUA 3Ca, TOK

dynkmms 6ynamm, xamaa Vx €[] yayr f(x)= f,(x)+ f,(x).

[Mynnait kunuoO, [—/;/]] na aHukiIaHraH UXTUEPUN | (x) GyHKIUSHA
Ky(pT Ba TOK QyHKUMATAPHUHT UUFUHIUCHU IIAKIUAA TACBUPIAIl MyMKUH OYynap
HKaH.

f (x) byukuusa [-/;/] na uHTerpamuianyBuum OYnub, y KypT GyHKUIMS
Oynca, y xonna yuunr @ypne katopu

Do i a, Cosk—ﬂx
P !

KaTopu KypuHuiga 6ymanu, OyHaa

/

[
a == [ F(E¥E a, =2 [ (E)oos T e,
0

0
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Arap f (x) TOK (hyHK1Ms OYica, yauHr Oypbe KaTopu
Zbk sin k—”x
= !

i
Kypunumaa 6ynanu, Oynga a, =0, a, =0, b, = %J.f(é)sm szfdg‘
0

21.5. ®dypbe KATOPMHHUHT AKUHJIAIIYBYMINTH. Pypbe KATOPHHHU XaAMA —
xaa qupPeperuuaniam Ba MHTErpaial
f (x) bynkuus [—/;/] na aHukIaHTaH OYJICHH.

Teopema (acocmii). Aeap f (x)[—l;l] oa Oynakiu- Cuiiuk QyHKyus

oynca, y xon0a yHune mpuconamempux @ypve Kamopu opaiukHuHe xap oup x
HYKmMacuoa aKuHiauysqu 6y1aou 6a yHuHe UueUHOUCU
- k .k
S(x):a—0+ Z(ak cos—m+bk s1n—mj
2 I [ [

1) S(x)z f(x) acap —l<x<lI, x f(x) HUHE V3IYKCU3 HYKmacu
) Sk f(x+0)+ f(I-0)

= 5 acap —Il<x<l,x f(x) HUHe  Y3UIu

HyKmdacu

3) s(1)=s(1)= 10+ /1-0)

= 5 MeH2IUKILap YPUHIu 0Y1aou.

1- scnamma. Acap —1<x<l 6ymo6, x,f (x) @DYHKYUsL  Y3AYKCUZTUK
HyKmacu 6yica, y X010a
flx+0)=f(x-0)=f(x),

S(x+0)+ f(x-0) _2/(x)

: o= /)

[yHuHT yuyH okopujaaru 1) Ba 2) TEeHNIMKIapHUA

S(x)= f(“o);f(x_o), xel[-41]

TEHTJIMK OWJIaH aIMaIITHPUII MyMKHH.
Acocuii nemma. Aeap f (x) [a,b] oa 6yraxiu cuniux gyHkyus
oynca, y xonoa
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11mJ.f smaxdx 0, hmJ.f cosaxdx 0

aQ—>0 aQ—>0

YpuHau 6y1a0u.
2— 3caarma. Arap f (x) byukus [a,b] na abcanaioT HHTETpaUIaHyBUYH

Oyica xam, SbHU

b

“f(x]dx < +00

a

Oynrania xam JieMMa YpUHIIH.

Hartwxa. [-7,7) Oa Oyrakiu cuniux €xku wily opaiukoa aocanom

unmezpaniianysuu f (x) Qynkyusanune DPypve KodDuyuenmuapu n—» oo oa

HOM2A UHMULAOU:

lima, =lim— If cosn§d§ 0, 11mb =lim— If s1nn§d§ 0

n—>x0 n—w Jr n—0 Jr

f (x) byukus [—7,7) opanukaa OepwiraH Ba Iy OopajiuKia aldcaltoT

MHTErpajulaHyBun (Xoc €KUM XocMmac MabHOJa) OyncuH, y xonga Dypbe
a n
KaTOpuHUHT  F (f;x)=—>+ Z(a ; Coskx + b, sin kx) KUCMHUII ~ MUFUHINCHU

Kyhinnaruda udoiananaum:

x sin(2n + l)t_—x

R0 = [fO0——— 2t (1)

.t
sin ——
2

(1) TEHrNMMKHUHT VHT TOMOHMJArd HHTErpan f (x) GbyHKUMSHUHT  Jupuxiu

uHTerpanu 1eb aranasiu.

f (x) byukuus [—m, 7] opanukiaa 6epuirad Ba yHUHT Dypbe KaTopu
£(x) _%ui a, coskx+b, sin kx) 2)
k=1

[-7, 7] na sKuHIanyBuu OVIICHH.
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Teopema. f (x) byukius  [-7,7] opanukaa OepwiraH, y3IyKCH3
xamaa f(—m) = f () 6yncun. Arap Oy ¢pyHKIM OYIaKIN-CHILIUMK OYica, f (x)
byaknusHuHT Pyphe KaTopu

a, .

> (ak coskx+b, sinkx)

NgE

f(x)=

-
i

[—7, 7] opanukaa TeKUC SIKUHIIayBUU OVIiaau.

Teopema.Arap @ypnre Katopu [—7,7] OpalMKAa TEKUC AKUHIAYBYU
O0ynca, y xonga Oy KaTOpHUHT f (x) WUFUHANCH [—7,77] OpaluKiaa Y3JIyKCU3
byakuus 6ynanu.

Teopema.Arap @ypnre Katopu [—7,7] OpalMKAa TEKUC SAKUHIAYBUYU

oynca, y xonaa Oypbe KaTop XaAJapuHu HHTETpaiapuaaH Ty3UiIra

a
% dx +

> (ak coskx+b, sin kx)dx

QY C—
=
Il

Ms
R e—

1

Katop (—7 <a<b <) xaMm AKUHJIAITYBYM OYJIaau Ba YHUHT WUFUHIUCH

b
J.f (x)dx ra TeHr Oyiaau, ibHU

a

b b w b
If(x):lx = I%dx+ZI(czk coskx +b, sin kx Jdx .

a a k=1

Teopema. ®ypbe KATOPHUHT Xap OUpP XaAUHUHT XOCUJIaIapuaaH

TY3WJITaH

Ms

(- a ksinkx + b,k coskx) xatop [, 7] opanuKIa TEKUC SKHHIAYBUHM GYIca,

Eand
L

®dypbe KATOPHUHT UHFUHAUCH f (x) my [—m,7] opanukaa f '(x)xocpmara Sra
Ba
f1(x) =" (- kay sinkx + kb, coskx)
k=l
Oynanu.

21.1 — macana. YOy
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byukuusanu [—; 7] kecmana Oypbe KaTopura EMUHT.

Eunwnnmu. bepunran gyuxuus [—7;7] na y3nyKcu3. YHUHT XOCUJIACH X
HUHT X, =7n, (n =0,£1,%+2,..... ) HyKTaJlapJlaH TalllKapyu  XamMma
KUIIMaTiIapyuaa y3JIyKCU3 Ba Y3WHUHI aHUKJIAHUII COXACHA YerapajaHraH.

Hemak, Oepwiran QykHuusSHUHT @Oypbe KaTopu X HHUHI XamMma

KuiimaTiapuaa f (x) ra skuaiamanu. dypwe kKodpPUIUeHTIapUHHI TOTTAMU3:

2| 3 [
T 0 T2 x x
a _1 f(x)dx:l (—x)dx+l X dv=- + Sy
0 2
T T Ty 20 37 2 3
- 0

ki1 0 T 2
a, :lj.f(x)cosnxdx:l(— Ixcosnxdx+ x—cosnxdx].
77,'_” T T

- 0
TeHrIMKHUHT YHT TOMOHMJIATU UHTETpauiapHu Oyiakiad WHTerpauiall

HaTH>XKacuaa

3(-1)" -1

a =
2
wn

n

OynumHM Tonamus. OHOU b, JIapHU TONAMH3

0

T T 2 n
b, :lj.f(x)sinnxdx:l(— Ixsinnxdx+ x—sinnxdx]:M
T T

2
T 77,'l’l3

2

- 0
OyHI1aH
0, n=2m, meN,

b, = 4

" |=—7—3,n=2m-1, meN.
n°(2m-1)

Mynpait xkunuO, Oepunran (QyHkusHUHrT @Dypbe KaTtopu, KyWuaaru
KYpUHHILIA OYaau:

f(x): iﬂ' + i[%cosmx - 3 sin(2m —l)x].
Tm

12 ﬂ2(2m—1)

m=1

by éinnmana x = 7 peuniica, y XoJjaa
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St &3(=1)" =1, \m
=Y (1),
e T )

e
21.6. [0,/] opanukaa pyHkuusiHM (paKAT CHHYCJIAP Ba KOCHHYCJIap
oyiinua dypbe KaTopura éiuum
f (x) [0; /] 6Ynaknu cwumk Gyukius Oyincud. by dynkuus —/ <x <0
OpaJIMKKa Xap XWj, SbHU KYPT KU TOK JaBPUH JTaBOM STTHPHUII MYMKHUH. Arap
KypT maBoM sTTHpmica, y xoiana [—[;/] ma xydr dyHkius xocun Oymaau.
VYHuHr k03P dunrenTaapu

a == (eMe, a, = 2] f(E)eos T=de, b, =0

6ynu6, dypbe kaTopu

f(x)za—20+iakcosk7m (11)

k=1
KYpUHHILIA OYaau.
Arap TOK JaBpuii aBoM OSTTUpWica, y xoina [—/;/] ma Toxk ¢yHKIus
xocui1 0Vnaau, yHuHr @ypbe kordPuiueHTiapu

2 _k
ay=0,4,=0,b=7 [ 7()sin %‘fde:
0

06ynu6, dypbe KaTopu
~ .k
Fe)= X bysin = (12)
k=1

KYpUHHILIA OY1aau.

0<x </ opamukna (11) Ba (12) xaropiapuHuHT Xap Oupu f (x) HUHT
y3nmykcus Hykranapaa f(x) ra skuenamam.

21.2—- macana. f (x)zx byHKIUSHA (0;71') opanukaa: a) Xydt
(kocunycnap); b) Tok (cuHycnap) maBoM 3TTUpHO (KakTa aHukiad) Dypbe

KaTopura €iuHT.

Euywinmmmu. a) by xonna, 6epunran ¢yHKUMSHU XYPT TaBOM STTHPHUO,

COH YKHUJa aHUKJIaHTaH, Y10y
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[ (x)=

Epnamun ¢yskiums Tyzamus. Tysuiran épaamun QyHKIus, X (QyHKIUIHH

<7, k=04£1+2,....

@dypre KaTopura Eimm  Tyrpucugaru Dypbe TEOpeMacHMHMHI  Oapua
mapTiapuHd  KaHoaTIaHTHpaau. MabiayMku, f *(x) Kypr  pyHKUUMA

Oynrannuru y4yH Oapua nyapaa b, =0. DOHAM a,Ba a, JapHU TOIAMU3:

T

2
:—jf cosnxdx— jxcosnxdx:
T

2 2 (o
:77:’12 (COSl’lﬂ'—l):ﬂ_nz ((_1) _1)_ _Ll)z’nzzm_l’me]\].

Mynnait kunuo,

T 4 & cos2m+1)x
Z( )

2 7 2m+1) (-oo<x <o)

f(x)=

=315 e

By kaTtop Xxamma HyKTajJapja sSKWHJAIIaJa Ba YHUHT WUFUHIUCH OEpuIIraH

¢byHKUMATa TEHT (6-4n3Ma).
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A

6-un3zma

(VY]

b) by xonpa, Oepwiran (QyHKIUSHU TOK (CHHYcnap Oyiinda) gaBOM

TTUPUO, OYTYH COH YKUJa aHUKJIAHTaH Yoy

x =k,

2

x—2mk, (2k1-1)/m<x<rmk+1), keZ,

0

f (x)={ 7
GyHKUMAHU Ty3amMu3. f *(x) (GyHKuusA TOK Oynarannuru yuys, a, =0, a, =0

Oynagu. OHOM b, JIapHU TONAMM3:

(_ 1)n+] %
n

Ixsin nxdx

n
0

2
T

If*(x)sin nxdx

17!
T
-

n

b

Mynnait kunuo,
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By TeHrnuk y3unauin HyKTajlapujaH Oomika O6apua HyKTajapjaa YpuHiIu 0ynuo,
Xap OWp Y3WIWII HYKTAacH, IbHU X = (2k — 1)7r ,k € Z HyKranmapmaru KaTOpPHUHT
UUFUHINUCH

12k 1)z 0]+ f[(2k 1)z +0]
2

=0, keZ

oynanu (7-un3zma).

21.7. Opraronaa pyakuusiap cucremacu. Oproronaj cucremanap

Oyiinua @ypbe KATOPUHUHT KO3pPuLeHIapu

21.16 — Tabpud. Arap
b
oy (x)ar =0

oynca, [a,b] na wHTErpalaHyBUd qo(x) Ba l//(x) GyHKIUsAIAp 1M1y OpaluKia

OpmMo2oHal NEVNIAIH,

21.17 — tabpud. Arap

ooy e =

a

0, acapi # k 6ynca
A>0,aeapi =k6yrca’
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[a,b] na wHTErpamiaHyBYU (pl(x), goz(x),...,(pn(x),.... byHKUMATAp cUCTEMacH

11y OpaJiuKJia OpMoO2oHAl cucmema Aeunay,

21.18 — Tabpud. Arap qo(x) byukuus [a,b] na uHTErpaiIaHyBuu OViica,

\wkﬁwumf

COHTa qo(x) GYHKUUSHUHT HopMacu JeRunaiu.

y XoJ1a

f (x) byukuusa [a,b] na uaTEerpaysianyB4Yu 0yiauo,

f(x)= gak%(x) (*)

TEHIVIMK ypuHIu OyncuH, OyHOa a, ¥y3rapmac coH, ¢, [a,b] na oproroHan
oynran GyHKIUsAIAP.

Arap {gok (x)} CUCTEMAHUHI UXTUEPUHA @, (x) bynkuusaau (*) TEHIIIMKKa
KynalTtupu® yHH XaJAMa-XaJ HUHTerpajjiall  MYMKUH — O¥ica, {gok (x)}
CUCTEMAaCHHUHI OPTOTOHAJUIMTUAAH ¢, KOXPOUIMEHTHHH f (x) OpKaJu
udonanan MyMKUH. (*) TEHITIMKHUHI HMKajla TOMOHUHU @, (x) ra Kynautupuo

x Oyiinua a naH b raya mHTErpajianMu3
J.f (x)p, (x)dx = Zak‘[(ok (x)p, (x

byHnnan {qon} CUCTEMaHUHT OPTOrOHAJUTUTHHU 3bTUOOpra 0Jauo

Tf(X)w( dx = aM Jdx=a,lp,| .
R PR )

n 2
ol

HU Tomamu3. (¥**) ¢opmyna OmiaH TONWIAAUraH @, COHra OPTOrOHAI { n}

cuctemanap Oyiuua f (x) ¢bynkuusa @Dypbe KaTOPHUHT KOIDPUIIMEHTH
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aevnnany, f (x):iakqok (x) xaropra aca, f(x) dyHKIMAHMEr opTOTOHAN
k=1

oyiinua @ypre KaTopu Jernuaaim.
JHI KHYUK KBAJAPATHK YeTJIAHMIIL

[a,b] na opToronan Gyiran CUCTEMaHUHT OeTHIaHTaH

0 (x ), 0, (x ),- N/ (x)(n — OeJInIaHraH)

KUCMHHUHT I/IXTI/IépI/Iﬁ YU3HNKJIN KOM6I/IHaI_II/I$ICI/IHI/I KapaﬁMHB.

Zak(pk (X),
k=1

OyHza o, (k =1, n) UXTUEPUN COHITAP.

4 — tabpud. Arap

j).f(x)dx Ba j).fz(x)dx

MHTErpajuiap oAauii €KkM XocMac MabHOJAa MaBxXysd Oyica, y xonga f (x)
byukus [a,b] na xBagpaTu Oyiinda unmezpaniianysuu 1eHAIaIN.
1- Teopema. Arap f (x) byukus [—/;/] na y3nykcus, OYIaKiu CUILUIHK

Ba f (— [ ) =f (l ) Oyiica, y X0/11a YHUHT TpuroHameTpuk dyprse kaTopu
S(x)= Yoy i(ak cosk—ﬁx + sink—ﬁxj,
2 i3 [ [
1 I kn
ay =7 [ /(£)ds. a, = [ /(§)eos=&de,
1 1

1| . km
b= [ (§)sin=" e
-1

[-/;]] ma Tekwc SKUHJAIIYBYM OYJIaaM Ba OPATMKHUHT XaMMa HyKTalapjaa
S (x) =f (x) TEHTJIUK YPUHIIH.

2 — Teopema. (BeliepiuTpacCHUHI MKKHHYHY TeopeMacu).  Aeap
[-1;1] pynxyus [a,b] 0a yznykcuz 6yaca, y xonoa € >0 con yuyn wynoau

P (x)=A, + Ax+ A,x* +..+ A x"
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aneebpaux Kyn xao maedcyo oOyaub, 60y kynxao [a,bloa f (x) ea &
annpoxcumayusnanaou (& —AKUHIAUAOU), AbHU

‘f(x)—Pm(x){ <¢g, Vxela,b]
MeH2CU3IUK OaANCapunIaou.

3 — Tabpud. Arap [a,b] na { n} OpTOrOHAJl CUCTEMAaHUHI XamMMa
dJIEMEHTIapu oOpToroHan Oymran V f (x)eQ([a;b]) byukmus  Q([a;b])
(ha3OHMHI HOJIMHM TAIIKHN KMIICA, THH Y3JIyKcH3 HyKTamapaa f(x) monra Tenr
O0ynu0, YekIM COHAAru HyKTajapjia 3ca, HojjaH Qapkiau Oyica, y Xoiaa { n}
cucmema Q([a;b]) oa énux nevinnanu.

3 — Teopema. Aeap [a,b] oa opmoeonan 6yneau { n} cucmema
O([a;b]) 0a mynux 6ynca, v Q([a;b]) oa énux xam 6yraou.

4 — Teopema. Aeap f (x) 8a g(x) Qynkyusanapuune [a,b] oa mynux
opmoeonan cucmemanapu oyuuua Dypve xamopaapu oup xun oyica, y xonoa
vaap Q([a;b]) gazonune snemenmu cugpamuoa oup xun 6yraou, svHu yiap
[a,b] Hune yexnu condaeu nykmanapuoa oup — oupuoar Gapx KU MyMKUH.

5 — Teopema. Aecap {gon} opmueonan cucmemacu Q([a;b]) oa mynux
oynca, y xonoa Vf (x), g(x)eQ([a;b]) Qynxyusnap yuyy ymymaawean Ilapcesan

b . 2
[/ Wlelekie= 3/ cFlo]

menenueu Ypurau 6yiaou.

Y3-y3uHM TEKIIMPHUILI CABOJLIIAPHU

1.  Acocuil TpuroHoMerpuk (GyHKUUSJIAp cCUCTeMacUHUHT [—/;/] na
OpPTOI'OHAJUINTH.

2. 27 maspmu f(x) dyHKIMAT yuyH THproHOoMeTpuK dyphe KaTOPH Ba
YHUHT KO3 PUIMEHTIapuHu Xpcobmnai GpopMynanapi.

3. XKyt Ba ToK dyHKuMsnapHUHT Dypbe KaTOpH.

4. bynaxin y3nykcu3 Ba CWUIMK (YHKIUsUIap TYUIYHYacH Ba yiapra
MUCOJLIAp.

98



5. Tpuronomerpuk @ypbe KATOPUHHHT TEKUC SKHHJIAIIAIIN
Tyrpucuaru Jupuxiie reopemacu.
6. f (x)q)yHKuI/m [-/;/] na Oynaran cuuk QyHKIuUs OYica, YHUHT

@ypbe KaTOpu UFUHAUCU S (x) yUyH KaHJal TeHTJIMKIap YpuHiu Oynanu?

7. Tpuronomerpuk @ypbe KATOPUHUHT aOCOJIOT Ba TEKHUC
AKAHJIAIIUIINTA OUJ TeOpeEMA.

8. Acocuil TpuroHomeTrpuk GyHKUMsIIAp cucTeMacu Y4uyH beccen
TEHI CU3JIUTU.

9. TIlapcesain aitHUATH.
10.Texuc sxuHNaIIyBU TpUroHomerpuk dypbe KaToOpu WHUFUHIUCUHUHT
(GyHKLIHOHAN XOccallapHu.

99



Anabuérinap

1. AznapoB T.A, Mancypos X.T. Marematuk ananus. 1-kucm. -T. 1994.

2. Aznapos T.A, Mancypos X.T. Matematuk ananus. 2-kucm. -T. 1995.

3. Mnpun B.A, CagoBanunii B.A., CennoB bi. X. Marematuueckuii
ananmus. T. 1. -M.: Hayka, 1979.

4. Unvun B.A, CagoBauunii B.A., CengoB bi. X. Matematuueckui
ananmu3. T. 1. -M.: Hayka, 1987.

5. ®uxrenroubll [\M. Kypc nuddepeHunanbHOro 1 MHTErpabHOTO
ucuecinenus. T. 1. -M.: Hayka,1969.

6. 3opuu B.A. Marematnueckuii ananus. . 2.- M. :Hayka,1984.

7. Kynpsisues JI.[[. Kypc marematnueckoro ananuza.T. 1.- M.: Beiciias
mkoJia, 1981.

8. Hukonbckuit C.M. Kypc matemarnueckoro ananuza.T. 1.-M.: Hayka,
1983.

9. CangynnaeB A., Mancypos X., Xynoitoepranos I'., Bopucos A.,
F'ynamoB P. MaTematuk aHanu3 KypcuaaH MUCOJ Ba Macayanap Tymiamu. T. 1-
KucM.- T.. 1993.

10. Hemunosuu b.I1. COopHUK 33124 ¥ yIpaKHEHHH 110
MaTeMaTthudyeckoMmy aHanuza. -M. : Hayka,1981.

11. bynak.b.M, ®omun C.B. KpaTtHbie unterpanu u psaael. -M. : Hayka,
1965.

12. Kyapssues JI.J1., Kyracos A./l., Yexos B.U., lllabynun M.H.
COopHuk 3a71a4 0 MaTeMaThuueckomMy aHanu3zy. - M.: Hayka, 1984.

13. bepman I'.H. C6opHuK 3a/1a4 110 KypCcy MaTEMaTUYECKOTO aHAIU3a. -
M.: Hayka, 1985.

14. bpyit U.H., I'apuitox A.B u ap. JlabopaTopHBIil NPaKTUKYM 110
MaTeMaTH4eCKOMY aHanu3y. — MuHck.: Beiciias mkomna, 1991.

15. Tyiuuen T.T., Jlxxyma6oes J[.X. MaTtemaTuk aHanu3 ¢paHugan 2-Kypc
TanaGanapu yayH aGopatopus uimiapu. -Tormkent, Y3MY Ham., 2003.

100



