O ZBEKISTON RESPUBLIKASI
OLIY VA O RTA MAXSUS TA'LIM VAZIRLIGI

QARSHI DAVLAT UNIVERSITETI
MATEMATIK ANALIZ VA ALGEBRA KAFEDRASI

Yodgorova Gulnoza Nurillayevnaning

“5460100 — Matematika” ta'lim yo nalishi bo yicha bakalavr
darajasini olish uchun

Kompleks sonlar nazariyasining ba’zi bir tatbiqglari

mavzusida yozgan

BITIRUV MALAKAVIY ISHI

[Imiy rahbar: f.-m.f.n. M. Abulov

“Himoyaga tavsiya etilsin”
Fizika-matematika fakul teti

dekani: prof. B.Xayriddinav
«“ ” 2011 vyil

Qarshi — 2011



Mundarija.

KIS, o e 3
I-bob. Kompleks sonlar hagida asosiy tushunchalar ................................. 5
1.1.Kompleks sonlar sistemasi haqida boshlang'ich tushunchalar........... 5
1.2.Kompleks sonning trigonometrik ko rinishi................................ 13
1.3.Kompleks sondan ildiz chiqarish .....................iii 19
1ABIrniNg ildizlari. ... 25
I1-bob.Kompleks sonlar nazariyasining bazi bir tatbiqlari......................... 28
2.1.Trigonometrik ayniyatlarni isbotlash ...........................o 28
2.2.Trigonometrik yig indilarni hisoblash.............................. 35
XULOSA. .. et 44
Foydalanilgan adabiyotlar ro’yXati...........ccoooiii i 45



Kirish.

Elementar algebra Kkursini o'rganish davomida  sonlar sohasini
kengaytira bordik.Butun musbat sonlar —butun musbat va manfiy sonlar
—rasional sonlar —rasional va irrasional sonlardan iborat hagigiy sonlar.O rta
maktab kursidan ham ma'lumki har ganday haqiqiy koeffisientli kvadrat
tenglama ham hagigiy sonlar sohasida yechimga ega bolavermaydi.Shu sababli
ham hagigiy sonlar sistemasini kengaytirishga to"g ri keladi.

Bitiruv malakaviy ishning dolzarbligi: Har ganday hagigiy koeffisientli
ko phad hagigiy sonlar sohasida ildizga ega bo lavermasligi bu sonlar
sistemasini kengaytishga to g ri keladi.Kompleks sonlar to plamining yopiqligi
ya ni har ganday darajasi birdan kichik bo’lmagan ko'phad albatta bitta
kompleks ildizga ega bo"lishi bu to"plamni o rganishimizga asos bo ladi.

Bitiruv malaraiy ishning maqgsadi:Kompleks sonlar xossalarini chuqurroq
0 rganib, u asosida trigonometriyadagi ba zi bir muhim ayniyatlarni isbotlash va
trigonometriyadagi ba'zi bir muhim yig indilarni hisoblashdan iborat.

Bitiruv malakaviy ishning ilmiy va ilmiy ahamiyati: Bitiruv ishi
mavzusiga oid barcha muhim bo’lgan adabiyotlarni to plash va ular asosida
kompleks sonlar ustida bajariladigan amallar va ularning xossalarini o rganish
hamda Muavr formulasidan foydalanib, trigonometriyada juda muhim bo lgan
ayniyatlarni isbotlash, yig indilarni topishdan iborat.

Ushbu bitiruv malakaviy ish referatif xarakterga ega bo'lib, ikkita bob va
oltita paragrafdan iborat.

Birinchi bob birinchi paragrafda kompleks sonlar hagida boshlang ich
tushunchalar ular ustida bajariladigan asosiy amallar, kompleks sonlar
sistemasining Kiritishning asosiy sababi keltirilgan.

Ikkinchi paragrafda esa kompleks sonnnig trigonometrik ko rinishi, ushbu

ko rinishda berilgan sonlar ustida amallar xossalari o'rganilgan.



Uchinchi paragrafda algebraik ko'rinishda berilgan sondan kvadrat
ildiz chiqarish, trigonometrik ko'rinishda berilgan kompleks sondan ixtiyoriy
darajali ildiz chigarish formulalari ko rsatilgan.

To rtinchi paragrafda birning n- darajali ildizlarni hisoblash formulalari
keltirilib chigarilib, ularni xossalari isbotlab berilgan.

Ikkinchi bob beshinchi paragrafda kompleks sonlar xossalaridan
foydalanib, Muavr va N'yuton formulalarini go'llash natijasida isbotlash
mumkin bo lgan bazi bir trigonometrik ayniyatlar keltirilgan.

Oxirgi paragrafda kompleks sonlarni trigonometrik yig indilarni

hisoblashdagi tatbiglari ko rsatilgan.



I-Bob. Kompleks sonlar hagida asosiy tushunchalar.

1.1.Kompleks sonlar sistemasi hagida boshlang ich tushunchalar.

Elementar algebra kursini o'rganish  davomida sonlar sohasini
kengaytira  borgan edik: Butun musbat sonlar—butun musbhat va manfiy
sonlar —rasional sonlar— rasional va irrasional sonlardan iborat haqiqiy
sonlar sistemalarini o rgandik.

Algebrani o’rganayotgan maktab o quvchisi butun musbat va kasrlar
hagidagi bilimini algebraga arifmetikadan olib kiradi.Aslida algebra manfiy
sonlarni Kiritishdan, ya'ni eng muhim sonlar sistemalari ichida birinchi sistema
barcha butun musbat va manfiy sonlardan hamda noldan iborat butun sonlar
sistemasini tayin etishdan va musbat, shuningdek manfiy bo'lgan barcha butun
va kasr sonlardan iborat ancha kengrog sistema- rasional sonlar sistemasini
tayin etishdan boshlanadi.

Sonlar zapasining bundan keyingi kengaytirilishi muhokamalariga
irrasional sonlarni Kiritishda sodir boladi.Barcha rasional va barcha irrasional
sonlardan iborat sistema hagigiy sonlar sistemasi deyiladi.hagigiy sonlar
sistemasining asosiy nazariyasi universitetning matematik analiz kursida
o rganiladi. Elementar matematika kursining oxirida hagigiy sonlar sistemasi
kompleks sonlar sistemasigacha kengaytiriladi.Sonlarning bu sistemasi
0 quvchi uchun hagigiy sonlar sistemasiga garaganda ancha notanish bo'lib
ko rinadi, lekin bu sistema ko plab ajoyib xossalarga ega.

Endi  haqiqiy sonlar sistemasini kompleks sonlar sistemasigacha
kengaytiramiz. Kompleks sonlar ushbu masala munosabati bilan kiritiladi.
Ma’lumki hagiqiy koeffisientli istalgan kvadrat tenglamani echish uchun
haqgiqiy sonlarni o'zi etarli emas.

X? +1=0 (1)



tenglama hagiqgiy sonlar ichida ildizi bo’lmagan eng sodda tenglamadir.
Olishimizga ko'ra quyidagicha  masala qo'yamiz. Haqgigiy  sonlar
sistemasini shunday sonlar  sistemasigacha kengaytiraylikki (1) tenglama
yechimga ega bo’lsin.

Sonlarning bu sistemasini qurish uchun ko'rgazmali material sifatida
tekislik nugtalarini olamiz.Hagiqgiy sonlarni to'g'ri chiziq nugtalari orgali
ifodalash  bizga juda tanish( bunda koordinata boshi va masshab birligi
berilganda to g ri chizigning ixtiyoriy nugtasiga uning absissasini mos qo ysak,
to'g ri chizigdagi barcha nugtalar to plami bilan barcha haqigiy sonlar to plami
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatiladi) .Bu mos qoyishlik
matematikaning turli bo limlariga ishlatiladi va biz unga shunchalik o rganib
golganmizki,asosan haqiqgiy sonlar bilan uni tasvirlovchi nugtani bir biridan
farglamaymiz.

Endi tekislikning barcha nugtalari bilan tasvirlanuvchi sonlar sistemasini
ta'riflaylik.Shu magsadda tekislik nugtalarini qo shish yoki ko paytirish
amallarini Kiritaylik.Yangi amallar Kiritayotganimiz sababli,biz uni qaysi
magsad uchun tuzayotgan bo’lsak,0'sha xossalarga ega bo'lishini
ta'minlashimiz lozim.Bu ta'riflar aynigsa ko paytirish amali uchun ancha sun'iy
bo'lib korinadi.

Tekislikda to'g'ri  burchakli koordinatalar sistemasi tanlangan bo’lsin.
Tekislik nugtalarini «, s,y,... harflar  bilan belgilashni hamda absissasi a |,
ordinatasi b bo’lgan « nugtani  (a,b) orgali belgilashga ya'ni analitik
geometriyada gabul gilinganidan bir o0z chetga chigib, a=(a,b) deb
yozishga kelishib olamiz.

Agar «=(ab) va g=(c,d) nugtalar berilgan bo'lsa, bu nugtalarning
yig'indisi deb absissasi a+c va ordinatasi b+d bo’lgan nugtani ataymiz,
yani

(a,b)+(c,d) =(a+c,b+d) (2)



a=(ab) va g=(c,d) nuqtalarning ko paytmasi deb, absissasi ac—bd va
ordinatasi ad +bc bo’lgan nugtalarni ataymiz, ya ni
(a,b)(c,d) = (ac —bd, ad +bc) (3)

Ana shunday yo'l bilan tekislikning barcha nugtala to plamida ikkita
arifmetik amallarni  aniqgladik.Quyida bu Kkiritilgan amallar haqiqgiy sonlar
sistemasida yoki rasional sonlar sistemasida amallar ganday asosiy xossalarga
ega bo'lsa, bu amallar ham shunday asosiy xossalarga egadik; ularning har
ikkalasi ham kommutativ va assosiativdir hamda distributivlik gonuni bilan
bog langan va ular uchun teskari amallar-ayirish va bo’lish (nolga bolishdan
tashgari) amallari mavjud.

Qo shishning komutativligi va assosiativligi ravshandir,aniqroq aytadigan
bo’Isak,haqiqiy sonlarni qgo shishning tegishli xossalaridan kelib chigadi,
chunki tekislikning nuqtalarini go shishda ularning absissalarini alohida va
ordinatalarini alohida go shiladi.Ko paytirishning kommutativligi ko payuvchi
nugtalar ko paytirish ta'rifiga simmetrik ravishda Kkirishiga asoslanadi.
Hagigatan ham,

(a,b)(c,d) =(ac—bd,ad +bc),

(c,d)(a,b) =(ac—bd,ad +bc) ,
demak, (a,b)(c,d) =(c,d)(a,b) ya ni ko paytirish komutativdir.
Yugorida aniglangan aniglangan ko paytirish assosiativdir.
Isboti.
[(a,b)(c,d)](e, f) =(ac—bd,ad +bc)(e, f) = (ace —bde —adf —bcf ,ade + bce + acf —bdf),
(a,b)[(c,d)(e, T)] = (a,b)(ce —df ,cf +de) = (ace —adf —bcf —bde,acf +ade +bce —bdf),
demak,

[(a,b)(c,d)I(e f) =(a,b)[(c.d)(e, f)]

Distributivlik qonuni o'rinli ekanligi quyidagi tenglikdan kelib chigadi.
[(a,b)+(c,d)](e, f)=(a+c,b+d)(e, f) =(ae+ce—bf —df,af +cf +be+de),

[(a,b) +(c,d)](e, f) = (a,b)(e, f)+(c,d)(e, f)=(ae—bf,af +be)+ (ce —df,cf +de) =
(ae —bf +ce —df,af +be+cf +de) '



Endi qo'shish va ko paytirish amallariga teskari amallarni garaylik. Agar
a=(a,b) va g=(c,d) nugtalar berilgan bo’lsa, u holda ularning ayirmasi
shunday (x,y) nugtalar bo'ladiki, uning uchu (c,d)+(x,y)=(ab) bo ladi.
Bundan (2) ko'ra

C+X=a,
d+y=Dh.

bo’ladi.
Demak ,a=(ab) va g=(c,d) nuqgtalar ayirmasi
a-pB=(@-cb-d) (4)
nugta bo'ladi va bu ayirma bir giymatli aniglangandir.Xususan nol bo'lib
koordinatalar boshi (0,0) nugta va « =(a,b) nuqta uchun garama-garshi nugta
bo'lib esa
—a=(-a-b) (5)
nuqta xizmat qiladi.
a=(a,b) va g=(c,d) nugtalar berilgan bo’lsin va g=(c,d) nugta noldan
fargli bo'lsin (ya'ni ¢ va d koordinatalardan hech bo’lmaganda biri noldan
fargli ) demak, c*+d*#0 .a=(ab) ni B=(c,d) ga bo'lishdan chiggan
bo’linma shunday (x,y) nugta bolshi kerakki, uning uchun
(c,d)(x,y) =(a,b)
bo ladi.Bundan (3) ga ko'ra

cx—dy =a,
dx+cy =D

bo"ladi.
Bu sistemanini yechib quyidagilarni topamiz.

_ac+hd X:bC—ad
S c2+d?] ¢’ +d?

Demak, s =0bo lganda % bo'linma mavjud va bir giymatli niglangan.



a ac+hd bc-ad
22[02+d2’02+d2j (6)

Ushbu tenglikda «a=4p deb olsak, bizning bu ko paytirishimizda bir
bo'lib,absissalar o’gida koordinatalar boshidan 1 masofada o tuvchi (1,0) nugta
xizmat qilishini ko'ramiz.Agar (6) da «=1=(0) deb olsak, u holda
B =0uchun teskari nugta

a1 c —d
p B [c2+d2’cz+d2J (7)

ekanligini hosil qgilamiz.

Shunday  qilib, tekislik nuqtalari  bilan tasvirlanadigan sonlar
sistemasini tuzdik, shu bilan birga bu sonlar ustida bajariladigan amallar
(2) va (3) formulalar bilan aniglanadi. Bu sonlar sistemasi kompleks sonlar
sistemasi deyiladi.

Tasdig[2]. Kompleks sonlar sistemasi haqiqiy sonlar sistemasining
kengaytmasidir.
Isboti.Ushbu tasdigni isbotlash uchun absissalar o"gida yotuvchi nugtalar yani
(a,0) ko'rinishdagi nugtalarni garaymiz. (a,0) nugtaga a hagigiy sonni mos
keltirib, ko'ramizki, galayotgan nuqtalar to'plami va barcha haqiqiy sonlar
to plami orasida o zaro bir giymatli moslik hosil gilamiz. Ushbu nugtalarga (2)
va (3) formulalarni go’llasak

(a,0) + (b,0) = (a +b,0),

(a.0)— (b,0) = (a—b,0),
kelib chigadi, ya'ni (a,0) nuqgtalar bir-biri bilan mos hagiqgiy sonlar kabi
qo shiladi va ko paytiruiladi.Bundan buyon (a,0) nuqtani a haqgigiy sondan
farglamaymiz, ya ni

(a,0)=a

deb olamiz.Shunday qilib,absissalar o°'gida yotuvchi va kompleks sonlar
sistemasining bir gismi sifatida garaluvchi nugtalar to plami o zining algebraic
xossalari  bo'yicha to'g'ri chizigning nuqgtalari kabi odatdagi usulda

9



tasvirlanadigan hagiqiy sonlar sistemasidan hech bir farq qilmaydi.Bu esa
yuqorida aytgandek, (a,0) nugtani a hagigiy sondan farglamaslikka imkon
beradi.Xususan, kompleks sonlar sistemasidagi nol (0,0) va (1,0) odatdagi
haqiqiy sonlar 0 va 1 lardir.

Endi  kompleks sonlar ichida (1) tenglamani ildizi bor ekanligini,
ya ni kvadrati hagigiy son -1 ga teng bo’lgan son bor ekanligini
ko rsatamiz. Bu son (0,1) nugta, ya ni ordinatalar o’gida koordinata boshidan 1
birlik masofa yuqorida joylashgan nuqgta bo ladi. Hagigatan ham ( 3 ) ni, ya'ni
ko paytirish amalini go'llab  (01)(0,) = (-10) =-1 tenglikni hosil gilamiz.Bu
nugtani i deb belgilashga kelishib olaylik, demak i*=-1 .

Endi tuzilgan kompleks sonlar uchun ularning odatdagi yozuvini hosil gilish
mumkin ekanligini ko'rsataylik.Buning uchun abbalo b haqigiy sonni i
nugtaga ko paytmasini topaylik:
bi = (b,0)(0,1) = (0, b),

demak bu nugtalar , ordinatalar o'qida yotuvchi va ordinatasi b ga teng
bo’lgan  nugtalardir, shu bilan birga ordinatalar o’qining barcha nuqtalari
shunday ko paytmalar ko'rinishda ifodalanadi..Agar (a,b) ixtiyoriy nugta
bo’lsa, u holda (a,b)=(a,0)+(0,b) tenglikka ko'ra

(a,b) =a+bhi
tenglikni hosil gilamiz,ya'ni biz hagigatan ham kompleks sonlarning odatdagi
yozivuga kelamiz. Bu a+bi  kompleks sonning odatdagi yozuvidir.Ushbu
ifodadagi ko paytma va yig'indini biz qurgan kompleks sonlar sistemasida
aniglangan ma noda tushunmoq lozim.
Kompleks sonlar nazariyasining biz amalgam oshirgan qurilishi quyidagi
savolni keltirib chigarishi tabiiy.
Uch oIchovli fazo nugtalarini go shishni va ko paytirishni bu nugtalar to plami
kompleks sonlar sistemasini yoki, hech bo’Imasa , haqiqiy sonlar sistemasini

0z ichiga oladigan qgilib aniglash mumkin emasmikin?
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Bu savol ushbu bitiruv ishimiz mavzusidan chetga chigadi, fagat shuni aytish
mumkinki,bu savolga beriladigan javob salbiydir.

Ikkinchi tomondan,kompleks sonlarni yuqorida aniglangan ma'noda
qo shish,umuman olganda ,tekislikda koordinatalar boshidan chiggan
vektorlarni go'shish bilan bir xilda ekanligini nazarga olsak,quyidagi savolni
qo yilishi tabiiy:biron-bir n lar uchun n o’lchovli haqgigiy vektor fazoda
vektorlarni ko paytirishni shunday aniglash mumkinki, vektorlarni bunday
ko paytirishga va odatdagigo shishga nisbatan bizning fazo hagiqgiy sonlar
sistemasini 0z ichiga olgan sonlar sistemasi bo'lib golsin.Agar amallarning
rasional,hagigiy va kompleks sonlar sistemasiga ega bo’lgan barcha
xossalarning bajarilishini talab giladigan bo’lsak, buni bajarib bo Imasligini
ko rsatish mumkin.Agar ko paytirishning kommutativligidan voz kechadigan
bo'lsak, u holda bunday yasashni tort o'lchovli fazoda bajarish
mumkin;sonlarning hosil bo’ladigan sistemasi kvaternionlar sistemasi
deyiladi.Shunga o'xshash yasash sakkiz o’lchovli fazoda ham mumkin-unga
Keli sonlar sistemasi deb ataluvchi sistema hosil bo'ladi.Shuni ham aytish
mumkinki, bu yerda ko paytirishning fagat kommutativligi emas, balki
assosiativligidan ham (uni ancha kuchzis talab bilan almashtirib) voz kechishga
to'gri keldi.

Tarixiy an analarga aylanib qolgan kelishuvga asosan,kompleks son i ni
mavhum birlik, bi ko rinishdagi sonlarni ~ sof  mavhum sonlar deb
ataladi.Ammo bizda bu sonlarning mavjud ekanligi hech ganday shubha
uyg otmaydi va tekislikning bu sonlar bilan ifodalanadigan nugtalarini ordinate
0 gi nugtalarini ko rsatishimiz mumkin.« =a+bi kompleks sondagi a son «
sonning haqiqiy gismi,bi esa unig mavhum qismi deyiladi.

Nugtalari kompleks sonlar  bilan o'zaro mos qo'yilgan tekislik kompleks
tekislik deyiladi. Bu tekislikdagi absissa 0°qi hagigiy o0°q va ordinatalar

0 gi esa mavhum o q deyiladi. a+bi ko rinishdagi kompleks sonlar ustida
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algebraik amallar yuqoridagi (2)-(4) va (6) formulalarga ko'ra quyidagicha
ko rinishda bajariladi:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)_(b+d)i,

(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b-d)i,

(a+bi)(c+di)=(ac =hd) + (ad +bc)i,

a+bi ac+bd bc-ad.

- = + I.
c+di c¢*+d* c?+d?

Kompleks sonlarni go shishda ularning haqigiy gismlarini alohida va mavhum
gismlarini alohida go'shiladi deb ayta olamiz;shunga o xshash ayirish amali
uchun ham aytish orinlidir.Ko paytirsh va bo'lish amallari uchun qoidalar
so zlari ancha uzun bo'lib, ularni bu yerda keltirmaymiz. Odatdagi ko rinishda
berilgan kompleks sonlarni bo’lish amalini yodda saglab qolish uchun
quyidagini eslab golish etarli; berilgan kasrni surat va maxrajini uning maxrajini
go shmasiga ko paytirib, so'ngra soddalashtirishlar qilish lozim ekanligini
ko rish mumkin.

Hagigatan ham,yuqoridagi fikrlardan

a+bi_(a+bi)(c—di)_(ac+bd)+i(bc—ad)_ac+bdijc—adi
c+di (c+di)(c—di) c®+d? c2+d? c?+d?

tenglikni hosil gilamiz.

Kompleks sonlarni tekislikni nugtalari bilan tasvirlash kompleks sonlar
uchun aniglangan amallarni geometric talgin etilishini taqozo qilishi
tabily.Qoshish uchun bunday galgin qilish hech ganday qiyinchilik
tug dirmaydi.
a=a+bi va pg=c+di kompleks sonlar berilgan bo’lsin.Ularga  mos
nuqtalar bilan koordinatalar boshini  tutashtiramiz. Tomonlari bu
kesmalardan iborat bo'lgan parallelogramm  yasaymiz , u holda bu

parallelogrammning to’rtinchi uchi, ravshanki (a+c,b+d) nuqgta

bo’ladi.Demak, geometrik nugtai nazaridan, kompleks sonlarni qo shish

parallelogramm qoidasi bo'yicha qo shiladi.
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a=a+bi songa garama-garshi bo'lgan son kompleks tekislikdagi nuqta

bo'lib, u « songa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik nuqta bo’ladi.
Bu yerdan ayirishning geometric talginini hech giyinchiliksiz hosil qilish
mumkin.Kompleks sonlarni ko paytirish va bo'lishning geometric ma nosi
kompleks sonlarning shu paytga gadar foydalanib kelingan odatdagi yozivudan
fargli trigonometric ko'rishdagi yozuvini kiringandan keyingina tushunarli
boladi.

a sonning a=a+bi ko'rinishdagi yozivuda bu songa mos keluvchi
nugtaning dekart koordinatalaridan foydalaniladi. Birog nuqgtaning tekislikdagi
vaziyati uning qutb koordinatalari:koordinatalar boshidan nugtagacha bo lgan
masofa r va absissalar 0" qining musbat yo nalishi bilan koordinatalar boshidan
bu nugta tomon yo nalish orasidagi ¢ burchakning berilishi bilan to'la

aniglanadi.

1.2. Kompleks sonnig trigonometrik ko rinishi.

Analitik geometriya kursidan ma’lumki, biror nugtaning tekislikdagi
vaziyati uning qutb  koordinatalari: koordinalar  boshidan nugtagacha
bo’lgan masofa r absissalar o0°gining musbat  yo nalishi bilan
koordinatalar boshidan shu nugta tomon musbat yo nalish orasidadi ¢
burchakning berilishi bilan to'la aniglanadi. Bunda r manfiy bo’Imagan
hagigiy sonva fagat nol nugta uchun nolgateng .

a =(a,b) nugta qutb koordinatalarda berilgan bo’lsin, u holda unga aniq bir

r va ¢ mos keladi. Bu r son o« kompleks sonning moduli deyiladi va |o|

deb belgilanadi.
¢ burchak « sonning argumenti deyiladi va arga deb belgilanadi. ¢

burchak ichtiyoriy qgiymatlarni qgabul gilishi ~ mumkin. Bunda musbat

burchaklar soat strelkasiga qarama-qarshi yo nalishda hisoblanadi. Argumenti

13



27 ga karrali burchakka farg giluvchi moduli teng bo'lgan sonlar teng deb
hisoblanadi.

Shunday qilib, « kompleks sonning argumenti bir-biridan 2~ ga karrali
bo lgan sonlarga farq giladigan cheksiz ko'p giymatlarga ega;binobarin,moduli
va argumentlari bilan berilgan ikkita kompleks sonning tengligidan,ularning
modullari teng bo’lib,argumentlari 2z ga karrali butun songagina farg qilishi
to g risida xulosa chigarish mumkin.

Argument fagat 0 son uchun  aniglanmagan, lekin u [0[=0

tenglikdan to'la aniglanadi.

Kompleks sonning argumenti hagiqgiy son ishorasining tabiiy umumlashmasidir.
Hagigatan ham,musbat haqgigiy sonning argumenti 0 ga teng, manfiy haqiqiy
sonning argumenti ~ gat eng; haqiqiy o qda koordinatalar boshidan fagat ikkita
yo nalish chigadi va ularni ikkita simvol "+' va - orgali farglash mumkin,
kompleks tekislikda esa 0 nugtadan chiquvchi yo nalishlar cheksiz ko'p va
ular endi o zlarining haqigiy o gning yo nalishi bilan hosil gilgan burchaklari
bilan farg giladilar.

Ma'lumki, Dekart va qutb koordinatalar orasida ushbu munosabatlar

mavjud:
a=rcose , b=rsing (1)
bundan
a’+b® =r? (2)
yoki
r=+/a? +b? (2)

u holda a=a+bi ko'rinishdagi kompleks son quyidagi ko rinishga keladi.
a =a+bi=rcosg+(rsing)i =r(cos ¢ +isin g) (3)
Har ganday komplers sonni ( 3) ko rinishda yozish yagonadir.

Faraz qilaylik, «=a+bi kompleks sonni yana bir a =r,(cosg, +ising,)

ko rinishda yozish mumkin bo'lsin, bunda r, va ¢, - biror hagiqgiy sonlar

14



va r,>0.U holda r,cosp, =a,r,sing, =b, bundan r =+Ja®>+5>, ya'ni (2)
ko'ra r, =|o|.Bu yerdan (1) dan foydalanib, cos¢, =cosg,sing, =sing ni hosil
gilamiz, ya'ni ¢, =arge .

Demak, r=r,,p=0,.

a=r(cosp+ising) ko'rinishdagi yozuv o kompleks sonning trigonometrik
shakli deyiladi va undan kelgusida ko'p marta foydalanamiz.

a = r(cos @ +ising) va pB=r,(cose, +ising) kompleks sonlar  berilgan
bo’lsin.Bu sonlarni ko paytiraylik:

af =[r(cos ¢ +isin @)][r, (cos ¢, +isin ;)] = rr,(cos ¢ Ccos ¢, +isin ¢ cos ¢, +
+1cos@sing, —sin @sing,) = rr,[cos(p + @) +isin(g + ¢,)]

yoki
af} =rr[cos(p+ @) +isin(p +¢,)] 4)

kelib  chigadi. Demak, kompleks sonlar ko paytmasisining  moduli
ko paytuvchilar modullarining ko paytmasiga teng, argumenti esa
ko paytuvchilar argumentlari yig indisiga teng,ya ni

e =|e|| Bl arg(ap) =arga +arg B . (4")
a=r(cosp+ising) va p=r(cose, +ising,) kompleks sonlar berilgan bo’lsin
va g =0 bo'lsin. Demak, r, #0 , u holda

a r(cosp+ising)  r(cosp+ising)(cose, —ising,) r( ( )+ sin )
Z_ _ _r o o
B~ n(cosg +sing)  r(cosg +ising)cosg —ising) r o L) TIPS

yoki

(04 r ..
E = Z(COS((D — @) +isin(p—@)). (5)

Demak, kompleks sonning bo linmasining moduli bo’linuvchining modulini
bo luvchining moduliga bo'linganiga, argumenti  esa bolinuvchini

argumentidan bo luvchini argumentini ayrilganiga teng, ya ni

:%,arg(%j:arga—argﬂ.

(04

B
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Bu qoidalar , ravshanki,istalgan chekli sondagi kompleks sonlar
uchunham o’rinli.Hagigiy sonlar bo’lgan holga tadbiq etganda,(4°) formulaning
birinchisi bu sonlar absolyut giymatlarining ma’lum xossalarini beradi,
ikkinchisi esa haqigiy sonlarni ko paytirishdasi ishoralar goidasiga aylanadi.

Endi ko paytirish va bo’lishning geometrik ma nosini aniglaylik. (4 )
formuladan ko'rinadiki, « sonni g=r(cose, +ising,) songa ko paytmasini
tasvirlovchi nugtani quyidagicha topish mumkin: O nugtadan « nuqgtaga
tomon yo'nalgan || ga teng vektorni ¢, =arg burchakka burish, so'ngra esa
uni r, =|p| marta cho zishdan hosil bo’lgan vektorni uchini koordinatasi s
ko paytmaga mos nugtani koordinatsini ifodalaydi.

(5)ifodadan a=r(cosp+ising)=0 uchun
a™ =r[cos(—¢) +isin(—p)] (6)

kelib chiqgadi.
a=r(cosp+ising) va pg=r(cose, +ising) kompleks sonlar berilgan bo’lsin.
Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarning yig indisini va ayirmasini
(4) va (5) ga o xshash formulalar bilan ifodalsh mumkin emas.Biroq yig indini
moduli uchun quyidagi muhim tengsizliklar mavjud.
Tasdig. Ikkita kompleks sonning yig indisining moduli go shiluvchlar
modullari yig indisidan katta emas, bu modullar ayirmasidan kichik emas:

o] =| Bl <|a+ B <|a| +| A (7)
Ushbu tasdigning isboti elementar geometriyadagi ma ' lum uch  burchak
tomonlari hagidagi teoremadan kelib chigadi(tomonlari |«| va |g|gat eng
bo’lgan parallelogmmning dioganali |« + 8| ga tengligi ma’lum). «,4 va 0
nuqtalar bitta to"g ri chizigda yotgan hol alohida diggarga sazavordir; fagat shu
holdagina (7) formulalar tenglikka aylanadi. (7) ga g o'rniga- g o ysak va
- g/ <|B| ekanligini hisobga olsak, u holda

o =\ <l = B <o +| A 8)
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kelib  chigadi,ya'ni ayirmaning moduli uchun yig indining modulidagidek
0 xshash tengsizliklar hosil boladi.

(7) tengsizlikni quyidagi yo'l bilan ham chigarish mumkin.Faraz qilaylik,
a=r(cosp+ising) Vva B=r,(cose, +ising,) kompleks sonlar berilgan va
a+ B sonning trigonometric shakli «+ g =R(cosy +isiny) bo’lsin.Haqiqiy
gismlarini alohida va mavhum gismlarini alohida qo shib,

rcose+r,cosg, = Rcosy,
rsing+r,sing, = Rsiny

ifodalarni hosil qgilamiz;birinchi tenglikning har ikkala tomonini cosy
ga,ikkinchi tenglikni har ikkala tomonini siny ga ko paytirib, ularni
qo shsak,quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
r(cos @ Cosy +sin gsiny) + 1, (Cos ¢, Cos i +sin ¢, siny) = R(cos® v +sin” )
ya ni
rcos(p—y)+r,cos(p—w) =R
Bu yerdan kosinus hech gachon birdan katta bo'la olmasligi sababli, r+r, >R
tengsizlik kelib chigadi, ya'ni
o +[] 2]+ B
Ikkinchi tomondan, a=(a+pB)-pB=(@+p)+(-p). Bu yerdan hozir
isbotlanganiga ko ra,
o <la+ Al +|= Bl =|a+ B+
tengsizlikni hosil gilamiz, bundan esa
o =1 <l + ]
tengsizlikni hosil gilamiz.
Kompleks sonlar uchun “katta” wva “kichik” tushunchalarini ma'noga
ega bo’ladigan gilib aniglab bo’Imaydi, chunki bu sonlar, nugtalari tabiiy
ravishda tartiblangan to'g'ri chizigda yotgan hagiqiy sonlardan fargli o'laroq,

to'gri chizigda yotmasdan, balki tekislikda yotadi.Shuning uchun kompleks
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sonlarning o°zini (ularning modullarini emas) hech gachon tengsizlik belgisi
bilan solishtirib bo" Imaydi.

a=a+bi  kompleks son berilgan bo'lsin, u holda @ =a-bi kompleks
son « songa qo shma son deyiladi.
Ravshanki , « sona songa go shma son bo ladi. Hagigiy sonni qo shmasi
shu sonnig o'ziga teng bo’ladi.

Geometrik nugtai  nazaridan o'zaro go'shma sonlar hagigiy o0'qga
nisbatan simmetrik bo’lgan nuqgtalardan iborat bo'ladi. Bu yerdan

| =|a|arga =—arga

tengliklar kelib chigadi.
2-Tasdig. Qo shma kompleks sonlar yig indisi va ko paytmasi hagigiy sonlar
boladi.

Isboti. Hagigatan, ham

a+a=2a, aa=a’+b? :|a|2.
Oxirgi tenglik e son =0  bo'lganda , hatto musbat bo lishini ko rsatadi.

(a—bi)+(c—di) =(a+c)—(b+d)i
tenglik ikkita sonnning yig indisi bilan go’'shma bo’lgan son goshiluvchilar
bilan go shma bo"lgan sonlarning yig indisiga teng ekanligini ko rsatadi.
Shunga o"xshash,

(a—bi)(c—di) = (ac —bd) - (ad + bc)i

tenglikdan ko paytmaga go shma bo’lgan son ko paytuvchilar bilan go'shma
bo’lgan sonlarning ko paytmasiga teng ekanligi kelib chigadi.

Bevosita tekshirish yo'li bilan

formulalarni to'griligini tekshirish mumkin.Shunday qilib, quyidagi tasdiq
isbotlandi.
3-Tasdiq.

18



K
+
is)
[
K|
+
el

aff =ap,

a-p=a-p

a, a

(E) =7
4-Tasdiq[2].

Agar « son biron-bir usul bilan g,p4,....8, kompleks sonlar orgali
qo shish,ko paytirish,ayirish va bolish yordamida ifodalangan bo’lsa, u holda
bu ifodada barcha g, sonlarni ularning qo shmalari bilan almashtirsak, u holda
a bilan go’shma bo’lgan sonni hosil gilamiz; xuxusan,agar « son hagigiy
bo’lsa,u barcha g, sonlarni ularning qo shmalari bilan almashtish natijasida
0 zgarmaydi.

Bu tasdigni n bo’yicha matematik induksiya metodidan foydalanib
isbotlaymiz. n=2 da ushbu tasdigni to g riligi yugoridagi 3-tasdigdan kelib
chigadi.faraz qgilaylik, « son biron-bir usul bilan 3, 4,....,3, kompleks sonlar
orgali qo’shish,ko paytirish,ayirish va bo'lish yordamida ifodalangan
bo’Isin.Bu ifodada qo shish,ayirish,ko paytirish va bo’lish amallari qay tartibda
bajarilishi anig ko'rsatilgan.Oxirgi bajaradigan ishimiz bu amallarni

birortasini g,, 3,..... . (bu yerda 1<k <n-1) sonlar orgali ifodalangan y, songa
va  Bei Bean B, SOnlar orgali  ifodalangany, songa tadbiq qilish
bo’ladi.Induktiv faraz bo'yicha 2,pz,..... 8. sonlarni ularning qo shmalariga
almashtirish », ni 7, 0a, B Besr-B, SOnlarni ularni gqo shmasi bilan
almashtirish esay, ni 7, ga almashtirishga olib keladi.Endi « ni ikkita y,,7,
larga bogligligini hisobga olib, 3-tasdigni qo'llasak, ya'ni g, 3,....5, larni
goshmalariga almashtirsak, u holda y,,», lar qo’shmalariga almashadi , « esa
a gaaylanadi.

Tasdiq isbotlandi.

1.3.Kompleks sondan ilduz chiqarish.
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Kompleks sonlarni darajaga ko tarish.,
i mavhum birlikning aniglanishiga ko'ra:
iZ2=-1 , ¥=-i |, i‘=1,
bo'ladi, umuman bulardan
P%=1 % =2 = = (1)
kelib chigadi.
a =a+bi kompleks sonni butun musbat n-darajaga kotarish kerak bo’lsin.
Buning uchun (a+bi)" ifodaga N'yuton formulasini tadbig qilish va (1)
tenglikdan foydalanish etarli.
Trigonometrik ko rinishdagi kompleks son berilgan bo’lsin.
a=r(cosp+ising) trigonometrik  ko'rinishdagi kompleks sonni  butun
musbat n- darajaga ko tarish uchun trigonometrik ko rinishdagi kompleks
sonlarni ko paytirish formulasi
aff =rr[cos(p+@,) +isin(p+ ¢,)]
dan foydalansak Muavr formulasi[2] deb ataluvchi quyidagi formulani hosil
gilamiz:
[r(cosp+ising)]" =r"(cosne +isinng) (2)
Demak, berilgan kompleks sonni n-darajaga ko tarish uchun, shu
sonni modulini n-darajaga ko tarish, argumentini esa n marta ortirish kerak.
Bu (2) formula n manfiy butun son bo’lgan hol uchun ham o'rinli.Bu fakt
to g riligi
a =)
tenglikdan kelib chigadi.
Muavr formulasining xususiy holi , ya'ni
(cosp +ising)" =cosng+isinng
tenglik karrali burchakning sinusi va kosinusi uchun formulalarni osongina
hosil gilishga imkon beradi. Hagigatan ham, bu tenglikning chap tomonini

N'yuton binom formulasi bo'yicha ochib chigib va tenglikning har ikkala
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tomonining  hagiqiy va mavhum qismlarini alohida alohida tenglab,
quyidagilarni hosil gilamiz:

cosng =cos" ¢ —C?2 cos"? psin® p+C cos"™* psin® p—...... ,

sinng =C! cos"™ psing—C?>cos" > psin® ¢+ C> cos"™ psin® ¢ —........

n(n-)(n-2)....n—k +1)

Bu yerda C¥ =
1-2-3-..-k

n=2 bo'lganda bizga elementar matematikadan ma’lum bo’lgan quyidagi
formulalarni hosil gilamiz:

oS 2¢ = cos* ¢ —sin’ o,
sin2¢ = 2sin ¢ - COS @.

n=3 bo lganda esa quyidagi formularni hosil gilamiz:

cos 3¢ = cos® ¢ —3cos gsin® @,
sin3p = 3cos? psin ¢ —sin® ¢.

Kompleks sonlardan ildiz chiqarish.

Kompleks sondan ildiz chigarish ko pgina giyinchiklar bilan bog'lig. Avvalo
a=a+bi ko'rinishdagi sondan kvadrat ildiz chigarishdan boshlaylik. Faraz
gikaylik kvadrati « ga teng son mavjud va u u-+vi ko'rinishdagi son
bo’lsin. Bizning magsadimiz ushbu u,v larni topishdan iborat. Olishimizga
ko'ra

a+bi =u+vi
bo"ladi.Bundan

(u+vi)> =a+bi
bu tenglikdan esa

u®-v?=a,
2uv =D,

kelib chigadi. Bu har ikki tenglikni tomonlarini kvadratga ko tarib, so hgra
ularni go'shamiz:
(u? —v?)? +4u?v? =a® +b?

Bundan
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u®+v? =+a’+b? (4)
kelib chigadi.( 3 ) tenglikni birinchisidan va bu (4) tenglikdan quyidagilarni

hosil qilamiz:
u? :%(a+\/a2+b2),
v? :%(—a+\/a2+b2),

bulardan kvadrat ildiz chigarib u va v ular uchun ikkitadan giymatga ega
bo lamiz. Bu sonlarni ixtiyoriy olish mumkin emas. Ularni uv ko paytma
ishorasi b ni ishorasi bilan bir xil bo'ladigan  qilib tanlab  olish
kerak.Natijada fagat u va v larni bir biriga bog'lig 2 ta giymatini olish
mumkin bo’ladi, hosil bo'lgan u-+vi sonlar 2 ta bo'ladi va ular fagat ishorasi
bilan farglanadi. Demak, kompleks sondan har doim kvadrat ildiz chigarish
mumkin va bu ildizlar bir-biridan fagat ishorasi bilan farg giladi.

Misol.

J—=15+8 ni hisoblang.

Yechish:

Quyidagi formuladan foydalanamiz

Ja+bi =+ +vi),

2 2 _ [~2 2 .
bunda, u=+ w,hi\/ ar ; +b Agar b>0bo’lsa u vav

bir xil ishorada ,
b<0bo'lsa, uholda u va v lar garama-garshi ishorada olinadi.

Berilgan misolda: a=-15b=8>0.

V225464 -15 N225+64 +15
u==t , =41, v=2 , =

4.

Bundan
J—15+8i = +(1—4i)

tenglikni hosil gilamiz.
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Endi a=r(cosp+ising) sondan n -darajali ildiz chigaraylik. Faraz qilaylik,
natijada p(cosy +isiny) son hosil bo’lsin. U holda

[o(cosy +isiny)]" = r(cos ¢ +isin @) (5)
bundan Muavr formulasiga ko'ra p"=r  yoki p=%r Ikkinchidan, (5)

tehglikni chap tomonida turgan kompleks son argumenti ny ga teng. Shu

sababli , ny =¢+2kz (bu yerda k - butun son) bo'ladi. Bundan y = ‘p+r]2k”
bo ladi.
Endi ko'rish qiyin emaski, agar K/;(cos¢+’12kﬂ+isin¢)+2k7z) sonni olsak ,
uni n -darajasi a =r(cosp+ising) songa tehg. Demak,

2[r(cos g +isin @) =4/r(cos ¢+ 2kn +isin 2T 2k7z) (6)

n

Agar k =0123,...,n-1 (7) giymatlar bersak har xil ildizlarni hosil gilamiz.
Endi k>n ixtiyoriy butunson bo'lsin, uholda k=ng+r (bunda 0<r<n-1,

q-biror  butun son) deb olish mumkin.  Bundan,

p+2kr  @+2ng+r)r  p+2rz

+2qr
n n n

Demak , k=ng+r bo lganda kosinus va sinuslarni davri 2z bolgani
uchun yana (7) sistemaga kiruvchi k =r bo lgandagi ildizni giymatini hosil
gilamiz. Demak, « kompleks sondan har doim n -darajali ildiz chigarish
mumkin, natijada n ta har xil giymatlar hosil bo’ladi. Bu barcha ildizlarni
moduli ¥/r gateng. Ular markazi nol nugtaga bo'lgan aylanada yotadi va

uni teng n ta bo'lakka bo’ladi.

Misollar.
3 3 §7z+2k7r §7z+2k7r
1. 6\/8(cosz7r+isinz7z):§/§(cos4T+isin4T) :

bunda ,k =0,,2,3,4,5.2

yoki
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I\/E(COS£+iSin£), yoa :\/E(cosﬁﬂsin&),
8 8 24 24

197 197 Or . . 97
= V2(cos —Z +isin =2 =/2(cos== +isin—0),
Bo =~2( 21 4 ) B ( 3 8)
,84=\/§(c0535”+isin35”), \/_(cos—+|sm43—ﬁ)
24 24 24
1
2. ( +l‘/_)2° ni hisoblang.

1-
Yechish:

Awvalo 1+i/3 va 1-i sonlarni trigonometrik ko rinishga keltiramiz:

L=v1+3=2.

cosqol:1 , sing, :ﬁ . Bundan ¢, =
2 2
Demak, 1+i+/3 = 2(cos%+ isin %) .

r, =J1+1=42 , oS ¢, :% , Sing, :—%

Bundan ¢, =%
4
ya ni 1—i:\/§(cos7—”+isin7—ﬂ).
4 4
U holda,

1+i\/§_ 2(—’ s§+|sm 3)

3 (72' 77Z)+, . (71 77[)_
. cos(————)+isin(———)=
1= \/E(coszzﬂsin?;[) 34 34

= V2(cos2r + Z — 17y risin(2r + F - 17y = J2(cos T E +isin 1T,
3 4 3 4 12 12

Nihoyat,

. 20
1+ I\_/é = [\/5(0057—”+ isin 7—ﬂ)]20 = (\/E)zo[cos 20-77 +isin 20'7”] =
1-1 12 12 12 12

= 210(0055?”+ i sin 5?”) =2°(1-iV3).
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1.4. Birning ildizlari.
1 sonidan n- darajali ildiz chigarish holi aynigsa muhimdir.Bu
ildiz n ta har xil giymatga ega bolib ular quyidagicha topiladi.
1=cos0’ +sin0°  sondan n- darajali  ildiz chigaraylik. Oldingi

mavzudan ma lumki,bu ildizlar quyidagi formula orgali topiladi:

2k 2k
W1 = cos—— +isin— , k=012,.,n—1 (1)

n n

1 sonidan chigarilgan n- darajali ildizning haqgigiy giymatlari (1)
formuladan, agar n juft bo'lsa, k=0 va k =2 bo’lganda, agar n toq

bo’lsa, k =0 bo'lganda hosil boladi.Kompleks tekislikda birning n-
darajali ildizlari birlik aylanada joylashgan bo’lib, uni bir biriga teng
bo’lgan n ta yoyga ajratadi; ana shunday nugtalardan biri 1 sonidir .
Bu yerdan, birning n- darajali ildizlari ichida hagigiy bo’Imaganlari
haqiqiy o0 qga nisbatan simmetrik joylashganligi, ya'ni juft-jufti bilan
qo shma ekanligi kelib chigadi.Birning kvadrat ildizi ikkita giymatga
ega, ya ni n=2 bo'lsa birning kvadrat ildizi 2 ta: 1 va -1 sonlari
bo ladi.

n=23 da birning uchta ildizi bo'lib, ular quyidagi sonlar bo ladi:

27 .. 27 1 .43
& =1, g =coOS—+isN—=——+1—,
3 3 2 2
52:0084—ﬂ-+isin4—ﬂ:—1—i£. (2)
3 3 2 2

n=4 da esa birning to rta ildizi bolib, ular 1,i,~1,—i sonlardan iborat
boladi.

1-Tasdig. a kompleks sonning n- darajali barcha ildizlarini bu
ildizlardan birortasini birning n- darajali barcha ildizlariga

ko paytirib chigish bilan hosil gilish mumkin.
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Isboti. B son « sonni n- darajali ilizlaridan biri  bo’lsin, yani
p"=a bo’lsin. y son esa birning n- darajali ildizlaridan biri
bo’lsin, ya'ni " =1 bo'Isin.Bundan

BN =p""=«a
bo'ladi. Demak, gy ham « ni n-darajali ildizlaridan biri
bo'ladi.Bundan esa g ni birni n- darajali ildizlarini har biriga
ko paytirib, n taturli giymatlarni hosil gilamiz.
Misollar.
1. —27 sondan kub ildiz chigaraylik, ravshanki uni ildizlaridan biri
-3 ga teng (2) formulaga ko'ra, uning golgan ikkita ildizi quyidagi
sonlarga teng bo’ladi:

338 5 4 _ 8,38
2 277 22 27

B, =-3¢ =
2. 4/256 ildizni quymatlarini hisoblaylik. Bizga bu 256 sonini bitta
ildizi 4 ga teng ekanligi ma'lum , uning golgan ildizlarini topish
uchun ushbu ildizni birning to'rtinchi darajali ildizlariga ketma-ket
ko paytirib chigamiz, natijada quyidagi quymatlarni topamiz:
4,-4,4i,—4i .
2- Tasdiqg. Birning n-darajali ikkita ildizining ko paytmasi yana
birning n- darajali ildizi boladi.
Isboti. Agars" =1 va »" =1 bo'lsin, u holda,
()" =&"y" =1
Demak , g ham birning n- darajali ildizi bo’ladi.
3-Tasdiq. Birning n- darajali ildiziga tekari son ham birning n-
darajali ildizi bo’ladi, Umuman, birning n- darajali ildizining har
ganday darajasi yana birning n- darajali ildizi boladi.
Isboti.  &" =1 bo'lsin, ya'ni ¢ birning biror n- darajali ildizi bo’lsin , u

holda ¢-¢* =1 ekanligidan &"-(¢™)" =1 kelib chigadi. Bundanesa (¢™)" =1
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kelib chigadi, ya'ni ¢ soni ham birning n- darajali ildizi boladi.

Birning k- darajali har ganday ildizi k ga karrali bo’lgan har ganday I uchun
ham birning I- darajali ildizi bo'ladi.Bu erdan, agar birning n- darajali barcha
ildizlari to plamini garab chigadigan bo'lsak, u holda bu ildizlarning ba zilari
n ning bo luvchilari bo’lgan biror n lar uchun birning n'-darajali ildizlari
bolishligi kelib chigadi.birog har ganday n uchun birning n- darajali shunday
ildizlari mavjudki, ular birning n dan kichik darajali hech ganday ildizi bo'la
olmaydi.Bunday ildizlar birning n- darajali boshlang’ich ildizlari
deyiladi.Ularning mavjud ekanligi (1) formuladan kelib chigadi:agar uldizning
berilgan k ning giymatiga mos keluvchi giymatini ¢,  orgali (demak,e, =1
bo ladi) belgilasak, u holda Muavr formulasiga ko ra,

«

& =&

Demak, ¢, ning hech ganday n dan darajasi 1 ga teng bo'la olmaydi, ya ni

¢, = cos 2% +isin 2~ boshlang’ich ildiz bo'ladi.
n n

4-Tasdig. Birning n- darajali ¢ ildizining &,k =01,...,n—1 darajalari har xil,
ya ni birning n- darajali barcha ildizlarini tashkil etganda va fagat shundagina
¢ boshlang’ich ildiz bo ladi.

Isboti.hagigatan ham, birning tasdigda ko'rsatilgan barcha darajalari har xil
bo’lsa, u holda ravshanki & birning n-darajali boshlang ich ildizi bo’ladi.
Agar,masalan , 0<k<l<n-1 bo’lganda &“=¢" bo'lsa, & =1 bolib,
1<1-k <n-1 tengsizliklarga binoan ¢ boshlang’ich ildiz bo Imaydi.

Yugorida topilgan ¢ son, umumiy holda, yagona n-darajali boshlang’ich ildiz
emas.barcha bunday ildizlarni topish uchun quyidagi teorema xizmat giladi.
Teorema.Agar ¢ birning n-darajali boshlang ich ildizi bo’lsa, u holda k son n
bilan 0"zaro tub bo’lganda va fagat shundagina £ son n-darajali boshlang ich
ildiz bo’ladi.

Isboti.Hagigatan ham, kva n sonlarning eng katta umumiy boluvchisi d

bo’lsin. Agar d >1 va k=dk’,n=dn" bo’lsa, u holda
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()" =" = (") =1,
ya'ni &* ildiz birning n’-darajali ildizi ekan.
Ikkinchi tomondan,aytaylik, d =1va shu bilan birga ¢* son birning m-darajali
(1<m<n)ildizi bo’lsin.Demak,
()" =g =1.
¢ son birning n-darajali boshlang’ich ildizi bo'lgani sababli, ya'ni fagatgina
uning n ga karrali bo’lgan darajalarigina 1 gat eng bo'lgani uchun km son n ga
karrali bo’ladi.Birog, 1<m<n bo’lgani uchun kva n sonlar o zaro tub bo'la
olmaydi.Bu esa shartimizga ziddir.
Shunday qilib, birning n-darajali boshlang’ich ildizlari soni n dan kichik va u
bilan o’zaro tub bo'lgan musbat butun k larning soniga teng. Odatda ¢(n)
orgali belgilanadigan bu sonning ifodasini sonlar nazariyasi kursidan topish
mumekin.
Agar p tub son bo'lsa, u holda birning o zidan tashqari ana shu ildizlar birning
p -darajali boshlang’ich ildizlari bo ladi.Shuning ham aytish kerakki, birning
to'rtinchi darajali ildizlari ichida boshlang’ich ildizlar fagat i va —i lar
bo ladi.
I1-bob.Kompleks sonlar nazariyasining bazi bir tadbiglari.
2.1.Trigonometrik ayniyatlarni isbotlash.
1.Trigonometrik ko'rinishda berilan kompleks sonni darajaga ko tarishning
ushbu
[r(cosp+ising)]" =r"(cosne +isinng) (1)
formulasida r =1 deb olsak, u holda Muavr formulasining xususiy holi , ya'ni
(cosp+ising)" =cosng+isinng &)
tenglikni hosil gilamiz.Bu formulaning chap tomonidagi gavsni N yuton binom
formulasi bo'yicha ochib chigib ,so'ngra i*=-1i°*=-i,i*=1 va umuman
ixtiyoriy musbat butun k son uchun

j 2k =1’i4k+l _ i’i4k+2 _ _1’i4k+3 - (2)
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ekanligini hisobga olsak va (*) tenglikning ikkala tomonidagi kompleks
sonlarning haqigiy va mavhum gismlarini tenglashtirib quyidagi formulalarni
hosil gilamiz:

cosng =cos" ¢ —C?2 cos"? psin® p+C. cos"™ psin® p—....... :

sinng =C! cos"™ psing—C?cos" psin® p+C? cos"® psin® p—........

n(n-)(n-2)...(n—k+1)
1-2-3-..-k ’

Buyerda C* =
Shunday qilib, biz karrali burchakning kosinus va sinuslarini oddiy burchak
kosinus va sinuslari orgali ifodalovchi formulalarni hosil qildik.Xususiy
hollarni garaylik.
n=2 bo’lganda bizga elementar matematikadan ma’lum bo’lgan quyidagi
formulalarni hosil gilamiz:

oS 2¢ = €os* ¢ —sin’ g,
sin 2¢ = 2sin ¢ - CoS @.

n=3 bo'lganda esa quyidagi formularni hosil gilamiz:
cos 3¢ = cos® @ —3cos psin® g,
sin 3¢ = 3cos* psin ¢ —sin® ¢.

2.sin® x ni birinchi darajali kosinus va sinuslarning karralisi orqgali ifodalang.
Yechish.

o =C0S X +isin X

deb belgilash kiritaylik.U holda ushu belgilashdan

a‘l—l— 1 B COS X —isin X B
a Ccosx+isinx (cosx+isin x)(cos x—isin x)
COS X —isin X

= > ——=C0S X—isinXx,
COS™ X+SIN™ X
U holda
a" = (cos x+isinx)* = coskx+isinkx,
a™® = (cos x +isinx)™ =[(cosx +isin x) 1" =[cos(—x) +isin(—x)]* =
= c0S(—kx) + isin(—kx) = cos kx —sin kx.
Shunday qilib,
a® = coskx+isinkx,
a™® = coskx—isinkx.
Bu erdan

29



a“+a*

. 3)

-

coskx =

. a
sinkx=

2i
Formulalarni hosil gilamiz.Ushbu formulada k =1 deb olsak, u holda

-1

(sinx)sz(a_zia J :—é(as—3a+3a‘1—a‘3)=—$[(a3—a‘3)—3(a—a_1)]=

= —é[Zisin 3x—3-2isinx] = %(BSin X —sin 3x).
Shunday qilib,

3sin x —sin 3x

—

3. cos® x ni birinchi darajali kosinus va sinuslarning karralisi orgali ifodalang.
Yechish.

(2) tenglikda k =1 deb quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

sin® x =

IN\8
(cos x)* =(“+2“ j = 226 (¢® +8a°® +28a* +56a2 +70+

+560 2 +28a " +8a t +a?) = %56[(058 +a?)+8(’ +a®)+

+28(a* +a ) +56(a’ +a %) +70] = %(2cos8x+16cos 6X +

CcoS8X +8cos6Xx + 28cos4x +56c0s2x +35
128 '

+56c0s4x+112cos2x +70) =

Demak,

cos® X — coS8X +8cos6x + 28cos 4x + 56 cos 2x + 35
128

4. Ushbu

1-C?+C!-CP+C:-C+...
ig indini hisoblang.
Yechish. (1+i)" ni N yuton formulasidan foydalanib yoyib yozamiz:
A+i)" =1+CH-i+C2-i*+C-i®+..+CI - i" +i"
Bizga ma’lum (*) tengliklardan foydalanib ushbu tenglikni quyidagicha
0 zgartiramiz:
L+i)"=1-C2+C!—C> +C> —...)+i(C; —-C>+C>-C/ +..).
Ikkinchi tomondan,

1+i:ﬁ(cos%+isin%)
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ekanligini hisobga olsak, u holda

n

) - nr .. Nnrx
1+i1)" =22 (cos— +isin—
(L+1i) ( 2 4)
tenglikka kelamiz.Demak,

1-C24+C*—CE+CE—CM .. =22 cos%”,

n
1 3 5 7 9 D i Nz
Cl-C}+C’-Cl+C’—..=22sinm
tengliklarni hosil gilamiz, Xususan, n=14 deb olsak, u holda
147

1-C%+CL-Cl+C} -Cl+Clz-Cli =2 cosT:O,
1 3 5 7 9 11 13 T «: T
c,-C,+C,-C,+C,-C,+C,=2"sin¥x =128
5. tg6Xx ni tgx orgali ifodalang.
Yechish. Ma’ lumki,
_sin6x

tg6x = ,
COS 6X
shu sababli avvalo sin6x va cos6x larni sinx va cosx lar orgali ifodasini
topamiz:
sin6x = 6c0s° xsin X —20cos® xsin® x +6cos xsin® X,
c0s6xX = cos® x—15c0s* xsin® x +15cos” xsin®* x —sin® x.
Bulardan,

6cos° xsin X —20cos® xsin® X + 6¢os xsin> x
tg6x=— 4 ain? 2 yaind © 6.
cos” Xx—15cos” xsin“ Xx+15c0s“ XsIn™ X—siIn’ X
_ 6tgx —20tg *x + 6tg °X
1-15tg ?x +15tg *x —tg °x
Ushbu oxirgi tenglikni hosil gilish uchun yugoridagi kasrni surati va maxrajini
cos® x ga bo’ldik.

6.Quyidagi tenglikni isbotlang.

2cosmx = (2cos x)™ —?(Zcos x)"2 +W(2ccs X)" -+

+(-1° m(m = p—1)(m— FI;'_ 2)-(m=2p+1) (2cos X)™ 2P +... )
Yechish.
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P, +Ch _(m=p)(m—p-1)(m-p-2)..(m—-2p+1)

m-p-1 —

p!
N (m-p-D(m-p-2)..(m-2p+1) _
(p-D!
m(m—-p-)(Mm-p-2)..(m-2p+1)
p! ’

boladi.
2cosmx=S_,2cosx=a
belgilash kiritamiz, u holda

S, =a"-ma"*+(CZ,+C> )a""—...—
—(-DP(Ch,+Cr pa" .
tenglikni hosil gilamiz. Ko rsatish qiyin emaski

2cosmx = 2cos x-2cos(m—-1)x—2cos(m—2)x ,
yoki yugoridagi belgilashimizga ko'ra
Sm = aSm—l - Sm—2 .
Ko rish giyin emaski,
m=1 da isbotlanishi lozim bolgan tenglik o rinli:
2C0SX =2CO0S X.
m=2 boIsin ,u holda

2c0S 2X = (2cos x)* —%(Zcos X)° = 4cos® x—2

Bu esa bizga elementar matematikadan ma’lum bo’lgan ayniyatdir:

14+ c0S2X = 2C0S° X .
Faraz gilaylik,

S, —aml—(m 1)am3+(C 3-|-C 4)a _
—(-DP(Ch  +Ch a4
Sy, =a™? —(M—2)a"™* +(C2, +C )a™* —..—
L(DPACE 4G a4

U holda
S,=aS,,—-S, ,=a"— mam‘2 +o+
+(-D)P(Ch , +Co ,+Co  +CE )a™ P+,
ushbu tenglikda ma’lum
Ch=Cpi+Coy
formulani go’llab, isbotlanishi lozim bolgan (3) tenglikka kelamiz.
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7.Quyidgi tenglikni isbotlang.

37 5x Vg3 Or 1
COS— +COS—+COS—+COS—+CO0S—— = —.
11 11 11 11 2

Isbhoti.
3T 5x 1 Or
S = cos—+cos—+cos—+ COS — + COS —,
11 11 11 11
3T 5r 1 Or
T _sm—+3|n—+sm—+sm—+3|n—
11 11 11 11

deb belgilash kiritib,V = S +Ti ifodani garaylik. « = cosl_”lminlﬁl
deb olsak, u holda

11

V:S+Ti:a+a3+a5+a7+a9:a2_a:
a” -1
a(@’-) a’-1 o’(@’-a )
alc-a?) a-at  a-a’
_ 5 or . . Om g . . o
Ushbu ifodada & =COSE+|SIHE,6Z :COSE_IS”]E

tenglilardan foydalansak, u holda

oY/ 57
(@’ —a) (cosﬂ+|sm1—) 2|smH
V=S+Ti= -
a-a 2isin —
ot . 5r . ,57 . 107 ., O
coS—sSin— sin“— sin——  sin“ —
11 11 11 _ 11 11
. T . T . T . T
sin — sin — 2sIn — sin —
11 11 11
Shunday qilib,
.1 T
sin—cos— sin——— sin(r—-) 1
S = _ _ 11 _ +
sin— 2sin— 25|n£ 2
11

Yuqoridagi isbotlanishi lozim bo’lgan tenglik isbotlandi.
8.Quyidgi tenglikni isbotlang.

2 47 o6 8 10z 1
cOS—+Cc0S—+Cco0S—+CcoSs—+Cc0S—— =——.,
11 11 11 11 11 2

Isboti.
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27 4 67 87 107
S =c0S—+C0S— +COS— + COS— +C0S ——,
11 11 11 11 11
27 A or 8 10z
T —Sln—+sm—+sm—+sm—+sm—
11 11 11 11 11

deb belgilash kiritib,V = S +Ti ifodani garaylik. « = cosl—lJrisinlﬂ1
deb olsak, u holda

V=S+Ti=a’+a*+a®+a®+a'’="— =2 =

(@~ al@®-1) (@’ -a )
a(a—a‘l)_ a-at  a-at
. 6 br . . 67 T 57
Ushbu ifodada & —COSEHS"‘H,O! _COSH_ISIHH
tenglilardan foydalansak, u holda

67 S
o (o —a™) (cos— T +1isin 1—) 2|smH
V=S+Ti= - =
a-a 2isin
11
6r . 5r 67 . 5rx
cos—sin—  sin—sin—
11 11 11 11
. . '
sin— sin—
11 11
Shunday qilib,
. 57 6r .
sin——cos—— sin (—+—) +sin (———) sinz—sin-— 1
g—_ 11 11 _ 11 11 11 11 11:___
sin 2sin - 2sin 2
11 11 11
Yugoridagi isbotlanishi lozim bo"lgan tenglik isbotlandi.
9.Quyidgi tenglikni isbotlang.
T 3 Y4 1 O 117z 1
COS — + COS — + COS — + C0S — + C0S — + COS —— = —.
13 13 13 13 13 13 2
Isboti.
3 Sz i Or 11x
S= cos—+cos—+cos—+cos—+cos—+cos—
13 13 13 13 13 13

. T .37 . 5z . Ir» . 97 .
T =sIn— +SIN— +SIN — +SIn— +SIn + SINn ,
13 13 13 13 13 13

deb belgilash kiritib,V = S +Ti ifodani qaraylik. « = cos%ﬂsin%
deb olsak, u holda
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V=S+Tiza+a®+a’+a’ +a’ +a' = -

a’ -1
a(@?-1) a?-1 a’(@®-a’®)
a(a—a‘l)_a—a_l_ a-at
] 6 67z . . b6rx 67 67
Ushbu ifodada & =COSE+ISII’]E _COSE_ISInE

tenglilardan foydalansak, u holda

67 67 67
ot —a®) (cos— 13 +isin 1—) 2|smE
V — S +Ti - ) = =
“a-a 2isin -
6rxr . 6r . ,br . 127 ., br
cos—sin— sin“—— sin——  sin“—
13 13 13 _ 13 13
. T . T . T . T
sin— sin—  2sin-— sin—
13 13 13 13
Shunday qilib,
6r 6x . 12x V4
sin—cos— sin—— sin(r—-—)
g__ 13 13~ 13 _ 137 _1
sin 2sin 2sin 7~ 2
13 13 13

Yugoridagi isbotlanishi lozim bo"lgan tenglik isbotlandi.
2.2.Trigonometrik yig indilarni hisoblash.

1.Quyidagi yig indini hisoblang.
S=1+acosX+a’cos2x+a’cos3x+...+a* coskx,
Yechish.

T =asinx+a?sin2x+a’sin3x +...+a" sinkx
deb belgilash kiritaylik. U holda

S +Ti=1+a(cos X +isin x) +a*(cos 2x +isin 2x) +
+a°(cos3x +isin3x) +...+a" (cos kx+ i sin kx)

bo'ladi. @ = COS X +1SIN X deb olsak, u holda
S+Ti=l+ac+aa?+a%a’+..+a a" =
a-k+10(k+1 _1

aa—1
S hosil gilingan yig indining hagigiy gismiga teng, shu sababli
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S +TI _ a-k+1ak+1_:|_. aa_l—].: ak+2ak _ak+lak+l+aa—l+1
ac-1 aa -1 a’—ala+at)+1
Bu yerdan
S+Ti=l+aa+a’a*+a’a® +..+a*a" =
ak+lak+1_1
. aa-1

a“*? coskx—a“* cos(k +1)x —acos x +1

a®—2acosx+1
2.Quyidagi tenglikni isbotlang.

S =

. h+1 . nx
sm—xsm7

Sin X+SIiN2X+SIN3X+...+sinnx =

. X
sin —
2
Yechish.
T =sin X+SiN2X+SiN3X+...+SIN X,
S =C0S X +C0S 2X +C0S 3X +...+COS NX,
X .. X
o =C0S—+1SIN—
2 2"’
bo'lsin.U holda

2n
: a” -1
S+Ti=l+a’+a*+a’+..+a™" =a® = L=
a [—

. N
sin — X
2

RLAC 2 ):(cosn—+1x+isin X)
ala—a™) 2 Sini
2

Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

. h+1 . nx
sm—xsm7

T =sSiNnX+SIN2X+SIN3X+...4+SINnNX = S
sin —
2

n+l1 . nx
cos—xsm7

S =C0S X+ C0S2X+COS3X+...+COSNX = <
sin —
2

3.Quyidagi limitni hisoblang.

Iim(1+1cosx+£c032x+...+icos nx)
2 4 2"

N—o0
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Yechish. 7-misolda a =% deb olib, undan foydalanamiz.

lim (1+1cosx+%c052x+...+2—1ncos nx) =

N—oo

n+2 n+1l
(1j COS nx—@] cos(n +1)x—;cosx+1
li

m 2
(1j — 2(1j cosx+1
2 2

L X+1
_ECOS * _ 2(2=cosx)
5—4c0SX

1 cosx+1
4
4.Quyidagi yig indilarni hisoblang.
S =cosa—cos(a+ h) +cos(a + 2h) —...+ (=1)"" cos(a + (n —1)h),
T =sina—sin(a+h) +sin(a+ 2h) —...+ (-1)" " sin(a + (n —1)h).
Yechish .Quyidagi belgilashlar kiritaylik.
a =cosa+isina,

[ =cosh+isinh.
U holda
a - =cos(a+h)+isin(a+h),

a- % =cos(a+2h) +isin(a +2h),

a-B"" =cos(a+(n—1h+isin(a+(n-1)h).

Ushbu tengliklardan
V=S+iT=a-af+af’—.+(-D)"" ap"",

uni hisoblaylik.Bu hisoblashda geometric prosressiyaning hadlari yig indisi

formulasidanfoydalanamiz.

V=a(l-p+p - +.()""B =«
n—juft son bo’Isin. U holda
Veg. B HL_ A +D(B-]) w{,ﬁ”(ﬁz -B7)A-p) _

.(_1)nﬂn _l:a'(_l)nﬂﬂn +1
—p-1 B+l

f+1 -1 PB-F")
BT BN B ) _(ep —apt)pi-p2)
p-5" p-5"

Endi « va g larni yugorida belgilaganimizga asosan v ni ifodasiga qo yaylik:
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n - n n - n . ..n
{[cos(a+(5—l)h)+|sm(a+(E—l)h]—[cos(a+5h)+|sm(a+5h)]}-2|5|n5h
2isinh

V =

Bu yerdan
Endi « va g larni yugorida belgilaganimizga asosan v ni ifodasiga qo yaylik:

n - n n - n . ..n
{[cos(a+(5—1)h)+|S|n(a+(E—l)h]—[cos(a+5h)+|sm(a+5h)]}-2|sm§h

V= —
2isinh
Bu yerdan
[cos(@+ (" —Dh) - cos(@+ " hsin"h - 2sin(a+ " Thysin(-"sin "h
S 2 2 2 _ 2 2’72

sinh ZsinhcosD
2 2

sin(a+"—2h)sin "
2 2

h
oS —
2

_[sin(a+ (" —1h) —sin(a+ "mJsin"h  2cos(a+""*hysin " -sin"h
T 2 2 2 _ 2 277

sinh 2sin DcosD
2 2

cos(a+ n-1 h)sin n h
2 2

h
oS
2

n— tog son bolsin. U holda

Veg B L (B DB-Y BB

-p-1 B> -1 BB-B)
B BB ) (@B -af )BHp?)
p-p* p-p"

a va g larni v niifodasiga qo yaylik:

{[cos(a+"h)+isin(a+ " hy]-[cos(@+ =2 h)+isin(a+ "= 2 )} 2cos T h
v_ 2 2 2 2 2

2isinh
Bu yerdan

[sin(a+ Eh) —sin(a +n—_2h)]cosﬂh 2cos(a + n-1 h)sin Dcosnh
2 2 2 2 2 2

S = - = =
sinh 2sin DcosD
2 2

cos(a+ n-1 h) cosE h
2 2

h
oS
2
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—[cos(a+ﬂh) —cos(a+n—_2h)]cosnh 25in(a+n—_1h)sinD . cosnh
2 2 2 2 2 2

T = - = =
sinh 2sin DcosD
2 2

sin(a+ n—_1h)cosﬂ h
2 2

h
COS —
2
Shundy ilib,
sina+ "~ 2hysin "h
S= 2 - 2 n-juftbo’lsa,
COS —
2
cos(a+n—_1h) cosnh
S= 2 - 2 n-toqbo'lsa;
COS —
cos(a+n—_1h)sinnh
T= 2 - 2 n-juftbo’lsa,
COS —
2
sin(a+n—_1h)cosﬂh
T= Z 2 n-toqbolsa.

0082
5.Agar x absolyut giymati jihatidan birdan kichik bo’lsa, u holda
a) S =cosa-+ xcos(a+b)+x*cos(a+2b) +...+ x" cos(a+nb) +...
b) T =sina+ xsin(a+b) + x*sin(a + 2b) +...+ X" sin(a + nb) +...
qatorlar yaginlashuvchi ekanligini va ularning yig indisi mos ravishda

cosa—xcos(a—Db) sina—xsin(a—Db)
1-2xcoshb+x? 1—-2xcosb + x?

teng ekanligini isbotlang.
Isboti.

S, =cosa+ xcos(a+b) + x* cos(a+ 2b) +...+ x* cos(a +kb),

T, =sina+ xsin(a +b) + x*sin(a + 2b) +...+ x“ sin(a + kb),
deb belgilash Kiritaylik. U
S, +iT, =(cosa+isina)+ x[cos(a+Db) +isin(a+b)]+

+ x°[cos(a+ 2b) +isin(a+ 2b)]+...+ x“[cos(a + kb) + i sin(a + kb)]
boladi.
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a=cosa+isina, f=(cosh-+isinb)
deb olsak, u holda
S, +iT, =a@+XB+ XL+ X°f° +..+ X ) =
B a(xk+1ﬂk+l _1) . Xﬂ{L _1 B a(xk+2ﬂk _ Xk+1ﬂk+l + Xﬂfl +1)
X[ —1 xp -1 x> —x(B+ 1) +1

Demak,

x**2 cos(a + kb) — x*** cos[a + (k +1)b]— x cos(a—b) +cos a
x* —2xcosb+1
x**?sin(a + kb) — x*** sin[a + (k +1)b] — xsin(a—b) +sina

x* —2xcosb+1
Ushbu yig indilarda k — « da limitga o"tsak, u holda |x| <1 bo"lgani uchun

S, =

T, =

lim|x| =0

k—o0

bo’ladi.Shunday qilib,

S =lims, cosa— xcos(a —Zb)
ko 1-2xcosb+ x

T=limT, = sma—x3|n(a—2b)

ko 1-2xcosb+ x

6.Yig indini toping.
S =sin® x+sin®3x+sin?5x +...+sin*(2n 1) x.
Yechish.

Elementar matematikadan ma'lum bo’lgan

. 5 1-cos2a
sin“a = 5

formuladan foydalanamiz.U holda

1-cos2x 1-cos6x 1-—cosl0x 1-cos[4n — 2]x
= + + .ot =

S
2 2 2 2

= g —%[cos 2X + €08 6X + C0S10X + ... + cos(4n — 2)x]

Endi

S = C0S 2X + COS 6X + C0S10X +...+ cos(4n — 2) x,
t =sin2x+ cos 6x + cos10x +...+ cos(4n — 2)x
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yig'indilarni hisoblaylik.
o = C0S 2X + 1IN 2X

deb belgilash kiritaylik, u holda

2n+1 n n -n
. _ a -—a o \a —o
s+it=a +a’+.+a™" = > = ( - )—
a -1 a-a
_ (cos2nx +isin 2nx) - 2isin 2nx _ cos 2nxsin 2nx i sin? 2nx
2isin 2x sin 2x sin2x

Demak,

g_n 1 cos2nxsin2nx n  sin4nx

T2 2 sin 2x T2 4sin2x’

7.Quyidagi tengliklarni isbotlang.

n cos(n+21)xsinnx
0052x+00322x+cosz3x+...+cosznx:5+ (n+1) :

2sin x
SiN? X +sin2 2X +5iN2 3X + ...+ sin2 X = 2 — cos(n+})xsm X
2 2sin X
Isboti.
. N 1+ cos?2 . 1-cos?2
6-misolga 0'xshash cos? « :Ta va sin’a :Ta formulalardan

foydalanamiz. U holda

1+cos2x 1+cos4dx 1+ cos 2nx
+ +..+ =

€0S2 X+ C0S% 2X +...+ €Cos% nx =
2 2 2

:g+%[cos 2X +C0S 4X + ...+ €S 2nX}

1-cos2x 1-cos4x 1-cos2nx
+ 4.+ =

sin® X +5sin% 2X +...+sin’ nx =
2 2 2

:g—%[c032x+cos4x+...+c052nx]

Endi

S=C0S2X+COS4X +...4+c0s2nX, t=sIiN2X+SiN4X+...+Sin2nx

yig indilarni hisoblaylik.

S+it = (C0S 2X +isin 2X) + (COS4X +iSin 4X) +...+ (cos 2nx +isin2nx) = a* + a* +

L+ a® = a™ —a’ _ a"a"-a™) _ [cos(n+1)x +isin(n+1)x]- 2isin nx _
a’ -1 a-a™ 2isin x
_ cos(n +1)xsin nx i sin(n+1)xsin nx
sin x sin x
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Ushbu tenglikdan esa isbotlanishi lozim bo"lgan tenglik kelib chigadi:

n 1
C0S% X +C0S% 2X + ...+ C0S® NX = — + =[C0S 2X + COS 4X + ... + C0S 2nX | =

2 2sin x

on N cos(n+1)xsinnx

, . . n 1
sin® X +sin® 2x +...+sin? nx:E—5[0032x+cos4x+...+cosan]:

_ncos(n+1)xsinnx

2 2sin x
8.Yig indilarni toping.

S =cos® x+¢0s> 2X+....+cos®nx, T =sin®x+sin®2X+....+sin° nx.

Yechish. Yuqorida isbotlangan

3 3c0s a — cos 3 . 3 3sina —sin3a
Cos” a = , Sina=

4 4

tengliklardan foydalanamiz. U holda
S = %[3(cosx+c052x+...+cos nx) +(c033x+cosz+...+coanx)];
= %[3(sin X +8iN 2X + ...+ $in NX) — (Sin 3x + i 6 + ... + sin 3nx)]
Quyidagicha belgilashlar kiritaylik:

X .. X 33X .. 3
o =C0S—+Isin—, S =cos—+Iisin—.
2 2 2 2

U holda
S, +iT, = (COS X +5in X) + (COS 2X +isin 2X) +...+ (cosnx +isinnx) = a® +a* +
2n+2 2 n+1 -n
o - a —a
tota’ = AN CE — )_
a® -1 a—a
n+1 .. n+l ... N n+l . n . nh+1 . n
(cos—— = x+isin—-x)-2isin—Xx €oS——-Xsin—X  sin——— xsin— X
_ 2 2 2" _ "2 2,72 T2
X X X ’
2|s|nE sin— sin—

S, +iT, = (cos 3x +sin 3X) + (COS 6X +iSiN 6X) +... + (COs 3nx +isin 3nx) = B + B* +

+m+ﬂ2n _ ﬂ2n+2 _ﬂz B ﬂm-l(ﬁn _ﬁ—n) _

pi-1  p-p
(coss(n+1)x+isin 3(n+1) X) - 2|S|n3—nx Ccos 3(n+1)xsm sin 3(n+1)xsm—x
_ 2 2 _ 2 2 +i 2 2
.. 3X . 3x . 3X ’
2|S|n? sin— sin—
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Demak,

n+l_ . n 3(n+1) _ . 3n
3C0S—— XSIin—X  COS XSin — X
S — 2 2 n 2 2 .
B X 3x ’
4sin — 4sin—
2 2
. n+1_.n . 3(n+1) . 3n
3sin——=xsin—x sin——~xsin—Xx
T-= 2 2 2 2
B X 3x
4sin = 4sin—
2 2
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Xulosa.

Ma’lumki, har ganday haqiqiy koeffisientli ko phadlar ham hagiqiy sonlar
sohasida ildizga ega bo'lavermaydi, lekin bu hol kompleks sonlar to plami
uchun o’rinli emas ekan, ya ni kompleks koeffisientli har ko phad kompleks
sonlar sohasida kompleks ildizlarga ega bo ladi.Ushbu bitiruv malakaviy ishda
kompleks sonlar ustida amallar bajarish orgali hosil bo ladigan sonlarni haqiqiy
gismini hagiqiy gismiga mavhum gismini mavhum gismiga tenglashtirib muhim
natijalar erishildi.

Shunday qilib,ushbu bitiruv malakaviy ishni tayorlash davomida quyidagi
muhim xulosalarga kelindi.
1.Kompleks sonlar sistemasi haqigiy sonlar sistemasining kengaytmasidir.
2.Kompleks sonlar ichida kvadrati minus birga teng bo lgan son mavjud.
3.Kompleks sonlar ustida goshish, ayirish,ko paytirish, darajaga ko tarish va
ildiz chigarish amallarini bajarish mumkin.
4.Har ganday kompleks sonni trigonometrik ko'rinishga keltirish mumkin.
5.Ko 'mpleks sonlar uchun katta va kichik tushunchalari mavjud emas, ularni
modullari bo yicha solishtirishi mumkin.
6.Kompleks sonlar vektorlar kabi ya'ni parallelogram qoidasi boyicha
qo shiladi.
7.Trigonometrik ko'rinishda berilgan kompleks sonni darajaga ko tarish uchun
ushbu sonni modulini shu darajaga ko tarish , argumentini esa shuncha marta
ortirish lozim.
8.Kompleks sonlar xossalaridan foydalanib ko plab trigonometrik ayniyatlarni
isbotlash va yig indilarni hisoblash mumkin.
9.Birning har ganday darajali ildizlari birlik aylana yoyini teng bo laklarga
boladi.
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