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SO’Z BOSHI

Respublikamiz mustaqillikka erishgandan so’ng barcha sohalarda,
jumladan, ta’lim sohasida ham muhim islohotlar amalga oshirildi. Bu
islohatlar ichida “Ta’lim to’g’risida”gi qonun va ‘“Kadrlar tayyorlash
milliy dasturi” islohatlar ichida eng muhimlari bo’lib, ularning asosiy
magsadi  respublikamizda jahon andozalariga mos  keladigan,
raqobatbardosh ~ mutaxassislarni  tayyorlashdan  iborat.  Bunday
mutaxassislarni tayyorlashda asosiy zamin uzluksiz ta’lim tizimining
muhim bosqichlaridan biri bo’lgan oily ta’lim bosqichida yaratiladi. gabul
qilindi. Oily ta’lim bosqichida malakali mutaxassislarni tayyorlashda
o’quv adabiyotlarining, aynigsa, o’zbek tilida yozilgan adabiyotlarning
o’rni salmoqlidir.

Ma’lumki, hozirgi kunda oliy o’quv yurtlarining barcha
mutaxasisliklarida oliy matematika fani o’qitiladi. Talabalarni oliy
matematikadan chuqur bilim, ko’nikma va malakalarga ega bo’lishlarida
o’quv adabiyotlarining, aynigsa, masala va misollar yechish bo’yicha yo’l-
yo’riglar ko’rsatilgan o’quv qo’llanmalarning o’rni muhimdir.

Hozirgi kunda oliy matematika va matematik analizdan masalalar
yechish bo’yicha bir qator qo’llanmalar mavjud. Ularga na’muna sifatida
[.LA.Maronning “/luddepeHnaibioe M HHTETPAIBHOE HCUHUCICHUE B
npumepax u 3agadax’ nomli, [.A.Kaplanning “IIpakTudeckue 3aHATHS 11O
BBICIIICH MaTeMaTHhke”’ nomli, P.E.Danko, A.G.Papov,
T.Ya.Kojevnikovalarning “Briciias Marematnka B yOpPaXHEHHSIX U
3agavyax’ nomli, [.I.Lyashko, A .K.Boyarchuk, Ya.G.Gay,
G.P.Golovachlarning “MaremaTuueckuii aHaliu3 B IpUMeEpax M 3ajgavyax’’
nomli,G.I.Zaporojetsning  “PykoBojCTBO K  pemIeHHIO 3ajad  II0
MateMmaTuuyeckoro aHanu3a” nomli va hokazolarni keltirish mumkin.

Bunday qo’llanmalar ko’p bo’lishiga qaramasdan ular davlat tilida
emas. Bundan tashqari, bu qo’llanmalarda oily matematikadan nazariy
ma’lumotlar masala va misollar yechish uchun yetarli darajada
yoritilmagan.



Mualliflar tomonidan yozilgan ushbu o’quv qo’llanma yuqorida
ta’kidlab o’tilgan kamchiliklarni bartaraf qilish maqgsadida yozilgan.

Ushbu o’quv qo’llanmaning boshga o’quv qo’llanmalardan farqi
shundaki, unda barcha mavzular bo’yicha nazariy ma’lumotlar ancha
mukammal berilganligi hamda deyarli barcha formulalarni qo’llashga doir
topshiriglar yechimlari bilan keltirilganligidir. O’quv qo’llanmada berilgan
na’zariy ma’lumotlarni o’quv rejada oliy matematikaga kamroq soat
ajratilgan yo’nalishlar uchun ma’ruza matni sifatida qabul qilish mumkin.

Ushbu o’quv qo’llanmaning boshqa o’quv qo’llanmalardan afzal
tomonlaridan yana biri unda talabalar mustaqil yechishlari uchun berilgan
topshiriglardan masalalar to’plami sifatida foydalanishi mumkinligidir.

Ushbu o’quv qo’llanmadan oliy matematika o’qitiladigan barcha oliy
o’quv yurtlarining talabalari va o’qituvchilari foydalanishlari mumkin.
Ushbu o’quv qo’llanma mualliflarning uzoq yillardan beri oliy
matematikadan olib borgan mashg’ulotlari jarayonida to’plangan
tajribalari asosida yozilgan bo’lib, ayrim kamchiliklardan holi bo’lmasligi
mumkin.

Ushbu o’quv go’llanmaning qo’lyozmasini o’qib chiqib o’zlarining
gimmatli maslahatlarini bergan fizika — matematika fanlari doktori,
professor A.Q.O’rinovga, fizika — matematika fanlari nomzodi,dotsent
T.A.Djalilovaga va fizika — matematika fanlari nomzodi T.lbaydullayevga
mualliflar 0’z minnatdorchiliklarini bildiradilar.



1. BOB. KO’P O’ZGARUVCHILI FUNKSIYA
§1. Ko’p o’zgaruvchili funksiya, uning limiti va uzluksizligi

Geometriya va tabiatshunoslikning  bir gator masalalari
o’rganilayotganda o’zgaruvchi miqdorlar orasida bir o’zgaruvchi
miqdorning qiymati qolganlarining qiymatlari orqali to’la aniglanadigan
bog’lanishlar uchraydi. Jismning biror fizik xarakteristikalari (masalan,
uning zichligi p ni yoki temperaturasi T ni) garayotganimizda jismning bir
nuqtasidan boshqasiga o’tganda bu xarakteristikalarning o’zgarishini
ko’rish mumkin. Jismning har bir nugtasi x,y,z Dekart koordinatalari
bilan aniglangani uchun garalayotgan xarakteristikalar uch o’zgaruvchil
X,y va z ning giymatlari bilan aniglanadi.

Vagqt o’tishi bilan o’zgaruvchi fizik jarayonlarni qaralayotganda fizik
xarakteristikalar qiymati to’rtta o’zgaruvchi x,y, z va t ning giymati bilan
aniqlanadi.

Masalan, gazda tovush tebranishlarining targalishini
o’rganilayotganda gazning zichligi p va bosimi p to’rtta o’zgaruvchi
X,y,Z va t ning qiymati bilan aniglanadi. Bunday misollarni
geometriyadan ham keltirish mumkin:

xy
2

Asosi x va balandligi y bo’lgan uchburchakning S yuzi § ==

formula bilan, chizigli o’lchovlari x,y,z bo’lgan to’g’r1 burchakli
parallelepipedning V hajmi V = xyz formula bilan aniglanadi. Birinchi
holda S ikkita x va y ga bog’liq, ikkinchi holda esa V uchta x,y,z
o’zgaruvchilarga bog’lig. Shunga o’xshash bog’lanishlarni o’rganish
uchun ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasi kiritiladi.

Ta’rif: Agar n o’Ichovli R™ Yevkilid fazosidagi biror D to’plamdagi
har bir M (x4, x5, ..., Xx,) nuqtaga ma’lum bir qonun asosida gandaydir u
haqiqiy son mos qo’yilgan bo’lsa, u holda u berilgan D to’plamda
aniglangan n  o’zgaruvchili funksiya deyiladi. D c R™ to’plamda
aniglangan n o’zgaruvchili funksiyani U = f (x4, x5, ..., X,) YOKi qisgacha
n = f(M) kabi belgilanadi. Bunda xi,x,,...,x, lar funksiyaning
argumentlari deyiladi.



Ta’rif: Berilgan n o’zgaruvchili n = f(M) funksiya ma’noga ega
bo’lgan R™ Yevklid fazosidagi barcha M (x4, x5, ..., x,) nuqtalar to’plami
funksiyaning aniglanish sohasi, U = f(M) funksiya qabul giadigan
haqiqiy sonlar to’plami esa bu funksiyaning giymatlar to ‘plami deyiladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini D{f}, giymatlar sohasini E{f}
bilan belgilanadi.

D to’plamdan olingan M nugtaga mos kelgan u son funksiyaning M
nugtadagi xususiy giymati deyiladi.

Kelgusida soddalik uchun va olinadigan natijalarni geometrik
talginini berish maqsadida asosan ikki o’zgaruvchili funksiyani Z, uning
argumentlarini esa x va y kabi belgilaymiz. Shunday gilib, umumiy holda
ikki o’zgaruvchili funksiyani Z = f(x,y), Z = F(x,y), Z = g(x,y) va
hokazo ko’rinishda yozamiz. Masalan,

Z=f(x,y)=\/1—x2—y2, Z=gxy)=3x+5y—-1,
Z=nh(x,y) = !

x2+y2

Ikki o’zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning D{f} aniglanish sohasi
tekislikdagi M (x, y) nugtalardan tashkil topganligi uchun y tekislik yoki
undagi biror sohadan iborat bo’ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan
funksiyalar uchun D{f} markazi 0(0; 0) koordinata boshida joylashgan va
radiusi r =1 bo’lgan birlik doiradan, D{g} butun tekislikdan
(D{g} = R?),D{h} = R? — {0}, yani tekislikning koordinata boshidan
tashgari barcha nuqtalaridan iborat.

Ikki o’zgaruvchili Z = f(x,y) funksiyaning geometrik ma’nosi
(mazmuni) uning grafigi tushunchasidan kelib chigadi. Bu tushunchani
kiritish uchun fazoda XO0YZ to’g’ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasini olamiz. XOY koordinata tekisligida funksiyaning D{f}
aniglanish sohasini garaymiz va uning har bir M(x,y) nuqtasidan XOY
koordinata tekisligiga perpendikulyar o’tkazamiz. Bu perpendikulyarga
funksiyaning Z = f(x,y) qiymatini qo’yamiz. Natijada fazoda
koordinatalari (x,y, f (x,y)) bo’lgan P nuqgtani hosil gilamiz.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyaning grafigi deb fazodagi

P(x,y,2) = P(x,y,f(x,y)) = P(x,y, f(M)), M = M(x,y) € D{f}

lar ikki o’zgaruvchili funksiyalardir.
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nuqtalarning geometrik o’rniga aytiladi.
Masalan, yuqgorida Kkeltirilgan Z = f(x,y) funksiyaning grafigi
tenglamasi

Z=\J1—x2—-y2 222=1-x2—y2= x2+y24+22=1
bo’lgan sferadan, Z = g(x, y) funksiyaning grafigi tenglamasi

Z=3x+5y—1 yoki 3x+5y—z—1=0 bo’lgan tekislikdan
iborat. Ammo yuqoridagi Z = h(x, y) funksiya grafigini to’g’ridan-to’g’ri
tasavvuf etish oson emas. Bunday xollarda funksiyaning sath chiziglari
tushunchasidan foydalaniladi.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyaning qiymatlari biror o’zgarmas C
soniga teng bo’ladigan XOY koordinata tekisligidagi nuqtalar to’plamidan
iborat chiziq funksiyaning sath chizig’i, C soni esa sath deb ataladi.

Ta’rifdan Z = f(x,y) funksiyaning C sathli sath chizig’i tenglamasi
f(x,y) = c bo’lgan chiziqdan iborat ekanligi kelib chiqadi.

Yugorida biz n o’zgaruvchili funksiyani U = f(xq, X5, ..., X)
ko’rinishda yozgan edik va n = 2 bo’lgan hol, ya’ni Z = f(x,y) ikKki
o’zgaruvchili funksiyani o’rgandik. Bunda biz ikki o’zgaruvchili
funksiyani geometrik talgini tushunchasi bilan ham tanishdik.

Agar n = 3 bo’lsa f(xq,x5,...,X,) funksiyani bevosita geometirik
tasvirlab bo’lmaydi. Agar n = 3 bo’lsa, u holda berilgan funksiya uch
o’zgaruvchili bo’ladi va uni biz U = f(x,y,z) ko’rinishida yozamiz.
Bunda x, y, z argumentlar va u funksiya bo’ladi. Xuddi shunday to’rt, besh
va hokazo o’zgaruvchili funksiyalarni ham yozish mumkin.

Ko’p o’zgaruvchili funksiya ham bir o’zgaruvchili funksiya kabi
analitik, jadval va garafik usullarda berilishi mumkin. Funksiya analitik
usulda, ya’ni formula bilan berilgan holda ko’pincha uning aniqlanish

sohasi ko’rsatilmaydi. Lekin biz funksiyani aniglanish sohasi sifatida
funksiyani analitik ifodasini ma’noga ega qiladigan (x4, x5, ...,%X;)
nuqtalarning to’plamini tushunamiz.

Ta’rif: Berilgan M,(x,,y,) nhugtaning r radiusli atrofi deb

tekislikdagi +/(x — x0)2 + (y — ¥5)% < r tengsizlikni ganoatlantiruvchi
M (x, y) nuqtalar to’plamiga aytiladi.



Ta’rif: Biror chekli A soni ikki o’zgaruvchili Z = f(x,y)
funksiyaning uning argumentlari x = x,, y — y,bo’lgandagi limiti deb
aytiladi, agar har ganday kichik € > 0 soni uchun unga bog’liq shunday
r(e) =r >0 son topilsaki, My(xo,y,) nugtaning r = r(e) radiusli
atrofiga tegishli bo’lgan barcha M(x,y) #+ My(x,, yy) nugtalar uchun
|f (x,y) — A| < r tengsizlik bajarilsa.

Ikki o’zgaruvchili f(x,y) funksiyaning x — x4,y = y, holdagi
limiti

Am f(x,y) =A yoki zv}lr}lwof M) =A
Y—=Yo
kabi yoziladi.

Teorema: Agar Z = f(x,y) va Z = g(x,y) funksiyalarning ikkalsi

ham M, (x,, yo) nuqtaning biror U,.(x,, y,) atrofida aniglangan va ularning

lim f(x,y) =A va xli_)r)rclog(x,y) =B

X=X
Yy=Yo Yy=Yo

limitlari mavjud bo’lsa, u holda quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi:
lim ¢ = c (c — o'zgarmas son),

X=X
Y—=Yo
Am Cf(x,y) = Clim f(x,y) = CA,
Y—=Yo Y=Yo
dm [fCey) £ g(y)] = Jim f(x,y) + lim g(x,y) =A+B,
Y—=Yo Y—=Yo Y—=Yo
dm f(x,y) - g(xy) = lim f(x,y) - lim g(x,y) = AB,
Y—=Yo Y—=Yo Y—=Yo
lim f(x,y)
X—Xo
X, 5 A
g = y; T 9 " B (JH}} gtxy) # 0)
gy ;gr,r;l g(x,y) I~
—Yo

Ikki o’zagruvchili Z = f(x, y) funksiyaning limiti ta’rifini

X = t00, y — +o00yoki A = too hollar uchun ham berish mumkin.

Ta’rif: M,(xy,y,) nugta Z = f(x,y) funksiyaning D{f} aniglanish
sohasidagi biror nuqta bo’lib, o’zgaruvchi M(x,y) nuqta funksiyaning
aniglanish sohasida golgan holda M,(x,,y,) nugtaga ixtiyoriy usulda
intilganda



Jim f(y) = f(xo,y0) yoki lim f(M) = f(Mo)

Y=o
tenglik o’rinli bo’lsa, Z = f(x,y) funksiya M,(x,, y,) nugtada uzluksiz
deyiladi. Bu holda M, (x,, yo) funksiyaning uzluksizlik nuqgtasi deyiladi.
Biror D sohaning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lgan funksiya shu sohada
uzluksiz deyiladi.

Masalan, f(x,y) = 2x% + 3xy — 5y? funksiya tekislikdagi barcha
nugtalarda aniqglangan va ularning har birida uzluksizdir. Demak, bu
funksiya butun tekislikda uzluksizdir.

f(x,y) = /36 — 4x2 — 9y?
funksiya esa yarim o’qlari a =3, b = 2 bo’lgan ellips va uning ichki
nuqgtalarida uzluksizdir.

Z = f(x,y) funksiyani My(x,, yo) nugtada uzluksizligini boshqga bir
ta’rifini berish uchun argument va funksiya orttirmasi tushunchasi
kiritiladi. Agar M(x,y) o’zgaruvchi nuqta bo’lsa, unda Ax = x — x, va
Ay =y —1y, ayirmalar mos ravishda x va y argumentlarning
o’zgarishlarini ifodalaydi, hamda argument orttirmalari deyiladi. Bu holda
X =x9+Ax, y =y, + Ay deb yozish mumkin. Bu holda Z = f(x,y)
funksiyaning o’zgarishi
AZ = Af = f(x,y) — f(x0,¥0) = f(xo + Ax, 0 + Ay) — f(x0,Y0)
ayirma bilan aniglanadi va u funksiyaning to’la orttirmasi deb ataladi.

Orttirmalar tilida

xli_)r)rclo fCx,y) = f(x0,¥0)
Yy—=Yo
tenglikdagi x - x,, y — y, munosabatlardan Ax — 0, Ay — 0 ekanligi
kelib chigadi. Shuning uchun yuqoridagi tenglikni
Jim 4 =0
Ay—=yo
ko’rinishda yozish mumkin. Bu funksiya uzluksizligining orttirmalar
tilidagi ifodasidir.
Ta’rif: Z = f(x,y) funksiya argumentlarining biror nuqtadagi
cheksiz kichik orttirmalariga funksiyaning ham cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, u holda funksiyani o’sha nuqtada uzluksiz deyiladi.
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Teorema: Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M,(x,,y,) nugtada
uzluksiz bo’lsa, u holda cf (x, y) (c-o0’zgarmas son),

f,y)tglxy), [fly) -gkxy) va

funksiyalar ham M, (x,, yo) nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Yuqorida biz Z = f(x,y) funksiyaning ikkala x va y argumentlari
bo’yicha uzluksizligini ko’rib o’tdik. Ammo biz funksiyaning har bir
argument bo’yicha uzluksizligini ham garashimiz mumkin. Buning uchun
esa funksiyaning xususiy orttirmasi tushunchasini Kiritamiz.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiya uchun argumentlarning Ax va Ay
orttirmalarida A, f = f(xo + Ax,y) — f(x0,¥0), Ayf = f(x,y0 +Ay) —
—f(xy,v0) ayirmalar mos ravishda funksiyaning x va y argumentlari
bo’yicha M, (x,, yo) nugtadagi_xususiy orttirmalari deyiladi.

Ta’rif: Z = f(x,y) funksiya uchun M,(xy,y,) huqgtada

Al)lcr_r}0 A.f =0 yoki Aljl}r_r)l0 A, f=0

tengliklar bajarilsa, u holda bu funksiya M,(x,,y,) nugtada x yoki y
argument bo’yicha uzluksiz deyiladi.

Ta’rif: Agar biror M,(x,,y,) nugtada

Am f(x,y) # f(xo0,Y0)

Y=Yo
bo’lsa, u holda bu nuqtada Z = f(x, y) funksiya uzlukli, M,(x,, yo) nuqgta
esa uzulish nuqgtasi deyiladi.

Teorema: Agar Z = f(x,y) funksiya yopiq va chegaralangan D
sohada aniqlangan va uzluksiz bo’lsa, bu D sohada kamida bitta shunday
My (x9,¥0) [M;(x1,y1)] nugta topiladiki, D sohaning boshga hamma
M (x, y) nugtalari uchun

fxo,¥0) 2 f(x,y),  [f(xn,y1) < f(x,¥)]

munosabat bajariladi.

Bu holda f(x,y) funksiyaning f(xq,vy) =4, f(x1,y1) =B
giymatlari mos ravishda uning D sohadagi eng katta va eng kichik
giymatlari deb aytiladi hamda maxf va minf kabi yoziladi.

Ta’rif: Agar D sohada aniglangan Z = f(x,y) funksiya uchun
shunday chekli A (yoki B) soni mavjud bo’lsaki, ixtiyoriy M(x,y) € D

f(xy)
g(x,y)

(g(x,y) # 0)
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nugtada f(x,y) < A(yoki f(x,y) = B) shart bajarilsa, bu funksiya D
sohada yugoridan (yoki quyidan) chegaralangan deyiladi.

Masalan, f(x,y) = 5 — x? — y? funksiya yuqoridan A = 5,
g(x,y) =x*+y%—2 funksiya esa quyidan B = —2 soni bilan
chegaralangan.

Ta’rif: Agar D sohada aniglangan Z = f(x,y) funksiya bu sohada
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan bo’lsa, u holda funksiyani D
sohada chegaralangan funksiya deb ataladi.

Masalan, f(x,y) =9 —x2—y? funksiya o’zining D{f}: x? +
+y? < 9 aniglanish sohasida yuqoridan 4 = 3, quyidan esa B = 0 soni
bilan chegaralangan. Demak, bu funksiya chegaralangandir.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1.Ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi
geometrik masala yozilsin.

Yechish: Bo’yi x, eni y bo’lgan to’g’ri to’rtburchakning yuzi S = xy
formula bilan ifodalanadi. Bu yerda S yuza to’g’ri to’rtburchakning bo’yi
x va eni y larning funksiyasidir.

2.Ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi fizik
masala yozilsin.

Yechish: Q = kJ?Rt — Joull-Lens gonuni. Bu yerda Q o’tkazgichdan
tok o’tganda ajralib chiqgan issiqlik migdori bo’lib, u tok kuchi J,
o’tkazgichning garshiligi R va t vaqtlarning funksiyasidir.

3.U = f(x,y,2) = y_szcgz funksiyaning M,(—2;3;10) nugqtadagi
Xususiy giymati topilsin.
- — £(_D.7. _ 32 _ _ 6 __6__
Yechish: f(x,y,z) = f(—2;3;10) = g0 31 T z° 3.

4.U = ln;y_: funksiyani A(6;2;—1) nuqgtadagi Xususiy qiymati
topilsin.
Yechish: U(4) = In=L = In2 = In1 = 0.
2:2+1 5

5.Quyidagi tengsizliklar bilan berilgan x va y o’zgaruvchilarning D
o’zgarish sohasi yasalsin:
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xZ yZ
1)2SXS6, 1S}1S3, 2)?+T<1,

3)4<x?>+y2<09; H0<y<ux
Yechish: 1) x=2, x=6, y=1vay=3 to’g’ri chiziglarni
yasaymiz:

yu
2<X<6
I T
1<y <3
1 11
ol 1 |2 6 x
1-chizma

2<x<6 va 1<y<3 tengsizliklarni qganoatlantiruvchi nuqtalar
tomonlari x =2, x =6, y=1 va y=3 to’g’ri chiziglarda yotuvchi
to’g’ri to’rtburchakning chegaralari va uning ichki nugtglaridan iborat D
yopiq sohadir (1-chizma).

2 2
2) % + y: < 1 tengsizlikni gqanoatlantiruvchi nuqtalar, yarim o’qlari

a =3 va b =2 bo’lgan ellipsning ichki nugtglaridan tashkil topgan D
sohadan iborat (2-chizma).

2-chizma
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3) Bu holda D soha markazi koordinata boshida va radiuslari r; =
2 va r, = 3 bo’lgan konsentrik aylanalar bilan hosil qilingan doiraviy
halgadan iborat (3-chizma).

4) 0 <y <x tengsizlikni qganoatlantiruvchi nuqtalar birinchi
koordinata burchagi bissektrisasi va OX o’qining musbat yo’nalishi bilan
chegaralangan D sohadan iborat (4 chizma).

4-chizma

6. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin:

NZ=4-x-2y; 2)p=—:

x2+y?’
7 = 1= x2 — 2. ) g = —-
3) \/ X y ) )q M’
_ x%y _ .
5)U = Pxty 6) v = arcsin(x + y)

Yechish: 1) z = 4 — x — 2y funksiya butun rasional funksiya bo’lib,
U x va y ning har qanday qiymatlarida aniglangan. Ya’ni, —o0 < x < +00,
—o00 < y < +00. Funksiyaning geometrik tasviri koordinata o’qlarini
A(4;0;0), B(0;2;0) va C(0;0;4) nuqtalarda kesib o’tuvchi tekislikdan
iborat.

2) p funksiya x va y larning x =0, y =0 dan boshga barcha
giymatlar juftliklarida aniglangan. Chunki x = 0, y = 0 da funksiyaning
maxraji nolga aylanadi.

3) Z=,/1—x2 —y2 funksiya 1-x%y2>0 yoki x?+y?<1da
aniglangan. Bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar markazi koordinata
boshida va radiusi 1 ga teng bo’lgan doira chegaralaridagi hamda uning
ichki nugtalaridan iborat. Funksiyaning grafigi XOY tekislikning yuqori
gismida joylashgan yarim sferadan iborat (5-chizma).
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5-chizma

1 - . . . . . R . . .
4) q¢ = — funksivaning aniglanish sohasi tekislikning koordinatalari
ey

xy = 0 tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar to’plamidan, va’'ni I va III

koordinata burchaklaridagi nuqtalar to’plamidan iborat.
2.,
SHu=—= funksiyaning aniglanish sohasi XOY tekislikning

2x+y

2x +y = 0 to’g’'n chizigda yotmagan nuqtalari to’plamidan iborat.

6) v = arcsin(x + y) funksivaning aniqlanish sohasi tekislikning
—1 <x+y =1 qo’sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar to’plami
dan iborat. XOY tekisligida bu soha x+y+1=0va x+y—1=20

to’g’r1 chiziglar bilan chegaralangan polosadir (6-chizma).

e-chizma

7. Quyidagi limitlar topilsin.

tg(x X x?+y?
DS D 8 e
voo 7V yoo X TY yool =Xt +yi+1

Yechish: 1) Berilgan funksiva M(3:0) nuqtada aniglanmagan.
Shuning uchun berilgan funksiyani limitini hisoblash uchun almashtirish
qilamiz:
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" tg(xy) . tg(xy) . _tglxy) . tg(xy)
o3y = limx- xy = lim x - lim Xy =3lim xy
y-0 y-0 y-3 y-0 y—0
=3-1=23.
2) lim lim .
SRR PR

limit mavjud emas, Yyoki % nisbat M(x,y) nugta My(x,,y,) hugtaga

ixtiyoriy ravishda intilganda limitga ega emas.

_ x? + y? _ 2 +yHA+Jx2+y2+1)
3) lim = lim =
el —Vx24+y2+1 201 - 1+ a2 +y2)(1+x2 +y2 +1)
Py Y2 +1) (P YD)+ X2+ yr+1)
= liny 1—-1-—x2-y? = —(x2 4+ y?) N
y-0 y—0
=—lim(1+/xZ+y2+1)=-2
y—0
o 2x+5xy—3y+1 _
8.lim hisoblansin.
-0 x2 4+ y3 42
y—-0
Yechish:
lirr(l)(Zx +5xy—3y+1)
. 2x+5xy —3y+1 3
1m = - =
e x2+y3+2 lim(x? +y° +2)

y—-0

2limx +5limx-limy—3limy+lim1
x—0 x—-0 x—0 x—0 x—0

y—0 y-0 y-0 -0 y—0 _2'0+5'0—3'0+1_1
- 2 3 - 02 + 03 + 2 7
(lim x) + (lim y) + lim 2
x—0 x—0 x>0
y—0 y—0 y—0
9. Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:
1) Z=2x2+3xy—5y2; 2)Z=\/36—4x2—9y2;
1
2= raayr

Yechish: 1) Z = 2x? 4+ 3xy — 5y* funksiya tekislikdagi barcha
nugtalarda aniglangan va ularning har birida uzluksizdir. Demak, bu
funksiya butun tekislikda uzluksiz.
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2) Z=,/36—4x2—9y? funksiya o’zining aniglanish sohasi
(g)2 + (%)2 < 1 da, ya’ni yarim o’qlari a = 3, b = 2 bo’lgan ellips va
uning ichidagi nuqtalarda uzluksizdir.
1 . . g . .
3)Z = Neao funksiya tekislikdagi 0(0; 0) nugtada aniglanmagan.

Shuning uchun bu nuqtada funksiya uzlukli. Tekislikning 0(0;0) dan
fargli barcha nugtalarida funksiya uzluksiz.

10. 7 = —;
1—-x4—

Yechish: Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi 1 — x? — y? # 0
dan, ya’ni x2+y?# 1 dan iborat. Demak, funksiya x% +y% =1
aylananing har bir nugtasida uzilishga ega. Bu aylana funksiyaning uzilish
chizig’i deyiladi.

11) x argument 2 dan 2,2 gacha, y argument esa 1 dan 0,9 gacha
o’zgarganda f (x,y)=x? + xy — 2y? funksiyaning orttirmasi topilsin.

Yechish: Masalaning shartiga asosan Ax = 0,2 va Ay = —0,1.
Demak,

" funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

F(2;1)=22+2-1-2-12=4+2-2=4,
£(2,2;09)=2,22422-09—2-0,92 = 5,20
Af(2;1) = £(2,2;0,9) — f(2;1) = 5,20 — 4 = 1,20.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

1.Ko’p o’zgaruvchili funksiyaga olib keluvchi geometrik masalalar
yozilsin.

2.Ko’p o’zgaruvchili funksiyaga olib keluvchi fizik masalalar
yozilsin.

3. F(x y)— yfunkS|ya berilgan. F(3;1),F(1;3),F(1;2), F(2;1),
F(a;a), F(a; —a)lar topilsin.

4.F(x,y) = % funksiya uchun F(a;b) + F(b;a) =1 ekani
ko’rsatilsin.

5. 0(x, y)- y ~ funksiya berilgan: ¢ (1;2), (3; 1), ¢ (a; 2a),
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@ (2b; —b) lar hisoblansin.

6.F(x,y)=3x%y — \/x® — y© funksiya uchun F(tx; ty) = t3F(x;y)
bo’lishi ko’rsatilsin.

7.Quydagi tensizliklar bilan berilgan x va y o’zgaruvchilarning
o’zgarish sohasi yasalsin:

1)-1<x<1, -1<y<1; 2)x?+y2<9, y<O0

3)x2+2y2 <4, , x>0y>0; 4) 1<x—y<3.

8. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin:

1

X2 — 2 )

1)Z=a?—-x2-2y% Du=—J2—x2-2y2 ;3)v=

5 | 2
Hw=V3x——; 5)p-= nx7y). 6) q = arccos(x? + y?)

Jy Jy—x
Javoblar: 1) Tekislikdagi barcha nugqtalar to’plami;
2) x% + 2y? = 2 ellipsda va uning ichida yotgan barcha nuqtalar;
3) XOY tekislikning y=+x to’g’ri chiziqda yotmagan nuqtalari;
Hx>0,y>0; 5y>x,y>0x+0;6)x%+y? < 1doira.
9. Quyidagi limitlar hisoblansin:

o a—+a?—xy _ Xy - 2x3 + 3y?
1) }Cl_r)r(l) ;0 2) }Cl_r)rcl) . ; 3) }61_1;% 21
e Xy e sin(xy) e x‘+y

Javoblar: 1) i ; 2)1; 3) Mavjud emas.
10. Quyidagi funksiyalarni uzilish nugtalari yoki uzilish chiziglarini
ko’rsating.

10x 2

1)z = =12+ (y+1)2 2)Z = 2?—]3/; 3)Z = xZ—chﬁ

Javoblar: 1) (1;=11); 2)y = 2x — uzilish chizig’i : 3) uzilish
chizig’i x2 — 2y? = 4 giperboladan iborat.

11. Z = x? — xy + y? funksiya berilgan. Agar x o’zgaruvchi 2 dan
2,1 gacha, y esa 2 dan 1,9 gacha o’zgarsa Az topilsin.

Javob: Az = 0,03.
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§2.Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi va differensiali

Z = f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan va M(x,y) nuqta
shu sohaning ichki nuqtasi bo’lsin. Bu nuqtaning x absissasiga Ax orttirma
berib, y ordinatani o’zgartirmay qoldiramiz. Bunda xosil bo’ladigan N (x +
Ax, y) nugta ham D sohaga tegishli deb hisoblaymiz. Bu holda

Z = f(x,y)funksiya

AZ = Ayf = fx +Ax,y) — f(x,¥)
dan iborat x argument bo’yicha xususiy orttirma oladi.

Tarif: Agar Z = f(x,y) funksiyaning x bo’yicha Axf orttirmasining
Ax argument orttirmasiga nisbati Ax — 0 bo’lganda chekli limitga ega
bo’lsa, bu limit qiymati funksiyaning x bo’yicha xususiy hosilasi deb
ataladi.

Bu xosila

7 , () 0z af
X fx ) fx x’y ) ax ) ax
kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga asosan
of . A . fx+Axy)-(xy)
— = lim — = lim :
dx Ax-0 Ax  Ax-0 Ax
Xuddi shu kabi Z = f(x, y) funksiyaning

, , , 0z of
Zy , fy » ®xy), 3 3y
kabi belgilanadigan y bo’yicha xosilasini ham kiritish mumkin.
of of . A floy+Ay)—f(xy)
— =—= lim — = lim
dy dy Ay-0 Ay  Ay-0 Ay

Xususiy xosilaning tariflaridan funksiyaning x bo’yicha xususiy
hosilasini hisoblashda ikkinchi y o’zgaruvchini o’zgarmas son kabi
garalishi, y bo’yicha xususiy hosilani topishda esa x o’zgaruvchini
o’zgarmas son sifatida qaralishi kerakligi kelib chigadi. Bundan esa
xususiy hosilalarni topishda bir o’zgaruvchili funksiyani hosilasini
hisoblashdagi qoidalar va hosilalar jadvali ikki o’zgaruvchili funksiyani
xususiy hosilalarini topishda ham o’z kuchida qolishi kelib chigadi.

Z = f(x,y) funksiya xususiy hosilalarining ham geometrik ma’nosi

mavjud. Bu funksiya grafigi biror S sirtni ifodalaydi. Bu sirtga tegishli
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M, (xy, ¥o) nugtani garaymiz. Bu holda f(x, yo) = @(x) bir o’zgaruvchili
funksiya bu S sirtni y = y, tekislik bilan kesishdan hosil bo’ladigan biror
L chizigni ifodalaydi. Shu sababli x bo’yicha xususiy hosilaning £, (x, ¥o)
son qiymati L chizigga M,(x,,y,) nuqtada o’tkazilgan urinmaning
burchak koeffisientini ifodalaydi.

Demak , f;(xq,y0)=tga bo’lib , bunda a burchak S sirtni Y =Y,
tekislik bilan kesishda hosil bo’ladigan L chiziqga M,(x,,y,) nugtada
o’tkazilgan urinmaning OX koordinata o’qi bilan hosil gilgan burchakni
ifodalaydi. Xuddi shunday, f;(xq,¥) soni S sirtni x = x, tekislik bilan
kesishda hosil bo’ladigan G chizigga M,(xq,y,) nuqtada o’tkazilgan
urinmaning burchak koeffisientini fodalaydi.

Ikki o’zgaruvchili funksiyaning M, (xo,y,) nugtada fy, f, Xususiy
hosilalari mavjudligidan uni bu nuqgtada uzluksizligi har doim kelib
chigmaydi. Masalan,

Xy
f(xy)= xZ_I_yz» x2+y2¢0,
0, x2+y2=0

funksiya 0(0,0) nugtada uzlukli. Ammo f(x,0) =0 va f(0,y) =0
bo’lgani uchun bu funksiyaning 0(0,0) nuqgtada ikkala xususiy hosilalari
mavjud va f;/(0,0)=0, £,;(0,0)=0 bo’ladi.

Agar Z = f(x,y) funksiyaning
oz _of 0z _0f
ox ox ' 9y oy
xususiy hosilalari mavjud va ular x va y o’zgaruvchilarning funksiyalari
bo’lsa, u holda ulardan yana xususiy hosilalar olish mumkin. Olingan bu
xususiy hosilalar ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deb ataladi. Ular
a (of _azf_ ., a (o0f d%f N
0x (6x) s ooxz Y E(@) ayz VY
ko’rinishda yoziladi.
Z = f(x,y) funksiyaning x va y argumentlari bo’yicha ikkinchi
tartibli xususiy hositalari = () = ;:—a’; =y = (Z)= aa; L =
fyx lar esa Z = f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli aralash hosilalari

deyiladi.

-19-



Teorema: Agar Z = f(x, y)funksiyavauning fy , fy, fiy » fyx
hosilalari M (x, y) nugta va uning biror atrofida aniglangan va bu nugtada
ikkinchi tartibli £}, , f,» aralash hosilalar uzluksiz bo’lsa, unda aralash
hosilalar bu nuqtada o’zaro teng, yani fy;, = f,; bo’ladi.

Ikki o’zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari,
ya’ni x va y o’zgaruvchilarning funksiyasi bo’lsa, u holda ulardan yana
hosilalar olish mumkin. Olingan bu hosilalar uchinchi tartibli xususiy
hosilalar deyiladi. Ular quyidagicha yoziladi:

a3f 93f a3f 3f 3f 3f a3f  93f
0x3 '0x20y '0x0ydz '0ydx? '0xdy? 'dydxdy 'dy2dx 'dx3

Z = f(x,y) funksiya M (x, y) nuqgtaning biror atrofida aniglangan va
bu nuqtadan o’tuvchi [ to’g’ri chiziq bo’yicha yo’nalish biror

l = {cosa,cosf} birlik vektor orqali berilgan bo’lsin. Bu yerda
cosa va cosf lar berilgan [ birlik vektorning mos ravishda 0X va OY
koordinata o’qlari bilan hosil qilgan avaf (S = 90° — a) burchaklar
bilan aniglanadi va yo’naltiruvchi kosinuslar deb ataladi. Bu [ to’g’ri
chiziqda yotuvchi va M(x,y) nugtaning atrofiga tegishli yana bir
N(x + Ax,y + Ay) nugtani olamiz. Bunda Z = f(x,y) funksiyaning
o’zgarishi:

Af =fx+Ax,y+A4y) = f(xy)
ayirma bilan ifodalanadi va u funksiyaning [ yo’nalish bo’yicha orttirmasi

deyiladi. Agar MN = Al belgilash qgilsak va Ax - 0, Ay - 0 bo’lsa,
unda Al — 0 bo’ladi.

Ta’rif: Agar Al - 0 bo’lganda % nisbat chekli limitga ega bo’lsa, u
holda bu limit giymati Z = f(x,y) funksiyaning | yo’nalish bo’yicha
hosilasi deyiladi.

Z = f(x,y) funksiyaning [ yo’nalish bo’yicha hosilasi

o of oz
ﬁ ;Zl ;a ;a

kabi belgilanadi. Demak ta’rifga asosan

g = lim ﬂ
0l Al-0 Al

kabi yoziladi. Al = Axcosa + Aycosp tenglikdan foydalanib,
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d d d
a—}; = %cosa + %cosﬁ
formulani yozamiz.
Agar [ yo’nalish biror a = {ay,a,} vektor orqali berilgan bo’lsa,

unda yo’nalish bo’yicha hosila
aof of aq of a

2
ol 0x [a? + a2 ¥ 0y \/a? + a?
formula bilan hisoblanadi.
Agar [ sifatida OX (yoki OY) koordinata o’qining yo’nalishini olsak,
unda a = 0,8 = 90° (bo’ladi va yuqoridagi) formuladan

of _of . of _of
3" ox yoki ETln @
kelib chigadi. Demak Z = f(x,y) funksiyaning x yoki y bo’yicha
xususiy hosilalari uning [ yo’nalish bo’yicha hosilasining xususiy holi
bo’lar ekan.
Ta’rif: Z = f(x,y) funksiyani gradiyenti deb koordinatalari f; va f,

xususiy hosilalardan iborat vektorga aytiladi.

Z = f(x,y) funksiyaning gradiyenti grad f kabi yoziladi. [ yo’nalish
bo’yicha hosilaning ifodasini gradiyent tushunchasidan foydalanib
quyidagicha yozish mumkin:

of

i e-qradf = |e| - |gradf]|- cose.

Bu yerda ¢ ¢ yo’nalishni ifodalovchi e birlik vektor bilan gradiyent
vektor orasidagi burchakdir.

Z = f(x,y) funksiyaning o’zini aniqlanish sohasidagi biror M (x, y)
nuqtadagi to’la orttirmasi

AZ = Af = f(x +Ax,y +8y) — f(x, )

dan iborat edi.

Ta’rif: Agar Z = f(x,y) funksiyaning berilgan M(x,y) nugtadagi
to’la orttirmasi

Af = AAx + BAy +a-Ax + [ - Ay
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ko’rinishda ifodalanib, unda A = A(x,y) va B = B(x, y) argumentlarning
Ax va Ay orttirmalariga bog’liq bo’lmagan sonlar, a va [ esa Ax — 0,
Ay — 0 holda cheksiz kichik miqdorlar bo’lsa, unda bu funksiya M(x, y)
nuqgtada differensiallanuvchi deyiladi. To’la orttirmaning Ax va Ay
orttirmalariga nisbatan bosh chizigli gismi

A - Ax + B - Ay funksiyaning differensiali deyiladi.

Z = f(x,y) funksiyaning differensiali df yoki df(x,y) Kkabi
belgilanadi. Demak, u quyidagi formula bilan ifodalanadi:

df = AAx + BAy.
Teorema: Agar Z = f(x,y) funksiyaning f,/, fy xususiy hosilalari

M (x, y) nuqta va uning biror atrofida aniqlangan hamda uzluksiz bo’lsa, u
holda funksiya bu nuqgtada differensiallanuvchi deyiladi va uning
differensiali

of of
df = —Ax+—A
f 0x x+6y Y
formula bilan aniglanadi va uni Z = f(x, y) funksiyani to’la differensiali

deyiladi. Lekin bu formulani boshgacha

of of
df —adx +Edy

ko’rinishda ham yozish mumkin. Bunda biz dx = Ax, dy = Ay

tengliklardan foydalandik. Bu vyerda g—idx va Z—f/dy lar Z = f(x,y)

funksiyaning xususiy differensiallaridir. Ularni d,f va d,f Kkabi
belgilanadi.

Ta’rif: Fazodagi S sirtda yotuvchi va uning My(xg, Yo, Z0)
nuqtasidan o’tuvchi barcha egri chiziglarning shu nuqtadagi barcha
urinmalaridan hosil bo’lgan P tekislik S sirtning M, (x, vo, Z¢) nugtasidagi
urinma tekisligi deb ataladi.

Agar S sirt F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan bo’lsa, u holda
uning M, (xo, ¥o, Zo) nuqtasiga o’tkazilgan urinma tekislik

(x —x0)Fx(Mp) + (v — yo)E,(My) + (z — zp)F; (M) = 0
tenglama bilan va shu nugtadagi normali esa
X7X _Y~7Yo 27 %
Fe(Mo) FE(My) F/ (M)
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tenglama bilan aniqglanadi.
Yugorida ko’rib o’tgan to’la differensialdan taqribiy hisoblashlarda

ham foydalanish mumkin.
af (x,y) of (x,y)
Af =df => f(x+Ax,y+Ay) — f(x,y) = T2 dx + 3y dy;

3 Gy )
flx+Ax,y +Ay) = f(x,y) + F Ax 3y

Agar Z = f(x,y) funksiya II tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lsa,
u holda

df = f(xy) af(xy)
0x dy
to’la differensial ikki o’zgaruvchili funksiya sifatida uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’ladi. Shuning uchun df differensialning d(df)
differensiali xagida gapirish mumkin. Unga funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deb uni d?f kabi belgilanadi. U quyidagicha bo’ladi:
Zf 2]¢' aZf Zf
Cf =52 9xy 3yox 4y +Wdy
azf f
~dx?® + 2 dxdy + dy

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1.f(x,y) = x? + 3xy — 4y funksiya uchun ixtiyoriy M(x,y)
nuqtada to’la va xususiy orttirmalar topilsin.

Yechish: Af = [(x + Ax)? + 3(x + Ax)(y + Ay) — 4(y + Ay)] —
—[x?% + 3xy — 4y] = x? + 2xAx + (Ax)? + 3xy + 3xAy + 3yAx +
+3AxAy — 4y — 4Ay — x? — 3xy + 4y = 2xAx + (Ax)? +
+3[xAy + yAx + AxAy] — 4Ay;

Af =[(x +Ax)? 4+ 3(x + Ax)y — 4y] — [x%? + 3xy — 4y] =
= 2xAx + (Ax)? + 3yAx;

Ayf = [x? +3x(y + Ay) — 4(y + Ay)] — [x* + 3xy — 4y] =
= 3xAy — 4Ay.
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2. Z = x? — xy + y? funksiya berilgan. Agar x argument 2 dan 2,1
gacha, y esa 2 dan 1,9 gacha o’zgarsa A, Z, A, Z, AZ lar topilsin.

Yechish: Masalaning shartidan x =2, Ax=0,1, y =2,
Ay=-01; Az=x+Ax)—(x+A)y+y*>—(x*—xy+y?)=
= x% + 2xAx + (Ax)? — xy — yAx + y* — x? + xy — y? = 2xAx +
+(Ax)2 —yAx = (2x—y+Ax)Ax =(2-2—-2+0,1)-0,1 = 0,21;

Ayz=x*—x(y+Ay) + (Y +Ay)* — (x* —xy +y*) = x> —xy —
—xAy + y? + 2yAy + (Ay)* — x* + xy — y* = 2yAy —xAy + (Ay)* = =
2y —x +Ay)Ay = (2-2—2—10,1) - (=0,1) = —0,19;

Az=(x+Ax)>—(x+Ax)(y+Ay) + (y + Ay)? — (x? —xy + y?) =
= x2 + 2xAx + (Ax)? — xy — xAy — yAx — Ax - Ay + y? + 2yAy +
+(Ay)? — x% + xy — y? = 2xAx + (Ax)? — xAy — yAx — AxAy +
+2yAy + (Ay)2=2-2-01+(0,1)2—2-(=0,1) —2-0,1—0,1- (—=0,1) +
+2-2-(-0,1)+(-0,1)*=0,4+0,014+0,2-0,2+ 0,01 —0,4+ 0,01 =
= 0,03.

3. Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.

DZ=x3+5xy?—vy3% 2)U =§+g—§; 3)V =Vev,

Yechish: 1) x bo’yicha xususiy hosilani topishda y ni o’zgarmas

deb, y bo’yicha hosilani topishda esa x ni 0’zgarmas deb qaraymiz.
0z 0z

-~ = (x3 + 5xy? — y3)) = 3x% + 5y?; P (x3 +5xy% —y¥)}, =
= 10xy — 3y?.

2) Bu funksiya uch o’zgaruvchili funksiyadir. x bo’yicha xususiy
hosilani topishda y va z ni o’zgarmas deb, y bo’yicha xususiy hosilani
topishda x va z ni o’zgarmas deb va z bo’yicha xususiy hosilani topishda
X va y ni o’zgarmas deb qaraymiz.

ou x z\’ 1z du x z\’ x 1
(g2 Slyzo e (xyy ooy x 1
0x y oz x/, y X dy y oz x/y y Z

ou x z\’ 1
(2422 o2 2
0z y z x/, Z X

3) Dastlab ildizni kasr-ko’rsatkichli daraja qilib yozamiz:

y
V =13VeY = ex.

-24-



x bo’yicha xususiy hosilani topishda y ni o’zgarmas deb, y bo’yicha
xususiy hosilani topishda x ni o’zgarmas deb gqaraymiz:

! !

617_ y _ y Y\ _ y Z. av_ y _ Y 1 1 Y
— = \|éx =ex\——=5) = ——5¢€x — = |ex —exr—=—¢ex,

4.  Argumentlarning  ko’rsatilgan  qiymatlarida  quyidagi

funksiyalarning xususiy hosilalarini gqiymatlari topilsin.
A

1) f(a.B) = cos(ma —np); a ==, B=0;

2)Z=In(x*—-y?); x=2, y=-1

Yechish: 1) f;(a, B) = [cos(ma — nB)];, = —sin(ma —nf) -m =
= —msin(ma — nf);

fg(a, B) = [cos(ma — np)] = —sin(ma —np) - (—n) =
= nsin(ma — nf).

fa (%, O) = —msin (m : % — 0) = —msin (g) = —m;

1z (%;O) = nsin(m-%—n-O) =nsin(§) =n.

2) Dastlab xususiy hosilalarni topamiz:

9z _ 2_ 2\ = 1 9 —_2X .
ox - [ln(x y )]x - xz_yz X = xz_yz )
9z _ 22\ — Y oy %Y
ay - [ln(x y )]y - xz_yz ( Zy) - xz_yz'
/ . _ 2:2 _f / . __2'(—1)_2
Z(2-1) =az=t Z2-1D=-22=2

5. Quyidagi funksiyalarni ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin,
1) Z = x3-2x%y +3y% 2)U =e""
Yechish: 1) Z} = (x3—2x%y + 3y?), = 3x? — 4xy;
Zy, = (x3=2x%y + 3y?)}, = —=2x* + 6y;
Zyx = (3x* —4xy)y = 6x —4y;  Z, = (3x* — 4xy);, = —4x;
Zyy = (=2x% + 6y)y = —4x;  Zy, = (=2x% + 6y); = 6.
2) Uy = (™) = et -yt = yt e
Uy = (™)), = e*" - xt = xt e™;
Ui = (e = eVt - xy = xy et/
Uyy = (yte®)}, = t(1 + xyt)e™s;
Uy, = (xte™t)} = t(1 + xyt)e*t;
xt = Ulx = y(1 + xyt)e™";
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vt = Ugy = x(1 + xyt)e™*;
Ujlzly — xztzexyt; Utlé — xzyzexyt; Ualc,x — yztzexyt.
6. Z=In(x*+y*+1) funksiya uchun Z;, =Z,, tenglik
bajariladimi?

h- 7 — 2 a2 P 2x
Yechish: Z;, = [In(x*+y* + 1)]} = Tyl
"o 2x ' _ 4xy . 1 2 2 1 2y .
Zlh, = (x2+y2+1)y = - Z = Gy 4 DYy =
71 =( 2y )’ __ 4xy _
yx x2+y2+1 (x2+y2+1)2’

X

Demak, Zyy, = Zy;.

7. U = sin(xy) funksiya berilgan Uyy,, topilsin.

Yechish: U, = [sin(xy)]; = cos(xy) -y = ycos(xy);

Uxy = [ycos(xy)]y = cos(xy) — y - sin(xy) - x = cos(xy) —
—xysin(xy);

xyy = lcos(xy) — xysin(xy)];, = —xsin(xy) — x sin(xy) —
—x?ycos(xy) = —2xsin(xy) — x%ycos(xy).

8. Z =2x?+y? elliptik paraboloidning A(1;—1;3) nuqtasiga
o’tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Z = 2x? + y? tenglamani 2x2? + y?2 — z = 0 ko’rinishda
yozamiz va uni chap tomonini F(x,y, z) bilan belgilab F(x,y, z) = 2x? +
+y?2 — z ni hosil gilamiz.

Uning xususiy hosilalarini topib, ularni A nuqgtadagi qiymatlarini
hisoblaymiz:

Fi=4x,F, =2y, F;=-1, E(A)=4,FE =) =-2, FF4) =-1

Topilganlarni urinma tekislik tenglamasini tuzish formulasi

(x —x9)E{(My) + (y — yo)E;(My) + (z — zo)F; (M) = 0
ga va normal tenglamasini tuzish formulasi
X~X _Y~Vo 27 %
Fe(My) F, M) F/ (M)
ga qo’yamiz va natijada

4(x—1)—-2(x+1)—(z—-3)=0 vyoki 4x—-2y—z—-3=0

urinma tekislik tenglamasini hamda
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x=1 y+1 z-3
4 -2 -1

normal tenglamani hosil gilamiz.

9. Z = 3x?y°funksiyaning to’la differensiali topilsin.

Yechish: a) Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

0z c 0z c

a—(?;x ), = 6xy°; @—(3x y )y—15x

b) Ular har birini argumentlarning mos differensiallariga ko’paytirib
quyidagi xususiy differensiallarni topamiz:

dyz = 6xy>dx; d,z = 15x%y*dy.
c¢) Izlanayotgan to’la differensial xususiy differensiallar yig’indisiga

teng bo’lgani uchun u quyidagiga teng bo’ladi:
dz = dyz + d,z = 6xy°dx + 15x%y*dy.
10. Z = arctg% funksiyani to’la differensialinix =1, y =3, dx =
0,01, dy = —0,05 bo’lgandagi qiymatini hisoblang.

. . _ 0z _ X ! _ 1 ] l _ y .
Yechish: d,Z = ——dx = (arctg y)x dx = o ydx = dx;,
y
0z x\' 1 x x
dy2 = £ dy = (arctg ;)y dy =5 (-2)dy = -2 ay;
y2
_ _ y X __ ydx—xdy _ 3-0,01-1:(—0,05)
AZ = dyz + dyz = x2+y? dx x2+y? Y= x2+y2 1+9 -
=22 — 0,008.
10

11. 1,083°6ni tagribiy giymati topilsin.

Yechish: 1,08%% ni f(x,y) = x¥ funksiyaning M, (1,08;3,96)
nuqtadagi xususiy giymati deb garaymiz. U holda yordamchi nuqta sifatida
Mo(1; 4) nugtani olish mumkin.

Bundan f(My) = 14 = 1; £/(M,) = yx?~1 ; _ i = 4;
x=1
! —_— y —_—
fy(My) = xVInx y =4 0.

dx = 1,08 —-1=10,08; dy = 3,96 — 4 = —0,04.
Topilganlarni tagribiy hisoblash formulasiga qo’yamiz:
1,08%%¢ ~ f(My) + fy (My)dx + f;(My)dy =1+ 4-0,08 = 1,32.
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12. Z=InU%+V),U=¢e*"" V =x2+y berilgan. % va 2—;
xususiy hosilalar topilsin.

Yechish: Berilgan funksiya murakkab funksiyadir. Chunki Z
o’zgaruv chi U vaV larning funksiyasi , U va V lar esa 0’z vaqtida x va y

larning funksiyalaridir. Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini topish

uchun

62 _ az au az v, z _ 62 au az av

ax ou ox ' ov x' oy ou ay v ay
formulalardan foydalanamiz.
9z 1 2u | 9z 1,
au [ln(u t v)] u2+v lu= uz+v’ v [ln(u t v)] T u24p’

ou 2y/
_ x+y x+y gu _ x+y — x+y? .

( ) ay (e )y Zye )
v _ — 9. 9V _ 2 ro_
ax—(x + y), = 2x; ay—(x +y)y =1L

Topilganlarni yuqoridagi formulalarga qo’yamiz:
9z _ _2u x+y? — x+y? — =
ax  ul+v '€ +u2+v A +x)_ n

2 2(x+y?) :
ez(x+y2)+x2+y (8 + X),
9z _ 2u x+y? 1 x+y? _ _
dy u2+v Zye + uZ+v u2+v (4uye + 1) a

2(x+y?)
2(x+y2 )+x2+y (2ye +1).
— .2 i - : az . il
13.z =x?+,/y, y = sinx funksiya berigan. — topilsin.
. . 0z _ 2 ! _ . 0z _ 2 y _

Yechish: Pl (x +\/§)x =2x ; 3 = (x +\/;)y = —
dy , r
—= (sinx)" = cosx.

Topilganlarni to’la hosilani topish formulasiga qo’yamiz:

dz _ 62 0z dy
dx ax ay dx’
dz .t 2% + 2% + coSXx
—— - coSx = 2x *COSX = 2X :
dx 2\/_ 2+/sinx 2+/sinx

14. Z = u?v3, U = x?siny ,V = x3e¥ murakkab funksiyaning to’la
differensiali topilsin.
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Yechish:  Z = f(u,v), U=¢(x,y), V=9(x,y) murakkab
funksiyaning to’la differensialini topish uchun
0z 0z

dz =%du+%dv

. 9z 0 . .
formuladan foydalanamiz. Dastlab ==, ==, du va dv larni topamiz:

0z 0z
— = (W?v3);, = 2uvd; — = (W?v3);, = 3utv?;

ou v
ou du , 5
du = adx + Edy = 2xsinydx + x“cosydy;
v v
dv = —dx + —dy = 3x%eYdx + x3e¥dy.
0x dy
Topilganlarni to’la differensialni topish formulasiga qo’yamiz:
dz = 2uv3(2xsinydx + x*cosydy) + 3u?v?(3x%eYdx + x3e¥Ydy).
15. F(x,y,z) = eZ + x>y + z+ 5 = 0 oshkormas shaklda berilgan
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
Yechish: F(x,y,z) = 0 oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari
B, _B
FFOYTTE
formulalardan topiladi. Bunda F, # 0 bo’lishi kerak.
F¢, F, vaF; larni topamiz.
Fi=(e?+x*y+2z+5); =2xy; Fy=(e?+x*y+z+5)), =x%
E=(?+x*y+z+5),=e?+1
Topilganlarni o’rnilariga qo’yamiz:

Z, =

E.  2xy o E x?
E,  ez+1’ Y E er+1
16. U = x? + y? + z2funksiya berilgan M(1;1; 1) nuqtada

7}, =

S = 2i + j + 3k vektor yo’nalishi bo’yicha Z—: hosila topilsin.

Yechish: Dastlab S vektorning yo’naltiruvchi kosinuslarini topamiz:
2 3

2 1 1 3
Va+i+o V14’ cosp = Vari+9 V14’ Va+i+9  Via'

Topilganlarni U funksiyadan S vektor yo’nalishi bo’yicha hosilani
topish formulasi

cosa = CoSy =
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au Ju Ju Ju

35 ox cosa+@ cosf +£ cosy

ga qo’yamiz. Natijada :

au_au 2 +6u 1 +6u 3
ds 0x 14 0y 14 0z /14

hosil bo’ladi. Endi Z—z, g—;‘ va Z—Z xususiy hosilalarni M (1; 1; 1) nugtadagi

qiymatlarini topamiz:

%)
( S = @0 =2 (—)M =@u=2  GIu=QIn=2

Bularni oxirgi tenghkka qo’yamiz:

ou_,. 2,1, 3 12
ds Vid' V1A T Vid Via
17. U = x? + y? + z* funksiya berilgan. Bu funksiyaning M(1; 1; 1)
nuqtadagi gradiyenti aniglansin.
Yechish: U = f(x, y, z) funksiyaning ixtiyoriy nugtadagi gradiyenti
du du ou
qradu —a—l +@] +— Py

bo’ladi. Endi M (1; 1; 1) nugtadagi gradientni aniglaymiz.
(qradu)y = (2xi + 2yj + 2zk)y = 2i + 2j + 2k, |qradul, = 2V3.

k = 2xi + 2yj + 2zk

Mustagil yechish uchun topshiriglar

1.f(x,y) = x? + xy — 2y? funksiya berilgan. Agar x argument
2 dan 2,2 gacha, y argument esa 1 dan 0,9 gacha o’zgarsa A,Z,
A,Z va AZ lar topilsin.

2. f(x,y) = x? + 3xy — 4y funksiya berilgan. Agar x argument 2
dan 1,9 gacha, y argument esa 2 dan 2,2 gacha o’zgarsa, A, Z, A, Z vaAZ
lar topilsin.

3. Quyidagi funksiyalarni xususiy hosilalari topilsin.

1)Z=x3+3x2y—y3; 2)Z ==L,

x=y
3)Z = 4) U = Insin(x — 2t);

3y— 2%
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5) Z = ez sin G—g); 6) U = sin?(x + y) — sin’x — sin’y;
X

o 2N4. N S
Javoblar: 1) Z; = 3x(x + 2y), Zy = 3(x* — y?);
2 ZI _ yZ ZI — x2 .
) 2= (x-y)?’ Y (x-y)?
3) I 3y e _S—y .
X By-2x)2’ Yy @By-2x)?’
4) Uy = ctg(x — 2t), U, = —2ctg(x — 2t);
R - r 172 T _ Y\,
9 z-ldm(E-Y  g-ides(-)

6) Uy = 2sinycos(2x +y), U, = 2sinxcos(x + 2y),
7 Up=-4@z-xy*)°y?, Uy =-8xy(z—xy?)°
U, = 4(z — xy?)3;

24,2
y +tz ! Xy
8) Ux= U, = —
) * o S +y2+z2)3 y JO2+y2+22)3”’
UI — y2+ZZ
d J(x2+y2+22)3

4, 7 = x3+x%y + y3 funksiyaning 3-tartibli xususiy hosilalari
topilsin.

5.0 = %funksiyaning 3-tartibli xususiy hosilalari topilsin.

6.U = x* + 3x?y? — 2y* funksiyaning 4-tartibli xususiy hosilalari
topilsin.

2
7.1) Z =sin(ax — by); 2)Z = % ;0 3)Z =In(x —2y)
2

0%z _ %2 .1 ani tekshirilsin
9xdy  9ydx '

funksiyalar uchun

Y i 0%u ou , ou 0%u o
8. U =xe x funksiya X353y + 2 (& + 5) =Y tenglikni

qanoatlantirishi ko’rsatilsin.
9. f(m,n) = (2m)3" funksiya berilgan. f,, va f, larni A(%; 2)
nuqtadagi giymati topilsin.
Javob: 12; 0
P(x,y,z) = sin?(3x + 2y —z) funksiya Dberilgan P/(1;-1;1),
Py(1;1;4) va P, (—%; 0; —1) lar hisoblansin.
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Javob: 0; 2sin2; sin1l

11.Quyida berilgan sirtlarda ko’rsatilgan nuqtalarda o’tkazilgan
urinma tekislik va normal tenglamalari tuzilsin.

1) x? + 2y? + 3z? = 6 sirtning A(1; —1;1) nuqtasida;

2) 2z = x? — y? sirtning B(3; 1; 4) nuqtasida.

Javoblar: 1) x — 2y + 3z = 6; xll = y_+21 = 2;1 ;

2)3x—y—z=4.

12. Quyidagi funksiyalarni to’la differensiallari topilsin:

DZ=x%; DZ=72;3)Z=x2+y?; HZ=7-7

5) U = /x2 +y2 + z2,
Javoblar: 1) dz = 2xydx + x2dy; 2)dz = — (xf;zdx+(xf2y)2dy ;
3)dz = = dx + f=dy; Hdz=—(5+;)dx+ (S +5)dy;
5) du = s dx + = dy + e dz.

13. Quyidagi funksiyalar to’liq differensiallarining qiymatlari
topilsin:

1) Z = % , x=2,y=1,dx=0,1,dy = 0,2 bo'lganda;

Q) U=e",x=1,y=2,dx =-0,1,dy = 0,1 bo'lganda;

Javoblar: 1) 0,075; 2) —0,1e? =~ —0,7309.

14. sin1,5 - tg3,09 ni taqribiy giymatini hisoblang.

Javob: —0,05.

sin1,49-arctg0,07
15.
22,95

Javob: 0,01.

ni tagribiy giymati hisoblansin.

16.P = U3lnv,U = § ,V = 3x — 2y murakkab funksiya berilgan.

or 9% |ar topilsin
ox va oy P '
.U . 2xu
Javob: - (3x + 2vinv); — (y + vinv).

17. f(x) = arcsin% , v = Vx? + 1 funksiya berilgan. gtopilsin.
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Javob:

x2+1
18. U =e? %Y ,Z = sinx,Y = x3 funksiya berilgan. Z—z topilsin.
Javob: eZ2Y(cosx — 6x2) yoki eS*2%%(cosx — 6x2).
19. Quyidagi oshkormas funksiyalarning hosilalari topilsin.
Dx?+y2+z2—2z=0; 2)ax + by — cz = kcos(ax + by — cz).

Javoblar: 1) 2, = - 22 7/ = - 22, 2)Z,’C=%, 7, =2,

2z-1" 7Y T 2z-1’ c
20. U = x% + y% + z 2 funksiya berilgan. M (1,1,1) nuqgtada
S =i+ j + k vektor yo’nalishi bo’yicha Z—I: hosila topilsin.
Javob: 2v/3.
21. Z =5x?>—-3x—y—1 funksiyaning M(2,1) nuqtada shu
nugtadan N (5,5) nuqtaga boradigan yo’nalish bo’yicha hosilasi topilsin.
Javob: 9,4.

22.U = x; + y; funksiyaning M (2,4) nuqtadagi gradiyenti topilsin.

Javob: grad u = 2i + gj.

23. U = /x2 + y2 + z 2 funksiyaning gradiyenti va uning uzunligi
topilsin.
Javob: gradu =

X . y .
L+ +
Vx2+y24z2 Jx2+y2+22]

A
k,|qradu|l = 1.

_|_
\/x2+y2+zz

§3. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

Bu paragrafda biz asosan ikki o’zgaruvchili funksiyaning maksimum
va minimum (ekstremum) larini aniqlash bilan shug’ullanamiz. Lekin ikki
o’zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari bo’yicha aytilgan barcha
tasdiglar uch va undan ortiq o’zgaruvchili funksiyalar uchun ham o’z
kuchini saglaydi. Shuning uchun ham biz ushbu paragrafda ikKi
o’zgaruvchili funksiyani ekstremumlari haqida fikr yuritamiz.
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Tarif: Agar Mo(xo,y0) nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lib, undan farqli
hamma (x,y) nuqtalar uchun F(x o, y 0) > f(x,y) bo’lsa u holda
Z = f(x,y) funksiya Mo(xo0,y0) nugtadan maksimumga ega deyiladi.

Tarif: Agar Mo(xo,y0) nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lib, undan farqli
hamma (x,y) nuqgtalar uchun F(x o, y 0) < f(x,y) bo’lsa, u holda
Z = f(x,y) funksiya Mo(xo,y0) nugtada minimumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi uning ekstremumlari
deyiladi, ya’ni funksiya berilgan nuqtada maksimum yoki minimumga ega
bo’lsa, funksiyani shu nuqtada ekstremumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumiga boshgacha ta’rif berish
ham mumkin.

1.Agar erkli o’zgaruvchilarning yetarli kichik bo’lgan barcha
orttirmalarida A f <0 bo’lsa, f(x,y) funksiya M o( x o0, ¥ 0) nhuqtada
maksimumga ega bo’ladi.

2. Agar erkli o’zgaruvchilarning yetarlicha kichik bo’lgan barcha
orttirmalarida A f > 0 bo’lsa f(x,y) funksiya M o( x o, y 0) nuqtada
minimumga ega bo’ladi.

Teorema: (ekstremumning zaruriy sharti). Agar Z = f(x,y)
funksiya Mo(xo,y0) da ekstremumga ega bo’lsa, u holda z ning har bir
birinchi tartibli hususiy hosilasi argumentlarning x =x,, y =1y,
qiymatlarida yo nolga teng bo’ladi, yo mavjud bo’Imaydi.

Z = f(x,y) funksiyaning Z;=0 (yoki mavjud gilmaydigan) va Z,=0
(yoki mavjud gilmaydigan) nuqgtalariga kritik nugtalar deb ataladi.

Teorema: f(x,y) funksiya My(xy,y,) nuqtani o’z ichiga oluvchi
biror sohada uchinchi-tartibgacha (uchinchi-tartiblisi ham) uzluksiz
Xususiy hosilalarga ega bo’lsin; undan tashqari My(x,, yo) hugta f(x,y)

funksiyaning kritik nuqtasi, ya’ni 9 *oyo) 0, U Co¥o) —  po’lsin, U

ox dy
holda x = x,, va y = y, bo’lganda
1)  Adgar
02 f (xo.yo) 02 f (oyo) _ (02 (oyo)\” 92 f (X0.0) ,
™ 3y? ( 233y ) >0 va x? < 0 bo’lsa,

f (x,y) funksiya maksimumga ega bo’ladi;
2) Agar
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02 f (Xoy0) 9% f(x0ye) _ (92 (oyo)\? 92 f (X0.¥0) ,
e, 357 ( 9%y ) >0 va =2 > 0 bo’lsa,
f (x,y) funksiya minimumga ega bo’ladi;
3) Agar
02f (x0.0) 9% f (Xo¥o) _ (92f(x0y0))’ : :
A2 372 ( 33y ) <0 bo’lsa, f(x,y) funksiya
maksimumga ham, minimumga ham ega bo’lmaydi;
4)  Agar
92 (x0,¥0) ] 9% f(x0,¥0) . 92 (x0,¥0) 2 . ) -
2 372 ( 5xdy ) =0 bo’lsa, f(x,y) funksiya

ekstremumga ega bo’lishi ham, ega bo’Imasligi ham mumkin (bu holda
tekshirishni davom ettirish kerak bo’ladi).

Ikkinchi tartibli  xususiy hosilalarning M, (x,,y,) huqtadagi
giymatlarini 4, B, C lar orqali belgilaymiz. Ya’ni,

02 f 02 f 02 f
(W)MO =4, (axay)Mo =B, (a_yz)Mo =C

U holda:

1)AC—B*>0, A<O0 bo’lsa, u holda funksiya My(xg,V)
nugtada maksimumga;

2)AC—B*>0, A>0 bolsa, u holda funksiya M,(xg, o)
nugtada minimumga,;

3) AC — B? <0, bo’lsa, uholda ekstremum mavjud bo’lmaydi;

4) AC — B?> =0, bo’lsa, u holda ekstremum mavjud bo’lishi ham
mavjud bo’lmasligi ham mumkin.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1. f(x,2)=(x—-1)2%+(y—2)2 -1 funksiyani ekstremumga
tekshirilsin.

Yechish: Bu funksiyani maksimumga (minimumga) ega yoki ega
emasligini ta’rifdan foydalanib topish mumkin. Berilgan funksiya x =
1, y = 2 da, ya’ni (1; 2) nugtada minimumga erishadi. Hagigatdan ham
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f(1;2)=1-1)?%*+2-2)*-1=-1, shuningdek (x —1)* va
(y —2)? esax # 1, y # 2 dadoim musbat, demak,
(x—1?+(@wy-2)2%-1>-1

yani f(x,y) > f(1,2).

2. f(x,y) = % —sin(x > +y % ) funksiyani ekstremumga
tekshirilsin.

Yechish: Bu funksiyani maksimum yoki minimumga ega yoki ega
emasligini ta’rifdan foydalanib topamiz. Berilgan funksiya x =0,y =0
da, ya’ni koordinatalar boshida maksimumga erishadi.

Xagigatdan, f(0;0) = % x2+y?= % aylana ichida (0;0) dan fargli
nugta olamiz, u holda 0 < x*+y?< = da sin(x*+y?) >0 bo’ladi va
shuning uchun f(x,y) = % — sin(x?+y?) < %,

ya’ni bu holda f(x,y) < £(0,0) bo’ladi.

3. Z=x?-xy+y?+3x — 2y + 1 funksiyaning maksimum va
minimumga ega yoki ega emasligi tekshirilsin.

Yechish: 1) Kritik nugtalarni topamiz:

%:(xz—xy+y2+3x—2y+1); =2x—y+3,

Z—;:(xz—xy+y2+3x—2y+1)g, =—x+2y—2.

Quyidagi tenglamalar sistemasini yechamiz:
{ 2x—y+3=0
—x+2y—2=0
Uning yechimi x = —g vay = % dan iborat. Demak, Mg (—%;%)
kritik nuqta bo’lar ekan.
2) Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz va ularni kritik
nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

92 ,
5 =Qx—y+3); =2

0%z _ P 4.
axay—(Zx —y+ 3)3/ = —1;

0%z ,
a—y2=(—x + Zy — Z)y =

A= _)MO 2, B = = - ( )Mo

0x0y

-36 -



—1=3>0, A=2>0. Demak, berilgan

AC—B?=2-2—-(-1)?=4
topamiz:

funksiya M o —f-l) nuqtada minimumga ega. Uni
12 4

4 1
mm(MO) me( _) _+ +__4__+1—_9 3"
4.7 = x3+y3 3xy funk5|yan|ng maksimumi va minimumi mavjud

yoki mavjud emasligi aniglansin.

Yechish: 1) Kritik nugtalarni topamiz:
Z_i= (x3 4+ y3 — 3xy). = 3x% — 3y; Z_f]: (x +° — 3xy), = 3y — 3x ;
z _ 2 —
x_3x -3y =0, {xz—y=0, { y = x2,

9z
d
a—y—Bx—O, Yy ’ X X = V.

Bundan (1; 1) va (0; 0) kritik nugtalarni topamiz.

2) Ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz:
2

62 ! . 0°z 2 ! .
— = (3x% - 3y)} = 6x; axoy (3x° —3y)y = —3;

0%z 5 ,
a_y2 = (3x* — 3x),, = 6.
3) Birinchi kritik nugtani tekshiramiz:
2 62
=6; B= =-3; C= = 6.
( )x 1 (axay)" ] (831 )x=
y:
AC—-B?2=6:6—(-3)2=36—-9=27>0; A=6>0. Demak,
berilgan funksiya (1; 1) nugtada minimumga ega. Uni topamiz :
Zmin =3 +y3—=3xy)x=1=1+1-3 =—1.

y=1
4) Ikkinchi kritik nugtani tekshiramiz:
4= (27 (6x) 0 (27 3
= | — = X =0 = U, = = —J,
0x2 ) x=0 ;:8 0x0y /x=0
y=0 y=0
(22~ (6y)en =0
B ay2 x=0 B Y ;zg o
y=0

AC — B?=0-0— (—3)*= —9 < 0. Demak, ikkinchi kritik nugtada
funksiya maksimumga ham, minimumga ham ega emas.
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Mustagil yechish uchun topshiriglar

1. Quyidagi funksiyalar maksimum va minimumga tekshirilsin,
1) Z=x¥%(a—x-—Yy);

2) Z=x2+xy+y2+i+%;

3) Z =sinx+siny + sin(x + y) (OSxSE;OSyS%);
4) 7= x*-xy+ y*+9x — 6y + 20;

5) Z = yJx —y?—x + 6y;

6) Z=x3+8y3—6xy + 1;

7) Z=3x+6y—x’—xy—y?

8) Z=x’+y*-2x—4,/xy—2y+8.

Javoblar:

1) x=:, y=7 bo’lganda Z maksimumga ega;

2) x=y= 3—\% bo’lganda Z minimumga ega;

3) x=y= g bo’lganda Z maksimumga ega;

4) x=-4, y=1 bo’lganda Z,,;, = —1;

5 x=y=4 bo’lganda Z,,,, = 12;

6) x=1, y= —% bo’lganda Z,,;, = 0;

7) x=0, y=3bo’lganda Z,;;, = 9;

8)

x =y =2bo’lganda Z,,;, = 0.
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1. BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
§1. Differensial tenglamalar va ular bilan bog’liq tushunchalar

Matematika, fizika, mexanika, kimyo, biologiya, iqtisodiyot va
boshga bir gator fanlarning masalalarida o’rganilayotgan ob’yektning
asosiy xususiyatlarini ifodalovchi gonunlar — bu qonunlarni ifodalovchi
funksiyani uning hosilalari yoki  differensiallari bilan bog’lanishini
ifodalovchi tenglamalarni o’rganishga keltiriladi.

Ta’rif. Erkli o’zgaruvchi x noma’lum funksiyay = f(x) va uning
turli tartibli hosilalari y&, y2@, ..., y™ orasidagi bog’lanishni ifodalovchi
tenglik differensial tenglama deb ataladi.

Masalan,

Y +yx=y% y'+y'x*=xy, yV+y"+xy=0, y'+y=0
lar differensial tenglamalardir.

Agar differensial tenglamadagi noma’lum funksiya ko’p

o’zgaruvchili bo’lsa, u holda unda noma’lum funksiyaning xususiy
hosilalari gatnashadi. Bu holda tenglamani xususiy hosilali differensial
tenglama deyiladi.

Ta’rif. Noma’lum funksiyaning differensial tenglamada gatnashgan
hosilalarining eng yuqori tartibi bu differensial tenglamaning tartibi
deyiladi.

Masalan, y' + yx = 0 1-tartibli, y" + x%y = 0 2-tartibli,

y¥ +y"" +xy" = x 5-tartibli differensial tenglamadir.

n-tartibli differensial tenglama umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F(x,y,y',y", ...,y(")) =0 (1)
Agar (1) tenglamani y™ hosilaga nisbatan yechish mumkin bo’lsa,
u holda uni

y™ = f,y,y,y" ., y®) (2)
ko’rinishda yoziladi. Masalan, y'"’' + x?y"” —yx —x? =0 tenglamani
3-tartibli hosilaga nisbatan yechib y"" = —x2y"" + xy + x? ko’rinishda

yozish mumkin.
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Ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi deb, berilgan differensial
tenglamani ganoatlantiradigan, ya’ni uni ayniyatga aylantiradigan
funksiyaga aytiladi.

Masalan, y" + k?y = 0 tenglamaning yechimi y = asin(kt + ¢,)
funksiyadan, y"" +y =0 tenglamaning yechimi esa y = cosx
funksiyadan iborat.

Ta’rif. (1) yoki (2) differensial tenglamaning yechimini topish uni
integrallash, topilgan y = ¢(x) yechim esa uning integrali deb ataladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1-misol. Havo bosimini dengiz sathidan balandlikka bog’liq
ravishda aniglang.

Yechish: Dengiz sathidan hisoblangan balandlikni h(m), havo
bosimini p(H/m?) orqali belgilaymiz. Masala bosimning balandlikka
bog’ligligini tavsiflovchi p(h) funksiyani topishdan iborat. Dengiz
sathida joylashgan 1m? o’lchamli gorizontal maydonchani va bu
maydonchaga tayanuvchi prizmatik havo ustunini qaraylik. Agar h
balandlikda xayolan ustunning kesimini o’tkazsak (1-chizma), u holda bu
kesimdagi bosim ustunning kesimdan yuqoridagi qisimining og’irligi bilan
aniglanadi. h + Ah balandlikda ikkinchi gorizontal kesim o’tkazamiz. Bu
kesimdagi bosim ikkala kesim orasidagi ustunda bo’lgan havo
og’irligiga teng Ap miqdorga kichik bo’ladi.

l
Ah W

L

1-chizma

Shu sababli Ap = —dAh deb yozishimiz mumkin, bu yerda d
kattalik p(H/m?) bosimdagi bir kubometr havoning og’irligi. Biroq d
kattalikning 0’zi bosimiga proporsional. Hagiqatdan d, bir kubometr
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havoning p, = 1(H/m?) bosimidagi og’irligi bo’lsin. Boyl — Mariott
gonuni pV = pyV,0a ko’ra bunday miqdordagi havo p bosimda V =%

kubometr hajmga ega bo’lib avvalgicha dy(H) og’irlikda bo’ladi. Bu

holda bir kubometr havoning d og’irligi d = % = dyp ga yoki umuman

d = kp ga teng bo’ladi, bu yerda k- proporsionallik koeffistienti.

Shunday qilib, quyidagi munosabatni hosil gilamiz

Ap = —kpAh Q)

(1) tenglik aniq emas: bu yerda h va h + Ah orasidagi hamma
kesimlarda bosim o’zgarmas va p ga teng deb faraz gilingan. Aslida esa bu
kesimlarda bosim turlicha bo’lib, h ortishi bilan u kamayadi. Biroq p =
p(h) funksiyani uzluksiz deb faraz qilish tabity, shu sababli (1)
tenglikning xatosi katta emas va Ah kattalik ganchalik kichik bo’lsa, u
shunchalik kichik bo’ladi. Endi (1) tenglikning ikkala tomonini Ah ga
bo’lib, Ah — 0 da limitga o’tsak, undagi xato nolga intiladi va biz endi
aniq tenglikka ega bo’lamiz:

2= —kp ®)

(2) tenglik noma’lum (izlanayotgan) p(h) funksiyani va uning
hosilasini bog’lovchi differensial tenglamadir. Bu tenglamaning yechimi
havo bosimi p ning h balandlikka bog’ligligini ifodalovchi funksiyadan
iborat. Yechimlarni topishning umumiy usullari hozircha noma’lum
bo’lgani uchun quyidagicha yo’l tutamiz. (1) munosabatda dengiz sathidan
h balandlikni p bosimning funksiyasi deb garaymiz. Masalan, joyning
dengiz sathidan balandligini barometr ko’rsatishi bo’yicha aniqlash talab
qilinsa, barometrik nivelirlashda ana shunday yo’l tutiladi. Bunday holda
(1) tenglikning ikkala gismini Ap ga bo’lib va Ap — 0 da limitga o’tib,
quyidagini hosil gilamiz:

—Skp =1 yoki =~ (3)

(3) tenglik ham differensial tenglamadir, lekin bu yerda eng sodda
bog’lanishga egamiz: noma’lum funksiyaning hosilasi argumentning
ma’lum funksiyasi sifatida ifodalanadi. Shu sababli noma’lum h
funksiyani topish uchun fagat anigmas integral olish kerak, natijada

quyidagini hosil gilamiz:
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h=—%lnp+C1 4)

C; kattalik integrallashning ixtiyoriy o’zgarmasidir, kelgusida qulay
bo’lishi uchun uni C; = %lnC ko’rinishda yozgan ma’qul. U holda (4)
tenglikni quyidagicha gayta yozish mumkin:

1, C
h = E ln; (5)

(5) tenglik izlanayotgan h = h(p) funksiyaning ifodasini beradi,
birog bu ifodani unda ixtiyoriy C o’zgarmas borligi tufayli juda ham anigq
deb bo’lmaydi. To’la aniqlikka erishish uchun Cni bilish zarur, bunga h
ning biron-bir giymatida p ning giymati berilishi orgali erishish mumkin.
Bizning misolimizda dengiz sathida (h = 0 bo’lganda) atmosfera bosimi
p = po ga teng deb olish eng qulaydir. Bu qiymatlarni (5) ga qo’yib, C =
po Ni topamiz, natijada izlanayotgan funksiya uzil-kesil

1
h=in® (6)

formula orqgali ifodalanadi.
(6) tenglikni p ga nisbatan yechish va bu bilan dastlab qo’yilgan
masalaning yechimini hosil gilish mumkin. Havo bosimi p ning dengiz

sathidan balandlik h ga bog’liq ifodasi

p = poe " (7)

formula bilan ifodalanadi.

2-misol. Massasi m bo’lgan moddiy nuqta og’irlik kuchi ta’sirida
erkin tushmogda. Nugtaning harakat gonunini havoning garshiligini
hisobga olmasdan toping.

Yechilishi: Sanoq boshi O tanlab olingan va pastga “SDLD
yo’nalgan vertikal 0’q olaylik. Moddiy nuqtaning vaziyati t
vagtga bog’liq ravishda o’zgaradigan OM = s koordinata ¢
bilan aniglanadi (2-chizma). Dinamikaning ikkinchi asosiy
gonunini

F =ma +—M

ko’rinishda yozamiz, bu yerda m -massa, a -nugtaning 2-chizma
tezlanishi, F —ta’sir etuvchi kuch. Shartga ko’ra nuqtaga faqat og’irlik
kuchi ta’sir etadi, demak, F = P =mg, bu yerda g -og’irlik kuchi
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tezlanishi. a tezlanish yo’ldan vaqt bo’yicha olingan ikkinchi hosilaga
teng, shuning uchun

d?s
Maez = M9
yoki
d?s
2= 9 (8)

(8) tenglik noma’lum s = s(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi
gatnashgan differensial tenglamadir. Ushbu holda bu ikkinchi hosila
argumentning ma’lum funksiyasi (hatto, o’zgarmas kattalikka teng)
bo’lgani uchun izlanayotgan funksiyani t bo’yicha ikki marta integrallab
topish mumkin:

ds
gt?
S =T+C1t+C2. (10)

(10) tenglik izlanayotgan harakat gonunini beradi, birog yuqorida
ko’rilgan masaladagi kabi u integrallash o’zgarmaslariga ega, ayni holda
ikkita. Nugtaning boshlang’ich vaziyatini va boshlang’ich tezligini bilgan
holda bu o’zgarmaslarni aniglash mumkin. Boshlang’ich momentda (t =
0) nugtaning tezligi vy ga, uning O sanoq boshidan masofasi s, ga teng
bo’lsin deylik. %tezlikni ifodalagani uchun (9) dan C; = v, ni, (10) dan
esa C, = s ni hosil gqilamiz, natijada harakat qonuni ushbu ko’rinishga
ega bo’ladi:

gt*

s=7+v0t+so. (11)

3-misol. Egri chizigqa uning ixtiyoriy nuqtasida o’tkazilgan
urinmaning ordinatalar o’qidan kesgan kesmasi urinish nugqtasi
ordinatasining ikkilanganiga teng. Shu egri chizigning tenglamasini
toping.
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¥
B
M(xX.¥)
0O A X g
3-chizma

Yechilishi: lzlanayotgan egri chiziqda ixtiyoriy M(x,y) nugta
olamiz (3-chizma). M nuqtada o’tkazilgan urinmaning tenglamasi
Y—y=y (X-x)
ko’rinishga ega bo’ladi, bu yerda X,Y -urinma nuqtasining o’zgaruvchi
koordinatalari, y'-izlanayotgan funksiyaning berilgan nugtadagi hosilasi.
Urinmaning Oy o’qdan ajratadigan OB kesmasini topish uchun X =0
deymiz. U holda OB =Y = y — xy’. Ikkinchi tomondan, shartga ko’ra
OB = 2y. OB kesma uchun topilgan ikkala ifodani taggoslab,
y—xy =2y
yoki
xy'+y =0 (12)
tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglamaning ikkala tomonini dx ko’paytirib, uni differensial

ishtirok etgan ko’rinishga keltiramiz:
xdy +ydx =0 (13)

(13) tenglamaning chap tomoni o’zgaruvchilar ko’paytmasining
differensiali d(xy) dan iborat, shuning uchun (13) tenglamani ushbu
ko’rinishda yozish mumkin:

d(xy) =0,
bu yerdan
xy =C, (14)

Bu yerda C - ixtiyoriy o’zgarmas. (14) tenglik izlanayotgan egri

chizigning tenglamasini beradi, uni oshkor holda yozish ham mumkin:

—C 15
y== (15)
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(14) tenglama ham (15) kabi, aslini olganda, bitta egri chizigni emas,
balki egri chiziglarning butun bir oilasini-asimptotalari koordinata
o’qglaridan iborat teng o’qli giperbolalar oilasini tashkil etadi (4-chizma).

)
=

4-chizma

&

D@

Bu oilaning egri chiziglaridan birini ajratib olish uchun yuqorida
ko’rilgan masalalardagi kabi argumentning birorta tayin qiymati uchun
funksiya giymatini berish kerak. Mazkur masalada bu fikr izlanayotgan
egri chiziq o’tadigan nuqtaning koordinatalarini berilishiga ekvivalentdir.
Aytaylik, izlanayotgan egri chiziq M,(3;2) nuqtadan o’tsin, ya’ni x = 3
da funksiya y = 2 giymatga ega bo’lsin. Bu qiymatlarni (14) yoki (15) ga
qo’yib, C = 6 ni topamiz, shu sababli izlanayotgan egri chiziq

xy=6 (16)
yoki

_6 17
y=- (17)

ko’rinishga ega bo’ladi.
4. Urinma osti, urunish nugtasining absissasi va ordinatasining
yig’indisiga teng bo’lgan egri chiziqlarni toping.
Yechish: Masala shartidan quyidagi tenglamani tuzamiz:
y
Y xX+y
Yoki differensiallarda ifodalasak
ydx = (x + y)dy
tenglama hosil bo’ladi.



5. Quyidagi tenglamalardan qaysilari differensial tenglama bo’la
oladi?
1) y"+3x = 0; 3)y =e*; 5y =In|x| + C;
2)x>+y2=0; 4y'y—x=0; 6) 2dy + 3xdx = 0.
Yechish: Berilgan tenglamalardan 2, 3 va 5 tenglamalar differensial
tenglama bo’la olmaydi. Chunki ularda noma’lum funksiyaning hosilalari
yoki differensiallari ishtirok etmayapti.
6. Quyidagi funksiyalarning gaysilari y' = x tenglamaning yechimi
bo’ladi?
2 2
) y=x+22)y=x*~1; 3)y="-3 4)y="+5
Yechim: Bu funksiyalardan uchinchi va to’rtinchisi yechim bo’ladi.
. x? , x? "o , x? "o
Chunkiy =5 =3,y' = (3 -3) =5 =xvay' = (5 +5) =2 =x
Birinchi va ikkinchi funksiyalar yechim bo’lmaydi. Chunki

y' =(x+2)=1va y =x?-1) = 2x.

Mustqil yechish uchun topshriglar

1. Bir jinsli elastik ip ikki uchidan osib qo’yilgan. Ip o’z og’irligi
ta’sirida biror egri chiziq bo’yicha joylashadi (osilgan arqon, sim, zanjir
shunday joylashgan). Bu egri chizigning tenglamasi topilsin.

Javob: y=a (g + cl) + c,.

2. Nyuton gonuniga asosan biror jismning havoda sovush tezligi
jism temperaturasi bilan havo temperaturasi orasidagi ayirmaga
proporsional. Agar havoning temperaturasi 20°C bo’lib, jism 20 minut
ichida 100° dan 60°C gacha sovisa, gancha vaqtdan so’ng uning
temperaturasi 30°C gacha pasayadi? Masalani differensial tenglamasi
tuzilsin.

Javob: <% = k(T — 20).
3. O’q vy =400m/sek tezlik bilan harakatlanib, h = 20sm

galinlikdagi devorni teshib, undan vy, = 100m/sek tezlik bilan uchib
chigadi. Devorning qarshilik kuchi o’qning harakat tezligi kvadratiga
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proporsional deb olib, o’qning devor ichida harakatlanish differensial
tenglamasi tuzilsin.

Javob : m% = —kv2.

4. Ma’lum bo’lishicha har bir berilgan paytda radiyning yemirilish
tezligi uning miqdoriga to’g’ri proporsionaldir. Agar t = 0 bo’lganda
radiyning massasi m, bo’lsa, radiy massasining vaqtga qarab o’zgarish
gonuni aniglansin.

Javob: 22 = —km.

dt

5. O’rniga qo’yish usuli bilan y = Cx3 funksiya 3y —xy' =0
tenglamaning yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu

1) (1%); 2)(L; 1); 3)(1;—§)
nuqtalardan o’tuvchi integral chiziqlar yasalsin.

6. Quyidagi funksiyalar mos differensial tenglamalarni
ganoatlantirishi ko’rsatilsin:

1) y=sinx—1+Ce ™, y' +ycosx = %Sian;

C 144 2 !/
2) y=?1+C2, y'+-y' =0

7. O’ringa qo’yish usuli bilan: 1) y"”" +4y =0va2)y"" —9y' =0
differensial tenglamalar mos ravishda

1) y = C;c082x + Cysin2x va 2) y = C; + C,e3* + C3e™3%
umumiy integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

8. C = 0;+1;4+2 bo’lganda y = Cx? parabolalar yasalsin va shu
parabolalar oilasining differensiallar tenglamasi tuzilsin.

Javob: xy' = 2y.

9. y = C;sinx + C,cosx funksiyalar y" +y =0 tenglamaning
yechimlari ekanligi ko’rsatilsin.

10. y'x —x? —y =0 tenglamaning yechimlari y =x?+ Cx
ko’rinishdagi funksiyalardan iborat ekanligi isbotlansin.

1.y =x*+x+C funksiya dy = (2x+ 1)dx tenglamaning
yechimi ekanligi isbotlansin.

12.s = 3t3 — 2t funksiya ds = (3t? — 2)dt tenglamani yechimi
bola oladimi?
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13.y =+/x funksiya 2yy’ =1 tenglamani yechimi ekanligi
isbotlansin.

14.y = Ce ™ funksiya C;—y + 2xdx = 0 tenglamaning yechimi

ekanligi ko’rsatilsin.

§2 Birinchi tartibli differensial tenglamalar
2.1 Umumiy tushunchalar. O’zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan
tenglamalar

Birinchi tartibli differensial tenglama
F=(xyy)=0
ko’rinishda bo’ladi. Agar uni y’ ga nisbatan yechish mumkin bo’lsa, uni
y' =fy)
ko’rinishda yozish mumkin bo’ladi. Bu holda differensial tenglama
hosilaga nisbatan yechilgan deyiladi. Bu tenglama uchun differensial
tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi haqgida quyidagi teorema
o’rinlidir.
Teorema: Agar
y'=f(xy)

tenglamada f(x,y) funksiya va undan y bo’yicha olingan Z—f] Xususiy

hosila XOY tekislikdagi (xq, yy) nuqtani o’z ichiga oluvchi biror sohada
uzluksiz funksiyalar bo’lsa, y holda berilgan tenglamaning x = x,
bo’lganda y = y, shartni ganoatlantiruvchi birgina y = ¢@(x) yechimi
mavjuddir. x = x, bo’lganda y funksiya berilgan y, songa teng bo’lishi
kerak degan shart boshlang’ich shart deyiladi. Bu shart ko’pincha
y(xo) = yo YOKI' ylx=x, = Yo

ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
deb bitta ixtiyoriy C o’zgarmas miqdorga bog’liq bo’lIgan, hamda quyidagi
shartni ganoatlantiruvchi

Y =o0(x0)
funksiyaga aytiladi:
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a) Bu funksiya differensial tenglamani C o’zgarmas miqdorning har
ganday tayin giymatida ham ganoatlantiradi;

b)x = xo bo’lganda y = yy (¥|x=x, = Yo) boshlang’ich shart har
qanday bo’lganda ham C ning shunday C = C, qiymatini topish
mumkinki, y = ¢(x,C,) funksiya Dberilgan boshlang’ich shartni
ganoatlantiradi.

Differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko’pincha y
ga nisbatan yechilmagan

®(x,y,¢c) =0
ko’rinishdagi munosabatga kelib qolamiz. Bu munosabatni y ga nisbatan
yechib, umumiy yechimni hosil gilish mumkin. Ammo yuqoridagi
munosabatdan y ni doimo topish oson bo’lavermaydi. Bunday hollarda
umumiy yechim oshkormas ko’rinishda qoldiriladi. Bu holda
®(x,y,c) =0 tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali
deyiladi.

Ta’rif. Ixtiyoriy C o’zgarmas miqdorga ma’lum C = C, giymat
berish natijasida y = ¢@(x,C) umumiy yechimdan hosil bo’ladigan har
ganday y = @(x,Cy) funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda
®(x,y,Cy) =0 munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.
Geometrik nuqgtai nazardan umumiy integral koordinatalar tekisligida bir
ixtiyoriy o’zgarmas C ga bog’liq bo’lgan egri chiziglar oilasini ifodalaydi.
Bu egri chiziglar berilgan differensial tenglamaning integral egri chiziglari

deyiladi.
Hosilaga nisbatan yechilgan
dy
—=fx)

differensial tenglama berilgan bo’lib uning umumiy yechimi y = ¢(x, ¢)
bo’lsin. Bu umumiy yechim OXY tekislikda integral egri chiziglar oilasini
aniqlaydi.

% = f(x,y) tenglama % hosilaning koordinatalari x va y bo’lgan
har bir M nuqtadagi qiymatini, ya’ni shu M nuqtadan o’tuvchi integral egri

chizigga shu nuqtada o’tkazilgan urinmaning burchak koeffisientini
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aniqlaydi. Shunday qilib berilgan differensial tenglama yo’nalishlar
maydonini aniglaydi.

%zf(x,y) differensial tenglama uchun Z—zz C munosabat
bajariladigan nuqtalarning geometrik o’rni  berilgan  differensial
tenglamaning izox linasi deyiladi.

filx)dx + f,(y)dy = 0
tenglamaga o’zgaruvchilari ajralgan tenglama deyiladi. Uni har ikkala

tomonini hadma-had integrallash orqali yechiladi. Ya’ni,
[ feax+ [ oy =c.
f1(x) - LO0dx + f3(x) - fa(y)dy =0

ko’rinishidagi tenglamaga o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.
Uni ikkala tomonini hadma-had f£,(y) - f3(x) ifodaga bo’lish orgali
o’zgaruvchilari ajralgan tenglamaga keltiriladi. Ya’ni,

f1(x) f2(y) f3(x) fa(y) - f1(x) fa(y)
05w X T Loy @Y =0 YK TS dx + 7y @y =0

Mavzu bo’yicha yechimlari bilan berilgan misollar:

d c . _— . .
1. d—zz—% tenglama uchun y = = funksiyalar oilasi umumiy yechim

ekanligi ko’rsatilsin va x, = 2 bo’lganda y, = 1 bo’ladigan boshlang’ich
shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish: y =§ bo’lgani uchun % = —é bo’ladi. Buni berilgan

tenglamaga qo’yamiz:

c
c_ ¥ _°__c
x?2 x’ x2 x2

Demak, y = % berilgan tenglamaning umumiy yechimi ekan. Endi

Xo =2 bo’lganda y, =1 bo’ladigan  boshlang’ich  shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz. Bu giymatlarni y=§

formulaga qo’yib § = 1 yoki C = 2 ni topamiz. Demak izlangan xususiy
yechimy = %funksiyadan iborat.
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2. y = Cx” parabolalar oilasining diferensial tenglamasi topilsin
(1-chizma)

Yechish: Oilani tenglamasini x bo’yicha differensiallaymiz:
ﬁ = 2Cx
dx
Bunga oila tenglamasidan topilgan C=%2- qiymatni qo’yib, berilgan
oilaning

dy 2y

dx x
Aly

v

1-chizma

differensial tenglamasini hosil gqilamiz. Bu differensial tenglama x # 0
bo’lganda, ya’ni OY o’qidagi nuqtalarga ega bo’lmagan har qanday sohada
ma’noga ega.

3. xdx + ydy = 0 tenglama yechilsin

Yechish: Bu tenglama o’zgaruvchilari ajralgan tenglamadir.Uni
yechish uchun har ikkala tomonini xadma-xad integrallaymiz .

[xdx + [ ydy = ¢,. x? +§ =¢. XY= 2c; 2¢y= ¢* deb olib
x*+y°= ¢* tenglamani hosil qilamiz.

Bu markazi koordinatalar boshida va radiusi € bo’lgan konsentrik
aylanalar oilasining tenglamasidir.

4. yIn ydy — e* dx = 0 tenglama yechilsin:

Yechish: Bu o’zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Uni yechish uchun
har ikkala tomonini hadma-had integrallaymiz.
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[yInydy — [e*dx = [odx, [ylnydy —e* = c. Bu tenglamani chap
tomonidagi birinchi integralni bo’laklab integrallaymiz:
dy
u=Iny, du=— 2 2
[yInydy =5y —3[y*Z =2y
dv =ydy, v = Y

— iyz = iyz(z In y — 1). Buni o’rniga qo’yamiz. Natijada
iyz(Z Iny—1)-e* =c hosil bo’ladi. Bu berilgan differensial

tenglamaning umumiy integralidir.

d L
5. =2 = —Z tenglama yechilsin.
dx X

Yechish: Bu o’zguvchilari ajraladigan tenglamadir. O’zgaruvchilarni
ajratamiz va integrallaymiz:

dY__X d_y__g d_y__ E _ c
= "¢ 5 =% J5=- 7+l Inlyl=n_

Bundanesay = E umumiy yechimni topamiz.

6. (1 + x)ydx + (1 — y)xdy = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
O’zgruvchilarni ajratish uchun uni har ikkala tomonini hadma-had xy

ifodaga bo’lamiz.

1+x 1—y 1 1
dx + ——dy =0, (—+1)dx+(——1)dy=0.
y X y

X
Buni har ikkala tomonini hadma-had integrallaymiz.

f%+fdx+f% —fdy=c¢, In|lx|+x+In|y|—y=c,

Inlxyl| +x—y =rc.

Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

7. (1+x*)dy+ydx=0 tenglamani y(0)=1 shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Bu tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
Bunda 1 + x2 # 0 bo’lgani uchun y # 0 deb olish kifoya. Bu shartda
berilgan tenglamani y(1 + x?) ifodaga bo’lish orqali umumiy yechimni

quydagicha topamiz:
d_y . dx

_ dy dx _
=0 f7—f1+x2 = ¢, In|y| — arctgx = c,
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arctgx+c

Inly| = arctgx +c, y=e

Endi  boshlang’ich  shartdan foydalanib (x =0, y=1) c
0’zgarmasni qiymatini topamiz

1 = earctg0+c, ec — 1’ c=0.

Demak, berilgan tenglamaning berilgan boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimi y = e%"t9% funksiyadan iborat.

Mustaqil yechish uchun topshiriqglar:
1. Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin.
Dy —2x=0; 2)y'+2x=0; 3)y +2x=05.
Javob: D)y =x?+¢; 2)y=-x*+¢; 3)y=-x*+5x+c.
2.y' = x tenglamani ganoatlantiruvchi va (1; 2) nuqtadan o’tuvchi
egri chizig tenglmasi topilsin.
x%+43

Javob: y = -

3. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin.
Dx+y =0; 2)4x3—y' =0; 3)2xdx =3y3dy.
Javob: 1) y = c—%xz; 2)y=x*4+¢ 3)y=Vx2+c.
4.y' = 3x? tenglamani y(1) = 5 shartni ganoatlantiruvchi yechimi
topilsin.
Javob: y = x3 + 4.
5. Quyidagi tenglamalar yechilsin.
D xdy = (y+ 1dx; 2)(x+ 1)ydx = dy;
3) dy = ycos?xdx; 4)dy = ysinxdx;
; 5x+3
S5y

7) x%y' +y = 0; x+xy+y'(y+xy)=0.

= 1; 6)y' = x%y — x?;

x+sinx+c
Javob: )y =cx—1; 2)y = g05x +xte, y=e 2z ;
3

4)y = e O, 5)y=c5 5x + 3; 6)y=1+ces;

1
7Ny =cex; 8)x+y=Inc(x+1).
6.Quyidagi tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari topilsin.
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1) x2dy = y?dx, y(0,1) =0,25; 2) 2 - j—; =0, y(4) =5
1 !
3)3x%dy = 2y*dx, YD =35 Dy =7z vy =e*

5)1+y*=y'Vx, y (”;2) =0; 6)y = (2y + Dctgx, y G) = %

X, _ 2 . _3/ Xz
e 2)y=415x+1;, 3)y= T

o
4)y — eﬁ—l; 5) y — th\/E, 6) y _ CSanx 1
7.(1+x%)y"+ yv1 + x2 = xy tenglamaning y(0) =1 shartni

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Javoblar: 1) y =

cV1+x2

x+V1+x2
8.A(—1;1) nugtadan o’tuvchi va istalgan nuqtasidagi urinmaning

burchak koeffitsienti urinish nuqta ordinatasining kvadratiga teng bo’lgan
egri chizig aniglasin.
Javob: xy = —1.

Javob: y =

2.2. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar va bir jinsli
tenglamaga keltiriladigan tenglamalar

Ta’rif: Agar A ning har ganday giymatida

fQx,Ay) = 1" f(x,y)
ayniyat to’g’ri bo’lsa, f(x,y) funksiya x va y o’zgaruvchilarga nisbatan n
o’Ichovli bir jinsli funksiya deyiladi.

Masalan, f(x,y) = 3/x3 +y3 funksiya bir o’lchovli bir jinsli
funksiyadir, chunki

fOx,2y) = YO + Gy?) = Y& +3) = B3 13 = Af (6, ).

2 2
flx,y) =1 x“’ funksiya nol o’Ichovli bir jinsli funksiya, chunki

(A)*+ (Ay)?  2(x*+y?) x*+y°
f(Ax’ Ay) = - 2 -
Ax - Ay X4 xy Xy
Ta’rif: Agar birinchi tartibli
y'=fxy)

=1 f(x).
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tenglamada f(x,y) funksiya x va y ga nisbatan nol o’lchovli bir jinsli
funksiya bo’lsa, u holda tenglama x va y o’zgaruvchilarga nisbatan bir
jinsli tenglama deyiladi.

Agar funksiyani bir jinsli bo’lishning sharti f(Ax,Ay) = f(x,y) da
A= ideb olsak, f(x,y) = f(l,%) bo’ladi. Bu esa nol o’Ichovli bir jinsli

funksiya faqat argumentlar nisbatigagina bog’liq bo’lishini bildiradi. Bu
holda berilgan tenglama

y
y=f(12)
ko’rinishga keladi. O’zgaruvchilarni almashtiramiz:
U =% yoki y = ux

U holda
y'=u'x +u.
Hosilaning bu ifodasini berilgan teglamaga qo’ysak, o’zgaruvchilari
ajraladigan
u'x+u=f(1u)

tenglama hosil bo’ladi. O’zgaruvchilarni ajratamiz va integrallaymiz:
du du dx du dx
x.a_f(l,u)—u, eEn v ff(l’u)_u—f—+c.

Oxirgi integralni hisoblagandan so’ng u o’rniga % ni qo’ysak,

berilgan bir jinsli tenglamaning umumiy integrali hosil bo’ladi.

Quyidagi
dy ax + by +c

dx a;x+byy+c
ko’rinishdagi tenglamalar bir jinsli tenglamalarga keltiriladi. Agar ¢ =
c1 = 0 bo’lsa, berilgan tenglama bir jinsli bo’lishi ravshan. Aytaylik
cvac; (yoki ulardan biri) noldan fargli bo’lsin. O’zgaruvchilarni
almashtiramiz:

U holda

X, y, Z—z larning ifodalarini berilgan tenglamaga qo’ysak,
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dy, ax; + by, + ah + bk + ¢
dx, a;x;+ by, +ah+bk+c
hosil bo’ladi. Bu yerda h va k ni
ah+bk+c=0
{alh + b k+c, =0
tengliklar o’rinli bo’ladigan qilib, ya’ni sistemaning yechimi kabi
tanlaymiz. Natijada, berilgan tenglama
dy;  axi + by,

dx; a;x;+ by,
bir jinsli tenglamaga keladi.
Bu tenglamani yechib, so’ngra x = x; + h, y =y, + k belgilashlarni
e’tiborga olib, berilgan tenglamani yechimini hosil qilamiz.

Agar
a b
a; byl 0
bo’lsa, ya’ni ab; = a;b bo’lsa, yuqoridagi sistemaning yechimi yo’q.
Ammo bu holda % = 2% = A, ya"ni a, = Aa, by = Ab bo’ladi va bu holda

berilgan tenglamani

dy (ax+by)+c

dx Alax + by) + ¢,
ko’rinishga keltirish mumkin. Bu holda Z = ax + by almashtirish
yordamida berilgan tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga
keltiriladi.

Misollar:

dy  xy cr
ax T Py tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglamani o’ng tomonida nol o’lchovli bir jinsli
funksiya turibdi. Demak, berilgan tenglama bir jinsli. O’zgaruvchilarni
almashtiramiz:

y d N du
—=u = ux —=u+x-—
x Y ’ dx dx
Bularni berilgan tenglamaga qo’yamiz:
U+ x du _ u X du _ u U x du _ u-u+u? X du _ ud
dx  1-u?’ dx  1-u? ’ dx  1-u?’ dx  1-u?’

Hosil bo’lgan tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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O’zgaruvchilarni ajratib,
(1—u®)du dx 1 1 dx
£, (Y-t

)

u3 X ud  u X

ni hosil gilamiz. Uni integrallab

1 : 1

—5z = Inlu| = In|x| + In|c| yoki — 5= In|uxc|
ni hosil gilamiz u ni o’rniga % ni qo’ysak, dastlabki tenglamaning
umumiy integrali hosil bo’ladi:

2
X
_Z_yZ = In|cy]|.
2.y = % tenglama yechilsin.

Yechish: y = ux almashtirish gilamiz.U holda y’ = u'x + u bo’ladi.

Bularni berilgan tenglamaga qo’yamiz: U holda

x+ux du 1 dx
u'x+u= , Ux+tu=14u u'x=1, — ==, du=—.
X dx X X

Bu o’zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Uni yechamiz:

fdu=f%+c, u = In|x| + c, %= In|x| + ¢, y = xIn|x]| + cx.
Y
X
xususiy yechimi topilsin.
Yechish: % = almashtirish gilamizz. Undan y=ux va

3. y' = % + sin= tenglamani y(1) =§ shartni ganoatlantiruvchi

y' = u'x + u bo’lib, berilgan tenglama
' . ' . . du dx
u'x +u=u+sinu, u'x = sinu, xdu = sinudx, el

ko’rinishga keladi.
Buni integrallab

ln|tg%| = In|x| + In|c| ni undan esa %z arctg|cx| ni hosil gilamiz.
u = Z ekanligini e’tiborga olib y = 2xarctg(cx) ni topamiz. Endi y(1) =

X
g boshlang’ich shartni e’tiborga olib % = arctgc ni, undan esa c =1 ni

hosil gilamiz. Demak, izlanayotgan yechim y = 2xarctgx dan iborat.
dy _ x+y-3
“dx  x-y-1

tenglama yechilsin.
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Yechish: Bu bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamadir. Uni bir
jinsliga keltirish uchun x = x; + h, y = y; + k almashtirish gilamiz. Bu
holda

dy;, x+y;+h+k-3
dx; x,—y;+h—k—1
tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglamadan
{h +k—-—3=0
h—k—1=0

sistemani hosil gilamiz. Uni yechib h = 2 va k = 1 ni topamiz. Natijada
bir jinsli

dy, X1+

dxq B X1~ W1

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani iﬁ = u almashtirish yordamida
1

yechamiz:
_ dy, S du _ 1+u du _ 1+u?
Y1 = UXxy, dx; U+ x dx, 1-u’ X1 dx; 1-u’
Hosil bo’lgan tenglamadan o’zgaruvchilarni ajratamiz:
1—u dxq
sdu = —.
1+u X1

Bu tenglamani integrallab,
arctgu — %ln(l + u?) = In|x4| + In|c|, arctgu = ln|cx1\/1 + u2| ni

Y1
. arctg—
yoki cx;V1+uZ =" m

ni hosil gilamiz. Bundan x va y o’zgaruvchilarga o’tib

y—1
c/(x — 2)2 + (y — 1)% = e*“%= ni topamiz.

5-)7, _ 2x+y—1
4x+2y+5

Yechish: Bu tenglamani x =x; +h, y =y, +k almashtirish
yordamida yechib bo’lmaydi, chunki bu holda h va k ni aniglashda
foydalaniladigan tenglamalar sistemasi yechib bo’Imaydigan sistemadir.

Bu tenglamani 2x + y = z almashtirish yordamida o’zgaruvchilari
ajraladigan tenglamaga keltirish mumkin. Bu holda y' =z'—2 va
berilgan tenglama

tenglama yechilsin.
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_z—1 ki , 5z+9
" 2z+45 yox Z_Zz+5

z' =2

ko’rinishga keladi. Buni yechib,

L L5z +9] = x +
5Z 25n Z =X Cc

ekanligini topamiz. Ammo, z =2x+y bo’lgani uchun dastlabki
tenglamani yechimi

2 7
§(2x+y)+£ln|10x+2y+9| =x+c

yoki
10y — 5x + 7Iln|10x + 5y + 9| = ¢;
dan iborat. Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.

Mustagil yechish uchun topshiriglar:
1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:
1) (x? + xy)dx + xydy = 0; 2) xy’sin% +x = ysin%;
3) xy' + ln% =x+ yln%; 4) xyy' =y? + 2x?;

T

2

' — Y . r— Y (Y — 9.

5)xy' —y=xtg, y1) =% 6)y' =4+Z+ (%), y() =2
7) (x? + y*)dx — xydy = 0; 8)xy' =2(y — /xy).

y
Javoblar: 1) In|x + y| + ﬁ =c; 2)cx =e“%x;

Y Y . 2 420
3) Inx = Z [lnx 1] + c; 4) y* = 4x“Incx;

5) y = xarcsinx; 6) arct (O SX) — 2In|x| = T
y ] g ) x 4)
7) y? = x?Incx?; 8) 16xy = (v + 4x — cx?)?.

2.Quyidagi tenglamalar yechilsin (bir jinsli tenglamalarga
keltiriladigan):

D@2x+y+1Ddx+ (x+2y—1)dy = 0;

2) (x+y+2)dx+ (2x + 2y — 1)dy = 0;

3)2(x +y)dy + (3x + 3y — 1)dx, y(0) = 2;

4)(x—=2y+3)dy+ (2x+y—1)dx =0;
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A x—y+4)dy+ (x+y—2)dx =0.

Javaoblar:
Dx?+y2+xy+x—y=cy; 2)x+ 2y +5n|x+y—3| =c;
3)3x+2y—4+2ln|lx+y—-1=0; ) x*+xy—y?—x+ 3y =c;
5)x% + 2xy —y? —4x + 8y = c.

3. y' = x+y_i differensial tenglamaning M(1;1) nugtadan

y—x—

o’tuvchi integral egri chizig’i topilsin.
Javob: x? — y? 4+ 2xy —4x + 8y — 6 = 0.

2.3. To’la differensialli birinchi tartibli tenglamalar
Integrallovchi ko’paytuvchi

Ta’rif: Agar M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)

tenglamada ?3—1;1 = z—: (2) munosabat o’rinli bo’lsa, u holda tenglamani

to’la differensialli tenglama deyiladi. Bunda 66—1;1 va Z—Z funksiyalar biror

sohada uzluksiz funksiyalar.
Agar (1) tenglamaning chap tomoni to’la differensial bo’lsa, u holda
(2) shartning bajarilishini va aksincha, (2) shart bajarilsa, (1) tenglamaning
chap tomoni biror u(x, y) funksiyaning to’la differensiali bo’lishini isbot
gilish giyin emas. U holda (1) tenglamaning ko’rinishi
du(x,y) =0 3)
bo’ladi va uning umumiy integrali U(x,y) = ¢ bo’ladi.
Agar (1) tenglamada
oM ON
9y " ox (4)
bo’lsa, u holda (1) tenglama to’la differnsialli tenglama bo’lmaydi. Bu
holda ba’zi bir shartlar bajarilganda shunday p(x, y) ni topish mumkinki,
uning uchun
uCx, y)M(x,y)dx + p(x,y)N(x,y)dy = du
bo’ladi. Bunda p(x,y) funksiyani integrallovchi ko’paytuvchi deyiladi.
Quyidagi hollarda integrallovchi ko’paytuvchini topish oson bo’ladi:
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OM ON

1) ayNax — (p(x) bo’lganda lnu = f(l)(x)dx bO’ladi;

ON oM

2) Z% = ,(x) bo'lganda Iny = [ &, (y)dy bo’ladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriqglar.

y2-3x2
y4

1. f}—fdx + dy = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama to’la differensialli tenglama bo’lish yoki
bo’Imasligini tekshiramiz. Bu yerda
_ 2x _y?—=3x?
3’ 4
deb olsak, u holda
oM 2x\'  6x ON y2—3x2'_ 6x
56 = we(5)
Demak, y + 0 shartda (2) shart bajariladi. Demak, berilgan
tenglamaning chap tomoni biror noma’lum u(x,y) funksiyaning to’la
differensiali bo’ladi. Bu funksiyani topamiz.
du 2x
x y?
bo’lgani sababli

2x x?2
U= j;dxﬂp(y) =F+<p(y)-

Bunda ¢(y) funksiya y ning xozircha noma’lum funksiyasi. Buni y
bo’yicha differensiallab va

ou y? — 3x2
—_N=Z
dy y*
ekanini e’tiborga olib,
3x% y? — 3x?
vy +o'(y) = B

bo’lishni topamiz. Bundan esa
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1 1 x? 1
—

'(y) = V) =——+c, ulxy)=———+cy.
Py y Py y y 3oy
Shunday qilib berilgan tenglamaning umumiy integrali

x? 1
———=cC
y: y

2. (sinxy + xycosxy)dx + x*cosxydy = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Berilgan tenglama to’la differensialli tenglama bo’lish yoki
bo’Imasligini tekshiramiz. Bu yerda
M = sinxy + xycosxy va N = x?cosxy.

] . .
& (sinxy + xycosxy); = xcosxy + xcosxy — x*ysinxy =

oy
2 . ON 2 ’ 2 .
= 2XC0SXy — X“ysinxy; Pl (x“cosxy); = 2xcosxy — x“ysinxy.
Demak, Z—IZ = g—: tenglik o’rinli. Bu esa berilgan tenglamani to’la
differensialli ekanligini bildiradi. Shunday qilib,
ou , ou )
M = — = sinxy + xycosxy, N = — = x“cosxy.

0x dy
Shuning uchun U(x,y) = [(sinxy + xycosxy)dx + ¢(y) bo’lib,
¢ (y)vagtincha noma’lum funksiya. Bundan esa
U(x,y) = xsinxy + ¢(y)
Bu funksiyaning Z—l; xususiy hosilasi x%cosxy ga teng bo’lishi kerak.
Ya’ni,
x2cosxy + @' (y) = x?cosxy,
bo’lib, undan ¢’(y) = 0 kelib chigadi. Bundan esa ¢@(y) = c. Shunday
qilib U(x,y) = xsinxy + c va berilgan differensial tenglamaning umumiy
integrali xsinxy = ¢ bo’ladi.

3.(y + xy?)dx — xdy = 0tenglama yechilsin.

ish- — 2 e M oN _ _
Yechish: M=y+xy*, N=—x; ay—1+2xy, -~ = 1

oM ON
Demak, — # —.
ay dx

Bu esa berilgan tenglamani to’la differensialli emasligini bildiradi.
Bu tenglamani fagat y ga bog’liq integrallovchi ko’paytuvchisi bormi
degan masalani garaymiz. Bu maqgsadda

-62 -



ON _om

dOx 0y
M
ni aniglaymiz.
ON oM
ox 9y —1—-1-2xy —2(1+xy) 2
= 2 = = - = (p(y)
M y +xy y(1+xy) y
Demak, integrallovchi ko’paytuvchi
[ jzd 2Inly| =1 . [ [ . -
nu=|—-dy=-2lnlyl=n—; nu=h—; u=—.
y y? y? y?

Berilgan tenglamani hadma-had u = yiz ga ko’paytiramiz. Natijada

(1 +x)dx =5 dy =0
y y?
tenglama hosil bo’ladi. Bu to’la differensialli tenglamadir. Uni yechib

x x2 2x

24 — 0vokiv = —
y+2+c YOKLY 2t

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
1.Quyidagi to’liq differensialli differensial tenglamalar yechilsin.
1) x(2x% + y2) + y(x? + 2y?)y’ = 0;
2) (3x2 + 6xy?)dx + (6x%y + 4y3)dy = 0;

2+ 2 2+ 2
3) (2x+xx2;])dx—xxyf dy = 0;

4) Bx%y + y¥)dx + (x3 + 3xy?)dy = 0;

5) (3x% —2x —y)dx + 2y — x + 3y?)dy = 0;

6)(4 - %) dx +2dy =0,

7) 3x%e¥dx + (x3e¥ — 1)dy = 0;

8)eYdx+ (1 —xeY)dy = 0;

9) 2xcos?ydx + (2x — x%sin2y)dy = 0;

10) (3x2% + 2y)dx + (2x — 3)dy = 0.

Javoblar: 1) x* + x2y2 +y* =¢; 2)x3 4+ 3x2y2 +y* =¢;
) x3y+x? —y? =cxy; 4)xy(x?+y?) =c;
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5)x3+y3—x?—xy+y?=c; 6)4x*+y?=cx; 7)x3e¥ —y =c;
8)y+xe ™ =c; 9)x%cos’y+y=c; 10) x3 + 2xy — 3y = c.

2. Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi
ko’paytuvchilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

1) (x? — y)dx + xdy = 0;

2) 2xtgydx + (x? — 2siny)dy = 0;

3) (e?* — y®)dx + ydy = 0;

4) (1 + 3x?%siny)dx — xctgydy = 0;

5) y2dx + (xy — 1)dy = 0;

6) (x2=3y?)dx + 2xydy = 0;

7) (1 — x%y)dx + x*(y — x)dy = 0;

8) (x2 + y)dx — xdy = 0;

9) (x + y?)dx — 2xdy = 0;

10) (x + sinx + siny)dx + cosydy = 0;

Javoblar:
Du= x—12; X +§ = ¢; 2) Inu = Incosy, x*siny + %cosZy =c;

1 X
x3 = c;

u=e"? y*=(c-2x)e*; dHu=

siny’ siny

5),11:%, xy — Iny = 0; 6),u=x—14, y? = cx3 + x?;
7),u=x—12, xy? — 2x%y — 2 = cx; 8),u=x—12, —%=c;
9) 1=, xinlx| — y? = cx;

X
10) u = e”*, 2e*siny + 2e*(x — 1) + e*(sinx — cosx) = c.

2.4. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar. Bernulli tenglamasi

Ta’rif: Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli
bo’lgan tenglamaga birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi.
U quyidagicha yoziladi:
Y +p)y =qx) (1)
Bu yerda p(x) va q(x) uzluksiz funksiyalar yoki o’zgarmas sonlar.
Agar (1) tenglamada g(x) = 0 bo’lsa, u holda tenglama bir jinsli, aks

holda bir jinsli bo’lmagan chiziqli tenglama deyiladi.
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Birinchi tartibli chizigli tenglamani quyidagi usullar bilan yechish
mumeKin:

1-usul. O’zgarmasni variasiyalash usuli.

Bunda dastlab y' + p(x)y =0 (2) tenglamani yechamiz. Bu
tenglama (1) tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglama deyiladi.

!

y' = % ekanligini e’tiborga olsak y’ + p(x)y = 0 tenglamadan
dy—y +p(x)y =0, dy+p(x)ydx =0 tenglama kelib chigadi. Bu
o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:

C;—y + p(x)dx = 0, a;—y = —p(x)dx, fC;—y = — [ p(x)dx + Inc,

Iny = — [ p(x)dx + Inc, ln% = — [ p(x)dx, % = ¢~ JP()dx,

y = ce” JP®dx (3) Bu (2) tenglamaning umumiy yechimidir. Bunda ¢
0’zgarmas miqdor.

Agar (3) yechimdagi o’zgarmas miqdor ¢ ni x ning qandaydir
funksiyasi deb qaralsa, u (1) tenglamaning yechimi bo’lmasmikan deb
faraz gilamiz. Agar

y = c(x)e”) PO @)

berilgan tenglamani yechimi bo’lsa, u holda y (1) tenglamani
ganoatlantirishi kerak. (4) dan y’ hosilani topamiz:

y' = (c(x)e” [Py = ¢! (x)e™ IPOIX — ¢(x)e= [P p (),
y va y' larni (1) tenglamaga qo’yamiz.
¢'(x)e™IPIIx — c(x)e™ IP@ . p(x) + c(x)e™ I PO p(x) = q(x),
¢’ (x)e™IPDax = g (x).
Bundan ¢’ (x) = q(x)el P@ax ¢(x) = [ q(x)el P@ dx 4 ¢,
¢(x) ning bu ifodasini (4) ga qo’yamiz. U holda

y = c(x)e™[PDx = o= JP@AX[ [ g (x)e/ PO dx 4 ¢;]  (5)

Bu berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

2-usul. Umumiy yechimni 2 ta u(x) va v(x) noma’lum funksiyalar
ko’paytmasi sifatida qidiramiz. Ya’ni y = uv (6) deb olamiz. Agar y
yechim bo’lsa, u holda y berilgan tenglamani ganoatlantirishi kerak. y' ni
topamiz:

y' = @v) =u'v+uv'.
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y va y' larning ifodalarini (1) tenglamaga qo’yamiz:

uv+uv +puv=q, uv+u@w +pv) =q (7)

Oxirgi tenglamada 2 ta noma’lum bo’lganligi uchun ulardan birini
ixtiyoriy ravishda, ya’ni v’ + pv = 0 bo’ladigan qilib tanlaymiz. Bu bir
jinsli tenglama bo’lib, uning yechimi

v = e~ IP()dx
dan iborat. Bu yerda biz ¢ o’zgarmasni 1ga teng deb oldik. Navbatda v
ning ifodasini (7) tenglamaga qo’yib u ni topamiz:
we IP@I = g(x), u = q(x)elPD, 4y = [[ q(x)el PP qdx + ¢;]
u va v larni (6) ga qo’yib berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y =uv = e~ JP@[[ g(x)el PO dx + ;] 8)
ni hosil gilamiz.

Amalda, ko’pincha o’zgarmas koeffitsientli chiziqli

y' +ay=»b 9)
tenglamalar ham uchrab turadi. Bu tenglamaning yechimini ham y = uv
ko’rinishda qidirish bilan yoki o’zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yechish
dy

mumkin: Bunda, dastlab y’=a ekanligidan foydalanib berilgan

tenglamani

2 +ay=b yoki dy=(-ay+b)dx
ko’rinishda yozamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni
yechamiz:

d d 1
_& dx, j—y—jdx, —alnl—ay+b|=x+c,

—ay +b N —ay+b
_ay — e_(ax+C1) — b’ y — _le—(ax+c1) + 2 — _le—cl . e_ax + 2 —
a a a a

= c,e” ¥ +§ (bu yerda c, = —ée_cl).
Shunday qilib (9) tenglamaning umumiy yechimi
y =cye” +§ (10)
funksiyadan iborat bo’ladi.
y' +p)y = qx)y" (11)
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ko’rinishdagi tenglamaga Bernulli tenglamasi deyiladi. Bu yerda p(x) va
q(x) lar x ning uzluksiz funksiyalari (yoki o’zgarmas miqdorlar) hamda
n # 0 van # 1 (aks holda chiziqli tenglama bo’lib qoladi).

Bu tenglamani yechish uchun dastlab uning har ikkala tomonini
hadma-had y™ ga bo’linadi va

y ey +py Tl =g¢ (12)

tenglama hosil gilinadi. Bu tenglamani yechish uchun z =y "1
almashtirish gilamiz. U holda
zZ=CEn+1-y "y
ga ega bo’lamiz. Bu qiymatlarni (12) ga qo’ysak, quyidagi ko’rinishdagi
chizigli tenglama hosil bo’ladi:
Z'"+(—n+ Dpz=(—n+ 1)gq (13)

Buning umumiy integralini topib hamda z o’ringa y "% ni qo’yib,

Bernulli tenglamasining umumiy integralini topamiz.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1.y — ﬁy = (x + 1) tenglama yechilsin:
Yechish: y = uv deb olsak, u holda
y'=u'v+uv
bo’ladi. y’ ni ifodasini dastlabki tenglamaga qo’yamiz. U holda y

u’v+uv’—x uv = (x + 1)3

+1
yoki

u'v+ul — ﬁv) = (x +1)3 (1)

ko’rinishga keladi. v ni aniglash uchun
2

f— v=20
x+1
tenglamani yechamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadi
dv 2 _ 0 dv 2 dx = 0 dv_zf dx
dx x+1° v x+ 1T v x+1

Inlv| = 2In|x + 1|, Inlv| =In|lx+1|?, v=(x+ 1)2
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v ning topilgan ifodasini (1) tenglamaga qo’ysak, u ni topish uchun
(x+1?%-u =@x+1)° yoki u' =x+1
tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib

(e +1)?
2
ni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
x + 1)2 x + 1)*
y=uv = [%+c]-(x+1)2 =%+c(x+1)2

ko’rinishda bo’ladi.
2.y" — Zy = x tenglama yechilsin.

Yechish: Dastlab y’ — zy = ( tenglamani yechamiz:

3 dy 3 dy 3 dy dx
yh——yzo, — =Y, ——:—d% — =3 —,
X dx x y X y X
_ y _ 3 Yy _ 3 _ 3
Iny = 3lnx + Inc, lnz—lnx, Z—x, y =cx”.

y = c(x)x3 funksiya berilgan tenglamani yechimi bo’lishi uchun
c(x) ganday bo’lishi kerakligini aniqlaymiz. Buning uchun y’ni topamiz.
y' = (c(x)x3) = c'(x)x3 + 3c(x)x>.
y va y' larning ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:

! 3 2 —§ 3 p— / 3 —_ ! —_ —1
c'(x)x° + 3c(x)x xc(x)x X, c'(x)x X, ¢’ (x) oL
( ) = dx + = 1 -+
c(x) = " c, = " Cq.

Demak, y = c(x)x3 berilgan tenglamani yechimi bo’lishi uchun
C(x) = i + ¢, ga teng bo’lishi kerak ekan. Demak, berilgan tenglamaning

yechimi
1
y =x3 (—;+ cl) = —x% + ¢yx3

dan iborat.

3.y + ytgx = cos?x (1) tenglama yechilsin.

Yechish: Bu y' + py = q ko’rinishidagi chiziqli tenglamadir. Bu
yerda p = tgx va g = cos?x. Shuning uchun tenglamani yechimini y =
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uv ko’rinishda qidiramiz. Bundan y’' =u'v4+uv’' . y va y’ larni
ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz. Natijada
u'v + uv’ + uvtgx = cos?x yoki u'v+u(’ + vtgx) = cos?x  (2)
tenglamani hosil qilamiz. u va v lardan birini ixtiyoriy tanlashimiz
mumkin. Biz v ni v’ +vtgx =0 bo’ladigan qilib tanlaymiz. Uni
yechamiz:
v' +vtgx =0, g + vtgx = 0, % = —tgxdx, f% = — [ tgxdx,
Inv = lncosx, v = cosx.

v ning bu ifodasini (2) ga qo’yamiz. Natijada

u' - cosx = cos’x

tenglama hosil bo’ladi. Uni yechib u ni topamiz:
u' - cosx = cos?x, u' = cosx, du = cosxdx, u = sinx + c.

u va v larni ifodalarini y = uv ga qo’yamiz.

y = uv = (sinx + ¢) - cosx = sinx - cosx + c - cosx.

Javob: y = sinx - cosx + ¢ - cosx.

4,y" — %y = x* (1) tenglamani x = 1 bo’lganda y = S bo’ladigan
boshlang’ich shartni qanoatlantiradigan yechimi topilsin.

Yechish: y =uv (2) deb olsak y' = u'v + uv’ bo’ladi. y va y’
larni ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz. Natijada

Wy +uv' —Zuv =x*, wv+ u(v’ —Ev) =x* (3)

X X

hosil bo’ladi.

vniv' — %v = 0 yoki % = 2% qgilib tanlaymiz. Undan

dv dx .

— =2 —; In|lv| =2In|x|, Wnlv|=n|x|? v = x2,
v X

v ning bu ifodasini (3) ga qo’ysak u'x? = x* yoki du = x2dx tenglama

3
hosil bo’ladi. Undan esa u = % + C ni topamiz. u va v larning ifodalarini

5

(2) ga qoyib y=uv = (%3 + c) x? = x? + cx? umumiy yechimni
topamiz.

Endi x =1 bo’lganda y = g bo’ladigan boshlang’ich shartdan
foydalanib C ni topamiz
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4—1+C C=1
3 3 77

5
Demak, berilgan tenglamaning xususiy yechimi y = x? + x2 bo’ladi.

5.y" + xy = x3y3 tenglama yechilsin.
Yechish: Bu Bernulli tenglamasidir. Uni yechish uchun har ikkala
tomonini hadma-had y3 ga bo’lamiz. Natijada

!
Yy y - -
GTxE=Ex Yy rxyt=x

tenglama hosil bo’ladi. Endi z = y~2 almashtirish gilamiz. U holda

ZI

2y~3

bo’ladi. Bu qiymatlarni o’rnilariga qo’yamiz. U holda

3

z'==2y3-y" yoki y' =-—

— 2;_3 cy 3 +xz=2x3 —z'+2xz=2x3 z'—2xz=-2x5.
Hosil bo’lgan tenglama z ga nisbatan chizigli tenglamadir uni
yechamiz:
z=uv, z' =uv+uv', uv+uv —2xuv = —-2x3,
d
uv+ul —2xv)=-2x3, v =2xv=0, v =2xv, d—z = 2xv,
d d
7v=2xdx, 7v=2fxdx, In|v| = x2, v =e*".
u ni aniglash uchun u'- e*’ = —2x3 tenglamani hosil gilamiz.
2 3
Undan u' = —%, du = —2e %" - x3dx, u= —Zfe"‘2 - x3dx
e

tenglama hosil bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasini qo’llab
u=x%"* +e* +e ni topamiz. Demak,berilgan tenglamani
umumiy yechimi z = uv = x2 4+ 1 + ce*~ dan iborat.

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar.
1. Quyidagi chizigli tenglamalar yechilsin.
1) Y’+27y=x2(x¢0); 2)y" = 2x — 2xy;

S S y 2y .
3)y M 4)(x+1)3 (x+1)4_1’

x2’
5 (1 +x2)y" —xy=2x; 6)y'x+2y=x3(x#0);
Ny —ytgx = ctgx; 8) y' + ycosx = sin2x;
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2

9y + 273/ = e_xx : 10) y'cosx — ysinx = sin2x.
3
Javoblar: 1) y = x? + x—cz; )y =1+ce™;
1 1
3)y=x(c—;); 4)y=5(x+1)4+c(x+1)2;
— 2 _9- _x . c.
5y =cv1l+x?—-2; 6)y—5+x2,
In ctg> .
Ny=1+ r:giz; 8) y = 2(sinx — 1) + ce "%,
2
c—eX" _ c—CO0S2x
9Ny= 2x2 ' 10)y = 2cosx
2. Quyidagi tenglamalar yechilsin
Dy +2y+3=0; 2)y' + 3y =1;
_p—3x+cC
Javoblar: 1) y = ce™ — z; 2)y = 16’3—1

3. Quyidagi tenglamalarni berilgan boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari topilsin.

r__ __1 . — ’ — 0
1) y ytgx = ——, x = 0 bo’lganda y = 0;
2) xy'+y =x%(x#0); x =1bo’lganda y = 2;
3) y' —2y+3e?* =0; x =0bo’lganda y = 1;
4) xy’—y=x3'x=1bolganday=—
5) y' + ytgx = cos? x; x——bo lganday—%
6) vy’ ——y=x + 4x + 5; x=—1bolgand y=%

Sll’l X,

)y— 3)y—e2x( 3x + 1);

; 5) Yy = Sinx - cosx;

Javoblar: 1) y =
4)y =-x°

6)y=(x+2)+ (’”2) + (x + 2)In(x + 2).

4. Quyidagi tenglamalar yechilsin:

1)y +2 = x2y*; 2)y'x +y=—xy?;
3y —xy=-y3*; 4y +xy=uxy%
Javoblar: 1) y = !

1 . _ .
’3ln£’ 2)y = xlncx’
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2
X 1

1+cex2'

e .
2x+c’

3)y? = 4) y* =

§ 3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar
3.1. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar bo’yicha asosiy
tushunchalar va ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni tartibini
pasaytirish usuli

Ma’lumki, noma’lum funksiya y = f(x) ga nisbatan ikkinchi tartibli
diferrensial tenglama umumiy ko’rinishda

Fx,y,y'y") =0 1)
yoki ikkinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan bo’lsa,
y'=fxyy") 2

ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif. Agar y = @(x) funksiya biror oraligda ikki marta
differensiallanuvchi bo’lib, uni va hosilalarini (1) tenglamaga qo’yganda
ayniyat hosil bo’lsa, u holda bu funksiyani berilgan ikkinchi tartibli
tenglamaning yechimi yoki integrali deyiladi.

Masalan y = e3* funksiya y' =2y’ + 3y tenglamani yechimi
bo’ladi. Haqiqatdan ham bu funksiya uchun y' = 3e3%, y'" = 93* bo’lib,
9e3¥ = 2-3e3%¥ 4 3:¢3% 093X = ge3%,

Ta’rif. Ikkinchi tartibli differensial tenglamani y = ¢@(x) yechimiga
qo’yilgan

y(x0) = yo, ¥'(x0) =g 3)
ko’rinishdagi shartlar boshlang’ich shartlar deb ataladi.

Boshlang’ich shartlar ko’pincha

Ylx=xo = Yor ¥'lx=x, =¥0  (4)
ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli (1) differensial tenglamaning (4)
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish Koshi masalasi
deyiladi.

1-teorema (Koshi teoremasi). Agar (2) tenglamadagi f(x,y,y")
funksiya va uning y,y’ bo’yicha xususiy hosilalari (3) boshlang’ich
shartlar bilan aniglanadigan (xg, v,,Y) nugtaning biror ochiq atrofida
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uzluksiz bo’lsa, u holda Koshi masalasining yechimi mavjud va bu yechim
yagona bo’ladi.

Ta’rif. Ikkita c1 va c2 o’zgarmas sonlarga bog’liq bo’lgan va
quyidagi 2 ta shartlarni ganoatlantiruvchi y = @(x, ¢y, c,) funksiyaga
ikkinchi tartibli (2) tenglamaning ummumiy yechimi deb ataladi:

1) Bu funksiya c1 va c2 o’zgarmas sonlarning ixtiyoriy giymatlarida
(2) tenglamaning yechimi bo’ladi;

2) Agar (3) boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa unda c1 va c»
o’zgarmas sonlarning qiymatlarini shunday tanlash mumkinki, bu
giymatlarda y = ¢(x,cq,c,) funksiya bu boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiradi.

Ko’pincha (2) tenglamaning umumiy yechimini y = @(x,cq,cy)
ko’rinishda yozib bo’lmasdan ¢(x,y, cq,c;) = 0 ko’rinishda topiladi. Bu
holdagi tenglikni (2) tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli  tenglamaning umumiy  yechimi
y = ¢@(x,c1,cy) dan c1 va ¢z larning ma’lum qiymatlarida hosil gilingan
yechim xususiy yechim deyiladi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni yechishning ham umumiy
usuli mavjud emas. Lekin shunga garamasdan ayrim ikkinchi tartibli
tenglamalarni yechish usullari mavjud. Ulardan biri tartibni pasaytirish
usulidir. Bunda ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni y' =p
almashtirish orgali p ga nisbatan birinchi tartibli tenglamaga keltiriladi. Bu
tenglamaning umumiy yechimi birinchi tartibli y" =p = p(x,c;)
tenglamadan topiladi. Shunday qilib berilgan ikkinchi tartibli tenglamani
yechish ikkita birinchi tartibli tenglamani yechishga keltiriladi.
Tenglamani yechishning bu usuliga tartibni pasaytirish usuli deb ataladi.
Bunday tenglamalardan bazilarini ko’rib chigamiz.

1.y" = f(x) ko’rinishdagi tenglama. Bu tenglamada noma’lum
funksiya va uning birinchi tartibli hosilasi ishtirok etmaydi. Uni yechish
uchun y" = p(x) deb olamiz. Unda y"’ = p’ bo’ladi va berilgan tenglama
p' = f(x) ko’rinishga keladi. Uning umumiy yechimi P(x,c;) = =
[ f(x)dx + ¢; bo’lib, berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy
yechimi
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y' =plx,c)) =y = fP(x, cy)dx = f[f(x)dx + ¢, ]dx

bo’ladi. Bundan berilgan ikkinchi tartibli differensial tenglamani yechish
uchun uning o’ng tomonidagi funksiyani ketma-ket ikki marta integrallash
kerakligi kelib chigadi.

2.y" = f(x,y") ko’rinishdagi tenglama. Bu tenglamada noma’lum
funksiya gatnashmaydi. Uni yechish uchun y’' = p(x) almashtirish gilamiz
va birinchi tartibli p’ = f(x, p) tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani
integrallab, uning umumiy yechimi P(x, c;) ni topamiz. Natijada birinchi
tartibli eng sodda y' = p(x, ¢;) tenglama hosil bo’ladi. Uni integrallash
natijasida esa berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimi

y = fP(x,cl)dx+cz

ni topamiz.

3.y" = f(y,y") ko’rinishdagi tenglama. Bu tenglamada erkli
o’zgaruvchi x bevosita qgatnashmaydi. Bu holda y' =p(y)
almashtirishdan foydalanamiz. Unda murakkab funksiya hosilasi

formulasiga asosan y" =p; =p; Y = Z—Zp yoki pZ—z = f(y,p)
birinchi tartibli tenglamani hosil gilamiz. Buni integrallab p = p(y, c;) ni
topamiz va uni y’ = p ga qo’yib y’' = p(y, ¢;) birinchi tartibli tenglamani
hosil gilamiz. Undan esa berilgan ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy
integrali

<p(x! y! C1C2) = 0
ni topamiz.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1. y" = 8x + e** — 6 tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglama y” = f(x) ko’rinishdagi eng sodda
differensial tenglamadir. Uni yechish uchun y’ = p almashtirish gilamiz.
U holda y"” = p’ bo’lib berilgan tenglama P’ = 8x + e** — 6 ko’rinishga
keladi. Bu tenglama birinchi tartibli eng sodda tenglamadir. Undan

%: 8x + e?* — 6, dp = (8x + e** — 6)dx,
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p=[(8x+e* —6)dx = 4x* + %ezx —6x+c,; kelib chigadi.
y' = p ekanligini e’tiborga olsak y’ = 4x? + %ezx — 6x + ¢4, yoki
dy = (4x2 + %ezx — 6x + cl) dx tenglama hosil bo’ladi. Undan

4x3 1 ) ,
y=T+Zex—3x +cix+ ¢,

umumiy yechimni hosil gilamiz.

2. y"" = 3cos x tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama ham y"" = f(x) ko’rinishdagi tenglamadir.
Uni ketma-ket ikki marta integrallash orgali ham yechish mumkin: Ya’ni,

y = [[f 3cosxdx]dx = [[3sinx + ¢;]dx = [ 3sinxdx + [ ¢;dx =
= —3c0sx + c1x + C,.

3. y"" = 2 tenglamani y|x=0= 1va y'|x=0=2 boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani x bo’yicha ketma-ket ikki marta
integrallab dastlab y' = 2x + ¢; ni keyin y = x? + ¢;x + ¢, ni hosil
qilamiz. Berilgan boshlang’ich shartlarni e’tiborga olsak,

y'=2x+c¢, 2=20+c¢;, 2 =cyq,
{y=x2+c1x+c2’ {1=0+C1'0+C2 ’ {1=c2.
ni ya’ni ¢; = 2vac, = 1ni hosil qilamiz. Bularni o’rnilariga qo’yib y =
x? + 2x +1 = (x + 1)? ni hosil gilamiz. Demak, y = (x + 1)? berilgan
tenglamaning berilgan boshlang’ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi
bo’lar ekan.

4.y" =1+x+x*+x3 tenglamani y| x==1 va y'| x=0=1
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket ikki marta integrallaymiz:
Dy =1 +x+x*+x3)dx =x+%2+%3+2—4+c1;

2) y = f(x+x72+x;+xf+c1)dx X L)

3) Boshlang’ich shartlarni ¢’tiborga olsak, c1= 1 va c2= 1 ni hosil
gilamiz. Demak, berilgan tenglamaning berilgan boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiradigan yechimi
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x2 x3 x* x°
= T x4+l
YT T e T2 T T

dan iborat.

5. (1 —x%)y" — xy’ = 2 tenglama yechilsin.

Yechish: Bu tenglama y" = f(x,y") ko’rinishdagi tenglamadir. Uni
yechish uchun y" = p(x) deb olamiz. U holda y" = p'(x) bo’ladi va
berilgan tenglama

(1—-x*)p" —xp =2
ko’rinishga keladi. Bu tenglama p va p’ ga nisbatan chizigli tenglamadir.

Tenglamani har ikkala gismini hadma-had 1 — x? ga bo’lamiz va
. X 2
P12 P12
tenglamaga ega bo’lamiz. Uni yechish uchun p= uv almashtirish gilamiz.

U holda p’ = u'v + uv’ bo’ladi. Bularni oxirgi tenglamaga qo’yamiz.
Undan

X 2 X 2
u'v+uv — uv = , u’v+u(v’— v)=
1—x2 1—x2 1—x2 1—x2

tenglama hosil bo’ladi. v ni

uni topamiz.
. X 0 dv xdx jdv xdx
v — v =0, = ) — = )
1 —x2 v 1-—x2 v 1—x2
_ 1 .2 T
Inv = 2ln(l x%), lnv lnm, V==
v ni topilgan giymatini o’rniga qo’yib u ni topamiz.
U =y = 2 du = 22y = 2arcsinx + ¢
Vi—xZ  1-x2’  V1—x2’ — V1—x2’ - 1
Demak,
~_ (aresiny + )
p = uv = ——=2arcsinx + ¢
V1 — x2 !

Ammo p=y' = Z—Z ckanligini  ¢’tiborga  olsak, —=

2arcsmx+c1 d

V1—x2

\/1i—x2 (2arcsinx +c¢;), dy =

5 arcsmx N J
= dx + ¢
Y V 1—x2 ! V1 — x2

Javob: y = arcsin®x + cLarcsinx + c,.

+ ¢, = arcsin®x + c,arcsinx + ¢,
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y
6. r —
y xlnx

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Bu tenglamada ham noma’lum funksiyani o’zi bevosita
gatnashmayapti. Uni yechish uchun dastlab y’ = p almashtirish gilamiz. U

tenglamani  y(e) = —2, y'(e) =1 boshlang’ich

holda y"" = p’ bo’lib, berilgan tenglama p’ ko rinishga keladi. Uni

yechib dastlab pm SO ngra y' = pdan yni anlqlaymlz.

p' = L, = fdp f , In|p| = In|lnx| + Inc,
xlnx  xlnx’ ’

In|p| = lnlcllnxl, p =clnx, y' =p = cylnx, Z—z = ¢,lnx,

dy = j cilnxdx + ¢, = ¢4 f Inxdx +c, = c;x(lnx — 1) + c,.

Bu yerda [ Inxdx = x(lnx — 1).
Berilgan boshlang’ich shartlarni e’tiborga olib c¢; va c, larni topamiz:
y=cx(nx —1)+c,, (cie(lne—1)+c, =-2, C, = —2,
{ y' = c;lnx, { cilne =1, ; { c; = 1.
Shunday qilib, berilgan tenglamani berilgan boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi y = x(Inx — 1) — 2 dan iborat.
7.y" +y'? = 2e7Y tenglama yechilsin.
Yechish: Bu tenglamada erkli o’zgaruvchi x qatnashmayapti.
Demak, berilgan tenglama yy" = f(y,y") ko’rinishdagi tenglama ekan.

Uni yechish uchun y" = p deb olsak, u holda y"" = p - —bo lib, berilgan

tenglama p - + p% = 2e™¥ ko’rinishga keladi. Bu Bernulh tenglamasidir.

Uni yechish uchun p? = z almashtirish gilamiz. Natijada z’' + 2z = 4e™Y
tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglama z ga nisbatan chizigli tenglamadir.
Uni yechish usuli bizga ma’lum. Uni yechib
z=4e Y +ce” ¥
ni hosil gilamiz. z = p2ekanligini e’tiborga olsak,
,_ Ay

= =+ 4_y+ -2y
y d}j __\/ e c1€

tenglamaga kelamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni
o’zgaruvchilarini ajratib
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1 . _ .
x+c, =+=,/4eY + ¢, ni va undan esa e¥ +¢; = (x + ¢y)? ni
2

hosil gilamiz. Bu yerda ¢; = %1 :

8.2yy" =1+ y'? tenglama yechilsin.
Yechish: y' = p deb olamiz. U holday"" =p -Z—Z bo’ladi. y' va y"”
larning ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:
dp 1+p?
Yy T T2
Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni o’zgaruvchilarini
ajratamiz va integrallaymiz.

2pdp _ dy 2pdp dy
112y fl T2 f ) In(1+p?) =Iny + Incy,

In(1+p%) =lnc,y, 1+p?>=c1y, p>°=cy—1, p=.Jcy—1
y'=p= z—z bo’lgani uchun % =,Jcy—1, dy=,cy—1dx.
Bu o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechamiz:

dy dy 2
Cly—1=dx’ f =fdx+C2, Z,lcly—1=x+czl

c1y—-1

dp

Ci(cly — 1) = (x + ¢,)?. Bu berilgan tenglamaning umumiy integralidir.
1

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

I. y"" = f(x) ko’rinishdagi tenglamalar.

1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:
D y" =4x; 2)y" =sin2x; 3) y"" = cosx;
4 y" =x3 5)s"=t+1; 6)y" = 18x + 2.

Javoblar: 1) y = §x3 +cox+cy; 2)y= —%Sian + c1x + Cy;
3)y = —cosx + ¢c1x + ¢y; 4)y=2—10x5+c1x+c2;
5)S=ét3+%t2+clt+c2; 6)y =3x3+x%+ cyx + cy.

2.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.

1) y” =0, Y|x=0 =0 va y,|x=1 =1;
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144 ! 11
2)s"=t+1, Slgzo = 2 vas|t=1=—z;

3 1
3Ny =x% Yle=z = 127 va y'ly=y = 23;

1
DY =1-%,  Yher=-1 vayl==1.

Javoblar: 1)y = 2x? —x; 2)S =%t3 +%t2 —%t+ 2;

3—14+2-4—12+l|| .
)y—lzx X; )y—zx nlx| —x >

Il. y"" = f(x,y") ko’rinishdagi tenglamalar.
1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:
D) x3y" +x%y’ = 1; 2)y" + y'tgx = sinx;

3) y" xlnx = y’; 4) xy" —y' = e*x?
5)y" 4 2xy'? = 0; 6) (14 x%)y" + 2xy' = x3
Javoblar:
1)y=%+c1lnx+cz; 2)y=clsinx—x—%sin2x+c2;
Dy =cx(lnx —1)+cy; 4)y=e*(x—1)+c1x% + cy;
5)y=iarctgi+c2; 6)y=x—3—f+clarctgx+cz.
ey ey 12 4

2.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.

1 ' 2 \/E !
D2y" =247, y(D) =7 vay' (1) =

2)y"' =1 +%, y(0)=1vay'(1) =
5

Javoblar: 1) y = \/?ExE; 2)y = %xz - %arcsinx + 1.

vz,
7;
1
>

I1l. y" = f(y,y") ko’rinishidagi tenglamalar.
1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:

D1+y*=yy";  2)y"Qy+3)-2y'"=0; 3)y" =

<l

N

Vyy" -yt =yrny; 5y +yy =yys  6)yy' -y =0
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7 2yy" =1+y'%  8)2yy” -3y’ = 4y2.
Javoblar: 1)y = ¢c;ch=2;  2)0,5In(2y + 3) = ¢1x + ¢,.

C1

3)x = \/; — 0,5¢; ln(Zﬁ + cl) +c,; 4) Iny =ce* + e
2

2
5) y? = Clex + Co, 6) y = C28C1x; 7) y = Cll:]. + (Clx:CZ) ] ,
1

8) ycos?(x + ¢;) = c,.

2.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.
Dy"=y'e”, y(0)=0vay'(0)=1
2)3y'y" =2y, y(0)=1vay'(0)=1;
3)y" =2yy', y(0)=1vay'(0) =1

3
Javoblar: 1) y = —In|1 —x|; 2)y = (1+3) ; 3)y=—

Vi—x

3.2. Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglamalar

Ta’rif: Agar ikkinchi tartibli differensial tenglamada noma’lum
funksiya y va uning y’, y"’ hosilalari birinchi darajada gatnashsa, u holda
tenglamani ikkinchi tartibli chizigli differnsial tenglama deyiladi.

Ikkinchi tartibli chizigli tenglama umumiy holda

apy" + a1y + ayy = f(x) (1)
ko’rinishda yoziladi. Unda ay # 0, a;, a, berilgan funksiyalar yoki
o’zgarmas sonlar bo’lib, ular chiziqli tenglamaning koeffitsientlari deb
ataladi. f(x) funksiya chizigli tenglamaning o’ng tomoni deb ataladi.

Masalan, y"" + xy’ + e*y = Inx chizigli tenglama, ammo

y" +Iny’ +xy = x3
chizigli tenglama emas, chunki y, y’, y'' birinchi darajada gatnashsada, y’
hosila logarifmik funksiya argumenti sifatida gatnashmoqda.

Ta’rif: Agar (1) chizigli differensial tenglamaning o’ng tomoni
f(x) = 0bo’lsa, u holda uni bir jinsli tenglama, aks holda bir jinslimas
tenglama deyiladi.
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Masalan y" + x%y’ + xy = cosx —bir jinslimas, 2xy"” + y' + xy = 0 bir
jinsli chizigli tenglamadir.

Ta’rif. Agar (1) chizigli tenglamaning hamma koeffitsientlari
o’zgarmas sonlardan iborat bo’lsa, u holda uni o’zgarmas koeffitsientli
chizigli differensial tenglama deyiladi, aks holda o’zgaruvchan
koeffitsentli chizigli differensial tenglama deyiladi.

1-teorema. Agar y,vay, ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli

y'+ay' +ay=0 (2)
tenglamaning ikkita xususiy yechimi bo’lsa, u holda y; + y, ham bu
tenglamaning yechimi bo’ladi.

2-teorema. Agar y (2) tenglamaning yechimi bo’lib, C ixtiyoriy
o’zgarmas miqdor bo’lsa, u holda C y; ham (2) tenglamaning yechimi
bo’ladi.

Ta’rif. Agar [a,b] kesmada (2) tenglama ikkita yechimi y; va y,
larning nisbati o’zgarmas miqdorda teng bo’Imasa, ya’ni

Azc
Y2

bo’lsa, u holda y; va y, yechimlar [a,b] kesmada chizigli bog’lig
bo’lmagan yechimlar deyiladi. Aks holda yechimlar chizigli bog’lig
yechimlar deyiladi.

Masalan, e*, e™*, 3e*, 5e~* funksiyalar y"" —y = 0 tenglamaning
yechimlari ekanligi ravshan. Bunda e* va e™ funksiyalar har ganday

kesmada chiziqli bog’ligmas, chunki :Tx = e?¥ nisbat x ni 0’zgarishi bilan

0’zga rib boradi. e* va 3e?* funksiyalar esa chiziqli bog’liq chunki

e* 1
3¢ 3
Ta’rif. Agar y,va y, lar x ning funksiyasi bo’lsa, u holda
Y1 Y2 , ,
Wyy2) = |y{ y2/| = Y1Y2 ~ Y201

determinant Vronskiy determinanti yoki berilgan funksiyalarning
vronskiani deyiladi.

3-teorema. Agar y;va y, funksiyalar [a, b] kesmada chizigli bog’liq
bo’lsa, u holda bu kesmada Vronskiy determinanti aynan nolga teng
bo’ladi.
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4-teorema. Agar bir jinsli chizigli (2) tenglamaning y; va y,
yechimlari uchun tuzilgan W (y,, y,) Vronskiy determinanti tenglama ning
koeffitsientlari uzluksiz bo’lgan [a, b] kesmadagi biror x = x, gqiymatda
nolga teng bo’lmasa, u holda bu kesmadagi x ning xech bir giymatida
nolga teng bo’lmaydi. Quyidagi ko’rinishdagi

W =ce

formulaga Liuvill formulasi deyiladi.

5-teorema. Agar (2) tenglamaning y; va y, yechimalari [a,b]

kesmada chizigli erkli bo’lsa, bu yechimlardan tuzilgan W Vronskiy

determinanti ko’rsatilgan kesmaning xech bir nuqtasida nolga aylanmaydi.

6-teorema. Agar y; va y, lar (2) tenglamning ikkita chizigli erkli
yechimlari bo’lsa, u holda,

—f;o a,dx

Yy =61yt Y2
(2) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

1

1 1 . 1
Masalan, y" + ;y’ ——y =0tenglamaning a; =~ va a; =-—;

koeffitsientilari x = 0 nuqtani o’z ichiga olmagan har ganday kesmada
uzluksiz va tenglama y; = x, y, = i xususiy yechimlarga ega bo’lgani

uchun uning umumiy yechimi
1
y=cx+c T
ko’rinishda bo’ladi.
7-teorema. Agar ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglamaning bitta
xususty yechimi ma’lum bo’lsa, u holda umumiy yechimni topish
funksiyalarni integrallashga keltiriladi.
Bunda y, hususiy yechim

- [aqdx
Y2 =yi [ — 5 dx 3)
va dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

e—Ja1dx

y=Cy1+ Gy [ o dx  (4)
ko’rinishda bo’ladi.
Aytaylik, o’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli
y'+ay' +ay =0 (2)
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tenglama berilgan bo’lsin. Uni umumiy yechimini topish uchun uning
ikkita chizigli erkli xususiy yechimlarini topish kerakligini yugorida
takidlab o’tdik.

Xususiy yechimlarini

y = e** (k — o’zgarmas son)
ko’rinishda izlaymiz. Bu holda
y’ = kekx ) y// = k2ekx
Hosilalarning bu ifodalarini berilgan tenglamaga qo’ysak, y
e (k2 + a1k +ay) =0
ko’rinishni oladi. Ammo e** # 0bo’lgani uchun
k?+a;k+a,=0 (3)

Demak, k (3) tenglamani qanoatlantirsa, y holda e** (2)
tenglamaning ham yechimi bo’ladi. (3) tenglama (2) tenglamaning
harakteristik tenglamasi deyiladi.

Harakteristik tenglamaning ildizlari

2 2
k = ——44 — —a va k = - — — —a
1 2 4 2 2 2 4 2

bo’lib, ular quyidagicha bo’lishi mumkin:

I.  kivak, —haqgiqiy va bir-biriga teng bo’lmagan sonlar.

Il.  kivaky —haqiqiy va bir-biriga teng sonlar.

[1l. k1 va ko — kompleks sonlar.

Bu hollarni ayrim-ayrim garab chigamiz:

1. Harakteristik tenglamaning ildizlari haqgigiy va har-xil bo’lgan hol.
Bu holda

y1 = €M%y, = e
funksiyalar xususiy yechimlar bo’ladi. Bu yechimlar uchun
kox
ez
Y2 _ = elka=k)* £ ¢ (¢ — 0’zgarmas son),
:)71 eklx

bo’lganligidan ular chiziqli erkli bo’ladi.
Demak, umumiy yechim
y = ¢ ef¥ + c ek
ko’rinishda bo’ladi.
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II. Harakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va o’zaro teng
bo’lgan hol (k; = k,). Bu holda
yi=e"%  y,=xe" (ky =k, = k)
funksiyalar xususiy yechimlar bo’ladi. Bu yechimlar uchun
Yy X ekx ’
z = ok = x # ¢ (c — o’'zgarmas son)
bo’lganligidan ular chiziqli erkli bo’ladi. Shuning uchun

y = cief* + c,xe* = e®*(c; + cyx)
umumiy yechim bo’ladi.
IIT . Harakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar, ya’ni
ki =a+ pi va k, = a — Bibo’lgan hol. Bu holda
y, = e**cosfx va y, =e*sinfx funksiyalar Xususiy
yechimlar bo’ladi. Bu yechimlar uchun
y, e*sinfix L
; = m =tgfx # ¢ (c —noldan farqli o’zgarmas son)
bo’lganligidan ular chiziqli erkli bo’ladi. Demak, umumiy yechim
y = cie*cosfx + c,e**sinfix = e**(cicosfx + cysinfx)
ko’rinishda bo’ladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar:

1.y; = tgx vay, = ctgx funksiyalar (O;%) oraligda chizigli erkli
bo’la oladimi?
Yechish: Agar yiva y, funksiyalar chiziqli erkli bo’lsa, u holda ular

uchun % # ¢ (c-noldan farqgli o’zgarmas son) shart bajarilishi kerak.
1

Demak,

Y2 _ ctgx
y1 o tgx
Bu esa berilgan funksiyalarni (0; g) oraligda chizigli erkli ekanligini
bildiradi.
2.y, = sin2x va y, = sinx - cosx funksiyalar (—oo; +00) oraliqda
chiziqli erkli bo’la oladimi?

= ctgx - ctgx = ctg®x # C.
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- Yo sinx-cosx sinx-cosx 1
Yechish: = = — = — ==-=c.
b1 sin2x 2sinx-cosx 2

Bu esa berilgan y; va y, funksiyalarni chiziqli bog’lik funksiyalar
ekanligini bildiradi.
3. y, = ef1¥, y, = ek2* y, = ek3¥ funksiyalar uchun Vronskiy
determinanti aniglansin.

Yi Y2 Y3
Yechish: WLy, ys) =|Y1 Y2 Vi |=
vi' oy ys”
eklx ekzx ekgx
kpefX kpefeX kgeks¥ = = elkatkatkaX () — ko Y(ky — ky) (ks —
k%eklx k%ekzx k?%eBx

ks).
4. y; = sinx, y, = sin (x + g), y3 = sin(x — g) funksiyalar
uchun Vronskiy determinanti topilsin.

Yechish:
V1 Y2 Y3

WLy ys) = Y1 Yar Vs | = _
V1 Y2 Y3

sinx  sin (x + g) sin(x — g)

coSx  €O0S (x + g) cos(x — g) = 0.

—sinx —sin (x + g) —sin(x — g)
Chunki,  determinantning  birinchi  va  uchinchi  satrlari
proporsionaldir.

5.y" +y" — 2y = 0 tenglama yechilsin.

Yechish: Dastlabki, berilgan tenglamaning harakteristik tenglamasini
tuzamiz. U k? + k — 2 = 0 ko’rinishda bo’lib, uning ildizlari k; = 1 va
k, = —2 bo’ladi. Demak, umumiy yechim

y, = cref¥ + cyefe¥ = cie* + c e
dan iborat.
6.y" + 4y" + 4y = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Harakteristik tenglamani yozamiz: k? + 4k + 4 = 0.

Uning ildizlari k; = k, = —2 bo’ladi. Demak, umumiy yechim
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y = (c; + c;x)e™™ = (¢; + cyx)e™?*
ko’rinishda bo’ladi.

7.y" +2y"+5y =0 tenglamaning y(0)=0 va y'(0)=1
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Harakteristik tenglama k% + 2k +5 =0 ko’ rinishda
bo’lib, uning ildizlari k; = —1 + 2i va k; = —1 — 2i bo’ladi. Bu yerda
a = —1va f = 2 bo’lgani uchun, umumiy yechim

y = e*(cicosBx + cysinffx) = e *(cy cos2x + ¢,5in2x)
ko’rinishda bo’ladi. Berilgan boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi
yechimni topish uchun c; va c, giymatlarni aniglaymiz. Birinchi shartga
asosan:

0 =e%cyc0s2-0 + cysin2 - 0) bo’lib, undan ¢; = 0 kelib chigadi.

y' = —e *(c;c082x + c,sin2x) + e ¥ (—2c;5in2x + 2c,co0s2x) =

= e *(—2cySin2x + 2c,c0s2x — c;cos2x — c,sin2x)  ekanligini
e’tiborga olsak, 1 = e%(—2¢;sin0 + 2¢c,c0s0 — ¢;c0s0 — ¢,sin0) yoKki

1

2C2_C1=1, C2=E.

Demak, izlanayotgan xususiy yechim
1

y = Ee"xsian
bo’ladi.
8.(1—x2?)y" —2xy' + 2y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Yechish: Bevosita tekshirish yo’li bilan y; = x bu tenglamaning
xususiy yechimi ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Ikkinchi y,
xususiy yechimni shunday topamizki, y, y; bilan chiziqli erkli bo’lsin.

. . . -2 .
Bizning misolda a; = 1_;2 XUSUsiy

yechim ma’lum bo’lganda y, Xususiy yechimni topish formulasidan
foydalanib quyidagini hosil gilamiz:

2xdx
elx

In X
dx—fodx=xf ax _ _

x2|1—x2|

e—Jaidx

Vo =y1 [ dx = x [ —

_Xf( x_12 2(11—x)+2(11+x))dx_x[+ +3 l |1+x

Demak, umumiy yechim
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1 1+x
Y =cCy;+CV, =C1x + cz(len‘
ko’rinishda bo’ladi.

sinx

9.y" +Zy'+y =0 tenglamaning xususiy yechimi y, ==

X

+1
1—x‘ )

ekanligi ma’lum. Uning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Dastlab y, xususiy yechimni topamiz:

2
— _fe‘faldx dx = sinxfe_fv_cdx x = sinx ~ dx _  sinx ctax =
Y2 =0 y2 x (sinx)2 x Y sin2x x g
X

= — C"xs". Demak, umumiy yechim quyidagicha bo’ladi.

sinx COSX
— C2 .

Y=CY1 Ty, =¢C1" "

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1.Quyida berilgan funksiyalar o’zlarining aniqlanish sohasida
chizigli erkli bo’la oladimi?

Dyi=4 y2=x

Dyi=1 =2, y3=x, ¥ =x%

Dy =x, ¥, =2x, y3=x"e%

)y, =e*, ¥y, =xe, y;=x’e”;

5) y, = sinx, y, = c0SX, Y3 = COS2X;

6) y, =log, x, y, =log,x* (x > 0).

Javoblar: 1) xa; 2) yo'q; 3) yo'q; 4)xa; 5)xa; 6)yo'q.

2. Quyida berilgan funksiyalar uchun Vronskiy determinanti topilsin.

1
Dyi=1 y2=% 2)y1=X y;=;
X

Nyi=1, y,=2, y3=x% 4y, =e* y,=2e% y;=e7%
5y, =2, y, =cosx, y3 = cos2x; 6)y, =sinx, y, = Sin (x + g)

Javoblar:1) 1;  2) —=; 3)0; 4)0; 5) — 8sin’x; 6)—%.

3.Quyidagi berilgan harakteristik tenglamalarga ko’ra chiziqli bir
jinsli tenglama yozilsin.
1)9%%*—-6k+1=0; 2)k*+3k+2=0; 3)k?—-5k+6=0;

-87 -



4)2k? -3k —5=0; 5)k?—4k=0; 6) k* + 9k = 0.

Javoblar:1) 9y"" —6y' +y=0; 2)y"'+3y'+2y =0;

y" -5y +6y=0;, 4)2y" -3y —5y=0;

5y —4y" =0; 6)y"'+9y" =0.

4.Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning
ildizlari hagigiy va har xil).

Dy"—y=0; 2)3y" -2y =8y =0; 3)y" =2y =2y = 0;

4)y" =9 =0; 5)y"' =7y +6y=0;,6)y"—y -2y =0;

4
Javoblar: 1) y = cie® + c,e7™; 2) y = c,e?* + ¢ e 37;

3)y = c;e(1V3)x 4 ¢, e(14V3)x: 4) g = ¢ 3% 4 ¢ 3%

5)y = c,e®* + c,e”; 6)y = ce?* + ce”;

5.Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning
ildizlari haqiqiy va o’zaro teng).

Dy"=2y"+y=0; 2)y"—4y' +4y =0;

y"'—6y'+9y=0;4)y" +2y +y=0;

5)9y" — 6y +y =0; 6)y" — 10y + 25y = 0.

Javoblar:1) y = (¢; + cyx)e*; 2) y = (¢ + cpx)e?”;

3)y = (c; + cx)e3%; 4) y = (¢ + cx)e™;

5y =(c+ czx)e%x; 6) y = (c; + cx)e>*.

6.Quyidagi tenglamalar yechilsin (harakteristik tenglamaning
ildizlari o’zaro qo’shma kompleks sonlar).

1) y" —4y"+13y =0; 2)y" + 25y = 0;

3)Y'+9%=04)y"+y' +y=0;

5)y"+2y" +4y=0; 6)y"+ 17y =0.

Javoblar:
1) y = e?*(c,083x + csin3x); 2)y = ¢,c085x + ¢,Sin5x;

1
3) y = cyco83x + c,Sin3x; )y =e 2 (clcosgx + czsingx);

5)y = e *(cycosV3x + cy5inV3x); 6) y = ¢ycosV17x + cpsinV17x .
7.Quyidagi  tenglamalarni  berilgan  boshlang’ich  shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimlari topilsin.
Dy"=3y'+2y=0, y(0)=2 y'(0)=-3
2)y"—=6y'+8y=0, y(0)=1 y'(0)=0;
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3)y"+9y"+20y=0, y(0)=0, y'(0)=-1;
Hy"=2y"+y=0, y0)=2 y'(0)=4
5y"'+4y'+4y=0, y2)=4, y'(2)=0;
6)y"' —2y"+2y=0, y(m)=-2 y'(m)=-3;
Ny"+y' +y=0, y(0)=2, y'(0)=
Javoblar: 1) y = 7e* — 5e2%; 2) y = 2e%* — e**;
3)y=—e*™+e 5 4)y=2e*(1+x); 5)y=4e*"?*(2x — 3);

1
6) y = e*""(2cosx + sinx); 7)y=e 2" (Zcosgx + @singx).

N |-

8. Xususiy yechimi y; = ctgx bo’lgan y"'sin?x = 2y tenglamaning
umumiy yechimi topilsin.
9. y" — %y’ + x—lzy = 0 tenglamaning y; = x Xususiy Yyechimi

ma’lum bo’lsa, uning umumiy yechimi topilsin.

3.3 Ikkinchi tartibli chiziqli o’zgarmas koeffitsientli bir jinslimas
differensial tenglamalar
y'i+py tqy=fx) (fx)#0) (1)
tenglamani ikkinchi tartibli chizigli o’zgarmas koeffitsientli bir jinslimas
tenglama deb ataladi.
y'+py' +qy=0 (2)

tenglamani bir jinslimas tenglamaga mos keluvchi bir jinsli tenglama
deyiladi.

1-teorema: Bir jinslimas (1) tenglamaning umumiy yechimi y bu
tenglamaning biror xususiy yechimi y* bilan unga mos keluvchi bir jinsli
(2) tenglamaning ¥ umumiy yechimi yig’indisiga, ya’ni,

y=y"+y 3)
ga teng bo’ladi.

Bizga (2) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topish usuli
ma’lum. Demak, masala (1) bir jinslimas tenglamaning biror xususiy
yechimi y* ni topishdan iborat. Buning uchun Lagranjning o’zgarmaslarni
variatsiyalash usullaridan foydalanish mumkin.Bu usulda (1) tenglamaga
mos keluvchi (2) bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y = C;y; +
+C,y, ma’lum deb hisoblanadi.Bu yechimdagi C; va C, o’zgarmas
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sonlarni C;(x) va C,(x) funksiyalar bilan almashtirib (1) tenglamaning y*
Xususiy yechimini
Yy =C()y1 + C(x)y2 (4)
ko’rinishda izlaymiz. Bunda C; (x) va C,(x) noma’lum funksiyalar bo’lib,
ularni topish uchun dastlab (4) tenglamadan y’ va y" larni topamiz va (1)
tenglamaga qo’yamiz. Bunda biz C; (x) va C,(x) funksiyalar
Ci1()ys + C(x)y, =0 (5)
shartni ganoatlantiradi deb olamiz. Bularga asosan biz
{ Ci(x)y1 + C,(x)y, =0,
C ()Y + Co(x)y5 = f(x)
sistemaga ega bo’lamiz. Bu sistemani yechib C;(x) va C,(x) noma’lum
funksiyalarni va ularni (4) ga qo’yib y* xususiy yechimni topamiz.
2-teorema: y"' +py' + qy = f1(x) + fo(x) (6)
tenglamaning y™* xususiy yechimi
y'+py' tay=f()(7) vay'+py' +qy =L (8)
tenglamalar xususiy yechimlari y;* va y,™* lar yig’indisidan iborat. Ya’ni,
y =yt +yr” (9)
Masalan, y" —4y = x 4+ 3e* tenglamaning xususiy yechimi y*

y" — 4y = x tenglamaning xususiy yechimi y;* = %x vay' —4y = 3e*

. : L3 e g s
tenglamaning xususiy yechimi y,* = e lar yig’indisi, ya’ni
1 3

y* =Zx+§ex

dan iborat bo’ladi.

Bir jinslimas (1) chizigli tenglamning o’ng tomoni f(x) maxsus
ko’rinishlarda bo’lganda, uning =xususiy yechimini o’zgaruvchilarni
variatsiyalash usuliga nisbatan osonroq bo’lgan usulda topish mumkin.

I. (1) tenglamaning 0’ng tomoni ko’rsatkichli funksiya bilan ko’phad
ko’paytmasidan iborat, ya’'ni

fx) =P, (x)e™  (10)
ko’rinishda bo’lsin. Bunda P,(x) — n darajali ko’phad. U holda quyidagi
xususiy hollar bo’lishi mumkin:

a) a soni k?+ pk +q =0 harakterishtik tenglamaning ildizi
bo’lamagan hol.
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Bu holda xususiy yechimni
y = (Aex™ + A x™ L+ 4+ A))e™ = Q,(x)e™ (11)
ko’rinishda izlash kerak.
b) a harakteristik tenglamaning oddiy (bir karrali) ildizi bo’Igan hol.
Bu holda xususiy yechimni y* = xQ,(x)e** ko’rinishda izlash
kerak bo’ladi.
C) a son harakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo’lgan hol.
Bu holda xususiy yechimni y* = x2Q,(x)e** ko’rinishda izlash
kerak bo’ladi.
Il. (1) tenglamaning o’ng tomoni
f(x) =P(x)e*™ cos Bx + Q(x)e** sin fx
ko’rinishda bo’lgan hol. Bunda P(x) va Q(x) — ko’phadlar. Bu holda
quyidagi hollar bo’lishi mumkin.
a)a + Piharakteristik tenglamaning ildizi bo’Igan hol. U holda (1)
tenglamaning xususiy yechimini
y*=U(x)e** cos fx + V(x)e* sin fx
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi. Bu yerda U(x)vaV (x)- darajasi P(x) va
Q (x) ko’phadlarning eng yuqori darajasiga teng bo’lgan ko’phadlardir.
b) @ + Biharakteristik tenglamaning ildizi bo’lmagan hol. Bu holda
xususiy yechimni
y* = x[U(x)e** cos Bx + V(x)e* sin fx]
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi.
Aytaylik (1) tenglamaning 0’ng tomoni
f(x) =Mcosfx+ N sinfSx
ko’rinishda bo’lsin. Bunda M va N — o’zgarmas sonlar. Bunda quyidagi
hollar bo’lishi mumkin:
a) fi harakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, xususiy yechimni
y* = Acosfx + B sinfx
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi.
b) Bi harakteristik tenglamaning ildizi bo’lsa, xususiy yechimni
y* = x(Acosfx + B sin [x)
ko’rinishda izlash kerak bo’ladi.
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1.y" + 4y’ + 3y = x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli y"" + 4y’ +
+3y = 0 tenglamaning umumiy yechimi
y=Ce ™+ Cye 3%
bo’lishini topish qiyin emas. Endi biz berilgan bir jinslimas tenglamaning
biror y* xususiy yechimini topishimiz kerak. Bir jinslimas tenglamaning
o’ng tomoni xe°* ko’rinishda (ya’ni P;(x)e®* ko’rinishda) bo’lib,
a harakteristik tenglamaning ildizi emas. Shu sababli xususiy yechimni
y* = Q(x)e®* ko’rinishda izlaymiz, ya’ni
vy =Apx + A4
deb olamiz. y*', y*” larni topib, berilgan tenglamaga qo’yamiz. Natijada
440+ 3(Apx + A1) = x
tenglama hosil bo’ladi. Bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsentlarni
tenglab,
34p=1, 44,+A;=0
tengliklarni hosil gilamiz. Ulardan esa

. 1 4
Demak, y =X

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi

1 4
y=y+y' =Cle_x+Cze_3x+§x—§

bo’ladi.

2.y" + 9y = (x? + 1)e3* tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Dastlab y"" + 9y = 0 bir jinsli tenglamani yechamiz. Uni
harakteristik tenglamasi k* +9 = 0 bo’lib, uning ildizlari ki, = +3i
bo’ladi. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

Yy = ¢1€083x + c,Sin3x
dan iborat. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni (x? + 1)e3* bo’lib, y
P,(x)e3*

ko’rinishdadir. Daraja ko’rsatgichdagi koeffitsient 3 harakteristik
tenglamaning 1ldizi bo’lmagani uchun xususiy yechimni
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y* = Q,(x)e3* yoki y* = (Ax?+ Bx + c)e3*
ko’rinishda izlaymiz. y*' va y*” larni topamiz:
y* = [((Ax? + Bx + c)e3x)]’ = (2Ax + B)e3* + 3e3* - (Ax* + Bx + C) =
= e3%(34x? + 2Ax + 3Bx + B + 3¢);
y*' = |e3*((3Ax? + 2Ax + 3Bx + B + 30))], =
= 3e3%(34x?% + 2Ax + 3Bx + B + 3¢) + e3¥(6Ax + 2A + 3B) =
= e3¥(9Ax? + 12A%x + 9Bx + 2A + 6B + 9¢).

vy y*” larni berilgan differensial tenglamaga qo’ysak,
e3*(9Ax% + 12Ax + 9Bx + 2A + 6B + 9¢) + 9e3*(Ax?> + Bx + ¢) =
= (x% + 1)e3¥,

e3*(184x?% + 12Ax + 18Bx + 24 + 6B + 9¢) = (x? + 1)e3* ,
18Ax% + 12Ax + 18Bx + 2A + 6B + 18¢ = x* + 1,

x ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni bir-biriga
tenglaymiz:

184=1, 12A+18B =0, 2A+ 6B + 18C = 1. Bulardan

1 1 5
A=— B=-—, C=—
Demak, xususiy yechim
L1 1 s 5. 4
v = (g* T p ¥ T gpe

va umumiy yechim

= 3+'3+<121+5>3x
Yy = c1€083x + c,Sin3x 18x 27x 31 e,

3.y" = 7y"+ 6y = (x — 2)e* tenglama yechilsin.

Yechish: Bu yerda o’ng tomon P; (x)e'™ ko’rinishda bo’lib, daraja
ko’rsatkichdagi koeffitsient harakteristik tenglamaning oddiy ildizi.
Demak, xususiy yechimni y* =xQ(x)e* yoki y* = x(Ax + B)e*
ko’rinishda izlaymiz. y*', y*'" larni topamiz:

y*' = [x(Ax + B)e*]’ = [(Ax? + Bx)e*]' = (2Ax + B)e* +
+e*(Ax? + Bx) = e*(Ax? + 2Ax + 2Bx + B);

y*"" = [e*(Ax? + 2Ax + Bx + B)]' = e*(Ax? + 2Ax + Bx + B) +
+e*(2Ax + 24 + B) = e*(Ax? + 4Ax + Bx + 2A + 2B).

y*, y*', y*" larning ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:
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e*(Ax? + 4Ax + Bx + 2A + 2B) — 7e*(Ax? + 2Ax + Bx + B) +
+6(Ax?% + Bx)e* = (x — 2)e*, e*(—104x + 24 — 5B) = (x — 2)e*.

Har ikkala tomonini e* ga bo’lamiz va bir xil darajali x lar oldidagi
koeffitsientlarini  bir-biriga tenglaymiz: —104A =1, 2A—5B = —2.

Bulardan A = —1—10, B = 2—95 ekanligini topamiz. Demak, xususiy yechim
y'=x (— 1—10x + 2—95) e* va umumiy yechim:

y=y+y*=ce®* +ce*+x (—1—1036 + %) e” dan iborat.

4. y'" +2y" + 5y = 2 cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
harakteristik ~ tenglamasi k% + 2k +5=0 bo’lib, uning ildizlari
ki =—1+ 2i, k, = —1 — 2i bo’lganligidan

y = e *(C; cos2x + C, sin 2x)
bo’ladi. Bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini

y*=Acosx + Bsinx

ko’rinishda izlaymiz. Bu yerda A va B aniqlanishi kerak bo’lgan
koeffisientlar. y*', y*” larni topamiz:

y*’ = (Acosx + Bsinx)' = —Asinx + B cos x,

y*” = (—Asinx + Bcosx)' = —Acosx — B sin x.

vy, y*’, y*” larni berilgan tenglamaga qo’yamiz:
—Acosx —Bsinx —2Asinx +2 Bcosx + 5Acosx + 5B sinx =
= 2 COS X,
4Acosx + 2Bcosx — 2Asinx + 4Bsinx = 2cosx, (44 + 2B)cosx —
—(2A — 4B)sinx = 2cosx.

cosx va sinx lar oldidagi koeffitsientlarini tenglab A va B larni
aniglash uchun quyidagi ikkita tenglamani hosil gilamiz:

4A+2B =2, 2A—4B=0.
Bulardan A = % B = % Shunday qilib hususiy yechim
2 1

* = —cosx + —sinx
Y =5 5

bo’ladi. Umumiy yechim esa
y=y+y* =e *(Cicos2x + C,sin2x) + Ecosx + %sinx
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bo’ladi.
5.y" + 4y = cos2x tenglama yechilsin:
Yechish: Harakteristik tenglama k? + 4 = 0 va uni ildizlari k, = 2i,
k, = —2i bo’lganligi uchun bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y = C;cos2x + C,sin2x ko’rinishida bo’ladi.  Bir jinslimas
tenglamaning hususiy yechimini
y* = x(Acos2x + Bsin2x)

ko’rinishida izlaymiz. y*' va y*"larni topamiz:
y*’ = [x(Acos2x + Bsin2x)]' = Acos2x + Bsin2x +
+x(—2Asin2x + 2Bcos2x),

!

y* " = —2Asin2x + 2Bcos2x — 2Asin2x + 2Bcos2x +
+x(—4Acos2x — 4Bsin2x) = —4Asin2x + 4Bcos2x —
—4x(Acos2x + Bsin2x).

y*’, y*” larni ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz:

—4Asin2x + 4Bcos2x — 4Axcos2x — 4Bxsin2x + 4Axcos2x +
+4Bxsin2x = cos2x,

—4Asin2x + 4Bcos2x = cos2x.

cos2x va sin2x lar oldidagi koeffitsientlarni tenglab 4B =1 va

—4A = 0 tenglamalarni hosil gilamiz. Ulardan A =0, B = %. Demak,

berilgan tenglamaning hususiy yechimi

1
y" =g xsin2x

dan iborat. Umumiy echimi esa

1
y=y+y*=Cicos2x + C,sin2x + szian

bo’ladi.
6.y" —y = 3e**cosx tenglama yechilsin.
Yechish: Tenlamaning o’ng tomoni
f(x) = e?*(Mcosx + Nsinx)
ko’rinishda bo’lib, bunda M =3, N=0. k?—1=0 harakteristik
tenglama k; =1, k, = —1 ildizlarga ega. Shuning uchun bir jinsli
tenglamaning umumiy
y=Ce*+Ce™™
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bo’ladi. « + Bi = 2 + i -1 kompleks son harakteristik tenglamaning ildizi
bo’lmagani uchun, hususiy yechimni
y* = e?*(Acosx + Bsinx)

ko’rinishda qidiramiz. y*', y*” larni topamiz:

y* = [e2*(Acosx + Bsinx)]' = 2e2*(Acosx + Bsinx) +
+e2*(—Asinx + Bcosx) = e?*(2Acosx + 2Bsinx — Asinx + Bcosx);

y*” = [e?*(2Acosx + 2Bsinx — Asinx + Bcos)]' =
= 2e%*(2Acosx + 2Bsinx — Asinx + Bcosx) +
+e?*(—2Asinx + 2Bcosx — Acosx — Bsinx) =
= e?*(4Acosx + 4Bsinx — 2Asinx + 2Bcosx — 2Asinx) +
+(2Bcosx — Acosx — Bsinx) =
= e?*(3Acosx + 4Bcosx — 4Asinx + 3Bsinx);

y*va y*” lar o’rniga topilgan ifodalarni qo’yamiz:
e?*(3Acosx + 4Bcosx — 4Asinx + 3Bsinx) — e?*(Acosx + Bsinx) =
= 3e?*cosx;
e?*(2Acosx + 4Bcosx — 4Asinx + 2Bsinx) = 3e%*cosx,

(2A + 4B)cosx — (4A — 2B)sinx = 3cosx,
cos x va sin x oldidagi koeffitsientlarni tenglab
2A+4B =3, —4A+2B=0

tenglamalarni hosil gilamiz. Bulardan A = % B = %

Demak, xususiy yechim

. 2x( 3 +3 inx)
= e“*(=—=cosx + =sinx
Y 10 5
bo’lib, umumiy yechim esa
3 3
y =Ce* +Cre™ + ezx(ﬁcosx + gsinx)

bo’ladi.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1.Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglamalar
yechilsin:
Dy" =9 2)y"+y=0; 3)y"+12y =7y, 4)y" —y' =0;
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5 y" —4y" + 4y = 0; 6) y" + 2y" + 10y = 0;

Ny"+8y" =2y =0; 8) 4y" —12y" 4+ 9y = 0;

Ny'"+y'+y=0.

Javob: 1) y = C,e3* + C,e™3*; 2)y = Acosx + Bsinx;

3)y = Cie3* + C,e*™; 4)=C; + Cre*; 5)y=(C,+ Cre¥)e?;
-3+17 -3—/17

6) = e *(Acos3x+ Bsin3x); 7)y=Ce 2z ~+Ce 2z

1

3
8) = (C; + C,x)ez*; 9)y = e 2*[C;cos (?x) + C,sin (gx)] .

2. Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli tenglamalarni

berilgan boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

y" +5y" + 6y =0, y(0) =1, y'(0) = —6;
2)y" —10y"'+25y =0, y(0)=0, y'(0) =1;
)y"—-2y"+10y =0, vy (%) =0, y' (%) = e%;
oyiy=o  y(@)=2  y(@)=o
5)y"+9y =0, y(0) =0, y' (%) = 1;
6)y" +y =0, yO=1  y(3)=

3.Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinslimas tenglamalar
yechilsin:

1)yu_7y'+12y=x; Z)Y"—a2y=x+1;
3)y" +y" — 2y =8sin2x; 4)y" —y = 5x +2:
5)y" +6y' +5y = e 6) y"' + 9y = 6e°%;
7)y" —=8y'=2-6x; 8)y" —2y"+3y=e"*cosx.
Javoblar: 1)y = C,e3* + C,e*™ + 131—7;

x+1

2)y = C;e™* + C,e —

)y =Ce* + Cre™?* —§(6 sin 2x + 2 cos 2x);

4)=Cie* +Cre™*—5x—2; 5)y=Ce™*+Ce™ >+ 2—1162";
6)y = C;cos3x + C,sin3x + §e3x; Ny = C; + C,e3* + x?;

8) y = e*(C; cosV2 x + C, sinV2 x).
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4.Quyidagi o’zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinslimas
tenglamalarni berilgan boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
topilsin:

Dy" —4y'+3y =e>*, y(0) =3, y'(0) = 9;

2)y" — 8y’ + 16y = e**, y(0) =0, y'(0) = 1;

" +y=3sinx,  yO+y© =0, y(5)+yQ=0;

4) 2y" —y' =1, y(0) =0, y'(0) =1.
e>*422e3% 4%

Javoblar: 1)y = ; 2)y = 0,5x(x + 2)e*;

8
3y = Z[(n + 2) cosx — (m — 2) sin x] —%xcosx;

4)y = 4ez" 7%,

§4. Yugqori tartibli differensial tenglamalar
4.1. Umumiy tushunchalar. y™ = f(x) ko’rinishdagi tenglama

F(x, v, v,y .., y(”)) =0 (1)
ko’rinishdagi yoki
y® = f(x,,y,y" ..,y D) =0 (1)’
tenglamaga n-tartibli differensial tenglama deb ataladi.
Teorema. Agar (1)’ tenglamada f(x,y,y’,y", ...,y 1) funksiya

va uning y, y’, ..., y™= Y argumentlari bo’yicha olingan xususiy hosilalari

! I} — -1
X =%X0,Y = Yo, =Y g,y =yt

biror sohadagi uzluksiz funksiyalardan iborat bo’lsa, bu holda
tenglamaning

qiymatlarni 0’z ichiga oluvchi

( Vx=xo = Yo

yx =Xy YO (2)

ky (n 1) (n 1)

shartlarni ganoatlantiruvchi y = y(x) yechimi mavjud va birginadir.
Ta’rif. n-tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb n ta
c1,Co, ..., Cp, 1Xtiyoriy o’zgarmas miqdorlarga bog’liq bo’lgan
Y = @(X,¢1,C2, -, Cn)
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funksiyaga aytiladi, y funksiya:
a) c1,Cy, ...,Cp 1Xtiyorlty o’zgarmas miqdorlarning har ganday
giymatlarida ham tenglamani ganoatlantiradi;

b) berilgan
Vx=xy = Yo
y,x=x0 =y
Vemw =Yg

boshlang’ich shartlarda c4, ¢, ..., ¢,, 0’zgarmas miqgdorlarni shunday tanlab
olish  mumkinki, y = ¢(x,c;1,¢5,...,c,) funksiya bu boshlang’ich
shartlarni ganoatlantiradi.

Umumiy yechimni oshkormas holda aniglovchi
@ (x,y,cq,Cy, ..., Cy) = 0 ko’rinishdagi munosabat differensial tenglamaning
umumiy integrali deyiladi.

Umumiy yechimdan cq,c,,...,c, o0’zgarmas miqdorlarni tayin
giymatlarida hosil bo’ladigan har ganday funksiya xususiy yechim deb
ataladi.

Xususiy yechimning grafigi berilgan differensial tenglamaning
integral egri chizig’i deyiladi.

y™ = f(x) (3)
tenglama eng sodda n-tartibli differensial tenglama deyiladi.

Bu tenglama ketma-ket n-marta integrallash orgali yechiladi. Bunda
y™ = (ym=Dy (=1 = (y(m=2)y". " = (y")' ekanligini e’tiborga
olamiz. Shunday qilib, berilgan tenglamani har ikkala tomonini
integrallaymiz:

y=fG),  ymD = j FQ)dx+ ¢y = fG) + ¢
y™=2 = [[fi(x) + Cldx + C; = f,(x) + C1x + Cy, ...

C
y = fulx) + (n _11)'xn—1 + (n— 2)'xn—2 + o+ G x + 6,

buyerda f,(x) = JJ - J f(x)dx™ .

n marta
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1.y"" = x? + x + 1 tenglama yechilsin.
Yechish: Berilgan tenglamani uch marta ketma-ket integrallaymiz:
3 2
"= [(x*+x+ Ddx+ ¢ =x?+x7+x+cl,
3

il

x*  x3  x? x> x*  x3 x?
y—f(a+?+7+clx+cz)dx+c3—5+Z+?+cl-7+

x3 2

x?2 xt x
+—+x+cl)dx+c2 ==+—=+=+cx+cy,
2 12 6 2

+Cyx + C3.
2.y"" = sinx + cosx tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket uch marta integrallaymiz:
y'" = [(sinx + cosx)dx + ¢; = —cosx + sinx + ¢4,

y' = [(—cosx + sinx + ¢;)dx + ¢, = —sinx — cosx + ¢1x + ¢,
2
y = [(=sinx — cosx + ¢;x + ¢;)dx + ¢; = cosx — sinx + ¢; x? +

+Cyx + C3.

3.y" = fnx tenglamani  y(1) =0, y'(1)=1, y"(1)=2

x2
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Dastlab berilgan tenglamani umumiy yechimini topamiz,
Buning uchun tenglamani uch marta ketma-ket integrallaymiz.

fm_xdx+ 1=_ln7x__+cl,
y' =f(—m7x——+cl)dx+c2 ———ln x —lnx + cix + ¢y,

y=f(—§ln x—lnx+clx+cz)dx+c3=—gln x+c17+

+c,x +c3.
Boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topamiz. Buning
uchun y, y' va y" larning ifodasidan foydalanamiz. Unda

Lt +e3=0, c+c=1, —1+c¢ =2 bolib, oxirg
tenglikdan ¢; =3 kelib chigadi. ¢; + ¢, =1 dan esac, = —2 va 62—1+

c; +c3=0danc; = % larni topamiz. Demak, izlangan yechim
X 3 1

=__12 _2_2 —
y 2nx+2x x+2
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4, yV =e?* tenglamani y(0)=0, y'(0)=-2, y"(0) =3,
y'""(0) = —1, y'V(0) = 2 shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Ketma-ket besh marta integrallaymiz.
y'"V = [e*dx + ¢, = %er + ¢y,
1

y’” = f(%er +C1) dx +C2 =Z€2x +C1X+C2;

1 1
y'' = f(zezx+clx+cz)dx+c3 =§ezx +cléx2 + cyx + C3,

1 2 1 3 2
y' = f(gezx+clx7+c2x+c3)dx+c4 =1—6e2x+cl%+cz%+
TC3X + Cy

y = f(1—1662x +§x3cl +%xzcz +c3x+c4)dx+c5 = %ezx +

1 1 1
+C1ZX4 + ¢, gx3 +563x2 + ¢4 x + Cs.

Berilgan boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topamiz.
1 1 3
590+C1=2r ~te =2, =3

1 1 5
selta 0+ =-1 s4+=-1 =—

%eO+C1'O+C2'O+C3=3, %+03=3, c3 =",

1—1660+Cl-0+cz-0+c3-0+c4=—2, 1—16+c4=—2, c4=—§,
Sizeo+cl-0+c2-0+63-0+c4-0+65 =0, 3%+C5 =0, cs =—3i2.
Demak, tenglamaning  berilgan  boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi
1 . x* 5x* 23x* 33x 1
Y= "6 22 T T16 16 32

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. Quyidagi tenglamalar yechilsin:

mnro__ COSX | no__ 1 .

1))’ _Zsin3x’ )  Vi+x2’

4)y'"" =27e3* +120x3; 5) y!V =x; 6)y"" =x+ cosx.
Javoblar: 1) y = Insinx + ¢; + cyx + c3x%;

2)y = xln(x + V1 +x2) = V14 x% + ¢; + cx;

3) y" = xarcsinx;
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1 3 1
3y = Exzarcsinx + Zx\/ 1—x%+ Zarcsinx +¢q + Cx;
4)y =e3* + x% + ¢ + cpx + c3x%;

5
5) y =%0+clx3 + Cox?% + C3x + Cy;
4

6)y = ;C—4 — sinx + ¢;x% + ¢, x + c3.
2. Quyidagi tenglamalarni berilgan boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

)y”" == yM=1 yD)=2 y'(1)=-2
2y = sims y(5) =1,y () =257 (5) =7 (5) =0

1A 1 14 144 1 7
3) y" = cos?x; y(0) =, y'(0) =0, y"(0) ==, y"'(0) =0;
4) yIII — xe—x; y(O) — O, yI(O) — 2’ y”(O) —
Javoblar:

9

2
1) y=%lnx—£x2+5x—z;

, 1 m\ 2 T
2)y—smx+5(x—5) +2(x—;),
3) y = —x*+-x% + = cos2x;

48 8 32

4) y=—(x+3)e™™ +§x2 + 3.

4.2. O’zgarmas koeffisientli n-tartibli bir jinsli chizigli tenglamalar

n-tartibli bir jinsli chizigli
y™ +ay" 1+ +a,y=0 (1)
tenglamani qaraymiz. a;,a,,..a, lami o’zgarmas sonlar deb faraz
gilamiz.
Ta’rif. Agar [a, b] kesmadagi x ning barcha giymatlari uchun
(Pn(X) = Al(pl(x) + -t An—lgon—l(x)
tenglik o’rinli bo’lsa, u holda ¢, (x) funksiya ¢;(x), @1(x), ..., @5_1(x)
funksiyalar orgali chizigli ifoda etiladi. Bunda A4, 4,, ..., A,, hammasi bir
vaqtda nolga teng bo’lmaydigan sonlar.

-102 -



Ta’rif. Agar n ta ¢, (x), @, (x), ..., Pn—1(x), @, (x) funksiyalarning
xech biri golganlari orqali chizigli ifoda etilmasa, u funksiyalar chizigli
erkli funksiyalar deb ataladi.

1-1zoh. Ta’riflardan kelib chiqadiki, agar ¢4 (x), @1 (x), ..., @51 (x)
funksiyalar chiziqli bog’liq bo’lsa, u holda hammasi nolga teng bo’lmagan
shunday cy,c,, ..., c, sonlar topiladiki, [a,b] kesmada x ning hamma
giymatilari uchun

c1901(X) + 202(%) + -+ CrPp(x) =0
ayniyat bajariladi.
Masalan, vy, = e*, y, = e?*, y; = 3e* funksiyalar chizigli

bog’liq, chunki ¢; =—-1, ¢, =0, c3 =§ bo’lganda: c;e* + c,e?* +
+3c3e* = 0 bo’ladi.

yi1 =1, y, =x, y3 = x2 funksiyalar chiziqli erkli funksiyalardir
chunki, bir vaqtda nolga teng bo’lmagan c;, c,, c3 ning xech bir giymatida
¢;* 1+ ¢, x + c3 - x? ifoda aynan nolga teng bo’la olmaydi.

Teorema. Agar yq, Vs, ..., ¥, funksiyalar (1) tenglamaning chziqgli
erkli yechimlari bo’lsa, u holda

y=ay1+ ey + -+ oy (2)
uning umumiy yechimi bo’ladi. Bunda ¢4, ¢y, ..., ¢, —ixtiyoriy o’zgarmas
sonlar.

Agar (1) tenglamaning koeffisientlari o’zgarmas sonlar bo’lsa, u
holda umumiy yechimni ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimini
topgandek aniglanadi.

1) Harakteristik tenglamani tuzamiz:

k" + a k™t +ak™ %2+ +a,=0

2) Harakteristik tenglamaning.

ki, ko, ..., ky,
ildizlarini topamiz.

3) Quyidagilarga asoslanib ildizlarning harakteriga ko’ra chiziqli
erkli xususiy yechimlarini topamiz:

a) har bir karrali k ildizga e** xususiy yechim mos keladi;
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b) har bir juft k; = a + Bivak, = a — Bi qo’shma kompleks bir
karrali ildizlarga ikkita e**cosfx va e**sinfSx xususiy yechimlar to’g’ri
keladi;

c) har bir r karrali haqiqiy k ildizga r ta chizigli erkli

kx r—1. kx

ek* xekX x2ekx | x
xususiy yechimlar to’g’ri keladi;
d)har bir u karrali juft k;, =a+pi, k, =a— i qo’shma
kompleks ildizga 2u ta
e*cosPfx, xe“cospx, ..., x* te**cospx,

e

e*sinfx, xe®sinfx, ..., x* e sinfx

xususiy yechimlar to’g’ri keladi.

Bu xususiy yechimlarining soni harakteristik tenglamaning
darajasiga teng bo’ladi.

4)n ta chizigli erkli y;y,,...,y, Xususiy yechimlarni topgandan
keyin berilgan chizigli tenglamaning umumiy yechimini tuzamiz;

Yy =0C1Y1 T QY+ F e

bu yerda ¢, ¢, ..., ¢, —ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar

1.y, =1, y,=x, y3 =x2%, y, =x3 funksiyalar (—o0; +00)
oraliqda chizigli erkli ekanligi ko’rsatilsin.

Yechish: c¢;-14+c,"x+c3-x2+c,-x3=0 tenglik x ning
(—o0; +00) dagi x = 0 giymatida bajarilishi uchunc; =c, =c3=¢, =0
bo’lishi kerak. Agar bu sonlarda xech bo’lmaganda bittasi noldan farqli
bo’lsa, u holda tenglik bajarilmaydi. Bu esa yuqorida berilgan
funksiyalarning (—oo; +00) oraligda chizqli erkli ekanligini bildiradi.

2.y, = tgx va y, = ctgx funksiyalarni (0;%) oraligqda chizigli erkli
ekanligi ko’rsatilsin.

Yechish: y; va y, funksiyalar (0;%) oraligda chiziqli erkli bo’lishi

uchun, bu oraliqda % + ¢ bo’lishi kerak.
2
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Y1 tgx 1 o
E—@—tgx-@—tgx-tgx—tg X F+ C.
Demak, berilgan funksiyalar (0; %) oraligda chiziqli erkili.
3.y"" —=2y" + y' = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish: Berilgan tenglamaning harakteristik tenglamasi k3 —
—2k? + k = 0 bo’lib, uning ildizlari k; = 0, k, = k3 = 1 lardan iborat.
Bu yerda y = 1 ikki karrali ildiz shuning uchun tenglamaning chiziqli
erkli xususiy yechimlari y; =1, y, = e*, y3 = xe* lardan iborat. Uning
umumiy yechimiesay = c¢; + c,e”* + c3xe* bo’ladi.
4.y"V —y = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish:Harakteristik tenglamani tuzamiz;
k*—1=0
Harakteristik tenglamaning ildizlarini topamiz:
ki =1, k, = —1, ks =1, k, = —i.
Umumiy yechimni yozamiz;
y =ce* + ce™™* + c3c08x + c,sinx
Bu yerda ¢y, ¢, c3, ¢4 —ixtiyoriy o’zgarmas sonlardir.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1. Quydagi tenglamalar yechilsin:
Dy" =5y"+8y' —4y=0;2)y" —16y =0; 3) y"" — 8y = 0;
4)y" +4y=0; 5)4y" =3y" -y =10, 6)y" =3y" +4y =0;
7)y"V +8y"+16y=0; 8)y"V —3y" —4y =0.
Javoblar:
1) y = cre* + (¢ + c3x)e?”;
2) vy =cich2x + cy;5h2x + c3c082x + c4Sin2x;
3) y= c,e?* + e_x(czcosx\/? + cgsinx\/§);
4) y = Asinxshx + Bsinxchx + Ccosxshx + Dcosxchx;
5) y = Achx + Bshx + Ccosg + Dsing;
6) vy =cie™™ + (c,x + c3)e?;
7) v =(c1 + cox)cos2x + (c3 + cux)sin2x;
8) y = c1e?* + c,e™%* + c3cosx + cySinx.
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2. yV —a*y = 0 tenglamaning umumiy yechimi va x =0 da
y=1, y' =0, y'"=-a? y"= boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Javob: y = e + cpe™ ™ + c3cosax + cyusinax; y, = cosax.
4.3. Yugqori tartibli bir jinslimas chizigli tenglamalar

yW+ay® V4 tay=f) D)
tenglamani garaymiz. Bunda aq,a,,...,a,, f(x) lar x ning uzluksiz
funksiyalari yoki o’zgarmas sonlar.
Aytaylik, bu tenglamaga mos bir jinsli
y® 4+ y@ DV 4ita,y=0 (2)
tenglamaning
Y= cy1+ Y+ o+ (3)
umumiy yechimi mavjud bo’lsin. Bunda quyidagi teorema o’rinlidir.
Teorema. Agar y bir jinsli (2) tenglamaning umumiy yechimi, y*
esa bir jinslimas (1) tenglamaning xususiy yechimi bo’lsa, u holda
y=y+y
bir jinslimas (1) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
O’zgarmas koeffitsientli yuqori tartibli bir jinslimas tenglamaning
xususiy yechimlari bazi hollarda ancha sodda topiladi.
|. Differensial tenglamaning o’ng tomonida f(x) = P(x)e**
funksiya turgan bo’lsin. Bunda P(x) ifoda x ga nisbatan ko’phad. Bu
yerda ikki holni ajratish mumkin.
a)agar a harakteristik tenglamaning ildizi bo’Ilmasa, u holda Xususiy
yechimni

y* = Q(x)e™

ko’rinishda izlash mumkin. Bunda Q(x) — koeffitsientlari noma’lum
bo’lgan va darajasi P(x) ning darajasi bilan bir xil bo’lgan ko’phad;

b) Agar a harakteristik tenglamaning u karrali ildizi bo’lsa, bu holda
bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini

y" = xtQ(x)e™

-106 -



ko’rinishda izlash mumkin. Bunda Q(x) — darajasi P(x) ning darajasi
bilan xil bo’lgan ko’phad.

II.Tenglamaning 0’ng tomoni

f(x) = McosBx + Nsinfix

ko’rinishda bo’lsin. Bunda M va N — o’zgarmas sonlardir. Bunda xususiy
yechimini quyidagicha aniglanadi.

a) agar Bi harakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, bu holda
Xususiy yechim

y* = Acosfx + Bsinfx

ko’rinishda izlanadi. Bunda AvaB noaniq o’zgarmas koeffitsientlar;

b) agar Bi harakteristik tenglamaning u karrali ildizi bo’lsa, u holda
Xususiy yechim

y* = x*(Acosfx + Bsinfix)

ko’rinishda izlanadi.

I[II.Tenglamaning o’ng tomoni

f(x) =px)e**cosfx + Q(x)e ™ sinfx

ko’rinishda bo’lsin. Bunda P(x) va Q(x) ifodalar X ga nishatan
ko’phadlar. Bunda quyidagi hollar bo’lishi mumkin.

a) a + Pi harakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, xususiy
yechim

y* =Ux)e* cosfx + V(x)e* sinfx

ko’rinishda izlanadi. Bunda U(x)vaV(x) - darajasi P(x) vaQ(x)
ko’phadlarning eng yuqori darajasiga teng bo’lgan ko’phadlar;

b) agar a + [i harakteristik tenglamaning u karrali ildizi bo’lsa,
Xususiy yechim

y* = xH[U(x)ecosBx + V(x)e*sinfx]

ko’rinishda izlanadi. Bunda U(x) va V(x) - darajasi P(x) va Q(x)
ko’phadlarning eng yuqori darajasiga teng bo’lgan ko’phadlar.

IT va III hollarda tenglamaning o’ng tomonida faqat cosfx yoki fagat
sinfx ni o’z ichiga olgan ifoda turgan holda ham, yechimni yuqorida
ko’rsatilgan ko’rinishda, ya’ni sinus hamda kosinus bilan izlanadi.
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilga topshiriqglar

1.y + y = x3 + 1 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k* —1 =0 bo’lib, u k; =1, k, = —1, k3 =i,
k, = —i ildizlarga ega. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y=cie*+ce™™ + c3cosx + cpSinx
dan iborat.

Bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini

y* = Agx3 + Ajx? + Ayx + Ag
ko’rinishda 1zlaymiz.

y* ni to’rtinchi tartibgacha hosilalarini topamiz:

y* = 349x% 4 24:x + A,

y* = 64,x?% + 24,

y*" = 64,

y*'V = 0.

Hosil qilingan ifodalarni berilgan tenglamaga qo’yamiz va
~Agx3 — A;x? — Ayx — A3 = x3 + 1 tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa
Ay=-1, A, =0, A, =0 va A3 =—1 larni topamiz. Demak, bir
jinslimas tenglamaning xususiy yechimi y* = —x3 — 1 da iborat.

Shunday qilib, berilgan bir jinslimas tenglamaning umumiy yechimi

y=y+y*=ce*+ce ™+ c3cosx + cysinx —x3 —1
dan iborat.

2.y"Y —y = 5cosx tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos keladigan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k* — 1 = 0 bo’lib, uning ildizilari k; = 1, k, =
—1, k3=1i, k,=—i lardan iborat. Shuning uchun bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi

y = ce* + cye™ + c3cosx + cusinx
bo’ladi. Berilgan bir jinslimas tenglamaning o’ng tomoni
f(x) = Mcosx + Nsinx
ko’rinishida bo’lib, bunda M = 5, N = 0.
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[ harakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo’lgani uchun xususiy
yechimni
y* = x(Acosx + Bsinx)
ko’rinishda izlaymiz. Bundan y'" ni topamiz.
y*' = Acosx + Bsinx + x(—Asinx + Bcosx);
y*"" = —Asinx + Bcosx — Asinx + Bcosx + x(—Acosx — Bsinx) =
—2Asinx + 2Bcosx + x(—Acosx — Bsinx);

= —2Acosx — 2Bsinx — Acosx — Bsinx + x(Asinx — Bcosx) =

= —3Acosx — 3Bsinx + x(Asinx — Bcosx);

y*W = 3Asinx — 3Bcosx + Asinx — Bcosx + x(Acosx + Bsinx)

= 4Asinx — 4Bcosx + x(Acosx + Bsinx).

y*IV va y* larni ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz;

4Asinx — 4Bcosx + x(Acosx + Bsinx) — x(Acosx + Bsinx) = 5cosx;
4Asinx — 4Bcosx = 5cosx bo’lib, bundan 44 =0 va —4B =5 larni

ulardan esa A=0 va B=—Z larni  topamiz. Demak, berilgan
tenglamaning xususiy yechimi
= ——XxSInx,
Y =Ty

umumiy yechimi esa

y=y+y" =ce*+ce ¥+ c3cosx + cysinx — %xsinx
bo’ladi.

3.y"" +y" —2y" = x — e* tenglama yechilsin.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kelgan bir jinsli tenglamaning
harakteristik tenglamasi k3 + k? — 2k = 0 bo’lib, uning ildizlari k; = 0,
k, = 1,k; = —2 lardan iborat. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi

y=c; +cye* + e
dan iborat. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni f; (x) = x va f,(x) = —e”
funksiyalar yig’indisidan iborat bo’lganligi uchun xususiy yechimni
y* =u; + u, = x(Ax + B) + Cxe* = Ax? + Bx + Cxe*
ko’rinishda izlaymiz. Endi y*', y*",y*"" larni topamiz:
y*' = 24x + B + Ce* + Cxe*;
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y*"" =24+ Ce* + Ce* + Cxe* = 2A + 2Ce* + Cxe*;

y*'"" = 2Ce* + Ce* + Cxe* = 3Ce* + Cxe”*.

y*',y*",y*"" lami ifodalarini berilgan tenglamaga qo’yamiz.
Natijada
3Ce”* + Cxe* + 2A + 2Ce* + Cxe* — 4Ax — 2B — 2Ce* — 2Cxe* =
=x —e* yoki 3Ce* —4Ax + (2A — 2B) = x — e* hosil bo’ladi. Undan
esa —4A =1, 2A—2B =0, 3C = —1 larni, ulardan esa A = —i, B =

—i,C = —% larni topamiz. Demak, xususiy yechim
., 1 .1 I
y'=—gxt—gx—gxe

va umumiy yechim

1 1 1
Y=Y 4y =t et +ezem —ox? —2x —oxe”

dan iborat.

Mustagil yechish uchun topshiriglar

1. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimi topilsin:
Dy" =7y + 12y = x; 2)y" +y' — 2y = 8sin2x;
3)y" —y =5x+ 2; 4)y" + 6y’ + 5y = e?*;
5)y"" —4y" +5y"' =2y = 2x + 3;
6) 'Y —a*y = 5a*e®sinax; 7)y"" —y" = 12x? + 6x;
)y +2y" +2y" + 2y +y=xe*+ %cosx.
12x+7

144 '

2)y =cre* + e — % (6sin2x + 2cos2x);

]aUOblaT: 1) y = C1€3x + Cze4x +

)y =ce*+c,e™*—5x—2;

4)y =cie™* + c,e* +2—1lezx;

5)y = (¢; + cpx)e* + cze?* —x — 4;

6) y = (¢ — sinax)e®™ + c,e”** + c3cosax + c,sinax;

7)Yy =c; + cx + cge* — x* — 5x3 — 15x7%;

8)y = (c; + cyx)e ™™ + c3cosx + cysinx — gcosx + i (2 — 1e”.

2.Quyidagi tenglamalarning xususiy yechimlari topilsin:
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Dyv+2y" +y" =e*; 2) Yy +2y" +y" = xe™¥;
y"V+4y" + 4y = xSanx; 4)y"" + 4y' = e?* + sin2x.
Javoblar: 1) y* = ce*; 2) y* = (c1x% + c,x3)e™;

3)y* = (A; + Ayx)sin2x + (B; + B,)cos2x;

4)y* = Ae** (B cos2x + B,sin2x).

§5. Oddiy differensial tenglamalar sistemasi

Ko’p masalalarni yechishda x argument, noma’lum yy,y,, ..., ¥y
funksiyalar va ularni hosilalarini 0’z ichiga oluvchi differensial
tenglamalar  sistemasini  ganoatlantiruvchi y; = y;(x), v, = y,(x),
, o Y = Yn (x) funksiyalarni topish talab etiladi.

Quyida biz birinchi tartibli tenglamalar sistemasini garaymiz:

d

(%zﬁ(x V1, Y25 s Yn)

d
<f_f2(x V1, Y2, - ryn) (1)
: n. e e

i—fn(x Y1, Va2 - ,yn)

Bu yerda y4,y,, ..., ¥, — izlanayotgan funksiyalar, x esa argument.
Chap tomonida birinchi tartibli hosilalar turgan, o’ng tomoni hosilalarni
0’z ichiga olmagan bunday tenglamalar sistemasi normal sistema deyiladi.

Agar normal sistemaning o’ng tomoni Yy;,V,, ..., Y, funksiyalarga
nisbatan chizigli bo’lsa, u holda tenglamalar sistemasini chiziqli
tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ko’pincha differensial tenglamalarning normal sistemasi bitta
noma’lum funksiyaga bog’liq bo’lgan bitta n — tartibli differensial
tenglamaga keltiriladi. Normal sistemani bitta tenglamaga keltirish uchun
sistemaning  tenglamalaridan  birini  differensiallash va golgan
noma’lumlarni yo’qotish kerak bo’ladi.
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
differensial tenglamalar sistemasini x(0) = 2,

y(0) = 0 boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo’yicha differensiallaymiz:
d’x dx dy
a2 " dt de
Hosil bo’lgan tenglamadagi % ni o’rniga uning ifodasini qo’yamiz

va quyidagi tenglamani hosil gilamiz.

d*x dx N
—_— — X —
dt? dt Y
Sistemaning birinchi tenglamasidan
N dx
= —X —_—
Y dt
ni topamiz va uni o’rniga qo’yamiz. Natijada
d?x dx dx . d%x
ﬁ—z—x—x—a yOkl F—ZX—O

tenglama hosil bo’ladi. Bu o’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli
bir jinsli tenglamadir. Uning harakteristik tenglamasi k% — 2 = 0 bo’lib,
uning ildizlari k; , = +v/2 dan iborat. Demak, uning umumiy yechimi

x = creV?t 4 cem V2t
dan iborat.

y umumiy yechim esa
dx
y = T X = cl(\/f — 1)eﬁt —c,(V2 + 1)3‘\@

dan iborat.

Endi berilgan boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni
topamiz:

Buning uchun berilgan shartlardan foydalanib o’zgarmas miqdorlarni
topamiz:
C]_ + C2 = 2, \/E(Cl - Cz) - (Cl + Cz) = 0 BUIardan
_ V242 22

c
2 72 2

C1
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Bularni o’rinlariga qo’yib

X = <£+ 1)3‘@5 + (1 —£> eV2t y =£e‘/§t —Ee“ﬁt

2 2 2 2
xususiy yechimlarni topamiz.
f% =Ytz
2. % =x+ Z,
(G =x+y

sistema yechilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo’yicha differensiallasak,

d’x dy dz
FZE—F%: (x+z)+(x+y)
yoki
d?x
o 2x+y+z
tenglama hosil bo’ladi.
Endi % =y+2z Vva % = 2x + y + z tenglamalardan y va z
o’zgaruvchilarni yo’qotsak, x ga nisbat ikkinchi tartibli
d’x dx
az a7

tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglamning umumiy yechimi x = c,e” ¢ +
+c,e?t dan iborat.

Bundan
dx _ dx —
— = —Ce L+ 2c,e?t va y = — —Z=—Cce t+ 2c,e?t — z.

Berilgan tenglamalarning uchinchisiga x va y ning topilgan
ifodalarini qo’yib, z ni aniqglash uchun
dz

— + 7z = 3c,e?t
dt 2

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani integrallab
z=cze b+ cye?t
ni topamiz. Buni e’tiborga olib
y=—(c; + c)e t + ce?t
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ni hosil gilamiz. Shunday qilib biz berilgan sistemaning umumiy
yechimini beruvchi x, y, z larni topdik.

(dx _

dt_zy
3. {2 =2z

dt

dz

KE_Z'X

sistema yechilsin.
Yechish: Birinchi tenglamani t bo’yicha differensiallaymiz:

d*x dy

— =2
dt? dt’
Hosil bo’lgan tenglamani yana t bo’yicha differensiallaymiz:

d3x dz
=4
de3 dt
Bu tenglamaning o’ng tomonidagi % o’rniga uning ifodasini
qo’yamiz:
d3x d3x
dt 3 =4- ZX F = 8x.

Hosil bo’lgan bu tenglama uchinchi tartibli chizigli bir jinsli
tenglama dir. Uni yechimi
x = ce2t + e~ t(cycosV3t + c3sinV3t)
dan iborat. Sistemaning birinchi tenglamasidan foydalanib y ni topamiz.
= 1.8 % |2¢,e2t — et (cycosV3t + c3sinV3t)| +

2 dt
1
+ e t(c3cosV3t — ¢,sinV3t)V3 =
1
=c,e?t + Ee_t[(C3\/§ + ¢;)cosV3t — (c;V3 + ¢3)sinV3t].

Sistemaning ikkinchi tenglamasidan Z ni topamiz:

1d
=5 djtl = c;e?t — —e “t[(c3V3 + ¢;)cosV3t — (c;V3 — ¢5)sinV3t].
Shunday qilib biz berllgan sistemaning x, y, z yechimlarini topdik.
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Mustagil yechish uchun topshiriglar:
1.Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini yeching.

( %+y=0, %+x—y=et,
19 .. tdy_3 ;213G o,
\E_E_ xX+y E—x+y—e
( %=4x+6y, E=y,
3)<dyt ; 4) dy at ;
\E=2x+3y+t E=x+25ht
Javoblar: 1) x = Ciet + Cye 3t y = —% = C,et — 3C,e 3¢,

)x =et +C + Cre %, y=et +C; — Ce™ 2
3) x=C+Cpe” == t(7t+2),y = —=Cy +5Ce” +
+—(14t%2 — 3t — 1);
49

4)x = Ciet + Cye b + tcht,y = Cyet — C,e™t + cht + tsht.
2. Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini  berilgan

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:

(? =2x+y,
13 % x(0) = 1,y(0) = 3;

ay _
kdt—x+2y

(% =y+1,
24 & x(0) = =2,(0) = 0;
—=x+1

\ dt

—=x -2y,
3% x(0) = 1,y(0) = 1;
X

{2 =z +x, x(0) = —1,y(0) = 1,2(0) = 0.

ka =X+ y

Javoblar: 1) x = 2e3t —ef, y = 2e3t + ef;
Dx=—-et—-1, y=et-1;

3) x = cost — sint, y = cost;
Nx=—-et y=et, z=0.
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111-BOB. QATORLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI
§1. Sonli gatorlar va ularning yaqginlashishi

Qator  tushunchasi  matematik  analizning eng  muhim
tushunchalaridan biri bo’lib, y funksiyalarni giymatlarini va integrallarni
tagribiy hisoblashda hamda differensial tenglamalarni yechishda muhim
o’rin tutadi.

Ta’rif: Agar uq, u,, us, ..., Uy, ... cheksiz sonli ketma-ketlik berilgan
bo’lsa, unda

U+ uy+us+-Fu, + =Y ue (1)
Ifoda sonli gator deyiladi. Bu yerda u; u; us ..., u, ...-sonli gator hadlari
u, esa uning umumiy hadi deyiladi.

Bunda har ganday natural n soni uchun (1) sonli gatorning u,

umumiy hadi ma’lum deb hisoblanadi. Masalan, umumiy hadi

n
u=(—-D""1— n=1.23,..

21’1
formula bilan ifodalanadigan sonli gator
1 2 3 4

2 22 23 24
ko'rinishda bo’ladi.
Ta’rif: Berilgan (1) sonli gatorning dastlabki n ta hadidan iborat

n
Sn=u1+u2+u3+---+un=2uk,n=1,2,3,..., (2)
k=1

yig'indi bu gatorning n — xususiy yig’indisi deb ataladi.
(2) dan S =uy, S, =ust+uy, S3=u;+u,+us, .., S, =u; +
+u, + uz + -+ u,, ni yozish mumkin. Natijada S;,S,,Ss,..., S, ...
hususiy yig’indilar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Shu sababli uning limiti
xaqgida gapirish mumkin,

Ta’rif: Agar S;,5,,S3,...,5,, ... hususiy yig’indilar ketma-ketligi
chekli limitga ega va

lim S, =S

n—->0o

bo’lsa, unda (1) sonli qator yaginlashuvchi S esa uning yig’indisi deb
ataladi. Agar
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lim §,, = +oo

n—->0oo

yoki mavjud bo’lmasa, (1) sonli gator uzoglashuvchi deyiladi.
(1) gatorning yaqginlashuvchi va uning yig’indisi S ekanligi

(00)

u1+u2 +u3++un+=2uk=5
k=1

ko'rinishda yoziladi.
Sonli qatorlarga doir asosiy masala uning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini tekshirishdan iboratdir.
Birinchi hadi b; va maxraji g bo’lgan geometrik progressiya
hadlaridan tuzilgan
by + biq + biq* + -+ b q" 1 +--- (3)
gatorni geometrik gator deb ataladi. Uning n ta hadini yig’indisi

b,—b;q® b
Sp = 11_; = 1—1q (1- qn)

ekanligi ma’lum.

1) Agar |q| < 1 bo’lsa, unda
b b
lim (1 —q") = = S.
1—gq ngrc}o( q") 1—g¢q
Demak, |g| < 1 bo’lganda berilgan geometrik gator yaginlashuvchi
va uning yig’indisi

n—->0o

lim S, = lim ﬁ(l —q") =
n-oo ] —

S =1
1-q
bo'ladi.
2) Agar g > 1 bo’lsa, u holda
. by n by .
%%Snziﬂom(l_q )=—1_qulggo(q —1) =
by .
=7 lim(g" — 1) = o,

q < —1 bo’lganda esa
lim S,

n—-0o

mavjud emas. Demak, |g| > 1 bo’lganda geometrik qator uzoglashuvchi
bo’ladi.
3) Agar g = 1 bo’lsa, u holda berilgan qator

b1+b1+b1+"'+b1
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ko'rinishda bo’ladi. Bu holda §,, = nb; bo’lib,

n—oo
bo’ladi. Demak, bu holda geometrik qator uzoqlashuvchi ekan.
4) Agar g = —1 bo’lsa, u holda berilgan qgator
by — by + by — by + -+ (—1)"1b, + -
ko'rinishda bo’ladi va uning hususiy yig’indisi
_ (by,agar ntoq bo'lsa;
no {0, agar n juft bo'lsa .

bo'ladi. Bundan esa
llm SZTI. - llm bl == bl' llm SZTL+1 == llm 0=0.

n—-0o n—-o0o n—-00 n—>0o

Demak, g = —1 bo’lganda
lim S,

n—>00

mavjud emas va shu sababli bu holda ham qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Sonli gator bir gator xossalarga ega. Ular quyidagi teoremalar bilan
ifodalanadi:

Teorema: Agar (1) sonli gatorning chekli sondagi hadlarini tashlab
yuborish bilan hosil gilingan sonli gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo’lsa, u holda (1) gatorning o’zi ham yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi)
bo’ladi. Aksincha, agar (1) qator yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa,
uning bir nechta hadlarini tashlash bilan hosil gilingan sonli gator ham
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’ladi.

Teorema: Agar (1) qator yaqinlashuvchi va uning yig’indisi S
bo’lsa, u holda bu qatorning barcha hadlarini biror € o’zgarmas songa
ko’paytirishdan hosil gilingan

Cus+Cu+--+Cuy+--= Z Cu, (4)
k=1

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig’indisi C - S bo’ladi.

Ta’rif: Berilgan
[0 0] [0 0]
Y )
k= k=1

1
sonli gatorlarning algebraik yig’indisi deb ularning mos hadlari algebraik
yig’indilaridan hosil gilingan
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iuk ivk i(uk + Vi)

k=1 k=1 k=1
gatorga aytiladi.
Teorema: Agar

00 00
k=1 k=1

qatorlar yaqinlashuvchi bo’lib yig’indilari mos ravishda S; va S, bo’lsa, u
holda ularning algebraik yig’indilari

Z(uk + vg)
k=1

sonli qator ham yagqinlashuvchi bo’ladi hamda uning yig’indisi S; £ S,
bo’ladi.
Teorema: (Qator yaginlashishining zaruriy sharti): Agar (1) sonli
qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda uning umumiy hadi u,, uchun
limu, =0

n—oo
tenglik o’rinli bo’ladi.

Natija. Agar n — oo da qatorning n- hadi nolga intilmasa, gator
uzoglashadi.

Garmonik gator deb ataluvchi

T L, + i
23 4 4

gatorning umumiy hadi u = % bo’lib, n = oo da u,, = 0 bo’ladi. Ammo

‘#Ir—\

qatorning o’zi uzoqlashuvchidir.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglar
1. Umumiy hadi U,, = 1 +% bo’lgan sonli qator yozilsin.
Yechish: Bu yerdan = 1,2,3, ... ekanligini e’tiborga olamiz. Agar

n=1bolsa, Uy=1+:=2 n=2 bo'lsa, U=1+5=2; n=3
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bo’lsa, Uz = 14+2=2,
3 3

=4bo’lsa, U, =1+ i = zva hokazo bo’ladi.
Demak umumiy hadi U, = 1 + % bo’lgan gator
5 n+1

PR
2 3 4 n

_|_ .
bo'ladi.

2. Umumiy hadi U, E ))' bo'lgan qatorning dastlabki 4 ta hadi

yozilsin.
an® _ 1 _ 1, .
Yechish: Agarn = 1 bo’lsa U; = = =Dbo’ladi;
1! 20 2
_ (n? _ 22 _ 4 _ 1
Agarn = 2 bo’lsa, U, = 22l 4 — 12345
2 2
Agarn = 3 bo’lsa, U; = GO _ &3¢ _ i;
(23)! 6! 123456 20
(an?  24% 2424 _ 1
Agarn = 4 bo’lsa, Uy = (2:4) 8 12345678 70
Demak, l,l,i =

6 20 70 °
3.—+ ~+ = + R e B
2n+1

gatorning yaqlnlashuvchl yoki uzoglashuvchi ekanligi tekshirilsin.

Yechish: Berilgan gator uzoglashuvchidir. Chunki

n 1
Jim Un = i T 1=32&;:§:£$;:%:‘¢Q
Ya’ni bu yerda gator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmayapti.
= 2n
Z n?+1

n=1

gator uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti bajariladimi?

Yechish:
2n 2
lim U, = lim ——— = Jim 2 = Jjm —2
nl—II:lo nl—{rolon2+1_n1—r>rolon2+1_nl—>r§ol 1
2 + =
n n
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Demak, berilgan gator uchun gator yaginlashishining zaruriy sharti
bajarilyapti

5 T E + m + --- qatorning yig’indisi topilsin.
Yechlsh. Bu gatorning umumiy hadi
1
B3n—-2)3n+1)
ekanligi ravshan. Ikkinchi tomondan
1 1 1 1

GBn-2)3n+1) 3 ((Sn —2) (Bn+1)

U, =

U, =

bo ’lgani uchun

Sp=mt ot ————=2(1-3)+2(5-2)+
710 (3n-2)(3n+1) 3 4 3\4 7
+l(l_i)++l( 1 —_ 1 )=1(1_1+1_1+1_i+...+
3\7 10 3\3n-2 3n+1 3 4 4 7 7 10
1 _ 1)_1(1_ 1)_1_ 3n _ n
3n-2 3n+1/) 3 3n+1/ 3 3n+1  3n+1
Demak, S, =—— bo’lib,
3n+1
n 1
lim S, = lim = lim ———=lim —— =-.

n—oo n—oo 3n 1 n—oo Tl(3 + %) n—oo 3 + 1 3
Shunday qilib,
lim S, ==

n—->0o

Bu esa qatorning yig’indisi % ga tengligini bildiradi.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1. Quyidagi berilgan umumiy hadga asosan gatorning dastlabki bir
nechta hadi yozilsin'

n3 1

1
1) Un = (+1) 2) U n= o] B)Unzgi 4)Un=3_m-
2. Quyidagi qatorlarni yig’indisi topilsin:
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1 1 1
l)§+;5+;+°",

1 1 1

2)— 4 = e
)1-2 23 34 !
V1 1 1
/123 ' 234 ' 345

Javoblar: 1)7;2) 1;3) ;.
3.Quyidagi berilgan qatorlarni yaqginlashish yoki uzoglashishi
aniglansin.

1 2 3 n
1)E+§+Z+.“+m+.“;

2) i(—l)"-l n
3) Z Sln—

c Z 2n—1 _ + 1 L3 3 L.

) 3n+2 5 8

gator uchun qator yaqlnlashlshlnlng zaruriy sharti bajariladimi?
Javob: Yo'q.

§2. Musbat hadli sonli qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari
Ta’rif: Agar
U1+U2+U3++Un+:2Uk

qatorning barcha hadlari musbat bo’lsa, u holda unga musbat hadli sonli

gator deyiladi.

1
Masalan, U,

U, =——,U, = cosZ”% gatorlar musbat hadli

1
T on’ n(n+1)

gatorlardir.
Teorema (Tagqoslash alomati): Berilgan

Z Uk (1) va Z Vk
k=1 k=1
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musbat sonli gatorlar bo’lib, ularning hadlari U, <V}, (n = 1,2,3,...)
shartni ganoatlantirsin. Bu holda quyidagi tasdiglar o’rinlidir:

I. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (1) gator ham
yaqinlashuvchi bo’ladi va ularning yig’indilari uchun S;(U) < S,(V)
shart bajariladi;

IT. Agar (1) qator uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda (2) qator ham
uzoqlashuvchi bo’ladi.

Teorema (Limitik tagqgoslash alomati): Agar

iuk (1) va in (2)
k=1 k=1

musbat hadli gatorlar bo’lib, ularning umumiy hadlarining nisbati
. Un
dim 3 =4
chekli limitga ega bo’lsa, u holda (1) va (2) qatorlar bir paytda
uzoqlashuvchi yoki yaqinlashuvchi bo’ladi.
Taqqoslash alomatlarida berilgan musbat hadli

i U (1)
k=1

gatorning yaginlashuvchi ekanligini tekshirish magsadida U,, <V,, (n =
N) tengsizlikni ganoatlantiradigan boshga bir musbat

i Vi )
k=1

gator qaraladi. Bunda (2) qator (1) gator uchun majoranta gator deb
ataladi.
Teorema (Dalamber alomati): Berilgan

2.Us
k=1

U
lim —% = ¢

n—oo Un

musbat hadli sonli gator uchun

limit mavjud bo’lsin. Bu holda d < 1 bo’lganda qator yaqinlashuvchi,
d > 1 bo’lganda esa uzoqglashuvchi bo’ladi.
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(d = 1 bo’lganda teorema qatorning yaqinlashishi yoki uzoqlashishi
xaqgidagi savolga javob bera olmaydi. Agar
lim Un+1 —
n—-o0o Un
bo’lsa, qator uzoglashuvchi bo’ladi).

Teorema (Koshi alomati): Berilgan

k=1
musbat hadli sonli gator uchun

lim /U, =1

n—oo

limit mavjud bo’lsin. Bu holda [ < 1 bo’lganda gator yaqinlashuvchi, [ >

1 bo’lganda esa wuzoqglashuvchi bo’ladi (Agar [ =1 bo’lsa, qator
yaqinlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo’lishi mumkin. Agar

lim WZOO

n—-0oo

bo’lsa, garalayotgan qator uzoglashuvchi bo’ladi).
Teorema (Qator yaqginlashishining integral alomati): Berilgan

2.Us
k=1

musbat hadli sonli qatorning hadlari o’smovchi ketma-ketlikni tashkil
etsin, ya’ni

U,=2U0,=z2U0;=2--2U,=2Up41 =
bo’lsin. Bundan tashqgari x = 1 sohada aniglangan uzluksiz, o’smovchi va

f(l) - Ul,f(Z) = UZI !f(n) = U‘n'

shartlarni ganoatlantiruvchi f(x) > 0 funksiya mavjud bo’lsin. Bu holda

berilgan
E Uy
k=1

sonli qator yaqinlashuvchi bo’lishi uchun

fl " Fda

xosmas integral yaqginlashuvchi bo’lishi zarur va yetarlidir.
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Natija:

2.Us
k=1

sonli qator uzoglashuvchi bo’lishi uchun [ 100 f(x)dx xosmas integral

uzoqlashuvchi bo’lishi zarur va yetarlidir.
Ta’rif:
1 1 1 - 1
I+ p+optpte +—+ = Z—P
k=1
gatorni umumlashgan garmonik gator deb ataladi.
U +U,+Uz;+ -+ U +Upyq + -
gatorning dastlabki k ta hadini tashlab
Ugs1 + Ugyo + Upyz + o+ Upyn +
qatorni hosil qilamiz. Bu qator dastlabki qatorning qoldig’1 deb ataladi. Bu
gatorlar bir vaqtda uzoglashuvchi yoki yaginlashuvchi bo’ladi.
Chekli sondagi hadlarigina bir xil bo’lgan quyidagi
U +U, +Us+-+U,+vaVi+Vo+ VotV + -
qatorlar bir vaqtda uzoqlashuvchi yoki yaqinlashuvchi bo’ladi.
Misollar:

1 1 1 1 . . . .
1. 1+ ztatat -+t qatorning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.
. 1 1 1 1
Yechish: 1+ + o+ +-++-
gatorni garaymiz. Bu gatorning hadlari ikkinchisidan boshlab, maxraji %ga
teng bo’lgan geometrik progressiyasini tashkil qiladi.Uning yig’indisi 1%
ga teng. Berilgan gqatorning hadlari ikkinchisidan boshlab keyingi

gatorning mos hadlaridan kichik. Demak, tagqoslash hagidagi teoremaga
asosan berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.

21+f+f+ +T+

gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.
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Yechish: Berilgan gator uzoglashuvchidir. Chunki uning hadlari
(ikkinchisidan boshlab) uzoglashuvchi bo’lgan

1+1+1+ +1+
2 3 n
garmonik gatorning mos hadlaridan katta.
n? 1 i . i )
3. U, = e va V, = po gatorlarni yaqinlashuvchi yoki

uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.
Yechish: Vnzgin gator maxraji q=§<1 bo’lgan geometrik

progressiya hadlaridan iborat bo’lganligi uchun y yaqginlashuvchidir. U,
gatorni yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglash uchun
limitik taqgoslash alomatidan foydalanamiz. Unga asosan

n2

U 2 Y nz
lim — = lim n+1)-3 = lim — = lim =1+0.
n-o |, n—-oo i n-oons + 1 n—oo 1+ i
3n n2

Demak, limitik taggoslash alomatiga asosan U, @gator ham
yaginlashuvchi ekan.

4. Quyidagi musbat hadli sonli qatorlarni Dalamber alomati
yordamida tekshirilsin:

1§:k3'2§:k!'3§:1'4i :
) 2300 D 2503 L8 Ly
k=1 k=1 k=1 k=1

Yechish:

DUy =2, Upyy =0, fan G0 )
§ (1+ %)3;
fim o= i 3 (1) =3 fm (14 =

n

Demak, berilgan qator uchun d=§<1 bo’lgani sababli u

yaginlashuvchidir.
_ (+1)! Upys _ (4! nl _ (n+D)137

!
2) Uy = :_n: Upy1 =

 Upq 1 LY
lim =11m—(n+1)=§llm(n+1)=00.
n—->00

n—oo Un n—oo

=§(n+1);

3n+1 ! Un - 3n+1 '37’). - 3n+1l.n1
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Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan.

1 1 Un+1 1 1 n
NUppy =—, Up=-, —=_.2-T,
) Unia n+1’ n-pn Un, n+1’'n  n+1’
. LL1+1 . n . 1
lim = lim = lim —— = 1.
n—oo n-on + 1 n—oo 1

n

1+
n
Bu holda d = 1 bo’lgani sababli Dalamber alomati bilan bu qatorni

yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanini aniqlab bo’lmaydi. Ammo bu

gator garmonik gator bo’lgani uchun u uzoqlashuvchidir.

1 1 Un+1 1 1 n

4) Unsr = (1) (n+2)’ Un = )’ U, | (mtD)(n+2) nm+l)  nez’

U 2=1im = lim —= = 1.
n-oo n n-oon + n—>oon(1+_) n—>ool+_

Bu yerda ham d = 1 bo’lgani uchun Dalamber alomati yordamida bu
qator haqida xulosa chigarib bo’lmaydi. Ammo yuqorida biz bu qatorni
yaqinlashuvchi va uning yig’indisi S = 1 ekanligini ko’rib o’tganmiz.

5 N k k
' Z(4k+3)
k=1

gatorni Koshi alomati yordamida yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
ekanligi aniglansin.

Yechish: U,, = (—)" bo’lgani uchun lim Y/ U,, = lim /(4n+3)” =

n—oo n—oo

= lim — = lim n3 = lim%=—=l<1.
n—oo 4n+3 n—oo n(4+ﬁ) n—oo 4.+H 4
Demak, berilgan gator Koshi alomatiga asosan yaqinlashuvchidir,
6. Quyidagi qatorlarni integral alomati yordamida yaginlashuvchi

yoki uzoglashuvchi ekanligi aniqlansin.
-1
1)Zn2+1 2);nln3n

Yechish: 1) Qatorning umumiy hadi U,=f(n) n x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaraymiz. Bu funksiya x ning gabul

qilishi mumkin bo’lgan barcha qiymatlarida uzluksiz va kamayuvchidir.
Shuning uchun berilgan gatorni yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
ekanligini aniglashni
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f+oo 2x
1 14x2
xosmas integralni yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini

aniglashga olib kelamiz.

2 im [ 2Py tim e + 1)1
fl 2+170 7 o , x2+1 x_ﬁ—lgloon(x ) =

= ﬁlirp (In(+o) —In2) = In(+) —In 2 = +co.

Demak, xosmas integral uzoqglashuvchi. Bundan berilgan qatorni
uzoqlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2) Berilgan gatorning yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini
1

- . +co
aniglashni [, ——

dx xosmas integralni tekshirish bilan almashtiramiz.

j dx = lim dx= lim | In3xd(lnx) =
, xInd3x B+ ), xIn3x B+ |,

1 I TN Y 11 1
a ﬁl—l>r-|l:loo( 2 lnzx)|1 o 31_1>Too (2 In22 2 lnzﬁ) T 21n22

Demak, xosmas integral yaginlashuvchi. Bundan berilgan gatorning
yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

1
7 ; (n+1)-3"
gatorni yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.
Yechish: U, = D"
Birinchi gatorning har bir hadi (ikkinchi hadidan boshlab) ikkinchi
gatorning mos hadlaridan kichik. Ikkinchi gator maxraji g = § bo’lgan

gatorni ¥, = 3% gator bilan tagqoslaymiz.

cheksiz  kamayuvchi geometrik progressiya bo’lgani  uchun u
yaginlashuvchidir. Taqgoslash hagidagi teoremaga asosan berilgan gator
ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1.Taqgoslash ~ alomatidan  foydalanib  quyidagi  qatorlarni
yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi aniglansin.

1 i X 2 i = 3 i 1 4 i i
) nn’ ) Inn’ ) (n+1)-3"’ ) n5n’
n=1 n=2 n=o0 n=1
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Javoblar: 1)uzoqglashadi; 2) uzoqglashadi; 3)yaginlashadi;
4) yaqinlashadi.

2. Dalamber alomatiga asosan quyidagi qatorlarning yaginlashishi
tekshirilsin:

1)E+f+i+i+...; 2)1+£+i+§+...;
3 9 27 81 2! 3! 4!
12 | 123 _ 3 32 33 _
YL+t D+ tastay T

: i 3" ; i4n—3
) 12720+ 1) ) Nk
n= n=

Javoblar: 1) yaqginlashadi; 2) yaginlashadi; 3) yaginlashadi;
4) uzoglashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaqginlashadi;

3. Integral alomati bilan quyidagi gatorlarning yaginlashishi
tekshirilsin:

101, 1 11 1
Dit+g+g+stos D+ ErEtmt
1,230 V1 1 1o,
3)23-|_33-|_43+ ’ R veribTeriTer i
5\ 1 2 + 3 +...; 6\ 1 + 1 + 1 +...;

71412 " 1422 ' 1432 7329 " 529 ' 724

- 1 - 1
S 8 - .
7); 1/ (2n — 3)?2 ) ;(TH' Dvn

Javoblar: 1) uzoglashadi; 2) uzoqglashadi; 3) yaqinlashadi;
4) yaginlashadi;5) uzoglashadi; 6) yaginlashadi; 7) uzoglashadi;
8) yaqginlashadi;

4.Quyidagi gatorlarni Koshi alomatidan foydalanib yaginlashishi
tekshirilsin:

[oe] [o'e) le
" z N ) z k
) (n+1)' ) 2k
n=1 k=1

Javab: 1) yaqinlashadi; 2) yaginlashadi;
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§3. Ishoralari navbatlashuvi va o’zgaruvchan ishorali sonli qatorlar

Ta’rif: Barcha hadlari musbat bo’lgan U,,U,,Us, ..., Uy, ... sonli
ketma-ketlikdan tuzilgan

n
Z(—1)k+1uk S Uy = Uy +Us = Uy + o+ (1)U, + o (U, >0) (1)
k=1

ko’rinishdagi qator ishoralari navbatlashuvchi gator deb ataladi.
Teorema (Leybnis teoremasi): Agar ishoralari navbatlashuvchi
U —U,+Us—Uy+ -+ (—D"U, + -
gatorning hadlari

U1>U2>U3>"'
va
lim U, =0

n—->00

bo’lsa, (1) gator yaqinlashadi va uning yig’indisi musbat bo’lib u birinchi
haddan katta bo’Imaydi.
Ta’rif: Agar gatorning hadlari orasida musbatlari ham, manfiylari
ham bo’lsa, qator o’zgaruvchan ishorali gator deb ataladi.
Bu ta’rifdan ishoralari navbatlashuvchi qator o’zgaruvchan ishorali
gatorning xususiy holi ekanligi kelib chigadi.
Teorema: O’zgaruvchan ishorali gator
u,+U,+U;+--+U,+
hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
|Ur| + U] + |Us| + - + |[Up | + -
qator yaqinlashsa, berilgan o’zgaruvchan ishorali qator ham yaqinlashadi.
Ta’rif: Quyidagi o’zgaruvchan ishorali
u,+Uu,+U;+--+U,+
gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
Uy | + [Uz| + [Us| + -+ [Up| + -
gator yaginlashsa, berilgan gator absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
Ta’rif: Agar o’zgaruvchan ishorali gator hadlarining absolyut

qiymatlaridan tuzilgan gator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda o’zgaruvchan
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ishorali qatorning o’zi absolyut yaginlashuvchi deyiladi. Agar keyingi
qator uzoqlashuvchi bo’lib, dastlabki qator yaqinlashuvchi bo’lsa, unda
dastlabki gator shartli yaqginlashuvchi gator deb ataladi.

Teorema: Agar qator absolyut yaqginlashuvchi bo’lsa, uning
hadlarini o’rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirilganda ham y absolyut
yaginlashuvchanligicha qoladi. Bu holda gatorning yig’indisi o’zgarmaydi
va qator hadlarining tartibiga bog’liq bo’lmaydi.

Teorema:
n
D U
k=1

qator shartli yaqinlashuvchi va uning yig’indisi S bo’lsin. Unda bu gator
hadlarining o’rinlarini shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil

bo’lgan
n
DT
k=1

sonli gator yig’idisi oldindan berilgan ixtiyoriy Sy, # S soniga teng bo’ladi.
Bundan tashqari

DT

k=1

qator uzoglashuvchi bo’lishi ham mumkin.
Misollar:
1.Quyidagi gatorlarning yaqginlashishi tekshirilsin:

it ol ol
D1-c4s—g+ (D" -
1 1 1 1
Dl-o 4 —g+ DM =+

Yechish: 1) Berilgan gatorning hédlari
111 1

1,5,5,1, ...,E,
ketma-ketlikning hadlaridan iborat. Bundan tashqari quyidagi

1>1>1>1>
2 3 4

munosabat o’rinlidir. Ikkinchi tomondan

lim U, = lim—-—=20
n—oo n-oon
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bo’lgani uchun gator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilyapti. Demak,
berilgan gator yaginlashuvchi.

2) Bu yerda ham berilgan gatorning hadlari
111 1

)i)i)i) "')n! ) =un
ketma-ketlikning hadlaridan iborat va uning uchun quyidagi
1 1 1 1
1>5>§>Z>m>ﬁ>m
tengsizlik o’rinlidir. Ikkinchi tomondan

0.

ats Un = a0 Gyl

bo’lgani uchun gator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilyapti. Demalk,

berilgan gator yaginlashuvchi.
sina sin2a sin3a sinna

2.t — o+
1 2 3 n
gatorning yaginlashishi tekshirilsin, bunda « istalgan son.

Yechish: Berilgan gator bilan birga
sina sin2a sin3a
12 22 T 32 o

1 1 1 1

gatorlarni garaymiz. Bu qator yaginlashuvchidir. Berilgan qatorning
hadlari bu gatorning hadlaridan katta emas. Demak, berilgan qator
yaqgilashuvchidir. Lekin ko’rib o’tilgan teoremaga asosan, berilgan
o’zgaruvchan ishorali gator ham yaqinlashadi.

3.1-— % + g — i + ---qator tekshirilsin.

Yechish: Berilgan gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
garmonik gator

sinna

+ - va

n2

I L
2 '3 4 n

uzoqglashuvchidir. Lekin Leybnis teoremasiga asosan berilgan gator
yaqginlashuvchidir. Chunki uning hadlari 1%;% ketma-ketlikning

hadlaridan iborat va uning uchun
1 1 1 1
1>_>_>_>"'>§>'"

2 3 4
bo’lib, shu bilan birga
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lim U, = lim — = 0.

n—-oo n-oon

Bundan esa berilgan gatorning shartli yaginlashuvchi ekanligi kelib
chigadi.
1 1

1 1 . . c ey
4.1 — st st 5 + -- gator yaqginlashishga tekshirilsin.

Yechish: Berilgan qatornlng hadlarining absolyut giymatlaridan
tuzilgan
1 1 1 1 1
1+2+4+8+E+§+

gatorni garaymiz. Bu qator maxraji 5 bo’lgan geometrik progressiya

bo’lgani uchun u yaqinlashuvchidir. Demak, berilgan qator absolyut
yaqinlashuvchi gator bo’ladi.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1.Quyidagi gatorlarning yaginlashishini tekshirilsin.

1 1 1
1)1_ﬁ+\/_§_ﬁ+“.'
1 1 1
2)1—§+§—;+'“;

1 1 1

) 2In2 3In3  4In4
Javoblar: 1) Yaginlashadi, lekin absolyut emas;

2) absolyut yaginlashadi; 3) yaginlashadi, lekin absolyut emas.
2.Quyida berilgan qatorlarning dastlabki 6 ta hadi yozilsin va
yaqinlashishga tekshirilsin.

(-1 )n ! D" ncosn
D) )Zm' )Z( P

Javoblar: 1) Absolyut yaginlashadi; 2) yaginlashadi, lekin absolyut
emas; 3) uzoglashadi.

3. Quyida berilgan ishoralari  navbatlashuvchi  gatorlarni
yaqinlashuvchi ekanligi ko’rsatilsin va ularni taqribiy giymatlari 0,01
gacha aniglikda hisoblansin

1 1 1
1)1-;4—3—4—4—44‘"';
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NGk
2)7;)n(n +1)(n+2)°
Javoblar: 1) 0,96; 2) 0,04.
4. Quyidagi gatorlarning qaysi birlari absolyut yaginlashishi
aniglansin:

D1-GHg—mtg—+ D™ st
2)%_%.2124_%.2_13_...4_(_1)n+1%.zin+...;

3) 1:2_1;3+1:4_1:5+"'+(_1)nﬁ+'";

4) —1 +5—%—5—j§+5iﬁ—---+(—1)"%+---

Javoblar: 1) Absolyut yaginlashadi; 2) absolyut yaginlashadi;
3) shartli yaqginlashadi; 4) shartli yaginlashadi.

§4. Funksional va darajali gatorlar

Ta’rif: Agar U,(x),n=0,1,2,3,.., biror D sohada aniglangan
funksiyalarning cheksiz ketma-ketligi bo’lsa, ulardan tuzilgan

UrGO+U, (0 + Us() + o Up () + = D U (D)
k=1

gator funksional gator deb ataladi.
x ga anig son giymatlar berib, turli sonli gatorlarni hosil gilish
mumkin. Ular yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi mumkin.
Ta’rif: Agar x = x, nuqtada (1) funksional gatordan hosil
bo’ladigan

Uy i)+ U, (1) + 4 Un (i) + = Y Upxg)  (2)
k=1

sonli qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (1) funksional qator x = x,
nuqtada yaqginlashuvchi deyiladi.

Ta’rif: x ning berilgan funksional gatorni yaginlashuvchi gatorga
aylantiradigan qiymatlari to’plami qatorning yaqinlashish sohasi deyiladi.
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Qatorning yaqinlashish sohasidagi yig’indisi x ning biror S(x)
funksiyasidan iborat bo’ladi.

(1) gator dastlabki n ta hadi yig’indisini S,, (x) bilan belgilaymiz.

Agar gator yaqinlashuvchi va uning yig’indisi S(x) ga teng bo’lsa, u
holda

S(x) = Sp(x) + 1 (x)

bo’ladi. Bu yerda mn,(x) quyidagi U,4;(x) + Uyyo(x) + -+ qator
yig’indisidir.

Ya’'ni

() = Unia () + Unia () + = ) Upl)
k=k+1

Bu holda 7,(x) (1) gatorning goldig’i deyiladi. x ning qatorni
yaginlashish sohasidan olingan barcha giymatlarida
lim S, (x) = S(x)
n—->00

munosabat o’rinli bo’ladi. Shuning uchun
lim 7, (x) = lim [S(x) = Sp(x)] = 0
bo’ladi. Bundan esa yaqinlashuvchi qatorning 7,(x) qoldig’i n — oo da
nolga intilishi kelib chigadi.
Ta’rif: Agar hadlari musbat bo’lgan shunday
a;+a, +az+-+a, + - (2)
yaqinlashuvchi sonli qator mavjud bo’lib, x ning berilgan sohadan olingan
barcha giymatlari uchun

lug ()| < aq, [uz ()| < ag, o) U] < ap, ... (3)
munosabat bajarilsa, u holda
up () + up () +uz(x) + -+ up(x) + - (4)

funksional gator x ning biror o’zgarish sohasida kuchaytirilgan gator deb
ataladi.

Ta’rifdan biror sohada kuchaytirilgan qator shu sohaning barcha
nuqtalarida absolyut yaginlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

Teorema: uy (x) + uy,(x) + -+ u, (x) + -+
Funksional qator [a, b] kesmada kuchaytirilgan qator bo’lsin. S(x) bu
qatorning yig’indisi va S, (x) bu gator dastlabki n ta hadining yig’indisi
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bo’lsin. Bu holda istalgan kichik € > 0 son uchun shunday N musbat son

topiladiki, barchan > N da [a, b] kesmadan olingan har ganday x uchun
1S(x) =S| <&

tengsizlik bajariladi.

Ta’rif: Agar ixtiyoriy har gancha kichik ¢ > 0 uchun shunday N
nomer topilsaki va barcha n > N bo’lganda [a, b] kesmadan olingan
Ixtiyoriy x uchun

1S(x) = Sp(0)] < ¢
tengsizlik bajarilsa, u holda
u () +uy () + -+ u(x) + -
funksional qgator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Kuchaytirilgan gator tekis yaqinlashuvchi qator bo’ladi.

Biror [a,b] kesmada uzluksiz bo’lgan funksiyalardan tuzilgan

yaginlashuvchi
U () +up () + -+ up(x) + -
qator berilgan bo’lsin.

Teorema: Biror [a, b] kesmada uzluksiz bo’lgan funksiyalardan
tuzilgan kuchaytirilgan qatorning yig’indisi shu kesmada uzluksiz
funksiyadir.

Eslatma: Chekli sondagi uzluksiz funksiyalarning yig’indisi uzluksiz
funksiya bo’lishi haqgida ilgari aytib o’tgan edik. Qatorning yig’indisi
uchun bu xossa 0’z kuchini yo’qotadi. Hadlari uzluksiz bo’lgan ba’zi bir
funksional qatorlarning yig’indisi uzluksiz funksiya bo’ladi, hadlari
uzluksiz bo’lgan boshga funksional qatorlarning yig’indisi uzlukli
funksiya bo’ladi.

Teorema: [a,b] kesmada kuchaytirilgan bo’lgan uzluksiz
funksiyalarning quyidagi

u () +uy () + -+ upy(x) + -
gatori berilgan va uning yig’indisi S(x) bo’lsin. Bu holda [a, b] kesmaga
tegishli bo’lgan a dan x gacha chegarada S(x) dan olingan integral
berilgan qator hadlaridan shunday chegarada olingan integrallar
yig’indisiga teng, ya’'ni
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X X X X

jS(t)dt = jul(t)dt+ juz(t)dt+ et fun(t)dt+

d a a a
Eslatma: Agar qator kuchaytirilmagan bo’lsa, qatorni har doim ham

hadlab integrallash mumkin bo’lavermaydi. Buni berilgan qator
yig’indisini f;S(t)dt integrali har doim uning hadlari integrallarining
yig’indisiga teng bo’lavermaydi degan ma’noda tushunish kerak.

Teorema: Agar [a,b] kesmada hosilalari uzluksiz bo’lgan
funksiyalardan tuzilgan

u () +uy(x) + -+ up(x) + -
gator shu kesmada S(x) yig’indiga yaqinlashsa va wuning hadlari
hosilalaridan tuzilgan
Uy () +uy () + -+, (x) + -
qator o’sha kesmada kuchaytirilgan bo’lsa, hosilalar qatorining yig’indisi
boshlang’ich gator yig’indisining hosilasiga teng, ya’'ni
S'(x) =uy () +uy," () + - +u, (x) + .

Eslatma: Hosilalar gatorining kuchaytirilgan bo’lishini talab etish
ahamiyatlidir. Bu shartning bajarilmasligi gatorni hadlab differensiallab
bo’Imaslikka olib kelishi mumkin.

Ta’rif: ay+a,x+a,x*+ -+ a,x™ + -+ ko’rinishdagi funksional
gator darajali gator deb ataladi, bunda

ag, a1,Qay, ..., Ay, ... 0’zgarmas sonlar bo’lib, wular gatorining
koeffitsientlari deyiladi.

Darajali qatorning yaginlashish sohasi biror oraligdan yoki bitta
nuqtadan iborat bo’lishi mumkin.

Teorema (Abell teoremasi): 1) Agar darajali gator argumentning
noldan fargli biror x, giymatida yaqginlashsa, x ning

x| < |xo]
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday qiymatlarida u absolyut
yaginlashadi.

2) Agar darajali gator argumentning noldan fargli biror x, giymatida
uzoqlashsa, x ning

x| > [0
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday qiymatlarida u absolyut
uzoglashadi.
Teorema: Darajali qatorning yaginlashish sohasi markazi
koordinatalar boshida bo’lgan intervaldan iboratdir.
Darajali gatorning yaqginlashish intervali (— %%) bo’lib uni
1

R:T:r]ll_r)go

an

yoki R =

(nt1 lim 3/ |a,|
n—0o

dan topiladi. Bu yerda R =% darajali gatorning yaginlashish radiusi
deyiladi.

Teorema: ag+a;x+a,x%+ -+ a,x™ + -
darajali gator butunlay yaqginlashish intervali ichida yotuvchi istalgan
[—p, p] kesmada kuchaytirilgandir.

1-Natija: Yaginlashish intervali ichida butunlay yotuvchi har ganday
kesmada darajali qatorning yig’indisi uzluksiz funksiyadir.

2-Natija: Agar integrallash chegaralari «, darajali qatorning
yaqinlashish intervali ichida yotsa, qator yig’indisining integrali qator
hadlaridan olingan integrallar yig’indisiga teng bo’ladi.

Teorema: Agar

S(x) = ag+ax+ax?+azx3+ax® + -+ apx™ + -
darajali gatorning yaginlashish intervali (=R, R) bo’lsa, u holda qatorni
hadlab differensiallashdan hosil gilingan
o(x) = a;+2a,x+3a3x%+ -+ na,x"t + -
gatorning ham vyagqinlashish intervali (—R,R) bo’ladi; bunda |x| < R
bo’lsa, p(x) = S'(x) bo’ladi.

Teorema: Agar berilgan darajali qgator (—R,R) oraliqda
yaqinlashuvchi bo’lsa, uning yig’indisini ifodalovchi S(x) funksiya bu
oraliqda ixtiyoriy marta differensiallanuvchi bo’ladi. Bunda S™(x), m =
1,2,3, ... hosilalar berilgan darajali gatorni ketma-ket m marta hadlab
differensiallash orqali topiladi. Bunda hosil bo’ladigan darajali
gatorlarning yaginlashish sohasi (—R, R) oraligdan iborat bo’ladi.

oo
2 n — k
AQpta x+ax“+ -+ apx™ + - = apXx
k=0
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gator bilan birga

(00]

apta,(x —c)+a,(x — )+ -+ a,(x —c)* + - = Z a(x — c)k
k=0
gatorni ham darajali gator deb ataladi. Agar ikkinchi gatorda ¢ = 0 bo’lsa,
birinchi gator hosil bo’ladi. Birinchi qator yaqinlashuvchi va yaqinlashish
radiusi R bo’lsa, u holda ikkinchi gator ham yaqinlashuvi va yaqinlashish

sohasi (c — R, ¢ + R) dan iborat bo’ladi.

Misollar:

1. 1+x+x%+x3+ -+ x™+ - funksional gatorni yaginlashish
sohasi topilsin.

Yechish: Bu gator maxraji x bo’lgan geometrik qatordir. Agar [x| <
1 bo’lsa, berilgan gatorning hadlari cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiya hadlaridan iborat bo’lib, bu holda uning yig’indisi 1Tlx ga teng
bo’ladi. Ya’ni

S(xX)=1+x+x?>+x3+-+x"+ - =$
bo’ladi. Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi (—1; 1) dan iborat

bo’ladi.
COoSX COS2X coS3x cosnx

2. otttk

gator kuchaytirilgan gator ekanligi ishot gilinsin.
Yechish: x argumentning (—oo; +o00) oraliqdagi barcha giymatlarida

cosnx 1
| <= n=123,..)
munosabat o’rinlidir. Bundan tashqari
1 1 1 1
gator yaginlashuvchidir. Demak, berilgan gator kuchaytirilgan gator
ta’rifini ganoatlantiradi.

1 1 1 1 1

1 1
3. (x§ — x) + (xE — xE) + (X7 — XE) 4+ .-+ (xm — xm) + ..
qator yaqinlashuvchi va uning yig’indisi uzlukli funksiya ekanligi
ko’rsatilsin.
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Yechish: Berilgan gatorning hadlari x ning barcha giymatlarida

uzluksiz funksiyalardir.
1 1 1 1 1 1

1
Sn(x) = (x§ — x) + (xE — x§) + (x7 — xE) + ..o 4 (x2n+1 — x2n—1) = =
1
x2n+1 — X,

1
Demak, S,,(x) = x2n+1 — x.

Agar x > 0 bo’lsa,

1
S = lim S, (x) = lim (x2n+1 — x) =1—x;
n—oo

n—->0o

Agar x < 0 bo’lsa,
1
S =lim S,,(x) = lim (—|x|2n+1 — x) =—-1—x;
n—-oo n—-oo
Agar x = 0 bo’lsa, S,;(x) = 0 bo’lib, bu holda S = lim S,,(x) = 0.
n—>00

Shunday qilib, biz quyidagilarga ega bo’1dik:

x <0bo'lganda S(x) = —1 —x,

x =0bo'lganda S(x) = 0,

x> 0bo'lganda S(x) = 1 — x.

Bulardan berilgan gatorning yaginlashuvchi va uning yig’indisi
uzlukli funksiya ekanligi kelib chigadi.

sinl*x sin2*x sin3*x sinn*x
12 t 72 T 32 toeet n2

gator kuchaytirilgan qator ekanligi va uning hadlarini hosilalaridan
tuzilgan qator esa uzoqlashuvchi ekanligi ko’rsatilsin.

Yechish: x ning istalgan giymatida bu gator hadlari ning absolyut

qiymati hadlari musbat bo’lgan yaqinlashuvchi
1 1 1 1
sonli gatorning hadlaridan kichik. Demak, berilgan gator kuchaytirilgan
qator bo’lib y uzluksiz funksiyaga yaginlashadi.
Berilgan gator hadlarining hosilalaridan tuzilgan
cosx + 2%2cos2*x + 3%cos2%*x + .- + ncosn’x + -+

gator uzoglashuvchidir. Chunki x = 0 bo’lganda, y

14+2%+3%24 - +n%+--

gatorga aylanadi. Bu gator esa uzoglashuvchidir.
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5. 1+x+x*+x3+--+x"+-- qatorning yaqinlashish oralig’i
topilsin.

Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz. Bunda u,,; = x™*!
vau, = x" ekanligi ma’lum.

n+1
‘un+1

lim

n—oo

= lim

= lim |x| = |x|.
xh n—00

un

Demak, |x|] <1 bo’lganda, yani (—1;1) oraligda gator
yaginlashuvchidir. x = —1 va x = 1 bo’lganda gatorni Dalamber alomati
yordamida aniglash mumkin emas. Lekin x = —1 va x = 1 bo’lganda
qatorni uzoglashuvchi ekanligini ko’rsatish qiyin emas.

5 x?  x3  x* x™ : : lashish lio’i
.x+;+;+z+---+;+--- gatorning yaqinlashish oralig’i

topilsin.
. . . xn L le+1

Yechish: u,, = o Unt1 == 0T

Dalamber alomatini qo’llaymiz:

- |Unta| _ x™-nl X 1

lim = lim = lim | | = |x|lim =

n-o | U, noo [x"-(n+ 1) nowin+1 n-oon + 1
=0<1.

Limitning x ga bog’liq emasligi va birdan kichikligi tufayli berilgan
gator x ning barcha giymatlarida yaginlashadi.

7.1+ x4+ (2x)% + (3x)3 + .-+ (nx)™ + -+ qatorni yaginlashish
oralig’i topilsin.

Yechish: Berilgan gatorni x = 0 bo’lganda yaqinlashuvchi ekanligi
ravshan. x = 0 dan fargli, hamma giymatlarda uzoglashadi. Chunki x ning
noldan farqgli har ganday giymatida n — 0 da (nx)™ — oo.

2 3 4 n
8. x ==+ ="+ -+ (=1)"" 1=+ - darajali gatorning
yaginlashish radiusi topilsin.
. 11 1
Yechish: a,, = (—1)" 1;, Aner = (D" —.
Darajali gatorni yaqginlashish radiusini topish uchun Dalamber

alomatini qo’llaymiz.
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an

1

_ D" n+1 1

= lim = lim = lim <1 +—> = 1.
n—oo (_1)71—1 . 1 n—oo n n—oo n

n+1
Demak, berilgan qatorning yaginlashish radiusi R=1 va

yaqinlashish oralig’i (—1; 1) dan iborat ekan.
4 73242 1 (A%2,3 4 .,
Q. 1+11x+(15) X +(23) x° 4+ (
gatorni yaqginlashish radiusi topilsin.

Yechish: Bu gatorni yaqginlashish radiusini topish uchun
1

lim V/|a,|

n—->00

Koshi alomatidan foydalanish qulaydir. Unga asosan

R = lim
n-0 1Ay 4q

3n+1
6n+5

x4 - darajali

R =

1 _ 1 . 6n+5 6+%
e nel, medntl al3nil ateg 1 °
,P_EEIO (6n+5)n 6n + 5 n
Demak, R = 2.

10. 1 —x+x2—x3+ -+ (=1)"x™ +--- darajali qator hadlab
integrallansin.

Yechish: Berilgan darajali qatorni yaqinlashish oralig’i (—1;1)
oraligdan iborat. Shuning uchun uni [0;t] € (—1;1) kesmada hadlab
integrallash mumkin. U holda berilgan qatorning yig’indisi

S(x) =

1+x
dan olingan integral qator hadlaridan olingan integrallar yig’indisiga teng
bo’ladi. Ya’ni,
£ dx xZ x3 x4— xn+1
m: ln(l +X) =X—7+?—Z+"'+ (_1)n_17’l—+1+ =1 <x < 1.
0

i sin® . (x —4)" =sin31 + Sin31(x —4) + sin31(x —4)% + -
4 n+1 2 3
n=
gatorning yaginlashish radiusi topilsin.
Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
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|
S ¥ 1

= lim

n—->0o

R = lim

n—-oo

3
Ap+1

SinL 1
= lim( n-{l) - lim (%)
n—-oo ) n—oo .
sty + 2 stny + 2
3
. n+2
lim (77) =1

Bu yerda biz limitni hisoblashda lim &% = 1 ajoyib limitdan

n-oo X

foydalandik. Berilgan gator x — 4 ning darajalari bo’yicha gator bo’lgani
uchun uning yaginlashish sohasi —1 <x —4 <1 yoki 3 <x <5 dan
iborat bo’ladi.

o
S +2

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1. Quyidagilardan gaysi biri funksional gator emas ?

. i cos’nx . ) i sin®nx .
) (n+1)2’ ) (n+1)2’
n=0 n=0
] z cosnx + sinnx A Z cos’nx + sin’nx
) . (n+1)?2 7’ ) (n+ 1)? '
oy -
V2 + 3%
2. _
(n—1)!
n=1

gatorni [0, a](a > 0) kesmada yaqginlashuvchi va uning yig’indisi uzluksiz
funksiyadan iborat ekanligi isbotlansin.

3. |x|] <1 bo’lgandal + x + x% + x3 + --- gatorning yig’indisi va
qoldig’i topilsin hamda [O, %] kesmada tekis yaqinlashishi ko’rsatilsin.

4. Quyidagi qatorlarning qaysi biri ko’rsatilgan kesmalarda
kuchaytiril gan qator bo’ladi ?

D1+%+§+§+m+§+m (0 <x<1);

2 3 n
2)1+5+5+S 4+ 4 (0Sx<1);

sinx sin2x sin3x sinnx

3) —m t -ttt (0;:2m).

Javoblar: 1) kuchaytirilgan; 2) kuchaytirilgan emas;
3) kuchaytirilgan.

5.Quyidagi funksional gatorlarni yaginlashish sohasi topilsin.
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(o'e] 1 o0 \ ' o0 1
1);n(x+2)n; 2);"“5‘" %; 3) ;(n+x)(n+x+1)

Javoblar: 1)(—o0; —=3] U (—1;4+); 2)x # % + km, k € z;

Nx+—-kk=123..)
1. Quyidagi funksional gatorlarni yaqinlashish sohasi topilsin.

D14otmptg 2 ilgnx
) x x% x3 ) — n
tg?x tg3x tg*x = 1

e 4 - .

3) tgx + 2 t5r 2 )Zx2+n2’

Javoblar: 1) (—oo0; —1) U (1; +00); 2)[0,1;10];
1 1
3) (k - Z)n <x< (k + Z) Tk =0,41,42, ... 4) (—o0; +c0).

7. Quyidagi darajali gatorlarni yaginlashish sohasi topilsin.

x% x3 x*
Dx+—t=—t=—.. —2)nx2n
R Z)E_(Z)x

x — 4 2n—1
3)1+21x+3x%+41x3+ - 4)2( n"- 1(271—_)1;

2n+1 (n|)2
5)Z:(n+1)!(x+5) ; 6)2(271)'

mmMaﬂ)pnnﬁn(J_f)3ﬁmmx—o
da yaginlashadi. 4) [3;5]; 5)(—o0; +); 6)|x| < 4.
- 1
] nm+x)((n+x+1)
gatorni (—1; +o0) oraligda hadlab integrallash mumkinligini ko’rsating va

integrallang.
9. Quyidagi gatorlarning yaqginlashish intervallari aniglansin va

ularning yig’indilari topilsin:
1)1 —3x%+5x*—7x%+ -
Ko’rsatma. S yig’indini topish uchun avval [ ;C sdx topilsin.
x?  x3

2) % + — + — + -
)X+ ot
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ds oy -
Ko’rsatma. Avval — topilsin.

2

Javoblar: 1) |[x| < 1 bo’lganda Tx2)?

—In(1 — x).

2)[-1;1) bo’lganda

§5. Teylor va Makloren qatorlari

Quyidagi berilgan
ag + a,(x —x) + a,(x —x9)? + az(x —x0)> + -+ a,(x —x)" +--- (1)
darajali qatorning yig’indisi (xy — R,xo + R) yaqinlashish oralig’ida
ixtiyoriy marta differensiallanuvchi biror S(x) funksiyani aniglashi
ma’lum. Bunga aksincha masalani, ya’ni yig’indisi berilgan f(x)
funksiyaga teng bo’lgan darajali qatorni topish masalasini gqaraymiz.
Bunda f(x) funksiya biror x = x, nugta va uning biror atrofida ixtiyoriy
marta differensiallanuvchi deb hisoblanadi.
Aytaylik x = x, nuqgtaning biror atrofida
f() =ag+a;(x —x¢) + az(x — x0)* + - + an(x — x0)" + -+ (2)
tenglik o’rinli bo’lsin. Bundagi a,(n =0,1,2,...) koeffitsientlarni
topamiz. Berilgan gatorda x = x, deb olsak, u holda
ao = f(xo)
bo’ladi. (2) darajali gatorni hadlab differensiallab
f'(x) =a; +2a,(x — xg) +3az(x — xg)% + -+ na,,(x —xx)* t + -
tenglikni hosil gilamiz va unda x = x, deb olib
a; = f'(x)
ni topamiz. Oxirgi gatorni yana differensiallab
f"(x) =2 1ay +3-2a3(x — xo)+...+n(n — Da, (x — xo)" % + -
darajali gatorni hosil gilamiz va unda x = x, deb olib

_ (o) _ fM(x0)

LT T T
ni topamiz. Bu jarayonni davom ettirib
(M) (4
VARG S
n!

ni hosil gilamiz. Topilgan koeffitsientlardan foydalanib
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FGxo) + 280 (x = xg) + L2050 (g2 4 LD (o yyn o (3)
ni hosil gilamiz.

Bu darajali gator f(x) funksiya uchun Teylor gatori deb ataladi.

Berilgan f(x) funksiya bo’yicha hosil qilingan (3) Teylor gatorini
garayotganimizda quyidagi 3 hol bo’lishi mumkin:

-(3) darajali qgator x = x, nuqgtadan boshga barcha nugtalarda
uzoglashuvchi;

-(3) gator yaginlashuvchi, ammo uning yig’indisi berilgan f(x)
funksiyadan farqli boshga funksiyani ifodalaydi;

-(3) qator vyaqinlashuvchi va uning vyig’indisi berilgan f(x)
funksiyaga teng. Demak,

_ 2 _ n
) = o) + 22 F (ag) + S22 7o) + oo+ Eo fD () ..
Ma’lumki, biz ilgari

FOO = F0) + 552 (o) + S 7 () + oo+ E ) +
+Ry (x)

Teylor formulasi bilan tanishganmiz. Bu yerda R, (x) goldig had deb
ataladi va u quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

_ n+1
R,(x) = %f(n“)[xo + 0(x —x3)],0 <0 < 1.

Bundan — o bo’lganda R,,(x) — 0.
Agar Teylor gatorida x, = 0 deb olsak, u holda Teylor gatorning
xususiy holi bo’lgan quyidagi Makloren qatori hosil bo’ladi.

X / xZ " x" (n)
FGO) = FO) 4+ £/(0) + 5 £7(0) + o+ —= FOV(0) + -
Bunday ko’rinishdagi darajali qatorlar bir qator tatbiglarga ega.

X—Xo

Ba’zi hollarda ff f(x)dx integral ostidagi f(x) funksiyaning
boshlang’ich funksiyasi elementar funksiya bo'lmaydi va uni hisoblash
qiyin bo’ladi. Bunday hollarda f(x) ning boshlang’ich funksiyasi darajali
gatorlar orgali ifodalanishi mumkin. Buning uchun integral ostidagi f (x)
funksiyaning Makloren gatorini topamiz va uni hadlab integrallaymiz.

Darajali gatorlardan differensial tenglamalarni yechishda ham
foydalanish mumkin. Agar berilgan differensial tenglamaning y umumiy
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yechimini aniq topish usuli bizga noma’lum bo’lsa yoki y elementar
funksiyalarda ifodalanmasa, unda yechimni darajali gatorlar yordamida
topish mumkin. Buning uchun bu yechim
Yy =cCo+ X+ x4 4 cpx™ + -

darajali  qator ko’rinishida  izlanadi. Bu yerdagi noma’lum
c,(n=0,1,2,..) koeffitsientlar darajali gatorni berilgan differensial
tenglamaga qo’yish va hosil bo’lgan tenglikning ikki tomonidagi x
o’zgruvchining bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish
orgali topilishi mumekin.

Misollar:

1. f (x) = sinx funksiya Makloren gatoriga yoyilsin.

Yechish: Dastlab f(x) = sinx funksiyaning turli tartibli hosilalarini
topamiz va ularni x = 0 bo’lgandagi giymatlarini hisoblaymiz:

f(x) = sinx, f(0) = sin0 =1,

f'(x) = cosx =sin(x+%), f'(0) = cos0 = 1;
f"(x) = —sinx = sin (x + 2 g), f"(0) =0;
f"'(x) = —cosx = sin(x +3-2), f"(0) = -1;
fV(x) = sinx =sin(x +4-2),  fV(0) =0;

fM(x) = sin (x +n- g), £ (0) = sin (x +n- g)

Bulardan berilgan funksiyaning juft tartibli barcha hosilalari x = 0
bo’lganda nolga tengligini ko’rish mumkin. Shuning uchun berilgan
funksiyani Makloren gatoriga yoyilmasida fagat x ning toq darajalari
gatnashadi.

Uni yozamiz:
x3 XS x7 2n—1

; -y — 4 — 4 oei(=qYFt1___ 4 ...
sinx=x—grt g — ot G e Tt

2. f(x) = e* funksiya darajali gqatorga yoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiyani va uning hosilalarini x = 0 nugtadagi
giymatlarini hisoblaymiz.

f(x) = ex; f’(x) = f”(x) = f”’(x) — e = f(n)(x) = ex;
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f0) =£(0) = f"(0) = f"(0) = = fF™(0) =€ = 1.
Demak, f(x) =e* funksiyaning darajali qatorga yoyilmasi

quyidagicha bo’ladi:
L x x% x3 x* x™
f(x) =e* =1 +ﬁ+§+§+z+“‘+m+"‘
3. f(x) = e™* funksiya uchun Makloren gatori yozilsin.
Yechish: Berilgan funksiyani Makloren gatorini yozish uchun
f(x) = e* funksiya uchun yozilgan Makloren gatoridagi x ni—x bilan

almashtirish kifoya. Demak,

4. f(x) = cosx funksiya Makloren gatoriga yoyilsin.

Yechish: Bu funksiya uchun ham ixtiyoriy tartibli hosila mavjud va
ular
f'(x) = =sinx, f"(x) = —cosx, f""(x) =sinx, f"Y(x) = cosx,
fP(x) = =sinx, ..., f*(x) = FM(x), n=0,1,2, ...
tengliklar bilan aniglanadi. Bu yerda quyidagi tengliklarga eag bo’lamiz:
f(0)=1f(0)=0,f"0)=-1,f"(0)=0,f7(0) =1,..,
fE0) = (1", FED(0) = 0.

f(x) = cosx funksiya uchun ham uning hosilalarini

f™(x) = cos(x + gn)

ko’rinishda yozish mumkinligini e’tiborga olib ixtiyoriy x uchun
| £ (x)| < 1 ckanligini ko’ramiz. Demak, f(x) = cosx funksiyaning
Makloren gatori (—oo; +0) oraligqda yaginlashuvchi va
cosx = 1—x—2+x—4—x—6+---+ (—1)"ﬂ+---
21 4! 6l 2n!

5.f(x) = (1 4+ x)™ funksiya darajali gqatorga yoyilsin.

Yechish: Bu funksiyani hosilalarini topamiz:
f'e)=m@+x)™, f"(x)=mim—-1)1+x)"72
f"(x) =mim—-1)m-2)1 +x)™3, ..,

) =mm-1Dm-=2) .- m—-n+1)A+x)""n=012..
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Berilgan funksiyani va uning hosilalarini x = 0 nuqgtadagi
giymatlarini hisoblaymiz.
f=1f0)=m [f"(0)=m@m-1), f"0)=m@m-1)-
m=2),.. fMO)=m(m-1)(m=2)...-(m—n+1).

Bularni  berilgan funksiya uchun Makloren gatorini Yyozish
formulasiga qo’yamiz. Natijada,

A+0)m=1+0x+ 20,2 p BB 3 4y

2! 3!
n m(m—l).?.l.'(m—n+1) X" 4 o

qator hosil bo’ladi. Bu gatorni binomial gator deb ataladi.
6. f(x) = In(1 + x) funksiya uchun Makloren gatori yozilsin.
Yechish: Berilgan funksiyani va uning hosilalrini x = 0 nugtadagi
giymatlarini topamiz:
f(x)=In(1+x), f(0)=In(1+0)=Inl=0;

f@=r fO=15=1

['0) =g [1@ =1

[0 =g [@ =12

Y@ =g YO =-1-23;
1-2-3-4

fre) = fr=1-2-3-4

(1+x)5’

fWE) = ()t B ) = (v (n - 1)

(1+x)"’
Topilganlarni Makloren qatori formulasiga qo’yamiz:
2 x3 x4 xT
In(1 = - —+———+ ... —1n1 4 ...
n(l+x)=x >t3 7T + (—1) —+

7.f(x) = sinx funksiya uchun vyozilgan Makloren gatoridan
foydalanib sin10° ni giymatini 10~> gacha aniglikda hisoblansin.
Yechish: 10° = — ~ 0,174533 bo’lgani uchun,
T 1

0o —
sinll” =153

O+ G — o (1) +
18 5! 18 7118
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Birinchi ikkita had bilan chegaralanib, quyidagi taqribiy tenglikni
hosil gilamiz:

5in10° = sin— ~ — —1(1)3 = 0,173647.

18 18 6\18 ’

8. [, e™"dx integral hisoblansin.

Yechish: Bu integral ostidagi e~*’ funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi elementar funksiya bo’lmaydi. Shuning uchun bu integralni
hisoblashda e* ning yoyilmasidagi x ni —x? bilan almashtirib, integral
ostidagi funksiyani gatorga yozamiz:

2 X4 X6 x2n
TR T T n!

Bu tenglikni ikkala tomonini 0 dan a gacha chegarada integrallab,

quyidagiga ega bo’lamiz:

a
a _.2 X X x7 a a3 a’ a’
fye*dx = (5 - — )| =iy
0 1 1!-3 215 37 0 1 1!-3 215 317

Bu tenglikdan foydalanib a ning istalgan giymatida berilgan
integralni ixtiyoriy darajada aniglik bilan hisoblash mumkin.

3 5

X

9. [ *% dx integral hisoblansin.

X
Yechish: Dastlab sinx uchun yozilgan gatorni har bir hadini x ga

hadma-had bo’lib % uchun gatorni hosil gilamiz.

_ x3 x> x7
sinx =x—§+§—ﬁ+---
bo’lganligi uchun
sinx x? x*

P TN T
gatorni hosil gilamiz. Bu gator x ning barcha giymatlarida yaginlashadi.
Uni hadlab integrallasak:

a
j sinx a3 a’® a’

dx =a— + -

x 3137515 717
0

hosil bo’ladi. Bu yerda a har ganday bo’lganda ham gatorning yig’indisini
istalgan darajada aniglik bilan hisoblash mumkin.
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Mustagil yechish uchun topshiriglar

1.f(x) =e7* funksiyani darajali gatorga yoying.

x3  x* x5

Javob: 1—x+—'——+—'__.|_
2.f1(x) =e* va f,(x) =e* funksiyalarni darajali gatorga

yoyilmasi dan foydalanib ¢,(x) = shx va ¢,(x) = chx larni darajali

gatorga yoyilmasi yozilsin.
x5 7 2 4 6

Javob:shx = x + =+ X+ 4o chx =1+ +5 45 4.
3! 5! 7! 21 4! 6!
3.f(x) = (1 +x)™ funksiya uchun yozilgan binomial qatordan

foydalanib f; (x) —ﬁ va fo(x) = funksiyalar darajali qatorga

\/_
yoyilsin.
Javob:ﬁ=1_x+x2_x3+...;
1 .1 13,2 1353 .
T = Lo Xt X — e+

4. f(x) = 1n(1 - x) funksiya darajali gatorga yoyilsin.
Javob:In(1—-x) = —x—-—=——-=——-=——... .

5.f(x) = 1+1x2 ni x ning darajalari bo’yicha gatorga yoying.

Javob: 1 — x? + x* — x5 + -+

6. f(x) = arctgx ni x ning darajalari bo’yicha gatorga yoying.
3 5 7

Javob: x—"?+"?—"7+--- (-1<x<1).

7.f(x) = 1+1x2 ni x ning darajalari bo’yicha gatorga yoying.
Javob: 1 —2x +3x%2—4x3+ - (-1<x<1).
8.c0s10° ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,9848.

9.sin1° ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,0175.

10. arctg% ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,1973.
11. f(x) = arcsinx funksiyani darajali gatorga yoying va undan

foydalanib arcsinl ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.
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Javob: 1,5708.
12. fol Si:x dx ni 10~° gacha aniglik bilan hisoblang.
Javob: 0,94608.

13. fol e~*“dx ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.

Javob: 0,7468.

14. [#sin(x?) dx ni 0,0001 gacha aniglik bilan hisoblang.
Javob: 0,1571.

§6. Fur’ye qatorlari

a
70 + a,cosx + bysinx + a,cos2x + b,sin2x+...
yoki
Qo :
> + z (a,, cosnx + b, sinnx) (1)
n=1

funksional gatorga trigonometrik gator deb ataladi. ay,a, va b,
(n=1,2,3,...) sonlar trigonometrik gatorning koyfitsientlari deb ataladi.
Agar (1) qator yaqinlashsa, uning yig’indisi davri 2n bo’lgan f(x) davriy
funksiya bo’ladi, chunki cosnx va sinnx lar davri 2n bo’lgan davriy
funksiyalardir.

Aytaylik funksiya 2n davrlik davriy funksiya bo’lsin. Qanday
shartlar bajarilganda f(x) uchun berilgan funksiyaga yaqinlashuvchi
trigonometrik gatorni topish mumkin degan savolga javob beraylik.

Davri 2w bolgan f (x) davriy funksiya (-m,m) oraligda shu funksiyaga
yaginlashuvchi trigonometrik qatorni tasvirlasin, yani shu qatorni
yig’indisi bo’lsin:

a
f(x) = 70 + Z (a,, cosnx + b, sinnx) (2).
n=1

Bu tenglikning o’ng tomonidagi funksiyadan olingan integral (2)
qator hadlaridan olingan integrallarning yig’indisiga teng bo’lsin deylik.
Bu esa berilgan trigonometrik gatorning koyfitsentlaridan tuzilgan sonli
gator, absolut yaginlashganda, yani

Ao
S|+ lasl 4 b1l + laz] + 1ol 4+ =+ lan + Iby] + - (3)

musbat hadli gator yaginlashganda bajariladi.
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Bu holda (1) gator kuchaytirilgan, demak, uni -z dan = gacha hadlab
integrallash  mumkin. Bundan a, koeffitsentni hisoblash uchun
foydalanamiz. (2) tenglikning ikkala gismini -t dan®= gacha
integrallaymiz:

(0]

T T aO g g
j f(x)dxzf 7dx+ E (f ancosnxdx+f bnsinnxdx>.
—Tt -1 - -1t

n=1
Bu tenglikning o’ng tomonidagi integrallarni har birini alohida-alohida

hisoblaymiz:

T aO
—dx = may,
o 2
T b sin nx
a,cosnxdx =a, | cosnxdx = a, =0,
—TC —Tt n —TT
T _ T cosnx| ™
b,sinnxdx = b, | sinnxdx = —b, = 0.
—TC —TC n —TT
Demak,
g
f f(x)dx = may,
—Tt
Bundan esa,

1 e
ao ZEJ_ f(x)dx.

Qatorning qolgan koeffitsentlarini topish uchun bizga bazi bir aniq
integrallar kerak bo’ladi.
Agar n va k butun son bo’lsa, quyidagi tengliklar o’rinlidir: agar n # k
bo’lsa,

T \
j cosnx cosk dx = 0,
—Tt

~"

yi
f cosnx sink dx = 0, (5)
—Tt

TT
j sinnxsinkdx =0
_T[ J

Agarn = k bo’lsa,
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" )
j cos® kx dx = m,
-1

-~

g1
j sinkx coskx dx = 0, (6)
-1

TT
j sinkxdx =m
o )

(2) gatorning a, va b,, koeffitsentlarini topamiz.
k + 0 bo’lgan biror giymatda a; ni topish uchun (2) gatorning ikkala
tomonini cos kx ga ko’paytiramiz:

a
f(x)coskx = 70 cos kx + z (a, cosnx coskx + b, sinnxcoskx) (2"

n=1
Bu tenglikning o’ng tomonida hosil bo’lgan qator kuchaytirilgandir.

Shuning uchun uni istalgan kesmaga, jumladan, -t dan = gacha
chegaralarda integrallaymiz:

T aO T
j f(x) coskx dx = —f coskx dx +
L 2 —-T

TC TC
+ E <an j cos nx cos kx dx + b, j sin nx cos kx dx)
-t -

n=1
(6) va (5) formulalarni etiborga olsak,

Tt T
j f(x)coskxdx = ay J cos? kx dx = agm,
—Tt —Tt

bundan esa ap, = %ffﬂf(x) cos kx dx (7)
(2) tenglikning ikkala tomonini sin kx ga ko’paytirib, yana - dan &
gacha integrallasak:

N y
j f(x) sinkx dx = by, J sin? kx dx = bym
n .

bo’lib bundan esa b == [ f(x)sinkxdx  (8) nixosil gilamiz,
(4), (7) va (8) formulalar bo’yicha aniglangan koeffitsentlar f(x)
funksiyaning Fur’ye koeffitsentlari deb ataladi. Shunday koeffitsentli (1)
trigonometrik gator f(x) funksiyaning Fur’ye gatori deyiladi.
Tarif. Agar [a,b] kesmani chekli sondgi xq,x5,...,x,_1 huqgtalar
bilan shunday (a,x;), (x1,x5), ..., (x,—1, b) oraliglarga bo’lish mumkin
bo’lsaki, bu oraliglarning har birida berilgan funksiya monoton, yani
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o’smaydigan yoki kamaymaydigan bo’lsa, f(x) funksiyani [a, b] kesmada
bo’lakli monoton deb ataladi.

Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada bo’lakli monoton va
chegaralangan bo’lsa, ta’rifga asosan bu funksiya fagat birinchi jins
uzulish nuqtasiga ega bo’lishi kelib chigadi. Haqigatdan agar x = ¢ nuqta
f (x) funksiyaning uzilish nuqtasi bo’lsa, funksiyani monotonligidan

lim f(x) = f(c—o),

x—c—0

lim f(x)=f(c+o)

x—c+0

limitlar mavjud, ya’ni ¢ nuqta birinchi jins uzilish nuqtasi bo’ladi.

Teorema. Agar davri 2m bo’lgan f(x) davriy funksiya [—m, ]
kesmada bo’lakli monoton va chegaralangan bo’lsa, bu funksiya uchun
tuzilgan Fur’ye qatori shu kesmaning hamma nugqtalarida yaqinlashadi.
Xosil gilingan gatorning S(x) yig’indisi f(x) funksiyaning uzluksizlik
nuqtalaridagi giymatiga teng. f(x) funksiyaning uzilish nugtalarida
qatorning yig’indisi funksiyaning o’ng va chap limitlari o’rta arifmetik
qiymatiga teng bo’ladi, ya'ni agar x = ¢ nuqta f(x)funksiyaning uzilish
nuqtasi bo’lsa, u vaqtda

fle=0)+f(c+0)
S(X)x=c = 2
Davri 2n bo’lgan ¥ (x) davriy funksiya uchun A har ganday son
bo’lganda ham quyidagi teglik o’rinlidir:

m A+2T
f Y(x) dx =j Y(x) dx
—T A
Bundan ¥ (x) davriy funksiyadan uzunligi funksiyaning davriga teng

bo’lgan, istalgan kesma bo’yicha olingan integral doimo bitta va faqat bitta
giymatga ega bo’lishi kelib chigadi.

Yuqoridagi  xossadan, Fur’ye koeffitsentlarini  hisoblashda
integrallash oralig’t (—m,m) ni (AA+2m) integrallash oralig’i bilan
almashtirish mumkinligi kelib chigadi. Yani,

1 A+2T 1 A+2T
ay = — j f(x) dx, a, =— j f(x) cosnxdx,
N T )y
1 A+2T
b, = —j f(x)sinnx dx (9).
T Jx

Agar f(x) juft funksiya bo’lsa, [ f(x) dx =2 [ f(x) dx  (10)
bo’lishi, agar f(x) toq funksiya bo’lsa, u holda
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f_if(x) dxz—j_if(x) dx+f0nf(x) dx (11)

bo’lishi bizga ma’lun.
Agar f(x) toq funksiya Fur’ye qatoriga Yyoyilsa, f(x)coskx
ko’paytma ham toq, f(x) sin kx esa juft funksiya bo’ladi, demak,
ap, = %f_“nf(x) dx, a = %f_nnf(x) cos kx dx, b, =
2 . 2
Ef_nf(x) sin kx =Ef0 dx =0 (12)
ya’ni toq funksiyaning Fur’ye qatori “faqat sinuslarni” o’z ichiga oladi.
Agar juft funksiya Fur’ye qatoriga yoyilsa, f(x) sin kx funksiya toq,
f (x) cos kx esa juft funksiya bo’ladi, demak,

2 (T 2 (T )
a0=—f f(x) dx, ak=—j f(x) cos kx dx,
mJ_ mJ,
' (13)

1 T
bk=—f f(x)sinkxdx =0,
TJo J

ya’'ni, juft funksiyalarning Fur’ye qatori “faqat kosinuslarni” o’z ichiga
oladi.
f(x) funksiya davri 2[, yani 2n dan farqli bo’lgan davriy funksiya

bo’lsa, u holda uni Fur’ye gatoriga yoyish uchun, dastlab

[
x=-t
Tt

almashtirish gilamiz. U holda f(%) funksiya t ning davri 2n bo’lgan

davriy funksiyasi bo’ladi. Uni —m < x < kesmada Fur’ye qatoriga
yoyish mumkin:

[ a N
f (E t) = 70 + Z(ak cos kt + by, sin kt) (14)
k=1

1™ /1 1™ /1
a0=%j f(%t)dt, ak:Ej f(Et>cosktdt,
—Tt —Tt
1™ /1 _
b, = —J f(—t) sinkt dt.
-1

i [
Agar eski o’zgaruvchi x ga gaytsak x = %t dant = x% dt = % dx
bo’lib, bu holda a, a; va by, lar uchun quyidagilarni hosil gilamiz:
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1 (! 1 (! thx )
= Tj f(x)dx, a = 7 f(x) cosde
- > (15)
kx
l_[ f(x)sm—dx )
Natijada (14) formula quy1dag1cha ko’rinishni oladi:
B 0 km  km

flx) = 7 ay cosTx+bk sin—-x (16)

k=1

Mavzuga oid misollar bilan berilgan topshiriglar
1. Davri 2z bo’lgan f(x) davriy funksiya quyidagicha aniglangan:
f(x) = x, - < x<T.
Bu funksiya Fur’ye qatoriga yoyilsin.
Yechish: Berilgan funksiya bo’lakli monoton va chegaralangan.
Demak, uni Fur’ye qatoriga yoyish mumkin. Dastlab Fur’ye
koeffitsentlarini topamiz:

1 (™ 1 " 1 x?
a0=Ef f(x)dx=Ef xdx=E-7
—Tt —Tt

T 2 2

-
u=xdu =dx

1" 1 (" =
a, = —f f(x) coskx dx =—f x coskx dx = dv closkx x| _
TJom TJom U=Esinkx
/[ /[
= %(% sin kx - lf_ﬂ sin kx dx) = %(% sinkm + — sm( k) + 25 > =
T ) —T
1 Ccos TL' COS KTt
= 2(0+0+ =7 -=) =0,
1 g
bk=—j f(x)sinkxdx=—j xsinkx dx =
TJ_g T)_,
1 coskx|™ 1 (T ki1 2
=—|—x +—j coskx dx| = (=1)*t.-—.
T ko|_, kg k
ag, A, by larning qiymatlarini Fur’ye qatoriga qo’yamiz:
sinx  sin 2x sin 3x jeyq SIN KX
fo)=x =22 - + (DR ]

Bu tenglik uzﬂlsh nigtalaridan boshqa hamma nuqtalarda o’rinlidir.
Qatorning har bir uzilish nuqtadagi yig’indisi, uning o’ngdan va chapdan
limitlarining o’rta arifmetigiga, ya’ni nolga teng.
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2. Davri 2n bo’lgan f(x) davriy funksiya quyidagicha aniglangan:
_ (0, agar —-nm<x<0
f(x)—{ x, agar 0<x<m
Bu funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.
Yechish: Fur’ye koeffitsentlarini topamiz:

1" 1° 1" 1™ 1 x2
ao=—| f)dx==| 0-dx+—| xdx==| xdx=—-—
T _ TJ)_ T J, T J, T 2

T

)

_1-[1
1" 1 (" 0
ak:;_] f(x)coskxdx=;j x coskxdx =
—Tt —T

i [xsinex | 1 | kx| k toq bo'lsa 2
_ 1 X SIn Kx 1 ™ . __COSX _ ;_T;
—T[[ - kfo sin kex dx | = —— —{ . , k2m
0 ] 0 k juft bo'lsa, 0.
1 (™ 1[ xcoskx|™ 1 (™
bk=—fxsinkxdx=— - +—f coskx dx| =
T J, Tt k o ko
. |
1 7 agat k toq bo'lsa,
=—Ecoskn=
—%.agar k juft bo'lsa.

Topilganlarni Fur’ye qatori formulasiga qo’yamiz:

T 2 {cosx cos 3x cos 5x sinx sin 2x sin 3x
f(x)z———( — + — +— .|_...).|_( — + _)
4 T 1 3 5 1 2 3

Xosil bo’lgan tenglikda x = 0 deb olsak, u holda

2 B i 1
8 Zi(2n—-1)7?
n=1

3.0 < x < 2m kesmada f(x) = x tenglik bilan berilgan 2 davrli
funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.

Yechish: Bu funksiya [—m; ] kesmada ikkita formula bilan beriladi:
ya’'ni,

_(x + 2m, -t <x <0,
F(x) _{ x, agar 0 < x < m.

Ammo berilgan funksiya [0,27) oraligda bitta f(x) = x formula
bilan ham berilishi mumkin. Fur’ye koeffitsentlarini topishda integrallash
oralig’i (—m, m) ni (4,1 + 2m)integrallash oralig’i bilan almashtiramiz.
Bunda Fur’ye koeffitsentlari quyidagicha bo’ladi:
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1 A+2m 1 A+2m
a0=E j f(x)dx, ak:; j f(x) coskx dx,
2 2

1 A+2m
b, = - f f(x)sinkxdx
2

Bunda A — ixtiyoriy son.
A = 0 deb olib, berilgan funksiya uchun Fur’ye koeffitsentlarini topamiz:

2T 21 2
_1j 0 d _1f d—l-xz ”_2_
ao—n fx x—n xx—nz O—n,
0 0
2T 2T
1 1
ak=—f f(x) coskx dx=—choskx dx =
T T
0 0
1 xsinkx_l_coskxl 2”_0_
Tl ok k21, Y
21 2T
1 . 1 .
bk=—f f(x) sinkx dx=—j xsinkx dx =
T T
0 0
_ll xcoskx_l_sinkxl 2”_ 2
n k k21|, Ok
Demak,
. 2 2 2 2
f(x)=n—ZSlnx——sm2x—§sm3x—Zsm4x—§sm5x—---.

4. f(x) = [cos x] funksiya Fur’ye qatoriga yoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiya (—oo; +00) da uzluksiz va x = g +
+kmn(k € z) dan farqli barcha nuqtalarda bo’lakli-uzluksiz xosilalarga ega.
Bundan tashqari berilgan funksiya davriy va uni davri n ga teng. Shuning
uchun berilgan funksiyaning Fur’ye qatori (—oo; +00) da berilgan
funksiyaga yaqinlashadi.

Funksiya juft bo’lgani uchun,

T
2
4 4 " 4 o 4 4
b, = 0, a0=—fcosx dx = —sinx |2 = —sin———sin0 = —;
[ /[ g T [ /[

0
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n
2
—4j 2 d—4(1)n+1(—12 )
= — cos x ' cos 2nx dx =12
0
Shunday qilib
1 ”+10052nx
|cosx| = ( ) (|x| < o).

-1

5.[—1,1] kesmada f(x) = |x| tenglik bilan berilgan 2[ davrli davriy
funksiya Fur’ye qatoriga yoyilsin.
Yechish: Berilgan funksiya juft bo’lgani uchun by, = 0 bo’lishi

ravshan.
l
Zf . l_2_lz_l
)T | T2 T
0 0
ko 21 0,agar k juft bo'lsa,
ljxcos— Xx=— x coskx dx = B 4] waar k tod bo'lsa
0 22’ Y9 1 '
Demak, berilgan funksiyaning Fur’ye qatoriga yoyilmasi,
T 3T 2p+ Dm
| 4l |cospx cos—x COS——T]——X
e e N O PE)

6. f(x) = arc sin(cos x) funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.

Yechish: Berilgan funksiya (—oo; +0) da uzluksiz va x = krr (k €
z) dan boshqa barcha nuqtalarda bo’lakli-uzluksiz hosilalarga ega. Bundan
tashqgari berilgan funksiya 2n davrli davriy funksiya. Shuning uchun uning
Fur’ye qatori (—o0; +o0) da 0’ziga yaqinlashadi.

Berilgan funksiya juft bo’lgani uchun,

. T
b0 _Zf(n )d _2(m x? 2 n? 72 _o
n=% Q=L )GTY T\ T\ T 2) 7Y
0 0
2 (m 2 (D" -1),
an—Ef(E—x)cosnxdx——E e (n=12,..).
Shunday qilib,

(— 1)" — 1) I ziz cos(2k + Dx

arc sin(cos x) = ——Z( 2kt D)2
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(—o0 < x < +0).
Mustagil yechish uchun topshiriglar

1.Davri 2mt bo’lgan
—x,agar —m < x < 0 bo'lsa,

f(x){ x,agar 0 < x < m bo'lsa.
funksiya Fur’ye qatoriga yoyilsin.

. _m m[cosx  cos3x  COS5x cos(2p+1)x ]
Javob: f(x) =1 4[12 PO I |

2.Davri 21t bo’lgan
—1l,agar — Tt <x <0 bo'lsa,
o ={7% ,
l,agar 0 < x <m bo'lsa.
funksiya Fur’ye gatoriga yoyilsin.

. _ 4[sinx | sin3x | sin5x sin(2p+1)x ]
Javob: f(x)—n[l P I I L T |

3.Davri 2n bo’lgan f(x) = x?(—m < x <m) funksiya Fur’ye
gatoriga yoyilsin.

2
. _ .2 _ T cosx Ccos2x cos 3x
Javob: f(x) =x _?_4(12 Loy o8 _)

2 2
4.f(x) = 71T—2 — x: funksiya (—m, ) oraligda Fur’ye gatoriga yoyilsin.
) cos2x ., cos3x  cos4x
Javob: cosx ———+—————
2 3 4

+Xx
—HT,agar — T <x<0bo'lsa,

5-f(x)={

funksiya (—m, ) oraligda Fur’ye gatoriga yoyilsin.
Javob: sin x + %sin 2x + %sin 3x + -,

%(n —x),agar 0,< x < m bo'lsa.

_(—1l,agar —m <x < 0bo'lsa,
6.f(x) = { —2, agar 0 < x < m bo'lsa.
funksiya Fur’ye qatoriga yoyilsin.
1.6 i sin(2n + Dx
Javob: =5 = Cn+1)

n=0
7.f(x) = m+ x funksiya (—mw < x < ) oraligda Fur’ye qatoriga

yoyilsin.
Javob: f(x) :n__l_Z(Sinx_51r122x+31r;3x_sn;4x )
8. Quyidagi davri 21 bo’lgan funksiyalar Fur’ye qatoriga yoyilsin.
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1) f(x)=1,0<x<lvaf(—x)=—f(x);
2) fx)=1—x,0<x<1vaf(—x)=f(x), l=1.
_(0,agar —1 <x < 0bo'lsa,
3) f(x) = { x, agar 0 < x < L bo'lsa.
Javob:
1 5mtx

4 . TTX 1 . 37nx .
1)—[sm—+— T-I‘ESlTlT‘F“'];
cosrtx COS 31X
2) 5+ = |25 >
3
3Tx

ro]s
. 2TX
)Z_ﬁ ST-I-—COS—-l- ]+ [SlTlT——S —+- ]

V. BOB. KARRALI INTEGRALLAR
§1. Ikki o’Ichovli integral

Oxy tenkislikda L chiziq bilan chegaralangan D yopiq sohada
uzluksiz bo’lgan z = f(x, y)funksiya berilgan bo’lsin.

D sohani ixtiyoriy chiziglar bilan n ta bo’lakga bo’lamiz va u
bo’laklarni AS;, AS,, AS5, ..., AS,, lar bilan belgilaymiz. Ular D soxani n ta
bo’lakga bo’lgandagi bo’lakchalarning yuzalarini bildiradi. AS;
yuzlarining har birida P; nugtalarni tanlaymiz (1-chizma). U holda
P;, P, ..., B, nuqtalar hosil bo’ladi. Funksiyaning bu nuqtalardagi
giymatlarini f(Py), f(P,), ..., f(B,) lar bilan belgilaymiz va quyidagi
yig’indini tuzamiz:

Z

v T )
/ J/\JJ Y
L\ I\
X P, =
_J_)%
0 X -

1-chizma 2-chizma
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= f(PAS; + f(P2)AS, + -+ f(B)AS, = zf(P )AS; (D

Bu yig’indi D sohada f(x,y) funksiya uchun integral yig’indi
deyiladi.

Agar D sohada f(x,y) =0 bo’lsa, u holda har bir f(P;)AS;
qo’shiluvchini, geometrik jixatdan asosi AS; ga, balantligi esa f(P;) ga
teng bo’lgan silindrchaning haymi deb qarash mumdkin.

V, yig’indi, ko’rsatilgan elementar silindrchalar hajmlarining
yig’indisi bo’ladi (2-chizma).

Berilgan D soha uchun f(x,y) funksiya yordami bilan tuzilgan
integral yig’indilarining D sohani AS; bo’laklarga turli usullar bilan
bo’lishdan hosil gilingan ixriyoriy

Vi Vg eoos Vo oo (2)
ketma-ketlikni garaymiz. n;, — oo da AS; yuzlarning eng kattasini diametri
nolga intiladi deb olamiz.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya D yopiq sohada uzluksiz van — o
da AS; yuzaning eng katta diametri nolga intilsa, u holda (1) integral
ti’indilaridan xosil bo’lgan (2) ketma-ketlikning limiti mavjud bo’ladi. Bu
limit (2) shakldagi har ganday ketma-ketlik uchun bir xil va u D sohani
AS; yuzga bo’lish usuliga hamda bu AS; yuz ichida P; nugtani tanlab olish
usuliga bog’liq bo’lmaydi.

Bu limitga f(x,y) funksiyaning D soha bo’yicha olingan ikki
o’lchovli integrali deyiladi va

j f f(P) ds yoki i f(x,y)dxdy

D
ko’rinishda belgilanadi.
Demak, quyidagi tenglik o’rinlidir:

dla,!rllg;ﬁOZf(P ) S, = j Fexy)dxdy  (3)
Bu yerda D soha mteqrallash sohasi deylladl

Agar f(x,y) = 0 bo’lsa, f(x,y) funksiyaning D soha bo’yicha ikki
o’lchovli integrali z = f(x,y) sirt, z = 0 tekislik va yasovchisi 0Z o’qiga
parallel, yo’naltiruvchisi esa D sohaning chegarasidan iborat silindrik sirt
bilan chegaralangan jismning hajmini bildiradi.
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Teorema. Ikki funksiya yig’indisining D soha bo’yicha olingan ikki
o’lchovli integrali ularning har biridan shu D soha bo’yicha olingan ikki
o’lchovli integrallar yig’indisiga teng:

[y +oamids = [[ repds+ [[owndas @
D D D

Teorema. O’zgarmas ko’paytuvchini ikki o’lchovli integral
belgisining oldiga chigarish mumkin: agar ¢ o’zgarmas son bo’lsa, u
holda:

!) | crnmds =c j | reyas 5)

Teorema. AgarD soha ichki umumiy nuqtalarga ega bo’lmagan D,
va D, sohaga bo’lingan bo’lsa va f(x,y) funksiya D sohaning barcha
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, u holda:

ijf(x,y)ds=Df!f(x,y)ds+lzjf(x,y)ds (6)

Y =100, ¥ =00 (p:(x) < 9,(x)), x=a, x=b(a<Dbh)
chiziglar bilan chegaralangan D sohani Oy o’qqa parallel bo’lgan har
qanday to’g’ri chiziq (D sohaning ichki nuqtasidan o’tuvchi) uni faqat
ikkita N; va N, nuqtalardagina kesib o’tsa, u holda D sohani Oy o’q
yo’nalishida to’g’ri bo’lgan soha deyiladi. Ox 0’q yo’nalishida to’g’ri
bo’lgan soha ham shu kabi aniglanadi (3-chizma).

ylk
f(X) 32
w1
/
f1(x)
@) a b x=

3-chizma
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Ham Ox, ham Oy o’qlar yo’nalishida to’g’ri bo’lgan sohani gisqacha
to’g’ri soha deb ataymiz (3-chizma).
f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz bo’lsin. Quyidagi ifodani

garaymiz:
b [/ $2(x)
o= ( | f(m)dy)dx )

a \¢1(x)
Bunga f (x, y) funksiyaning D soha bo’yicha olingan ikki karrali integrali
deb ataladi. Uni hisoblash uchun x ni o’zgarmas deb qarab, qavs ichidagi
y ga bog’liq integralni hisoblaymiz. Integrallash natijasida x ga bog’liq
funksiya hosil bo’ladi:

@2(x)

O (x) = ff@mﬂy (8)

®1(x)
Bu funksiyani x bo’yicha a dan b gacha chegarada integrallaymiz.
b

Jo = [ @@adx 9
a
Natijada biror o’zgarmas son hjosil bo’ladi.

D soha x o’zgaradigan (a dan b gacha) oraligning hammasida y =
@1(x), y = @,(x) funksiyalardan birini analitik ifodalab bo’lmaydigan
soha bo’lib gqolishi mumkin.

Masalan, a < ¢ < b bo’lib, [a,c] kesmada ¢,(x) = Y(x), [c, b]
kesmada ¢;(x) = A(x) bo’lsin. Bunda ¥ (x) va A(x) funksiyalar analitik
usulda berilgan (4-chizma). Bu holda ikki Kkarrali integral quyidagicha
yoziladi:

b / ¥2(x) c [/ P20%) b [/ $2(x)
| ( | f(x.y)dy>dx= | ( | f(x.y)dy>dX+ | < | f(x,y)dy>dx=

a \@1(x) a \Yx) c \p1(%)
c /P2(x) b /P2(x)

=] j f(x,y)dy dx+j j f(x,y)dy |dx (10)
a \P(x) ¢ \A(®)
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yA y=p2(X)
QM| AT
) a C b X
4-chizma

Ikki karrali integral bir gqator xossalarga ega:

1-xossa. Agar Oy o’q yo’nalishida to’g’ri bo’lgan D sohani Oy yoki
Ox o’qqga parallel to’g’ri chiziq bilan ikki D; va D, sohalarga bo’linsa, u
holda D soha bo’yicha olingan ikki karrali J, integral D, va D, sohalar
bo’yicha olingan ikki karrali integrallarning yig’indisiga teng bo’ladi,
ya’ni

Jo =Jp, b, (11)

Natija. Agar D sohani koordinata o’qlariga parallel to’g’ri chiziqlar
bilan istagancha Dy, D, ... . D; to’g’ri sohalarga bo’lish mumkin bo’lsa, u
holda

Jo =Jp, +Jp, + -+ Jp, (12)
o’rinlidir.

2-xossa. f(x,y) funksiyaning D sohadagi eng kichik va eng Kkatta
giymatlari m va M ga, yuzi esa S ga teng bo’lsa, u holda quyidagi
munosabat o’rinli bo’ladi:

b §02(x)
mS Sf J f(x,y)dy |dx < MS (13)
a (Pl(x)

3-xossa. f(x,y) uzluksiz funksiyaning D soha bo’yicha olingan ikki
karrali integrali, D sohaning S yuzini funksiysning D sohadan olingan
biror P nuqtadagi qiymatiga ko’paytirilganiga teng, ya’ni

-166 -



b / ¢2(x)
j ( j f(x,y)dy>dx=f(P)-s (14)

a \¢1(x)
Teorema. f(x,y) uzluksiz funksiyaning D to’g’ri soha bo’yicha

olingan ikki o’lchovli integrali funksiyaning o’sha soha bo’yicha olingan
ikki karrali integraliga teng, ya’ni

b @2(x)
|| reaxay= [ [ faway|ax  as)
D a @1(x)

v = || repds = || feyrdxy

Ikki o’lchovli integral geometrik jihatdan Z = f(x, y) sirt, Z = 0 tekislik
va yasovchisi Oz o’qga parallel, yo’naltiruvchisi esa D sohaning
chegarasidan iborat bo’lgan silindrik sirt bilan chegaralangan jismning
hajmini bildiradi. Shuning uchun ikki o’lchovli integraldan jismlarning
hajmlarini topishda foydalanish mumkin.

3 Z=D(x,y)
Z

v

5-chizma

Agar hajmi izlanayotgan jism, yuqoridan Z = ®,(x,y) = 0 sirt,
quyidan Z = &, (x,y) = 0 sirt bilan chegaralangan va ikkala sirtninng
Oxy tekislikdagi proyeksiyasi D sohadan iborat bo’lsa, u holda bu

jismning V hajmi ikkita silindrik jism hajmlarining ayirmasiga teng
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bo’ladi; bu silindrik jismlardan birinchisining pastki asosi D sohadan, ustki
asosi Z = ®,(x,y) sirtdan, ikkinchisining pastki asosi D sohadan, ustki
asosi Z = @, (x, y) sirtdan iboratdir (5-chizma).

Shunung uchun bu holda V hajm ikkita ikki o’lchovli integrallarning
ayirmasiga teng:

V= ff D, (x,y)dxdy — ﬂ D, (x,y)dxdy = ﬂ[d)z(x,y) — @, (x,y)]dxdy (16)

(16) formula @, (x,y) va ®,(x, y) funksiyalar manfiy bo’lmagandagina
emas, balki ular @,(x,y) = ®,(x,y) munosabatni ganoatlantirganda ham
o’rinlidir.

Agar D sohada f(x,y) funksiya o’z ishorasini o’zgartirsa, sohani ikki
gismga ajratamiz: 1) f(x,y) = 0 bo’lgan D, soha; 2) f(x,y) < 0 bo’lgan D,
soha. So’ngra bu sohalar bo’yicha ikki o’lchovli integrallarni hisoblaymiz.

Agar

j f(x, y)dxdy

D
integralda f(x,y) = 1 ,0’Isa, u holda integralning ko’rinishi

!) j dxdy

bo’lib, u D sohaning yuzini bildiradi. Demak,

S=dexdy
D

Agar D soha to’g’ri soha bo’lsa, u holda yuza

b / P2(x) b
5 = f f dy | dx = f [02() — @ ()]
a \¢1(x) a

ga teng bo’ladi.
z= f(x,y) sirt, z=0 tekislik va yo’naltiruvchisi D sohaning
chegarasidan iborat bo’lgan to’g’r1 chiziq, yasovchisi esa 0z 0’qqa parallel
silindrik sirt bilan chegaralangan jismning V hajmi, D soha bo’yicha
f (x,y) funksiyadan olingan ikki o’Ichovli integralga teng. Ya’ni
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= [ reyas
D

Misollar:

1-] (x? +y2 + 1)ds

ikki o’Ichovli integral hisoblansin. Bunda D soha -1 <x <1, 0<y <2
tengsizliklar bilan berilgan.

Yechish: Bu yerda f(x,y) =x%+y%+1 bo’lib, u D sohada
uzluksiz. Shuning uchun berilgan ikki o’Ichovli integral mavjud. Uni ikki
xil usul bilan hisoblashimiz mumkin.

1-usul.
1 2 1 ; 2
2 2 2 2 , y
D 1 9 7 0
1 B 1 1
._j<22+8+2)d j(z +1ﬂd m:+14 2.2,
= X 3 X 3 — 3 3 X — - .
-1 1 _1
FRE LR
3 3 3
2-usul.

2 1 2 1

U(x +y? +1)ds—jdyJ(x +y? +1)dx—jdy zf(x +y2 + 1)dx =

0

2 " )
3
=2f<x?+xy2+x) dy = Zf ~+y° +1 dy = 2.[ dy—
0 J J
_2(31—3+f ) 2—2(§+§)_2
— ez T3Y O_ L

Z'I.Ix\/1+(x2—1)sin2yds
D

- 169 -



S

integral hisoblansin. Bu yerda D soha x =0, x=1, y = R4 =§
chiziglar bilan chegaralangan.

Yechish: Integral ostidagi funksiya D sohada aniglangan va uzluksiz.

Shuning uchun uning ikki o’Ichovli integrali mavjud.
Y

2 1
ﬂx\/1+(x2—1)sin2yds = jdij\/1+(x2—1)sin2ydx
D T 0

1

dy =

s
H 1 2
3
=f2 . '§[1+(x2—1)sin2y]§
Vs
Z 0

T
2
dyzlf 1 \/(1+(x2—1)sin2y)3
3) sin? y
4

1
3

n n n

Fo1 1 21—<:os3y 1(( 1 1—sin?y
1—cos3y)d =—j—d =—j — - d

Jsinzy( cos® y)dy 3) sin? y Y 3) <sin2y sin? y cosy) Y

4 4 4

T
1 1 5 1 2 V2\ 1 V2
3( ctgy+Siny+smy)z 3(1+1 \/§+1 2) 3< V2 2)
4
_1f6-22-V2\ _1(6-3V2\ V2
3 2 3\ 2 B 2"

Biz berilgan integralni hisoblash uchun dastlab "x" bo’yicha, so’ngra
"y" bo’yicha integralladik. Agar dastlab "y" bo’yicha integrallamoqchi

bo’lsak, u holda [ /1 + (x2 — 1) sin® y dy integralni hisoblab bo’lmas edi.
Iky

aan-t
N

6-chizma

3.][(2x+y)ds
D
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ikki o’Ichovli integral hisoblansin. Bu yerda D soha x* + y* =9, x? +
y? =25 aylanalar va y=0, y=3 (x>0) to’g’ri chiziqlar bilan
chegaralangan.

Yechish: Dastlab D sohani tasvirlaymiz (6-chizma).

x?+y%2 =9 va x?+y?=25 lardan x; =9 —y?% va x, = /25 — y2

larni hosil gilamiz. Shunday qilib,
3 VB2

jj(2x+)’)d8=0jdy\/$ (2x+y)dx—f(x +xy)“/\/zi

(25 -y2—9+y2 +yJ25 =y = y,[9—y?) dy =

dy =

o, O — >

(16+ym—y 9—y2)dy=

3
_ 178

= [16y 2 (25— y?): + 2 (9~ y2)|

0
4. f(x,y) = x + 2y funksiyadan y = 8x, y =%x2 vax=1,x=3

chiziglar bilan chegaralangan D yopiq soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli
integral hisoblansin.
Yechish: Dastlab D sohani tasvirlaymiz (7-chizma).

%xz < 8x tengsizlikni yechib 0 < x < 16 ni topamiz. Chizmadan

p(x) = %xz, @, (x) = 8x deb garaymiz. Bu funksiyalar [1,3] kesmada
uzluksizdir. Shuning uchun biz

b @2(x)
ﬂfuww—jm.f £ y)dy
a P1(x)

Formuladan foydalanamlz Demak,

ff(x+2y)ds—fdx j(x+2y)dy j(xy+y2)

7
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3
= 602,1.
1
5.y = 2 —x?%, y = x chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzi
topilsin.
Yechish: Berilgan chiziglarni kesishish nugtalarini topamiz
(8-chizma).

3
3 4 5
— Z_x_ 2_1 4 — 3_x__x_
—j(8x 2+64x 4x)dx— 24 3~ 20
1

™

01 3 x°
7-chizma 8-chizma

Kesishish nuqtalarida ordinatalar teng, ya’ni x = 2 — x2. Bundan x?2 +
+x—-2=0, xy =-2, x, =1. Shunday qilib berilgan chiziglarni
kesishish nugtalari M;(—2;—2) va M,(1;1) lardan iborat. Demak,
izlanayotgan yuza:

1 /2—x? 1 1
S=.dedy=f f dy dx=.[y|2_xx2dx=j(2—x2—x)dx=
D 2 \ x 2 -2
=<2x_x_3_x_2> : =2+4—1—§—1+2=4,5
3 2 _o 3 3 2

6. x=0,y=0,x+y+z=1, z=0 sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi topilsin.

Yechish: Dastlab, berilgan tenglamalar bilan aniglangan sirtlarni
yasaymiz (9-chizma).
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r+y+z=1

Y

1y
9-chizma
Izlanayotgan hajm

V=ff(1—x—y)dydx

bo’lib, bu yerda D soha x =0, y=0, x+y=1 chiziglar bilan
chegaralangan uchburchakdan iborat. Undan x =0, x =1,y =0,y =
1 — x ekanligini topamiz. Shunday qilib, izlanayotgan hajm quyidagicha
topiladi.

1-x

V=ﬂ(1—x—y)dydx=fdxj (1—x—y)dy =
D 0 0

! 2\ |1 —x ! 1 — x)2
=j y—xy—%) dxzjll—x—x(l—x)—( Zx)]dxz
0 0 0
1 1
[ (1—x)2 1 1 1
_ _ 2 _ — | 212 Ay = — (1 — 3] =
_Jl 2x + x 5 ]dx 0fz(l x)?dx 6(1 x) ) z

Demak, V = % kub. birlik.

Mustagil yechish uchun topshiriglar
1. Quyidagi ikki karrali integrallar hisoblansin:

1 2x 4 y 3
Y
1)]dxj(x—y+1)dy; Z)Idyfxz_l_yzdx;
0 x -2 0
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0 y?

3) jdxj(x + 2xy) dy; 4) fdyf (x + 2y) dx;

0
5

5) jdvfevdu 6) fdx fx\/mdy.

0 0
Javoblar: 1) 7; 2) 6m;  3)26; 4)—112 5) % 5) 22

2. j j xydxdy
D

ikki o’lchovli integral hisoblansin. Bu yerda D soha
DNx=0, x=a, y=0, y=b to’g’ri chiziqlar bilan
chegaralangan to’g’ri to’rtburchak;
2) 4x? + y% < 4 ellips;
3)y=x—4 to’g’ri chiziq va y?=2x parabola bilan
chegaralangan.
a’b?
T 2)0; 3)90.
1. Quyidagi ikki o’lchovli integrallar hisoblansin:

1) ﬂxlnydxdy Dsoha:0<x <1, 1<y<e;

I T
2) ﬂ(coszx+sin2y)dxdy;Dsoha:0SxSZ, <ys=s

3) jf(x—y)dxdy; Dsoha: y=2-—x2 y=2x—1
chiziglar bilan chegaralangan.
4)f.[(x+2y)dxdy;Dsoha:y=x, y = 2x, X =2, x=3

chiziglar bilan chegaralangan.
e ) 4. E
Javoblar: 1) 8; 2) v 3) 4 o 4) 25 >
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4, Quyidagi integrallar hisoblansin:
2 xV3

1) ff(x + y2) dxdy; 2) ff(xd:c_dy)z’ 3) ff xy dxdy.

Javoblar. 1) 5, 2)In ﬂ; 3) :.

5. y2 = 2x parabola va y = x to’g’ri chiziq bilan chgaralangan
shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: g

6. y2 =4ax, x+y =3a, y=0 chiziglar bilan chgaralangan
shaklIning yuzi hisoblansin.

7.y =sinx, y=-cosx, y=0 chiziglar bilan chgaralangan
shaklning yuzi hisoblansin.

Javob: V2 — 1.

8. y = x? parabola va y = x + 2 to’g’ri chiziq bilan chgaralangan
yuza topilsin.

Javob: 4,5.

9. Quyidagi chiziglar bilan chgaralangan yuzlar ikki o’lchovli
integrallar bilan yozilsin va hisoblansin:

Dxy=4 y=x, x=4;

2)y =x2%, 4y =x?, y=4;

3)y =x2, 4y = x?, x = £2;

Hy*=4+x, x+3y=0.

Javoblar: 1) 6 — 4ln2; 2) 102; 3)4; 4)20-.

9. Yuzlari
1 2—x2 0 0
1)jdxj dy; 2) fdy fdx
0 x -2 y2—4

integrallar bilan ifodalanuvchi sohalar yasalsin va yuzlar hisoblansin.
Javoblar: 1) 1%; 2) ?
Quyidagi sirtlar bilan chgaralangan jismning hajmi hisoblansin:
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Dz=x*+y% x+y=4 x=0, y=0, z=0;
2)z=x*+y?% y=x% y=1, z=0;
3N+ 4+2=1 x=0, y=0, z=0;
)a b C_;x_;y_;Z_;
Mz=0, x*+y*=1, x+y+z=3.

: 2, 88 . abc,
Javoblar: 1) 423, 2) et 3) — 4) 3m.

§2. Qutb koordinatalaridagi ikki o’lchvli integral. Sirtning yuzini
hisoblash

1-chizma
6,p qutb koordinatalar sistemasida berilgan D sohaning ichki
nuqtasidan o’tuvchi har bir nur bu soha chegarasini ikkitadan ortiq nuqtada
kesmasin. D soha p = @,(6), p = ®,(0) egri chiziglar hamda 8 = «, va
6 = B nurlar bilan chegaralangan. Bunda @,(0) < @,(0) va a < [ deb
olamiz (1-chizma).
D sohani biror usul bilan AS;, AS,, ..., AS,, yuzlarga bo’lamiz va

V= ) F(P)-AS, (1)
k=1

yig’indini tuzamiz. Bunda P, nugta S, yuzning ixtiyoriy nuqtasi. ASy
yuzlarning eng kattasini diametri nolga intilgandagi (1) yig’indining limiti
F(6,p) funksiyadan D soha bo’yicha olingan ikki o’lchvli integraldan
iborat. Ya’ni,
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V=UF(9,p)ds (2)
D

Bu ikki o’Ichvli integral quyidagicha hisoblanadi:

B/ ©,(0)
V= j f F(0,p)pdp |d6 (3
a \21(0)

Agar birinchi integrallashni 8 bo’yicha, ikkinchisini p bo’yicha
bajarsak, yuqoridagi formula

P2 w2 (p2)
v=[| | Femw)ods @
P1 w1(p1)

ko’rinishda bo’ladi.
To’g’ri burchakli koordinatalar sistemasida

|| £y dxay
D

integralni hisoblash talab qilingan bo’lsin. Agar D soha 6,p qutb
koordinatalaridagi to’g’ri soha bo’lsa, u holda berilgan ikki o’lchovli
integralni qutb koordinatalarda berilgan ikki karrali integralni hisoblashga
keltirish  mumkin. Bunda x =pcosf, y=psinf, f(x,y)= =
f(pcosB,psinf) = F(O, p) bo’lgani uchun quyidagini hosil gilamiz:

B s/ ©2(0)
jf(x,Y)dxdsz f flpcosB,psin®) pdp | do (5
D a \P1(0)

Ba’zi hollarda berilgan ikki o’lchovli integralni to’g’ridan-to’g’ri
hisoblash ma’lum qiyinchiliklarga olib keladi. Bunday hollarda
o’zgaruvchilarni almashtirish orqgali uni hisoblash qulay bo’ladi. Bynda biz
x va y larni yangi u va v o’zgaruvchilarning funksiyasi sifatida, ya’ni,

x=owv), y=y¢uv) (6)
deb olamiz. Natijada quyidagi formulani hosil gilamiz:
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|| reyyaxay = [[ Fouvy pidudw @)

Buni odatda ikki o’lchovli integralda koordinatalarni almashtirish
formulalari deb ataladi. Bu formula D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli
integralni hisoblashni, uni hisoblashni osonlashtiradigan D’ soha bo’yicha
olingan ikki o’lchovli integralni hisoblashga olib kelishga imkon beradi.
Bu yerda

dop do
_ldu dv
du dv

determinant ¢@(u,v) va ¥(u,v) funksiyalarning funksional determinant
deb ataladi. Bu determinantni Yakobian deb ham yuritiladi.
Ikki o’Ichovli integral yordamida biror z = f(x, y) sirtning yuzini

r_ﬂ\/1+ Zi (Z—;)dedy 9)

formula yordamida hisoblash mumkin.
Agar sirtning tenglamasi x = u(y,z) yoki y = A(x, z) ko’rinishda
berilgan bo’lsa, u holda sirtning yuzini hisoblash formulalari

g = jf \/1 + d; (%)2 dxdz (10)
2

o [+ (@ v

ko’rinishda bo’ladi. Bunda D’ va D" sohalar berilgan sirt
proyeksiyalanadugan Oyz va Oxz tekisliklarda yotuvchi sohalardir.
Misollar:

1. ff, (25— x* — y*) dxdy integral hisoblansin. Bu yerda D y =

V9 —x2 va y = V16 — x? yarim aylanalar bilan chegaralangan yopiq
sohadan iborat.
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Yecish: Bu integralni bevosita hisoblash murakkab bo’lib, bir qator
qiyinchiliklar tug’diradi. Shuning uchun uni hisoblashda x = rcosg, y =
rsing almashtirishlar yordamida qutb koordinatalariga o’tamiz. D sohada
y=>0. Bu esa sing =0, o <¢ <m ekanligini bildiradi. Ikknchi
tomondan V9 —x%2 <y <+v16 —x2? bo’lib, undan 3 < /x2+y2 <4
yoki 3 <r <4. r bo’yicha r =3 dan r = 4 gacha integrallaymiz, ¢
bo’yicha esa ¢ = 0 dan ¢ = m gacha integrallaymiz. Bunda D soha r =
3, r=4, ¢ =0, ¢ = m chiziglar bilan chegaralangan r¢ tekislikdagi G
sohaga akslanadi. Tegishli almashtirishlarni e’tiborga olsak, f(x,y) = =

3 3
(25 — x? —y?)z funksiyadan f(rcose,rsing) = (25 —r?)z funksiya
hosil bo’ladi.
Demak,

T 4
3 3
f (25 — x%2 —y¥) dxdy = ﬂ(ZS —r)2Zrdrde = fdcp j r(25 —r¥)zdr =
0 3

D G

3
2. Qutb koordinatalariga o'tib [[/x* + y*dxdy integral hisoblansin.
D

Bu yerda D soxa X2+ yzéa doiraning birinchi choragidan iborat.

Yechish: x =rcosg, y = rsin ¢ almashtirish gilamiz:

IDH X'+ y dxdy = ILercosz(p+ r’sing r drde =

3 3 T 3

_ T

::EL- %%10 2 ::El .
0

3

3

r

SE e USTE |

= [[ r'drde = [de[ r'dr =

Wk
O ) N

O e

do do =

6

3.Qutb kordinatalariga o'tib ﬂln(x2+y2)dxdy integral hisoblansin.

Bunda D soha x?+y?=e%? va x?+y%?=e* aylanalar bilan

chegaralangan halgadan iborat.
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Yechish: [[In(x’+ y*Hxdy = [[In* e rdrde = 2[[ Inr - rdrde =

0 € 27
=2[de|riInrdr = ZIE r‘Inr —% rz} do= ﬂez(3ez—1).
4, ()(2+y2)2 =2a Xy lemniskatta bilan chegaralangan yuza topilsin.

Yechish: x=rcose, y=rsing almashtirishlar yordamida egri
chizig tenglamasini qutb koordinatalari orgali yozamiz. Bunda
r’=2a’sing -cose =a’sin2¢ hosil bo’ladi. Bundan tashgari qutb
burchagi ¢ noldan g gacha o’zgaradi. Shunday qilib,

T

1 a Jsinze L a e 2% )
s =4 [[rdrdp =4 [dep [rdr =2[r" | dp =2a’[sin2¢pdep=

4
——a’cos2¢p [=a’.
0

5. [[rsingdrde integral hisoblansin. Bunda D soxar = a,

(02722- va @=r chiziglar bilan chegaralangan doiraviy sektordan iborat.

Yechish: r=a aylana va qutb oqi bilan ¢:72[ va @=rx

burchaklar xosil giluvchi nurlar yordamida markazi O qutbda joylashgan
OAB doiraviy sektorni xosil gilamiz (1-chizma).

yA
B

0
' X
1-chisma

v
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Dastlab r bo’yicha, keyin esa ¢ boyicha berilgan ikki o’Ichovli

integralni hisoblaymiz va quyidagiga ega bo lamiz:
2 2

T . a T . a T .
Jf(rsinqo)drd<0= [singdg | rdr =[(sing. | dp=2 Jsingdy
D z 0 z 2 0 2 z
2 2 2
a’ T’ a° a2
D) (cos@) 7[ 5 (—cosz+cos™ )_f (1+0)_2
2

6. r =acos@, r =bcose (b>a>0) chiziglar bilan chegaralangan
yuza topilsin.

r=Dbcos¢

.

T = CoSQ P

2-chisma

Yechish: Berilgan tenglamalar qutb koordinatalar sistemasida
aylanalarni bildiradi. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanalarni
yasaymiz (2- chizma).

Izlanayotgan yuza ikkala aylanalar bilan xosil gilingan shtrixlangan

gismning yuzidan iborat. Uni topamiz:

5 b cos ¢ %
S= [[rdrdg= 2 [ rdrdp= 2Id¢ [ rdr=(0?-a%) cos?d =
ABO acos @ 0
2 2% i
0" T4 cos 2)dp= b a(wlsmzqo) 2=" (0"~ ad).
2 0 2 0 4
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7. z=1—x2—y2, y =X, y=X\@, z=0  sirtlar bilan
chegaralangan jismning 1- oktantada joylashgan bo lagini xajmi topilsin.

Yechish: Berilgan jism yugoridan z:l_xz—y2 paraboloid bilan
chegaralangan. Integrallash soxasi D paraboloidning z=0 tekislik bilan
kesishishi natijasida xosil bo’lgan x’—y’=] aylana yoyi, y=x va y=xv3
to'g ri chiziglar bilan chegaralangan doiraviy sektordan iborat. Shunday
qilib, y— gﬁ_xz_yz) dxdy

Integrallash soxasi doiraning bir gismidan iborat va integral ostidagi
funksiya x?+y? ga bog'lig bo’lgani uchun integralni qutb
koordinatalariga o'tib hisoblash qulaydir. x>+y?=1 aylana tenglamasi qutb
kordinatalarida r=1 ko rinishda va integral ostidagi funksiya 1-r?bo’ladi. ¢
boyicha integrallash chegaralari to'g ri chiziq tenglamalaridan topiladi.
Yani k; = tge, =1 bo'lib ¢1=% va k.=tg@ =3 bolib gpz=%
bo ladi. Shunday qilib,

31 51 N
v:g(—rz) rdrd¢=£d§0£(r—r)dr =I( ST )Od(0=
z T
13 1 3 1(» ~« T
4199749 4(3 4) 18
4 4

8. [[(x+y)(x—yJ dxdy integral hisoblansin. Bu yerda D soxa x +

y=1,x—y=1, x+y=3, x—y=-=1 togri chiziglar bilan

chegaralangan kvadrat ( 3 - chizma).
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Yechish: x+y=u , x—y=v deb belgilaymiz. U holda

X :; (u+v ) y :; (u—v ) bo'ladi. Bu holda almashtirishning

Yakobiani (2) quydagicha boladi.

x a1
oy ovl |2 2/ 11 1

— = - _—-_= J|== . Shunday qilib,
o ovl 12 2

[J(x+yJ(x—y) dxdy= %ﬂjvzduav . Bu yerda D soxa ham

kvadratdan iborat bo ladi (4-chizma).

Ay
3

4
v

1 3 X 0 1

3-chizma 4-chizma

3 ) 3 Lo 5 31
”(Xﬂ’) (X—Y) dxdy= %!u du flv dv =%!u %v _1du =

3

1 1 .3 1 20
= Ju( 1 )du =Su'l = 12(3 -1')= (81—1)_E.80 -2

9.x = 1 —y?% — z? paraboloidning y?+z?=1 silindr bilan kesilgan
gismi sirtining yuzi topilsin.
Yechish: Integrallash soxasi YOZ tekisligida joylashgan y?+z%=1

aylanadan iborat. Paraboloid tenglamasidan
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% - (1_y2_22)1y =2y, % = ( _yZ_ZZI =_27 larni topamiz.

U holda izlanayotgan yuza

2 2
szjoj 1+ [g j J{?z( j dydz =IDI J1+4(y2+ z7*) dydz.

Bu integralni hisoblash uchun qutb koordinatalariga o tamiz:

S= LN“ 4y’ + 7* Hydz = Iﬂdcoi ryi+4r'dr = % %(1+4r2)§

52 — 12 5J2 -1 [27 5J2-1 5J2 -1
= [do= o = 27 =
12 % 12 7|0 12

1
d juy
0("

7 kv.b.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
1. J=|[rsing drde ikki o’lchovli integral hisoblansin. Bu yerda
D soxa: 1) r<2acoso, OS(DSZ yarim doira; 2)r=2+cose va r=1
chiziglar bilan chegaralangan.
2 e
Javoblar: 1) § a;?2)0.

2. Qutb koordinatalariga o"tib quyidagi integrallar hisoblansin:
1 [fxy®dxdy, D soxa x2+(y—1 )2=1 va x+y =4y
D
aylanalar bilan chegaralangan;

2) g e—XZ‘yzdxdy D soxa x?+ Y <a® doiradan iborat.
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dxdy
3) —— D soxa x+y'=1 va xX+Y =4
'gXZ_'_yZ

aylanalar bilan chegaralangan doiraviy xalgadan iborat.
Javoblar: 1)0; 2) ﬂ(l_b—az); 3)2r .

3.[[r?sin¢g drd¢ ikki o’lchovli integral hisoblansin. Bu yerda D
D

SoXa.

1)r = a,r = 2a aylanalar bilan chegaralangan;
2) r=asin2¢ chiziq bilan chegaralangan.

Javoblar: 1)1:;1@3 2) 0.

4. Quyidagi ikki o’lchovli integrallar qutb koordinatalariga o'tish
orgali hisoblansin.
R-x’

1) Idx [ In +x2+y2)dy;

0

1_X2+y2 2 2
2 ([ [=—2 "% dxdy, <1, x>0, v>
ij oy xdy, buyerda Dsoxa X' +y <1, x>0, y>0

tengsizliklar bilan aniglangan soxa;

3) ﬂarctgzdxdy, bu yerdaDsoxa x+y>1 x+y <9 y>
D X

1

y< X~/3 chiziglar bilan chegaralangan xalganing gismi.

4)  [[(h—2x-3y)dxdy, bu yerda D soxa x°+y°<R? doirajadan
D

iborat.
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2
Javoblar: 1)%[(]__|_R2)In(1+ RZ)— RZ]; 2)”(”8_ 2); 3)725 . 4) 7R°h.
5. x2+y%2+z2=a? sferaning x%?+y? =ay silindr ichida

joylashgan bo'lagi sirtining yuzi topilsin.

Javob: 4a2(72T—1) kv.bir.

6. 2z=x2 silindr sirtidan yzg, y =2X, x =22 tekkisliklar

bilan kesilgan yuza topilsin.
Javob: 13.

7. jdx 2fdy integralni X:u(l—v), y=uv almashtirish yordamida

hisoblang.

Javob: 1 .
2

8.[[(2x—y)dxdy integral hisoblansin. Bu yerda D soxa

X+y=l, Xx+y=2, 2x—-y=l, 2x-y=3 chiziglar bilan chegaralangan

parallellogrammdan iborat.

Javob:ﬂ.
3

Ko'rsatma: x+y=u, 2x—y=v almashtirishlar qilib Yakobian
topilsin.

3. Ikki o’Ichovli integralning mexanik tadbiglari

D soxada biror modda tagsimlangan va D soxaning har gaysi birligi

yuziga bu moddaning aniq miqdori to’g’ri keladigan bo’lsin. D sohaning
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Ixtiyoriy AS yuzini garaymiz. Shu yuzga to'g'ri keladigan moddaning
massasi Am bo’lsin. U holda AA—? nisbat moddaning AS soxadagi o rtacha

sirt zichligi deb ataladi.
Endi AS yuza Kkichraya borib, P(x,y) nuqgtaga aylanib qoldi deb
faraz gilamiz va

lim A_m

AS—o0 AS
limitni  garaymiz. Agar bu limit mavjud bo’lsa, u P nugtaning
vaziyatiga, ya’ni bu nuqtaning x va y koordinatalariga bog'liq bo'ladi
hamda P nugtaning gandaydir f(p) funksiyasidan iborat bo'ladi. Bu

limitni moddaning P nuqtadagi sirt zichligi deb ataladi. Ya’ni,

lim °2 = () = £G0y) (.
AS—>o0 AS
Shunday qilib, sirt zichligi soxa nuqtasi koordinatalarinig f(x,y)
funksiyasidan iborat.
D soxani AS yuzlarga bo'lamiz va har gaysi yuzada P; nugtani
olamiz; u holda f (P;) funktsiya P; nugtadagi sirt zichligi bo’ladi. f(P;)AS;

ko’paytma AS; yuzdaga moddaning miqgdorini beradi.

> FeoAS; 2.
i=1

Yig indi D soxaga yoyilgan moddaning tagribiy umumiy giymatini beradi.
Uning aniq giymatini topish uchun (2) yig'indini AS; — 0 dagi limitini

hisoblaymiz. Demak,

AS—0

M = lim zn:f(Pi)ASi = ﬂ f(P)ds = ﬂ f(x,y)dxdy (3).
i=1 D D
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Shunday qilib D soxadagi moddaning umumiy miqgdori shu
moddaning f(p) = f(x,y) zichligidan D soxa bo'yicha olingan ikki
o Ichovli integraldani borat.

Massasi m bo'lgan M moddiy nugtaning biror O nugtaga nisbatan J
inersiya momenti deb, m massaning M dan O nuqgtagacha bo'lgan r
masofaning kvadrati bilan ko paytmasiga aytiladi. Demak,

] =mr? (4).

mi, Mz, Mg, ....,mymoddiy nugtalar sistemasining O nugtaga nisbatan

inertsiya momenti shu sistema nuqgtalari inertsiya mometlarining

yig'indisidan iborat. Ya’ni,
L 2
'J:_Zlmiri (5)
1=

D moddiy yassi shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inertsiya

momenti
Jy = g(x2+y2) dxdy (6)
integralga teng.
Jxng yodxdy (@), J,= g X2 dxdy  (8)
integrallar mos ravishda D shaklning OX va OY o'glarga nisbatan
inertsiya momentlaridir.

Massalari mj,mz,ms,...,m, bo’lgan Pi,P,,...P, moddiy nuqgtalar

sistemasi og irlik markazining koordinatalari

y = XimioSYim ©)
Zmi Zmi

formulalar bilan topilishi bizga ma’lum.
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Sirt zichligi 1 ga teng bo'lgan yassi shakl og'irlik markazining

koordinatalari quyidagi integrallar yordamida hisoblanadi:

[l xdxdy [['y dxdy
-b______ S —— 10).
X, [l dxdy Y. [l dxdy (10)

Agar sirt zichligi 4 = 4(x,y) bo’lsa, u holda yugoridagi formulalar

quyidagi ko rinishni oladi:
I J(x,y)x dxdy [l i(x,y)y dxdy
X =2 Y=o
g j(x,y) dxdy g j(x,y) dxdy

D vyassi shaklning Oy va Ox o glarga nisbatan statik momentlari

(12).

My=gj(x,y)xdxdy, Mx:fgj(x,y)ydxdy (12)

integrallardan topiladi.

Misollar.

1. R radiusli doiraviy plastinkaning har bir P(x,y) nuqtasidagi
plastinka materialining f(x,y) sirt zichligi doira markazidan (x,y)

nuqtagacha bo'lgan masofaga proporsional, ya’'ni

f(X,y)=kq/x2+y?

bo'lsa, bu plastinkaning massasi aniglansin.
Yechish: D soxadagi moddaning umumiy miqdori shu moddaning
f(x,y) zichligidan D soxa bo’yicha olingan ikki o’Ichovli integralga teng,

Ya’ni u
D

integral bilan hisoblanadi. Demak,

-189 -



M =l k\/x%+” dxdy
D

bo’lib, bu yerda D soxa x? + y? < R? doiradan iborat. Bu integralni

hisoblash uchun qutb koordinatalariga o’tamiz. U holda

3

M =k2fﬁ(?r2drjd k27" | =2ka R’
0 \0 ¢ 30 3 .

2. Radiusi R bo’lgan D doira yuzining O markazga nisbatan inertsiya
momenti hisoblansin.

Yechish: D shaklning koordinatalar boshiga nisbatan inertsiya
momenti j, = [ (x>+y?) dxdy
D

integral Dbilan hisoblanadi. Bunda D soxa berilgan tekislik bilan ustma-ust
tushadi. Bu integralni hisoblash uchun r, ¢ qutb koordinatalariga o’tamiz.
Aylananing qutb koordinatalaridagi tenglamasi » = R dan iborat. Shuning
uchun
) 27 (R R*
Jo=[[(x*+y°) dxdy= | (Irzrdr ]d¢= -
D 0 \ 0 2

3. Agar y2 =1 —x, x =0, y = 0 chiziglar bilan chegaralangan D
moddiy yassi shaklning har bir nuqtasidagi sirt zichligi y ga teng bo’lsa,
uning Oy o’qqa nisbatan inertsiya momenti hisoblansin.

Yechish: Har bir nugtasidagi sirt zichligi p(x, y) bo’lgan D shaklning
Oy o’qiga nisbatan inertsiya moment J, = U X p(X,y)dxdy
D

formula bilan hisoblanishi ma’lum. Bizda p(x,y) =y bo lgani uchun
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1-x

11 1
dx==[x?(1—x)dx = —.
2£X( Y=o,

o\ 0 o 2 [0

4.r = a(l + cosep) Kkardioida bilan chegaralangan figuraning Ox

Jy=}[ﬂ?yx dyj ey’

0 giga nisbatan inertsiya momenti hisoblansin.

Yechish: D shaklning OX o°giga nisbatan inertsiya momenti
3= y"oxdy

integralning qgiymatiga teng. Bu integralni hisoblash uchun qutb

koordinatalariga o tamiz:

a(l+cose)
_Uy dxdy = jjr sin? prdrde = j sin? pdo j r3dr =
0
a(1l+ cosg) 2m
. 1 1 _
=f Slrl (p—r d(p =—a4j Sln2¢(1 + COS(p)4d(p —
4 4
0 0 0
2T
1 21
= Za"f sin? @ (1 + 4cos@ + 6 cos? @ + 4 cos3 ¢ + cos* p)de = 3_27m
0

5. Sirt zichligi hamma nugtalarida 1 ga teng deb olib,

2 2
Xi_{_y =l

a2 b2
ellips choragi ogirlik markazining koordinatalari topilsin. (1- chizma).
Yechish: Og’irlik markazining koordinatalarini topish formullaridan

foydalanamiz:
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X d a 3la
gxdxdy g { y |ox ZJ [42_x2 x dx _Z.;(az_xz)Zo 44
Xc= =75 = = =_
dxdy a gxlaz—x2 1 1 3z
3 J { [ dy |dx i i
0 0
f { [ ydy de
Y _o 0 _ 4b
C 17zab 37
4

1-chizma I

Mustaqil yechish uchun misollar.
1. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzaning og irlik markazi
topilsin:
1) y = 0 vay = sinx sinusoidaning bitta yarim to"lqgini;
2) y=x?, x=4, y=0;
3) y?=ax va y=X;

4) x>+y?=a? va y=0.

Javoblar: 1) [7;78[ J , 2) (3;4,8 ); 3) [253;2 j; 4) [0;;’2 j .
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2. y:)z(, X=a, Yy=a chiziglar bilan chegaralangan yuzning

Ox 0°gqga nisbatan inertsiya momenti topilsin.

4
Javob: 177a .

96
3.Uchlari A(0;2a), B(a;0) va C(a;a) nugtalarda bo'lgan

uchburchak yuzining Oy o0°gga nisbatan inertsiya momenti topilsin.

4

Javob:gl
4
4.Har bir nuqgtasidagi sirt zichligi mapkazgacha bo’lgan masofa
kvadratiga teskari proporsional bo’lgan doiraviy xalganing massasi
topilsin.

Javob: m = 2mwkin 2,
2

Eslatma: r; va r, doiraviy xalgani xosil gilgan aylanalar radiuslari
(ry <12).

5. Har bir nugtasidagi sirt zichligi nugtadan kichik o gigacha bolgan
r masofaga proporsianal bo'lgan ellips shaklidagi plastinkaning massasi

topilsin (r=1 bo’lganda zichlik A ga teng bo’lsin).
. 4 ,
Javob: m=3a b .

6. Gipotenuzasi 20 ga teng bo'lgan teng yonli to'g'ri burchakli
uchburchakning har bir nugtasidagi sirt zichligi nugtadan gipotenuzagacha
bo’lgan masofaga proporsianal. Shu uchburchakning og'irlik markazi

topilsin.
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Javob: (O;aj .
2

7. Koordinatalar tekkisliklari va x+y+z=4, x=1, y=4
tekkisliklar bilan chegaralangan bir jinsli prizmaning ogirlik markazi
topilsin.

(17 17 55
Javob: | = ;=
(36 36 36)

§4. Uch o'Ichovli integral.
Fazoda S yopiqg sirt bilan chegaralangan biror V soxa va uning

chegarasida biror f(x,y,z)>0 uzluksiz funksiya aniglangan bo’lsin.

Bunda biz bu funksiyani gandaydir bir moddaning V soxada tagsimlanish
zichligi deb hisoblaymiz. AV;-soxani xajmini bildirsin. V soxani ixtiyoriy
ravishda AV; soxalarga bo’lamiz va har bir AV; sohada Pi nugtani tanlab
olamiz. f(P;) funksiyaning bu nugtadagi qiymati bo'ladi. Quyidagi
yig indini tuzamiz:

f(p,)AV, (1)

1

AV; larning eng Kkattasini diametri nolga intiladigan qilib AV;
soxalarni sonini orttirib boramiz. Agar f(x,y,z) uzluksiz bo’lsa (1)
integral yig indining limiti VV soxani bolish usuliga va undagi Pi nugtani

tanlanishiga bog’liq bo'lmagan holda mavjud bo ladi hamda uni
lMf(pyav
Y

kabi belginadi. Uni uch o’lchovli integral deb ataladi. Demak, ta’rifga

asosan
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lim if(pi)Avfny(p)dv

diamAvj—0 i=1

yoki
Il f(p)dv =I\£f f(x,y,z)dxdydz (3).

Agar f(x,y,z) funksiya V soxadagi modda tagsimlanishining xajm
zichligi deb hisoblansa, (3) integral V xajmga kirgan barcha moddaning
massasini bildiradi.

Aytaylik S sirt bilan chegaralangan fazoviy V soha quyidagi
xossalarga ega bo’lsin:

1) V sohaning ichki nuqtasi orqali Oz o’qqa parallel qilib
o’tkazilgan har qanday to’g’richiziq S sirtni ikkita nuqtada kesadi;

2) V soha butunicha Oxy tekislikka D to’g’ri soha bo’yicha
proeksiyalanadi;

3) V sohaning koordinata tekisliklaridan istalgan biriga garashli
tekislik bilan kesilgan gismi ham 1- va 2- xossalarga ega bo’ladi.

Yugqgoridagi xossalarga ega bo’lgan V sohani to’g’ri uch o’lchovli
soha deb ataymiz.

Ellipsoid, to’g’ri burchakli parallellepiped, tetraedr va hokazolar
to’g’ri uch o’lchovli sohalarga misol bo’la oladi.

1-chizmada noto’g’ri soha, 2-chizmada esa to’g’ri soha tasvirlangan.

A 7 Z“ Z:(p(X’Y)
G @A%M
| &5 R

y a/ | —=2(x)
ARG\

X y=0¢1(X)
2-chizma

1-chizma
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V sohani pastdan chegaralovchi sirtning tenglamasi Z= 4 (x,y),
yugoridan chegaralovchi sirtning teng lamasi Z=¢(x,y) bo’lsin (2-chizma).
D soha V sohaning xoy tekislikdagi proeksiyasi bo’lib, y y= ¢ 1(X),
y= @ 2(X), x=a, x=b chiziglar bilan chegaralangan. U holda f(x,y,z)
funksiyadan V soha bo’yicha olingan uch karrali integral quyidagicha
aniglanadi:

b [ P200) [ P(xy)
w=[3 [ || revadlata @
a \ ¢1(x) LA(xy)

Uch karrali integral bir gator xossalarga ega:

1-xossa. Agar V soha koordinata tekisliklaridan biriga parallel
bo’lgan tekislik bilan ikki V1va V2 sohalarga bo’lingan bo’lsa, y holda V
soha bo’yicha olingan uch karrali integral Vi va V2 sohalar bo’yicha
olingan uch karrali integrallarning yig’indisiga teng. Ya’ni, Jy = Jy, + Jy,.

2-hossa. Agar m va M sonlari F(x,y,z) funksiyaning V' sohadagi
eng kichik va eng katta qiymatlari bo’lsa, u holda:

mV < J, < MV tengsizlik o’rinli bo’ladi.

3-hossa. f(x,y,z) uzluksiz funksiyaning V soha bo’yicha olingan
uch karrali integrali, uning V hajmini ¥V sohaning biror P nuqtasidagi
qiymatiga ko’paytirilganiga teng, ya’ni J,, = f(P)V.

Teorema. f(x,y,z) funksiyadan to’g’ri VV soha bo’yicha olingan uch
o’lchovli integral shu soha bo’yicha olingan uch karrali integralga teng,
ya’ni:

b ( P2() [ P(xy)
H f(x,y,2) dv=f f f f(x,y,z)dz|dy ;dx (5)

4

a \@1(x) LA(xy)
Uch o’Ichovli integral yordamida biror jismning hajmini hisoblash

mumkin. Agar integral ostidagi funksiya f(x,y,z) = 1 bo’lsa, u holda V
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soha bo’yicha olingan uch o’Ichovli integral V sohani hajmini bildiradi.
Ya’ni,

V= j J dxdydz (6)
Vv

Agar to’g’ri  burchakli koordinatalar sistemasida f(x,y,z)
funksiyaning uch o’lchovli integrali berilgan bo’lsa, u holda wuni
hisoblashni osonlashtirish maqgsadida silindrik koordinatalardagi uch
o’lchovli integral bilan almashtirish mumkin. Buning uchun x = p cos 6,
y = psin @, z = r ekanligini nazarda tutamiz. U holda

jl dxdydz = j_VU F(0,p,r) pdOdpdr (7)

bu yerda f(pcos8,psin@,r) = F(0,p,r).

Uch o’lchovli integral yordamida jismning inersiya momentini va
og’irlik markazining koordinatalarini ham topish mumkin.

Massasi m bo’lgan M(x,y,z) nugtaning ox,oy,oz koordinata
o’qlariga nisbatan inersiya moment mos ravishda

Jox = % +28)m, [, = (x> +2)m, ;= x*+y*)m
formulalar bilan aniglanishi mexanika kursidan ma’lum.
Jismning inersiya momenti quyidagi mos integrallar bilan hisoblanadi:

Jxx = j f (y? +z%) y(x,y,z)dxdydz,
vV

Jyy = jﬂ(xz +2z%)y(x,y,z)dxdydz,
|74

PR [ ESS———
|74

Bu yerda y(x, y, z) moddaning zichligi.
Jism og’irlik markazining koordinatalari quyidagi integrallar bilan
hisoblanadi:
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_ [y xy&xy2)dxdydz  _ [ff, yy(xyz)dxdydz, 5 = Il zv(xy.z)dxdydz
O, yeyaxdydz TS [ff, yxyddxdydz ¢ [ff, v(y2)dxdydz

Misollar:

1.f(x,y,z) = xyz funksiyadan x =0,y =0,z=0,x+y+z=1
tekisliklar bilan chegaralangan V soha bo’yicha olingan uch o’lchovli
integral hisoblansin.

Yechish: Bu soha to’g’ri soha bo’lib, ustdan va ostdan z =0 va z =
1 — x — y tekisliklar bilan chegaralangan, hamda oxy tekislikdagi x = 0,
y=0,y=1-—x to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan uchburchak
shaklidagi yassi D sohaga proyeksiyalanadi (1-chizma).

y=1-x

v

O y:O X
1-chizma

Shuning uchun J;; uch o’Ichovli integral quyidagicha hisoblanadi:
1-x—y

]sz Oj xyzdz|ds

D soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli integralga uning chegaralarini
qo’yib quyidagini hosil qilamiz:

1 —x [1-x-y _
1—x—y
= [] xyzdz|dy dx=j j—‘ dy dx =
o
2 4 1
= —xy(l—x—y) dy rdx = ﬁ(l—x) dx=ﬁ.
0 \o 0
2 2 2
2. | ellipsoidning hajmi hisoblansin.
36 25 16

Yechish: Ellipsoid (2-chizma) ostdan
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2-chizma

_ x2  yZ . )
z=-4 |1 ~ 5 sirt bilan, ustdan esa

_ x?  y? s
z=4 |1 — w0 1g St bilan chegaralangan.

2

Bu ellipsoidning oxy tekislikdagi proeksiyasi g + Z—S =1

ellipsdan iborat. Demak, hajmni hisoblashni uch karrali integralni

: =R
T L

36 25

hisoblashga keltirish mumkin. U holda,

Ichki integralni hisoblashda x o’zgarmas deb qaraladi. Quyidagi

almashtirishni gilamiz.

x? x?
y=5 1—£smt dy =5 1—%costdt.
. 2 2 . .
y o’zgaruvchi =5 /1 — :—6 dan 5 / 1-— :—6 gacha o’zgaradi. Shuning uchun

t o’zgaruvchi -% dan% gacha o’zgaradi. Yangi chegaralarni integralga

qo’yib, quyidagini hosil qilamiz:

x2 x?2
— - - 2 - —
=2- 4] j 1 <1 36>sm t-5 1 36cost dt =
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=24 SJ [(1——)] cos tdt]dx——j (a® — x*)dx = 160m.

3. Agar markazi koordinatalar boshida bo’lgan R radiusli yarim
sharning har bir (x,y,z) nuqtasidagi modda zichligi F shu nugtadan
asosgacha bo’lgan masofaga proporsional, yani F=kz bo’sa, bu
yarim sharning massasi topilsin.

Yechish: Yarim sfera yuqori gismining tenglamasi:

ZZ\/RZ —x2 —y2
Silindrik koordinatalarda

Z=VR? —r2

Demak,

= [[[rerdpara = [ " ([ kate) e
jan kzj VRZ w2 rdr|de = jZ”U _rz)rdT]d(pz

_F”R‘* ., _k R _lkuk®
2) |2 | T e T T T

dop =

4. x=0, Z=0, y=1, y=3, x+ 2z =3 tekisliklar bilan
chegaralangan prizmatik jism og’irlik markazi topilsin.

Yechish: Dastlab jismning hajmini topamiz:

3 3 23-%) 3 33 _ 4
=ﬂfdxdydz=fdxf dyj dz=jdxj dy =
0 1 0 0 1 2
%
3

3 3 — 3 x2
=j dx - = (3—X)dx=<3x——>
0 0 2

3 9
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1 2 3 3 %(B—X)
xczvﬂfxdxdydzzgj xdxf dyf dz =
; 0 1 0

2 3 3 1 1 3 3
=—j xdxj dy-—(3—x)=—f (Bx—x¥dx-y| =

9J, o 7 2 9J, )

_2}36 ygx = 2 (320 _%° 3__267 Z?y_227_1
T9)y T T\ )|, T2 T3/ T T

2 2 3 3 %(B—X) 1 3 3
yc=—fﬂydxdydz=—f dxj ydyf dz=—f dxfy(B—x)dy=
9 9Jo 1 0 9Jo 1
j(?’ Y 4 x? 3_4(9 9)_4 9_2
Wdx=5\3% 3 o 9V 2)T9 27”7
2 2(3 X) 3(3 —x)?
Z, = jﬂzdxdydz— f dxf dyf zdz——f dxj dy =
9 9), 8 .

~3-x3%3 1
j (3—X)2dx——(%|0 =2

Demak, og’irlik markazi C(1,2,%) bo’ladi.
5. Z=x*+4y* x+y+z=a, x=0,y=0, z=0 sirtlar

bilan chegaralangan bir jinsli jism hajmi topilsin.
Yechish: Dastlab hosil bo’lgan jism hajmini hisoblaymiz,

a a-x x2+y? a a-x
=j dxf dyj dz =J dxj (x% + y?)dy =
0 0 0 0 0

3

N N LB (a—x)

(x%?y + =) dx=J[x2(a—x)+ ]dx—

0 371 o .

a a ax3la x*la 1(a—x)*|%
_ 2 .3 L 3, X |a_tja_ - _
_fo(ax x?)dx + ) (a —x)°dx 3 0”210 "3 2 )
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_a4 a4+a4_4a4—3a4+a4_a4
3 4

12 12 6
7.0€£x<a, 0y <a, 0<z <a lar bilan hosil gilingan kubning

0’z qirrasiga nisbatan inersiya momenti topilsin (1 — chizma).

X 1-chizma

Yechish: Inertsiya momentini  topish  formulasidan

foydalanamiz:

a a a
Jx = ff (yz + Zz)dxdydz = f dxj dyj (yz +Zz)dZ =
0 0 0
|74

a a a a3

=J dxf (ay2+—>dy=
0 o 0 3

4

a 245

a a ZS
=j dxj dy(y?z + =)

0 0 3

B a ay3 a3y
—fo <T+T>

Mustagil yechish uchun topshiriglar

a y fa<a4+a )d 2a* ad 2a*
X = —+—|dx =— X=—2Xx

3

0

1
1. | = ﬂf zdxdydz integral hisoblansin.Vsoha 0 < x < >
74

0< y < 2x, 0< z < /1 — y2 — z2 tengsizliklar bilan aniglangan.
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7
Javob; —.
192

2. ] = jff x2dxdydz integral hisoblansin.V soha x? + y? + z2 < R?
|74

shardan iborat.

4RS
Javob: —.
15

3. ] = ﬂj z\/y? + x?dxdydz integral hisoblansin. V soha
v

y2+x?=2x silindr va x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan

chegaralangan.

8
Javob:gaz.

4. | = fff (y? + x?)dxdydz integral hisoblansin. V soha
v

x? + y? + z? < r? sharning yugori gismidan iborat.

4
Javob: — rr2.
15

5.] = Uj xyzdxdydz integral hisoblansin.V soha x? + y2 + z2 =1
v

sferava x = 0, y = 0, z = 0 tekisliklar bilan chegaralangan.

1
Javob: —.
48

6. hz = x? + y2, z = h sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi
topilsin.

h3
Javob: —

7.z =x%2+y2% z = x?+ y? sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi topilsin.
Javob: Z.
6
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8. Quyidagi berilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi
topilsin.

Dx+y+z=4 x=3,y=2, x=0, y=0, z=0;

2) x? +y% 4+ z2 =2z, x?+y?=12z%

3)2z=x?+y?% y+z=4

Javob: 1) 5—65; 2) ; 3) %n.

9. Yoglari x +y+z=a, x =0,y =0,z = 0 tekisliklardan iborat
piramidaning har bir nugtasidagi zichlik shu nuqtaning applikattasi z ga
teng. Piramidaning massasi aniglansin.

Javob: foa dx foa_x dy foa_x_yzdz = g.

10. x? + y? — z%2 = 0 va z = h sirtlar bilan chegaralangan jismning
har bir nuqgtasidagi zichlik shu nugtaning applikattasiga teng bo’lsa,
jismning massasi topilsin.

mh*

Javob: -

11. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning og’irlik
markazi topilsin:

Dx+y+z=a, x=0y=0z=0;

2)az =a?—x%—vy%, z=0;

3)x*+y?+z2=a%z=0.

a a a a 3a

Javoblar: 1) (Z;Z;Z); 2) (0; 0;5); 3) (0; 0;?).

12. Quyida ko’rsatilgan sirtlar bilan chegaralangan jismning (zichlik
1 = 1) 0z 0’qqga nisbatan inertsiya momenti aniqlansin.

DNx=0 y=0,,y=a z=0vax+z=aqa,

DNx+y+z=aV2, x>+y?>=a? z=0.

5 5
Javoblar: 1) a:; 2) %
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V. BOB. EGRI CHIZIQLI VA SIRT INTEGRALLARI
§1. Egri chiziqli integral va uni hisoblash. Grin formulasi
1.1. Yoy uzunligi bo’yicha egri chiziqli integral (birinchi tur

egri chizigli integral)

Y A
At K An
A, K
A1
Ao
0 A B X
1-chizma

Aytaylik f(x,y) funksiya tenglamasi y = ¢(x)(a < x < b) bo’lgan
K egri chiziq AB yoyining barcha nuqgtalarida aniglangan va uzluksiz
funksiya bo’lIsin (1-chizma).

AB yoyni ihtiyoriy ravishda A = Ay, A4, 4,, ..., A, = B nuqtalar
bilan n ta elementar yoylarga bo’lamiz. Al bilan A;_; A, yoy uzunligini
belgilaymiz. Har bir elementar yoyda M (x;;y,) nugtani tanlaymiz. U
holda bu nuqgtadagi funksiyaning qiymati f(xy;vy,) bo’ladi. Endi
funksiyaning bu nuqtadagi giymatini Al yoy uzunligiga ko’paytiramiz va

D Favio Al (1)
k=1

yig’indini tuzamiz. Bu yig’indi ham integral yig’indi deb ataladi.

Ta’rif. (1) integral yig’indining elementar yoylardan uzunligi eng
katta bo’lganini uzunligi nolga intilgandagi limitiga f(x,y) funksiyadan
AB yoy bo’yicha olingan birinchi tur egri chiziqli integral deb ataladi va u
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| reya @)
AB

kabi yoziladi. Demak, ta’rifga asosan

| remd= Jim > feui 3)
AB k=1

maxAl—0

Birinchi tur egri chizigli integral quyidagicha hisoblanadi:

b
j Fy)dl = f x0T F 9 () Pdx @)
AB a

Agar K egri chizig x = x(t),y =y(t) (t; <t <t,) parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo’Isa, u holda

jf(xJ) dl = ff[X(t),y(t)]\/[x’(t)]2 +[y'(©)]2de (5)

Agar f(x,y) > 0 bo’lsa, u holda fK f(x,y) dl birinchi tur egri chizigli
integral y = f(x,y) o’zgaruvchan chizigli zichlikka ega bo’lgan K egri
chizigni massasini bildiradi.

Birinchi tur egri chizigli integral quyidagi hossalarga ega:

1% Birinchi tur egri chizigli integral integrallash yo’lining

yo’nalishiga bog’liq bo’Imaydi. Ya’ni,

ff(x»Y)dl= Jf(x,y)dl.
AB BA
zo.j[fl(x,y)ifz(x,y)] dl:jfl(x,y) dlijfz(x,y) dl.
K % e

30.j Cf(x,y)dl = Cj f(x,y)dl, C — 0 zgarmas son.
K K

4% Agar K ikkita K; va K, chiziglar yig’indisidan iborat bo’lsa, u
holda quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:
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ff(x,y)dl= jf(x,y)dl+ ff(x,y)dz.

1.2. Koordinatalar bo’yicha egri chizigli integral (ikkinchi tur
egri chizigli integral)

Aytaylik P(x,y) va Q(x,y)funksiyalar tenglamasi y = ¢(x) (a <
x < b) bo’lgan K tekis egri chizig AB yoyining nugtalarida uzluksiz
bo’lsin.

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun koordinatalar bo’yicha integral
yig’indi deb

n
D PG m0Ax, + Qe mOAY
k=1
ga aytiladi. Bu yerda Ax, va Ay, lar elementar yoyning ox va oy
o’qlardagi proeksiyalari.

Ta’rif. P(x,y)dx + Q(x,y)dy ifodaning AB yoy Yyo0’nalishidagi
koordinatalar bo’yicha egri chizigli integrali (ikkinchi tur egri chiziqli
integrali) deb, integral yig’indining Ax;, va Ay, larning eng kattasi nolga
intilgandagi limitiga aytiladi va

| PeyIdx + aCeyddy
AB
kabi yoziladi. Demak, ta’rifga asosan quyidagicha bo’ladi:

n

j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = _dim [P (& M) Axy, + Q (g M) Ay ]
k—)
AB maxAy,—0 k=1

Ikkinchi tur egri chizigli integral mexanik jixatdan F = P(x,y)i +
+Q(x,y)j o’zgaruvchan kuchning AB egri chizigli yo’ldagi bajargan ishini
bildiradi.

Ikkinchi tur egri chizigli integral quyidagi hossalarga ega:

19, Agar integrallash yo’lining yo’nalishi o’zgarsa, u holda egri
chizigli integralning ishorasi qarama-qarshisiga o’zgaradi. Ya’ni,
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j Pdx + Qdy = — J Pdx + Qdy.
AB BA

20, j Pdx + Qdy = f Pdx + f Qdy.
AB AB AB
Qolgan hossalar birinchi tur egri chizigli integralning hossalari bilan

bir xildir.
Ikkinchi tur egri chizigli integral quyidagi formula bilan hisoblanadi:

b
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f {Plx, p()] + @' (x)Q[x, ¢ (x)]}dx
K a
Agar K egri chiziq x = x(t), y =y(t) (t; <t <t,) parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, u holda ikkinchi tur egri chiziqli
integral quyidagi formula bilan hisoblanadi
t2
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = J {P[x(t),y(®)]x'(t) + Q[x(t), y(®)]y'(t)}dt.
K tq
Agar K fazoviy egri chiziq bo’lsa, u holda ikkinchi tur egri chiziqgli
integral quyidagi formula bilan hisoblanadi:

f P(x,y, 2)dx + Q(x,y, 2)dy + R(x,y, z)dz =
K

= J {P[x(®),y(t), z(®)]x"(t) + Q[x(t), ¥y (), z()]y'(t) + R[x(t), y(t), z(t)]Z'(t) }dt.

D soha yugoridan y = y,(x), quyidan y = y, (x) egri chiziglar bilan
[y1(x) < y,(x)], yon tomonlardan x = a, x = b to’g’ri chiziqlar bilan
chegaralangan to’g’ri soha bo’lsin (2-chizma).
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ry P
y = y(x)
M, N
‘\\\\\\\_
3 y =y1(x)
0 a b X ”
2-chizma
U holda D sohaning yuzi:
b b
5= [ ndi- [ ndr
a a

Lekin y = y,(x) tenglama [,(MPN) egri chizigning tenglamasidan iborat
bo’lgani uchun birinchi integral shu egri chiziq bo’yicha olingan
integraldan iborat; demak,

b

| va@ydx= | yax
a MPN
Ikkinchi integral esa I;(MQN) egri chiziq bo'yicha olingan
integraldir, ya ni:
b
Jy(x)dx=[ydx
a MON
Egri chizigli integralning 1-xossasiga asosan
Jydx=—"Jydx
MPN NPM
Demak,

S=— [ydx— [ydx=-[ydx ().

MPN MQN L

Bu holda L egri chiziq soat sterelkasi yo nalishiga teskari aylanib
chigadi.
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Agar L ning chegarisini bir gismi OY o'qqga parallel bo’lgan M; M
kesmadan iborat boIsa, u holda

M1

v

0 a _ b X
3-chizma

Xuddi shunga o xshash
S= [ xdx (9)
L

bo lishini ham ko rsatish mumkin.
(8) va (9) tengliklarni hadlab go shib S yuzni topish uchun

S:; | xdy—ydx (10)

formulani xosil gilamiz.
Biror L = MN egri chizigli yo'lda o zgaruvchi
F=X(XY,2)i+Y(X,¥,2) j+Z(X,y,2)k

kuchning bajargan ishi
(N)
A= | X(XY,2)dx+Y (x,y,z)dy+Z(x,y,z)dz
(M) (11)

egri chizigli integaral bilan hisoblanadi.

Biror D soha bo'yicha olingan ikki o’lchovli integral bilan shu
soxaning L chegarasi bo'yicha olingan egri chizigli integral orasida Grin
formulasi deb ataluvchi quyidagi munosabatlar o rinlidir:
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I (%—@jdxdy [X dx+Y dy (12) soat strelkasi bo"yicha.

/I (@—dexdy: [ X dx+Ydy (13) soat stirelkasiga teskari.
L

Teorema. X(x,y), Y(x,y) funksiyalar biror D sohaning barcha

nugtalarida 0°zining X (x.y) va 8Yéxy)
X

birga uzluksiz bolsa, u holda shu sohada yotgan ixtiyoriy L yopiq kontur
bo yicha olingan egri chizigli integral

[ X(X,y)dx+Y(x,y)dy=0

L

xususiy xosilalari bilan

bo lishi uchun D sohaning hamma nuqtalarida
oX oy

oy oX
tenglikning bajarilishi zarur va yeterlidir.
Egri chizigli integral yordamida fazoviy egri chiziqg og irlik
markazining koordinatalarini ham topish mumkun. Ular quyidagi
formullalardan topiladi:

[xds [yds [zds
Xeo=t C Ye=Lb 7.=t 14).
“ Jds “ [ds “ Jds 14)
L L L
Misollar.

1.] y?2 dl egri chizigli integral hisoblansin. Bu yerda AB x = acost,
AB

y=asint,(0 <t < g) aylananing bir gismi.
Yechish: y2 = a2sin?t, dl =./[x"(D)]? + [y'()]?dt=
YA

2
= \/a2cos2t + a?sin?dt = adt; f y2dl = f a’sin’t - adt =
AB 0

a® (2 a’ 1 Z an
= 7]0 (1 - COSZt)dt = 7(1’ - Estt) (2) = T
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2. j ydl

AB
integral hisoblansin. Bu yerda AB egri chiziq y?=2x parabolaning (0;0)
nuqtasidan (2;2) nuqtasigacha bo’lgan yoyidan iborat.
1

Yechish: y? = 2x, y=v2x, y'=(/2x)' = & dl=V1+ y"dx =

2
, 1 / 1 2
= 1+—dx;j ydl=f\/2x- (1+—>dx=f V2x + 1dx =

3
Cx+1)212 1 312
S Tt =2 2%+ 1)2
o= 3 (Gx+1)z|,

1(? 1 1
=—j 2x+1)2d(2x+1) ==~
2 ), 2

3
2
1

=§(5%—1) =%(5\/§—1).

4, j x? dx + xydy integral hisoblansin. Bu yerda AB egri chiziq
AB
x =cost, y=sint, 0 <x < %aylana yoyining to’rtdan biriga teng.
Yechish: x? = cos?t, dx = —sintdt, xy = cost - sint,dy = costdt.
Bularni egri chizigli integralni hisoblash formulasi [ P(x,y)dx +

+Q(,»dy = [P{Plo®,pO]9' ) + QLo YOI (D}t ga

qo’yamiz:

T
2

j x2dx + xydy = J (—cos?t - sint + cos?t - sint) dt = 0.
0

AB

4, ff) (x +y)dy
L
integral hisoblansin. Bu yerda Lx =0, y=0,x =1, y =1 (4-chizma)
to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan to’gri to’rtburchak ko’nturidan iborat.
Yechish:
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A
D C
A B R
_> "
4-chizma

L ko’ntur bo’yicha olingan egri chizigli integralni quyidagicha

YOZiSh mumkin:
L AB BC CD DA

Bunda [, , = 0va ., = 0. Chunki bularda y=0 bo’lganligi uchun

dy = 0 bo’ladi. Shuning uchun biz f

B
bilan cheklanamiz. Ularni hisoblash uchun

va f intervallarni hisoblash
C DA

b
QCx,y) dy = j 0lx, Yy’ () dx
AB a

formuladan foydalanamiz:

(x+y)dy—j1(1+y)dy—(y+ﬁ)1—1+1—§'
BC 0 2 /10 2 2
0 y210 1 1
DA(X+y)dy=jl(O+y)dy =7 1=0—§=—§.
Shunday qilib,
3 1
ﬁl(X'*'y)dy:E—E:l

5.55L (x — y) dx+(x+y)dy integralni Grin fo’rmulasidan foydalanib

hisoblansin. Bu yerda L ko’ntur x? + y? = R? aylanadan iborat.

200 _ 4
=
funksiyalar x? + y% = R? doirada uzliksiz. Demak, berilgan integralga

Yechish: P(x,y)=x—y, Q(x,y) =x+y va g—§=—1,
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6Q aP
H —— = dxdyzjg Pdx + Qdy
ox L

Grin fo’rmulasini qo llash mumkin.

jé(x—y)dx+(x+y)dy=f (1+1)dxdy=2jf dxdy = 2-S = 2nR>.
L D D

6. y=x2% x=1y2 8xy=1 egri chiziglar bilan chegaralangan
soxaning yuzi topilsin.

A

y

0 X

Yechish: Egri chizig teglamalarini birgalikda yechib A(— —),

2”4
B G,%) nuqtalarni topamiz. Soxani xosil qiluvchi ko’ntur OA, AB, BO
yoylar yig’ndisidan iborat, shunig uchun

1 1 1
S=—j xdy—ydx+—f xdy—ydx+—J xdy — ydx =
2Joa 2 Ja8 2 Jpo

x31E 1 2 1 2 3o
=—f2X dx——f — == 1\/—dx—6 3—§ln|x| %-Z EXZ %=
—1+112+1—1+112 L+32 13 %w.b
48 8 Tag T 22T g ™" 24 o RVD

7. Har bir nugtasidagi chizigli zichligi nugta absissasining kvadratiga
proportsional bo’lgan y = Inx egri chizigning absissalari x, = 1 va xg =
3 ga teng A va B nugtalarini birlashtiruvchi yoy massasi topilsin.

Yechish: y = Inx, y’=i, dl =1+ ydx= /1 + x—12dx= 1:x2 dx,

y =v(x,y) = kx? bo’lgani uchun

VIt 2
jydl kf a dx—ij\/1+x2dx—

-214-



=2+ x2)2d(1 + x2) = S+ x2)s|P =& [103 = 23]:
= £ (V1000 — v8)=2 (10v10 — 2v2)=2* (5V10 — v2) ~9,6 m.

8 x=t-—sint, y=1—cost (0<t<m) sikloida og’irlik
markazining koordinatalari topilsin.

Yechish: Ma’lumki, L egri chiziq bir jinsli yoyi og’irlik markazining
koordinatalari

J, xds J, yds
Xc = , c—
J, ds J, ds

formulalardan topiladi. Bu yerdaf ds yoy uzunligidan iborat.

J, ds= f VX' O+ [y ()] 2dt—f J (1 — cost)? + sin2tdt =

—zj midt = —4 t|n— 4C0S = + 4cos0 = 4
= Slnz = COSZO_ COS2 cCoSVU = 4,
0

1 2 sin t 1 r t t

X, j xds = J(l — sint) - = —J (tsin— — Sin—sint) dt =
2 2 2

L 0

_1 2t t+4_ t+4.3t| _1
—2[ cosz +4sinz + 2 sin 2] =3

A

L[ yas =2t costy 2sn e -

Ye=7| Yds =7 (1 — cost) sindt =
0

s
j(  sin cost) e =
Sl?’l2 SlTlZCOS =
L 0

_1 _9 t+1 ]|
—2 COSZ 3COS COS2

Demak, CG ; g)

Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
1. A(2;2)vaB(2;0) nugtalar berilgan. 1) OA to’g’richiziq;

2
2) y:x? parabolaning OA yoyi; 3) OBA siniq chiziq bo’yicha
J, (x +y)dy integral hisoblansin.
Javoblar:1) 4; 2) %; 3) 2.
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2. fL (x —y)dl integral hisoblansin. Bu yerda L A(0;0) va
B (4; 3) nugtalarni birlashtiruvchi kesmadan iborat.
Javob:g.

3. [,z(2xy — y*)dx integral hisoblansin. Bu yerda AB markazi

koordinata boshida va radiusi R bo’lgan aylananing yuqori qismidan
iborat.

Javob:§R3.

4.f, (x+y)dl integral hisoblansin. Bu yerda L ko’ntur 0(0;0),
A(1;0) va B(0; 1) nugtalarni birlashtiruvchi uchburchakdan iborat.

Javob:1++/2 .

5. 4(0;1), B(2;5) vaC(0;5) nuqtalar berilgan.fc [(x + y)dx — 2ydy]
integral: 1) AB to’g’ri chiziq bo’yicha; 2) y = x? + 1 parabolaning AB
yoyi bo’yicha; 3) ABC siniq chiziq bo’yicha hisoblansin.

Javob: 1) -16; 2) —%; 3) -12.

6.A(4; 2) va B(2;0) nuqgtalar berilgan. 1) OA to’g’ri chiziq; 2) OBA
siniq chiziq bo’yicha [ [(x + y)dx — xdy] integral hisoblansin.

Javob: 1) 8; 2) 4.

7. A(0; =2) va B(1;0) nugtalar berilgan. [ (2 +xy®)dx — (3 —
—x2y)dy integral: 1) y = 2x — 2 to’g’ri chiziq bo’yicha; 2) y? = 4 — 4x
parabola bo’yicha; 3) x—lz + yTZ = 1 ellips bo’yicha hisoblansin.

Javob: 1)-4; 2)-4; 3)-4.

8.4(a;0;0), B(a;a;0) va C(a; a;a) nugtalar berilgan. OC to’g’ri
chizig va OABC siniq chiziq bo’yicha [(ydx + zdy + xdz) integral
hisoblansin.

Javob:1)1,5a%; 2)a?.

9.Tomonlari x =0, y=0, x+y =a to’g’ri chiziglarda yotgan
uchburchak ko’nturi bo’yicha olingan ¢ [(x + y)dx — 2xdy] integral
uchun Grin foormulasi yozilsin va tekshirilsin.
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10.Grin formulasidan foydalanib, uchlari A(a;0), B(a; a) va C(0; a)
nuqtalarda bo’lgan ABCuchburchak ko’nturi bo’yicha

§Iy2dx + (x -+ )7 dy
L

integral hisoblansin,
3
Jovob:%.

11.x = accost, y = bsint ellips yuzi egri chizigli integral bilan
hisoblansin.
Jovob: mab.

12.x = acos®t, y = asin3t astroida bilan chegaralangan yuzni egri
chizigli integral bilan hisoblansin.

Javob: znaz.
13. y? = x va x? = y parabolalar bilan chegaralangan yuza topilsin.
Javob: - kv. bir

14. x = etcost, y = elsint, z=e' (-0 <t < 0) egri chiziq bir
jinsli yoyning og’irlik markazi topilsin.

Javob: C(E; —i)
§2.Sirt integrallari

S tekis sirtning har bir nuqtasida uzliksiz bo’lgan F(M) funksiya

berilgan bo’lsin. S sirtni ixtiyoriy usul bilan yuzlari AS;, AS,, ...AS,

lardan 1borat n ta qismiy sirtlarga bo’lamiz va ularning har biriga ixtiyoriy

M; , M,, ..., M,, nugtalarni tanlaymiz. Funksiyaning tanlangan har bir

nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz va quyidagi yig’indini tuzamiz:

n
F(M)AS; + F(My)AS, + -+ F(M,)AS, = z F(M;)AS; (D)
i=1
Bu yig’indi F(M;) funksiya uchun S sirt yuzasi bo’yicha olingan
integral yig’indi deyiladi.
S sirtni qismiy sirtlarga bo’linishlar soni N cheksiz ortib borishi
bilan gismiy sirtlarning eng kattasini diametri nolga intilganda yugoridagi
integral yig’indi biror limitga intiladi va bu limitni F(M;) funksiyadan S
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sirt yuzasi bo’yicha olingan birinchi tur sirt integrali deyiladi hamda uni

quyidagicha yoziladi:

f f(M) ds (2)

$
Koordinatalar bo’yicha, [f. P(M)dxdy, [[. Q(M)dxdz yoki

JI; R(M)dydz sirt integrallari ham yuqoridagidek aniglanadi.
Koordinatalar bo’yicha sirt integrali (ikkinchi tur sirt integrali)
umumiy holda

ﬂ P(M)dxdy + Q(M)dxdz + R(M)dydz (3)
S

ko’rinishda yoziladi.

Har ikkala turdagi sirt integrallarini hisoblash ikki o’Ichovli
integralni hisoblashga keltiriladi.

Agar sirt integralini integrallash soxasi S Z=¢(x, y) tenglama bilan
berilgan bo’lsa, u holda birinchi tur sirt integrali quyidagi formuladan
foydalanib ikki o’Ichovli integralni hisoblashga keltiriladi:

ds = \/1 + () + (goj’,)dxdy (4), ﬂ F(x,y,z)ds =
S

_ j f 29, 06, 9] \/1 + (0))? + (¢))?dxdy (5)
S

Xy

Bu yerdaS, ,, Ssirtning oxy tekslikdagi proeksiyasi.
Koordinatalari bo’yicha (ikkinchi tur sirt integrali) sirt integrali
quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

jf floy, 2)dxdy =+ j f flx,y, o(x,y)ldxdy  (6)
S
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Agar S yopiq soxa bo’lsa, u holda uning tashqi tomoni bo’yicha

olingan sirt integrali ﬁ; bilan, ichki tomoni bo’yicha olingan sirt
+S

integrali # bilan belgilanadi.
-S

Yopiq S soxa bo’yicha olingan integralni bu sirt bilan chegaralangan
G soxa bo’yicha olingan uch o’lchovli integralga Ostrogradskiy-Gauss
formulasi deb ataluvchi quyidagi formula yordamida keltirish mumkin:

# Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = H (P + Q; + Ry)dxdydz (7).
+S G

Bunda P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) va ularning birinchi tartibli
xususiy xosilalari G soxada uzliksiz bo’lishi kerak.

Agar S yopiq soxa bo’lmasa, u holda S sirt bo’yicha olingan integral
va shu sohani chegaralovchi L ko’ntur bo’yicha olingan egri chizigli

integral Stoks formulasi deb ataluvchi quyidagi formula bilan bog’langan
bo’ladi:

f (Ry — Qy)dydz + (P, — Ry)dxdz + (Qy — Py)dxdy =
S

= f Pdx + Qdy + Rdz (8)

Bu yerda ham P(x,y,z), Q(x,v,z), R(x,y,z) va ularning birinchi
tartibli xususiy xosilalart G soxada uzliksiz bo’lishi kerak.
Sirt integrali ham bir gator tatbiglarga ega:

S sirtning yuzi
ﬂ ds 9
S
dan topiladi

S sirtning massasi

m = jj 5(M)ds (10)
S
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dan topiladi. Bu yerda 6(M) S sirtning M(X,y,z) nugtasidagi massa
tagsimlanish zichligi.

Sirt biror qismining kooirdinata o’qlariga nisbatan inersiya
momentlari.

Jor = || 0 4 225,10y = [[ @2+ 2. Jos = [[ 2 4 y22as (1)
S S S

lardan topiladi.
Sirt biror qismining og’irlik markazi koordinatalari

1 1 1
xC=§ﬂxds,yc=§Hyds,zc=§ﬂzds (12)
S S S

formulalardan topiladi. Bu yerda S sirtning berilgan gismini yuzini
bildiradi.
Misollar.

1. ] = ﬂ (6x + 4y + 32)ds sirtintegrali hisoblansin. Bu yerda S
S

sirt x + 2y + 32 = 6 tekislikning birinchi oktantadagi gismidan iborat.
Yechish: Berilgan integral birinchi tur sirt integralidan iborat. S
integrallash soxasi ABC uchburchakdan iborat (1-chizma)

Zf(X&OB)

X+2y+3z=6

- B(0;3;0)
\\‘

-
-

a
X A(6:0:0) .
1-chizma

Berilgan sirt integralini ikki o’lchovli integral bilan almashtiramiz.

Z = %(6 —x —2y), ds = Jl + (zx)?+(zy)?dxdy = gdxdy

bo’lgani uchun
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Ji =g jj(5x+2y+6)dxdy
Sxy
bo’ladi. Bu yerda S, S sirtning oxy tekislikdagi proeksiyasi, ya’ni ABO
uchburchakdan iborat.
Xosil bo’lgan ikki o’lchovli integralni hisoblash uchun uni ikKi
karrali integral bilan almashtiramiz.
6—2y

3
V14 6—2
]=Tjdyf (5x — 2y + 6)dx = Y
0 0

3
V14
= x —Fny-+6x)| 0

0

dy =

3
3
=2\/ﬁj(y2—10y+21)dy=2@(%—5y2+21y>’0=54@.
0

2. ] = ff(xz + y?)ds

integral hisoblansin. Bu yerda S sirt z2 = x2 + y?2 konus sirtning z=0 va
z=1 tekisliklar orasidagi gismidan iborat'

Yechish: Z=/x2 + y2, 1z, = Jx2—+y2’ z! =ﬁ,

ds=\/1+(Z,’C)2+(ZJ’,)2dxdy=\/1+ L yzzdxdy= =

x2+y? = x%+y

V2dxdy.
U holda izlanayotgan integral quyidagi ko’rinishga keladi:

] = jf(xz + y?)V2 dxdy

Bu yerda D integrallash soxasi x? + y? < 1 doiradan iborat. Shuning

uchun
TL' T[

J = \/_jf(x +y)dxdy—4\/_jd<pf 3dr—\/_fdgo—

3. Z=./a? — x2 — y2 yarim sferaning 0z ogga nishatan inersiya
momenti hisoblansin.
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x

[aZ—x2—y2’

— — Y . — / ’ - —
Zy=Na—x* =), =~ = VIF @@ = =

x2 y?2 adxdy
1+ + dxdy = ——
\/ aZ-x2—y2 | q2_x2_y2 y [aZ—x2—y2

]oz=ﬂ(xz+y2)ds=ﬂ(x2+y2)-\/a2_i2_y2dxdy-
S S

Integrallash sohasi yarim sferaning XOY tekislikdagi proeksiyasidan,
ya'ni x? + y? < a? doiradan iborat. Oxirgi integralni hisoblash uchun
qutb koordinatalariga o’tamiz.

Yechish: Z | = (yJa? —x2 —y2) | = —

r
2 a
3
]oz = jj TZL‘I‘d‘I‘dQD = 4ajd¢ji=fna4_
o Var—r? ) J vz —72 3

4. z = x tekislikning x+y =1, y=0, x =0 tekisliklar bilan
chegaralangan bo’lagi og’irlik markazi koordinatalari topilsin (2-chizma).
Z»

' Y

2-chizma

X
[

Yechish: Z = X tekislikning ko’rsatilgan qismini yuzini topamiz.
z,=1, z,=0 bo’lganligi uchun

Szﬂ\/1+(z,’c)2+(z§,)2dxdy=\/§0jdxlojxdy=\/§0f(1—x)dx=

V2

x? |1 1
= x/i(x—7) O=x/§(1—§)=7.

U holda quyidagiga ega bo’lamiz:
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1-x

des—%fxdxj_ \/§y=2fx(1—x)dx=2f(x—x2)dx=
ISERhA

1 —
3
1 1- 1
T yas =2 [ ax [ ayay = [ wrar = -t o2 =
. ys-\/i X 2ydy = x)%dx = =3 Xy =
S 0 0 0
5[] =5 [ s
= ZS—S x53.
S S

5.]=ﬂ Vx2 + y2dxdy

ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin. Bu yerda S sirt x? + y? < a?
doiraning quyi gismidan iborat.

Yechish: S sirt o’zining XOY tekislikdagi S,,, proeksiyasi bilan bir
hil bo’ladi. (6) formulaga asosan

ﬂ Ax? + y2dxdy = — ﬂ\/F rdedr = — fd(pjg

§;

x2+y2<qa? r<a
0 0
2 5a 2 5 2510 2 5 4
— — D — 5 —_ A2 — — — D — 5
= j5r2|0d<p—5 jazdga—sazga o = 5aZ 2 = Sm/a
21 2T

6.0strogradiskiy-Gauss formulasidan foydalanib
J= # 4x3dydz + 4y3dxdz — 6z3dxdy
+S

sirt integralini hisoblang. Bu yerda S sirt x? + y? = a? silindrning z = 0
va z = h tekisliklar bilan chegaralangan gismidan iborat (3-chizma).

Ostrogradskiy-Gauss formulasini chap tomoni bilan berilgan
integralni taggoslab P = 4x3, Q = 4y3, R = —6z* ekanligini topamiz.
Ularning xususiy xosilalari P, = 12x2%, Q) = 12y?%, R, = —24z3 lardan
iborat. Bularni
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)/ (a_O-O)

3-chizma

# Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = f f (Px’ +P+ P, )dxdzdy
+S
G
formulaning o’ng tomoniga qo’yamiz. Natijada S yopiq sirt bo’yicha

olingan sirt integrali S yopiq sirt chegarasi bilan hosil gilingan G soxa
boyicha olingan uch o’lchovli

J =12 ﬂ (x? + y2 — 2z3)dxdzdy
G

integralni hisoblashga kelamiz.

Bu integralni dastlab z bo’yicha integrallab, so’ngra qytb
koordinatalariga o’tamiz.

h
] =12 # dxdyj(x2 + y? —2z3)dz =
G

Xy 0

=12 jj (2+ 2) Z4 Z=hdd _

B EEYET Yz =0 T
x2+y2<a?
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2T

a
h
=12 ﬂ( Zh—7>rd(pdr = 12hf d(pj <r ——r) dr = 6ma’h(a? — h3).
0 0

rsa

Mustaqjil yechish uchun topshiriglar

1. j j [xcosa + ycosfB + zcosyldsintegral,x + y +z =a

tekislikning birinchi oktantada yotgan qismini ustki sirti bo’yicha hisoblansin.

3
Javob: “7

Z.f (x + vy + z)ds integral hisoblansin. Bu yerda S sirt x? +

+y? + z? = a?, z > 0 dan iborat.
Javob: 0.

3. ff (x? + y?)ds integral hisoblansin. Bu yerda S sirt

Jx2+y2<z<1 jismningchegarasidan iborat.
Javob: §(1+\/§).
4. Quyidagi ikkinchi tur sirt integrallari hisoblansin:

1)] = ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy,bu yerda S sirt x? + y? + z? = a?
sferaning tashqi tomonidan iborat;
2)] = jf x2dydz + y*dzdx + z*dxdy,bu yerda S sirt (x — a)? +

+(y — b)? + (z — ¢)? = R? sferaning tashqi tomoni.
Javob: 1) 4na3; 2) gnRS(a +b+0).
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5. Ostrogradskiy-Gauss formulasidan foydalanib quyidagi integrallar
hisoblansin.

1) # z? dxdy,buyerda S sirt x? + y? + 2z% = 2 ellipsoid sirtidan
=
iborat;
2) ﬁ zdxdy + ydxdz + xdydz ,buyerdaSsirtx =0,x =1,y =0,
-5
y =1, z=0, z =1 tekisliklar bilan chegaralangan kub sirtidan iborat.
Javob:1) 0; 2) -3.
2 2
6. z=2-22

2
og’irlik markazi hisoblansin.

Javob: C (0; O;M).

310
x2+y?

X

sirtning xoy tekisdan pastga joylashgan gismining

(. z= paraboloidning 0z 0’qqa nisbatan inersiya momentii 0<

z < 1 shartda hisoblansin.

41(1+6v3)
15

Javob:

VI BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI
§1.Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalari

Ehtimollar nazariyasi oliy matematikaning bir gismi bolib, natijalari
tasodifly omillarga bog’liq bo’lgan tajribalar uchun qurilgan modellarni
o’rganadi.

Har ganday tajriba (eksperiment, kuzatish) gandaydir anig shartlar
to’plamini bajarilishini va uning natijalarini kuzatishdan iborat. Ehtimollar
nazariyasida bir xil shartlar istalgancha marta takrorlanishi mumkin
bo’lgan tajribalargina qaraladi.

O’tkaziladigan u yoki bu tajribada kuzatish predmeti bo’lib, biror
jarayon, fizik holat, iqgtisodiy samaradorlik, hosildorlik va hokazolar
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olinishi mumkin. Demak, ehtimollar nazariyasida hodisa va tajriba
tushunchalari asosiy tushunchalardan hisoblanadi.

Ro’y beradi yoki ro’y bermaydi deb gapirish mumkin bo’lgan har
ganday vogea hodisa deyiladi. Tajribalar, kuzatishlar, o’lchashlarning
natijalari hodisalardan iborat. Masalan:

1) Tanga tashlanganda uning “gerbli” tomonini tushishi;

2) Otilgan o’qning nishonga tegishi;

3) Tolaning uzilishi va hokazolar.

Barcha kuzatiladigan hodisalarni 3 turga ajratish mumekin.

Ular: mugarrar hodisa, ro’y bermaydigan hodisa va tasodifiy
hodisalardir.

Tayin shartlar to’plami bajarilganda albatta ro’y beradigan hodisaga
mugarrar __hodisa deyiladi. Masalan, tomonlari birdan oltigacha
nomerlangan bir jinsli kubni (shoshqgol toshini) tashlanganda, shu
nomerlardan gandaydir bittasini tushishini hodisa deb olsak, bu hodisa
albatta ro’y beradi, ya’ni mugqarrar hodisa bo’ladi.

Tayin shartlar to’plami bajarilganda mutlago ro’y bermaydigan
hodisaga mumkin bo’lmagan hodisa deyiladi. Masalan, yuqorida ko’rib
o’tilgan kubikni tashlashda 7-nomerni tushishi mumkin bo’lmagan
hodisadir.

Tayin shartlar bajarilganda ro’y berishi ham, ro’y bermasligi ham
mumkin bo’lgan hodisa tasodifiy hodisa deyiladi. Masalan, yugoridagi
kubikni tashlashda juft nomerlarni yoki tog nomerlarni tushishi tasodifiy
hodisadir.

Odatda tasodifiy hodisalarni 4,B,C,D, E, ... harflar bilan, mugarrar
hodisani U bilan, mumkin bo’Imagan hodisani V bilan belgilanadi.

Tasodifiy hodisalar ustida quyidagi amallarga to’xtalamiz:

1. Agar A hodisa ro’y berishidan B hodisaning ham ro’y berishi
kelib chigsa, u holda A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va Ac B
kabi yoziladi. Masalan, kubikni tashlaganda A hodisa deb 2 nomerni
tushishini, B hodisa deb juft nomerni tushishini belgilasak, u vaqtda A
hodisa ro’y berishidan B hodisaning ro’y berishi kelib chiqadi.
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2. Agar AcB va BcA, ya’ni A hodisa B hodisani ergashtirsa va
aksincha, B hodisa A hodisani ergashtirsa, u holda A va B hodisalar teng
(tengkuchli) deyiladi va A=B deb belgilanadi.

3. A va B hodisalarning ikkalasi bir vaqtda ro’y berishidan iborat
bo’lgan hodisa A va B hodisalarning ko ‘paytmasi deyiladi va ANB (AB)
kabi yoziladi.

4. A va B hodisalardan xech bo’lmaganda birining ro’y berishidan
iborat bo’lgan hodisa A va B hodisalarning yig’indisi deyiladi va AUB
(A+B) kabi yoziladi. Masalan, 0’q otish qurolidan ikkita 0’q otilgan bo’lib,
A birinchi otishda nishonga tegish, B ikkinchi otishda nishonga tegish
hodisalari bo’lsa, u holda AUB (A+B) birinchi otishda yoki ikkinchi
otishda yoki har ikkala otishda ham nishonga tegish hodisasi bo’ladi.

5. Bir necha hodisalarning yig’indisi deb, bu hodisalardan kamida
birini ro’y berishidan iborat bo’lgan hodisaga aytiladi.

6. Birgalikda bo’lmagan hodisalar deb bitta sinashda birining ro’y
berishi boshgasining ro’y berishini yo’qqa chiqaradigan hodisaga aytiladi.

Masalan: 1) Detallar solingan yashikdan tavakkaliga bitta detal
olindi. Bunda yaroqli detal chigish hodisasi yarogsiz detal chigish
hodisasini yo’qqa chiqaradi. Demak, bu hodisalar birgalikda emas;

2) Tanga tashlandi. Gerbli tomonini tushishi ragamli tomonini
tushish hodisasini yo’qqga chigaradi. Bu holda ham gerbli tomoni tushdi va
ragamli tomoni tushdi hodisalari birgalikda emas.

7. Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va fagat
bittasining ro’y berishi mugqarrar hodisa bo’lsa, u holda bu hodisa yagona
mumkin bo’lgan hodisa deyiladi. Masalan, nishonga garata o’q uzildi
deylik. U holda nishonga tegish yoki tegmaslik hodisalaridan fagat bittasi
bajariladi.

8. Agar bir nechta hodisalardan hech birini boshgalariga nisbatan
ro’y berishi mumkinroq deyishga asos bo’lmasa, u holda bu hodisalarni
teng imkoniyatli hodisalar deyiladi. Masalan: 1) Tanga tashlanganda gerbli
tomoni tushishi yoki ragamli tomonini tushishi hodisalari teng
imkoniyatlidir; 2) O’yin soqqasi tashlanganda u yoki bu (1,2,3,4,5,6)
ragamni tushishi hodisalari teng imkoniyatlidir.
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9. Hodisalarning to’la gruppasi deb, sinashning yagona mumkin
bo’lgan hodisalari to’plamiga aytiladi. Masalan, mergan nishonga qarata
ikkita 0’q uzdi deylik, bunda A; nishonga bitta 0’q tegishi hodisasi, A»
nishonga ikkita o’q tegishi hodisasi, Az nishonga har ikkala o’qni
tegmaslik hodisasi. Bunda aytilgan hodisalar to’la gruppa tashkil etadi.

10. Qarama-qgarshi hodisalar deb, to’la gruppa tashkil etuvchi yagona
mumkin bo’lgan ikkita hodisaga aytiladi. A hodisaga garama-garshi
hodisani A bilan belgilanadi. Masalan: 1) Nishonga o’q uzishda nishonga
tegishi va tegmaslik hodisalari garama-garshi hodisalardir; 2) Yashikdan
olingan detalni yarogli yoki yarogsiz chigish hodisalari garama-garshi
hodisalardir.

11. Agar ikkita hodisadan birini ro’y berishi ikkinchisini ro’y berishi
yoki ro’y bermasligiga bog’liq bo’lmasa, u holda bu hodisalarni erkli
hodisalar deyiladi. Masalan, tanga ikki marta tashlandi deylik, u holda
birinchi tashlashda gerbli tomoni tushish hodisasi, ikkinchi tashlashda
gerbli tomon tushishi yoki tushmaslik hodisasiga bog’liq emas.

12. Bir nechta hodisalarni har ikkitasi bog’liq bo’lmasa, u holda u
hodisalarni juft-juft erkli deyiladi. Masalan: tangani uch marta tashlandi
deylik 4, B, C mos ravishda birinchi, ikkinchi va uchinchi sinashda gerbli
tomon tushish hodisasi bo’lsa, bu holda ko’rilayotgan hodisalardan
ixtiyoriy ikkitasi bog’liq emas. Demak, A, B va C juft-juft erkili.

13. Agar ikkita hodisadan birining ro’y berishi ikkinchisini ro’y

berish yoki ro’y bermasligiga bog’liq bo’lsa, u holda bu hodisalarni o’zaro
bog’lig hodisalar deyiladi.

14. Bitta sinashda ikkita hodisadan birini ro’y berishi ikkinchisini
ro’y berishini inkor gilmasa, u holda bu hodisalar birgalikda deyiladi.

Ehtimol tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi. Bu tushunchaning bir necha xil ta’riflari
mavjud. Hozircha biz ehtimolning klassik ta’rifini beramiz,

Bu magsadda biz quyidagi misolni ko’ramiz:
Yashikda yaxshilab aralashtirilgan 6 ta bir xil shar bo’lib, ulardan ikkitasi
qizil, 3 tasi ko’k va 1 tasi oq bo’lsin deylik. Shubhasiz yashikdan
tavakkaliga rangli shar olinish imkoniyati og shar olinish imkoniyatidan

ko’proq. Bu imkoniyatni son bilan xarakterlash mumkinmi? Ha, mumkin
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ekan. Mana shu songa hodisaning ehtimoli deyiladi. Shunday qilib
ehtimol, hodisaning ro’y berish imkoniyatini xarakterlovchi sondir.

Aytaylik, rangli shar chigishini A hodisa deylik. Sinashda ro’y berishi
mumkin bo’lgan har bir hodisani elementar hodisa deymiz. Ularni E;, E,,
E;, va hokazolar bilan belgilaymiz. Bizning misolda 6 ta elementar natija
bor. E;-0q shar, E,, E5-qizil shar, E,, Ez, E¢-ko’k shar chiqdi natijalaridir.

Anigki bu natijalar yagona mumkin bo’lgan va teng imkoniyatli
hodisalardir.

Bizni qiziqtirayotgan hodisani ro’y berishiga olib keladigan elementar
natijalarni bu hodisaning ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi hodisalar
deyiladi. Bizni misolda A hodisaning ro’y berishiga quyidagi 5 ta natija
E,, E;, E,, Es, Eg lar qulaylik tug’diradi.

A hodisaning ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi elementar natijalar
sonining ularning umumiy soniga nisbati A hodisaning ehtimoli deyiladi
va P(A) bilan belgilanadi. Ko’rilayotgan misolda jami elementar natijalar

6 ta, ulardan 5 tasi A hodisaga qulaylik tug’diradi. Demak, olingan
5
<

Umuman olganda, A hodisaning ehtimoli deb, sinashning bu hodisani
ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi natijalari sonining sinashning yagona
mumkin bo’lgan va teng imkoniyatli elementar natijalari jami soniga
nisbatiga aytiladi.

Shunday qilib A hodisaning ehtimoli quyidagi formula bilan

aniglanadi: P(4) = .
Bu yerda m, A hodisaning ro’y berishiga qulaylik tug’diruvchi
elementar natijalar soni; n-sinashning mumkin bo’lgan barcha elementar
natijalari soni. Bu yerda elementar natijalar yagona mumkin bo’lgan va
teng imkoniyatli deb faraz gilinadi.
Ehtimolning ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib chiqadi.

1) Mugarrar hodisaning ehtimoli 1 ga teng. Bu holda m=n bo’lgani
n

uchun P(A)= % =2 =1 bo’ladi.

n

2) Mumkin bo’lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng. Bu holda
m=0 bo’lgani uchun P(A)= %: % =0 bo’ladi.

sharning rangli bo’lish ehtimoli: P(A) =
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3) Tasodifiy hodisaning ehtimoli musbat son bo’lib, u nol va bir
orasida bo’ladi. Haqiqatan ham 0 < m < n bo’lgani uchun 0 < % <1

bo’ladi. Demak, 0 < P(A) < 1. Ehtimolning nolga va birga teng bo’lishi
mumkinligini e’tiborga olsak, 0 < P(4) < 1 deb yozish mumkin.

Ehdi ehtimol tushunchasi bilan o’zaro bog’liq bir tushuncha nisbiy
chastota tushunchasi bilan tanishamiz.

Nisbiy chastota ehtimol tushunchasi bilan bir gatorda ehtimollar

nazariyasining asosiy tushunchalari jumlasiga kiradi.
Hodisaning nisbiy chastotasi deb, hodisa ro’y bergan sinashlar
sonining aslida o’tkazilgan jami sinashlar soniga nisbatiga aytiladi.

Shunday qilib A hodisaning nisbiy chastotasi W(A4) = % formula bilan

aniglanadi. Bu yerda m-hodisaning ro’y berishlar soni, n-sinashlarning
jami soni.

Ehtimol va nisbiy chastota ta’riflaridan ko’rinib turibdiki, ehtimol
tajribadan ilgari, nisbiy chastota esa tajribadan keyin hisoblanadi.

1-misol. Texnikaviy nazorat bo’limi tasodifiy tanlangan 80 ta detal

partiyasidan 3 ta yaroqgsiz detal topdi. Yarogsiz detal chigishining nisbiy
chastotasi W (4) = 8—30 ga teng.

2-misol. Nishonga garata 24 ta 0’q uzildi va ulardan 19 tasi nishonga
tekkanligi gayd qilindi. Nishonga tegishning nisbiy chastotasi W(A4) = g

ga teng.

Turli tajribalarda nisbiy chastota juda oz o’zgarib, biror o’zgarmas
son atrofida tebranadi. Shunday qilib, tajriba yo’li bilan nisbiy chastota
aniglangan bo’lsa, u holda uni ehtimolning taqribiy qiymati sifatida olish
mumkin.

3-misol. Shved statistikasi ma’lumotlariga qaraganda, 1935-yida qiz
bolalar tug’ilishining nisbiy chastotasi oylar bo’yicha quyidagi sonlar bilan
harakterlanadi: 0,486, 0,489, 0,471, 0,478, 0,482, 0,462, 0,484, 0,485,
0,491, 0,482, 0,473.

Nisbiy chastota 0,482 soni atrofida tebranadi.

4-misol. Tanga tashlangan. Unda quyidagi jadvaldagi ragamlar gayd
gilingan.
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Tanga tash_lashlar Ger_bll tomon Nisbiy chastota
Soni tushishlar soni
4040 2048 0,5059
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,05005

Ko’rinib turibdiki, bu yerda ham nisbiy chastota 0,5 soni atrofida
tebranib turibdi.

Teorema: Birgalikda bo’lmagan ikkita hodisadan qaysinisi bo’lsa
ham, birining ro’y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining
yig’indisiga teng.

P(A+B) = P(A) + P(B).

Isbot: n-sinashning mumkin bo’lgan elementar natijalar soni; m;-A
hodisaga qulaylik tug’diradigan natijalarning soni; m,-B hodisaga qulaylik
tug’diradigan natijalarning soni.

Yo A hodisa, yoki B hodisa ro’y berishiga qulaylik tug’diradigan

natijalarning soni m;+m,. Demak
m+m, m; m,

P(A+B) = = P(A) + P(B).

n n
Natija: har ikkitasi birgalikda bo’lmagan bir nechta hodisalardan

qaysinisi bo’lsa ham, birining ro’y berish ehtimoli shu hodisalar
ehtimollari yig’indisiga teng.
P(A  +A,+ -+ A,) =P(A;) + P(4,) + -+ P(4,).

Isbot: A, B va C hodisalarni garaylik. Ularning hech bir 2 tasi

birgalikda bo’lmaganligi uchun
P(A+B+C)=P[(A+B)+C]=P(A+B)+P(C)= P(A) +P(B) + P(C).

1-misol.  Yashikda 30 ta shar bor, ulardan 10 tasi qizil, 5 tasi ko’k,

15 tasi og. Rangli shar chigish ehtimolini toping.

Yechish. Rangli shar chigishi yo qizil shar, yoki ko’k shar chiqishini
bildiradi. Qizil shar chigish (A hodisa) ehtimoli P(4) = = = <. Ko’k
shar chigish (B hodisa) ehtimoli P(B) = % = %

A va B hodisalar birgalikda emas, ya’ni qizil rangli shar chiqishi
ko’k rangdagi shar chiqish hodisasini yo’qga chigaradi. Demak,

yuqoridagi teoremaga asosan
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1 1 1
P(A+B)= P(A)+P(B):§+g :E.

Teorema: Qarama-qarshi hodisalar ehtimollarining yig’indisi 1 ga

teng, ya’'ni
P(A) + P(A) = 1.

Isbot: Qarama-qarshi hodisalar to’la gruppa tashkil qiladi. To’la
gruppa tashkil qiluvchi hodisalar ehtimollari yig’indisi 1 ga teng.

Eslatma. A hodisaning ehtimolini topishda, ko’pincha A hodisa
ehtimolini hisoblash, keyin esa izlanayotgan ehtimolni P(4) = 1- P(A)
bo’yicha topish qulaydir.

Amaliyotda juda ko’p masalalarni hal gilishda ehtimoli juda Kichik,
ya’ni nolga yaqin bo’lgan hodisalar bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi.
Kichik ehtimolli A hodisa yagona sinashda ro’y bermaydi deb hisoblash
mumkinmi. Bunday xulosa gilish mumkin emas, chunki kichik ehtimolli
bo’lsada, A hodisa ro’y berib golishi mumkin.

Agar tasodifiy hodisa juda kichik ehtimolga ega bo’lsa, u holda
amalda bu hodisa yagona tajribada ro’y bermaydi deb hisoblash mumkin.

Quyidagicha savolning tug’ilib qolishi tabiiy: yagona sinashda
hodisaning ro’y berishi mumkin emas deb hisoblash uchun uning ehtimoli
qanchalik bo’lishi kerak. Bu savolga bir qiymatli javob berish mumkin
emas.

Mazmunan har xil bo’lgan masalalar uchun javob ham turlichadir.
Masalan: Parashyutdan sakralganda parashyutning ochilmaslik ehtimoli
0,01 ga teng bo’lsa, bunday parashyutlardan foydalanishga yo’l qo’yib
bo’lmaydi. Uzoqga qatnaydigan poyezdning kechikib kelish ehtimoli 0,01
ga teng bo’lganda esa poyezdning o’z vaqtida yetib kelishiga ishonch hosil
gilish mumkin.

Agar A hodisaning ehtimoli nolga teng bo’lsa, u holda A hodisaning
ehtimoli 1 ga yaqin bo’ladi.

Agar tasodifiy hodisa birga yaqin ehtimolga ega bo’lsa, u holda
yagona tajribada bu hodisa amalda ro’y beradi deb hisoblash mumkin.

Teorema: Ikkita erkli hodisaning birgalikda ro’y berish ehtimoli shu
hodisalarning ehtimollari ko’paytmasiga teng.

P(AB) = P(A) - P(B).
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Natija: Birgalikda bog’liq bo’lmagan bir nechta hodisalarning
birgalikda ro’y Dberish ehtimoli shu hodisalarning ehtimollarini
ko’paytmasiga teng.

P(A1, A, A3, ... ,An) = P(A1) - P(A2) - P(43) " ... - P(4y).

1.1. Kamida bitta hodisaning ro’y berish ehtimoli

Teorema. Birgalikda bog’liq bo’lmagan A, , 4, ,43, ... , 4,
hodisalardan kamida bittasining ro’y berish ehtimoli bir soni bilan A_l, A_z,
A, ..., A, qarama-qarshi hodisalar ehtimollarining ko’paytmasi orasidagi
ayirmaga teng:

P(A) =1 - q19z . qn.

Xususiy hol. Agar A;,4,,A5, ... ,A, hodisalar q ga teng bo’lgan bir
xil ehtimolga ega bo’lsa, u holda shu hodisalardan kamida bittasining ro’y
berish ehtimoli

P(A) =1 -q™ gateng.

1.2.Shartli ehtimol

A va B hodisalar bog’liq bo’lsin. Hodisalarning bog’ligligi ta’rifiga
ko’ra bu hodisalardan birining ro’y berish ehtimoli ikkinchisining ro’y
berish yoki ro’y bermasligiga bog’ligdir. Shuning uchun bizni, masalan, B
hodisaning ehtimoli qizigtirayotgan bo’lsa, u holda A hodisa ro’y bergan
yoki ro’y bermaganligini bilishimiz muhimdir.

B hodisaning A hodisa ro’y berdi degan farazda hisoblangan
ehtimoliga shartli ehtimol deyiladi.

A va B hodisalar bog’liq bo’lib, P(A) va P4(B) ehtimollar ma’lum
bo’lsin. Bu hodisalarning birgalikda ro’y berish ehtimolini, ya’ni bir
vaqtda ham A hodisa, ham B hodisa ro’y berish ehtimolini qanday topish
mumkin. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. 2 ta bog’lig hodisaning birgalikda ro’y berish ehtimoli
ulardan birining ehtimolini shu hodisa ro’y berdi deb faraz qilingandagi
ikkinchi hodisaning shartli ehtimoliga ko’paytmasiga teng.

P(AB) = P(A) - P4(B).
Xususan, 3 ta bog’liq hodisa uchun quyidagi tenglik o’rinlidir.
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P(ABC) = P(A) " P4(B) * Pap(C) .

Teorema. Birgalikda bo’lgan ikkita hodisadan kamida bittasining
ro’y berish ehtimoli shu hodisalarning yig’indisidan ularning birgalikda
ro’y berish ehtimoli ayrilganiga teng. Ya’ni

P(A + B) = P(A) + P(B)- P(4B).

Eslatma 1. Bu formulani qo’llashda A va B hodisalar o’zaro erkli
ham, bog’liq bo’lishi mumkin ekanligini nazarda tutish kerak.

Erkli hodisalar uchun P(4 + B) = P(A) + P(B) - P(A) - P(B).

Bog’liq hodisalar uchun esa P(A + B) = P(4) + P(B)- P(4) - P,(B).

Eslatma 2. Agar A va B hodisalar birgalikda bo’lmasa, u holda
ularning birgalikda ro’y berishidan iborat bo’lgan hodisa mumkin
bo’lmagan hodisa bo’ladi, ya’ni P(AB) = 0 bo’ladi. U holda

P(A + B) = P(A) + P(B) bo’ladi.

Faraz qilaylik, A hodisa to’la gruppa tashkil etuvchi birgalikda
bo’lmagan By,B,, ... , B,, hodisalardan bittasining ro’y berganlik shartida
ro’y bersin. Bu hodisalarning ehtimollari va A  hodisaning
P(By)/A/,P(By)/A/, ... ,P(By)/A/ shartli ehtimollari ma’lum bo’lsin. A
hodisaning ehtimolini ganday topish mumkin? Bunga quyidagi teorema
javob beradi.

Teorema. To’la gruppa tashkil etuvchi birgalikda bo’lmagan
B4, B,, ... , B, hodisalardan bittasining ro’y berganlik shartidagina ro’y
beradigan A hodisaning ehtimoli, shu hodisalardan har birining ehtimolini
A hodisaning mos shartli ehtimollariga ko paytmasi yig’indisiga teng:
P(A) = P(B;) - Pg,(A) + P(By) - Pg,(A) + ... + P(B,) - Pg (4).

Bu formula to’la ehtimol formulasi deyiladi.

1.3.Gipotezalar ehtimoli. Bayes formulasi
Faraz qilaylik, A hodisa to’la gruppa tashkil etuvchi birgalikda
bo’lmagan B,,B,, ... , B, hodisalardan biri ro’y berish shartidagina ro’y
berishi mumkin bo’lsin. Bu hodisalardan gaysi biri ro’y berishi avvaldan
noma’lum bo’lgani sababli ular gipotezalar deyiladi. A hodisaning ro’y
berish ehtimoli quyidagi formuladan topiladi:
P(A) = P(B;): Pg,(A) + P(B;) - Ps,(A) + ... + P(By) " P (A) (D).
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Faraz qilaylik, sinash o’tkazilgan bo’lib, uning natijasida hodisa ro’y
bergan bo’lsin. Gipotezalarning ehtimollari qanday o’zgarganligini
aniglash masalasini qo’yaylik. Boshgacha aytganda
P,(B,), P4(By), ... , P4(By,) shartli ehtimollarni izlaymiz.

Awvval P,(B,) shartli ehtimolni aniglaymiz. Ko’paytirish teoremasiga
asosan.

P(ABy) = P(A) * P4(By) = P(By) - Pp,(4).
Bundan P,(B;) = PBY Pei @) o,

P(4)
P(By) - PBl(A)
FalB) = 5B Py () ¥ PBy) - Po(A) + o ¥ PR Pp(A)'
1 B4 2 B, n B,
Shu usulda golganlarini ham topish mumkin. Bu formulalar Bayes
formulalari deyiladi.

Bayes formulalari sinash natijasida A hodisa ro’y berganligi ma’lum
bo’lgandan so’ng gipotezalar ehtimollarini gayta baholashga imkon
beradi.

Agar bir nechta sinash o’tkazilayotgan bo’lib, har bir sinashda A
hodisaning ro’y berish ehtimoli boshga sinash natijalariga bog’liq
bo’lmasa, u holda bunday sinashlar A hodisaga nisbatan erkli deyiladi.

Faraz qilaylik, n ta o’zaro erkli sinash o’tkazilayotgan bo’lib,
ularning har birida A hodisa yo ro’y berish, yoki ro’y bermasligi mumkin
bo’lsin. A hodisaning ehtimoli har bir sinashda bir xil va p deylik. Demak,
har bir sinashda ro’y bermaslik ehtimoli ham o’zgarmas vaq =1 —p ga
teng.

n ta sinashda A hodisaning rosa k marta ro’y berish va demak n — K
marta ro’y bermaslik ehtimolini hisoblashni oldimizga maqgsad qilib
qo’yaylik. Shuni aytib o’tish mumkinki, A hodisaning k marta aniq bir
ketma-ketlikda ro’y berishi talab qilinmaydi. Masalan, A hodisaning 4 ta
sinashda 3 marta ro’y berishi to’g’risida gap ketsa, u holda quyidagi
murakkab hodisalar bo’lishi mumkin.

AAAA, AAAA, AAAA va AAAA.

AAAA yozuv birinchi, ikkinchi va uchinchi sinashda A hodisa 1o’y

berib to’rtinchisida ro’y bermasligini bildiradi. Izlanayotgan ehtimolni
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P, (k) orgali belgilaymiz. Masalan, P5(3) yozuv 5 ta sinashda hodisa 3
marta ro’y berishi, demak 2 marta ro’y bermaslik ehtimolini bildiradi.

n ta sinashda A hodisaning rosa k marta ro’y berish va n-k marta ro’y
bermasligidan iborat bo’lgan 1 ta murakkab hodisaning ehtimoli erkli
hodisalar ehtimollarini ko’paytirish teoremasiga asosan p* - g™ ga teng.

Bunday murakkab hodisalar n ta elementdan k tadan nechta gruppani
tuzish mumkin bo’lsa, shuncha, ya’ni CF ta bo’ladi. Bu murakkab
hodisalar birgalikda bo’Imaganligi uchun birgalikda bo’lmagan hodisalar
chtimollarini qo’shish teoremasiga asosan izlanayotgan ehtimol barcha
mumkin bo’lgan murakkab hodisalar ehtimollari yig’indisiga teng. Bu
murakkab hodisalarning ehtimollari bir xil bo’lgani uchun izlanayotgan
ehtimol bitta murakkab hodisaning ehtimolini ularning soniga
ko’paytirganiga teng, ya’ni

. ! -
(k) = C - p*- q" " yoki By(k) = ==+ p*+ ¢"*  dan

iborat.
Bu formula Bernulli formulasi deyiladi.

1.4.Laplasning lokal teoremasi

Yugqorida biz n ta sinashda hodisaning rosa k marta ro’y berish
ehtimolini hisoblashga imkon beruvchi Bernulli formulasini  keltirib
chigardik. Bu formulani keltirb chigarishda har bir sinashda hodisaning
ro’y berish ehtimoli 0’zgarmas deb faraz qildik.

Laplasning lokal teoremasi. Agar har bir sinashda A hodisaning
ro’y berish ehtimoli p o’zgarmas bo’lib, nol va birdan farqli bo’lsa, u
holda n ta sinashda A hodisaning rosa k marta ro’y berish ehtimoli B, (K)
tagriban n gancha katta bo’lsa shuncha aniq

1 1 _x?
e 2 =

1
y = qu- Nex qu- @ (x).

. . . k—np .. .

funksiyaning x = N dagi giymatiga teng.
x2

p(x) = \/%_n e 2 funksiyadagi x argumentning musbat giymatlariga mos

kelgan funksiyaning giymatlaridan tuzilgan jadvallar mavjud. Funksiya
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juft bo’lgani uchun bu jadvallardan x ning manfiy giymatlari uchun ham
foydalanish mumkin. Shunday qilib, n ta erkli sinashda A hodisaning rosa
k marta ro’y berish ehtimoli taqriban quyidagiga teng bo’ladi.

P, = %- @(x), buyerda, x = % ga teng.

Faraz qilaylik n ta tajribaning har birida A hodisaning ro’y berish
chtimoli o’zgarmas va p ga teng bo’lsin. n ta tajribada A hodisaning
kamida k; marta va ko’pi bilan k, marta ro’y berish ehtimoli P, (k4, k) ni
ganday hisoblash mumkin. Bu savolga Laplasning integral teoremasi javob
beradi.

Teorema. Agar har bir sinashda A hodisaning ro’y berish ehtimoli p
o’zgarmas bo’lib, u nol va birdan farqli bo’lsa, u holda n ta sinashda A
hodisaning k; dan k, martagacha ro’y berish ehtimoli P, (k4, k,) tagriban
quyidagiga teng.

1
P,(ky, ky) = —j ®
Tl( 1 2) m o
; _ ki—mp "no_ k,—np
bu yerda x" = N va x N ga teng.

ZZ
d(x) = \/%_nfoxe_7 dz uchun jadval mavjud.

& (x) funksiyani Laplas funksiyasi deyiladi. Laplas funksiyasi jadvalidan
foydalanish mumkin bo’lishi uchun & formulani quyidagicha
o’zgartiramiz.

Pn(kl,kz)'v \/_j e 2 dZ‘l‘ _j 2 dZ_

1 X ZZ
= — e 2 dz — — e 7 dz
el wl
Shunday qilib n ta erkI| sinashda A hodisaning k; dan k, martagacha
ro’y berish ehtimoli

Bu(ki k2) = ¢(x") — ¢(x')

ga teng. Bu yerda

-238 -



Misollar.

1. Yashikda 12 ta shar bo’lib, ulardan 3 tasi oq, 4 tasi qora va 5 tasi
qizil. Yashikdan ixtiyoriy ravishda olingan sharning qora bo’lishi ehtimoli
topilsin.

Yechish: Olingan sharning qora bo’lish hodisasini A deylik. U holda
A hodisani ro’y berishiga imkoniyat yaratuvchi hodisalar soni m=4 va

barcha mumkin bo’lgan hodisalar soni n=12.
m_4 _1

Demak, P(A):;—E—g

2. Kitob 100 betdan iborat. Kitobning tasodifan ochilgan betida 5
ragamining gatnashishi ehtimoli topilsin.

Yechish: Barcha mumkin bo’lgan elementar hodisalar soni n=100 ga
teng. Hodisaning ro’y berishiga imkoniyat yaratuvchi hodisalar soni m=19.

Shuning uchun
m_ 19

P(A)="=—-=0,19.

n 100
3. Ikkita tanga bir vagtda tashlanadi. Ikkala tangada gerb tomonining

tushish ehtimoli ganday bo’ladi ?
Yechish: Mumkin bo’lgan hollar quyidagi sxemadagiday bo’ladi?

Hollar Birinchi tanga Ikkinchi tanga
1-hol Gerb Gerb

2-hol Gerb Ragam

3-hol Ragam Gerb

4-hol Ragam Ragam

Mumkin bo’lgan hollar soni 4 ta. Hodisani ro’y berishiga qulaylik
tug’diruvchi hollar soni 1 ta.

Demak, ikkala tangada gerbning tushish ehtimoli P(A4) = iga teng.

4. Yashikda 6 ta ko’k, 4 ta yashil, 5 ta qizil, 5 ta oq va 10 ta qora shar
bor. Yashikdan tavakkaliga bitta shar olindi. Olingan sharning rangli
bo’lish ehtimoli topilsin.

Yechish: Rangli shar chiqish hodisasini A bilan belgilaymiz, ko’k
rang chiqish hodisasaini B bilan, yashil rang chigish hodisasini C bilan,
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gizil shar chigish hodisasini D bilan, oq shar chigish hodisasini E bilan,
gora shar chigish hodisasini esa K bilan belgilaymiz. U holda A=B+C+D
bo’ladi. Birgalikda bo’lmagan hodisalar ehtimollarini  qo’shish

teoremasiga asosan quyidagiga ega bo’lamiz:

6 4 5 15
P(A) =P(B+C+D) =P(B)+P(C)+P(D):%+%+%:%:0,5_

5. Mergan uchta sohaga ajratilgan nishonga qarata o’q uzmoqda.
O’qgning birinchi sohaga tegish ehtimoli 0,45, ikkinchi sohaga tegish
ehtimoli 0,35. Merganning bitta 0’q uzishda yo birinchi sohaga, yoki
iIkkinchi sohaga tekkizish ehtimolini toping.

Yechish: A-“mergan birinchi sohaga tekkizdi” va B-“mergan
ikkinchi sohaga tekkizdi” hodisalari birgalikda emas (o’qning bir sohaga
tegishi ikkinchi sohaga tegishini yo’qqa chiqaradi), shuning uchun
qo’shish teoremasini qo’llash mumkin.

Izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng:

P(A+B)=P(A)+P(B) =045+ 0,35 =0,80.

6. Ikkita yashikda oq va qora sharlar bo’lib, birinchisida 7 ta qora, 3
ta oq shar bor. Ikkinchisida 9 ta gora 6 ta oq shar bor. Har bir yashikdan
tavakkaliga bittadan shar olinadi. Ikkala sharning oq bo’lish ehtimoli
topilsin.

Yechish: A-ikkala sharning oq bo’lish hodisasi, A; -birinchi
yashikdan olingan sharning oq bo’lish hodisasi, A, -ikkinchi yashikdan
olingan sharning oq bo’lish hodisasi bo’lIsin.

A; va A, hodisalar o’zaro bog’liq bo’lmagan hodisalar bo’lgani
uchun A = A; N A, vaP(A) = P(A,) - P(4,).

Birinchi yashikda 10 ta shar, ikkinchi yashikda 15 ta shar bo’lganligi

uchun

3 6 3 6 3
P(Al)ZE, P(AZ)ZE, P(A)=E°E=£=O,12
7. A, B, C va D hodisalar to’la gruppa tashkil qiladi. Agar P(4) =
0,1; P(B) = 0,4; P(C) = 0,3 bo’lsa, D hodisa ehtimoli ganchaga teng
bo’ladi.
Yechish: A, B, C va D hodisalar to’la gruppa tashkil etganligi uchun
P(A)+P(B)+P(C)+P(D)=1yoki 0,1+0,4+03+P(D)=1.
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Bundan esa P(D)=1-0,8=0,2.

8. Biror kunda yog’ingarchilik bo’lish ehtimoli P=0,7. Shu kuni havo
ochiq bo’lish ehtimoli topilsin.

Yechish: “Yog’ingarchilik bo’ladi” va ‘“Havo ochiq bo’ladi”
hodisalari 0’zaro qarama-garshi hodisalardir. Shuning uchun izlanayotgan
ehtimolg =1—-p=1-0,7 = 0,3 ga teng.

9. Nasos stansiyasida 4 ta nasos bo'lib, har bir nasosning tayin vaqtda
ishlab turish ehtimoli 0,7 ga teng. Tayin vaqgtda bitta nasosning ishlab
turishi hodisasi A ning ehtimoli topilsin.

Yechish: Nasosning tayin vagtda ishlab turish va ishlamay turish
hodisalari o’zaro garama-qarshi hodisalar bo’lganligi uchun p + g = 1.
Bundan nasosning tayin vagtda ishlamasligi ehtimoli g =1—-p =1 —
-0,7 =0,3.

Nasoslarning ishlashi o’zaro bog’liq bo’lmagan hodisalar bo’lganligi
sababli, izlanayotgan ehtimol quyidagicha bo’ladi:

P(A)=1-q*=1-0,3*=1-10,0081 = 0,9919.

10. Uchta samolyotdan bitta nishonga garata bomba tashlanadi.

Birinchi, ikkinchi va uchinchi samolyotlardan tashlangan
bombalarning nishonga tushish ehtimollari mos ravishda p; =0,4; p,=0,5;
p3=0,7. Uchala samolyotdan bir yo’la bir marta tashlaganda kamida bitta
bombaning nishonga tegish ehtimoli topilsin.

Yechish:  Birinchi, ikkinchi va uchinchi  samolyotlardan
bombalarning nishonga tegish hodisalariA;,A4, va A; lar o’zaro bog’liq
bo’Imagan hodisalar bo’lgani uchun, ularga qarama-qarshi bo’lgan 4;, 4,
va A; hodisalar ham o’zaro bog’liq emas va

¢G1=1-p;=1-04=0,6
qg,=1-p,=1-0,5=0,5
g =1—p3=1-0,7=0,3

U holda izlanayotgan hodisani A deb olsak, uning ehtimoli

quyidagicha bo’ladi:
P(A)=1—q;°q,°q3=1—-06¢0503=1-0,09=0,91.

11. Hodisaning birgalikda bog’liq bo’Imagan uchta sinashda kamida

bir martta ro’y berish ehtimoli 0,936 ga teng. Hodisaning bitta sinashda
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ro’y berish ehtimolini toping (har bir sinashda hodisaning ro’y berish
ehtimoli bir xil deb faraz gilinadi).

Yechish: Qaralayotgan sinashlar birgalikda bog’liq bo’lmaganligi
uchun P(A) =1 —q* formulani qo’llashimiz mumkin. Shartga ko’ra
P(A) = 0,936; n = 3. Demak, 0,936 =1 — g3 yoki g3 =1— 0,936 =
= 0,064.

Bundan g=3/0,064 = 0,4 izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng:

p=1—-q=1-0,4=0,6.

12. Ikkita mergan bittadan o’q uzishdi. Birinchi merganning
nishonga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchi merganning nishonga
tekkizish ehtimoli 0,6 ga teng. Merganlardan agalli bittasini nishonga
tekkizish ehtimoli topilsin.

Yechish: P(A) =0,7, P(B) =0,6. A va B hodisalar birgalikda
bo’lgani uchun (lekin o’zaro bog’liq emas)

P(AUB)=P(A) +P(B)—P(ANB)=0,74+0,6—-0,7+0,6 =0,88.

13. Agar Andijon shahrida iyul oyining o’rtacha 25 kunida havo
ochiq bo’lsa, iyul oyining dastlabki 2 kunida havoni ochiq bo’lish ehtimoli
topilsin.

Yechish: Birinchi iyulda havoning ochiq bo’lishini A hodisa deb
belgilasak, u holda

ooy 25
(4) =77

Birinchi iyul kuni havo ochiq bo’ldi degan shartda, ikkinchi iyulda
havoni ochiq bo’lishi hodisasi B ning ehtimoli, ya’ni B ning shartli
ehtimoli

2

PA(B) =3—=

NG
S TS

ga teng
Bu holda izlanayotgan ehtimollik, ya’ni iyul oyining dastlabki ikki
kunida havoning ochiq bo’lish ehtimoli quyidagiga teng bo’ladi:
B 25 4 20
P(AB) = P(A) g PA(B) = 3—1°§ = 3—1
14. Yashikda 5 ta oq, 4 ta qora va 3 ta ko’k shar bor. Har bir sinash
yashikdan bitta shar olishdan iborat bo’lib, olingan shar yashikka gaytarib
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solinmaydi. Birinchi sinashda og shar chigishi (A hodisa), ikkinchisida
gora shar chigishi (B hodisa) va uchinchisida ko’k shar chiqish (C hodisa)
ehtimolini toping.
Yechish: Birinchi sinashda oq shar chigish ehtimoli:
5
P(A) = 17"
Birinchi sinashda oq shar chiggan holda ikkinchi sinashda gora shar
chigish ehtimoli, ya’ni shartli ehtimoli:
Py(B) = %
Birinchi sinashda oq shar, ikkinchi sinashda qora shar chigib
uchinchi sinashda ko’k shar chiqishi ehtimoli, ya’ni shartli ehtimoli:

3
Pyp(C) = 1—0
Izlanayotgan ehtimol:
5 4 3 1
P(ABC) = P(A) e Py(B) ¢ Pyg(C) = —0—0— = —

12 11 10 22°
15. O’q otish qurolidan berilgan obyektga garab bir xil shart-

sharoitda 6 seriya otish bajarilgan:

Birinchi seriya 5 ta otishdan iborat bo’lib, undan ikkitasi mo’ljalga
tekkan;

Ikkinchi seriya 10 ta otishdan iborat bo’lib, undan 6 tasi mo’ljalga
tekkan:;

Uchinchi seriya 12 ta otishdan iborat bo’lib, undan 7 tasi mo’ljalga
tekkan;

To’rtinchi seriya 50 ta otishdan iborat bo’lib, undan 27 tasi mo’ljalga
tekkan.

A hodisa o’qning mo’ljalga tegishi. Seriyalardan o’qning mo’ljalga
tegishining nisbiy chastotasi topilsin.

Yechish:

2 6 7

Wi (4) = gi W, (4) = E; W5(4) = E; Wy(4) = .

16. Birinchi qutida 20 ta radiolampa bo’lib, ulardan 18 tasi standart;
ikkinchi qutida esa 10 ta radiolampa bo’lib, ulardan 9 tasi standart.

Ikkinchi qutidan tavakkaliga 1 ta lampa olinib, birinchi qutiga solingan.
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Birinchi qutidan tavakkaliga olingan lampaning standart bo’lish ehtimoli
topilsin.

Yechish: A bilan birinchi qutidan standart lampa olinganlik
hodisasini belgilaymiz.

Ikkinchi qutidan yo standart lampa olingan ( B; hodisa) Yyoki
nostandart lampa olingan (B, hodisa) bo’lishi mumkin.

Ikkinchi gutidan standart lampa olinish ehtimoli:

P(B,) = 0
(By) = 75
Ikkinchi qutidan nostandart lampa olinish ehtimoli
1
P(B2) = 15

Ikkinchi qutidan birinchi qutiga standart lampa olib qo’yilganlik
shartida birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli
quyidagiga teng:

p 19
B, (4) = ﬁ

Ikkinchi qutidan birinchi qutiga nostandart lampa olib qo’yilganlik
shartida birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli
quyidagiga teng:

p 18
B, (4) = ﬁ
Izlanayotgan ehtimol, ya’ni birinchi qutidan standart lampa olinish

ehtimoli to’la ehtimol formulasiga ko’ra quyidagiga teng:

9 19 1 18 189 9
P(A) = P(B1)  Pp,(A) + P(By) * Ps,(A) = 1557t 10° 21210 — 10~ &

17. Zavod sexida tayyorlanadigan detallar ularning standartligini
tekshirish uchun ikki nazoratchidan biriga tushadi. Detalning birinchi
nazoratchiga tushish ehtimoli 0,6 ga, ikkinchi nazoratchiga tushish
ehtimoli 0,4 ga teng. Yarogli detalni standart deb tan olish ehtimoli
birinchi nazoratchi uchun 0,94 ga, ikkinchisi uchun 0,98 ga teng.
Tekshirish vaqgtida yaroqli detal standart deb gabul qilinadi. Shu detalni
birinchi nazoratchi tekshirganligini ehtimolini toping.

Yechish: A orgali yarogli detal standart deb gabul gilinganlik
hodisasini belgilaymiz. Ikki xil taxmin gilinishi mumkin:
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1)  Detalni birinchi nazoratchi tekshirgan(B; gipoteza)
2)  Detalni ikkinchi nazoratchi tekshirgan (B, gipoteza).

Izlanayotgan ehtimollikni, ya’ni detalni birinchi nazoratchi
tekshirganlik ehtimolini Bayes formulasi bo’yicha topamiz:

FalB) =553 -pp(f/i)) +P£1(;A)) Py (A)
1 B, 2 B,

Masala shartiga asosan P(B;) = 0,6 (detalning birinchi nazoratchiga
tushish ehtimoli; P(B,) = 0,4 (detalning ikkinchi nazoratchiga tushish
ehtimoli); Pg (A) = 0,94 (birinchi nazoratchining detalni yaroqgli deb
gabul gilish ehtimoli); Pg,(A) = 0,98 (ikkinchi nazoratchining yarogli
detalni standart deb gabul gilish ehtimoli).

Izlanayotgan ehtimol:

0,6 - 0,94
PaB1) =56 00704008 0%

18. Bir sutkada elektr energiya sarfining belgilangan normadan ortib
ketmaslik ehtimoli p = 0,75 ga teng. 6 sutkaning 4 sutkasi davomida
elektr energiya sarfining normadan ortib ketmaslik ehtimoli topilsin.

Yechish: 6 sutkaning har birida elektr energiyaning normada
sarflanish ehtimoli o’zgarmas va p = 0,75 ga teng. Demak, har bir sutkada
elektr energiyaning normadan ortiq sarflanish ehtimoli ham o’zgarmas va
gq=1—-p=1-0,75= 0,25 gateng.

Izlanayotgan ehtimol Bernulli formulasiga asosan quyidagiga teng:

3% 1 1215

6 5
P 4_ o —_ 4 ° 2 2 = 1 o — 00— = — .

19. Agar har b1r sinashda A hodisaning ro’y berish ehtimoli 0,2 ga
teng bo’lsa, 400 ta sinashda bu hodisaning rosa 80 marta ro’y berishi
ehtimolini toping.

Yechish:  Shartga kora n =400, k=80, p=0,2, q=0,8
Laplasning asimptotik formulasidan foydalanamiz:

1 1 k—np
P k = (] (x = ° X) = — X), X = =
n (k) e ¥ ) 73000208 ¢(x) =golx) e
X2

_ 80—400-0,2
8

0,3989 ni topamiz. Bu holda |zlanayotgan ehtimol:
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1
Paoo(s0) = N 0,3989 = 0,0986.

20. Detalni texnikaviy nazorat bo’limi tekshirmagan bo’lish ehtimoli
p=0,2 . Tasodifan olingan 400 ta detaldan 70 tadan 100 tagacha texnikaviy
nazorat bo’limi tekshirmagan bo’lish ehtimolini toping.

Yechish:  Shartga ko’ra p=0,2, g =08, n =400, k; =70,
k, = 100.

Laplasning integral teoremasidan foydalanamiz:
Py00(70,100) = ¢(x") — ¢p(x").
Integrallashning yuqori va quyi chegaralarini hisoblaymiz:

_kyi—mp _ 70-400-0,2 =k2—np=100—400-0,2=25
Jnpqg  V400-0,2-038 Jnpq  V400-02-08
Demak, P.y0(70,100) = ¢(2,5) — ¢(—1,5) = ¢(2,5) + ¢(1,5).
Jadvaldan ¢(2,5) = 0,4938, ¢(1,5) = 0,3944 larni topamiz. U

holda izlanayotgan ehtimollik
P400(70,100) = 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.

!

= —1,25; x"

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

1. Yashikda 50 ta bir xil detal bo’lib, ulardan 5 tasi bo’yalgan.
Tavakkaliga bitta detal olinadi. Olingan detal bo’yalgan bo’lishi ehtimolini
toping.

Javob: p = 0,1.

2. Kubning barcha yoqglariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan. Uni
tashlaganda juft ragam tushishi ehtimolini toping.

Javob: p = 0,5.

3. Qur’a tashlashda ishtirokchilar yashikdan 1 dan yuzgacha
nomerlangan jeton oladilar. Tavakkaliga olingan birinchi jetonning
nomerida 5 ragami uchramaslik ehtimoli topilsin.

Javob: p = 0,81.

4. 8 ta turli kitob bitta tokchaga tavakkaliga terib qo’yiladi. Tayin

ikkita kitob yonma yon bo’lib qolish ehtimolini toping.
7216 1
8l 4
5. Bir-biri bilan kesishmaydigan 3 ta zonadan tashkil topgan biror D
sohaga garata o’q otiladi (1- chizma).
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1-Chizma
O’qning birinchi zonaga tushish ehtimoli P(4,) =1i00, ikkinchi
zonaga tushish ehtimoli P(4,) = % uchinchi zonaga tushish ehtimoli

P(A3) = 11770. O’gning D sohaga tushish ehtimoli gancha? (A hodisa D
sohaga tushish hodisasidir).

32
Javob: —.
100

6. Butun terilgan paxtaning 10% sifatsiz bo’lib, sifatli paxtaning
80% i birinchi nav sifat belgisini ganoatlantiradi. Tavakkaliga tanlab
olingan paxta buntining birinchi nav bo’lish ehtimolini toping.

Javob: 0,72 .

7. Bir o’rash mashinasida 4 ta ishchi ishlaydi. Har bir ishchi uchun
o’ziga qarashli gqismda ma’lum vaqt oralig’ida buzilish ro’y bermaslik
hodisasi ehtimoli 0,6 ga teng. Biror vaqt oralig’ida: 1) To’rttala ishchining
bo’sh bo’lish; 2) kamida birining band bo’lish hodisalari ehtimollarini
hisoblang.

Javob: 1) 0,1206 ; 2) 0,8794.

8. Uchta o’yin soqqasi tashlanganda kamida bitta soqqada 6 ochko
tushish (A hodisa) ehtimoli topilsin.

91
Javobh:—
216

9. A hodisaning ikkita erkli sinashda kamida bir marta ro’y berish
ehtimoli 0,75 ga teng. A hodisaning bitta sinashda ro’y berish ehtimolini
toping (hodisaning ikkala sinashda ham ro’y berish ehtimoli bir xil deb
hisoblanadi).

Javob: 0,5.
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10. Yig’uvchida 3 ta konik, 7 ta elliptik valchalar bor. Yig uvchi
tavakkaliga bitta valcha, keyin esa yana bitta valcha oldi. Olingan
valchalardan birinchisi konik valcha, ikkinchisi esa eliptik valcha bo’lish
ehtimolini toping.

Javob: 7

30

11. Birinchi va ikkinchi o’q otish qurollaridan o’q otishda nishonga
tekkizish ehtimollari mos ravishda p,=0,7 va p,=0,8 larga teng. Bitta
otishda o0’q otish qurollaridan kamida birining nishonga tekkizish
ehtimolini toping.

Javob: 0,94 .

12. Ikkita yashikda detallar bor. Birinchi yashikdagi detalning
standart bo’lish ehtimoli 0,8 ga. ikkinchi yashikdagi detalning standart
bo’lish ehtimoli esa 0,9 gateng . 363 1iliga tanlangan yashikdan olingan
detalning standart bo’lish ehtimolini toping.

Javob: 0,85 .

13. Ikkita mergan bittadan o’q uzishdi. Birinchi merganning
nishonga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa 0,6 ga teng.
Merganlardan agalli bittasi nishonga tekkizganligi ehtimolini toping.

Javob: 0,88 .

14. Sportchilar gruppasida 20 chang’ichi, 6 velosipedchi va 4
yuguruvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimoli chang’ichi uchun
0,9, velosipedchi uchun 0,8, yugiruvchi uchun 0,75. Tavakkaliga ajratilgan
sportchining normani bajara olish ehtimolini toping.

Javob: 0,86 .

15. Birinchi yashikda 28 ta detal bo’lib, ulardan 15 tasi standart;
ikkinchi yashikda 30 detal bo’lib, ulardan 24 tasi standart; uchinchi
yashikda 10 ta detal bo’lib, ulardan 6 tasi standart. Tavakkaliga tanlangan
yashikdan olingan detalning standart bo’lishi ehtimolini toping.

43
Javob: —.
60

16. Merganning o’q uzishda nishonga tekkizish ehtimoli p=0,75 ga
teng. Mergan 10 ta 0’q uzganda 8 ta o’qni nishonga tekkizish ehtimolini
toping.

Javob: 0,273.
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17. Beshta farzandi bor oiladagi bolalardan 3 tasi giz bola va ikkitasi
o’g’il bola bo’lish ehtimoli topilsin. Bunda qiz bola va 0’g’il bola tug’ilish
ehtimolligi bir xil deb hisoblanadi.

Ja.VOb: P3,5:C§)p3q2:% .

18. Uchta bir xil yashik bo’lib, ularning birinchisida 20 ta oq shar,
iIkkinchisida 10 ta oq va 10 ta gora shar, uchinchisida esa 20 ta gora shar
bor. Tavakkaliga tanlangan yashikdan oq shar olindi. Olingan sharning

birinchi yashikdan olingan bo’lish ehtimoli topilsin.

Javob: g

19. Sexda 100 ta bir xil tipli stanok bor. Ularning har biri ma’lum
vaqt oralig’ida % ehtimol bilan to’xtaydi. Shu vaqt oralig’ida stanoklarni

to’xtash soni 45 dan 60 gacha bo’lish ehtimoli topilsin.

Javob: 0,8180.

20. Ixtiyoriy olingan pillaning yaroqgsiz chigish ehtimoli 0,2 ga teng.
Tasodifan olingan 400 ta pilladan 70 tadan 130 tagacha yaroqsiz bo’lishi
ehtimoli topilsin.

Javob: 0,8943.

§2. Tasodifiy migdorlar. Diskret tasodifiy migdorning matematik
kutilmasi. Dispersiya va o’rtacha kvadratik chetlanish tushunchasi

1. Tasodifiy miqdor deb avvaldan noma’lum bo’lgan va oldindan
inobatga olib bo’lmaydigan tasodifiy sabablarga bog’liq bo’lgan hamda
sinash natijasida bitta mumkin bo’lgan qiymat gabul qiluvchi migdorga
aytiladi.

Tasodifiy miqdorlarga misollar keltiramiz.

1. O’yin soqqasi tashlanganda ochkolar soni tasodifiy miqgdordir.
1,2,3,4,5 va 6 sonlar tasodifiy migqdorning mumkin bo’lgan qiymatlaridir.

2. 100 ta chaqaloq ichida o’g’il bolalar soni 0,1,2,3,...100
giymatlarni gabul gilishi mumkin bo’lgan tasodifiy migdordir.

Tasodifiy miqdorni X, Y, Z va hokazolar bilan belgilaymiz. Masalan:
X tasodifiy miqdor 3 ta qiymat olish mumkin bo’lsa ularni x4, x5, x5 lar
bilan belgilaymiz,
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Tasodifiy migdorlar diskret tasodifiy migdorlar va uzluksiz tasodifiy
miqdorlarga bo’linadi.

Diskret tasodifiy migdor deb ayrim ajralgan qiymatlarni ma’lum
ehtimol bilan qgabul qgiluvchi migdorga aytiladi. Diskret tasodifiy
miqdorning mumkin bo’lgan qiymatlari soni chekli yoki cheksiz bo’lishi
mumkin.

Uzluksiz tasodifiy migdor deb chekli yoki cheksiz oraliqdagi barcha
giymatlarni gabul gilishi mumkin bo’lgan miqdorga aytiladi.

Yugqorida ko’rib o’tilgan 1 va 2 misoldagi tasodifiy miqgdorlar diskret
tasodifiy migdorlardir.

Tasodifly miqdorlarning mumkin bo’lgan qiymatlari bir xil bo’lib,
ularning ehtimollari esa har xil bo’lishi mumkin. Shuning uchun diskret
tasodifiy miqdorning berilishi uchun uning mumkin bo’lgan qiymatlarini
sanab chiqish yetarli emas, ya’ni uni ehtimollarini ham ko’rsatish zarurdir.

Diskret tasodifiy migdorning tagsimot gonuni deb, mumkin bo’lgan
giymatlar bilan ularning ehtimollari orasidagi moslikka aytiladi. Tagsimot
gonunini jadval orgali, analitik usulda va grafik usulda berish mumkin,

Diskret tasodifiy miqgdorning tagsimot qonunini jadval orgali
berilishida jadvalning birinchi satri mumkin bo’lgan giymatlardan ikkinchi

satri esa ularning ehtimollaridan iborat bo’ladi.
X X1, X, X3, T

P pn P2y P3y .  Dn
Bitta sinashda tasodifiy migdor mumkin bo’lgan giymatlardan fagat

bittasini gabul qilishini nazarda tutsak X =x;,X =x,, ..., X = x,,
hodisalar to’la gruppa hosil giladi deb xulosa gilamiz. U holda bu
hodisalar entimollarning yig’indisi

p1+p+p3+-p,=1 bo’ladi.

Faraz qilaylik, n ta erkli sinash o’tkazilayotgan bo’lib ularning har
birida A hodisa ro’y berish yoki ro’y bermasligi mumkin bo’lsin. Har bir
sinashda hodisaning ro’y berishi o’zgarmas va p deylik (u holda g ham
o’zgarmas bo’ladi). X diskret tasodifiy miqdor sifatida bu sinashlarda A
hodisaning ro’y berish sonini olamiz.

O’z oldimizga X miqdorning tagsimot gonunini topish masalasini
qo’yamiz. Buning uchun X ning mumkin bo’lgan giymatlari va ularning
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ehtimollarini topamiz. n ta sinashda A hodisa ro’y bermaydi, yoki 1 marta
2 marta, 3 marta,..., n marta ro’y berishi mumkin. Ya’ni mumkin bo’lgan
giymatlar:
x1=0,x,=1,x; =2,..x,41 = nlardan iborat.
Bularni ehtimollarini Bernulli formulasi bo’yicha topamiz.
P,(k) = Ckpkg™* ®» k=0123,..,n

Bu izlanayotgan tagsimot qonunining analitik formulasidir.
Ehtimollarning binominal tagsimot gonuni deb, Bernulli formulasi bilan
aniglanadigan ehtimollar tagsimotiga aytiladi.

® formulaning o’ng tomonida Nyuton binomi yoyilmasining
umumiy hadi bor. Shuning uchun ham bu gonunni binominal gonun
deyiladi. Uning ko’rinishi quyidagicha:

X n n—-1 , .., K , ., O
P p"  np*lq .., CkpRq™* , .., q"

Har birida hodisaning ro’y berish ehtimoli juda kichik bo’lgan va
juda ko’p sinashlar o’tkazilganda hodisaning rosa k marta, ro’y berish
ehtimolini topish masalasini qaraylik (ilgari bu masalani yechishda
Bernulli formulasidan va n yetarlicha katta bo’lganda Laplas formulasidan
foydalanganmiz). Lekin bu yerda n ham juda katta va ehtimoli juda kichik
bo’lgan holni ko’ramiz.

Quyidagicha np = A1 shartni qo’yaylik. Bizni qizigtirayotgan
ehtimolni hisoblash uchun Bernulli formulasidan foydalanamiz.

Py () = 2RI ke (4 — pynk; mp = 2 dan

_ _ k n—k
p = % demak, P, (k) = 2= )-n—k+1] (i) (1 — i) - nni juda

k! n n

kattaligini e’tiborga olib P,(k) o’rniga lim B,(k) ni topamiz.
n—>00
nn—1Dn—=2)..[n—(k=1)]A* (1 /1>""‘

n
k

A amfi(-50-3 - (50

i N nak Mee=2
" _ - . - - -1 .1. —
= A (1 n) an, (1 n) e b Fa(R) k! -

P (k) = lim k! m:
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Bu formula ommaviy kam ro’y beradigan hodisalar ehtimollarining
Puasson tagsimoti gonunini ifodalaydi.

Hodisalar ogimi deb, vaqtning tasodifiy momentilarida ro’y beruvchi
hodisalar ketma-ketligiga aytiladi. Ogimga misol sifatida ATS ga, tez
yordamga chagiriglarning kelishi, aeroportga samolyotlarning qo’nishi,
maishiy xizmat korxonalariga odamlarning kelishi va hokazolar misol
bo’la oladi.

Ogimning intensivligi A deb wvaqt birligi ichida ro’y beruvchi
hodisalarning o’rtacha soniga aytiladi.

Agar oqimning o’zgarmas intensivligi ma’lum bo’lsa, u holda t vaqt

davomida eng oddiy oqimning, ya’ni k ta hodisaning ro’y berish ehtimoli
quyidagi formula bilan hisoblanadi.
(At)ke —At

pe(k) = Il

Tagsimot qonuni tasodifiy miqdorni to’la xarakterlashini ko’rib
o’tdik. Lekin, ko’pincha tagsimot qonuni noma’lum bo’lib, kam
ma’lumotlar bilan cheklanishga to’g’ri keladi. Ba’zan tasodifiy miqdorni
yig’ma tasvirlaydigan sonlardan foydalanishga to’g’ri keladi. Bunday
sonlar tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari deyiladi. Muhim sonli
xarakteristikalarga matematik kutilma tegishlidir. Matematik kutilma
tagriban tasodifiy miqdorning o’rtacha qiymatiga teng.

Faraz qilaylik n ta sinash o’tkazilgan bo’lib, ularda X tasodifiy
migdor m; marta x; giymatni, m, marta x, giymatni va hokazo, m,
marta x;, giymatni qabul qilgan, shu bilan birga m; + m, + ms +
+ - 4+m; = n bo’lsin. U holda x qgabul gilgan barcha giymatlar yig’indisi

X1 mqy +Xxp"my, +Xx3°-M3 ..X"-m, gateng.
Tasodifiy miqdor qabul qilgan barcha qiymatlarning o’rtacha
arifmetik giymati x ni topaylik, buning uchun topilgan yig’indinini
sinashlar jami soniga bo’lamiz.

_  xy'my +x,rmy, +XxX3 M3 XMy ]
X = yoki

_ my m, my
X = X1

@I

n n n
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% nisbat x, giymatning w, nisbiy chastotasi % nisbat x,

giymatning w, nisbiy chastotasi % nisbat x; giymatning nisbiy chastotasi

va hokazolar ekanligini e’tiborga olsak, u holda quyidagiga ega bo’lamiz:
X=x1 Wy + X Wy + X3 W3+ X5 Wy ®"

Sinashlar sonini yetarlicha katta deb faraz gilaylik, u holda

Wi =p1, Wy =Dy, Wz =D3,..,Wx =pr bo’lib ®" munosabat
X = x;p; +x,p, +x3p3 + -+ x3pr ko’rinishga keladi.

Bu tenglikning o’ng tomoni M (X ) dan iborat. Demak X = M(X)
bo’ladi. Demak matematik kutilma tasodifiy migdorning kuzatilayotgan
giymatlarini o’rtacha arifmetik qiymatiga teng ekan.

Matematik kutilma quyidagi xossaga ega:

1-xossa. O’zgarmas miqdorning matematik kutilmasi  shu
0’zgarmasning o’ziga teng: ya’ni M(C) = C.

2-x0ssa. O’zgarmas ko’paytuvchini matematik kutilma belgisi
tashqarisiga chigarish mumkin, ya’ni M(CX) = CM (X).

3-xossa. X va Y erkli tasodifiy miqdorlar ko’paytmasi matematik
kutilmasi ularning matematik kutilmalari ko’paytmalariga teng.

M(XY)=M(X)-M(Y)

Natija. Bir nechta o’zaro erkli tasodifiy miqdorlar ko’paytmasining
matematik kutilmasi ularning matematik kutilmalari ko’paytmasiga teng.
Masalan, X,Y,Z 3 ta o’zaro erkli tasodifiy miqdorlar bo’lsa, u holda
quyidagi tenglik o’rinlidir

M(XYZ)=M(X) -M(Y) -M(Z)

4-xossa. Ikkita tasodifiy miqdor yig’indisining matematik kutilmasi

qo’shiluvchilarning matematik kutilmalari yig’indisiga teng:
MX+Y)=MX)+ M)

Natija. Bir nechta tasodifiy miqdorlar yig’indisining matematik
kutilmasi goshiluvchilar matematik kutilmalarining yig’indisiga teng.
MX+Y+2D)=M[X+Y)+Z]=MX+Y)+M(Z)=MX) + M) + M(2).

Faraz qilaylik, n ta erkli sinash o’tkazilayotgan bo’lib, ularning har
birida A hodisaning ro’y berish ehtimolli o’zgarmas va p ga teng bo’lsin.
Bu sinashlarda A hodisa ro’y berishining o’rtacha soni ganchaga teng?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:
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Teorema: n ta erkli sinashda A hodisa ro’y berishi sonining
matematik Kkutilmasi, sinashlar sonini har bir sinashda hodisaning ro’y
berish ehtimoliga ko’paytirilganiga teng:

M(X) = np.

Aytaylik X va Y tasodifiy migdorlar quyidagicha tagsimot gonuni

bilan berilgan bo’lsin.

X -0,01 0,01 y -100 100

P 0,5 0,5 p 0,5 0,5
M(X)=-0.01-0.5+0.01-0.5=0, M(Y)=100-0.5+100-05=0

Ikkalasining ham matematik kutilmasi bir xil, mumkin bo’lgan
giymatlari esa har xil. X ning mumkin bo’lgan qiymatlari o’zining
matematik kutilmasiga yaqin. Y ning mumkin bo’lgan qiymatlari esa
matematik kutilmasidan ancha uzoq. Bundan ko’rinib turibdiki matematik
kutilma tasodifiy miqdorni to’la xarakterlay olmas ekan. Shu sababli
matematik kutilma bilan bir qatorda boshga sonli xarakteristikalar
Kiritiladi. Jumladan, tasodifiy migdorning mumkin bo’lgan qiymatlari
uning matematik kutilmasi atrofida ganchalik tarqogligini baholash uchun
dispersiya deb ataluvchi sonli xarakteristikadan foydalaniladi.

Aytaylik, X tasodifiy migdor, M(X) esa uning matematik kutilmasi
bo’lsin, X-M(X) ni garaymiz.

Chetlanish deb, tasodifiy migdor bilan uning matematik kutilmasi
orasidagi fargga aytiladi. Yani X-M(X).

X ning taqsimot qonuni ma’lum bo’lsin.

X X1, X5, X3, U Xn

P pn P2 P3 .  Dn
Chetlanishning tagsimot gonunini yozamiz. U quyidagicha bo’ladi.

X—MX) x;—-MX) x,—MX) ..x,—MX)
P D1 D2 s Pn
Teorema: Chetlanishning matematik kutilmasi nolga teng. Ya’ni
M[X — M(X)] = 0.

Isbot: M[X — M(X)] = M(X) —MM(X)) =MX)—-MX) =0

Diskret tasodifiy miqdorning dispersiyasi (targogligi) deb, tasodifiy
miqdorni o’zining matematik kutilmadan chetlanish kvadratning
matematik kutilmasiga aytiladi.Yani
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D(X) = M[X — M(X)] ? ga aytiladi.
Tasodifly migdor quyidagi tagsimot qonuni bilan berilgan bo’lsin.
X X1, X, X3, .

P p P2 P3y . Dn
Chetlanish kvadratining tagsimot gonunini yozamiz. U quyidagicha

bo’ladi.

[X —=M@O] *[x, —MX)]? ... [x, — M(X))?

P - p1 - D2 * ... Dn

Ta’rifga  asosan, D(X)=M[X—M(X)]? =[x; — M(X)]*p, +
+[x2—M(X)]2p2 + ot [x,— MX)]*p,.

Demak, diskret tasodifiy miqdorning dispersiyasi ham o’zgarmas son
ekan.

Dispersiyani hisoblashda ko’pincha quyidagi teoremani qo’llash
qulay bo’ladi.

Teorema: Dispersiya X tasodifiy miqdor kvadratining matematik
kutilmasidan X ning matematik kutilmasi kvadratining ayrilganiga teng.
Ya’ni, D(X) = M(X?) — [M(X)]? gateng.

Isbot. D(X) = M[X — M(X)]? = M[X2 - 2M(X) - X + M%2(X)] = =
M(X?) — 2M2%(X) + M3(X) = M(X?%) — M2(X) = M(X?) — [M(0)]>.

Dispersiya quyidagi xossalarga ega:

1-xossa. C o’zgarmas miqdorning dispersiyasi nolga teng, ya’ni
D(C) = 0.

Isbot. D(C) = M[C — M(C)]?

D(C) = M[C — C]* = M[0] = 0.

2-x0ssa. O’zgarmas ko’paytuvchini kvadratga ko’tarib dispersiya
belgisidan tashgariga chigarish mumkin, ya’ni

D(CX) = C%D(X).

Isbot: D(CX) = M[CX — M(CX)]? = M[CX — CM(X)]? =
= M[C*(X — M(X))?] = C*M[X — M(X)]? = C*D(X).

3-xo0ssa: 2 ta erkli tasodifiy miqdor yig’indisining dispersiyasi bu
miqdorlar dispersiyalarining yig’indisiga teng. Ya’ni

D(X+Y)=DX)+D()
1-natija. D(X +Y +Z) = D(X) + D(Y) + D(2).
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2-natija. D(C + X) = D(X).

4-xossa. 2 ta erkli tasodifiy migdor ayirmasining dispersiyasi
ularning dispersiyalari yig’indisiga teng. Ya’ni

DX —-Y)=DX)+ D(Y).

Har birida A hodisaning ro’y berish ehtimoli bir xil bo’lgan n ta erkli
sinash o’tkazilayotgan bo’lsin.

Bu sinashlarda hodisaning ro’y berish sonini dispersiyasi ganday
aniglanadi. Bunga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema: Har birida A hodisaning ro’y berishi ehtimoli p 0’zgarmas
bo’lgan n ta erkli sinashda bu hodisa ro’y berishlari sonining dispersiyasi
sinashlar sonining bitta sinashda hodisaning ro’y berish va ro’y bermaslik
ehtimollariga ko’paytirilganiga teng. Ya’ni

Ya’ni: D(X) = npq.

Tasodifly migdorning mumkin bo’lgan giymatlarini uning o’rtacha
giymati atrofida targogligini baholash uchun dispersiyadan tashqgari yana
ba’zi bir boshqa xarakteristikalar ham xizmat qiladi. Ular jumlasiga
o’rtacha kvadratik chetlanish kiradi.

X tasodifiy miqgdorning o’rtacha kvadratik chetlanishi deb,
dispersiyadan olingan kvadrat ildizga aytiladi. Ya’ni o0(X) = /D (X).

Bir nechta o’zaro erkli tasodifiy miqdorlarni o’rtacha kvadratik
chetlanishlari ma’lum bo’lsin. Bu miqdorlar yig’indisining o’rtacha
kvadratik chetlanishini ganday topish mumkin.

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema: Chekli sondagi o’zaro erkli tasodifiy miqdorlar
yig’indisining o’rtacha kvadratik chetlanishi bu miqdorlar o’rtacha
kvadratik chetlanishlari kvadratlari yig’indisidan olingan kvadratik ildizga
teng. Ya’ni.

o(X1 + X, + - X)) = o2 (X)) + 02(X)2 + -+ 02 (Xy).

Misollar:

1. Talabalar bitiruv kechasida o’yin o’tkazish maqgsadida 100 ta bilet
chigarilgan. Unda bitta 5 ming so’mlik va o’nta ming so’mlik yutuq bor.
Bitta bileti bor talabaning yutuglari tagsimot qonunini toping.

Yechish: X ning mumkin bo’lgan giymatlarini yozamiz:

x1 =5, x, =1, x3=0
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Bu mumkin bo’lgan qiymatlarning ehtimollari quyidagicha:
p; = 0,01, p, = 0,1, p3=1-(0,01+0,1) =0,89
Izlanayotgan tagsimot gonunini yozamiz:
X 5 10 10
P 0,01 0,1 0,89
2. Tanga ikki marta tashlandi. Gerbli tomon tushish sonini
bildiruvchi X tasodifiy migdorning tagsimot qonunini jadval ko’rinishida
yozing.
Yechish: Tangani har tashlashda gerbli tomon tushish ehtimoli p = %

1

demak, gerbli tomon tushmaslik ehtimolig = 1 — % ==

Tangani ikki marta tashlaganimizda gerbli tomoni yo 2 marta, yoki
bir marta tushishi mumkin, yoki gerbli tomon mutlago tushmasligi
mumkin. Shunday qilib, X ning mumkin bo’lgan qiymatlari quyidagilar:

X1 =2, x,=1, x3=0.

Bu mumkin bo’lgan qiymatlarning ehtimollarini  Bernulli

formulasidan foydalanib topamiz:

1
P,(2) = C2p (E) — 0.25;
11
Pz(l) = Czpq = E E = 05,

2.
1
P,(0) = C9q (E = 0.25.

Izlanayotgan tagsimot qonunini yozamiz:
X 2 1 0
P 0,25 0,5 0,25
3. Zavod omborga 5000 ta sifatli mahsulot jo’natdi. Mahsulotning
yo’lda shikastlanish ehtimoli 0,0002 ga teng. Omborga 3 ta yarogsiz
mahsulot kelishi ehtimolini toping.
Yechish: Shartga ko’ran = 5000,p = 0,0002, k = 3. A ni topamiz:
A =np =5000-0,0002 = 1.
Izlanayotgan ehtimol Puasson tagsimotiga asosan taqriban
quyidagiga teng:
k.,—A ~1

e e _1 0.06
k! 31 6e

Psoo(3) =



4. Bir minutda telefon stansiyasiga o’rtacha ikkita chaqiriq keladi. 5
minut ichida a) 2 ta chaqiriq kelish; b) ikkitadan kam chagqiriq kelish; c)
kamida ikkita chaqiriq kelish ehtimollarini toping. Chagiriglar ogimini eng
oddiy deb hisoblanadi.

Yechish: Shartga asosan A=2, t=5, k=2. Puasson formulasidan
foydalanamiz:

k,—At
P.(k) = %-

a) Izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut ichida 2 ta chaqiriq kelish
ehtimoli:

(10)%e~1%  100-0,000045
P,(2) = o1 = 2

Bu hodisaning amalda ro’y berishi deyarli mumkin emas.

= 0,000025.

b) “bitta ham chaqiriq kelmadi” va “bitta chaqiriq keldi”
hodisalari birgalikda bo’lmagani uchun izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5
minut ichida ikkitadan kam chaqiriq kelish ehtimoli qo’shish teoremasiga

asosan.
0- -10

10-e
P(k<2)=P;(0)+P;(1) = e 10 4 I = 0,000495.

Bu hodisaning amalda ro’y berishi deyarli mumkin emas.

c) “ikkitadan kam chaqiriq keldi” va “kamida ikkita chagqiriq
keldi” hodisalari o’zaro qarama-garshi hodisalar, shuning uchun
izlanayotgan ehtimol, ya’ni 5 minut ichida kamida ikkita chaqiriq kelgan
bo’lish ehtimoli:

Ps(k=>2)=1-Ps(k<2)=1-0,000495 = 0,999505.

Bu deyarli mugarrar hodisa.

5. X tasodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan:

X 3 5 2
P 0,1 0,6 0,3

Uning matematik kutilmasi topilsin.

Yechish: 1zlanayotgan matematik kutilma
M(X) = xypy + x,p0, + - + x,p,, formuladan topiladi. Demak, M(X) =
= x1p1 + X0, +x3p3=3-01+5-06+2-03=03+3+06= =
3,9.
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6. Erkli X va Y tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot qonunlari bilan
berilgan:
X 5 2 4 Y 7 9
P 0,6 0,1 0,3 P 0,8 0,2
XY tasodifiy migdorning matematik kutilmasini toping.
Yechish: M(X) =5-0,6+2-0,1+4-03=3+0,2+1,2 = 44.
MY)=7-084+9-02=56+18=74.

X va Y tasodifiy miqdorlar erkli bo’lganligi uchun izlanayotgan

matematik kutilma quyidagiga teng:
MXY)=M(X)-M(Y) = 4,4-7,4 = 32,56.

7. Yonlariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan 2 ta kubik
tashlanganda tushishi mumkin bo’lgan ragamlar yig’indisining matematik
kutilmasi topilsin,

Yechish: Birinchi kubikda tushishi mumkin bo’lgan ragamlar sonini
X orqali, ikkinchisini Y orgali belgilaymiz. Bu miqgdorlarning mumkin
bo’lgan qiymatlari bir xil bo’lib, ular 1,2,3,4,5 va 6 ga teng, shu bilan birga

bu giymatlarni har birini gabul gilish ehtimollari ham bir xil bo’lib u % ga

teng.
Birinchi kubikda tushishi mumkin bo’lgan ragamlar sonining
matematik kutilmasini topamiz:
17

MX)=1-42-243-244- 4524 6-2=21--=,
6 6 6 6 6 6 6 2

M(Y):g bo’lishini ham topish mumkin. Demak, izlanayotgan
matematik kutilma:

M(X+Y)=M(X)+M(Y)=%+%=7.

8. O’q otish qurolidan o’q otilganda nishonga tegish ehtimoli p=0,6.
Agar 10 ta o’q otilgan bo’lsa, nishonga tegish jami sonining matematik
kutilmasini toping.

Yechish: Har bir 0’q otishda nishonga tegish yoki tegmaslik boshga
otishlar natijasiga bog’liq emas. Shuning uchun ko’rilayotgan hodisalar
erklidir va, demak, izlanayotgan matematik kutilma:

M(X)=np=10-0,6 = 6.

-259 -



9. Quyidagi tagsimot qonuni bilan berilgan X diskret tasodifiy
migdorning dispersiyasini toping:
X 1 2 5
P 0,3 0,5 0,2
Yechish: Dastlab matematik kutilmani topamiz:
M(X) =xipy +x,0, +x3p3=1-03+2-05+5-0,2 =2,3.
Chetlanish kvadratining mumkin bo’lgan barcha qiymatlarini
topamiz:
[x; —M(X)]? = (1 —2,3)? = 1,69;
[x, —M(X)]? = (2-2,3)2 =0,09;
[x3 —M(X)]? = (5 -2,3)? =7,29;
Chetlanish kvadratining tagsimot gonunini yozamiz:
[X — M(X)]? 1,69 0,09 7,29
P 0,3 0,5 0,2
Dispersiyani hisoblash formulasidan foydalanib uni topamiz:
D(X) = M[X — M(X)]? = [x; — M(X)]? - py + [x; — M(X)]*-
py + +[xs —M(X)]? p; =1,69:0,3+0,09:-0,5+7,29-0.2 = 2,01.
10. X tasodifiy migdorning tagsimot qonuni quyidagicha berilgan:
X 0 1 2 3
P 0,2 0,3 0,4 0,1
X ning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o’rtacha kvadratik

chetlanishi topilsin.

Yechish: M(X) = xyp; + %30, + x3p3=0-024+1-03+2-0,4 +
+3-0,1 = 1,4.

M?(X) = (1,4)* = 1,96; M(X?) = x{p; + Xip, + x3p3 + X5ps =
=0-02+4+1-034+4:044+9:01=03+16+09=28;

D(X) = M(X?) — M2(X) = 2,8 — 1,96 = 0,84

O’rtacha kvadratik chetlanish:

a(X) = /D(X) =+0,8%4 ~ 0,92.

11. Ikkita erkli tasodifiy migdorning dispersiyalari mos ravishda

D(X) =4 va D(Y) =3 larga teng. Bu miqdorlar yig’indisining
dispersiyasini toping.

Yechish: Dispersiyaning xossasiga asosan

DX+Y)=DX)+D(Y)=4+3=7.
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Mustagqil yechish uchun topshiriglar.
1. Diskret tasodifiy migdorning

X 6 3 1
P 0,2 0,3 0,5
tagsimot qonunini bilgan holda uning matematik kutilmasini toping.

Javob: 2,6.

2. Nishonga qarata 4 ta o’q uzildi. Ularning nishonga tegish
ehtimollari p, = 0,6, p, =04, p; =0,5va p, = 0,7. Nishonga tegish
jami sonining matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 2,2.

3. Diskret erkli tasodifiy migdorlar quyidagi tagsimot gonunlari
orqgali berilgan:
X 1 2 Y 0,5 1
P 0,2 0,8 P 0,3 | 0,7

XY ko’paytmaning matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 1,53.

4. Yugoridagi masaladagi tagsimot qonunlari bilan berilgan tasodifiy
miqdorlar uchun X+Y yig’indining matematik kutilmasi topilsin.

Javob: 2,65.

5. O’zaro bog’lig bo’lmagan ikkita tasodifiy miqdor X va Y lar
quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan:

X 1 2 3 4
P 0,2 0,3 0,4 0,1
Y 1 2 3 4
P 0,1 0,2 0,4 0,3

X+Y va XY larning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o’rtacha

kvadratik chetlanishi topilsin:

Javob: M(X+Y)=53; M(XY)=696; D(X+Y) =1,73;

D(XY) = 0,7476; o(X +Y) = 1,33; a(XY) = 0,86.
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6. X tasodifiy migdorning tagsimot gonuni quyidagicha berilgan
X 1 13| 5
P |01]04/|05

3X + 2 tasodifiy miqgdorning matematik kutilmasi va dispeziyasi
topilsin.

Javob: M(3X +2)=13,4; D(3X + 2) = 15,84.

7. Ikkita erkli tasodifiy miqdorlarning dispersiyalari ma’lum:

D(X) = 4, D(Y) = 3. Bu miqdorlar yig’indisining dispersiyasini toping.

Javob: 7.

8. X tasodifiy miqdorning dispersiyasi 5 ga teng. Quyidagi
miqgdorlarning dispersiyasini toping.

a)X—1; b) —2X; c) 3X +6.

Javoblar: a)5; b) 20; c)45.

9. Tasodifiy miqdor dispersiyasi D(X)=6,25. o(X) o’rtacha kvadratik
chetlanishni toping.

Javob: 2,5.

10. Tasodifiy migdor quyidagi tagsimot gonuni bilan berilgan:
X |1 2 | 4] 8
P |01|05|04
Bu migdorning o’rtacha kvadratik chetlanishini toping.

Javob: 2,2.

§3. Matematik statistika elementlari

Ommaviy tasodifiy hodisalar bo’ysunadigan qonuniyatlarni aniqlash
statistik ma’lumotlarni kuzatish natijalarini o’rganishga asoslanadi.
Matematik statistikaning birinchi vazifasi — statistik ma’lumotlarni
to’plash va gruppalash usullarini ko’rsatishdir.

Matematik statistikaning ikkinchi vazifasi — statistik ma’lumotlarni
tahlil gilish metodlarini tadgigot masalalariga muvofiq ishlab chigishdan
iborat.

Xulosa qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va nazariy
xulosalar hosil qilish magsadida statistik ma’lumotlarni to’plash va ishlab
chigish metodlarini yaratishdan iborat deb aytish mumkin.
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Bir jinsli obyektlar to’plamini bu obyektlarni xarakterlovchi biror
sifat yoki son belgiga nisbatan o’rganish talab qilinsin. Masalan, agar biror
xil detallar partiyasi bo’lsa, u holda detalning sifat belgisi bo’lib, uning
standartligi, son belgisi bo’lib esa detalning o’lchovi hizmat qilishi
mumkin.

Ba’zan yalpi tekshirish o’tkaziladi, ya’ni to’plamdagi obyektlarning
har birini o’rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin yalpi
tekshirish amalda nisbatan kam qo’llaniladi. Masalan, to’plam juda ko’p
(juda katta sondagi) obyektlarni o’z ichiga olgan bo’lsa, u holda yalpi
tekshirish o’tkazish jismonan mumkin emas. Bunday hollarda to’plamdan
chekli sondagi obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va ularni o’rganiladi.

Tanlanma to’plam, yoki oddiy qilib, tanlanma deb tasodifiy ravishda
tanlab olingan obyektlar to’plamiga aytiladi.

Bosh to’plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to’plamiga
aytiladi.

To’plam (bosh yoki tanlanma to’plami) hajmi deb bu to’plamdagi
obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 1000 ta detaldan tekshirish uchun 100
ta detal olingan bo’lsa, u holda bosh to’plam hajmi N=1000, tanlanma
hajmi esa n=100.

Eslatma. Bosh to’plam ko’pincha chekli sondagi elementlarni o’z
ichiga oladi. Ammo bu son ancha katta bo’lsa, u holda hisoblashlarni
soddalashtirish yoki nazariy hisoblarni ixchamlash maqgsadini ko’zda tutib,
ba’zan bosh to’plam cheksiz ko’p sondagi obyektlardan iborat deb faraz
qilinadi. Bunday yo’l qo’yish shu bilan oqlanadiki (ancha katta hajmli)
bosh to’plam hajmini orttirish tanlanma ma’lumotlarini ishlab chiqish
natijalariga amalda ta’sir etmaydi.

Tanlanmani tuzishda ikki xil yo’l tutish mumkin: obyekt tanlanib va

uning ustida kuzatish o’tkazilgandan so’ng, u bosh to’plamga qaytarilishi
yoki gaytarilmasligi mumkin. Bunga muvofiq ravishda tanlanmalar takror
va notakror tanlanmalarga ajratiladi.

Takror tanlanma deb shunday tanlanmaga aytiladiki, bunda olingan
obyekt (keyingisini olishdan oldin) bosh to’plamga qaytariladi.

Takrorsiz _tanlanma deb tanlangan element bosh to’plamga
gaytarilmaydigan tanlanmaga aytiladi.

- 263 -




Amaliyotda odatda gaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan
foydalaniladi.

Tanlanmadagi ma’lumotlar bo’yicha bosh to’plamning bizni
gizigtirayotgan belgisi hagida yetarlicha ishonch bilan fikr yuritish uchun
tanlanmaning obyektlari bosh to’plamni to’g’ri tasvirlashi zarur. Bu talab
qisqacha bunday ta’riflanadi: tanlanma reprezentativ (tasvirlay oladigan)
bo’lishi kerak.

Katta sonlar qonuniga asosan shuni ta’kidlash mumkinki, agar
tanlash tasodifiy ravishda amalga oshiriladigan bo’lsa, tanlanma
reprezentativ bo’ladi: agar bosh to’plam barcha obyektlarining tanlanmaga
tushish ehtimollari bir xil bo’lsa, tanlanmaning har bir obyekti tasodifiy
tanlangan bo’ladi.

Agar bosh to’plamning hajmi yetarli katta bo’lib, tanlanma bu
to’plamning uncha katta bo’Imagan gismini tashkil gilsa, u holda takror va
notakror tanlanmalar orasidagi farq yo’qolib boradi; limit holda, cheksiz
bosh to’plam qaralib, tanlanmaning hajmi esa chekli bo’lsa, u holda bu
farq yo’qoladi.

Amaliyotda tanlashning turli usullari qo’llaniladi. Bu usullarni
tamoyil jihatdan ikki turga bo’lish mumkin:

1.Bosh to’plamni qismlarga ajratishni talab qilmaydigan tanlash,
bunga quyidagilar kiradi:

a) oddiy gaytarilmaydigan tasodifiy tanlash;
b) oddiy gaytariladigan tasodifiy tanlash;

2.Bosh to’plamni qismlarga ajratilgandan keyin tanlash, bunga

quyidagilar kiradi:
a) tipik tanlash;
b) mexanik tanlash;
c) Seriyali tanlash;

Bosh to’plamdan elementlar bittalab olinadigan tanlash oddiy
tasodifiy tanlash deyiladi. Oddiy tanlashni turli usullar bilan amalga
oshirish mumkin. Masalan, N hajmli bosh to’plamdan n ta obyekt
tanlashda quyidagicha yo’l tutiladi. Kartochkalar olib, ularni 1 dan N

gacha nomerlanadi. So’ngra ularni yaxshilab aralashtirib, tavakkaliga bitta
kartochka olinadi, shu olingan kartochka bilan bir xil nomerli obyekt
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tekshiriladi. Keyin kartochka dastaga gaytariladi va jarayon takrorlanadi,
ya’ni kartochkalar aralashtirib, ulardan biri tavakkaliga olinadi va h.k. n
marta shunday gilinadi; natijada n hajmli oddiy takror tasodifiy tanlanma
hosil gilinadi.

Agar olingan kartochkalar gaytarilmasa, u holda tanlama oddiy
takrorsiz tasodifiy tanlanma bo’ladi.

Bosh tanlanmaning hajmi katta bo’lganda tasvirlangan bu jarayon
ko’p mehnat talab qiladi. Bunday holda tasodifiy sonlarning tayyor
jadvalidan fodalaniladi, ularda sonlar tasodifiy tartibda joylashgan bo’ladi.
Nomerlangan bosh to’plamdan masalan, 50 ta obyekt olish uchun tasodifiy
sonlar jadvalining ixtiyoriy sahifasini ochib undan birdaniga 50 ta son
yozib olinadi; tanlanmaga nomerlari yozib olingan sonlar bilan bir xil
obyektlar kiritiladi. Agar jadvalning tasodifiy soni N dan katta bo’lsa, u
holda bunday son tushirib qoldiriladi. Takrorsiz tanlanma bo’lgan holda
jadvalning ilgari uchragan sonlari ham tushirib goldiriladi.

Tipik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladik, bunda obyektlar
butun bosh to’plamdan emas, balki uning tipik qismlaridan olinadi.
Masaln, detal bir nechta stanokda tayyorlanayotgan bo’lsa u holda tanlash
barcha detallar to’plamidan emas, balki har bir stanok mahsulotidan ayrim
olinadi. Tipik tanlashdan tekshirilayotgan belgi bosh to’plamning turli
tipik qismlarida sezilarli o’zgarib turganda foydalaniladi. Masalan,

mahsulot bir nechta mashinalarda tayyorlanayotgan bo’lib, mashinalar
orasida uncha-muncha eskirganlari bo’lsa, u holda tipik tanlashdan
foydalanish magsadga muvofiqdir.

Mexanik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda bosh
to’plam tanlanmaga nechta obyekt kirishi lozim bo’lsa, shuncha gruppaga
mexanik ravishda ajratiladi va har bir gruppadan bittadan obyekt tanlanadi.

Masalan, stanokda tayyorlangan detallarning 20% ini ajratib olish
lozim bo’lsa, u holda har bir beshinchi detal olinadi; agar 5% detallarni
olish talab gilinsa, u holda har bir yigirmanchi detal olinadi; mexanik
tanlash  ba’zi  tanlanmaning  reprezentativligini  ta’minlamasligi
mumkinligini qayd qilib o’tamiz. Masalan, har bir yigirmanchi

yo’nilayotgan valcha tanlanayotgan bo’lib, shu bilan birga tanlashdan
so’ng darhol kesgich almashtirilsa, u holda tanlangan hamma valchalar
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o’tmaslangan kesgichlar bilan yo’nilgan bo’ladi. Bunday holda tanlash
ritmini kesgichni almashtirish ritmi bilan mos kelishini yo’qotish lozim,
buning uchun masalan, yo’nilgan har yigirmata valchadan o’ninchisini
olish lozim.

Seriyali tanlash deb shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar
bosh to’plamdan bittalab emas, balki seriyalab olinadi va ular yalpisiga
tekshiriladi. Masalan, buyumlar katta gruppa stanok - avtomatlar
tomonidan tayyorlanayotgan bo’lsa u holda fagat bir nechta stanokning
buyumlari yalpisiga tekshiriladi. Seriyali tanlashdan tekshirilayotgan belgi
turli seriyalarda uncha o’zgarmagan holda foydalaniladi.

Amaliyotda ko’pincha aralash tanlashdan foydalanilishini ta’kidlab
o’tamiz, bunda yuqorida ko’rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.

Masalan, bosh to’plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan bir nechta seriya tanlanadi va nihoyat
oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

Bosh to’plamdan tanlanma olingan deylik. Bunda x; giymat n,
marta, x, giymat n, marta kuzatilgan va hokazo. Y n; = n bo’lsin.
Kuzatilgan x; gqiymatlar variantalar, variantalarning ortib borishi tartibida
yozilgan ketma-ketligi esa variatsion gator deyiladi. Kuzatishlar soni

chastotalar, ularning tanlanma hajmiga nisbati %=Wi esa nisbiy

chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb variantalar va ularga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalar ro’yxatiga aytiladi. Statistik tagsimotni
yana intervallar va ularga tegishli chastotalar ketma-ketligi ko’rinishida
ham berish mumkin (intervalga mos chastota sifatida bu intervalga tushgan
variantalar soni gabul gilinadi).

Shuni qayd qilib o’tamizki, tagsimot deyilganda ehtimollar
nazariyasida tasodifiy miqdorning mumkin bo’lgan qiymatlari va ularning
ehtimollari orasidagi moslik, matematik statistikada esa kuzatilgan
variantalar va ularning chastotalari yoki nisbiy chastotalari orasidagi
moslik tushiniladi.
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3.1.Tagsimotning empirik funksiyasi
Aytaylik, X son belgi chastotalarining statistik tagsimoti ma’lum
bo’lsin. Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: n, — belgining x dan kichik
giymati kuzatilgan kuzatishlar soni; n — kuzatishlarning umumiy soni
(tanlanma hajmi).

Ravshanki, X<x hodisaning nisbiy chastotasi% ga teng. Agar X

o’zgaradigan bo’lsa, u holda umuman aytganda, nisbiy chastotasi ham
o’zgaradi, ya’ni % nisbiy chastota x ning funksiyasidir. Bu funksiya
empirik (tajriba yo’li) yo’l bilan topiladigan bo’lgani uchun y empirik
funksiya deyiladi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot funksiyasi)
deb har bir x giymati uchun X<x hodisaning ehtimolini aniglaydigan
F*(x) funksiyaga aytiladi. Shunday qilib, ta’rifga ko’ra

n
F*(x) =7x,

bu yerda n,. — x dan kichik variantalar soni, n tanlanma hajmi.
Shunday qilib, masalan, F*(x,) ni topish uchun x, dan kichik
variantalar sonini tanlanma hajmiga bo’lish lozim;

n
F'(r) ==,

Bosh to’plam tagsimotining F(x) integral funksiyasini, tanlanma
tagsimotining empirik funksiyasidan farg qilib tagsimotning nazariy
funksiyasi deyiladi. Empirik va nazariy funksiyalar orasidagi farq
shundaki, F(x) nazariy funksiya X<x hodisa ehtimolini, F*(x) empirik
funksiya esa shu hodisaning o’zini nisbiy chastotasini aniqlaydi. Bernulli
teoremasidan kelib chigadiki, X<x hodisaning nisbiy chastotasi, ya’ni
F*(x) shu hodisaning F(x) ehtimoliga ehtimol bo’yicha yaqinlashadi.
Boshgacha so’z bilan aytganda F*(x) va F(x) sonlar bir — biridan kam farq
qiladi. Shu yerning o’zidanoq, bosh to’plam tagsimotining nazariy
(integral) funksiyasini taqribiy tasvirlashda tanlanma tagsimotining
empirik funksiyasidan foydalanish maqsadga muvofiq bo’lishi kelib
chigadi.
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Bunday xulosa shu bilan ham tasdiglanadiki, F*(x) funksiya F(x)
ning barcha xossalariga ega. Darhagigat, F*(x) funksiyaning ta’rifidan
uning quyidagi xossalari kelib chigadi:

1) empirik funksiyaning giymatlari [0;1] kesmaga tegishli;

2) F*(x) — kamaymaydigan funksiya;

3) agar x;- eng kichik varianta bo’lsa, u holda x < x; da F*(x) = 0;
X — eng katta varianta bo’lsa, u holda x>x; da F*(x) = 1.

Shunday qilib, tanlanma tagsimotining empirik funksiyasi bosh
to’plam tagsimotining nazariy funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Ko’rgazmalilik maqgsadida statistik tagsimotning turli grafiklari,
jumladan, poligon va gistogrammasi yasaladi.

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (x;, ny), (x,, ny), ..., (xx, ng)
nugtalarni tutashtiradigan siniq chiziqga aytiladi. Poligonni yasash uchun
absissalar o’qiga x; variantalarni, ordinatalar o’qiga esa ularga mos n;

chastotalarni qo’yib chiqiladi. So’ngra (x;, n;) nuqtalarni to’g’ri chiziq
kesmalari bilan tutashtirib chastotalar poligoni hosil gilinadi.

Nisbiy chastotalar poligoni deb kesmalari (x;, w,), (x5, w5), ..., (x, wi)
nugtalarni tutashtiradigan siniq chizigga aytiladi. Nisbiy chastotalar
poligonini yasash uchun absissalar o’qiga x; variantalarni, ordinatalar

o’qiga esa ularga mos w; chastotalarni qo’yib chiqiladi. So’ngra hosil
bo’lgan nuqtalarni to’g’ri chiziq kesmalari bilan tutashtirib, nisbiy
chastotalar poligoni hosil gilinadi.

1-chizmaga quyidagi

X 1,5 3,5 55 7,5
W 0,1 0,2 0,4 0,3
tagsimotning nisbiy chastotalari poligoni tasvirlangan.
A Wl




Uzluksiz belgi bo’lgan holda gistogramma yasash maqgsadga
muvofiqdir, buning uchun belgining kuzatiladigan qiymatlarini o’z ichiga
olgan intervalning uzunligi h bo’lgan bir nechta qismiy intervallarga
bo’linadi va har bir i- gqismiy interval uchun n; ni - i- intervalga tushgan
variantalar chastotalari yig’indisini topiladi. Chastotalar gistogrammasi

deb asoslari h uzunlikdagi intervallar, balandliklari esa % nisbhatlarga

(chastota zichligi) teng bo’lgan to’g’ri to’rtburchaklardan iborat
pog’onaviy figuraga aytiladi.

Chastotalar gistogrammasini yasash uchun absissalar 0’qida qismiy
intervallar, ularning ustiga esa % masofada absissalar o’qiga parallel

kesmalar o’tkaziladi.

I-qismiy to’g’ri to’rtburchakning yuzi h-% =n; ga, Yyani

I- intervaldagi variantalarning chastotalari yig’indisiga teng; binobarin,
chastotalar gistogrammasining yuzi barcha chastotalar yig’indisiga ya’ni
tanlanma hajmiga teng.

A
n;

71 n

— nl

v

0 5 10 15 20 25 30 35 40
2-chizma

2-chizmada 6- jadvalda keltirilgan n= 100 hajmli tagsimot chastotalari
gistogrammasi tasvirlangan.
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6-jadval

Uzunligi h=5 bo’lgan | n; interval variantalari | Chastota zichligiﬁ
gismiy interval chastotalarining n
yig’indisi

5-10 4 0,8
10-15 6 1,2
15-20 16 3,2
20-25 36 7,2
25-30 24 4,8
30-35 10 2,0
35-40 4 0,8

Nisbiy chastotalar gistogrammasi deb asoslari h uzunlikdagi
intervallar, balandliklari esa% nisbatga (nisbiy chastota zichligiga) teng

bo’lgan to’g’ri to’rtburchakalardan iborat pog’onaviy figuraga aytiladi.
Nisbiy chastotalar gistogrammasini yasash uchun absissalar o’qiga

qismiy intervallarni qo’yib chiqiladi, ularning tepasidan esa % masofada
absissalar o’qiga parallel kesmalar o’tkaziladi. 1-qismiy to’g’ri
to’rtburchakning yuzi h - % ga, ya’'ni i-intervalga tushgan variantalarning

nisbiy chastotalari yig’indisiga teng. Demak, nisbiy chastotalar
gistogrammasining yuzi barcha nisbiy chastotalar yig’indisiga, ya’ni birga

teng.
Masalalar
1. Hajmi 20 bo’lgan tanlanmaning chastotalari tagsimoti berilgan:
X; 2 6 12
n; 3 10 7

Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing.

Yechish. Nisbiy chastotalarni topamiz. Buning uchun chastotalarni
tanlanma hajymiga bo’lamiz:

3 10 7
Wi = % = 0,15, Wy = % = 0,50, W3 = % = 0,35

Nisbiy chastotalar tagsimotini yozamiz:
X; 2 6 12
W; 0,15 0,5 0,35
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Nazorat gilish: 0,15+ 0,5+ 0,35 = 1.

2. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo’yicha uning empirik
funksiyasini tuzing.
Variantalar | x; 2 6 10
Chastotalar | n; 12 18 30

Yechish. Tanlanma hajmini topamiz: 12 + 18 + 30 = 60. Eng
kichik varianta 2 ga teng, demak,

x< 2daF*(x)=0.

x < 6 giymat, xususan, x;=2 giymat 2 marta kuzatilgan, demak,

12
2< x< 6daF*(x) =20 = 0,2.

x < 10 giymatlar, jumladan x;=2 va x,=6 giymatlar 12 + 18 = 30 marta
kuzatilgan; demak,

30
6 < x< 10 da F*(x)=% = 0,5.

X = 10 eng katta varianta bo’lgani uchun
x> 10 da F*(x) = 1.
Izlanayotgan empirik funksiya:

x <2 da 0,
« _)2<x<6 da 02
FX) =1 6<x<10 da 05
x> 10 da 1
F*(x)
1 I
X
0 2 6 10 .

3-chizma.
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Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasi grafigini yasang:
X; 5 7 10 15
n; 2 3 8 7

2. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari poligonlarini
yasang:

x; 1 3 5 7 9
n; 10 15 30 33 12

3. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari
gistogrammalarini yasang (birinchi ustunda qismiy interval, ikkinchi
ustunda esa qismiy intervaldagi variantalarning chastotalari yig’indisi
ko’rsatilgan).

2-5 9
5-8 10
8-11 25

11-14 6

4. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasini tuzing va grafigini
yasang:
x; 5 7 10 15
n 2 3 8 1.
5. Ushbu tagsimot chastotalari va nisbiy chastotalari poligonlarini
yasang:
xx 1 3 5 7 9
n; 10 15 30 33 12
6. Ushbu tagsimotning empirik funksiyasini tuzing va grafigini
yasang:
x; 11 12 13 14
n; 04 01 03 0,2

-272 -



doiigagaHuIran agadbuériap pyimxaru

1. N.A.Kapumos. “FOkcak MabHaBUAT — eHruiMac Ky4” . TomkeHT.:- 2009 i.

2. N.A Kapumos. “bapkamon aBion - V36ekucron TapaKKUETUHUHT ToiaeBopu” . TOMKEHT
-1998 1.

3. N.A.Kapumog. “V3oexucTon XXI acpra uHTUIMOKAa” TomkeHt.:- 2000 i.

4. V36exucron Pecny6nukacununr “Tasaum Tyrpucuaa’ru Kouynu. Kanpmap Ttaiiépnam
M nactypu. T.: [lapk. 1997.

5. Asnapos.T., Mancypo.X. Marematuk ananu3, 1-kucM, Tomkent, “YxuryBun” 1994,

6. T.KypaeB, A.CapaymnaeB Ba Oomk. Onmii mMaTemMaTuka acocjapd, 1-KucM, TOIIKEHT,
“¥Y36exucron” 1995,

7. T.Cyduen. Makrabna MaTeMaTUK aHaIu3 sneMeHTIapy. TomkeHT, “YkuryBun” 1983.

8. B.ILMunopckuit. Onuii MaTeMaTHKajaH Macananap Tymaamu. TomkeHt, “YkuTyBum”
1977.

9. NU.A.Mapon. [{uddepennmansHoe ¥ UHTETPATHHOE WCYMCICHUE B MPUMEpax M 3ajayax.
Mockaa, “Hayka” 1970.

10. T.H.Bepman. COopHUK 3a1a4 1Mo Kypcy MaTeMaThdeckoro anaimusa. Mocksa, “Hayka”
19609.

11. B.IL.JemunoBuy. COOpHHMK 3a7ady M YOPAXKHEHUM IO MaTeMaTUYECKOro aHajiu3a.
Mockaa, “Hayka” 1990.

12. T""'.3anopoxen. PyKkoBOACTBO K pEHICHHIO 3aJad IO MaTeMaTHYeCKOro aHalln3a.
MockBa, «Bricmras mkoia» 1964.

13. H.C.IluckynoB. uddepenunansnoe n mHTEerpanbHoe ucumcienus. Yact |. Mockaa,
“Hayxa” 1985.

14. H.P.Pacynos, U.M.Cadapos, P.T Myxuraunos. Onuit Matemaruka. TomkeHT, 2012.

15. B.T.JIucnukun, 1U.JI.ConoBeiiunk. Matemarrka. MockBa, «Briciras mkoaa» 1991.

16. W.A.Komuan. [IpakTrueckue 3aHATHS IO BBICIIEH MaTeMaTuke. XapbKoB, 1974.

17. T1.LE.lanko u ap. Beiciias maremMatuka B ynpaxHeHHUSIX U 3aadax. Mocksa, 1980.

18. H.A.Cemurun u ap. COOpHUK 33134 10 BBICIIEH MaTemaTtuke. Mocksa, 1967.

19. A.T.Poros. 3agauyHuK IO BBICIIEH MaTeMaTHKe AJisl TeXHUKYMOB. MockBa, 1973.

20. X.Maxwmynos, A.Aximmup3aes, A.lOcynoBa. Matemarnka. AanmkoH, 2012.

21. A.Y.A6nyxamunoB, X.A.HacumoB, VY.M.Hocupos, X.X.XycaHoB. Anrebpa Ba
MareMatuk aHanu3 acociapu. |,1l kuem, Tomkent, 2008.

22. UM JIscmiko, A.K.bospuyk, S.I'.T'aii, T'.Il.TomoBau. MaremaTuueckuii aHanu3 B
npumepax u 3ajgavax. ll-uacte. Kues.1977

23. U.M.VBapenkoB, M.3.Maiep. Kypc matrematuueckoro ananuza. M.:1977.

24. B.E.I'mypman. DXTUMOJUTIap Ha3apwsiCH Ba MaTeMaTHK craTuctuka. T.:1977.

25. UN.A.Kannan. [Ipaktuyeckue 3ansaTHs 1o Boiciieil Matemaruke. [1I-uacts. Xapkos.1974.

26. H.C.IlckynoB. [luddepentman Ba narerpan xucoO. ll-xkucm.T.:1974.

27. P.C.I'yrep, A.P.SIunonsckuii. Anddepenunan tenrnamanap. T.:1978.

-273 -



-274 -



