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KIRISH

Mazkur bitiruv malakaviy ishi A(z)-analitik funksiyalar uchun Shvars
lemmasiga bag’ishlangan. Ma’lumki A(z)-analitik funksiyalar Beltrami

tenglamasini yechimi bo’lib, kvazikonform akslantirishlar bilan uzviy bog’liq.

Bitiruv malakaviy ishi mavzusining dolzarbligi. Hozirgi kunda
tomografiya masalalarini (rentgen, seysmik va boshqalar) yechishda A(z)-analitik
funksiyalar nazariyasidan keng qo’llanilmoqda. Bu masalalar funksiyani
tiklashga bag’ishlangan Radon masalasi bilan bo’g’liq. A(z)- chizigli uzluksiz
operator bo’lganda bu masalalar A.L.Buxgeym va S.G. Kazansev ishlarida
qaralgan. Shvars lemmasi analitik funksiyalarning geometrik nazariyasida, ya’ni
konform izomorfizmlar nazariyasi, uzluksiz modullarni baholashda, variatsion
hisob masalalarida, opraksimatsiya nazariyasi va boshqa ko’plab sohalarda tadbiq

gilinadi.

Tadgiqot ob’yekti va predmetning belgilanishi.  A(z)-analitik
funksiyalar va uning xossalari, A(z)-analitik funksiyalar uchun Koshi formulasi
va Koshi teoremasi, A(z)-analitik funksiyalar uchun ba’zi geometrik prinsplar va

Shvars lemmasini o’rganish.

Mavzu bo’yicha gisqacha adabiyotlar tahlili. Bitiruv malakaviy ishi
bo'yicha Ahlfors L [7] Kkitobida Beltrami tenglamasi, kvazikonform
akslantirishlar va ularning xossalari keltirilgan. Arbuzov E.V, Buxgeym A.L [2]
magolasida A-operator hol uchun A-garmonik funksiyalar o'rganilgan. Bers L
[3] ishida A- analitik funksiyalar nazariyasini gaz denamika masalalarini
yechishga garatgan. Buxgeym A.L, Kazansev S.G [4] magolasida bu nazariyani
tomografiya masalalarini yechishda tadbiq gilingan. Sadullayev A.S, Jabborov
N.M[8] maqolasida A(z)-analitik funksiyalar sinfi keltirilgan. Jabborov N.M,
Otaboyev T.U [5-6] A- funksiya bo'lgan xol uchun Koshi teoremasi va integral
formulasini keltirgan. Tishaboyev J.K, Otaboyev T.U, Xursanov Sh.Y [9] larning

maqolasida  A(z)- analitik funksiyalar uchun chegirmalar nazariyasi va
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argument prinsiplari isbotlangan. Jabborov N.M, Otaboyev T.U, Xursanov Sh.Y

[11] da Shvars tengsizligi gavariq sohalar uchun isbotlangan.

Tadgiqotda qo’llanilgan uslublarning qisqacha tavsifi. A(z)-analitik

funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish, Koshining integral formulasini qo’llash.

Tadqgiqot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati. Bitiruv
malakaviy ishining natijalaridan ya’ni yagonalik teoremasi orgali yaginlashuvchi
ketma-ketlikda berilgan A(z)-analitik funksiyani butun gavarig sohada aniglash
mumkin bo’ladi. A(z)-funksiya o’zgarmas bo’lganda esa tomografiya

masalalarini yechishda qo’llaniladi.

Tadgiqgotning ilmiy yangiligi. Bitiruv malakaviy ishda gavariq sohalarda
A(z)-analitik funksiyalar uchun yagonalik teoremasi isbotlangan va bu

teoremadan sohaning saglanish prinsipini isbotlashda foydalanilgan.

Bitiruv malakaviy ishining gisqacha tavsifi. Bitiruv malakaviy ishi
Kirish, oltita paragrafga bo’lingan ikkita bob, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar
ro’yxatidan iborat. 1-bob analitik funksiyalar uchun Shvars lemmasiga
bag’ishlangan bo’lib, unda analitik funksiyalar haqida asosiy tushunchalar va
ularning asosiy xossalari, analitik funksiyalar uchun ba’zi geometrik prinsiplar,
Shvars lemmasi va uning bir nechta umumiy ko’rinishlari o’rganiladi. 2-bob
A(z)-analitik funksiyalar uchun Shvars lemmasi va uning bir necha umumiy
ko’rinishlariga bag’ishlangan bo’lib, unda A(z)-analitik funksiyalar va ularning
ba’zi xossalari, A(z)-analitik funksiyalar uchun yagonalik teoremasi, sohaning
saglash prinsipi, Shvars lemmasi va uning bir necha umumiy ko’rinishlari

keltirilgan.
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I Bob. Analitik funksiyalar uchun Shvars lemmasi
1.1-s .Analitik funksiya haqgida tushunchalar.

Faraz gilaylik bizga w= f(z) funksiya D to‘plamda (D<=C) berilgan
bo‘lsin. Bu D to‘plamdan z, nugtani olib ungashunday Az orttirma beraylikki,
z,+Az e Dbo‘lsin. Natijada f(z) funksiya ham z, nugtada

AW=Af (z,)= f(z,+Az)-f(z,)
orttirmaga ega bo‘ladi.

1.1.1-ta’rif. Agar Az—0 da % nisbatning limiti
z

Aw_ o f(zg+Az7)-f(2))
imaz ~im AZ

mavjud va chekli bo ‘lsa bu limit kompleks o ‘zgaruvchili f(z) funksiyaning z,

nugtadagi hosilasi deb ataladi va f’(z,) kabi belgilanadi.

f(z,+Az)-f(z
t'(z) = lim & AZ) (%)

1.1.2-ta’rif. Agar f(z) funksiya z,eD nuqtada f’(z,) hosilaga ega
bo ‘Isa, funksiya z, nuqgtada differensiallanuvchi deyiladi.
Agar  f(z) funksiya D to'plamning har bir nuqtasida

differensiallanuvchi bo ‘Isa, funksiya D to ‘plamda differensiallanuvchi deyiladi.
Aytaylik, f(z) funksiya z, nuqtada f'(z,) hosilaga ega bo ‘Isin. Unda

ravshanki,

bo ‘lib,
Af(z,)=T'(z,) A2y +(2,,A7)- Az
bo‘ladi. Buyerda Az —0 da «(z,,Az) ham nolga intiladi:
a(z,,A7) >0

Natijada quyidagi tasdigga kelamiz.
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1.1.1-Teorema. [10] f(2) funksiyaning z,eD nuqtada

differensiallanuvchi bo ‘lishi uchun uning orttirmasi Af (z,) ni ushbu

Af (z,)= AAZ+a(z,,AZ)- Az
ko ‘rinishida ifodalanishi zarur va yetarli. Bunda A migdor Az hamda «(z,,Az)
larga bog’liq bo ‘Imagan migdor.

Biz yuqorida kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi hamda
differensiallanuvchi bo‘lishi tushunchalarining kiritilishi haqiqiy o‘zgaruvchili
funksiyaning hosilasi hamda differensiallanuvchi bo‘lishi kabi tushunchalarning
kiritilishi kabi ckanligini ko‘rdik. Demak, kompleks
o‘zgaruvchilifunksiyalarning hosilasini hisoblashda hagqiqiy o‘zgaruvchili
funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum qoida va jadvallardan foydalanish
mumkin.

Ba’zi qoidalarni keltiramiz:

1. Agar f(z)=c=const bo‘lsa, f'(z)=0 bo‘ladi,

(2
(k-f(z))=k , k=const ,
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6. Agar w=f(z), F(z)=¢(w) bo‘lib, F=¢(f(z)) bo‘lsa, uholda

(¢(T(2)) =¢'(w)-1'(z) bo‘ladi,

7. Agar w=f(z) va z=f"(w) bo‘lsa, (f‘l(w))': (f'(z)#0) bo‘ladi.

f'(z)’

Garchi kompleks hamda haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar hosilalari
tushunchalarining kiritilishi bir xil bo‘lsa ham, kompleks o°zgaruvchili
funksiyaning hosilaga ega bo‘lsin deyilishi (binobarin, differensiallanuvchi
bo‘lsin deyilishi) talabi ancha og’ir talab hisoblanadi. Bitta sodda misolni

qaraylik.
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Ushbu f(z)=x funksiyani olaylik. Agar bu funksiya haqiqiy o‘qda
joylashgan E to‘plamda (E <R) qaralsa, ravshanki, u hosilaga ega bo‘lib,
f’(z)=1 bo‘ladi.

Endi f(z)=x funksiyani kompleks tekislik € da garaylik. Ravshanki bu

funksiya uchun f(2)-7(z)_ X% bo‘ladi.
z-1, (x=%)+i(y—Y,)

Bu nisbat z -z, da limitga ega emas, chunki, x=x, y=y, da nisbat 0
ga teng, x=x, y=y, da esa 1 ga teng. Demak, f(z)=x funksiya

differensiallanuvchi emas.

Faraz qilaylik, f(z)=u(x y)+iv(x,y) funksiya biror D sohada (DcC)
berilgan bo‘lib z, =x,+y,eD bo‘lsin.

1.1.3-Ta’rif. Agar haqiqiy o ‘zgaruvchili u(x,y) va v(xy) funksiyalar
(%.Y,) nuatada ((x,y,)eR?) differensiallanuvchi bo‘lsa, f(z) funksiya gz,

nuqtada haqiqiy analiz ma nosida (qisqacha R?ma’noda) differensiallanuvchi
deyiladi.

1.1.2-Teorema [10]. f(z) funsiyaning z, nuqtada f'(z,) hosilaga ega
bo ‘lishi uchun
1. f(z) ning gz nuqtada hagigiy analiz ma’nosida (R*mamoda)

differensiallanuvchi bo ‘lishi va

2. Ushbu
A 24 (1.1.1)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. f(z) funksiya z, nuqgtada (z,eD) f’(z,) hosilaga ega

bo‘lsin. Hosila ta’rifiga ko‘ra

ya’'ni
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Af (zy)=f'(z,)- Az +ahz (1.1.2)
bo‘ladi. Bu yerda Az =2z-2z,=(x+iy)—(X%, —iy,)=(X—X)+i(y—Y,) = Ax+iAy,
Af(z)=f(2)— 1 (z)=[u(xy)+V(Xy) ]-[u(X Yo ) +iV(Xy. Yo ) ] =
=[u(%y)=u (X o) J+i[V(X,¥)=V(X, Yo ) | = Au +iAv
bo‘lib, ¢ esa Axva Ay larga bog’liq va ular nolga intilganda nolga intiladi:

lim =0
AX—0,Ay—0

Endi f'(z,) hamda « larni

f'(z,)=a+ib, a =, +ia, (lime, = lima, =0)
AX—0 AX—0
Ay—0 Ay—0

deb, (1.1.1) tenglikni quyidagicha yozamiz:

AU+iAv = (a+ib)(AX+iAy)+( oy + o, ) (AX+iAy)
Bu tenglikdan, hagigiy va mavhum gismlarini tenglab quyidagi tenglikka ega
bo‘lamiz:

AU = aAX —DbAY = o, AX - a, Ay, (1.1.3)
AV =bAX+aAy = a,AX+ Ay o

Demak, u(x,y) va v(xy) funksiyalar (x,,y,) nuqtada differensiallanuvchi.
Ayni paytda f(z) funksiya z, nugtada R* ma’noda differensiallanuvchi
bo‘ladi.

Madomiki, f(z) funksiya z, nuqtada f’(z,) hosilaga ega ekan, unda
Az—0, jumladan Az=Ax—0 (Ay=0), Az=Ay -0 (Ax=0) bo‘lganda ham

Af (z,)
Az

nisbatning limiti har doim f’(z,) ga teng bo‘laveradi. (1.1.3) tengliklar

Az=Ax (Ay=0) bo‘lganda

Au = aAX + a; AX

AU = bAX + @, AX, (1.1.4)
Az=Ay (Ax=0) bo‘lganda esa

Au = -bAy — o Ay

(1.1.5)
Au = aAy +a,Ay

tenglikka keladi.



(1.1.4) munosabatdan

a_u = ’@ = b1

OX OX
(1.1.5) munosabatdan esa

a_u = _b’@ =-a

oy oy

bo‘lishini topamiz. Bu tenglikdan

bo‘lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik f(z) funksiya 3z, nugtada R?> ma’noda
differensiallanuvchi bo‘lib, teoremada keltirilgan ikkinchi shart bajarilsin. u(x,y)
va v(x,y) funksiyalar (x,,y,) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgani uchun

Au = a—qu + a—uAy + o, AX + a, Ay,
OX oy

ou ou
AV = — AX+—AY + BAX+ [, AyY.
P Py Y+ BAX+ B,Ay

bo‘ladi.
Buyerda Ax—>0, Ay—0 da «,a,, 4,4 larning har biri nolga intiladi. U

holda
Af (z,) = Au+iAv = Au = a—uAx+a—uAy+ozle+ocZAy+i a—qu+a—uAy+ﬂle+,Bsz
OX oy OX oy

bo‘ladi. Teoremaning ikkinchi sharti

ou_ov ou_ ov
ox oy oy X

dan foydalanib quyidagiga ega bo‘lamiz:

Af (2,) = a—u(Ax+iAy)—i%(Ax+iAy)+(al+i,Bl)Ax+(az ig,)Ay =

OX
ou .0 . WA . A
=(a—i—|5u]Az +|:(0£1+Iﬂl)A—)z(+(a2 +|ﬂ2)A—ﬂ-Az

Bu tenglik esa



: A :
:__IEJF(%“,@)A_)Z(JF(O‘Z+'ﬂ2)g (1.1.6)
bo‘lishi kelib chigadi. Keyingi tenglikdan

(al+iﬂl)%+(a2+iﬁ2)%

ifoda uchun

AX
Az

. A . . .
(al+lﬁ1)A_)z(+(a2+lﬁ2)% <oy +iB||—|+|a, +15,| % <

<|ey +iB|+|e, +1B,| <|en|+|ey | +| B8] +|B| < &

bo‘ladi, chunki Az—>0 daya’ni Ax—>0,Ay >0 da o, -0,a, >0, B, —0,5, -0
shuni e’tiborga olib, Az—0 da (1.16) tenglikda limitga o‘tib

. Af(z) _éu . éu
lim— =" i
a0 AZ OX 6y

bo‘lishini topamiz. Demak f(z) funksiya z nuqtada f’(z,) hosilaga ega va

bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.

Teoremada keltirilgan (1.1.1) shartlar Koshi-Riman shartlari deyiladi.
Faraz qilaylik, f(z) funksiya (f(z)=u(xy)+iv(xy)) z,=x+iy,eD (DcC)
nugtada R?* ma’noda differensiallanuchi bo‘lsin. Ushbu

du (%, Yo ) +idv(, ¥o)
ifoda f(z) funksiyaning z, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (z,) kabi
belgilanadi:
df (z,) = du(X,, Y, )+idv(X, Yo )-

Ravshanki,

du :a—udx+a—udy,
OX oy

dv:@dx+@dy
OX oy

Shuni e’tiborga olib topamiz:



df = a—udx+a—udy +1 @dx+@ :(a—u+i@]dx+ 8_u+@ dy:qu+idy
OX oy OX OX

Demak,

Quyidagi
Z=X+iy, 2= X—ly
o‘zgaruvchilarni olaylik. Ravshanki,

dz = dx +idy,
dz = dx—idy

Bu tengliklardan
1 - 1 -
dx=§(dz+dz), dy=5(dz—dz) (1.1.8)
bo‘lishini topamiz.
(1.1.7) va (1.1.8) tengliklardan

df :qu+qdy :gé(dz+d2)+
OX oy oX 2
bo‘lishi kelib chigadi.

Agar

-i(dz-dz):%(%-ﬂ]dzﬁ(ﬂnﬂjdz

(1.1.9)
of 1(of .of ) _1f{ou .ov) ifov .du
—=—| —+i— == === |+=| —+1—|.
01 Z(GX ay] 2(6x 6yj 2[8x j
ko‘rinishida belgilansa unda f(z) funksiya differensiali uchun ushbu

df =§dz+id2
oz 0z

tenglikka kelamiz.
Aytaylik, u(x,y) va v(xy) funksiyalar biror nugtada Koshi-Riman

shartlarini bajarsin:

Unda (1.1.9) tenglikka ko‘ra shu nuqtada
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i:o
0z

Aksincha, f(z) funksiya uchun biror nugtada

of

—=0
oz

bo‘lsin. Ravshanki, (1.1.9) tenglikka ko‘ra shu nuqtada

ox oy oy o
bo‘ladi, ya’ni Koshi- Riman shartlari bajariladi.
Demak, nugtada Koshi-Riman shartlarining bajarilishi shu nuqtada

%=o
tenglikning o‘rinli bo‘lishiga ekvivalent ekan. Bu hol yuqorida keltirilgan
1.1.2.teoremani quyidagicha ifodalash mumkinligini ko ‘rsatadi.
1.1.3-Teorema.[10] f(z) funksiyaning z, nuqtada f’(z,) hosilaga ega
bo ‘lishi uchun
1) f(z) ning z, nuqtada hagiqiy analiz ma’nosida (R* ma’noda)
differensialla-nuvchi bo ‘lishi va
2) shu nugtada ushbu
of

=0
0z

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Agar w=f(z) funksiya z, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, shu nuqtada

o
0z

=0 bo‘lib, funksiyaning hosilasi

differensiali esa
of

df =—dz=1f"(z,)dz
oz (z)

ko‘rinishida bo‘ladi.

Kompleks analizda  hosilaga ega  bo‘lgan  funksiyalar C
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-differensiallanuvchi funksiyalar deyiladi.
1.1.4-ta’rif. Agar f(z) funksiya z,(z, = D) nugtaning biror
U (z,,¢) atrofida (U(z,s)<D) C differensiallanuvchi bo Isa, z, nugtada
golomorf (yoki analitik) deb ataladi.
1.1.5-ta’rif. Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nugtasida golomorf

bo ‘Isa, funksiya D sohada golomorf deyiladi. Odatda D sohada golomorf bo‘lgan
funksiyalar sinfi O(D) kabi belgilanadi.

1.1.6-ta’rif. Agar g(z)= f(%) funksiya z=0 nugqtada golomorf bo ‘Isa,

f(z) “o " nuqtada golomorf deyiladi.

1.1.7-ta’rif. Agar f(z) funksiya z, (z, = D) nugtada golomorf bo isa,
f(z) funksiya z, nuqtada antigolomorf deyiladi.
1.2-s . Analitik funksiyalarning asosiy xossalari
Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida asosan golomorf
(analitik) funksiyalar o’rganiladi. Ushbu bo’limda biz golomorf funksiyalarning

muhim xossalarini keltirib o’tamiz.

1 Koshi teoremasi. Aytaylik f(z) funksiya biror bog’lamli D sohada
(Dc<C,) golomorf bo’lsin. U holda f(z) funksiyaning D sohada yotuvchi har
ganday silliq (bo’lakli silliq) » yopiq chiziq (yopiq kontur) bo’yicha integrali
nolga teng bo’ladi.

j f(z)dz=0

2° Koshining integral formulasi. Agar f(z) funksiya D sohada
(D<C,) golomorfbo’lib, D da uzluksiz bo’lsa, u hoda vzeD uchun

f(z):i_ ﬂdt
27 pyt—1

tenglik o’rinli bo’ladi.
3 Golomorf funksiyaning istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lishi.

Agar f(z) funksiya D sohada (DccC,) golomorf bo’lsa u holda f(z)
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funksuya D da istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lib,

n!
27i

[0 (1.2.1)

M) () =
0@=5 [

e
bo’ladi. Bu yerda y - D sohada yotuvchi, silliq (bo’lakli silliq) yopiq chiziq
bo’lib, z esa y chiziqg bilan chegaralangan sohaga tegishli nugta.

Isbot. Koshining integral formulasiga ko’ra

f(z):ij’ﬂdt

2miYt—z
V4

bo’ladi.

z nugtaga A orttirma berib, f(z) funksiyaning orttirmasini topamiz:

f(z+Az)—f(z):21ij OB jf(t)dt:

ml o pt—7-Az 2rit—z

1 1 1 _ Az f(t)
_Z_M-E.f(t)(t—z—Az_t—z)dt_ 27i I(t—z—Az)(t—z) .

v

Unda

f(z+A2)-f(z) _ 1 | f(t)
Az 270 (t-2-A2)(t-2)

bo’ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
fz+42)-f(2) _ 1f (O g4, 1I f(t) it 1I (O 4o

Az 27iy (t-2)* 275 (t-z-AZ)(t-2) 27 (t-2)°
_ 1 ¢ (1) 1 Azf (t)
27 -I(t—z)2 at+ 27 -I(t—z—Az)(t—z)2 . (122)
o L. | Azf (t)
Endi quyidagi integralni hisoblaymiz: 2ﬂi£(t—Z—AZ)(t—Z)2
Ravshanki,
1.1 AZf (t) Zdt<|Az|MJ- | dt| 2
27i ) (t—z2-Az)(t-2) 2r  S|t-z-Az|t-z|
bunda

M =max| f(t)]
Ve

Agar z nugtadan y chizigqacha bo’lgan masofani d (d >0) desak, unda
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[t—z|>d, |[t—z—Az|>d

bo’lib,
1 AZf (1) | Az | MI
2”‘! a2y | 2ad (1.2.3)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerda | -, chiziqning uzunligi. (1.23)

munosabatni e’tiborga olib, Az—>0 da (1.2.2) tenglikda limitga o’tib,

()= [

dt
275 (t-2)°

bo’lishini topamiz.
Endi f'(z) funksiyani olib, uning uchun

f'(z+Az)- f'(2)

AZ
ni hisoblaymiz:
f'(z+Az)—f'(2) _ 1 2(t—2)—Az
Az 27z|AzI ()K(t 7-A7)? (t- z)j J.()(t—z—Az)z(t—z)Z

Yugoridagi mulohazaga binoan, avvalo

f'(z+Az2)-f'(z) _ 2! f(t) 1 2(t—2)—-Az 2! f(t)
27 I at+ 27l '-“f ® at- 27l -[

Az 7 (t-z)’ (t—z-A2)*(t-2)* (- z)
_ 2! f(t) 3(t—z)-2Az
ZEI'[(t 2)° dt+ 2mjf(t) —7-A7)*(t-2)°
bo’lishini, so’ngra
2 [f(vaz =2) =282l o 1 Az my (bunda 3(t-2)—2az |<M1]
27i Y (t—z-A7)’(t—z) 27 (t—z-Az)%(t—2)°|

ekanini hisobga olib, Az—0 da ushbu

L2 f(1)
f(t) = 2—mj - dt (1.2.4)

tenglikka kelamiz.
Demak, f(z) fuksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega va bu hosila uchun
(1.2.4) formula o’rinli.

Xuddi shu yo’l bilan f(z) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va hokazo
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n-tartibdagi hosilalarining mavjudligi ko’rsatiladi.
f(z) funksiyaning n-tartibli (n=3,4,5,...) hosilasi uchun (1.2.1)
formulaning o’rinli bo’lishi matematik induksiya yordamida isbotlanadi.
4 Funksiyani Teylor gatoriga yoyish. Agar f(z) funksiya D sohada
(D<cC,) golomorf bo’lsa, u holda aeD nugtada (a nugtaning
U,=z€C,|z-al<p,p>0cD

atrofida) Teylor gatoriga yoyiladi:

f(2) = icn(z _a) == i

5 Liuvill teoremasi. Agar f(z) funksiya kompleks tekislik € da

@ fa) (z-a)"

n:

(kompleks tekislikning har bir nuqtasida) golomorf bo’lib, u chegaralangan
bo’lsa, f(z) funksiya € da o’zgarmas bo’ladi.
6° Morera teoremasi. Faras gilaylik, f(z) funksiya biror bog’lamli D
sohada (Dc<cC,) aniglangan va uzluksiz bo’lib, » esa shu D sohada yotuvchi
ixtiyorty silliq (bo’lakli silliq) yopiq chiziq bo’lsin. Agar
j f(z)dz=0

bo’lsa, u holda f(z) funksiya D sohada golomorf bo’ladi.
7° Yagonalik teoremasi. Faraz qilaylik f(z) va g(z) funksiyalar D

sohada (D<cC,) golomorf bo’lsin. Agar bu funksiyalar D sohaga tegishli va
hech bo’lmaganda bitta limit nuqta z, (z,eD) ga ega bo’lgan E to’plamda
(E = D) bir-biriga teng

f(2)=9(2), (zeE)
bo’lsa, u holda f(z) va g(z) funksiyalar D sohada aynan bir-biriga teng
bo’ladi:

f(2)=9(2), (zeD)

8" Veyershtrass teoremasi. Agar

SE.(2) = 1(2)+ @)+t £ (2) 4.
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funksional gatorning har bir f (z) (n=1,2,..) hadi D sohada (DcC,)

golomorf bo’lib, bu D sohada yotuvchi ixtiyoriy F yopiq to’plamda tekis
yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda qator yig’indisi f(z) = ifn (z) funksiya D
k=1

sohada golomorf bo’ladi.

9° Golomorf funksiyaning nollari haqgidagi teorema. Faraz gilaylik,
f(z) funksiya z=a nuqgtada golomorf bo’lib, shu z=a nuqgta f(z)
funksiyaning noli bo’lsin: f(a)=0. U holda yoki f(z) funksiya a nuqtaning
biror atrofida nolga teng: f(z)=0, yoki a nuqta shunday atrofi topiladiki, bu

atrofda f(z) funksiyaning z=a nugtadan boshga noli bo’Imaydi.
1.3-§. Analitik funksiyalar uchun ba’zi geometrik prinsiplar

Aytaylik f(z) funksiya D={zeC:0<|z—al<r}sohada golomorf bo’lsin.
Ushbu

f'z)_d
f(z) dz

Lnf (z) (1.3.1)

munosabatni quraylik. Odatda, bu munosabatdagi % nisbat  f(z)
z

funksiyaning logarifmik hosilasi deyiladi.

Faraz qgilaylik, z=a nuqta f(z) funksiyaning n tartibli (karrali) noli
bo’lsin. Unda f(z)=(z-a)"@(z) bo’lib, ¢(z) funksiya z=a nuqtada golomorf
va ¢(a)=0 bo’ladi. Natijada (1) tenglikning chap tomoni ushbu ko’rinishga
keladi:

f'(z) _[(z-a)"p(2)] _n(z-a)"p(2) +(z-3)"¢'(z) __1 ne(2)+(z-a)p'(2)
f(z2) (z-3)"p(2) (z-a)"9(2) z-a 9(2)

Bu tenglikdagi

np(z) +(z-a)¢'(2)
»(2)

funksiya a nuqtada golomorf va z=a da uning giymati n ga teng bo’ladi.



18
Shuning uchun bu funksiya a nuqgtaning biror atrofida U, da Teylor gatoriga

yoyiladi (bunda ozod had ¢, =n bo’ladi):

n¢(Z)+(Z_a)(D,(Z) — n+C1(Z—a)+C (Z—a)2+...
o(2) 2

Shunday qilib,

f'(2) :L+Cl+c2(z—a)+...
f(z) z-a

Temglik o’rinli bo’ladi. Demak, f(z) funksiyaning n tartibli noli bo’lgan z=a
nuqgta, uning logorifmik hosilasi @ ning birinchi tartibli qutb nuqgtasi bo’lar

ekan. Demak,

res M) _, (1.3.2)

Odatda res ff((zz)) ni f(z) funksiyaning z=a nuqtadagi logotrifmik chegirmasi

deyiladi. Shunday qilib, f(z) funksiyaning n tartibli noli bo’lgan z=a nuqtada
logorifmik chegirma n ga teng bo’lar ekan. Aytaylik, z=a nuqgta f(z)
funksdiyaning p- tartibli qutb nugtasi bo’lsin. Unda

f(2)=(z—2a) P9(2)
bo’lib, p(z) funksiya z=a nuqtada golomorf va g(a)=0 bo’ladi. Bu holda

f'(2)_ —p ¢
f(z) z-a ¢(2)

bo’lib,

f'(z) _
T (+3)

bo’ladi. Demak, z=a nuqta f(z) funksiyaning p tartibli qutb nuqtasi bo’lsa, u
holda f(z) funksiyaning z=a qutb nugtasidagi logorifmik chegirmasi, qutb
tartibining teskari ishora bilan olingan qiymatiga teng bo’ladi.

Eslatma. Funksiyaning nollari hamda qutb nugtalari sonini hisoblashda
har bir nol va qutb nuqta nechanchi tartibli bo’lsa shuncha marta hisoblanadi.

Faraz gilaylik, D (D<C) soha berilgan bo’lib, G soha esa D da kompakt



19
joylashgan bo’lsin: Gcc D
Teorema 1.3.1 [10] f(z) funksiya quyidagi shartlarni gnoatlantirsin:
1) f(z) funksiyaning D sohada qutb nugtalaridan boshga maxsus
nuqtalari bo’lmasin;
2) G - bir bog’lamli soha;
3) G sohaning chegarasi 6G da f(z) funksiyaning nollari hamda qutb

nuqtalari bo’Imasin.

U holda

_1 1@
N-P= ZEiJG @ dz (1.3.4)

bo’ladi, bunda N soni f(z) funksiyaning G sohadagi barcha nollari soni, P
esa G dagi barcha qutb nugtalarining soni; 6G oriyentirlangan chegara.

Isbot: f(z) funksiya G sohadagi chekli a,a,,...,a, nollarga ega bo’lsin.
Aks holda, ya’ni funksiyaning nollari cheksiz ko’p bo’lsa, unda ular limit nuqta
a, ga (a,€G) ega bo’ladi, f(a,)=0 bo’ladi va yagonalik teoremasiga ko’ra G
sohada f(z)=0 bo’lib qoladi.

Shuningdek, f(z) funksiya G sohada chekli sondagi b,b,,...b, qutb
nuqtalarga ega bo’ladi. Aks holda, ya’ni funksiyaning G sohadagi qutb
nugtalarining soni cheksiz bo’lsa, unda ular ham limit nuqta b, ga (b, eG) ega
bo’lib,bu nuqgta yakkalangangan maxsus nuqta bo’Imaydi.

(1.3.4) integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtalari f(z) funksiyaning G

sohadagi nollari hamda qutb nugtalaridan iborat. Bu nuqgtalar teoremaning

shartiga ko’ra 6G ga tegishli emas. Chegirmalar hagida Koshi teoremasiga

binoan
1 f'(2) <& f'(
27zla-(|A3 f(z kZ: f(z kZ:
bo’ladi.
(1.3.2) va (1.3.3) munosabatlardan foydalanib

f_ @)
Tt S ™
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bo’lishini topamiz. Demak,

L.dezzzn:nk—ipk:N—P

27” oG f (Z) k=1 k=1
Isbot tugadi.
(1.3.4) munosabatdagi integralni quyidagicha yozib olamiz:
1 f@, 1 ¢d
27 (JG fo) " 2 £ g LT (2)]elz (1.3.5)

oG egri chizigda ixtiyoriy z, nuqgtani olib, uni integrallash egri chizig’idagi
boshlang’ich va oxirgi nuqta deb qgaraymiz. z, nugtadan boshlab, musbat
yo’nalish bo’yicha harakatlanib z, nuqtaga gaytib kelganda Lnf(z2)
funksiyaning qiymati uzluksiz o’zgara borib, uning z, nugtadagi dastlabki
giymati va shu nuqtadagi keyingi gqiymati, umuman aytganda, turlicha bo’ladi. Bu
holda f(z,) bir xil bo’lganda ham Argf(z,) ning qiymatlari har xil bo’ladi.
Aytaylik, Argf(z,) ning z, dagi dastlabki qiymati ¢, , keyingi giymati ¢
bo’lsin. Yuqoridagi (1.3.5) tenglikni hamda
Lnf (z) =In| f(2)| +iArgf (2)

ekanini e’tiborga olib, topamiz:

1 '@y, -1 i : _ P =D
i BL ) dz = o [(In] f(z,)|+ig)—(In]| f(z,)|+ig,)] = . (1.3.6)

Odatda, (¢, —¢,) ayirma argument orttirmasi deyiladi va quyidagicha
belgilanadi: A_argf(z) ;
@, — @y = Acardf (2) (1.3.7)
(1.3.4),(1.3.6) va (1.3.7) munosabatlardan

N —P=iAaGargf(z) (1.3.8)

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa quyidagini bildiradi: f(z) funksiyaning G
sohadagi barcha nollari soni N dan, barcha qutb nuqgtalari soni P ning ayirmasi
orientirlangan oG chegarani aylanib chigishdagi argument orttirmasining 2z
ga bo’linganiga teng. Bu tasdiq argument prinsipi deyiladi.

Ravshanki, f(z) funksiya G sohada qutb nuqtalariga ega bo’lmasa, unda
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(1.3.8) formula ushbu
N :iAaeargf (2) (1.3.9)
2

ko’rinishga keladi.

(1.3.8) tenglikdagi A_..argf (z) miqdor oddiy geometrik ma’noga ega.

Aytaylik = f(z) funksya c, tekislikdagi oG ni f(G) chiziqga
akslantirsin.

z nugta 6G bo’ylab, uni to’liq aylanib chigsa, boshi »=0 nuqtada, oxiri
w= f(z) da bo’lgan vektorning uchi f(6G) bo’ylab o’zgarib boradi. Unda
A argf(z) orttirma f(z) funksiya argumentining o’zgarishi @ vektorining
»=0 nuqgtaatrofida f(eG) bo’ylab uni to’liq aylanib chigishlar sonini aniglaydi.
(agar o vektor f(G) ni w=0 atrofida biror marta to’liq aylanib chigmasa,
unda Aargf(z)=0 bo’ladi).

Argument prinsipini qo’yidagicha ham ifodalash mumkin: f(z)
funksiyaning G sohadagi barcha nollari soni N dan barcha qutb nugtalari soni
P ning ayirmasi z nugta 6G ni musbat yo’nalish bo’yicha bir marta to’liq
aylanib chigganda f(z) vektorning =0 nugqta atrofda to’liq aylanib chiqishlar
soniga teng.

Argument prinsipidan foydalanibquyidagi teorema isbotlanadi.

Teorema 1.3.2 (Rushe teoremasi [10]). Faraz qilaylik, f(z) va g(z)
funksiyalar chegaralangan bir bog’lamli G sohaning yopig’i G da golomorf
bo’lsin. Agar

vzedGdal f(2) > g(2)| (1.3.10)
bo’lsa, u holda G sohada f(z) va f(z)+g(z) funksiyalarning nollari soni bir
biriga teng bo’ladi.

Isbot: f(z) va f(z)+g(z) funksiyalar G sohaning chegarasi 6G da nollarga

ega bo’lmydi. Hagiqatdan ham, (1.3.10) munosabatga ko’ra, VzedG da
f(2)>9(2)[=0

| f@)[+19@)H f(D)-19(2)|>0
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bo’lib, ulardan
f(2)#0, f(2)+9(z2) %0
bo’lishi kelib chiqadi.
Aytaylik, f(z) va f(z)+g(z) funksiyalarning G sohadagi nollarining

soni mos ravishda N, va N, . bolsin. (1.3.9) formulaga ko’ra

f+g

N, = - A qargf (2)
27

1 (1.3.11)
Nig = Z—Aaearg[f (2)+9(2)]
T
bo’ladi. Ravshanki, zeoGda f(z)+g(z) = f(2)-[1+ %] bo’lib, undan
z
Aarg[ f(2)+9(2)] = Aargf (2) JrAaGarg[lJrM (1.3.12)

f(2)

ekanligi kelib chigadi

Ushbu w=1+% funksiyani garaylik. (1.3.10) munosabatdan

foydalanib, zeoG da

PRIEE
()

bo’lishini topamiz.

z nuqta yopiqg kontur 6G bo’ylab aylanib chigganda @ vektorning uchi
|w—1|<1 doirada joylashgan yopiq kontir »(6G) buyicha harakatlanib, »=0
nuqgtaning atrofini biror marta ham aylana olmaydi.

Shuning uchun

AaGarg[1+¥] =0
Z

(2)
bo’ladi.
(1.3.11) va (1.3.12) munosabatlardan
N, =N,
bo’lishi kelib chigadi.

Teorema 1.3.3 (Gurvis teoremasi [10]) D <C sohada golomorf bo’lgan

F.(z) funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo’lib, bu ketma-ketlik shu sohada F(z)



23

funksiyaga tekis yaqinlashsin. Aytaylik, T" chizig o zi chegaralagan soha bilan
birga D sohada yotuvchi yopiq to’g’irlanuvchi Jardon chizig’i bo’lib, YzeT

uchun F(z)=0 shart bajarilsin. U holda shunday natural n,=n,(I) son
topiladiki, wn>n, uchun barcha F(z) va F(z) funksiyalar T bilan

chegaralangan soha ichida bir xil sondagi nollarga ega bo’ladi.

Isbot: F(z) funksiya ' da uzluksiz va vzer uchun F(z)=0 shart

bajarilgani uchun

inf | F(2)[=m>0
bo’ladi. ' da F (z)=F(z) bo’lganligi sababli shunday n,=n, () topiladiki,
vn>n, va vzel laruchun

IR@-F@KZ
tengsizlik bajariladi. Agar

F.(2) = F(@)+[F(2)-F(2)]
deb yozib olib,
f(2)=F(2) va 9(2) =F,(2)-F(2)

deb belgilasak, bu funksiyalar " chiziq bilan chegaralangan sohaning yopig’ida

golomorf bo’lib, vzer’ va barcha n>n, lar uchun |f(z)|2m>g>|g(x)|

bo’ladi.

U holda n>n, lar uchun Rushe teoremasini qo’llab, T" chizig bilan
chegaralangan sohaning ichida F(z) va F,(z)=g(2)+F(z) funksiyalarning
nollari soni tengligini topamiz.

Sohaning saglanish prinsipi.

Faraz gilaylik, »= f(z) funksiya D sohada (D <) berilgan bo’lsin.

Teorema 1.3.4 [10] Agar « = f(z) funksiya D sohada golomorf bo’lib,
f(z) =const bo’lsa u holda D sohaning aksi D* (D* = f(D)) ham soha bo’ladi.
Isbot: Aytaylik »= f(z) funksiya D(DcC) sohada golomorf bo’lib, u D

sohadani D* to’plamga (D" <C,) akslintirsin: D* = f (D).
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1) D* ochiq to’plam bo’lishini isbotlaymiz.

Aytaylik », nugta D* to’plamning ixtiyoriy nuqtasi bo’lib, z, nuqta
(z, € D) esauning asllaridan (proobrazlaridan) biri bo’lsin: f (z,) = @, .

D soha bo’lgani uchun nuqtaning shunday

U.(z) =[z2-7 <&

atrofi topiladiki, u D sohaning ichida joylashgan bo’ladi va U,(z,) da
a,(w, e D*) nuqgtaning biror atrofida, aksi @, bo’lgan boshga nuqtalar cheksiz
ko’p bo’lsa, bu nuqtalarda f(z) funksiyaning giymatlari «, ga teng bo’lib,
yagonalik teoremasiga ko’ra, f(z)=const bo’lishiga zid bo’lib, qoladi.

Yopig doira m ning chegarasi y=|z—z,|=r da f(z)-a, funksiya
uzluksiz bo’ladi. Binobarin, » da bu funksiyaning moduli | f (z2)-a,| 0’zining
minimum giymatiga erishadi. Uni  bilan belgilaylik:

p=min| f(2)-a,] (1.3.13)

Xey

Bunda x musbat son bo’ladi: x>0. Chunki, x=0 bo’lsa, u holda y da
shunday z* nuqta topiladiki, f(z')=@, bo’ladi. Bu esa U.(z,) da z, dan
boshgqa asli bo’lmasligiga ziddir.
u« miqgdordan foydalanib, ushbu K =|@—aw, |< « doirani olamiz.
Endi K < D* bo’lishini ko’rsatamiz. Ravshanki

f(z2)-w,=0 (1.3.14)
tenglama U.(z,) =|z-z,|<r doirada kamida bitta ildizga ega. Albatta, z=z, (14)
tenglamaning ildizi bo’ladi. (Malumki, z, nuqta (1.3.14) tenglamaning n
tartibli ildizi bo’lsa, unda (1.3.14) tenglamaning ildizlari soni n ta hisoblanadi).

Ixtiyoriy o, e K, o, #a, 0lib, ushbu
f(@)-a=(f(D)-a)+(0p—@) =0

tenglamani qaraymiz. (1.3.13) munosabatga ko’ra y=|z-z|=r aylanaga
| f(2)-w, > VA |w,—aw |<u bo’lishini e’tiborga olib, Rushe teoremasidan

foydalanib quyidagi xulosaga kelamiz:
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Ushbu f(z)-@, =0 tenglamaning »=|z-z,|=r aylana ichida gancha
ildizlari bo’lsa, f(z)—@, =0 tenglamaning ham shu aylana ichida shuncha
ildizlari bo’ladi.

Binobarin f(z)-w =0 tenglama hech bo’lmaganda bitta ildizga ega. Uni
z, deylik. Demak, f(z)=w . Bundan esa, K=wo—a,|<u doiraning har bir
nuqgtasi f(z) funksiyaning U.(z,) =|z-z,|<& ning biror nugtasidagi giymatidan
iborat ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, D* to’plamdagi har bir nuqta o’zining biror atrofi bilan shu
D" ga tegishli bo’lishini topdik: K = D". Bu esa D" ning ochiq to’plam ekanini
bildiradi.

2) D" bog’lamli to’plam bo’lishini isbotlaymiz.

D" to’plamga tegishli », Vva , ixtiyoriy nuqtalarni olaylik. Bu
nuqtalarning D sohadagi asllaridan biri mos ravishda z, va z, bo’lsin:

z,eD, z,eD
w=1(z)eD @=1(z,)eD

Shartga ko’ra D sohadan iborat. Demak, z va z, nuqtalarni birlashtiruvchi va
D ga tegishli bo’lgan uzluksiz z=z(t), (a<t<p) egri chiziq mavjud bo’ladi.

o= f(z) funksiya wuzluksiz bo’lganligi sababli, uning yordamida
bajariladigan akslantirish z=z(t) funksiya egri chizigni », va «, nuqgtalarni
birlashtiruvchi va D" ga tegishli bo’lgan »= f(z) uzluksiz egri chiziqga
o’tkazadi. Bu esa D" ning bog’lamli to’plam bo’lishini bildiradi.

Shunday qilib, D* ning ochig hamda bog’lamli to’plam ekanligini
ko’rsatdik. Demak, D" -soha.

Bu teorema sohaning saglanish prinsipi deb yuritiladi.

Modulning maksimum prinsipi.
Aytaylik, o= f(z) funksiya D (D <=C) sohada berilgan bo’lsin.
Teorema 1.3.5 [10] Agar « = f(z) funksiya D sohada golomorf bo’lib,

uning moduli | f(z)| biror z,(z,eD) nugtada maksimumga (lokal
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maksimumga) erishsa, u holda f(z) funksiya D sohada o’zgarmas bo’ladi.

Isbot: Faraz qgilaylik, D sohada f(z,)=const bo’lib, u D sohani D" ga
akslantirsin: D" = f(D). Sohaning saglanish prinsipiga ko’ra D* soha bo’ladi.
Unda z,e D nuqtaning aksi «, = f(z,) nuqta o’zining biror atrofi K =|o—a, |< &
bilan D" sohaga tegishli bo’ladi. Bu K atrofda shunday «, nugta olamizki,
|o, |>|@w,| bo’lsin, u holda @ nuqtaning asli z nugta (f(z)=w) biror
U=|z-z|<r doira ichida joylashgan bo’lib, |f(z)> f(z,)| tengsizlik
bajariladi. Bu esa f(z) funksiyaning moduli |f(z)|] ning z, nugtada
maksimumga erishishiga ziddir. Demak, D sohada f(z)=const bo’ladi.

Bu teorema modulning maksimum prinsipi deyiladi. Uni quyidagicha
ham ifodalash mumkin:

Teorema 1.3.6 [10] Agar f(z) funksiya D sohada (D<cC,) golomorf
bo’lib, D da uzluksiz bo’lsa, u holda |ft(z)| funksiya o’zining maksimum
giymatiga D sohaning chegarasi oD da erishadi.

Isbot: Ravshanki, |f(z)| funksiya yopiq D to’plamda uzluksiz.
Binobarin, u D da o’zining maksimum qiymatiga erishadi.

Agar f(z)=const bo’lsa, unda | f(z)| funksiya D sohada maksimumga
erisha olmaydi. Shuning uchun | f(z)| o’zining maksimum qiymatiga 6D da
erishadi.

Agar f(z)=const bo’lsa, unda | f(z)| funksiya D to’plamning har bir
nugtasida maksimumga, jumladan oD da ham maksimumga erishadi.

Xuddi yuqoridagidik tasdiq | f(z)| ning minimumi uchun, umuman
olganda, to’g’ri emas. Masalan, f(z)=z funksiya |z|<1 doirada golomorf va
f (z) =const, lekin | f(z)| doiraning ichki z=0 nuqgtasida minimumga erishadi.
Ammo bu hol uchun quyidagi tasdiq o’rinli.

Teorema 1.3.7 [10] Agar f(z) funksiya D(D<=cC) sohada golomorf
bo’lib, vzeD uchun f(z)=0 bo’lsa va |f(z)| biror z,(z,eD) nugtada

minimumga erishsa, u holda f(z) funksiya D sohada o’zgarmas bo’ladi.
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Isbot: Agar g(x)=% deb belgilasak, unda g(z) funksiya D sohada

golomorf bo’lib, |g(z)| funksiya z, nuqgtada maksimumga erishadi. Unda

maksimumlik prinsipiga ko’ra g(z) =const = f (z) = const

1.4-s Analitik funksiyalar uchun Shvars lemmasi uning bir necha umumiy

ko’rinishlari

Shvars lemmasi. [10] Faraz qilaylik, f(z) funksiya U ={z{z|<1}
doirada golomorf bo’lib, f(0)=0 va VzeU da | f(z)|<1 bo lsin.

U holda VzeU da ushbu

| f(2) I z|

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar U doiraning biror z=0 nuqtasida | f(z)|= z|
tenglik o’rinli bo’lsa, funksiya quyidagi f(z)=¢€“z, (a¢<R) ko’rinishiga ega
bo’ladi.

Isbot: Berilgan f(z) funksiya yordamida ushbu

9(x)=12

funksiyani hosil gilamiz. Shunga ko’ra f()=0 ekanlgidan g(x) funksiya
U =|z|<1 da golomorf bo’ladi.

Endi ixtiyriy U, =|z|<r,r<1 doirani garaymiz. Ravshanki, U, cuU
Yugorida isbot etilgan maksimumlik prinsipiga ko’ra |g(z)| bu U, doirada
chegarasi oU, =|z|=r,(r <1) da 0’zining maksimum giymatiga erishadi.

Ayni paytda ou, da
| f(2)]

| Z|

<

l9(2)|=

= |k

bo’ladi. Demak, vz eU, da

9@t
r

bo’ldi.Keyingi tengsizlikda z ni tayinlab, r -1 da limitga o’tib topamiz.



28

l9(2) <1
Bundan esa vzeU, uchun | f(z)|z| bo’lishi kelib chigadi. YzeU uchun uni
0’z ichiga oluvchi U, (r<1) doira har doim mavjud bo’lganligi sababli
| f(z)|<z| tengsizlik barcha zeU lar uchun bajariladi.

Agar biror z,eU nuqtada | f(z,)|=|z,| bo’lsa, u holda |g(z)| funksiya
shu nugtada maksimum qiymati g(z,)=1 ga erishib, g(z)=const bo’ladi.
Bundan esa, g(z)=€", (¢ cR), ya’ni f(z)=¢e"z, (« €R) bo’lishi kelib chigadi.

Teorema 1.4.1 (Shvars lemmasining umumlashmasi [10]). Faraz
gilaylik, f(z) funksiya U, ={z]z|<r} doirada golomorf bo’lib, biror z,eU,
nuqtada f(z,)=0 bo’lsin. Agar vzeU, da |f(z)|<xM bo’lsa, unda vzeU, da

ushbu

Z1—1Z
|f(z)|§Mr||2—_°|

T %0 |
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Isbot: U, doirani birlik U doiraga konform akslantiruvchi kasr chizigli

akslantirish topamiz:

z 1,
, f_%o
2‘1:5 l:ﬂi;ﬂl:r_r =r Z_é
r =24 2 r’—z,z
rr
Demak,
7-12
A=r—="U ->U
r‘—z,z

Bu akslantirishga teskari bo’lgan 2™:U —U, akslantirishni olamiz va
1
=—fopt
Y

deb belgilaymiz. Bu funksiya birlik doira U da oddiy Shvars lemmasining

shartlarini ganoatlantiradi. VvzeU lp(z)|<]z| tengsizlik Dbajariladi. Bu

tengsizlikda z ni a(z) bilan almashtiramiz.

lp(A(2)) <] A()) [= ﬁl f@ A=
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S @) M) (@) < Mr 272!
|r°—2z,z|
Bundan esa
| (2) ks Mr 1275
|r°—zyz|

ekanligi kelib chigadi.
Teorema 1.4.2 [10] Faraz qilaylik, f(z) funksiya u =|z|<1 doirada

golomorf bo’lib, biror z,eU nuqtada f(z,)=w, bo’lsin. Agar vzeU da

| f(2)|<1 bo’lsa, unda Yz eU da ushbu

|a)__a)o| < |Z__Zo|
[1-w,0| |1-27,z]

tengsizlik o’rinli bo’ladi. (Bu yerda = f(z))
Isbot: Bu teoremani isbotlash uchun ham konform akslantiruvchi kasr
chizigli akslantirishlar topamiz:

-1, o— o,

— =7 , w) = —
1-2,z vi®) 1- w0

9(2) =

Bu akslantirishlar 0’z navbatida golomorf va birlik doirani birlik doiraga
akslantiruvchi bo’lganligi uchun
p=yofog™
birlik doirani birlik doiraga akslantiradi. Bundan tashgari ¢(z) funksiya
V =|zr|<1 da golomorf, »0)=0 va vrer|<1l uchun |¢(r)|<1 bo’lganligi uchun
Shvars lemmasi shartlarini ganoatlantiradi. Demak
lp(@) 7] = [(wefeog )@zl =
= H)D)IH9D)| = lw(®)d9(2)| =

|a)__a’o| < |Z__Zo|
1-wo| [1-2,z]
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1 Bob. A(z)-ANALITIK FUNKSIYALAR.
2.1-8. A(z)-ANALITIK FUNKSIYALAR VA ULARNING BA’ZI
XOSSALARI.

Ushbu bobda biz A(z)-analitik funksiyalar va ularning ba’zi xossalarini

keltiramiz.
Aytaylik - soha kompleks tekislikda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki,

z=x+iy bo‘lsa, u holda

o_1o0 1010 _1f0 10
oz 2\ox ioy)or 2\ex iooy)

A(z) eC(Q) funksiya uchun

deb belgilaylik.
2.1.1-ta’rif. Differensiallanuvchi f(z) funksiya @ sohada A(z)-analitik
deyiladi, agar vzeQ nugta uchun
D,f(z)=0
tenglik o ‘rinli bo ‘Isa va A(z)-analitik funksiyalar quyidagicha belgilanadi: 0, ()
2.1.2-ta’rif. Differensiallanuvchi f(z) funksiya @ sohada A(z)-
antianalitik deyiladi, agar vz<Q nugta uchun
D,f(z)=0
tenglik o ‘rinli bo ‘Isa.
Ta’kidlash lozimki, A(z)=0 bo‘lganda biz mos ravishda analitik va

antianalitik funksiyalarning ta’riflarini hosil qilamiz.
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Endi A(z)-analitik funksiyalarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

2.1.1-xossa. Chekli sondagi A(z) -analitik funksiyalarning chizigli
kombinatsiyasi yana A-analitik bo ‘ladi, ya'ni agar f,(z), f,(2),....., f.(2) — A@2)
-analitik ~ funksiyalar ~ va  «;eR,j=12,..n  bolsa, u  holda
f(2) =, f(2)+a,f,(2)+..+a,f (z) funksiya ham A(z)-analitik bo ‘ladi.

Ushbu xossaning isboti bevosita ta’rifdan va Da operatorning
chizigliligidan kelib chigadi.

2.1.2-xossa. Ikkita A(z) -analitik funksiyalar ko ‘paytmasidan iborat
funksiya ham A(z) -analitik funksiya bo ‘ladi, ya'ni agar f£(z2), f,(z) — A®2)
-analitik funksiyalar bo ‘lsa unda ularning ko ‘paytmasi f,(z)-f,(z) ham A(z)
-analitik funksiya bo ‘ladli.

Isbot. f(z), f,(z) — A(z)-analitik funksiyalar bo‘lsin. Unda D, f,(z)=0 va
D,f,(2)=0, ya'ni %22) = A(z)-afé—(zz) va afiTEZ) = A(z)-éfg—iz) bo‘ladi.

Bu tengliklardan

of (z) of (z) of (Z)

Z[60)- 1.()]- “;Z) f,2)+ £,2)- 028 = a2). BB ¢ )4 1.2) A

= AD)- (“5( ) )+ 1,0)- % (Z)j A(z)-g[fl(z)- fz(z)]

ni hosil gilamiz. Bundan esa bizga zarur tasdiq kelib chigadi.

2.1.3-xo0ssa. Ikkita A(z)-analitik funksiyalarning nisbati ham A(z) -analitik

funksiya bo ‘ladi, ya'ni f,(z),f,(z) — A(z)-analitik funksiyalar ( f,(z)=0) bo‘lsa

unda % funksiya ham A(z) -analitik funksiya bo‘ladi.

2

Isbot. f(z)va f,(z) funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar va

f,(z) =0 bo‘lganligi uchun % funksiya ham differensiallanuvchi.

2

of (Z) o, () _

o7

of (Z)

va ——=

Ular A(z) -analitik funksiyalar, ya’ni %_ AzZ)- = AZ)-

tengliklar o‘rinli bo‘lganligi uchun
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of,(2) of,(2) of,(2) of,(2)
£|: fl(z) — oz ' fz(Z)— o7 ’ fl(z) _ A(Z)T' fz(z)_A(Z)T' fl(z) _
z | f,(2) [f,@)] [1,)]
(@) ¢ 5y (D)
- AQ2) oz fZ(Z) 282 fl(z) _ A(Z)Q{M}
[.(2)] oz| f,(2)

bo‘ladi va bu aytilgan tasdigni isbotlaydi.
2.1.4-xossa. Agar f(z) funksiya A(z)-analitik funksiya bo ‘lsa, u holda

f(z) funksiya A(z)-antianalitik funksiya bo ‘ladi.

Ushbu xossaning isboti bevosita ta’rifdan kelib chiqadi.

A(z) funksiya biror bir bog’lamli D (D<C) sohada antianalitik funksiya

0A(2)
oz

bo’lsin:

=0 va vzeD uchun |A(z)|<c<1 shartni ganoatlantirsin.

Teorema 2.1.1 (Koshi teoremasining analogi [6]) Agar f(z)<O,(D)

bo’lib, D bir bog’lamli soha va y cc D yopigq, silliq (bo’lakli silliq) egri chizig
bo’Ilsin. U holda

If (z)(dz+A(z)dz)=0

tenglik o rinli.
Teorema 2.1.2 (Umumlashgan Koshi teoremasining analogi [5]) Agar

f(2) e 0,(D)NC(D) bo’lsa. U holda

jf (z)(dz+A(z)dz)=0

ob

tenglik o rinli. Bu yerda oD- bir bog’lamli D (D <C) sohaning chegarasi.

A(z)- antianalitik funksiya bo’lganda, A(z)-analitik funksiyalarni
o’rganishda quyidagi Koshi tipidagi yadroning ahamiyati katta:
1 1

K(z,&)=—
() 27l 7 ¢+ J. A(r)dr
(€:2)

Buyerda y(&,z)- £,z e D nuqtalarga bog’liq bo’lgan, silliq egri chizig.
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1(z)= 7(5,2)'&(7)“ integralning qiymati bir bog’lamli D sohada

integrallash yo’liga bog’liq bo’lmagan va 1'(z)= A(z) ko’rinishda bir qiymatli
aniglangan. Bundan tashgari D (D <=C) gavariq soha.

Teorema 2.1.3 [5] K(z,&) yadro z=¢ nugtadan tashgari nugtalarda
A-analitik funksiya: KeO,(D\{¢}). Bundan tashqari, z=¢ nugta K(z¢)

funksiyaning qutb maxsus nuqtasi.

Teorema 2.1.4 (Koshi formulasi [6]) Agar D (D<=C) qavariq soha

berilgan bo’lib, G (Ge D) to’plam esa 0G chegarasi to’g’irlanuvchi
ixtiyoriy qism soha bo’lsin. U holda ixtiyoriy f(z)eOA(G)mC(G) funksiya
quyidagicha ifodalanadi:

f(2)= [K(£2) F(§)(d5+ A(£)dE). 2<C
A(z)- analitik funksiyalar sinfi uchun darajali gator tushinchasiga to’xtalamiz.
Buning uchun quyidagi funksiyani kiritamiz:

w(z,8)=z2-¢+ I A(r)dreOA(D)
(¢:2)

76,
<r}, r>0

Bu to’plam yetarlicha kichik r larda bir bog’lamli soha bo’lib, D sohada

Endi esa quyidagi to’plamni kiritamiz:

72—+ I A(zr)dr

7(£.2)

L(&r)= {z eD: |y (z.¢)=

kompakt yotadi va ¢ nuqgtani o’z ichiga oladi. Bu to’plam markazi £ nuqgta
bo’lgan A-lemniskata deyiladi va L(&,r)kabi belgilanadi.

A(z)— analitik funksiyalar uchun darajali gatorlarning ko’rinishi quyidagicha :

icny/“(z,a),ae D, c, =const (2.1.1)

n=0

(2.1.1) gatorning yaginlashish sohasi L(a,R)={|1//(z,a)|< R} bo’lib, bu yerda R

Koshi- Adamar formulasi orgali topiladigan yaginlashish radiusi:

= imife]

n—o0



34
Teorema 2.15 [8] Agar f(z2)€0,(L(ar) bo’lib, bu yerda
La,r)={ceD:|w(&a)|<r}ccD -lemniskata bo’lsin. U holda, f(z) funksiya

L(a,r) da Teylor gatoriga yoyiladi:
f(2)=Yew"(2.a)
n=0
Qatorning koffisentlari quyidagi ko rinishda topiladi:

10, _ 1 16 _ ]
Cn B nl azn |Z:a 27i aL(J;yp) [V/(gla)]m—l (d§+ A(f)dé)ao < 1% <r, n 0,1,....

Teorema 2.1.6 [8] Agar f(z) funksiya lemniskata halgasida A(z)-
analitik bo’lsa: f(z)e0O,(L(a,R)\L(a,r)),r<R. U holda f(z) funksiya bu

halgada Loran gatoriga yoyiladi:
f(z)= ch!//”(z,a)

Bu yerda gator koiffisenti quyidagicha aniglanadi
_1 () 3 _
C,=— ——22 —(d&E+A(E)dE),r<p<R,n=0,%1,....
) g A<

Bundan tashgari gator quyidagi
L(a,R)\L(a,r)={zeD:r <|ly(z,a)|< R}
halgada tekis va absolyut yaginlashadi.
Koshi tengsizligi. Teylor va Loran gatorlari koeffisintlari uchun quyidagi
tengsizlik o rinli.

c < max | f(z)|:zeoL(a,r)

€, | :

,r<p<R,n=0,£1,£2,...

A(z)— analitik funksiyalar uchun chegirmalar nazariyasi.
Aytaylik f(z)- A(z)- analitik funksiya D\{a,a,,...,a,} sohada golomorf
va oD da uzluksiz bo’lsin. Bu yerda a,a,,..,a,— nugtalar D sohaning ichida

yotuvchi chekli yoki sanoqli yakkalangan maxsus nuqgtalar.

Mavjudki shunday r>0: L(a,r)nL(a,r)=2 k=I bo’ladi. Aytaylik

G =zeDiz-¢&pr,veéedD va JL(a,r) =G, bo’lsin. oG, - ixtiyoriy bo’lakli

k=1
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sillig yopiq egri chiziq bo’lib, a,a,,.,a, nuqtalarni o’z ichiga oladi va

butunligicha D da yotadi. f(z) funksiya aGrUZn:aL(ak,r) yopiq chiziq bilan
k=1

chegaralangan sohaning har bir nuqgtasida A(z)- analitik bo’lganligi uchun
Koshi teoremasiga ko’ra quyidagi tenglik o’rinli:
I f(§>w<§>=§&gr)f(5)w<:) (2.1.2)
bu yerda w(z)=dz+A(z)dz
2.1.3-ta’rif . A(z)- analitik f(z) funksiyaning a nuqtadagi chegirmasi
deb
1

o I f(9e)

27l oL(a,r)

ning giymatiga aytiladi va quyidagicha belgilanadi:
1
res, f (z):= o f(&)w(&). (2.1.3)
z=a aL(a,r)
Bu yerda (z)=dz+A(z)dz
Teorema 2.1.7 [9] Faraz qilaylik, f(z) funksiya Gcc D fto plamning
maxsus nugtalaridan boshqga nuqgtalarida A(z)— analitik funksiya bo’lsin va 0G

chegarasi maxsus nuqtalarni o’zida saqlamasin. U holda

Jt(©)a(e)= 27> res, t(2). (2.1.4)

k=1 z=3
tenglik o’rinli bo’ladi.

Masala. Fiksirlangan &< D nugtada quyidagi yadroni garaymiz:

_n 1
Kn (é’g’z)_z_ﬂ_i l//(é:v Z)n+l

Unda

0, n>1
re_sAKn(af,z):{1 N=0 (2.1.5)

tenglik o’rinli bo’ladi.
Aytaylik f(z) funksiya z=a nuqgtada Loran gatoriga yoyilgan bo’lIsin:
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f(z) :kiock (z —a+ (_[ A(r)dr]

= a,z)
Teorema 2.1.8 [9] A@- analitik f(z) funksiyasining aeD
yakkalangan maxsus nugtasidagi chegirmasi Loran qatorining ¢,

koeffisintining manfiy ishora bilan olingan giymatiga teng: res, f (z)=c,

Z=a

Isbot: (2.1.3), (2.1.4), va (2.1.5) larga ko’ra:

ekanligi kelib chigadi.
2.14-ta’rif. z=a nuqta f(z) A(z)— analitik funksiyaning n tartibli

qutb nugtasi bo’lsin, u holda z=a nugta % funksiyaning n tartibli noli
z

deyiladi.

Teorema 2.1.9 [9] aeC yakkalangan maxsus nugta A(z)— analitik
f(z) funksiyaning qutb maxsus nuqtasi bo 'lishi uchun funksiyaning a nuqtadagi
A(z)- lemniskata atrofida Loran gatoriga yoyilmasinig manfiy darajali

hadlaridan chekli sondagisi bo 'lishi zarur va yetarli:

f(z):kinck[zajt j A(z')dz'J n>1.

7(a,z)
Isbot: Zarurligi. a nugta f(z) funksiyaning qutb maxsus nugtasi bo’lsin.

Unda Iimf(z)=« bo’ladi. U holda a nugtaning L(a,r)\{fa} 0’yilgan

Z—a

lemniskata atrofi topiladiki, bu atrofda f(z) funksiya A(z)— analitik bo’lib,

f(z) =0 bo’ladi. U holda g(z):% funksiyani garaymiz va bu funksiya shu

atrofda A(z)-analitik bo’ladi. Ikkinchi tomondan

limg(z) =0

Z—a
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bo’ladi. Demak, z=a nuqta g(z) funksiyaning bartaraf etiladigan maxsus
nuqtasi ekan. Agar
limg(z) =0=g(a)

Z—>a

deyilsa, unda g(z) funksiya a nuqgtaning atrofida A(z)- analitik bo’ladi. a

nugta g(z) funksiyaning noli bo’lgani uchun

k
o =5h -+ T
k=n 7(a.2)
Shunday qilib garalayotgan o’yilgan atrofda

1 1 1

Te) —__ E—
[z—a+ I A(z-)dz-J b, +bn+l[ a+ J‘ A(z‘)dz‘}+...
7( ¥(

Ushbu tenglikning 0’ng tomonidagi ifodaning ikkinchi kupaytuvchisi a nuqtada

A(z) - analitik bo’lgani uchun uni Teylor qatoriga yoyishimiz mumkin:

=c, +cl{z a+ I r)dr]+
+ (T)dTJ+ e

b, +bn+1[ A
7(a,z)

Bu tenglikdan quyidagiga kelamiz:

1

z):kiﬂck(zajt J. A(z')dz'J n>1

Demak a nugta f(z) funksiyaning qutb nuqtasi bo’lganda L(a,r)\{a} o’yilgan
atrofda funksiyaning Loran qatoridagi yoyilmasining manfiy darajali hadlari
chekli bo’lar ekan

Yetarliligi. Aytaylik, biror L(a,r)\{a} o’yilgan atrofda f(z) funksiyaning
Loran qatoridagi yoyilmasining manfiy darajali hadlari cheklita bo’lsin.
Ma’lumki f(z) va g(z)=v"(z,a)- f(z) funksiyalar L(a,r)\{a} o’yilgan atrofda

A(z) —analitik.

(Buyerda y(za)=z-a+ [ A(r)dr )

r(a,2)

Demak
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g(2)=c,+Cy(za)+C p (z,a)+..

gatorga yoyiladi. Bundan esa

limg(z)=c, =0
bo’lishi kelib chigadi. Natijada
limf (2) = lim—2&_ =,
z—a z—a Y (Z, a)

bo’lishini topamiz. Bu esa a nugtaning f(z) funksiyaning qutb nugtasi
ekanligini bildiradi. Teorema isbot bo’1di.

Teorema 2.1.10 [9] Faraz qgilaylik z=a nugta f(z)  A(z)—analtik
funksiyaning n karrali qutb nugtasi bo’lsin. U holda quyidagi formula o rinli

r?saAf(z)=(nfl)!!i£y;;nn11[f(z){z—a+ j A(r)dr}}

y(a,z)

Isbot: 2.1.9-teoremaga ko’ra A(z)- analitik f(z) funksiyani quyidagi

ko’rinishda ifodalay olamiz

f(z) :kick {z—a+ (j )rr)er

Bu tenglikning ikkala tomonini [z—a+ | rz')dz} ga ko’ paytiramiz.

7(a,z)

f(z){z—a+ I A(r)dr} =c,+Cw(z,a)+.+cw(z,a)" +y(z,a) h(z)

7(a,z)

Bu yerda h(z)= ickt//(z,a)k. Endi y(z,a) funksiyadan xususiy hosila olamiz:
k=0

al//k k1 OW k-1
=k -~ =k
0z v Io/4 v

Bundan quyidagi natijaga kelamiz:

Slf <>[f—<>dJ ]<><>m<>

Bu yerda q(z):i%ckw(z,a)k. Oxirgi tenglikda z—a bo’lganda



res, f(z)= i I|irr.5mn_l1 f(z)| z—a+ I A(z)dr ”
(n—-1)!25a0z (

zZ=a

tenglikka kelamiz.

A(z) —analitik funksiyalar uchun argument prinsipi.
2.15-ta’rif. Agar f(z) funksiyaning D sohada fagat qutb maxsus
nugqtalari bo’lib, golgan nuqtalarda A(z)—analitik bo’lsa, bu funksiya D sohada
A(2)- meromorf funksiya deyiladi.
Aytaylik fe0,(0<|y(za)<R),0<R, bo’lsin va a nuqtaning o’yilgan
atrofi nol nuqtani o’z ichiga olmasin. A(z)— analitik f(z) funksiyani z=a
nuqtasidagi A(z)— logarifmik chegirmasi deb shu nuqgtadagi logorifmik

differensialini shu nugtadagi chegirmasiga aytiladi.

o (2)
%(dpr A(2)dz) = dLnf (2) (2.1.6)
Shuni ko’rsatish mumkinki
a(2)
d(Lnf (z))= f(lz)(%om%dzj: f(lz)(%dZJrA%d?j: fa(zz) (dz+A(z)dz)

Aytaylik aeC nugta A(z)-analitik f(z) funksiyaning n tartibli noli bo’lsin.

U holda shunday A(z)- lemniskata L(a,z) atrof mavjudki, quyidagi bajariladi:
f(z)=y(z,a)"'h(z).

Bu yerda h(z)e0,(D),h(a)=0. Shuning uchun A(z)— leniskata L(a,r) da

o (2) on(z)
oz __ "N o

f(z) - w(z,a) h(z)

bo’ladi.
Aytaylik beC nugta f(z) funksiyaning m tartibli qutb nuqgtasi bo’lsin.
U holda
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f(z)= -9

Z)=

v" (2,b)
bo’ladi. Bu yerda g(z)e0O,(D),g(b)=«. Bundan esa A(z)- lemniskata L(b,r)
da

ekanini topamiz.

Teorema 2.1.11 [9] Aytaylik f(z) funksiya DcC va GccD
sohalarda meromorf bo’lsin, 6G chegara esa uzluksiz va bu chegarada A(z)-
meromorf f(z) funksiyaning hech bir nol nugtasi va hech bir qutb nugtasini
yotmasin. U holda quyidagi tenglik o rinli bo ladi:

of (2)
N—P:if oz (dz+ A(z)dz)
27 f(Z)

Bu yerda N va P lar f(z) funksiyaning G sohadagi barcha nollar va qutb

nugtalar soni va oG- orintirlangan chegara.
of (2)

Isbot: g(z)= fa(zz) funksiya 6G da A(z)-analitik funksiya bo’lganligi

uchun, yugoridagi tasdiglarga foydalanib z=a va z=b nugtalardagi logarifmik

chegirmalarini hisoblaymiz:

of(z)  o(2)
T i Y () @1
va
of(z) o (2)
res,—Z— = lim—Z—y (z,b) = -m, (2.1.8)

2 ()
Aytaylik a,a,,..a, va b,b,,..b nugtalar f(z)funksiyaning G sohadagi
tartiblari mos ravishda n;,n,,..n, va p,p,,...p, bo’lgan nollari va qutb nuqtalari

bo’lsin. U holda Koshi teoremasi va (2.1.7), (2.1.8) tengliklardan foydalansak
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of (2)
JG fa(zz) (dz+A(Z)d7): 27i kz:;rzezz::g(zh;rzgﬁ;g(z)} =27i L;nk +kZ:;(—mk)} -
=27i(N-P)

S |
Buyerda N=>n, va P=>m,. Teorema ishotlandi.
k=1 k=1

Teorema 2.1.12 (Argument prinsipining analogi [9]) f(z) funksiya
DcC va Gce D sohalarda A(z)— meromorf funksiya bo’lsin. 6G chegarasi
uzluksiz bo’lib, A(z)— meromorf f(z) funksiyaning hech bir nol nugtasi va hech

bir qutb nuqgtasi 6G chegaraga tegishli bo’Imasin. U holda
N-P= %A%argf (2),

(Bu yerda oG orintirlangan chegara)
Isbot: Aytaylik 6G:z=z(t),a<t<b bo’lsin. (2.16) dan foydalanib

a(2) |
J;%(dz+A(z)d7) = id (Lnf (2)) = Lnf (2(1))] =
= Infz(0)] +iargf () =0-iacargf (2) (2.19)

tenglikka kelamiz.

(2.1.9) tenglikdan va 2.1.11- teoremadan ushbu tenglik kelib chigadi:

iAgargf (z) = 2zi(N —P)

Teorema isbotlandi.

Bu prinsipdan foydalanib quyidagi Rushe teoremasining analogini
isbotlaymiz.

Teorema 2.1.13 (Rushe teoremasining analogi [9]) Faraz gilaylik f(z) va
g(z) funksiyalar 6G chegarasi uzluksiz bo’lgan G sohaning yopig’i G da

A(z)- analitik bo’lsin va barcha z oG da quyidagi

[f(2)>|o(2)
tengsizlik bajarilsin. U holda G sohada f(z) va f(z)+g(z) funksiyalarning

nollari soni bir-biriga teng bo’ladi.
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Isbot: f(z) va f(z)+g(z) funksiyalar G sohaning 6G chegarasida
nollarga ega bo’lmaydi. Hagigatdan ham, shartga ko’ra VzedG da
7(2)]>[a(2)|20
[T (@) +|a(2)/ 2]t (2)]-[g(2)]> 0
bo’lib, Bundan 6G chegarada
f(2)=0, f(2)+9(z)=0
bo’lishi kelib chiqadi.
oG da f(z)=0 bo’lganligi uchun f(z)+g(z):f(z)(1+%) tenglik

o’rinli bo’ladi. Bundan

arg A (f(2)+9(2)) =argA f (z)+argA, (1+ g(Z)J

9(2)

munosabat o’rinli. 6G da Q) <1 bo’lganligi uchun, ixtiyoriy fiksirlangan

ze0G uchun quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi

== =re", r<i.

Quyidagicha baholash kiritamiz

Re[l+%} =1+ Re( f 8

J:1+rcose>1—r>0.

bundan foydalanib esa

{1+%:2666}c{Rez>0}={—%<argz <%}

munosabatga kelamiz. Bundan esa ushbu:

_£< A 1 —g <£
g =95 +f(z) "2

tengsizlik o’rinli.
Bu tengsizlikdan va yuqoridagi formuladan keyingi bog’liglik hosil
bo’ladi:



Buyerda N, va N, larmosravishda f(z) va f(z)+g(z) funksiyalarning G
sohadagi nollarining soni. Demak N, va N, lar butun sonlar, bundan esa
N, =N

f+g

ekanligi kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

A(z)- analitik funksiyalar uchun yagonalik teoremasi
Teorema 2.1.14 Faraz qilaylik f(z) va g(z) funksiyalar qavariq D
(D<= C) sohada A(z)— analitik bo’lsin. Agar bu funksiyalar D sohaga tegishli
va hech bo’lmaganda bitta limit nugta z,(z, D) ga ega bo’lgan E to’plamda
(E = D) bir-biriga teng bo’lsa:
f(z)=9(z2) vzeE
U holda f(z) va g(z) funksiyalar D sohada aynan bir-biriga teng bo’ladi:
f(2)=9(2) (zeD).
Isbot:
1) Avvaliga biz vr>0 va aeC uchun 3 R, R,>0 topilib

URl(a) cL(a,r) cURZ (@)

ekanligini ko’rsatamiz. Bu yerda U.(a)={z:|z—a|<R} va

Z—-a+ I A(r)dr

7(a,z)

<r}, r>0

L(ar)= {z eD:|y(za)=

Hagigatdan ham
R <min{|z,—a|:z, edL(a,r)}
R, >max{| z, —a|:z, edL(a,r)}
ko’rinishda R, va R, larni tanlab olsak

URl(a)cL(a,r)cURz()
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munosabat o’rinli ekanligini ko’rishimiz mumkin.

2) E to’plamdan a gaintiluvchi {z } ketma-ketlik olamiz va

h(z) = f(2)-9(2)
funksiyani gqaraymiz.

Ma’lumki vzeE da h(z)=0. Xususan h(z,)=0.

f(2),9(2) e0,(D) = h(2)e€0,(D) = Ilimh(z,)=h(a)=0

n—o0

Endi shunday yetarlicha kichik r uchun a nugtaning L(a,r)cc D atrofini
olamiz. Ma’lumki h(z) eO,(L(a,r)) bo’lganligi uchun bu atrofda Teylor qatoriga
yoyiladi:

h(z) =c, +cw(z,a)+Cy’(z,8) +...+Cw"(z,a) +...

Buyerda y(za)=z-a+ [ A(r)dr

r(az)

Demak h(a)=0 bo’lganligi uchun c, =0 ekanligi kelib
chigadi.

Faraz gilaylik vzelL(ar) da h(z)=0 va IneN topilib, ¢, =0 bo’lsin. U
holda

h(z) =w"(z,a)(c, +C,,w(z,a)+C, w’(z,8) +...)

Bu yerda ¢(z)=c, +c w(z,a)+c w’(z,a)+.. deb belgilasak, h(z) =" (z,a)¢(z)
ko’rinishda yozamiz va bu yerda ¢(z) 0,(D) ekanligi ma’lum.

Endi ixtiyoriy z'#a uchun y(z',a)=0 ekanligini ko’rsatamiz. Bunda D
sohaning gavariqgligidan foydalanamiz.

7'—a+ I A(zr)dr

7(a,z')

lw(Z',a)|= >|7'-a|-

>|z'-a|-cC =|z'-a|-c|z'-al|=|z’-a|(1-c) >0

J.dr

7(a,7)

Demak |w(z',a)|>0 = w(z’,a) =0 ekanligini ko’rsatdik.

Yugorida olgan ketma-ketligimiz uchun
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h(z
l//((Z n;) = Cn +Cn+1‘//(zn’a) +Cn+2W2(Zn’a) +..

tenglikni qaraymiz. Keltirib o’tilgan tasdiglarga ko’ra h(z,)=0 va w(z,,a)=0.
Bundan kelib chigadiki

#(z,) =

#(z,) = (€, +C, ¥ (2,,8) +C, 0" (z,,8) +..) =0 = ¢, =0
ekan. Bu esa ¢, =0 degan farazimizga zid. Demak vzelL(a,r) uchun h(z)=0

ekan.
3) vz eD va a nugtalarni [a;z"']cc D kesma bilan tutashtiramiz.

1) dan ma’lumki ixtiyoriy lemniskata uchun uni ichida yotuvchi 3R
radiusli ochiq doira mavjud:
U, (2) cL(z,1)

[a;z"] kesma kompakt bo’lganligi uchun uni cheklita U.(a) doiralar bilan
goplash mumkin. Bu yerda a e[a;z']i=0,n
VvzeU.(a)c L(ar) uchun h(z)=0 ekanligini 2) da ko’rsatgan edik.
Ma’lumki
U(@)NnUg(a) =28 = VzeU (a)nUq(a): h(z)=0
Demak avvalgi mulohazalar orgali vzeU,(a) uchun h(z)=0 ekanligini

hosil gilamiz. Bu jarayonni davom ettirib U,(2),U,(a,),..U.(a,) lar uchun ham

h(z)=0 ekanligini topishimiz mumkin. a =z" desak, z eU.(a,) bo’lgani
uchun h(z")=0 ekanligini hosil gilamiz. z* nugta D sohaning ixtiyoriy nugtasi
bo’lganligi uchun vzeD uchun h(z)=0.Demak vzeDda
f(2)=9(2)

Teorema isbotlandi.

Teorema 2.1.15 (Sohani saglash prinsipi) Agar f(z)e0,(D) bo’lib,
f(z) =const bo’lsa, u holda D gavarig sohaning aksi D* (D" = f(D)) ham soha
bo’ladl.

Isbot: 1) D" ni bog lamli ekanini ko rsatamiz.

Ve, w, e D" olaylik. Bu nugtalarning D sohadagi asllaridan biri mos ravishda z,
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va z, bo’lsin: 2,eD, o =1(z)eD
2,eD, w,=1f(z,)eD’

Shartga ko’ra D sohadan iborat. Demak z va z, nuqtalarni birlashtiruvchi va
D ga tegishli bo’lgan uzluksiz y=y(t) ={r(t):tele; B, y(a) =z, y(B)=12,} €Qri
chiziq mavjud bo’ladi.

o= f(z) funksiya wuzluksiz bo’lganligi uchun uning yordamida
bajariladigan akslantirish =) egri chizigni o, va o, nugtalarni
birlashtiruvchi va D* ga tegishli bo’lgan w= f(y(t)) uzluksiz egri chiziqga
o’tkazadi. Bu esa D" ni bog’lamli ekanligini bildiradi

2)D" ni ochiq ekanligini isbotlaymiz.

Va, olamiz uning asllaridan biri z, bo’lsin. D soha bo’lganligi uchun
A& L(z,,&) c= D bo’ladi. L(z,,&) da e, ning boshga asllari bo’lmaydigan gilib
tanlay olamiz. Chunki bunday ¢ mavjud bo’lmasa z, nugtaning ixtiyoriy a,
asllari bo’lib, yagonalik teoremasidan f (z) =const bo’lib qoladi. Bu esa teorema

shartiga zid.

L(z,,£) Yyopiq A(z)- lemniskataning chegarasi éL(z,,&) da f(z)-w,
funksiya uzluksiz. Chunki f(z)e0,(D) . Demakki |f(z)-w,| minimumga

erishadi va

4= min | f(z)_wol
266L(20,§)

bo’lsin. =0, aks holda ya’ni x=0 bo’lsa dL(z,,&) da 3z edL(z,,&) topiladi
va f(Z)=@, bo’ladi. Bu esa L(z,&) da w, ning z, dan boshga asli
bo’lmasligiga ziddir. Demak >0 ekan.

Endi esa K={lo-am,|<x} ochiq doirani olamiz va KcD" ekanligini
ko’rsatamiz.

Ma’lumki f(z)-w, =0 tenglamaning L(z,,&) sohada kamida bitta ildizga
ega: z=z, Va eK (w,#w) nugtani olamiz.

f(2)—o=(1(2) -0 + (v — @)
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tenglikni qaraymiz  oL(z,,¢) da | f(z2)—w, > Va |o-a,|<u bo’ladi.

Demak | f(2) -, [P 0—a, |
Rushe teoremasiga ko’ra L(z,,&) da f(z)—e =0 tenglamaning ildizlari soni
f(z2)—w, =0 tenglamaning ildizlari soniga teng bo’ladi. Bundan kelib chiqadiki
3z, D mavjudki f(z)=w bo’ladi. Ya’ni Ve eK uchun z eD topiladiki
f(z,) = bo’larkan. Demak K<D" , bu esa D" ni ochiq ekanligini bildiradi.
D" to’plam ochiq va bog’lamli ekan. Demak D" soha bo’larkan. Teorema
isbotlandi.

Teorema 2.1.16 (Maksimumlik prinsipi) Bizga D gavarig soha berilgan
bo’lsin. Agar f(z)e0,(D) bo’lib, |f(z)] z, e D nugtada maksimumga
erishsa, u holda f(z)=const bo ladi.

Isbot: Faraz gilaylik f(z)=const bo’lib,u D sohani D" ga akslantirsin:
D" = f(D). Sohaning saqlanish prinsipiga ko’ra D" soha bo’ladi. Unda z,eD
nuqtaning aksi o, = f(z,) nuqta o’zining biror atrofi K ={|o-a,|<&} bilan D
ga tegishli bo’ladi. Bu K atrofda shunday o, nuqgta olamizki, |e |>|@,| bo’lsin,
u holda @ nugtaning asli z, nugta (f(z)=w) biror L(z,r) A(z) -
lemniskata ichida joylashgan bo’lib, | f(z)|>| f(z,)| tengsizlik bajariladi. Bu esa
f(z) funksiyaning moduli |f(z)] ning z,  nugtada maksimumga

erishishigaziddir. Demak, D sohada f(z)=const bo’ladi.
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2.2-8 A(z)-analitik funksiyalar uchun Shvars lemmasi va uning bir necha
umumiy ko’rinishlari.

Ma’lumki, Shvars lemmasi analitik funksiyalarni geometrik nazariyasida ,
ya’ni komform izomorfizimlar nazariyasi, uzluksiz modullarni boholashda,
variatsion hisoblarda, aproksimatsiya nazariyasi va boshqa ko’plab sohalarda
tadbiq qgilinadi.

Lemma. (Shvars lemmasining analogi [11]) Faraz qgilaylik D- gavariq

soha va L(a,R)={zeD:|w(z,a)|<R} berilgan bo’lsin. Agar feO,(L(a,R)),

|f(z)[sM va f(a)=0 bo’lsa.Uholda vzeL(a,R) uchun

@)=l (z.a)
tengsizlik o rinli bo’ladi.
Isbot: Avvaliga f(z) funksiya yordamida ushbu

f(2)
w(z,)

9(2) =

funksiyani hosil gilamiz. Shartga ko’ra f(a)=0 bo’lganligi uchun g(z) €0,(D).
Chunki z=a nuqta w(z,a) funksiyaning yagona nol nugtasi.

r<R fiksirlaymiz, maksimumlik prinsipiga ko’ra, g(z) funksiyaning
moduli 0’zining maksimumiga oL(a,r) = {jw(z,a)|=r} da erishadi. U holda

max {| f (z)|:z€ L(a,r)} M
r or

l9(z)| <

munosabat o’rinli ekanini ko’rish qiyin emas. Endi xosil bo’lgan tengsizlikda

r -» R da limitga o’tsak, quyidagiga ega bo’lamiz:
M
|9(2)| < )

Demak vzel(a,R) uchun|f(z)|< %hy(z, a)| ekan .

Natija 2.2.1 [11] Faraz qgilaylik f 0O,(L(a,R)), |f(z)]<M va

azf(a)_ _ oM
oz? et

f@=%®F ()=0

shartlar bajarilsin. U holda vzeL(a,R) uchun
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T (2)| s%w/(z,a)r

tengsizlik bajariladi.
Isbot: Bu natijani analog tarizda isbotlaymiz. Shartga ko’ra

o*f , o

po (a)=...= o (a)=0 tengliklar o’rinli. Demak

f@)=2 ()=

n

h(z) = " (z,a)g(z) ko’rinishida bo’ladi va g(z)=— 2 bo’lib,
y'(z,a)
9(z2) €0,(D) . Chunki z=a nuqgta y(z,a) funksiyaning yagona nol nugtasi.
r<R fiksirlaymiz,maksimumlik prinsipiga ko’ra, g(z) funksiyaning moduli
O’zining maksimumiga oL(a,r)={ly(z,a)|=r} da erishadi. U holda

max{|f(2)]:zeL(ar)} ™
r" T

l9(2)|<
munosabat o’rinli ekanini ko’rish qiyin emas. Endi hosil bo’lgan tengsizlikda
r - R da limitga o’tsak, quyidagiga ega bo’lamiz:

M
|9(Z)|SF

Demak vzel(aR) UChun|f(z)|£%|z//(z,a)|" ekan .
Natija 2.2.2 [11] Faraz qilaylik f €O,(L(aR)), |f(2)]<M va belL(a,R)
uchun f®)=0 bo’lsin. U holda vzelL(a R) uchun

y(z,a)-y(ba)
R*? —l/7(b1a)'//(z’a)

|f(2)] < MR

tengsizlik o rinli.

Isbot: w=Rr: V23 V1a ayqlantirish har bir La,R) lemniskata va
R —l//(b,a)W(Z,a)

U (0, R) doira uchun izomorfizm bo’ladi. Chunki agar zeL(a,R) bo’lsa, Ushbu

of = R @) +lyb.a) -y @arba)-vEayba) .
R*+[af |y (z,a) -R*(w(z,8)i(b,2) +7(z, )y (b,a))

R (jw (2,2 + | (b.a) ~w(z.a)7(b,2) - 7(2,a)y(b.3))
) 2 2 2 _ _ +
R +[al ly (z,a)] - R (2, 2)7(b,a) + 7(2, )y (b, )
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(e -l 2.20° -R)
R +[a v (z,8) —R* (v (z,8)i(b,2) + (2, 2)y (b,a))

munosabat o’rinli. Bundan kelib chiqadiki |w|<R . Quyidagi akslantirishni
gqaraymiz: g(z):= % f (w'(w(z,2)))€0,(L(aR)).

Bu yerda w™(y(z,a)):L(a,R)—L(aR)—- avtomorfizm. g(z) funksiya Shvars
lemmasi shartlarini ganoatlantiradi va shuning uchun |g(z)|£%|y/(z,a)|

tengsizlik bajariladi. Bundan esa

_ M|, v(za)-y®a) |_,o| vza)-yba) |
v (@) =lf @=L R e e R R pbawa)

ekanligi kelib chigadi.
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Xulosa

Mazkur bitiruv malakaviy ishi A(z)-analiyik funksiyalar uchun Shvars
lemmasiga bagishlangan. Ma’lumki A(z)-analitik funksiyalar Beltrami
tengla-masini yechimi bo’lib, kvazikonforim akslantirishlar bilan uzviy bog’lig.
Xozirgi kunda tomografiya masalalarini (rengen, seysmik va boshqgalar)
yechishda A(z)-analitik funksiyalar nazariyasidan keng qo’llanilmogda.

Bitiruv malakaviy ishida gavariq sohalarda A(z)-analitik funksiyalar
uchun yagonalik teoremasi isbotlangan va bu teoremadan Sohaning saglanish
prinsipini isbotlashda foydalanilgan. Yagonalik teoremasi orqgali yaqinlashuvchi
ketma-ketlikda berilgan A(z)-analitik funksiyani butun gavariq sohada aniglash
mumkin bo’ladi. Bitiruv malakaviy ishining natijalari Samargand davlat

universitetida o’tkazilgan konferensiya materiallarida chop etilgan. [12]
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