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1-MABPY3A.
Mag3y: Juddepenuuan reomerpusi Ba Tonosorusi panu npeamertu (2 coar)

Huddepennuman reomeTpuss Kypcuaa yd ymdamian (a3zonard YU3UKIap Ba CUPTIAP
MaTeMaTHK aHajiu3 EpaamMuja YypraHwiaad. MabiyMKu, aHAIUTHK T€OMETpHsS KypcHuaa
YM3HUKJIAp Ba CHUPTIAPHU YpraHUIl YJApHUHI TEHIJIaMaJapyuHU TEKIIUpUII €EpIaMua
amanra ommpmiaand. IyHuHT y4qyH anreOpauk MeToajap aHAJIUTUK T€OMETpPHsS Kypcuaa
acocuit ponp VihHaiau. Juddepenunan reomeTpus Kypcuaa OW3 YH3HK Ba CUPTIIAPHU
TeHrnamanap épaamuaa smac, 6anku (azogaru MabiyMm Xoccajapra sra Oyiran ¢gurypanap
cupaTuaa aHUKIAWMHU3 Ba YJapHM MaTeMaTUK aHaiuu3 EpaaMuja YpraHull y4yH
muddepennmananysun GyHKIHsIap Epaamuaa napamerpiaiimus. ['eomerpusga MareMaTuk
aHaJ M3 METOUIapUHU TanOuK Kuwimmra IlerepOypr ¢dannap akagemusicu avzocu JI. Ditep
KaTTa Xucca Kyuyau. Y 4M3UMKHU MapaMmeTpiialll, CUPT HyKTacuja 0o WyHanmumuiap kadu
MyXUM TYIIYHYQJIapHH KUPUTAW Ba Kyda aXoiuO TeopemanmapHH HUCOOT KHIIH.
Huddepennuan reoMeTpUsIHUHT acoCHi Macanajapy CHUCTEMAaTHK paBUIIIA EPUTHITAaH
oupunun acapuu [acmap Mownx &3au. VYHUHr «Yekcu3 KUUMKIAp AaHAJIU3UHUHT
reoMeTpusira Ta0UKu» Homuid Kutoou 1795 itunm von stungau. [I'. MoOHXXHUHT morupjiapu
JlptorieH, MeHbe XaM CHPTIIap Ha3apHsCHUra KaTTa Xucca KyIIuiap.

I'eomerpust panum XIX acppa xyma Te3 puBoxiaaHau. 1826 iumu Oyrok
marematuk H.W. JIobaueBckuii EBking reoMerpusicuiad papKiu reoMeTpHsi MaBKy 1l
SKAHJIMTUHU KypcaTau. by reomerpusana reoie3vk ydOypyak HUKU Oypuakiapu
iuruaancu 180° man kuuukaup. 1827 iinwmu ['ayce CUPTHUHT TYIINK STPUIATHA YHUHT
WYKM TEOMETPHUSACUTa TETHMIUIM DSKaHJIWTUHU ucOoTinaau. 1854 iunu b.Puman
JlobayeBCKMil T€OMETPUACHHHM XaM ¥3 WYHMIa OJyBUM SIHTM T€OMETPHUSHU acociad
oopau. by reomerpusi Puman reomerpusicu ne0 atanagu. Puman reomerpusicuaa
reoJIe3uK yuOypuakiaap Huku Oypuakiap inruaaucu 180° 1aH KaTTa XaM, KHYMK Xam
OYIIUIIIN MYMKUH.

XX acpaa nuddepeHnrial TeOMETPUSHUHT PUBOXKIIAHUIIUAA YWU3UKIAp Ba
cuptiap VpHura xap xui auddepeHnnan CTpykTypajiap KUPUTUITAH CUJIITUK
KYTIXWUIMKJIAPHUA YpPraHuil TEHACHIMSACH TMaigo OYnauM Ba puBOXIaHIU. by
OOBeKTNapHU (CWUIMK KYNXWUIMKIAPHU) YPraHwill KyJaiiurd IIyHJaKd, yiap
YU3UKJIAp Ba cupTiap kabu EBkiMI (pa30CMHUHT KUCM Tyrjamiapu cudarujaa smac,
Oaniku uddepeHunan CTpyKTypa KUPUTWITaH aOCTpakT TOMOJOTUK (asoap
cuatuaa anukiaaHaau. KYnxuwivkiap HazapuscHaa YU3MKIAp Ba CHUPTIAP MOC
paBuiIa OMp YI4amild Ba UKKU YI4aMIId KYNXWUITMKIAPHU TAIIKWI 3Tad. X03Upru
BaKT/Ja KYMXWIIUKIIAp HA3apUSACU T€OMETPUsI KYPCUHUHT acOCUM KUCMIIapJaH Oupu
O0yn0 KoJIIu.



2-MABPY3A.
Mag3y: EBkiua ¢pazocuaa tonosiorus. OUuk Ba €MUK TYIIAMJIAPHUHT ACOCH I
xoccaJjapu. (2 coar)

XaKUKui COHJap TYIJIaMUHU R' Ownan OenrmwinaiiMu3 Ba n>1 Y4yH
R" = {(x".x*,....x"):x' e R i=1,2,...n} Tymmamma x-=(x',x*,..,x") Ba y=(y'.y*...y")
HyKTaJlap opacujaru Macopatu

d(x,y)= \/(y1 - xl)2 +(y? - xz)2 o+ (y" - x")2

dbopmyna OwiaH aHuKIaiimMu3. By KupuTWiran d :R"xR" —» R' (QyHKUMS KyWujgarua
mapTiIapHU KaHOATJIAHTUPAIH.

1) MycOar aHUKJIAHTaH: UXTHEPHH X, ye R" KyQIIMK ydyH d(x,y) >0 6Y1u0,
d(x,y)=0 OYIMIIK y4yH x =y MyHOCAOAQTHUHI OaXapWMIIK 3apyp Ba
eTapauaup.

2) CUMMETPUK (PYHKUIUAAMP: UXTUEPUH x, y KYPTIUK ydyH d(x,y)=d(y,x)
MyHOca0atiaap YpuHIIH.

3) yuOypuak TEHTCH3IMTHHU KAHOATIAHTHPAIW: MXTHEPUH x, y, z ydTa HYKTa
YUyH d (x,y) < d(x,z)+d(z,y) TEHICU3JIUK Oaxapuiaau.

KOxopuna d(x,y) QyHKUMAHHHT 1, 2-IIapTiIapHU KaHOATIIAHTUPHUIIM PaBILIAH.

By maptnapHUHT yYMHUKCH CHU3Ta MaTEMAaTHK aHAJIU3 KypCHUJIaH MabiIyM OYyiraH

1 1 1

|rn |o”|2<n22 nb2;
Ef""' oo | (Ea' J ’ {zl | J
Ko TeHreu3nurugan Keamo YuKaim.

XakukKataH xaM, arap x=(x'.x....x"), y=0U"yi..y"), z=("'2%...2")
HyKTaJlap y4yH o' =x'-:"p"=:'-)" Oenrumamiap  kupurcak, Komm
TEHTCUBIIUTHAAH d (X,y) < d(x,z)+ d(z,y) TEHTCH3JIHMK KenuO unmkaau. Kupurunran
d (yHkius Ouian Gupraaukaa rR" METpUK dazo Oymaau.

EBximnn azona 6epunran x HyKTa Ba r > 0 COHU yUyH

B, (x)= {ye R":d(x,y) < r}
TYIUIaM MapKa3u x HYKTaja Ba paJidyCH r Ta TEHT OYMK Iap 1eo,

B, (x)= {ye R":d(x,y) < r}
TYIUIaM 3ca Mapka3d x HyKTajaa OyiaraH Ba paguycH r ra TEHr €nuK wmap aed
aTanaju.

Connap ykuna, spHU R* 1@ B, (x) OYMK IIAP (X —r, X + r) OYMK MHTEPBa, EIHUK
B, (x) mapaca [x-r, x + r] €MUK KecMa O0ynaau.

DHIM oYWK Imap €paamMuaa R" Jla OYMK TYIUIaM TYIIYHYaCHHU KHPUTaAMU3.
bepwiran A TymiaM Ba yHTra TETUILIM a HYKTa Y4yH r >0 COHU MaBxXyJ OYiu0
B () A Oynca, a HyKTa A TYIUIAMHUHT WYKM HYKTacu Jedmiaan. Xamma

HyKTaJapy MUKW HyKTajgap OyiraH tymiaam ouMK Tyruiam ae6 atananu. [lemak, xap
KaHJall O4YMK 1IIap O4YMK TymiuaMm OymaauM, 4YyHKH xe B, (a)  Oyica,
r.=mn {d(a,x), r—d(a,x)}>0 COHU YU4yH B, B, (a) OYnamu. XaKuKaTaH y e B, (x)



oynca,

d(a,y)<d(a,x)+d(y,x)<d(a,x)+ rXSd(a,x)+r—d(a,x):r SI’bHU

d(a,y)<r, JEMaK B (x)c B, (a) Oymagm. DHam Om3 Oym TymiaMHu @ Ounan

Oenrunab, yHM UXTHEPUN TYIUIaM y4dyH KHCM TYIUIaM XHCOOJIaiMu3, Ba YHHU
R" (ha30HMHT OYUK KUCM TYymiaMu 1e0 KaOyn KuiaMu3. AHa IIyHAAa OYUK KUCM
TYIamjap yuyyH KyWuJaara TeopeMaHu ucOoTiai oaMus.

Teopemal. OuukK KUCM TYIUIamiIap Y4yH Kyluaaruiap YpuHIuIup.

HcooT.

1. ByryH da3o0, S5HU R" OYMK TYILIIAMIUDP.

2. bym tyminaM o4uK TYIIaMIup.

3. Ueknu coHIard OYMK KHCM TYIUIAMJIAPHUHT Kecummacu (yMyMui
KHCMH) OUMK TYTUIAMIUD.

4. Xap Kanmail oYWK TYyIUIamJIap OWJIaCM Yy4yH Oy OWIaJard OYHUK
TYIUIaMJIap UTUFUHIUCH OYUK TYIUIAMIUD.

TeopemMaHMHI MKKWHYM TacAUFH HCOOT Tanad KWIMaWAW, YyHKA OV

TYIUIAMHU OYMK TYIUlaM €0 OJBIOH Kuiaraamm3. Arap ae R" 6yica,

UXTHEPUH r >0 COHH Y4yH B, (a)c R" MyHocabaT Xap JOUM YpHHIH,

IIYHUHT YYYH XaM R' OYHUK TYTUIAMAUD.

m

A, OUMK TYIulamiiap Oepwiran Oynca, A = () A, TYIJIaAMHUHT

i=1
OUMK IKaHJUTHHU KypcaTaliuk. Arap A= @ Oyica, MKKUHYM IIYHKTIa Kypa
A oudk Tymiam Oynanu. lllyHunr yuyn A = @ ned ¢apa3 xkuaub, A ra
TETUIIM UXTUEPUM a HYKTAHUHI WYKH HYKTa DKAHJIUTMHHU KYypCaTAWIIHK.
Arap ae A Oynca, yHaa a e A, MyHOca0ar Oapya i Jiap y4yH Oakapuiaiu.

Xap Oup A, OYHK TYIUIaM OYJraHJIWrd Y4YyH IOyHAAM r.>0 COHH

MaBXyaku, B, (a)c 4, myHocabar Oaxapwianu. by dexnm conpmaru r

COHJIADUHUHI SHI KUYUTMHU r OuigaH Oelrmiacak, B, (a)c B, (a)c A
1

MyHocabar Oaxapumnanu. Jlemak B (a) c A, Ba a HYKTa a A TYIJAMHHUHT
WYKA HYKTACUIUP. DHAM TEOPEMaHUHT 4-TyHKTUHU HCOOTIalank. O4uk

Tynnamnapiad  ubopar {4, }omma Gepumran Oymcmn. 4 = 4,

WAFVHIVHUHT OYMK TYIUIAM OJKaHJIUTMHU KypcaTallIMK. ByHHHr ydyH A
TYIUIaMra TerMIId HUXTUEPUHA a HyKTa OJHMO, YHUHI MUK HYKTa
SKAHIMTHHU KypcaTamMu3. VMFUMHIMIa TETMIIM a HYKTAa HHFMHIAAA
KaTHaIaéTraH 4, TYIUIaMJIAPHUHT KaMuja OupopTacura Teruuuii Oyianu.

®apa3 KUIAWIMK ae A~ OYJICHH. 4, TYIJIaM OYMK OYITaHIMIU y4yH
OupopTta r > 0 MaBxyz Oynu0, B (a) c A MyHocabaT Oaxapuiagy. JlemMak

B,(a) c A Ba A TYIUIaM y4yH a WYKHU HyKTa Oynmaau. Bynnan sca, A HUHT

OYMK TYTIJIaM 3KaHJIUTH KeIUO YUK IH.

OHIM OYMK TYyIUlaM TyllyHuyacujaH ¢doigananu®, €Enuk Tymiam
TYyLIYHYaCUHU KUpWUTamMu3. bepunran F  TYIUIAMHUHI TYJJIAPYBYUCH
CF = R"\F ouuK Tymiaam Oyica, F &€nuk Tymiam ae0 atanaau. bupunun



Teopemanan ¢doinananud, €NuK TYiamiap y4yH KyHuJard TeopeMaHU
ucOOTIAIl MyMKHH.
Teopema-2. Enuk KucM TYrnamnap ydyH Kyiuaaruiaap YpUHIUAUD.
1. BytyH ¢a30, apHU R" €MUK TYTIIAMAUDP.
2. bym tymam €nuk TYmiaMaup.
3. Xap kagmal €nuK KUCM TYIJIaMjap OWIacH YYyH Iy OHWJajaru
TYIUIaMJIAp KECUILIMACH €MUK TYTUIaMINP.
4, Yexnu coHAAru €MUK TYIIaMIAPHUHT UUFUHAUCH €MUK TYTUIaMIUP

2

n 1 n 1 2 n
Bu3 R" pasoHusr x = (x'.x>....x") v =(»',»",....»") onemenTiapu yuyn
x+y=("+y x eyt ox"+y") Ax = (axt,ax%, . ax")
KoWaagap OWIaH SHTH x + y, Ax JJIEMCHTJIAPHH aHUKJIAIIMMHU3 MyMKHH. By epma A

XaKUKU coH. by kupuTmiaran amannapra Hucbaran R" um3ukim $azo Oynaau. by
xoiiga R" ¢a3oHu 4yu3uKIM (a3o cudaTuaa Kapacak, yHUHT SJIEMEHTUHHU BEKTOp 1e0
ataiimuiz. Un3ukin pa3o yuyH OenrwialiHu y3rapTUpMaiMu3, YyHKHA Xap raji TeKCT
Ma3sMyHHJIaH R' (a3oHUHT MeTpuK (a3zo €KM UYM3MKIU (Pa30 KAHIUTU KYPUHUO
Typaau. Metpuk R" (a30 HyKTaJJapUHUHT Xap Oup x,y KydTura O0mu x HyKTaja,

OXMpH 3Ca y HYyKTajaa OyiraH X BEKTOPHU MOC Kyicak, Oy BEKTOp YM3HKIU R'
(bazoHuHT 31eMeHTr Oynaau. Yn3uknu R" ¢a3zona ckajsip KynaiTMa KUpUTHITaHIaH
KeiimH MeTpuk R ¢da3onu EBkiaup dazocu ned araiimus. Jlemak, R" ¢azonn EBkima
¢dazocu neranumusna, yHaa d QyHKOMS €paaMuja METpUKa KUPUTHIAO, yHra
TETUIUIA HYKTAIAPHUHT Xap Oup »kKydTura moc Kyiwiran Bektopiap Qazocuaa
CKAJISIp KynlauTMa KUPUTHITAHIAD.

EBkup dazocuma

KYpUHUILJAr aJIMalllTUPHUILIA { a;; } MaTPHUIIAHUHT JIETEPMUHAHTH HOJJAH GapKiIu

oyica, y abdun anmamtupuin 1ed aranaau. by epaa

oenrunanuiapa xucobra onmb adPuH ATMAMMTUPHUIIHA y = Ax + ¢ KYPUHUIIIA
€3UIMMNU3 MYMKUH. Arap A MaTpHIla OPTOTOHAJI MaTpuIla 0yica, F aKCIaHTUPHUII
xapakaTt 1e6 atamamu. MabiayMKu, A OpPTOTOHAJ MaTpuia Oyica, x,y BEKTOpJap

yuyH

(Ax,4y)=(x,y)
TEHIJIMK YPUHIUAWD, SbHU Xapakaraa CKajsap KylnmauTma cakjiaHaau. XakukKaTaH, A
OpTOTroHaJI MaTpuIia oyca



A"A=E
MyHocabatr ypunnu Oynagu. By epma A' TpaHcoOHHMpiaHraH marpuia, E 93ca
oupnuk Matpunaaup. LlyHunr yayn

(Ax,Ay)=(x, 4" 4y)=(x,y)
TCHIJIMKHU XOCHJI KWJIaMHN3. buszra amamuTuk reoMeTpuss KypCHIaH MabJIyMKH
XapakaT HMKKM HyKTa opacujard MacodaHud cakiaiad. Arap det A >0 Oyica,
MabIyMKH F Xapakat (a3oja OpUCHTAIUSHU XaM CaKjIaiIu.



3-MABPY3A.
Mag3y: Tonosoruk ¢asouap (4 coar)
X-Oupopta TyIuiam Ba YHUHT 0ab3u KUCM TyIUlamiiapuiaH ubopar ¢ = {G_}

ouna Oepuiran O0yncuH. By ouia yeknu coHpard 3neMeHTIapAaH uoopar Oymuim
€KM YHUHT 3JIEMEHTJIapU YEKCU3 Ky OYJIMIIN MyMKHH. )KyMIJIaJlaH, r oujara X HUHT
XamMa KHCM TYIUIaMJIapy TErHILTM OYaumu XaM MyMKUH. LIlyHuHT yayH 013 nHAEKC
Y3rapyBUMCH o HUHI KaHJaW TyIulamra TEeTHIUIM JKaHJIUTMHU KypcaTa OJIMariMMH3.
bus X wHuHr Oab3uw KUCM TYIUIamiaapuaaH uOopaT ¢ OWIafaH KyWHJaru
MIAPTIIAPUHUHT OQKapWIMIINHY Tajgad KUIaMu3:

1) X ty1iaM ¢ Ta Teruuuid OYJcuH (MabIyMKH, Xap KaHIal TYIUIaM Y3MHUHT KACM
tyiamu 6Ynanu. LIlyHuHT yuyyH y 7 ra Teruuuid OYiauiy MyMKUH, OYJIMaclIUuri Xam
MYMKHH);

2) Bym tymnam r ra Teruunuim OyicuH (OYII TYIUiaM Xap KaHaad TyIuiamra Kucm
TYIUIaMIUp, IIYHUHT YYyH Y X HHUHI KUCM TYIUIaMH cudatuga r ra TETUILIH
OYIUIIM MYMKUH €KU OYJIMAacIUT MyMKHH);

3) 7 owyiara TEeTHIILTH Xap KaHJaldl UKKUTA TYTUIAMHUHT YMYMHH KACMH (KECHIIIMACH)
¢ OWJIara TEruUUIHIHND.

4) r ownara TETHIUIM KUCM TYIUIaMJIapAaH HOopatr MXTUEPUI {Gaﬂ} owla y4yH

UuruHIm U G, XaM r Ta TeTHLLIA oyncuH. by epna {G } oMJIa YEeKJIM COHIaru
Vi 3 % p

aJIeMEeHTJIapAaH “Oopar €KM YeKCU3 KYT dJeMEeHTIapJaH uoopar OYIUIIN MyMKHH.
[ynunr yuyH Oy epjaa Xam OW3 HMHJIEKCHArd Y3rapyB4d S TETHIUIM TYTUIAMHU

Kypcara onManmu3. XKymnanan, ¢c , 3 OWia r OWiIa OWIIaH yCTMa-yCT TYLUIHMIIH
Yz;

xaM MyMmkuH. FOkopuaaru Tana®d KwivHrad 4 Ta maptiap Oakapwiran TakIupja
(X,7) KypTauk Ttonosiorvk ¢azo ned atanaau, r 3ca X TYIUIAMJArd TOMOJIOTHS

ne6 aramamu. [lemak, Oupopra TYIIaMHH TOMOJOTHK (azora auJaHTUPUILI YUYH
VHUHT IOKOpHUJAru MapTJIapHU KAHOATIAHTUPYBUM KUCM TYTUIaMJIapuJaH uOopar
OupopTa OWJIaHW aHUWKJIAII eTapiauaup. Arap (X ,rz) Tomojoruk ¢azo Oynca, X

TYIUIAMHUHT 3JEMEHTJIapu HyKTajnap €0, rTa TEeruuuid X TYIIAMHUHT KUCM
TYyIIamjaapyd O4YuK Tyruiamiap ne0 aramaau. FOkopumaru kentupwirad 1) - 4)
mapTJIapHU TOMOJIOTUK (a3o akcruoMasiapu €0 ataitmus. llynnait kuimb, Ousz xo3up
YMYMHI TOTOJIOTUSIHUHT aCOCHM TYIIyHYAaCH TOMOJOTUK (ha30 TYyIIyHYACHHH
KUPUTIUK. SHIU OUp HEUYTa MUCOJUIAP KEITUPAIIIHK.

1 - Mucou.
X =R" 0O¥ynca, r Ounan OupuHuM mnaparpada KUPUTWITaH R" Jard OYMK
TYIUIaMyIap OWJIacUHU OenruiaiiMu3. bupuHumM Teopemara Kypa, r TOIMOJIOTHS
o6ynaau. by Tonosorust €BKIU TOMOJIOTHACH €0 aTaiaiu.

2 - MHUCOI.

X - UXTUEPUHN TYIUIaM, « omJia OV Tymiam Ba X JaH mbopat Oyica, (X ,r)

KypTiuk Tonosioruk ¢gazo Oymnanu. by Tononoruk ¢gazona hakaT UKKATA OYUK KHUCM
TYIUIaM MaBXyZl.

3 - MHCOJL.

X - UXTUEpUH TYIUIaM, r OWjla X HHHT XaMMa KUCM TYTUlaMJIapuaaH noopat
ounia OyncuH. by Tononoruk $azona UXTUEPUN KUCM TYTIJIaM OYMK TYTLIaMIUP.



OHU (X, r) TomoJoruk (a3o, Ba OupopTra A c X —KUCM TYIiaM OYJICHH.
bepunran A TymiamMHM Xam ¢ TOMOJOTHS €pAamMuia TOTONOTHK (a3ora alTaHTUPHIL
MyMKUH. ByHMHTr ydyH A TymiamMaa «,={4nG,:G, er} OWIA TOIOJOTHSI

A

SKAHJIMTUHU KYypcaTaMu3:
1) X e OynraHgurd Ba X N A = A TCHIJIMKAAH A € r, KEJTUO YMKAIH.

2) @ er OYyNTaHIIMTH Ba & N A = & TCHIJIMKAAH & e 7, KEIHO YMKAIH.
3) A, A er, OYiIca, G, G,e 7, TYyIIamiap MaBxya 0yauo,
AnA =(AnG)N(ANG,)= AN(G,NG,) TeHIHK Yypuniu O6ynaau. by epna
G,N G, er OYIraHIUId y4yH A N A, € r, Oynaau.
4) ¢, ounara TeTHIIUIA {A | TyIIamiap ounacu Oepuirad 0yica, ¢ Ta TETHILIH

G, Tymmammap Mapxyn O0ymu0, LﬁJ A, = LﬂJ (ANG,)=AN (Lﬁ Gﬂ] TEHTJIUK

ypunmu Oymamu. by epna UG, er Oynarammurd ydyn U A, HUFMHIU 7,
B B

ouJiara TeTUIUIu OYiau.
Hemaxk (A, r,) *)xydTiauk Tonojoruk ¢azo 6ynaau. by xonna ¢, TOMOJIOTUSHUA A
TyIIaMaa X TOMOJIOTHK (pa3ogaru r TOMOJOTUs €pJlaMuia aHUKJIAHTaH EKU
KEJITUPUIITAH TOMOJIOTUs 10 aTanaiau.

TomnoJioruk ¢gazo 6azacu

busra (X ,7r) - tomosoruk ¢azo Ba B ={U_,} - OUMK TyIjamjap OWJIACH
Oepunrad OYJICHH, SBHU Xap OUp « Y4YyH U e r MyHocabar ypuHmugaup. Arap
(X ,7) TOMOJOTHK (PA30HUHT UXTUEPUN OUYMK KUCM TYT-TaMHMHU B ounara terunuiu
TYIUIamiiap MMruHaucu cudartuaa €3ui MyMKUH Oyica, B omna (X ,7) Tomosorux
(dazoHuHT O6a3acu 1eb aTaiagu.

Mucoin. bu3 eBkiaua (a30CHMHHM Kapaliauk, SbHH X = R" Ba ¢ 3Ca EBKJIHU]
TomnoJjorusick OyncuH. busra mabiayMku, UXTUEPUM x e A Yy4YyH IIyHAAH r > 0
MaBxKys Oyaud, B, (x)c A Oyiaca A TymiaM ouuK Aednnand. Jlemak, A O4HK

TVy1uiam 6ynca, A = U B, (x), IbHU A TYTIJIAaMHU OYMK IIapiiap WHFUHANCH cudatuia

X

&3um MyMmkuH. byHnan kenmn0 dmkanukw, R" (a3oma XxamMma OYMK IapiiapjiaH Ba
oym Tymiamaan ubopaT owia EBKIMA TOMONOTHACH Y4yH 0aza XOCWJI KujIaiu.
YMyman onranga 0y ¢akt uXTHUEPUN (X, p) METPUK (Pa3o yuyyH YpUHIUIUD, STBHU

OUMK TIapiap Ba Oy TYyIuiamaan ubopar ousia METpUK Ga3zo yuyH Oa3aHM TAIIKHII
KHJIau. DHIU TOMOJIOTUK (Pa3o 0a3aCMHUHT acOCUM XOCCaJapuHH YpraHaMu3.
Teopema 3. bepunran B ={U ,} owna (X ,r) TOMOJOTUK (ha30HUHT Oazacu

oYUM y4yH UXTHEPUNA x € X HyKTa Ba YHUHI MXTUEpuil U arpodu yuyH B ra
OMJIara TETUIIUIA Ba x e U ., < U MyHOCa0aTHM KaHOATIAHTUPYBYU U, TYIUIAMHHHT
0 0

a

MaB)XYJIJIUTH 3apyp Ba €Tapauaup.

Hcoor. 3apypnuru.@apa3 kunailnuk B ={U_} owmia 0a3a, xe X Ba U
TYmIaM x HYKTaHUHT atpodu OyncuH. bepuiran U Tymiaam o4ukK OYJITaHIUTH yUyH
y B owumara Terumumm @ O4MK TYIUIamiiap WUTHHAWCHIAH HMOOpaT Ba ylapaaH
Oupopracu andarra x HyKTaHU ¥3 MUUTa OJIa]Iu.



Erapnunuru.  bepunran B={U,} owsia  TeopeMa  HIapTIapUHU

KAHOATJAHTUPCA, YHUHI 0a3za SKaHJIUTMHM Kypcartailmk. HMxtué€puit oumk A
TYIIIaMHU Kapainuk. Arap a e A Oyica, TeopeMa mapTura Kypa U, e B MaBXyA

O0ym0, aeU, c A MyHocabar Oaxapwiagu. LlyHMHT ydyH A = U U, TEHIJIUK

acA
Yypunnu 6ynaau. Teopema ucbotnanay. [
Teopema 4. buzra (X,r) Tomomoruk (a3o Ba yHUHT B ={U,} ouiagaH

nbopar 0Oaszacu Oepuiran 6yica, Kyiuaara MmyHocabdatiap YpuHIHIND:
Uy, =X

2) Uxtuépuit U | U, Tymuiamiap Ba UXTHEPHHA aeU U , HYKTa y4yH
a, 2 ay a

U,, €B wmaxyn6ymi6, acu, U, nU, MyHOcaGat Gaxapuia.
HcoboT. by epna 1) myHocabaT 6a3aHuHT Tabpudura Kypa paBiiiaH OyiIraHIurua
Y4yH 2) MyHOCabaTHH KypcaTamu3. Arap aeU, nU,  Oymca, U N U, 04HK

TYIUIaM DKaHJIUrHaaH 1-Teopemara kypa U, wmaBxyn 6ymuo , a e U v, €U, NU,
MyHoOcabaTiap Oakapuiay.
Teopema 5. bepunran X TymiaMm Ba YHHHI KHACM TYyIUIamilapuaaH uOopar

B ={U,} OWIayd4yH Kyinaara y4ra mapriap daxxapuica, SbHU:

1) bepunran ounara TemwiIM Tyriamiap HUFMHAXCH Oepriirad X TYTUITAMHU

Komnaca: UU , = X ;
B

2) Bym tymuiam OepuiraH onara TeTHIIUM Oyiica: & € B |
3) bepuiran ounara terumuu uxtuépuit U, U, Tymiamiap Ba

uXTHEpUit aeU , U, HyKraydyH U , € B maBxyx 0ymu0,

aeU, cU, nU,  MyHocabar ypuriu Oyca,

3

X Tymiamia nryHaal SiroHa ¢ TOMOJIOTHS MaBXYJKH (X ,7) TOMOJIOTHK (a30 yuyH

B owa 6aza 6ynanu.

HUcoor. bepunran X tynnamaa ¢ OWJaHM KyWWaaruya aHukiaimui.bus B ownara
TEeTUIUIA TYIUIaMJIapHU Ba YJIAPHUHT MWUTHHIWCHUIAH HMOOpaT XaMMa KHCM
TyIiamiapaad uOopar owiaHd 7 Ounan Oenrunaiimu3. Teopemanunr 1) Ba 2)
mapTiapura kypa X Ba OV TymiaMm r ousara Terunuid 0ynaau. bynaan tamkapu ¢
OWJIAHWHT AHUKJAHWIIWTA Kypa YHTa TErWIUIM TYTUIAMJIAPHUHT WAFUHIACH 7 Ta
terunuid. Jlemak, A, A,er Oynca, A, n A, e 7 HH KYpCaTUIIMMHU3 Kepak. Arap

ae A,n A, Oynca, TeopeMaHUHI 3-mapTUra Kypa U _ e B  MaBXyd Ba

a

aeU,c A nA, Oymamu. Jemak, A N A, = [JU,. by nca A nA ez
aeA; N A,
SKAHJIUTUHU  Ounaupanu./lemak r oWjga  TOMOJTUS  aKCHMOMaJlapUHU

KaHOATJIaHTUPAIN. By TOTIOJOTUSIHUHT aHUKJTAHUIIIATA Kypa B OWJIa YHUHT Y4yH 0aza
oynanu. [



4-MABPY3A.
Mag3y: N4ku yerapaBuii Ba ypuHMII HYKTaJdapu. TYIUIAMHMHT €NIUFU.
(2 coar)

(X,7) - TomoyiorMk ¢azona, A c X TYIIIaM y4yH YHUHT TYJJIUPYBUUCH
X \ A OYHMK Tymuiam Oyica, A TymiaM €nuK TyIuiam ne6 artamamu. Tomosnoruk ¢haszo
akcuoManapuaaH QoianaHu0d €nuK TYIuIamyiap y4yH KyWuaard XyJiocalapHU
ucOOTIIa MyMKHH:

1) X énuk TYIIaMmup;

2) Oy TymiaM UK TYILIaMInp;

3) 4eKJIM COHJAry €MUK TYIUIAMIAPHUHT HHFUHINCH CIHK TYILIaMINp;

4) uxtuépuii E€nuK TYIUIaMiIap OWJIAcH y4yH Oy Tymiamiap KecumMmacu (yMyMHUi
KUCMU) €MUK TYTIIIaMJIAD;

By xoccanapau ucOotiai yKyBUMIapra XaBoja KUJIuHaIu.

(X ,7) - TONOJOTHK (a3o, x e X OYJICHH. Arap U OYHK Ty1iaMm 0yimob, x e U
Oynca, U Tymiam x HuUHT atpodu aeimnaau. lllynmait kunub, x HyKTa TETUILIA
Oynran wuXTHEPUNA OYMK TYIUIaM IIy HYKTaHUHT aTpodu jAeluiap SKaH.
Ac X, xe X 0ynmub, x HyKTaHUHT OupopTa arpopu U y4dyH U c A MyHOcadaT
Oakapwiica, x HyKTa A TYIJIAMHUHT UYKW HYKTacu JeHuiagu. A TYTUIAMHUHT UYKH
HyKTaJdapu TYIUIAMUHH int A OwiaH OenrwiaiiMu3. Arap x HYKTAHUHT UXTUEPHMA
atpodu U yayH AN U = Ba (X \ A) n U = J MyHOcabatiap Oaxkapuiica x HYKTa
A TYIUIAMHUHI YerapaBU HYKTACU JCUWJIANU. XerapaBui HyKTaJIap TYIJIAMUHU OA
KYpUHUIIIIA Oenrunanmus.

4 — Mucou.

X =R', A=(a,b) Oyncun. by epma a,b- XakuKud COHJAp Ba a<b. by
MucoiInmMusaa int A = (a,b), oJ6A ={a,b}

5 - Mucos.

X =R", A - XaMMa palMoHaJ COHJap Tymuiamu OVicwH. by Mmcommmusma
OA = X , YyHKH UXTUEPUN XAaKMKHUI COH YUyH YHra SIKUHJIAIIyBYM PallMOHAJI COHJIAp
KETMa-KETJINTA MaBXKY/I.

busra Ac X KuUCM TyIUIaM Ba x e X HyKTa OepwiraH OYicuH. Arap x
HYKTaHUHT UXTUEPUH aTpodua A TyIuiamra TeTMIUIM HyKTajlap MaBxkyJl Oyica, x
HYKTa A TYIUIAMHUHI YPUHUII HYKTacCH Jenuinaan. bepuiran A TYIUIAMHHUHT XaMMa
YPUHHUII HyKTaJapy TYTIaMu 4 OwiaH OenruiaHagv Ba A HUHT €nuru Ae0 aTtamaiu.

bepunran A ¢ X Tymiam Ba intA, A Ba 4 Tylamijap y4yH KyWujaru
TeopeManap ypuHIugup.

Teopema-6. Xap KaHmaii A TymiaM ydyH A =it AU dA MyHocabaT
YPUHIIUND.

Teopema-7. A TymuiaM O4MK TYIjIaM OYJIUIIM Y4yH int A = A MyHOCAOATHHUHT
OaKapUITUIIH 3apyp Ba €TapIUIUD.

Teopema-8. Xap kangait A Tyriam yuyH A EOUK TYTUIaMAMDP.

Yuyunun TteopemaHuHT wucOoTH. CH3mapra MabIyMKH A =B MyHOcabaT
AcB, Bc A MyHocabariapra TeHr Kywmgmp. JleMak A c it AU A Ba

A > int Au A MyHOcabaTJIapHU UCOOTIAIIMMU3 KEpakK.



Arap xe A OYyica, x HYKTaHMHT UXTHEpui atpoduma A TYyIuIamra

TETUIUIA HYKTajgap MaBXyl. Arap x HyKTaHMHT UXTHEpuU artpoduaa X \ A
TYIUIaMra Teruiid HyKTajlap XaMm Oyiica, yHaa x e 6A MyHoca0aT YpUHIIHU , SbHU x
yerapaBuil HyKTa Oynaau. Arap x HyKTaHHHT OupopTa U atpoduaa X \ A Tymiamra
TETUIUIA HyKTajap OynMaca, yHAa x eU c A MyHOcabaT YpWUHIM ,IbHU x HWYKHU
HyKTa OVymanu, NleMak xeint A . By Mynoxa3alapuMI3IaH, A c it A U 0A
AKAHJIMTH KeJIUO YMKaau. DHJIM x € int A U A OYicuH. Jlemak, x e int A €KH x € A
MyHoca0aT Oaxapunamu. Mkkana Xojja XaM x HUHT UXTHEpUM aTtpoduiga A
TYIUIaMra TErHIUIA HyKTadap MaBXy[ Ba IeMaK x e A .[

TypTuHYM TeOpEMaHUHT UCOOTH YKYBUMJIAPUMU3TA XaBOJIA STUIAIH.

bemmH4M T€OpEMaHUHT ncboti.bus A TYIUIAMHUHT €MUK TYIUIAM 3KaHJIATUHUA
ucOOTNam y4yH X \ A TYIIAMHUHT OYHK TYTIaM SKAHINTHHH HCOOTIARMH3.
ByHMHT ydyH X \ A Ta TETMIUIM MXTHEPHIl x HYKTaHM Kapaimk. JleMak, x HyKTa
A Ta TETHIUIH 3Mac Ba IIYHUHT YYyH YHUHT HIyHJIad U aTpodu MaBXyaku, Oy
atpodpga A Ta TETHNUIM HyKTalap HYK, SbHU U n A=. llyHuHr Yy4yH
xeU c X \A, 7bHM x HYKTa X \ A TYIUIAMHMHT WYKH HYKTacHmup. TypTHHUH
Teopemara Kkypa X \ A OYHK TyIamMaup. [

Teopema-9. MxTuépuii émuk A TYIIaM yuyH A = A MyHOCa0aT YPUHIMIMD.

Hcoor. Xap IouM A c A OYIraHIuru yuyH EmUK A TYIIaM ydyH A 5 A
MyHOca0aTHU UCOOTIAIT eTapiau. ByHUHT yuyH A Ta TeTUIUIM UXTUEPUM x HYKTaHH
Kapanuk. Arap xe X \ A Oyica, X \ A OYMK TYIuiaM OYJTaHIIUTH Ba x YPUHUII
HYKTacH JKAHJIMUTUJaH (X \ A)n A= @ MyHocabar kenud uumkanu. by kapama-

KapIIWINK X € A DKaHJIUTUHU KypcaTtaau. [



5- MABPY3A.
Mag3y: Xaycaop¢ akcuomacu. Tonmosioruk paszona kerMma-KeTJIuK
JuvuTH. TonoJiorust 6a3acu. (2 coar)
MeTtpuk (azonap TONONOruK (PazolapHUHT KyAa MyXUM CUH(OUHM TAIIKWI 3Taau. by
¢dazonapna uXTUEPUIA HKKA HYKTa Y4YyH yjap opacuaard macoda TyUIyHUAcH
KUpUTUIaad. MeTpuk (pazolapUHUHT MYyXUM Typjapu OWIaH cU3 OUpPHHYM Kypcaa
TAaHUIIACH3.

bepwiran X - wuxTH€puil TyImIaM y4yH TYFpH X x X KylauTtmazaa
p:X xX —> R (yHKUMA  aHUKIAHTaH  OynuO, KyWugaru  miapTiapHU
KaHOATJIAHTUPCHUH:

1) p(x,y)=20, Vx,ye X

2) p(x,y)=0< x=y, VX,ye X

3) p(x,y)=p(y.x), VX, yeX

4) p(xy)<p(x,z2)+ p(z,y) VX, y,zeX

KOxopunarn maptinap metpuk (a3zo akcuomanapu aevuiamu. by maptiap
Oaxkapwica (X,p) XKyQpTauk MmeTpuk ¢dazo aermnaau. (X,p) - MeTpuk (Daso,
xe X, r>0 Oynca Mapka3u x HYyKTaJa Ba PaJWyCH r ra TEHT OYMK map U (x)
KyHuaruda aHuKJ1aHa u:

U, (x)={yeX:p(xy)<r}
Ounk map €pmamuga MeTpuk (a3ona OYMK TYIIaM TYIIYHYACUHU KHUPUTHUII
MYMKHH. A c X - KHCM TyIUIaM, x € A Oynu0 Oupopra r > 0 COH YUYyH U (x) c A

Oynca x HyKTa A TYIJIJAMHUHT WYKU HYKTacw JeHuiaaau. Xamma HyKTajapu W4YKd
HyKTajap Oyiran Tyrmsiam O4MK TyIUulaMm aevunamu. Arap r owna cudaruga (X ,p)
MeTpUK (Pa30HUHT XaMMa OYMK KHUCM TyIulamjapu Ba OYyml TymiaamjaaH uOopat
OWIaHW OJICaK, HaTwxkaaa (X ,r) Xypmmk tomonoruk Qazora ainaHaau. by
Tonosiorust (X ,p) ¢azona p MeTpHKa EpAamMuaa KUPUTWITAH TOIOJIOTHS Je0

aTasagu. DHIU ¢ OWIAHUHI TOIMOJIOTHMK (pa30 aKCMOMaIapUHU KaHOATIAHTUPUILINHU
TEKIIUPANIHUK.
1) xe X Ba r uxTHEpUil COH Oynca, U (x)c X OyiraHiura yuyyH X TyIuiam r

owJlacura TeruiuuIup;

2) By Tymiiam ¢ owsjiara YHUHT aHUKJTaHUIINATA Kypa TETUILTHIND;

3) MUkkuTa TyIuIaM r OwWJiara TETHIUIM OYJica,yJJapHUHI KECHIIMAcu XaMm Oy owsara
TErUIUIM SKAHJIUTMHU KypcaTamuk. Arap A, A,er Ba A n A, =@ 0Oyica,

UKKUHYM IapTra Kypa A n A ez MyHocabar Vpunnumup Papa3 Kulaliuk,
AN A, =2 Ba xe A=A n A, Oyincun. Kapamaérran A, Ba A, Tymamiap O4MK
OyiraHIMrd y4yH IIyHIail r, Ba r, MycOar COHJap MaBXyIkH, U (x)c 4,
U,(x)c 4, MyHocabatmap Oaxapunaau. Arap O<r<min{ r,r,}  0Oyica,
U, (x)c A=A n A, MyHocabar Oaxapunaau. Jlemak, A=A n A, TyIaMm ¢
owJiara TeruIUIHIND;

4) dapa3 kunamk {A } - ¢ oujara TETMIUIM TYIjamiap ouiacu OYJIcHuH.



buz |JA, er okanmuruau kypcaramus. byHHHT ydyH xe A=UA  HyKTaHH

Kapailnuk. Kapanaétran x HyKTa WUFUHJIWATA TETULUIM OYJITaHIUTH YyYyH LIyHAAl
MHJCKC o, MaBXKYAKH, x e A MyHocabar Oaxapwmagu. by 4, Tymiam oumk
OyJraHnuru y4yH IIyHOAH r >0 COH MaBXKyIKU, U (x)c 4 < A MyHoca0aT

Oaxxapunaau./lemak, Aez Ba ¢ oOWIa TOMOJOTUK (a30 aKCHOMaJapUHU
KaHOATJIAHTUPAIH.

6 - Mucon. x =R’, p(X,y)=‘X— y‘

7 - Mucoi. X =R", p(X,y)=1/zn:(Xi -y’

byepma x = (x', x*,..., x"), y=(y,y . ¥y")

8-Mucon. X =Cl[a,b] Owuman [a,b] CErMEHTIA AaHUKJIAHTAH Y3IyKCHU3
byHkusanap tymiaMu Oenrwiaimus. by Ttyminampa x(t), y(t) GyHKOuAIap y4yH
r(x,y) = sup ‘y(t) - x(t)‘ dbopmyna Oyiimya MeTpUKaHU aHUKJIaiMu3. by xomma r
te[a,b]
Y4yH METpUK (a3o akcMoMajapuHU TEKUIMPHUII €HTWJI, IIYHUHT Y4yH Oy HIIHU
YKyBUYMJIapra XxaBoJia 3TamMu3.
OHau MeTpuk ((a3o0 ydyH H4YKH, 4YerapaBUd Ba YpPUHHUII HYKTaJIapUHU
KUPUTAUIIHK.
dapa3z KWIAWIUK A c X - KACM TYIUIaM, x € X OYnu0, uxXTuépuit r > 0 y4yH
U (X)Nn A=, U (X)n (X \A)=2 0Oyiaca, x HyKTa A TYIUJIAMHUHT YerapaBHil
HyKTacu Aeimnanu. Arap uxTuépuil r > 0 yuyH ¢akaT U (x) n A # @ MyHOcabaT

Oaxkapuica, x HyKTa A TYIUIAMHUHT YPHHHII HyKTacu Aedunanud. bupoprta r > 0
COHM Y4yH U (x)c A MyHocabaT Oaxapuica, x HYKTa A YyYyH WYKH HYyKTa
nevunanu.Metpuk (aszonap myHaal Oup axoMuO Xycycusarra 3raku, 0y XyCyCHST
Xaycnopd axcuomacu ne0 aramamd (X, p) - MeTpuk ¢a3o, x,ye X Ba x=#y

o d o o
OyiacuH Arap d = p(x,y), O<r<— Oymca, U (x), U (y) T1mapmap ¥y3apo
2

kecumMaiinu. buz Ttomonorumk ¢azomap ydyH Xam Xaycaopd aKCHOMACHHUHT
OaxapuIMIIMHA Tanad Kuiamus. by akcuoma Kyiugaruda tabpudiaHaim.

Xaycnopd axcuomacu. bepunran (X ,z) - TOHoJoTWK (azofa HUXTUEPH
V3apo dapkium x,y e X HYKTalap YYyH YJIapHUHT y3ap0o KeCHIIMalauraH
atpodnapu maBxyn 0yica,0y pazona Xaycnopd akcumomacu Oaxkapuiran Aeiuiaiu.

Xaycnopd akcrmomacu Oaxkapwiiran Tornojoruk (azomnap Xaycnopd dazonapu
nevmnanu. buz Oy Xakuma anoxuja TabKuJjIamMaclAaH Kypc JJaBOMHIA XaMMa
TonoJioTuK (pazonap yuyH Xaycnopd akcmomacu Oakapuirad ned dapas Kuiamus.
Oxopuna TabKkuIaraHuMu3Iek, MeTpuk ¢aszonapaa Oy akcuoma Xap JIOWM
Oa)kapuJIraH.

OHau TomoJiorWK ¢aszoyiapra KaWTaWiauk. (X ,z) - TOMOJOTHK (hazo

{x}e X, n=12,. Ba xe X OYyicuH. Arap x HYKTAaHUHT UXTHEpUUA U atpodu
YUyH IIyHJaid COH N > 0 MaBxyn OynuO, n > N 5a x_eU MyHocabar Oaxapuica,



{x } - KETMa-K€TJIUK x HyKTara sKMHJIaImaau aeimnaam Ba lm x = x (€Ku x, — x )

KYpPUHHILIA E3UITANHN.

Teopema-10. Xaycnopd dazocuma xap KaHmail SKUHIANTYBYN KETMa-KETIUK
ATOHA JIMMUTTA 3rajiup.

Hcoor. Papa3 Kwiallnnk {x } SKAHIANIYBYM KETMa-KETIMK Ba lim x = x

Oynacun. Arap x, —» y Ba y#x Oynca, U, Ba U, OWiaH MOC paBHIIAa x Ba y
HYKTaJapHUHT ¥3apo KecullMaiauran arpodiapunu Oenrunaiimus (Xaycaopd
akcuoMacu ).bepuiran {x } - KeTMa-KeTJIUK x Ba y HyKTajlapra siKMHJIAIITaHIUTH

Y4yH IIyHZad N , N, COHJAp MaBXyAKH, n>= N 1ma x eU_, n=N, ma x eU,

2 1

oynagu. bynman n>max{ N ,N,} OVica, x eU, nU, MyHocabaTHU OJIaMH3.

Hemak, U, n U, = @ . By sunmustaan y = x Oynumm kenud yukaau. [



6- MABPY3A.
Mag3y: borsiaHnIM TyiamJaap Ba yJapHHUHI acoCHii xoccajapu. (4
€0ar)
®dapa3z KumaliIuK (X ,z) - TOMOJOTHK (pa3o, A c X - KHCM TYIjiaM OYJICHUH.

Wkknrta oudK G, Ba G, KHUCM TyIjiamiap MaBxyz 0yiuo0,

1) A=(AnG)U(ANnG,)
2) (ANG )N (ANnG,)=0
3) (AnG)) =9, (AnG,)=dJ

maptiaap Oaxapwica, A TymiaMm OOFJIAHUIICU3 TYyIUlaM JeWunagu. Arap Oy
HIapTIapHU KaHOATJIAHTHUPYBUM G, Ba G, OYMK TyIjamiap MaBxyn Oyimaca, A

TYIIaM OOFJIAHUIILIN TYTUIaM JAeHuIaau.
bepwiran  ATymlam  ydyH A= X  XOJHM Kapaimk. by  xompa
XNnG, =G, XnNnG,=G, OyIrannurd ydyH IOKOpUAArd uaptiap KyWHaarua
KYpUHUIIIA €3WIIA/IN.
1) X =G,uUG,
2') G6,nG,=0
3) G,290, G,=0J
Hemak, arap 1'), 2'), 3') IIapmIapHU KAHOATJIAHTUPYBYM OYMK G, Ba G,
KHCM TYymiamiap MaBxkyJn Oyica, X (a30oHM OOFJIaHMIICH3 TOIOJIOTUK (a3o 1ed
aTaiimMmu3. AKc Xonna, spHu Oy 1°), 2'), 3') mapTIapHu KaHOATIAHTHUPYBYH G , G,

TyIuiamiiap MaBxya 0yimaca, X (pazoHu OOFIaHUIUIA TONOJIOTHK (a3o 1ed araiMus.
Teopema-11. bornanunuiv TYIUIAMHUHT EMUFU XaM OOFJIAHUIUIA TYTIIAMAMP.
Hcoor. dapa3 kumaiinmk (X ,r) - TOMOJOTHK (Pa3o, A< X - OOFIAHHUIILIH

KUCM TYTIIaM OYcHH. Arap 4 OOFTaHHUIICH3 TYIIaM OYyica, OYMK G, Ba G, KUCM
TYIuIamiiap MaBxyna 0ynu0, Kyiugaru
A=(G nA)u (G,nA)

(G,AA)N (G, A)=0

Glm;;«t@, szX¢®
MyHocabatnap Gaxapunanu. TynnaM énury aHMKIAHUIINTA KYpa A c A MyHOcabar
YPUHIN OynraHIuru YUYH,(G, N A)n A =G, N A,
(G, N A)n A= G, N A, A=(G,n A)u (G, n A) TCHIJIUKJIAp YPUHIIUIHUD.

by epma G, Ba G, oO4uMK TYyIUiamiap, GlmX;«t@, szK;t@

2

Oynrannurugad, G, N A=Q@ Ba G, Az @ MyHocabaTiap Kenub 4YWKaad Ba
HUXO0AT (G, N K) N (G, K) = TEHIIMKIAH (G, n A)n (G, n A) = TCHIJHK
kenu6 ynkaau. by myHocabatnap Oupranukiaa A TYIUIAMHUHT OOFJIaHUIICU3 TYTUIaM

OKAHJIMTUHU KypcaTaau. by 3uAmuATIaH 4 TYIUIAMHUHT OOFJIAHUIUIA JKAHJIUTH
Kenuo yukaan. |



Teopema-12. busra {A } OoFIaHMIUIM TYIJIamiiap owiacu Oepuiran 6ymuo,

yIApHUHT yYMyMHH KHcMH Oym Oynmaca, seHE [ ) A, = & 0O¥ica,
A = |J A TymwiaM XxaM OOFJIaHUIUIN TYTIJIAMIHDP.

Hcoor. Dapa3 xwiamuk A TymiaaMm OofjaHuiicu3 OyiacuH. bormanuricus
TVIU1aM Tabpudura Kypa myHaa ouuK G, Ba G, TyIiamiap MaBXyAKH,
A=(G, nA)u (G, nA)
(ANG)N(AnG,)=0
AnG 20, AnG,=#UJ
MyHoca0ataap YpUHIUIUP.
bupunun myHocaOaTaaH MXTUEPUH « YUYyH A, = (A, nG,)uU (A, N G,)
TEHTTIMK KeMuO YMKaAu. YHIAH Tallkapu, WKKUHYA MyHOcal0aTJAaH Ba A c A
SKAHJUTHAAH (A, N G, ) n (A N G,) =@ TEHIIUK KeJIuO YnKaIu.
Hemak, A, =(A, nG)uU (A, nG,) Ba A OOFIaHUILIM OYJITaHJINTH Y4yH
AnG =@, An G,=g TEHIIUKIApAaH OupopTacu YpUHIUAUD.
Arap Oupopra o, y4yH A, NG =0 Oynca ynna A, < G, 6ynamu. Jlekun

N A, # < MyHOca0aTZaH XaMMa « Jap y4yH A < G, DKAaHJIUIMW KeauO YMKaIu.

a

byHnan sca A N G, = @ TEHITIMKHM XOCWJ Kuiamu3. by Kapama-Kapmuiank Teopema
UCOOTHHH SIKyHJIaiiu. ]

OHIuM arap xe X Oyiaca, H OwilaH x HyKTa TETWILIM OYyiraH xamma
OOFaHMIIIM  TYIUIamJiap HUFUHAUCUHM  Oenrwiaiuk. by  TymmammapHUHT
XaMMacura x TETHIUIM OYITaH/IMru Y4yyH 9-TeopeMa mmaptu Oaxkapunaau. [lemak,
H OofnaHuNUM TYrmamMaup. by H TymiamMHu x Terunu Oyiaran OOFIaHUILTHAINK
KOMITOHEHTAcu Je0 aTaitMu3. AHUKJIAHUIINTA Kypa H TYIiaM x TETUIUIM OYnraH
OOFJIaHMILLIY TYTIAMJIAPHUHT SHT KaTTaCUAMP.

Teopema-13. Xap Xwi1 WKKM HyKTajJap Yy4YyH ylap TerHIUIM Oynran
OOFJIAaHUIILTUINK KOMIIOHEHTAIaApH €KUM KECUIIMAMIN €KU YyCTMA-YCT TYIIAIH.

HcoboT. bepwiran x ,y € X HyKTanap yudyH x #y OyJca, yiap Teruiui Oyiaran
OOFJaHMLUIMIIMK KOMIIOHEHTAIApuHU H ~ Ba H =~ Owiman Oenrwiaiimk. Arap

H, nH,6 =@ 0yica, 9-reopemMara kKypa H = H U H TymiaMm OOFIaHULLIK OY1anu
Ba OOFJIAHMILIMIMK KOMIIOHEHTACUHHMHI Tabpuura kypa H =H =H  TEHIJIHUK

Kkenuo yukaau. [
Teopema-14. bornmaHUIIITAINK KOMIIOHEHTACH €MUK TYTIIIAMIIUP.
HUcoor. Dapaz xwrainmuk H Tymmam x  HykTa Terunum — OynraH

OOFIAaHUIIIWINK KOMIOHeHTacu OyncuH.FOkopumarm 8-teopemara kypa H
oornmanumy Tymiamanp. Kommnonenra tabpudura xypa x € H MyHocabaTaaH

H = H tenrnuk kenu6 unkanau. Jlemak, H énuk Tymmammaup. [



7- MADBPY3A.
Mag3y: KomnakT Tynmiamiap Ba yJapHHHT acocHii xoccajapu. (4 coar)
buzra (X, r) - Tononoruk (azo, A c X - KMCM TyIuiam Ba Oupopta {A }

OuUMK Tymjaamiiap owiacu Oepwiran OyiacuH. bepwiran omna yuyn |J A, o A

o

MyHOcabat Oaxapuica {A } omwia A TYIJIaMHUHT OYMK KOOWFHM 1e0 aTanagu. Arap

KOOHWK YEKJIM COHAArd TyIIaMiapaaH uoopar 0yiica, y 4ekju KOOUK Ae0 aTaiaau.
Tabpud. bepunran A TYIIaMHUHT UXTUEPUA OYMK KOOUFHAH YEKJIUM KOOMK
aXpaTUIl MyMKHUH OViica, A TYIuiaMm KOMITaKkT TYTuiam j1e0 ataiasy.
Tabuwmiiku , Oy Tabpudaa arap A = X 0O¥ica , yaaa Ou3 koMnaxT ¢azo
taspudunu onamui. Gakat Oy epna {A } ouna X yuyH KoOUK Oyica, yHaa

U A, o A myHocabat | J A, = X MyHoca0aTra TeHr Ky4wIUaup.

Teopema - 15. bepwiran X tomosoruk (a3o KOMITAKT Ba A < X - €MUK
KHCM TYIIJIaM Oyica, A - KOMIIAKT TYTIaMIup.
Ucodor. Papa3 kunaiiuk {A } - €NUK A TYIIaM y4yH OYMK KOOMK OYJICHH.

bepunran A tyrmam €nuk OYIraHaurd yuyH X \ A OYHMK TyIjiam Ba {A }u {X \ A}
omwra X ydyyH KoOWK Oynamu. . bepunaran X kKoMmakT (a3zo OYAraHauru ydyH
{A_}uU{X \ A} owragaH X Y4YyH YEKJIM KOOMK a)KpaTUIl MYMKHH. AJKpaTHJIraH
YeKJIU KOOMKKA TErHIITM KUCM Tyruiamiap F , F,,.., F,_ OVicuH. Arap {Fi}lk omJjiaga

X \' A Tymnam Oynmaca, {F } owna {A } JaH aXpaTWiraH A HUHI YEKIH KOOWUFHU
Oynmaau. Arap {F } ownaga X \ A Oyica , yHaa Oy ownaigaHn X \ A HM 4UKapuO, A
VUyH YEKJIM KOOMK XOocwi Kuiaamu3. Jlemak, A KoMmakT Tyrmiamaup. Teopema
UCOOTIIaHIU.

Teopema - 16. bepunran X Tomonoruk dazo xaycmopd dasocu, Ac X -
KOMITAKT TYIJIaM Ba x e X \ A Oyica, TYIulaMHUM Ba HYKTaHU OYMK TYIIamJiiap
éplaMHia aXpaTUIl MYMKUH,IbHU KECHUIIMAWIUIraH OYMK G, Ba G, Tymamjap

1

MaBxya OVnub, A c G, x e G, MyHocabatnap YpuHiau Oyianu.
Hcoot. buz A tymnaMra Terunuii UXTUEPUM y HYKTaHW oJicak, Xaycaopd
aKCMOMacHra Kypa OYMK KeCHMLIMalauran G , G, TyIjamjiap Maekya Oyiaub

xe G, , yeG, 6 MyHocabamiap Oaxapunagu.Xap OMp y HyKTa y4yH OJIMHTaH G,
OYMK TYIUIAM MaBXyJJIUTUIAH {G :y e A} ouia Xocun Oynanau. byHnan tamikapu
{G,:ye A}owna A TyIIaM y4yH OYMK KOOMK Oynamu Ba A TYIUIAM KOMIAKT

Oynrannuru ydyH Oy oOwiaJaH A Vy49yH YeKIM KOOWK aXpaTHIl MYyMKHH.

AskpaTtuiran YEKJIU KOOMKKa TETULLUIU OYHK TYIIamiap G,
G, s Gy Tynnammapman  umGopar 6ynca,0y ouMK Tymmamuap  Guian
KECUIIIMalIuraH X HYKTaHUHT aTpodapuHu MOC paBuilia

G, (y,), G (y,) .G (y,) KYpUHUIIIIA OermiIaiMus. Arap G,=UG, ,
i=1 !

G,=NG (y,) OYynca, paBmanku Ac G,, xe G, Ba G, n G, =g MyHocabariap
i=1

Oaxkapwiaau.! |



Teopema - 17. Tononoruk X ¢azo xaycaopd dazocu Ba A« X - KOMIAKT
TVIU1am Oyica, A €MUK TYTIIaMIup.

HcboT. bepunran A TYIIaMHUHT €MUK SKAHJIUTHHU KYpCATHII Y4yH X \ A
TYIUTAMHUHT OYMK SKAaHJIUTHHU Kypcatamu3. Arap x e X \ A O¥yinca, 11-teopemara
Kypa HIyHJall O4YMK G TYIUIAaM MaBXYJKH, x € G ¢ X \ A MyHOca0aT Oaxapuiaai.
Jlemakx HyKra X \ ATyIUIaM Yy4YyH HWYKM HYKTa Ba x HYKTAHUHI UXTUEPUU
SKAHJIMTUAAH X \ A TYIJIJAMHUHT OYMK TYIUIaM 3KaHJIUTY KeJInO YuKaau. [

Teopema - 18. Epknna ¢azocuna Oepuiirad A TYMJIaMHUHT KOMITAKT TYTIIaM
OYNUIIM Y4yH YHUHT €MUK Ba YerapajaHraH TYIuiaMm OVIIMIIY 3apyp Ba €Tapi .

Ucodor. 3apypauru. Merpuk (azoma tymam Oupopra map uumpa €rca, y
yerapajaHran TyImjaam Jedunanad. bepwiran A TymiuaM KommakT Oyiica, €BKIUA
dazocu R" HuHT xaycmopd ¢a3o JKaHIMTHAAH A TYIUIAMHUHT €MUK TYTUIaM
SKAHJIMTH KenuO 4yukaau (teopema-14). DHOM A TYIJIAMHUHT YerapajlaHraHIuTHHHA
Kypcatailiuk. ByHUHr yuyH OupopTa x € A HYKTaHHM OJMO, MapKa3u IIy HYKTajaa
Oynran {B, (x)} LIapiap OWJACMHU Kapaiimwu3, Oy epiaa n =1, 2,.. . by mapnap
OWJIaCM A Y4YyH OUYMK KOOWMK OVnamu Ba A KOMIAKTTYIUIaM OVITaHIUTH YYyH Oy
OWJIaJJaH  YeKJIM  KOOMK  aXpaThill  MYMKHH. Arap  4YeKid  KOOMK
B, (x,),B, (x,),....B, (x,) mapmapgan uoopar Oynca, N OwmmaH n,,n,,- n,
COHJIADHUHT 3HI KaTTacHMHM Oenrmnaiimu3. by epaa B (x) Mapkasu x HYKTaja,
paauycu N OynraH ouuk map. by xonmga A < B (x) MyHocabaTnaH A TYIUIAMHUHT
yerapajaHTraHIuru KeIuo YUKaIu.

n

Erapiuiauru. TeopemMaHUHT eTapawIMIMHA HcOOTJIall y4yH, R' Ja
Q, ={xe R x|<r} KyOHHHI KOMMAKTIMTMHM ucOOTIaimMu3. ByHHHr y4dyH 5ca

WIIHU €MUK KECMaHUHT KOMIAKTIUTUHUA UCOOTIamAaH OOUIaiMu3.

Jemma 1. Xakukuii connap (aszcocuna uUXTHUEPUN €MUK KecMa  KOMIIAKT
TYIIIAaMIUDP.

Ucodor. bus [a,b] €nuK KecMa yuyyH YHMHT{U ,} OYHMK KOOMFUHH KapailluK.
Arap x €[a,b] Ba [a,x] CErMEHT y4yH YeKJIU KOOWK MaBxkyn Oyica , OyHmal x
HyKTajap TymiaMmuHu A Owian Oenrunaiimus. PaBmiankuy , A Oy s5Mac,uyHKH a € A .
bynnan Ttamkapu, Oupopra o, Y4yH a e U vy Oysca, a HyKTa Y3UHUHT OUpOpTa
arpo¢u Ownan U, tynnampaa tagu. HlyHunr yayn A tyniamra a HyKTazaH OomIKa
HyKTajgap XaMm Teruuuid. Jlemak, arap c =sup{ x:x e A} Oyica, c >a DKaHJIUTH
paBman.by epna ¢ = sup{ x:x e A} OYJIraHIUTU yUYyH UXTUEPUN €Tapiid KUYUK & > 0
VUYH [a,c - ¢] KecMa yuyH {U _} OWJIaJlaH TETUIIUIA YEKJIH KOOUK a’KpaTUIl MyMKHH.
bu3s ¢ HyKTa Termmum Oyiaran O4MK TYIuIlaMHU U, OwuiaH Oenrunacak, U, TyIUIam
OYNK OYJIraHIMrH y4yH OMpOpPTAa €Tapiu KHYUK ¢ >0 y4yH (c-s,c+ée)cU
MyHOcabat ypunnu Oynamu. Arap ¢ >0 COHHHU TaHJallja [a,c — ¢] CErMEHT Y4YyH
YCKIIM KOOMK MaBXyZA Ba (c-¢,c+¢)c U, MyHOCA0AT ypurimm Oymca, [a,c - ¢]
CErMEHTHHUHI YEKJIM KOOMFHra U, TYIUIAMHM KYIICAK, [a,c] CETMEHT Yy4YyH YEKJIH

KOOMK Xocwi Oynanu. Jlemak, ¢ e A MyHocabar ypuunu Oynmaau. DHAM c =b
TEHTJIMK YPUHIM SKAHJIUTUHU UCOOTIaWmMK. Arap c < b OVyica, ¢ COHHM UIyHJail



KUYUK KHIMO OJAaMHU3KH, [c - &, Cc+¢]c U, MyHocabar OaxapuicuH. by Xonna
1

[a,c] CErMEHTHUHT YEKJIM KOOUFH [a,c + ¢] YUyH XaM YeKJIH KOOUK Oynmaau. by aca ¢
HYKTaHUHT aHUKJIaHWIIUTa 3uaaup. Jlemak, c¢ = b TeHrMK Ypurimuaup. Jlemma
ucoOotTiianau. [

Jlemma-2. EBxmup ¢dazocuna €nuk Ky0 Q, ={xe R", |x|<r} KOMIAKT
TYTUIaMJINP.

Hcoor. Enuk Q, kyOHM n Ta [-r,r] CErMEHTHUHI TYFpU KymalTmacu

cupatuna &3amm3. lllynpa nemma-2 MKKHTa KOMIIAKT TYIUIAMHUHT — TYFpU
KYTIalWTMacl KOMIAKT TYIJIaM DKaHJIUTHAAH Kenubd unkaau. by daktHm Kyhumaru
TeopeMa KYypUHHIIIA €310, KeMMHYAIUK UCOOTIIaMU3.

Teopema-19. X,y - Tomonoruk dazomap, Ac X,BcY - KOMIAKT

Tyiammap 0yica, A x B - TYFPU KymaiTMa XaM X x Y TOTOJIOTHK (a3o7a KOMITaKT
TYILIAMIUDP.

OHnu O6eBocuTa 15-Teopema ucbotura KaWtanuk. buz kKapaérraH A Tyruiam
yerapajiaHTaH OYJITaHJIWTH YYyH YHU ¥3 HYUTa OMyBUM Q, KyO MaBxyn. bepuiran A
TVIiaM EnuK OVIraHauIH YYyH YHHHT TYJJUPYBUMCH R"\ A OYHK TYIUIAMJIHMD.
Onau {U,} owna A TYIUIAaMHHMHI OYMK KoOurum O¥ynca, {U_}uU {R"\ A} omia Q,
KyYOHUHT OUMK KOOuFu Oynaau. bus kapaérran Q, KyO KOMIIAKT TYruiaM OYiIraHIuru
yuyH Oy omwiazaH Q, KyO y4yH YeKJId KOOMK a)KpaTHIl MYMKHH. XOCHUJ OYyiraH
xonukaad R™\ A Tymiamuu uukapub A TYIIam yuyH {U .} OMJIaJaH aKpaTHUIIraH

YeKJIn KOOMK Xocwui Kuinamus. Teopema ucbotu tyraau. [



8-MABPY3A.
Mag3y: Y3iaykcu3 akcJanTupuuiap. (4 coar)
buzra X, ¥V - uxtuépuit tymnamnap Oepwirad 6yau6 , X TYIiaMHUHT Xap Oup,
AieMeHTUra Y TYIUIaMHUHT OUTTa 3JEMEHTH MOC Kyuwiran 6ynca, X tymnamMHu Y
TYIUIaMra axkCJIaHTUPYBUM MOCIUK EKU aKCIaHTUpHIL Oepuwiran aevuiagd Ba
f:X - Y KypHHMILIA €3UTAIU.

Arap f:X — Y akcmaHTUpHuil OepwiraH Oyica, xe X Y4yH vy = f(x)

SIEMEHT x HYKTAHMHI akcH (EKu oOpasm), yeY yuyH f (y)={xe X : f(x)=y}
TYIUIaM y HYKTaHUHT aciau (€ku mpooOpasu) nedunanu. bepwiran A ¢ X Kucm
TYIIJIaM Y9yH YHHHT o0pa3u f (A)={f(x): x e A}, B c Y KHUCM TYIUIaM y4yH YHUHT
nmpooOpasu  f '(B)={x: xe A aa f(x)e B} KypuUHMIIZAa aHWKIaHamd. Arap
f(X)=Y Oynca, f aKCIAaHTHPHUIIHH “yCTHUTa  aKCIaHTUpHII, f (X )=Y OYynranma
3ca “uuMra’ akCIaHTUPUII J1e0 aTaiiMus.

bepunran f “yctura” AKCJIQHTUPUILLL  YYyH X,, X, € X Ba
x, # X, MyHocabatimapaan f(x,) = f(x,) MyHocabaT kenud uwWkca, f y3apo Oup
KUHAMAaTIU aKCIaHTUPHUIL ICHUIa N,

Tabpudg. buzrax, Y  Tomonoruk ¢aszonmap, f:X — Y aKCIAHTUPHUII Ba

x e X HyKTa Oepwiaran OyJcuH.Arap y = f(x) HYKTAaHUHT UXTHEpUA V aTpodu

YVUyH x HYKTQHHHT U arpodu Mapxyn 0yam0, U < f (V) MyHocabar Gaxkapuica
f aKCTAHTUPHII x HYKTaja Y3JIyKCH3 JICHHIIAIH.

Arap f akcia"THpuin OMpop A TYIUIamMra TETrHWILIM XaMma HyKrajapjaa
y3lykcu3 Oyica, y A TyIamaa y3nyKcu3 Aevunanu. Arap f akclaHTUpuil X

(da3oHMHT XamMMma HyKTajlapuja y3dyKcu3 Oynca, y y3IyKCHU3 aKCIaHTUPHII
IeUnIaau.
Teopema-20. bepuiran f aKJIaHTHPUII Y3IYKCU3 OYIUIIM YUYyH UXTHEPUIA

G < Y OYMK TYIUIAMHMHT IIpooOpa3u f ' (G) OYMK OYJIMIIM 3apyp Ba eTapliu.

HcooT. 3apypnuru. @apa3 KWIAMIKMK f y3JIyKCU3 aKCIAHTUPUIL, G — Y OYHUK

TyiaM OyicuH. f '(G) OYMK DKAHJIMTMHU KYPCATUIIMMU3 Kepak. Arap xe f (G)
Oynca, f(x)e G OYymamu. f aKCIAHTHPHUIN x HYKTaaa Y3JIYKCH3 OYITaHIUTH YUyH x

HMHT IIyHZall U atpodu MaBKyaku, U c f '(G) Oymamu. Bymman 5ca
xeU c f ' (G) kenub 4nuKaim. Iemak, f '(G) OYMK TYIUIAMIUP.

Erapnunuk. DHau uXTHEPUIA G — Y OYHK TYILUIaM yuyH f ' (G) OUMK TYILIaM,
x e X OYJICHMH. y = f(x) HYKTAaHUHT HXTUEpUN atpodu V HU Kapacak, y OUYUK

OYaranaMry yuyH U = f (V) O4MK TYIuiam Oyaaau. YHIaH Tamkapu x e f ' (U) Ba
Uc f '(v). JleMak f aKCIAQHTUPUII x HYyKTaja Y3JIyKCH3aup. By epma x

UXTUEPUI HyKTa OYITaHINTY yUyH f Y3IMyKCU3 akCIaHTHpHUII Oynaiu.| |



VMyMaH ojrasja, y3jIyKCH3 aKCIaHTHPHINAA OYMK TYIUIAMHMHI O0Opa3sd OYMK
OymuIM mapt sMac. Mucos yuyH, X = R°(x,y) Ba Y = R’(u,v) ¢asonap yuyH f
AKCTaHTUPHIII f(x,y)=(sin x, cos x) Kouza Ounan AHUKJIAHCA,

{(x,y)e R?: x>+ y® <1} nompanunr obpasu R’ 1a OYMK TYyIIaMm smac. Arap f

aKCJIaHTUPHUII f(x,y)= (eX cos y, e’ sin y) KoHu1a Ontan oepuiica,
{(x,y)=(x=<0, y=0)} énuk TymaamM oopa3u MUK sMac.

Teopema-21. buzra X, Y,z - TomoJioruk ¢azoiap, Y3IyKCU3 HKKHUTA
f:X >Y, g:Y—>Z - akclaHTHpUIUIap Oepwiran Oyica, yJapHUHT

KOMITO3HLIMSICU,IBHU f o g : X — Z aKCIAHTUPHIL XaM Y3JIIYKCH3IUD.

Hcoor. by Teopemanu wucbornam yuyyH okopuaaru 20-teopemagaH
doitnamanammn3.@apa3 KWIAWIMK G — Z OYHK TymuiaM OyicuH.bus h™(G)
TYIUIAMHUHT OYMK 3KaHJIUTWHHA KYpCcaTUIIUMU3 Kepak,0y epnaa h = f o g . [Ipoobpa3
y4yH YHUHT aHUKJAQHUIIATA Kypa h (G)= f (g *(G)) TEHIIMK YpuHIMIMD.
Teopema maptura Kypa g :Y — Z aKCIAHTUPHII Yy3IyKcU3 Oynraniurua ydyH 20-
Teopemara Kypa g (G) TymiaM OYHMK TyIuamamp.ByHman tamkapu f X — Y
AKCIIAHTUPUII  XaM  Y3JIyKCH3  OyJiranjura ydyH 1oy Teopemara  Kypa
h(G)=f (g 7"(6)) Ttymmam xam ouuk Tyruiamaup.Jemak rokopumard 20-
TeopeMara Kypa f o g : X — Z aKCIAHTUPHII XaM Y3JIyKCu3aup. ]

Teopema - 22. buszra X, Y - Tomojoruk (azonap, f:X — Y Y3IyKCHU3
AKCIAHTUPHIL, A c X - KOMIAKT TymuiaM Oepuirad Oyica, f(A) TymiaM Xam
KOMITAKT TYTIIaMIUD.

Hcoor. Ouuk tymnmammapaan mbopar {U,} owna f(A) TYIUIAMHUHT OYHUK
KoOuru OyncuH.Teopema miaptura kypa f Y3JIYKCU3 aKCIAHTUPHUII OYJIraHiIvuru

yayH VvV, = f (U ) TYIUIaM XaMMa ¢ J1ap y4yH O4HK TYIuIaM Oyaamu. (JU , o f (A)

MyHOcabatmaH (JV, > A MyHocabar kenu0 ymkamu. [lemak, {V_ } omna A ydyH

a

OUMK KOOWK Oyiaju. A KOMIAKT TYIJiaM OVIraHjauru yuyyH Oy KOOMKIAH YeKIIn
KoIJlaMa @XpaTWIl MYMKHH. AJKpaTWITaH dYeKJId KoIulamMa dJIEeMEHTIapH

VOH ,V% "”’Vam tymnamaap  Oyncun.  Ilysga  ymapHuHT  oOpasiapu

u_ U

a, U o« Tymiamiap f (A) TymiaM yuyH {U .} OWJaJaH a)XXpaTWJIraH

o« 7
YEKJIM KOOMKHU TaITKWJ Taau. ||
Teopema-23. buzra X, Y - Tomosioruk ¢azonap, f:X — Y y3IyKCHU3

aKCIAHTUPHIL, A c X - OOFIaHMILIM TYIIaM Oepuiran Oyica, f (A) TymiaM Xam

OOFJIAaHUIITN TYTUIAMIIUD.
Hcodor. Arap f (A) Oofnanumicu3z Tymiaam Oyica, OV Oyimarad o4yuk G, Ba

G, TyTIamiap MaBXYy/1 oynuo0, f(A)=(f(A)nG,)u(f(A)nG,),
(f(A)nG,)n(f(A)nG,)=@ Ba f(A)NnG, 2@, f(A)n G, = MyHOcabaTiap



-1

Oaxapunagu. AKCIaHTHpUII f y3JIyKCU3 OYiaraniaura ydyyH A = f (G,) Ba

A, = f (G,) TymIamnap X HHHT OYUK KHCM TYIUIaMiapu Oy iam.

bynnan Tamkapu f(A)nG, =@, Ba f(A)nG,= @ MyHocabariapaaH
AN Az Ba A,NAz2QD Kenmo YUKAU. bynnan TallIKapu
A= (A N A)u (A, n A) MyHOcabaT xam Ypunnuaup. Jlemak A Oornanuiicus. by

SUIIUAT TEOPEMaHu UCOOTIanIu. [ |

Teopema - 24. Enuk kecMa | = [a,b] GOFIaHUILIH TYTUIAMIIHD.

Hcodor. Dapas kwiainuk [a,b] OoFimaHUIICH3 OYICHH. Y X0Ja OYUK Ba OYIII
Oynmaran U, Ba U, Tymiamiap MaBxya Oymmb, 1=(nU,)u(InU,),
lNnU, 2T ,1nU,=2@ Ba(lnU,)n (I nU,) =g MyHOocabaTiap YpuHiIu Oyiaaau.

DOHIYM | HU TONOJIOTHK (ha3ora alaHTUpamMu3. ByHWHT ydyH | HHUHT KHCM
TYIUIAaMH A YY4yH R’ Ja OYMK G TYILIaM MaBxyn Oyiub, A =1~ G Oyiuca, A HH
OUMK TYTUiaM J1€0 9BJIOH KujaamMu3. XOCUJl OYJraH | HUHT OYMK KUCM TYTUIaMJapu
oWJIacK | Jla TOMOJIOTMSIHM XOCWJ KHWJIaJyd Ba TOIMOJOTUK (asora aitmananu. by
TOTOJIOTHSAAA | Ba & XaM OYMK TYImamaup. Arap | OofiaHuImicu3 Oyiica | J1a O9uK
Ba Oym Oynmaran U,, U, Tymiamiap MaBxyna O0yamb U, nU, =@ Ba l=U,u U,
MyHocabatnap Oaxkapuiiaau. JHIU

(0, xeU,

Ll, xeU,
Kouja OunlaH OepuiraH akCIAHTUPHUIIHM Kapaliuk. Arap G < R' - OUMK TYIUIaM
Oyica

(1, 0,1eG
1 JQ’ 0eG, 1¢6G
f (G):‘ul 0cG, 1¢6G
{uz 0¢G, 1 G
TeHIVIMK YpuHIuaup. <, U, U,, | Tymnamiap ouuk Oynranmuru yuyH 20 -

Teopemara Kypa f y3mykcus QyHkuusaup. Komm teopemacura kypa ¢pynkuus 0 Ba 1

OpaJIuFUJard XaMMa KUHWMaTJIapHU KaOyn KWIWIIKA Kepak. by 3ummuar teopeManu
ncoornanau. [



9- MABPY3A.
Mag3y: Un3uk/an 00FJaHMILIA TYIiamiap. (2 coar)
buzra X - tomosoruk ¢azo Ba f :[0,1] > X - Y3JIYKCH3 aKCIaHTUPHUII

oyncun. by epma | =[0,1] KecMamard TOIOJOTUS OKopumaru 23 - Teopema
ucbotugaru kKaOu €BKJIWJA Tomojorus €pAaamMujaa aHukiIaHagu. Arap x = f(0),
y = f(1) Oymca, 6u3 x Ba y HyKTajmap f uynm épgamuaa TyTalmTHUpWITaH ae0
ataiMu3. Arap A c X - KUCM TYIUIAMHMHI Xap KaHJall WKKA HYKTaCHHH Iy
TVIuiamaa €TyBuM Wyn épaamuaa TyTAITUPUIL MyYMKHH OVica, A TYIUIaM YW3UKIU
OOFJIAaHUIILIN TYTUIaM JICHIITaIN.

Teopema-25. Unsukiu OOFIaHUIILIN TYTUIAM OOFJIAHUIILIN TYTUIAMJIND.

Hcbor. X - Tomonoruk Gazo, A c X - YUBHKIM OOFIAHMIILIU TYTUIaM
oyncun. Tabpudra kypa, A ra TETUUUIM UXTUEPUM x, Y HYKTalap y4yH y3IyKCHU3

f:1 - X - aKCIAHTHUPHUII MaBXyna OYymub, f(0)=x, f(1)=y Ba f(l)c A Oymaam.
Arap A OofnaHuuIcH3 TYIiaM Oyica, ouukK Oy Oynamaran G, Ba G, TYIuiamiap
MaBXyq Oymubd A=(AnG,)U(ANnG,), AnG, 23, AnG, = J MyHOcabarmap
Oaxapunaan. A n G, TYIUIlaMJaH x HYyKTaHH, A N G, TYIUIaMJaH Y HyKTaHH
OJIAWJIMK. A YM3UKJIU OOFJIAHUUUIM YITAHJIWTY YYyH f : 1 — X WY1 MaBxkyna 0yauo,
f(0)=x, f(1)=y Ba | =[0,1] yuyH f(1)c A Oynmagu. FOkopuaa nc6OT KUJIMHTaH
Teopemanapra  Kypa f(1)= f(0,1] Oofmanunu  tymmamaup.  Jlekun
A=(AnG,)U(ANG,) TeHNMKIaH f(1)=(f(1)nG,)uU (f(l1)nG,), TEHIIHK
OJIaMU3. xe f(1)nG,, ye f(1)n G, OyNTraHIuruaaH f(1)NnG, =T,
f(1)n G, =@ Kenub unkaau. byngan f (1) OOFJIaHUIICHU3 TYIIJIAaM SKAHJIUTH KEJIHO

yuKaau. by 3uausaT A OOFJIaHUIILIM TYTUIaM SKaHJIUTUHU KypcaTtaau. [

YMyMan, OOFJIaHUIUIM  TYIUIaM  YU3UKIM  OOFJIAHUIILIM  OYJIMaciauru
MYMKHUHJIUTUHU KyWHJIard MUCOJI KypcaTau.

Mucom.

1
X = RZ, A={(x,y)e R?: y=sin —, x=z0}u{(x,y):x=0, -1<y<1}
X
OyncuH. PaBmanku, A OOFJIAHMIIIIN, JICKWH YU3UKJIM OOFIAHUIIUIA dMac.
Teopema-26. ®apa3 KWIAMIMK X - TOMOJIOTHK (ha30/1a YM3UKIN OOFIIaHUIILIN

{A } Tymmammap owmnacu Oepuirad OYJcWH. Arap yjaap yMyMUW HyKrara sra ,sSbHU
NA, =@ Oynca.ylapHUHI WHFMHIWCH |J A, TYIIJIaM XaM YHM3HKIM OOFIaHUIILIH

gj’lnann. a

Hcbor. bepwiran tymnamnap WArMHAMCH OyiaraH 4 =|(J 4, TyIulamra
TErHIUIM X, Yy HyKTaJlapHU WYn OuiaH TyTalITHPUUI MYMKI/IHJII/IFI/IaHH KypcaTtaMus.
ByHHHT y4yH a e A, HYKTaHH OIaMu3, Ba xe A, , ye A, Oyncun 1e6 dapas
kumaimvk. Hlynna ae A, , a e 4, MyHOcabaTnap ypuHIM OYiraHu y4yH x Ba y

JapHU a Owiad mMoc paBuuiaa f,, f, uynnap épgamuaa ryramrupamus. [lynna



[ f.(2t) te [oﬂ

g(t)=

|tf2(2t—1) te [;w

dbopMynia OuilaH aHWKJIAHTAaH g HyJd Y9yH g(0) = x, g(1) = y TEHTIUKIAp YPUHIH
oynmanm.| |

Ounu Oy Teopemasian ¢oinanannd, X TOMOJOTUK (DA3OHUHT a HYKTaCH Y4yH
YHUHT YU3UKJIA OOFJIAHWILIMIMK KOMIIOHCHTACH TYIIYHYaCHUHU KHUPUTAMM3.
bepunran a HykTa Terunuid OynraH XaMMa YH3UKIM OOFIAHUILIN TYIUTaMIIap
HUFUHIUCH IOKOPHIArH TeopeMara Kypa Yi3uKIi OOFIaHUILIN TYTIaM Oynaau. AHa
Iy TYIUTAMHH a HYKTQHUHT YU3HUKJIA OOFIAHUIUIMIMK KOMITOHEHTAcH N1e0 aTaiiMu3
Ba L (a) OmiaH OenrmiaiMmus.

Teopema-27. bormanumm X  TOMOJOTMK (Da30HMHT Xap Oup HyKTacu
YU3UKJIM OOFJIAaHUIIUIM aTpodra sra O6yica, X YU3UKIM OoFfaHunuM (azo OVnaau.
Hcoor. Tononoruk X (Ha3oHUHT a HYKTACH y4yH L (a) TYIUIAMHH Kapauiuk.

By TyniiaMHMHT OYMK TYTIJIaM SKaHJIUTHHY KypcaTalauk. Arap b e L(a) Oymca, V (b)
OwiaH b HYKTaHUHT YM3UKIW OofjaHunum arpodunu Oenrmwnaiimuz. Illynna
V(b) c L(a) Oymamu. Jlemak L(a) OYMK Tyruiamaup. DHAM L(a) TYIjiaM y4yH
L(a) = L(a) TCHIIIMKHYA HCOOTIAIIINK. BYHHHT yayH b e L(a) HyKTa ONHO, YHH a
HyKTa OWJIaH WY1 OpKaldu TyTAIITUPUII MyMKUHIIMTUHU KypcaramMu3. Y puHMa HyKTa
Tabpudura Kypa, b HYKTAaHUHT Xap Oup arpoduaa L(a) TYyIuiamra TETUIILIH
HyKTasnap Oop. Arap V (b) TYIiaM b HYKTaHMHT OMpOpPTa YU3UKIU OOFJIAHUILIU
atpodu 6yica, Oy atpodaa L(a) Tymiamra Terunuid HykKranap 6op. Jlemak a HykTa
b OwunaH Myn OpKaJM TYTAaIUTUPUII MYyMKHH. ByHIaH be L(a) KenuO YMKaaH.
bynnan L(a) TYynmmaMHUHT €MMK TYTIJIAM DKaHJIWTHA KenuO uukaau. bepuiran X

TOMOJIOTUK (Pa3o OOFNMAHMILIM OYNTaHIUTK YYyH Xap KaHmai Oy OynmaraH Oup
BAaKTJa OYMK Ba €MUK OYaraH Tymiam X OwiaH ycTMa-ycT Tymaaud. Jlemak
X =L(a),Ba X YU3HUKIU OOFIaHULIIUD. ]



10-MABPY3A. Magsy: TonoJoruk akcJIaHTUPULILIAP
(I'omeomopdusmuaap) (4 coar)

VY3nykcu3 akCIaHTHpUIUIAD WYM[a OW3HUHT KYpPCHMH3 YYyH MYXHM
aKCIaHTHPHUIILIApIaH OMPHU TOIMOJIOTUK aKCIAHTUPHUIIIANP. TOIMOJOTUK aKCIaHTUPHIIL
romeomMophusM 1e6 xam arajaad. by maparpadaa TOMOJOTHK aKCIaHTHPHII
TYIIyHYACUHU KUPUTUO, MHUCOJUIAp KENTUPAMU3 4a YHHHT OM3 Y4yH 3apyp acocCHii
XOCCaJTapUHU KEITUPAMHU3.

X, Y - TtomoJoTWK ¢azonap, f:X — Y - aKCIAHTHUPHUII Oepuiarad OYICHH.

Arap f aKCJIaHTUpHINra TECKApH akKCIaHTHpWII f = MaBkydq Ba f, f

aKCIAHTUPHUIILIIAP y3JIyKCU3 Oyica, f TOIMOJOTUK aKCIAHTHPHUII €KU TOMEOMOPHU3M

ned aTajaau.
Tomojoruk akCIaHTUPHINTa SHT COJAa MHUCOJN KHIMO f(x) = x Kouaa OwiaH

AHUKJIaHI'aH aHui f : X - X AKCJIAHTUPHUIITHU OJIMIIIMMHN3 MYMKHH.
Tonomoruk AKCJIaHTHPHIIL Ta’pr/I(bI/II[aH OeBocuTa Kemod YuKaaukKu, arap f

TOIOJIOTUK aKCIaHTHPHII OYiica, OyHra TeCKapu akCAaHTHPHMII f ' XaM TOIOJIOTHMK
aKCIAHTUPUII OYnaau. DHAU f Y4yH TeCKapH aKCIAHTUPHUII MaBxXya OYJIWIIN YUyH

3apyp Ba eTapid maptiapra yTu0op Oepaitiuk. Teckapu akCIaHTUPUII Y HUHT Xap
OWp HyKTacura X HUHT OMTTAa HYKTaCHHH MOC Kysiau. [leMak, UXTUEPUl y € Y y4yH

oupopTa x € X MaBXKyJ OYnuO, f(x) =y TEHIVIMK YPUHIU OYIUIIM Kepak. byHUHT
yayH 3ca f(X)=Y OYmumm, sbHA f ycTJaMa aKCIAHTHUPHII OYIUINHN Kepak.

Bynpan tamkapu f ' TeCKapu aKCIaHTHPHII y € Y HyKTara OUTTa x € X HyKTaHW
MOC KYWTaHJIMTMIAH x, # X, OynraHga f(x,)= f(x,) Oymumm, SbHU y3apo Oup
KUIMaTJIM aKCIAHTUPHUII OVIIUIIN 3apypaup.

lyngaii KunuO, f ra TecKapu akCIAHTHPHMIN f = MaBXKy[ OVIUIIK ydyH f

HUHT yCTJIaMa Ba Yy3apo OWp KUMUMATIM aKCIAHTUPHII OYJIUIIM 3apyp Ba €Tapiu.
Arap X Ba Y Tomojoruk azongap ydyH f:X — Y TOMOJOTUK aKCIAHTUPHUII
MaBxXkyq Oysca, X Ba Y TomoJoruk ¢azonap y3apo romeomMopd EKu TOMOJOTUK
SKBUBAJIEHT (Qazonmap aed0 aramaau. TomoJoruk  (a3oidapHUHT  TOIMOJOTHK
aKCIIAHTUPHUIIJIA CaKJIaHUO KoJaauraHn (SbHU OWUPHUIAH UKKUHUKMCHUTA YTaauraH)
Xoccajapu TOIMOJOTUK Xoccamap ne0 artanaau. Tomosorus ¢aHuaa TOMOJOTUK
(dhazonapHUHT, TEOMETPUK (PUTYpaATTApHUHT TOMOJIOTHK XOccajapu YpraHuiau.
OHJI1 OMp HEeUYTa MUCOJIIAP KEITUPANIIHK.

Mucon. 1. X =(a,b), Y =(c,d) 6ymm0, X , Y ¢asomapga tonomorus R'

Jard Tomoyiorust éppammaa anumkiaaHagd. Llyama f :X — Y aKCIaHTUPUIIHU
d-c
b-a

YyHKA f YM3HMKIM (QYHKIWS, Y3IYKCH3 Ba YHI'A TECKAPH (PYHKLHS XaM y3IyKCH3IMP.

f(x) = (x — a) + c GpopMysa épraMuja aHMKIacak, f romeoMopdusm Oymany,



2. X = [_ 1;1] Y =[-1,1], f(x)=sin x OYiacuH. buszra MabaymKu,
2 2
f (x) = sin x Y3ITyKCH3 Ba YHTA TeCKapu (PYHKIUS x = arcsin  y [-1, 1] J1a aHUKJTaHTaH
Ba y3nykcusaup. IIlyHUHT yayH X — Y romeoMopdu3Maup.
3. X = (— z. ZJ , Y = R' Oyuca, f(x)=tgx romeoMophusm Oyiamu.
2 2

4. Uxtuépuii (a, b) uaTepBan R ra romeomopdaup. By epma romeomopdusm

X—a .
u - ZJ (bopMyJIa epaaMua aHUKJIaHAIu.
b-a 2

f(x)=tg (
\
5. Texkucnukaa D2 ={(x,y): x +y <R’} OUMK J0OUpa TEKUCIMKKA
romeomMopdaup.
by epna

N —

|R- x%+y? R—\x2+y2J
dopMyiia OmitaH f:D’ - R? aKCIAHTHPHUIIHM aHUKJacak, f romeomopdusm Oymaam.
bynu Tekmupainuk. by akCIaHTUPUIIIHUHAT Y3TYKCU3IUTH

X
y
4(X,Y) =\ b,y -
R - x2+y2 R— /x> +y?
GYHKUUSUTADUUHT  Y3JIYKCHU3JIMTHAAH KEeIuO YuKagu. OHJIM YHra TecKapu

AKCIIAHTUPHII MaBXyJ Ba Y3JIYKCHU3JIMIMHM KypcaTainuk. Teckapu f ':R® > D°
AKCJIAHTUPUIIHU

: Rx Ry
fl(x’y): 2 2’ 2 2
1+\/x +y l+\/x +y

dbopmyna OunaH aHUKJIaWMK3. by aKCITaHTUPUIIHUHAT Y3ITYKCU3IUTH

(x. ) f (x.y) i
H\X, V)= — —, (X, ¥y )=
L+ 4/x" +y 1+q4/x° +y?
GYHKUMSUTADHUHT  Y3IYKCU3IUTUIAH KEeMUO 4YuKaau. DHAM f '(x,y) aKCIaHTUPHUII

XaKHKaTaH XaM f ra Teckapu akCIaHTUPHII SKAHIUTHHU KypcaTalauk. ByHUHT yayH
f(u(x,y)e(x,y))=(x,y) TCHITTUKHA UCOOTIANMMU3:

ey oy )= | uix.y) , 2lxy) |

{R - \/yz(x,y)+ go(x,y)2 R - \/#Z(X:y)Jr ¢2(X,Y)J

1+ x2+y2 +y2

[ )
I I
= : L =
| Ry/x* +y? \/ |
’L \/x +y +y2J

Hemak, f akcmanTupumaup rOMeOMop(bI/BMm/Ip.




n

6. EBxmmn ¢dasocumasaspHn R ga uxTHEpHA D" O4YMK map R ra
romeoMoppaup. byHum kypcatum yuyyH R" (dasoma koopawHata OOIMIMHM D"
IMIAPHUHT MapKa3ura KOWIamTupuod AeKapT KOOPAMHATATIAD CUCTEMACUHU KUPUTHO
f:D" » R" aKCIIAHTUPHUIIHHU

[ x x|

= , X e n {
(R R=[" R x]

1

D X X, )

popmyna Ownan amuknaimus. By epma |x|-= X/xf +x2+...+x}, R —D"IIapHUHT

pajuyCUIuUP.
Teckapy aKCIaHTUPHILL
[ Ry Rx Re |

fﬁl(xl,xz,...,xn)=< ! , 2 e n }
L1+‘x‘1+‘x‘ 1+MJ

dopmyina épaamuna aHukIaHaad. Mkkama f, f ' aKCIaHTHPHILIAP XaM Y3JIyKCH3

OyNraHuru yuyH f romeomMop(uaMaup.

DHIW TOMOJOTUK AaKCIAHTHPUIITHUHT 0ab3u OUp MyXHM XOCCaJTapuHU
KeNnTupaiiuk. TOMOJOTHK aKCIAaHTUPUIIHUHT TabpuduaaH OeBocUTa Xap KaHnal
TOMOJIOTUK AaKCIAHTUPHII YYYH YHTa TECKapy akKCIAHTHUPUII XaM TOIOJIOTHK
AKCIAHTUPUII SKAHJIUTH KeTTUO YUKAIH.

Teopema 28. buzra f:X - Y, g:Y - Z - romeoMopdusmiap Oepuiran

Oynca, ymap épmammpa Kypwirah fog:X — Z aKCIAHTUPHII  XaM

roMeoMOpPU3IMAMD.
HcooT. bepunran f Ba g akCIAaHTUPUIUIAPHUHT y3IyKCU3IUTHAAH 21-Teopemara

Kypa fog aAKCIAHTHPHII XaM Y3JIYKCH3AUpP. YJap TOIMOJOTHK aKCIaHTHPHIILIAP
OYNraHJuIrd y4yH yjapra TECKaph akCIaHTUPUILIAPD XaM y3nykcusaup. [IIyHuHr
yuyH (f o g) ' = f ‘o g ' akcmanTupum y3nykcusaup. Teopema ncOoTiaanmu.
Teopema 29. dapa3 Kwraiimuk f : X — Y - Y3JIYKCH3 aKCIAHTHUPHII, X -
koMmakT ¢azo, Y - Xaycmopd dazocu OyiacuH.Arap f aKCIaHTUPHUINTa TECKapH

f 'aKcHaHTUpHUIN MaBxKyn Oyica, f - roMmeoMopdusM GYianu.

Mc6or. Teopemanu wucOOTIAIl YYyH TeCKapu f = aKCIAaHTHPHIIHUHT
Y3JIIYKCU3JIUTMHA KypcaTull Kepak. DyHUMHI y4yH HXTHEpUHM OYMK G c X -

TYIUIAMHHHT

aKCIaHTUpHILra HucOaTaH mpooOpa3d Y Ja OYMK SKAHIUTUHU
KypcaTUIIMMHU3 Kepak. Arap G - ouuK Oyica, X \G €nuk Ttymaamaup. bus
OWJIaMU3KK X \ G TYIUIAMHHMHT f ' aKCJIaHTUpUINTa HucOaTaH mpoodpasu f (X \G)

tymnamaadn uoopar. Kommakt Tomosiormk ¢azoma X \G Tymiam EnuK TyIiam
Oynrannuru yuyH 12-teopemara kypa X \ G TyImiaM KoMOakT Oynaau, 21-teopemara
KYypa 3ca YHUHT y3JIyKCU3 aKCIaHTUpHUILIAru oopasu f (X \ G) XaM KOMMAKT TYIUIam

oynagu.Teopema maptura kypa TomoJioruk Y (azo xaycaopd dazocu Oynranmuru
yayH l4-teopemara kypa f (X \G) Tymiam &€nuk Tyrmamaup.Earun texmmpud

KYpUIll MyMKUH OYynran f(G)=Y \ f(X \G) TeHINIUKAAH f(G) TYIUIAMHUHT
OUMKJIUTH KenuO unkaau. Teopema ucO0Tu Tyraau. |



Ouau 16-Teopema ucboTura KanTausmk.

By Teopema ncbotunu, arap X ,Y kommakT (azonap Oyica, (x,y) = x Kouja
OwaH aHUKJAHTaH pr: X x Y — X akKcIaHTHpUIaa (IPOeKIus) €MUK TYTUIAMHUHT
oOpa3u €nuK TYIUIaM SKaHJIUTUHU KYypcaTUIlaH O0IuIaiMus.

buzra X xY TyFpu KynmalTMaHUHT €MUK KUCM TYIUIaMU F OepuiraH OYIICHH.
YHuHr obpaszu prF TYIJIAMHMHT X TOMNOJOTUK (ha3oja €nMK TYTIaM SKaHJIUTHHU

KypCaTUIl Y4yH YHHUHT TYJIOUPYBUACU G = X \ prF TYIUIAMHUHT OYHK TYIUJIaM
DKAaHJIMTUHU KYPCATHUIIUMHU3 Kepak. byHMHT ydyH x, € G HyKTaHM Kapauiuk. by

HykTa yuyH (x,.¥Y)c X xY\F MyHocabar  Oaxapwianu. TynaupyBuu
X x Y\ F ouMK TymiaMm OYJIraHd y4yH UXTHUEpHM y € ¥ HyKTa yuyH (x,,»)
xKyptouk Oupopra U (x,,y) =V (x,)xV —arpopum Ounman X x Y \ F Tymiamaa

éraqn. By epma V,(X,) 1ymiam X, Hykrammar X ¢asomarn atpodu Ba y
V,(x,) © G mMyHocabatHu KaHoTIaHTHpamu.OuuK  TYIuiamiaapaan — ubopat

{V,:yeY } omnay ¢a3o yuayH ounk KoOMK Oynaam Ba Y KOMIIAKT OYIraHIHTH
ydyH Oy oMiajiaH { v, :y, eY,i=12--,n } 4EKJIH KOOMK aXpaTUIl MyMKuH. bu3z

V., T¥Imamiapra Moc KeNlyBYH X, HyKTaHMHT atpodiapuan V (XO) KYpUHUIIIIA

Genrunacak,ynapausr kecummac Vo= NV (X,) ounk Tymam 6ynaxu Ba V < G

MyHOCa0aTHU KaHoaTIaHTupaau. [emak, G ouwmk Tymiamaup. byHman sca prF
TYIJIAMHUHT €MUK TYTUIaM YKaHJIUTH KeJIHO YUKaIu.
OHau arap {U,} owlia Ax B TYIUIAMHUHT OYMK KOOUFH OyJca, yHIIaH A x B

Y4yH YEKIM KOOWK aXpaTHIl MyMKHHJIMTHHUA WUCOOTIAm Kepak.bu3 ymMyMHIMKHU
yerapajiamarad xojijla A= X Ba B =Y TEHINIUKIap Oaxapuirad ned xucoOiaaimMus
Xap OWp o yYyH OuMK KOOWKKa Termuutd {U,} Tymwiam U, =U. xU’

KYPUHHUIIIATH TYIUIAMIap WUFHHIUCHAAH ubopar Oymaau,sbHu U =U . xU >

KYPUHHULIIATH TYIiamnap A x B ¢aszo yuys 6as3a 6ymamu. by epmra U’ « X , U’ c v
OUMK TYTulamiapaup.bu3 yMyMHNIMKHU Yerapajamaral Xojija Xap Oup « Y4yH
{U,} TYmam U , = U . xU  TYFpH KymaidTMagan ubopar GyicuH 1ed XucobmaitMus.
bupopra xe A HyKra ydyH {x}x B TyIUlaMHU Kapaiuiuk. by Tyrpu {x}x B
KyTaiiTMa B TyTamra romeomMopd OYIraHiaury yayH KoMmnakT Tymiamanp. HlyHusr
yuyH U, oujaiaH {x}x B TYymjaM Yy4YyH YeKJIH KOOMK aKpaTUIl MYyMKHUH. Arap

x x x

U ,U e U Tyninamiap {x}x B tymiiamMm ydyyH {U_} oOwIanaH

] @2 <k

k
aXpaTHJIraH YeKIM KOOuK Oyica, ¢, = (Ju , * TYIUlaM OYHK TYIUIaM OYIraHiuru
i=1

YUyH YHHHT F, = X xY \G, TynaupyBuucu ¢€nuk Ttymiam Oynanu. IOxopuaa
UCOOTIIaraHUMuU3ra Kypa TYIAUPYBUMHHUHT pr: X x Y — X TPOSKIHsIarkd 00pas3u

prF, €nuk Tymnamaup.Arap A, Tyminam prF, TYNJIaMHUHT TYJIIUpyBYM OYyIica,



TVFpU A, x B KymadTMa y4yH A xB c G, MyHocabar Oaxapunaau. Jlemak,
v, »U,. .. U_ ryninavnapnan wbopaT —omnma TYFpH A, x B KymaiiTma
yuyH XaMm {U _} KOOHMKIaH aXpairaH 4eKiIu KOOMKAHp. DHIU {A :x e A} omia A
TYIUIaM Y4yH KOOMK Ba A KOMIIAKT OVJITaHIUTH YYYH YHAAH A YYyH YEKJIU KOOMK
@XpaTUIl MyMKHMH. By omnagaH A ydyH aXpajiraH 4eKkiad KoOouk 4, .4, .....4

Xm

m

Tymamnapaan noopat 6ynacun. lemak (J 4, > 4. bupok xap 6up 4, x B yuyH

i=1

X .

{U_} IaH 4YeKkau v, U, ’,...,Uak_ " KOOUWK aXxpaTUIl MYMKWH. JIlekuH

1 2

m

U4, xB)>4xB Qynarannurd y9yH {U _ } JaH Ax B YYyH XaM YEKIH KOOWK

i=1

aXpaTUll MyMKHH. /[eMak, A x B KOMITAKT Tyruiamaup. |

by kucM oxupuma maremMarukaga MYyXHAM pOJIb YWHAWJAWTAH TOIOJIOTHUK
aKCIIAHTUPHIIIApAaH Oupu OYiraH ctepeorpaduk MpOSKIUIHA KUPUTaAMU3.

Busra yu yimgamuu R° eBkiua (asocuna oupopra cdepa Oepunran 6yiacun. By

chepanu S° Ounan, chepa OMaaH OMTTa YMyMHUM HyKTara ora OyiraH TEKHCIMKHH
I OwiaH, yTapHUHT YMyMHUI HYKTacMHU S OuiaH Oenrwiaiauk. DHIU chepaHuHT
S HyKTacura JudaMeTpai Kapama — Kaplld >KOWJallraH HyKTacMHH N  OujiaH
Oenrunad, chepaHuHr N HyKTaJaH OOIIKAa XamMMma HYKTaJlapu TYmuiamu OuiaH |

TEKUCJIUK HYKTaJapu opacuaa romeoMopd MOCIMKHU YPHATMOKYUMH3. ByHUHT yuyH
chepaHuHr N 1aH GapKid M HYKTacHd yuyH NM TYFpU YM3UKHUHT | TEKUCIUK

OWJIaH KECHIIUII HyKTaCHHK P, Owiman Oenrmnad P:S°\{N} > | aKCIaHTUPHIIHU
P(M )= P, KOoWaa OWJaH aHUKJIANMU3.

OHmu Oy UpUIL  SKAHJIUTUHU

ucOoTnaimmk. Byaunr yuyn R° ¢asoma koopauHara GoinuHU cdepa Mapkazura
xKownmamTupu® OZ  YKMHA ON  TYFpU 4YM3HK Oyinya WyHanTUpuO® AeKapT
KOOpJIMHATanap cucreMacuau kuputamus. llynaa

s?={(x,y,z)eR*:x*+ y* +z° =R?}

TEHIJIMK YpUHIN OVIu0, T TEKUCIHK z + R = 0 TEHIJIaMa OWJIaH aHWKJIaHAAU. JHIU
chepa HyKTaJapuHUHT KOOpAWMHATANapu  x, y, z  OwmaH, | TEKUCITUK
HYKTaJapWHUHT KOOPJAWHATAJIApUHU X, Y Oenrwiad, P aKCIAHTHPHUII YYyH
dbopmyna xocun kwiamu3. Cdepamaru M (x, y, z) Ba N (0, 0, R) HyKTajJapaad

VTYBUM TYFpU YM3UK | TEKUCIUK OMIIaH



( 2R 2R )
X, y | HyKTana kecumaau. [IlyHuHr yayH
\R-z R-2z )

AKCIIAHTUPHILI

2R 2R
B(x,y,z)={ X, y} popmyna
R R z

-z —

ounan 6epunanu. by epna

2R
X (x,z2) = X, Y(y,z)= y (1)
R -z R -z
GyHKUMSIIAP Y3JIYyKCH3 OYJITaHIUTHA YUYYH P y3JIYKCH3
AKCJIAHTHPU LMD,

DHIU P aKCIAHTUPHUINTa TECKApH P ' aKCIAHTUPHIIHU TOMHUII Yy4yH N (0, 0, R) Ba
Q (X, Y, —R) HyKTaJapiaH YTyBUM TYFpU UYU3UKHUHT cepa OWIaH KECHIIHII
HyKTacuHHU Tonamu3. by kecummmn HyKTanapu N (0, 0, R) Ba M (x, y, z) HyKTajuap
O0ynuO, M HYKTaHUHT KOOpAHHATAJIApU

( 4R’
x:

>

x2+yz+4R2

4R’

Y, ()

x2+yz+4R2

R(x"+ y’)- 4R’

|
|
|
{y
|
|
|

z 2 2 2
L X +Y + 4R
kypunuinra sra 6ynaau. emak (2) opMymnanap P 11 — S° \ {N} aKCIaHTUPHIIHH
QHUKJIANIHU.
IOkopunarn kentupuiaran (2) cucremanmard x(X,Y), y(X,Y), z(X,Y)

byHKUMsUIap X, Y ¥y3rapyBumiapra HucOaTaH y3iaykcus Qyskiusmapaup. [lyHuHT

y9yH P ' aKCIaHTHpUII  y3nykcusaump. Kyilimmaru  2-umsmana  cdepanu

z=c, |c|<R TEKHUCIHMK OWJIaH KecraHja XOCHWJ OYNajuran aijgaHamap creorpapuk
MIPOCKITUSIA ailTaHaapra YTUIIA TaCBUPJIAHTaH.
N

Yuizma-2.



16-MABPY3A.
MAB3Y: Cuprt tymynyacu. CUpTHUHT OepHIIMII yCyiuiapu. 4 coat

Texucnukaaru o4yMK aoupara romeomMopd TYIIIaMHU 3JIEMEHTap coxa Jed
aTanMus.

Tabpudg-1. dazomaru @ TYymIam dSaeMEHTap COXAHUHT  TOMOJIOTHK
aKCcIaHTUpHIIaru obpa3u Oyica, yHH djiemeHTap cupT Ae0 araiimmi. Jlemak, @
TYmiaM snaemMeHTap cupt 6yica, £:G—®d-Tononoruk akCIaHTUPUII MaBXKYy T OVIUIIHN
KEpak.

by epna 6 < rR* nsnemenTap coxa, @ sca R® man KEITUPUIITAH TOMOJIOTHUSA
épmamuna tomoyioruk (asora aimantupuiran. @ saemMeHTap cuUpT Oyiaca, (f,G)
KypTiuk @ HE MapaMeTpall yCyiau Aeuiaiu.

Anbarra G; Oomka smemeHTap coxa Oyinca, G Ba G; ¥3apo romeomopd

oynmaau. romeoMopdusm Oyiica, Xam romeomMopuzmMaup.
Jlemak, »dJeMEHTap CHPT YYyH UeKCH3 KYI TapaMeTpiiail yCyJulapu
MaBXyaup. bupopra TYIIaMHUHT 3J€MEHTap CHUPT SKAHJIUTHHU KYpPCATHIN yUYH,
YHHUHT OMpOpTa mapamMeTpiall yCYJIHHHA KYPCATHII KepaK.
Arap @ cupT (f,G) mapaMeTpiianl ycyau Ouian 0epmimo, (u,v) e ¢ yuyH f(u,v)

HYKTaHUHT KoopAuHaTajgapu X (u;v), y(u;v), z(u;v) map 6yica

[x = x(u,v)

VN
<
Il

y(u,v) (1)
[z =1z(u,v)

cuctema @ CUPTHUHT TAapaMETPUK TEHTIaMalapyu CUCTEMACH JICHUTIaIN.

Tabpudg-2. ®azonaru 6ornanunum O Tymiamra Terunum xap Oup HyKTaHUHT
oupopra arpoduaa @ snemeHTap cupTra ainanca, @ coana cUpT JeHHUIIA .

Nkxunuu tavpudra mzox Oepamus, nemak, @ copmga cupT OYIIIM ydyH yHTa
Teruuun xap 6up pe® mykra yuyn mymmait U(p) atpod (R’za) maexyn 6y1u0,
kecurma U(p)ND snemenTap cupt OYIUIIM KEpak.

Kelinnyanuk kypc maBoMuaa CHUPT JI€TaHAa AJIEMEHTap €KW COJla CUPTHH
TYIIYHAMU3.

Mucomnap.

1) Xap kaHmail TEKHUCIHMK JJIEMEHTAp CUPTAMP, YYHKH TEKHUCIHMK Joupara
romeomMopdaup.

- -
Arap M(Xo,Y0,Z0) TEKHCIMK HYKTach, a Ba b BeKTOpiap TEKHCIHKKA
napajuien 6yica, yHu

- - -

5
F=r+au+ bV, oy <too, -0V <40



KYpUHHIINAIA I1apaMeTpiiall MyMKuUH. by epma o= {XO’ Yo.Zof - M HYKTaHUHT
paanyc BEKTOPUIUD.

2) DnemeHTtap G -coxala aHWKJIAHTAH z = f(x,y) - Y3JIyKcu3 QyHKIUS
rpaduru  snementap cuptaup. Cababu, (x,y,f (x,y)) - (x,y)— aKCIaHTHPHII
(mpoexiws) roMmeoMophU3IMINP.

y 4
z=f{x,y)

Q%_
N

4

X

Yusma-1

3) Ukku ymuamn cdepa S anemenTap GyaMaraH comia cupTaup. R paguycin
chepa S® HHHr MapKasWra KOOPAWHATANAp OOMIMHM SKOMIAIITHPCAK, YHH

2 .
Se= {(x,y,z) ceR X +y +2" =R 2} TymaM cudaruia KapamuMu3 MyMKHH. S? uHr

CUPT SKaHJIUTHHU UCOOTIIAI YIYH YHTa TeTUIIUIA OupopTa P HU onaiinuk.

P nan ¢gapxnu S HykTaHu xaHyOud KyTtO cudaTuaa, yHra quaMeTpuK Kapama-
Kapiu 0ynrad N HyKTaHU IIUMOJHKM KyTO Xuco01a0, Z YKUHA KOOpArHaTa OOIIuaaH
N HykTa opkanu yTkazamus, Oxy Tekuciurud sca O uykragan ytyBun Ba ON ra
MEePHEHANKYIIAp TeKUCIUKAup By Tekucnuk Ba chepa KeCUIIUIIUAAH XOCUI OYITraH
alimaHanu skBatop ne6 artaiimus. Duau U Owran 0Q Hyp Ba OX YKu opacuiaru
Oypuaknu, V 6mian OP Ba 0Q Hypiap opacunaru Oypuyakuu OenrunaiiMus. by epna Q
- NPS MEpHUIVMAHHUHT OJKBATOp OWIAH KECHUIIUIN HYKTaCUIup, O < u < 27,

T

T
2
EPRAREE Hlynna S° muar NS - MepuauaH YuKapuO TalUIaHTaH KUCMU
[ 3JIEMEHTAp CcoXara

T

22

B

@:P — (u,v) akciaHTupuin Epaamuia ]o;zn[x}

roMeoMopd aKCIaHTUPWJIAAM Ba x = Rcosucosv, y = Rsinucosv, z =sin v
TeHIrIamManap €piaMusia napameTpiaHau.




Yuszma-2
4) x = Rcosu, y = Rsinu, z = V. TEeHIJIaMaliap cucreMacu ILOI/IpaBI/Iﬁ
UWIMHAPHUHT MTAPAMETPUK TEHIIIAMATAPUIUD. by epaa -co<U<+oo, ~oo<V <+ oo,
AnbaTTa IUIMHIP XaM dJIEMEHTap CUPT dMac.

[
T

{

I
\\

{
A\

\
\)
]

X
Yuzma-3

Arap 6m3 r(u,v) = {x(u;v); y(u;v); z(u;v)} BekTop (GyHKIHsHH Kupurcak (1)

ndoanu

—

r=r(u;v), (U,v)eG (2)
Kypunuiiga €3a onamu3. by Ttenrmama @ CUPTHUHI BEKTOp KYpUHUILIArd
TeHriamacu nedunaau. Tabumitku, © cupt snementap cupt Oynmaca, (1) Ba (2)
TEHIJIaMaliap YHU OupopTa HykTa arpoduna aHukiaanau. Arap @ siaemeHTap CHpT
oynca, yau tynuk (1) €xu (2) Tenrnamanap épaaMuaa aHUKIIAI MyMKHH.
2. CUpTHHMHT OIIKOPMAC KYPUHUIIIA OEPUITUIIIH.
busra ¢ < r* oumk Tymiam Ba G 1a aHUKJIAHTAH CWUIMK F (x;y;z) (QYHKIHS

Oepunrad OYJICHH.
MyHna @ = {(x;y:z) € G:F(x;y;z) = 0} TyIaM F (QyHKOUSHUHT caTX TYIjaMu

€KW CUPTH JICUUIIaIN.

Arap gradF = 0 Oynca, @ XaKkuKaTAaH XaM cojda CHpT Oyiamu. XakuKaTaaH,
arap p = (x,;y,:z,) € ® HyKTajga Fr =0 Oyica, omkopMac (QYHKIUS XaKuJard
y - yo ‘ < 5}

Teopemara Kypa, IyHAall 6 > 0.s> 0 COHNAPH BA G, ={(x;y):|x, — x|< 5,

COXa/la aHWKJAHTaH :z = f(x;y) QYHKIUA MaBxyn Oymmub, (x;y)e G map yuyH
z, - f(x;y)‘ <& MyHOcabaTiap

F(x;y,f(x;y)=0 TCHI'JIUK, z, = f(x,50,) Ba
Oaxxapuimo,

17 = {(x;y;z):‘xo - x‘< 5,‘y0 - y‘< 5,‘20 - z‘< e}
napauienununequuar  ®  Omman  kecumvacu  Z = f(X;¥)  QYHKUMSHUHD
rpadurugan udoparaup. lemak, @ y3ura Terunuiv xap KaHgaidl HyKTaHUHT €Tapiu

KUYUK aTpodua 3JIeMeHTap CUpT Oyiau.
Bu3HMHT KypcUMU3/la aCOCHI METOT MaTeMaTHK aHaIu3 OYJITraHJIUIY y4yH, 013

CUpPTJIap/aH KyIIUMYa MapTIapHU Tajad KujJaMus.



Tabpudg-3. ® cupt yuyH yHra Tervuuid UXTUEPUA HYKTa aTpoduaa (r,G)
napaMeTpiam  yCyau MaBxkyn OVauO, OyHIA  x(u:;v).y(u;v),z(u;v) (QYHKIUSIAP
. (*. Y. 2,)
y3IyKCH3 XYCYCHW XOcujajapra sra Ba Lx g J MAaTpULIAHUHT PaHTM WKKWTa
Xy z,
TeHr Oynca, @ cuUpT peryisip CUpPT AeHWIaau, MapaMmeTpiall YCyJdu 3ca peryisp
rapaMeTpiam AeHuiaau.

- o

CHpPTHUHT PEryjspiiMK [IapTHHH [foh ) 0 KYpUHHIIJA XaM €E3HUIINMU3

MYMKHUH. bU3 KypcuMu3ia acocaH peryssip CUpTIapHU YpraHaMus.
DHIW CHUPTJIADHUHT OCPUIUII YyCYJUIapu XaKuaa KyWHJard TeopeMallapHu
HCOOTIANIIHK.
Teopema-1. bmra G coxaga aHUKIAHTAH CHLIHK  x(u;v),y(u;v),z(u;v)
(xll yu Zu\\

byukiusiiap 6epuianod, xap Oup HykTaga rang Lx . J = 2 Oyca,

[x = x(u;v)

<
I

y(u;v) (u;v) e G
[ z=z(u;v)
CHCTEMa PETYJSAp CUPTHU aHUKJIANIH.
HcodoT: Teopemanu ncOoTIALI yUyH

b= {(x;y;z):x =x(u;v),y = y(u;v),z = z(u;v),(u;v) € G} TS"HJ'IaMHI/IHF cogaa CUpT
SKAHJIMTUHU UcOOTiIaiiMu3. ByHMHr yuyH sca @ TyruiamMra TErviuid HXTHUEPUNA

Py = (x(uysvy)s v (uy;vy)sz(uy;v,)) HYKTAHMHT €Tapiad Kuuvk atpodumga O smemeHTap

CUPT SKAHJINTUHU KypcaTaMu3. bupopta £>0 Ba
Gg :{(u;v)eG:(uo—u)z+(v0—v)2<g} OYHK Jonpa Y4yH
Si(u;v) = (x(u;v),y(u;v),z(u;v))  KoOuga OWIAH aHUKJIAHTAH f:G_ - f(G)

AKCJIAHTUPHUILIHYU KapanMus.

x(u;v), y(u;v),z(u;v)  GyHKIUAIAp Y3AYKCH3 OYITaHIUTH YIYH f XaM Y3JIyKCH3
aKCIaHTUpUIIIUp. Arap s V3apo Oup KuiMatid Oyica, YHUHT TECKapucH [ '
MaBXyJ Ba Y3Iykcu3 Oynamu (s ' Y3IyKCH3IMTUA XaM x(u;v),y(u;v) Ba z(u;v)
byHKUMSIIAp Y3TyKCU3IUTHAAH KeTuo YnKaam), AemMak @ HUHT p, HYKTaHU Y3 WUUTa
OJIyBUHU f(G,) KUCMH dJIEMEHTAp CUPT OYIau.

[yHuHT yuyH OUpopTa £ > 0 YUYH s AKCIAHTUPHUIIHHUHT y3apo OUp KUUMATIU
aKCIAHTUPUII SKAHJIUTUHU UCOOTIANMU3.
dapa3 KWIanmuK, &, > 0, &, > 0,i=1,2,3,... Ba G JloMpara TeruILIi (u)3v))
!
Ba (u.;v)) Xap XWJ HyKTauap YYyH f (u';v')= s (u’;v]) TEHIJIMK YPUHIH OYIICHH.
VYMyMUIIUKHE derapanamaciaH aHUKINK yd9yH « <.’ Ba v, <v, 1e0 Qapas
KWJIANJINK.



[lynna,
X (u v mx (ulv] ) =0,y (usv) =y (uisv)) =0y 2 (u5v) =z (u'5v)) =0

TEHIJIMKJIapJaH Ba JlarpaHx TeopeMacuian
xu(pil,vil)(ui2 - uil) + xv(uiz,qil)(vi2 - vli) =0
Y, (P ViU —u))+y, (ul gl )y -v) =0
zu(pf,vil)(ui2 - uil) + zv(uiz,qf)(vi2 - vli) =0
TEHITMKIapHu onamu3. by epma ). p’. p) e[u).u’]. 4/ .4].q] <[v/.v]] Ba u'-u Ba

v - v! coHyapu Oup BaKTAa HOJITa ailjlaHa OJIMaiu.
[IIyHHHT y4yH FOKOpHJIAary TEHIJIMKIapAaH

1 1
xu(pi;vi) yu(piz;vil) Zu(pi3;vi1)

2 1. 2 2. = 2 3
x (u;5q.) v, (uisg)) oz (uizq))

MyHocabaTHu onamu3. by myHocabartnia
X,, %, y,vy, Ba z,,z OQyHKOUsIap Yy3IyKcu3nuruaan dongananub, - «
JIMMUTra YTCaK,

X, (Uu,,vy,) _ y,(ug.vy) z,(u,,vy,)

X, (Ug Vo) Y, (Ugvg) 2, (Ug,vy)

MyHOCA0aTHU OJIAMH3.
By myHocabar sca TeopeMa mapTura 3uj1 0yiras,
(x, », z,)
rang'Lx - J <2

v v (“\J’Vn)
TEHICU3JIMKKA TeHI Kywinaup. Jlemak, papazuMu3 HOTYFpHU, Ba & > 0 €TapJid KUIUK
OynraHga f:G, —» f(G,) aKCIAHTUPHUII TOMOJOTUK akcaaHTupuiaup. bynnan sca, @

TYTIJIAMHUHT
p, HU Y3 UUUTa OJYBYU f (G,) KUCMH DJIEMEHTAP CUPT DKAHJIUTH KeIuO yukaau. [ |

Teopema-2. Perymnsp @ cupt yHra Terunuiu p(u,,v,) HyKTa arpoduia,

= x(u,v)

-
=
|

o~
<
Il

y(u,v), (u,v) e G
tz = z(u,v)

nmapaMeTpuK TeHrIamanap Epaamuaa Oepunnd, p HyKTaza

xu yld
‘ JIETEPMUHAHT
x ) v

HoNAaH (apkimu Oyica, MIyHAaM CWIUIMK f (x,y) (PYHKIUS MaBXyIKH P HYKTaHUHT
atpoduna @ cupr - = £ (x,y) QyHKIUIHUHT Tpadurugad udbopatTaup.

N3o0x. bu3s peryinsap cupTyiapHUHT ITapaMeTpIiall yCyJIUuHU
TaHJaraHUMH37a Xap JOUM x ,x., y.,y., 2,,z, XOCHJIaJap MaBXyJ Ba Y3JIYKCH3

v

OYIUIIMHY Tanab KujlaMus.



[x

(u;v) , =
HcoHoT. Teopemanu ucboTant yayH, | x(uzv)  x(u,,v,) =X,
Ly

, cucremMara
y(u;v) y(ug,vy) =y,

ra Marc¢MaTuK aHaJIn3 KypCuJarun TECKapu q)YHKHI/I}IJIap XaKpgaru TEopEMaHu

KYJUIANMM3.
by Teopemara acocaH myHaam s > 0 COHU Ba I, = {(x,y) ] x, - x|<&,|y, -yl &}

coxaga aHWKJIaHraH InyHgad AauddepeHIuauIanyBuId  u = u(x;y), v = v(x;y)
GyHKIUSIap — MaBXYAKH,  YIAP  x(u(x;p), v(xy)) =x,  y(u(x;p), v(x;p) =y
TEHTJIMKIAPHU KAHOATIAHTUPAAU BA  u(x,;y,) = u,, v(x,;:y,) = v,» MyHOcabaTiap
Vpurim Oymamu. Jlemak, p Hykra atpoduma @ CHUPT :z = z(u(x:y). v(x:p)) = f(x:))
GYHKIUSHUHT rpaduruaad noopataup. |



17-MABPY3A.
MAB3Y: YpuHma TEKUCIUK, ypUHMA BEKTOP, HOPMaJL. 2 €OaT

Perynsip @ cuptHuHr pe @ Hykra aTtpoduma peryisp (r,G) NapameTrpliail
yCyJiu

r=r(u,v) (1)
TeHITamMa &paamuaa OepwiraH, CUPT YCTHAAQ P HYKTaJaH YTyBYU » OTPH UYU3HK
Oepwiran 6ynuo, y

p=p(), a<t<b. (2)
TEeHrjaMa €pJaMu/ia mapaMeTpiianrad Ba y < f (G) OYiCuH.
AHUKIUK y4YyH, p CUPT HyKTacu cudaruaa (u,;v,) KOOpAHHATaIapra, 3Tpu

YM3UK HyKTacu cudartuia nmapamerp ! HHHT !, KUAMaTUTa MOC KeJICUH. TaOuuiikw,
Xap OUp ¢ € (a;b) YUIYH IIyHAAN (u(1),v(7)) € G HYKTa MaBxXyn 0yiu0,

p(t) = r(u(t),v(1) (3)
TEHIJIMK YpUHIIU OYaau. Arap » CHJUIMK ATPU YU3MK O¥iica, u(¢),v(¢) dyHKUUSIAP
xam auddepennmamuianyBun GyHkuusuiap 0ynaau. bynu uc6ornam yuyH @ HUHT
peryisip cupT sKaHimuruaan doinananamMu3. @ peryiasp CUpPT OYIraHIUTU Y4YyH

(x, ». z,) X, Y,

rangL J = 2. AHUKIHK y4YyH # 0 OynmcuH ne® Qapa3 Kummuo,
xv yv ZV N v

[x = x(u3v)

: CUCTEMaHH KapanMus.

|y = y(u;v)

Arap 7 CcwUMK Orpu  4u3MK Oyica, p(¢) BEKTOp (PYHKIIUSHUHT
KoopauHatamapu x(¢),y(t),z(t) nuddepeHnmannanyBun QGyHKUUsIIap Oynaau.

Bupopra ¢ e (a;b)  yuyH x = x(1'),y =y(t). 2 =z(). Ba u =u(t),
v’ = v(¢) Genruamuiap KUpuTuo,

(x = x(u;v)

iy = y(u;v)

CUCTCMAHU
[x(u™,v)=x"

Ly(u v )=y’

Oomutanfuy miaptiap Ownan kKapaiimMui. Teckapu (yHKIMS XaKujaru Teopemara
acoCaH LIYHJau 6 > 0,s > 0 COHJIAPHU Ba

M, ={y)1x - xKka.ly -yks)
coXaJia aHUKJIaHTaH Ba AU EPEeHIIMATUIAHYBUH U = u(X,y), v = v(X,y) (QYHKIUsIAp
MaBxyJ 0ynuob, ynap
lu" —u(x,y) <&, x=x(U(x,y)v(x,y), u =u(x,y")
IVi—v(x,y) e, y=yUxy),vixy) v =v(x,y)



MyHOca0aTiIapHU KaHOATIaHTUpaau. bu3 yMyMUiIMKHY yerapajiamMmaciad
M, ={uv)fu’ ~ulelv' ~vike] coxa yayn 7 =G MyHocabar ypunmi neb
XUCOOJIaNMu3.

DOHOM §,>0 COHMHM TIMyHAAW TaHIAUMH3KH, |t -tl<s, Oynranmga
Ix" = x(t)|<&,]y" - y(t)<s MyHocabaTinap OaXapWJCHH. r:(x,y.z)— (x,y) KOHJA
OWJIaH aHUKJIAHTAH 7 : R° — R’ TPOEKUUS EpJlaMHuaa |t - t|< 5, YIYH

(x(0), y(0) = 7 (x (1), (1), 2(1))
TEHTTIMKHU XucoOra oauo,
u(t) = u(x(t) y(t))
v(t) = v(x(t), y(1))

muddepeHnananyBuyd  QYHKIUSJIADHU ~— aHUKJIaiMu3. By q)yHK*uI/IﬂJIap
u(t’)=u",v(t)=v’ Ba S(t)=F(u(t) v(t)) TCHIJIMKJIAPHU KaHOATJIaHTHUpaau Ba t HykKra
atpoduaa aHuKjIaHTaH QyHkuusap Oynamu. by t HYKTa UXTUEPUM TaHJIAHTaHU
yayd  U(t),v(t) dysaxomsmap (a,b) opammkHMHr Xap Omp  HyKTacuua
g depeHuramIanyBudaup. [

Arap y peryisip arpu Yu3MK Oyica, y Xoiaaa

- - -
p'(t)y=ry-u"+ry-v'

TEHIJIMKIAAH U', V' JJapHUHT OWp BaKTAa HOJTa TCHT OYIMACIUTd KeauO YHKaJIH.
lynpaii Kuaub, y Arpu YM3UKHU

[u=u(t)
%Lv = v(t)

TeHrjJaManap OujaH Oepuill MyMKUH. By TeHriamamnap y YU3UKHUHT WYKHU
KOOpAWHAaTajJapAaru TeHriaMaiapy 1e0 aTanaiau.

() cupTaa u=-t, v =v, = const Ba u=u, = const, v=t
TEeHIJIaMayiap OWJIaH aHWKJIAHYBYM OSTPH YH3UKJIAp KOOPJAMHATA YH3UKJIApU Je0

- -

atamanu. KoopauHata YM3UKJIapUHUHT YPUHMA BEKTOPJApH MOC paBHINIA r, Ba r,
BEeKTOpIapaup (4-uu3ma).

Yuizma-4



Tabpud-1. a BEKTOp CHPT YycTHaa €TyBYM P HYKTaJaH YTyBUM OIpHU
YU3UKHUHT ypUHMa BeKtopu Oyica, y @ cuptra p -HyKTagaru ypuHMa BEKTOp 1e0
aTaJalu.

Teopema-3. Perynsap cupTHUHT OepwiraH HyKTaJarn ypuHMa BEKTOpJapu
TYIJIaMU UKKH YIT4aMIIA YU3UKIU (a3oaup.

Ucbor. O -peryisip CUpT, p -yHra TETHIUIA HYKTA BA o -OMPOPTA YPHHMA
BEKTOp OYJICUH.

-

Arap @ cupr (1) TeHriama €praMuja peryisp napaMeTpilaHTaH, « BEKTOP
u = u(t), v = v(r) TEHIJIamMasap €plaMujia aHUKJIAHTaH 3TPU YM3UKHUHT P HYyKTajaru
ypHUHMa BEKTOpH OYiica,
- -
a =ruu'+ry,v,

- -

TeHIJIUK YpuHiIM Oynamu. Jlemak, uxtuépuii ypuHMa BEKTOPHHU r,,r, -BEKTOpJAp
épaamuaa YM3uKIM udoaana MyMKUH.

N

bynnan kenmu0 4MKaauku, ypuHMa BEKTOpJAp TYIUIAMHAA, r,,r, BEKTOpJAp
0a3MCHU TalIKWJ KAJaj

N —

Tabpudg-2. ® cuptaunr p(u,;v,) HyKTacCuIgaH YTYyBUH Ba r,(u,;v,), 1+ (U ;vy)
BEKTOpJIapra napajujies TEKUCIHUK p HyKTaJlard ypuHMa TEKUCIIMK J1€0 aTanaiu.

—

YpuHMa TEKUCIMK TabpU(HUIa CUPTHUHT TapaMETPIIaHUII yCylIura OOFIuK r

N

Ba 7, BEKTOpJIap KaTHAIIMIIWIA KapamMaclaH ypUHMA TEKUCIHUK TYLIyHYaCH CUPTHUHT
napaMeTpIIaHHII yCyJIura OOFIMK SMACIIMTUHA KyHUIar TeopemMa KypcaTaiu:

Teopema-4: Il — p(u,;v,) HyKTagaH YTyBUM TEKUCIHUK, ( CUPTHUHI P ra sIKUH
HyKTajapuaan oupu, d- p Ba q HyKrajap opacuaaru macoda, h — q nykragan 11
Tekuciukrada Oynran macoda 6yncun. lynaa Il Tekucnuk p HyKTagaru ypuHma
TEKUCJIUK OYIIUIIN YUyH,

h
lim — =0 (*)

9> p

TEHTJIMKHUHT O)KapWIHILU 3apyp Ba €Tapiauaup.

-

Ucoort: 11 TEKUCIUKHUHT OMPIUK HOpMajl BEKTOPUHU 7 -OuJlaH Oenruiaiiimk.

® cupt p HykKTajga r = r(u,v) TEHIJaMa OWJIAH MapaMeTpiiaHrad Oyica, ( Ba P
HYKTaJIap opacuaaru macoda yuyH

- -

d=|r(u, + Au,v, + Av) —r(u,,v,)

h YUYH 3ca

h = [r(u0 + Au,v, + Av) - r(uo,vo),nj

bopmyina ypuniIH 6ynaau.



[lynna,

- o

. h_ . | (Ar,n)|
lim = lim = lim [ "
Au— 0 u—
qg—> p Avos 0 Moo [P(uy + AUV, + AV) =T (u,,v,)

— - -

Oymamu. By epma, A = r(u, + Au,v, + Av) - r(u,,v,), U, +Au, v, + AV - ( HyKTara
MOC KeJIyBYH apryMEHTIAPIUP.

- -

3apypauk: I1 ypunma tekucnuk 6yncun. Tavpudra xypa, I1 -rexucux -, , r,
[ 1

- -

|rusrv|

-

BEKTOpJIapra napasuiels Oyiaranu yuyH, n = TEHIJIMK YPUHIIUIUD.

[~ >
L7
— — - — —

Teitmop dopmynacunan  Qoinananud, A r = r (u;v,)-Au+ ro(u;v,)-Av+s  Ba

- -

h
lim ¢ = 0 HHM XHcOOTa 0OJICaK, |im —- 0 xenuO yukaau.

Au— 0 00— P
Av—> 0

Erapanauk: I1 -Tekucnuk ydyH () TEHIVIMK VPUHIM OYICHUH. Y X0Jiaa ()

TEHIJIMKAA Au =0 Ba Av=0 XOJWIAP YYYH (r,;n)=0 Ba (r,;n)=0 TEHIVIMKIAPHU
xocun Kunamus. Jlemax, [1 -Tekucnuk ypuHMa TEKUCITUKANP. [

Yuszma-5 Yuzma-6



18-MABPY3A.
MAB3Y: CuptHuHT OUpUHYY KBaJpaTuk Gpopmacu. 4 coat
R’ - pa perynsip @ -cuprt Oepwiran 6ynca, @ ra ypunma ¢azo 7 ,¢ ra

- > - >

TETUIUIA UKKUTA «,b- BEKTOPJIAD YYyH YJIApPHUHT CKaJsip KYMaWTMACUHU I(a,b)

Ownan OenrwraiimMus. by ckamap kymakitma épaamuna @ CUPTHUHT OUPUHYH
KBaJpaTUK (POPMACHHH aHUKJTANMU3.

VYpunma ¢aszona », Ba r, BeKTOpiap Oa3MCHU TaUIKWJI KWITAHJIUTH Y4YyH
- - > > - -
a=a,r+a,r, b=>b r+b,r, -TeHrmukiapuHu €3uo,

- - > -

oo 2 2
I(a,b)=asb; r,+ (a;b, +a,b;)-(ru, rv)+a,b, ry
udoaHu XoCua KuiaMu3. JleMak, 7(a,») HA XUCOOJIAIll YIyH, « Ba » BEKTOPJIAPHUHT

- - — - -

r.,r, Oa3suUcHard KoOpAWHATaJdapuHU Ba £ =r,’, F =(r,,r,) Bad G=r,
(GyHKUMSUTApHU OMIIMIIUMU3 €TapIIH.
bupunun kBagpaTuk popMaHu,

2

I(a,a) = alz-E +2a,a, -F +Ga§
KYpUHUIIIA aHUKTaiiMu3. bupunum kBajgpaTuk popma épramMua Kyluaard UILIapHU
Oa)xapuIl MyMKHH:
1. Cupr ycTria Yu3uKiIap y3yHJIUTUHU XHCcOoOall

@-CUPTHUHT (/,G ) - TapaMeTpianl yCyiau

- -

r=r(u,v)
TeHrama épaamuaa Oepuinud, cuptiaa u = u(t), v = v(¢). TEHIVIaMajlap OWIaH y

YU3UK Oepuiran OYJICUH. y — YUYH MapaMeTPJIApHUHT !, Ba f, (1, < 1,) KAAMaTIapura
MOC KeTyBYH €1 Y3YHJIUTUHHA XHUCOOIANITHK.
bunamusku, Oy €i1 y3ynnuru r° nia,

t 2|
2 _ [
G = j p'(1)dt

t

1(7)

dbopmyna 6unan XxucoOaaHaIH.
— - d ad i

by epna p(t) = r(u(t),v(t)) Ba p'(t)= ryu'+r,v' SKaHIUTHHU xucoora
OJICAaK,

tZ
umﬁ:jJEu”+2FuwwG.wHt

t

(dbopMynaHu XOCUJ KUJIaMU3.
2. Cupt yctuaa €TyBYM YM3UKJIAp Opacuaru Oypyak.

@ -cuptna p = p(t) Ba p, = p,(s) TEHIJIaMa OWJIAH PETYyNAp UYM3UKJIAp Oepuirad
-

Oyncun. Arap Oy umsukimap kecumica (spHH po(f)) = p,(s,)  TCHTIUKHH



KaHOATIAHTUPYBUM [y, s, map wMaBxkyn Oyica), »'(t,).  p/(s,). Bekropaap

opacugaru OypuakHH 11y HyKTaJard 3rpy YU3UKIap opacugaru Oypuak ne6 ataitMus:
By OypuakHuHT KuiimMatu o Oyiica,

(p'(tg) P1(54))

cos ¢ =
IR
p’(to) ’ ,0:[(30)
TEHIJIMK YpuHImaup. by epna,
- - -
p'(ty) =r,u'(ty) +r, v'(ty),
- — —

p1(Sy) =r,u;(sy) +r,vi(sy)
TEHTJIMKIIAPHUA XUCOOTa OJICaK,
Eu'(ty)u;(s,) + F(u'(t)v; (s,)+Vv'(t)u;(s,) +Gv'(t))v, (s,)
\/E(u'(to))z +2Fu'(t,)Vv'(t,) + G (v'(t,) -\/E(ul'(so))z +2Ful(s,)V] (5,)+G (V] (s,))°
MyHOCA0aTHU XOCHUJI KUJIaMU3.

cos ¢ =




19-MABPY3A.
MAB3Y: N3oMeTpuk akcaantupuiuiap. 4 coat

Tabpudg-1. Perynsip ®; Ba @D, cupriap ydyyH g:® K6 — &, CHIUIUK
akcIaHTMpum  Oepwiran  O0ymu0O, Xap KaHmad pe ®, HyKTa ydyH
dg(p):T ® — T @&, aKCIQHTHPUII CKaJAp KynmaiTManu cakjiaca (SIbHH
YH3UKJIA U30METPHUK aKCIAHTHPHII OYIica), § N30METPUK aKCITaHTUPHUIII JCHHUIIAIH.

Jlemak,  M30METPUK aKCIAaHTUpHII OYynca, MXTHEPUA p e ©, HyKTa Ba
uxTUEPHIL a,b < T @  BEKTOpIAp ydyH

I,(a,b)=1,(dg(p)a), dg(p)(b))
TEHTTIMK YpuHinu 6ynanu. Oy epna l; Ba |, moc paBumina @, Ba @, cupriaapuHunr 1-
KBaJIpaTUuK GopMaigapuaup.

N3oMeTpuK akCIaHTHpUIIUIAPp XaKua KyHuaaru TeopeMaiapHi ucOoTIanMus.

Teopema-/. 3omeTpuk akciantupui auddeomopbuzmanp.

Hcoor. Cummmk g:®, — ®, aKCIAHTUPHUII YYYH TECKapH aKCIAHTUPHIII
g @, — @ MaBKylq Ba JuddepeHnuamiaHyByn Oyica, ¢ aupdeomopdusm
nevwnanu. Jlemak M30METpUK g:®  — @& aKCIAHTHUPUIIHUHT Juddeomopduzm
OKAHINIMHHA KYpPCAaTHII V4yH ¢  HHHT MaBXyZ Ba audQepeHIMaaHyBIn
AKAHJIMTUHYU KYPCATHII KepakK.

dapa3z Kuimalnuk, @, CHPT (f,,G,) MHapaMeTpiiall ycynd OumnaH, &, CHPT
(f,,G,) MmapaMmerpiam  ycynu OwnaHn  Oepwiran  OVJICHH. g: @, — @,
mupdepeHurnamIaHyBUd  AKCIAHTUPHUIN — OYJIraHJIWrd — y4yH, Tabpudra Kypa
g-f, :G, » R° muddepeHmaianyBuuaup. bus ¢ * . f,:6, » R° aKCITAHTHPUITHUHT
muddepeHnaIaHyBUd  SKaHIWTUHA ~KYpCATUITUMHU3 KepakK. AKCIaHTHpUII (
U30METPUK OYJIraHaurd ydyH yHMHT guddepeHimand Of YH3UKIA  OPKIH
BEKTOPJIAPHU YU3UKJIA SPKJIM BEKTOpJapra yTKazaau. XaKMKaTaH XaM, &, CUPTHUHT

11, (p.q)l
p HyKTacugaru p Ba ¢ YypUHMa BEKTOpJIApW YM3UKIM SPKIU Oyica, — |p)q)
oynanu. Jlekun
1,(dg(p).dg(q)) = 1,(p.q). |pl=ldg(p)l, lql=1dg(q)
OYNTaHJIUTU YYyH

11,(dg(p).dg(q)) .
|dg(p)lldg(q)

1

KeJINO YHUKaIH.

by 3ca dg(p), dg(¢) BEKTOPJAPHUHI YMU3UKIM OSPKIM SKAHIIUTUTA TEHT
KYWIHIHD. Arap p=df(a),q=df (b) oynca, dg(p)=d(g-f)(a),
dg(q)=d(g- f )(1;) oynaau. lllyHUHT y4yH g - f, aKCIAQHTHUPULIHUHT PAHTU UKKUTA
TEHTOUP. XYHKU g - f  aKCIAHTUPUIIHUHT paHTd UKKUIAH KUYUK OYIica,

d(g-f)(a), d(g-f )(l;) BEKTOPJIAp YM3HUKJIN OOFJIAHUIILIN OYIau.
[ynaait Kunub, G, COXaHUHT UXTHEPUN HYKTACUIA g - f, aKCIIAHTUPUII PaHTU
WMKKWUTA TeHT OYyanu. Arap f = g - f, aKCJIAaHTUPUII

1



[x =g (u,v)
Jy=g2(u,V) (1)
{z =g (u,v)
bynkuusuiap Epramuaa oepuira O0yica, G, HUHT Xap Oup HyKTacuaa
(g, 2. 2.))
rang| 1 2 3
\g, g g/

=2

TEHIJIMK YPUHIIU OYIaau.

Hemak, (1) Tenrnamanap o, cuptaunr perynsp (f,G, ) mapamerpnam ycynunu
AHUKJIAMTH.

Teckapu ¢ynkuus xakumard Teopemara acocan ([2]ra kapamr) (gf,) "
MaBxXyl. [leMak, ¢ ' = f -(gf,) ' XaM MaBXKyJ Ba g HHUHI Tu(QepeHInaIaHyBuH
SKAHJIUTH ¢ ' f(u,v) = f (u,v) TCHIJHMKAAH KeIuO YuKaau. [

Bepwiran CWIIMK g:®, » @, aKCIAHTUPHMII HW30METpHs  OYIIMIIMHU

TEKIIUPUII YIyH KyHHIard TeopeMainapaan (hporaamaHmiagm.
Teopema-8. CuiuK g¢: @, — @, aKCIAHTUPHII U3OMETpHUsl OViuIu yuyyH Oy

aKCIIAHTUPHIIJIA UXTUEPUNM YH3MKIAp €M y3yHJIIMTH CaKJIaHWINK 3apyp Ba
eTapIIUaup.
Hcoor. M3oMeTpuKk akcnantupuil g : P, — &, Ba @,J1a €TYyBUYUM y OIPH
YU3HUK p = p(¢) TeHrIamMa Epaammua Ocpuirad OyicuH. IllyHaga Oy 4uswK &iu
)
Y3YHIIUTH I|,5'(t) |dt ¢dopmyna Owian xucoOnaHagu. Arap g(y) YU3UKHUHT
51
YpHHMa BEKTOpU ¢ '(r) OYica, § HM30METpUK OYyimraHnmrua yuyH |7'(t) |=|p'(t) |
TEHIJIMK YpUHIIU. [[emak,

t) t)

1 -,
IERCIESNIEOIS
ty ty

AKCUHYA, CHJUIMK g:® — &, aKCIAHTUpHII OepwiraH OYnuO, y uXTUEpuid
YM3HK CHU y3yHIMTUHM CaKkIacuH. MIXTuépuit p € ® Hykra Ba & € T &, BEKTOpHHU
Kapainuk. Mxtuépuit ypuHMa BEKTOp OMpOpTa 3TPU UYUBHKHUHT P HYKTACHUIATH
YpUHMa BEKTOpU OYIraHIUrd YYyH, IIyHAAW CHWUIUMK y 3TPU YM3UK MaBXKYIKH,
YHHHT p HYKTaJard ypUHMa BEKTOPH & ra TeHT. Dapas KWIaiiiK, y YU3UK p = p (1)
TeHTJIaMa OmyiaH Oeprurad Ba p'(¢,) = a OyicuH. Teopema mapTura Kypa

t t
j|/3'(5)|d5=j|5'(t)|dt- (2)
ty ty
Oy epna 7 '(t) — g (y) 3rpH YU3UKHHHT ypPUHMA BEKTOPH.
bu3 (2) TeHMIMKHMHT HMKKajia TOMOHM t Oyiuua nuddepeHnmauiaimMm3 Ba
lp'(t,)|=]7'(t,)] TEHINIMKHH XOocwi1 Kwiamu3. Jlemak muddepeHmman dg(p)



UXTUEPUN o BEKTOPHUHI Y3YHJIUTMHU CAKJIAWIW, SBbHU |a|=|dg(p)(a)|. OHIU
MXTHEPHH G ,bh BEKTOPIAp yUyH
Il(é,b)z%I1(5+b,5+b)—%ll(§,§)—%Il(é,b)=%Iz(dg(p)(5+b),dg(p)(§+b))—

~ L1,(dg (p)(a), dg (p)(2)) - >1,(dg (p)(b),dg (p)b)) = 1,(dg (p)(a),dg (p)(b))

HU XOCWJI KujlaMu3. [lemak, dg(p) CKausap KynauTMaHU cakjanau. ||
Teopema-9. CHIMK g: @, — @, aKCIAHTUPHII H3OMETPHUS OYIUIIHA YIyH @,
ra TErHIUIM HMXTHEPUA p HyKTaHMHT aTpodu yuyH o HuHr myHzaaid (f,G)
napameTpiianl ycyiu MaBxyn Oynu0, @, Ba @, cuptiapuunr (f,G) Ba (g - f,G)
napaMmeTpiam  ycyJulapu  ydyH ~— XucoOiaHraH — l-kBaapar  ¢opmanapu
K03 QUIIMEHTIIApUHUHT MOC paBUIIa TEHT OYIUIIN 3apyp Ba €TapJIUaup.
Hcodor. Akcnantupuni g: &, — &, -U30MeTpuUs, p € @, Ba p HUHT aTpopuia
@ cuptauHr (f,G) mapamerpnam ycyau
r=r(u,v)
TeHIlamMa ¢Epaamunga OepuiraH  OyiacuH.  bupunHum  Teopemara kypa (-
nupdeomopdusm, Ba (g - f,G) - @, CHPTHHHT ImapameTpiar ycyaun 6yaamu. dapas
KWIalIuK, @, HUHT Oy MmapaMeTpIiall yCcyiau
p=pu,v)
TeHriaama ounan 6epwicus. [lynaa
p, =dg (p)(r,) p, = dg (p)(T,)
TEHIJIMKJIApJaH g U30METPUs OYJITaHIUTH YIyH
E,=1,(r,.r,)=1,(p,.p,)=E,

TEHTJIMKJIap KeJIUO YMKAIH.
OHaM, akcuHYa p HykTa arpoduman @ cuptHuHr (f,G) mapamerpnam ycymu
Ba @, CHPTHHUHT g(P) HyKTa arpodumaru (g - f,G ) mapameTpali yCyiap yayH
E (u,v)=E (u,v),
F(u,v)=F (u,v),
G (u,v)=G, (u,v)
TEHIJIMKJIAp YPUHIIN OYJICHH.
Iynna, dg (p)(r,) = p,. dg (p)(r,) = p, TEHIIHMKIApPHUA XHcOOra ouod,
L (F, 1) = Eq(u,v) = Ep(u,v) = 1,(p, 0y),
(1) = Fruv) = Fpuv) = 1,(p,.0,),
1,(r,,r,)=G,(u,v)=G,(u,v)=1,(p,,p,)
TEHTJIUKIIAPHA XOCHJI KWJIAMH3.
Jemak, dg (p) aKCIAHTHUPHUIL T,

\"

BEKTOPJIAPHUHT CKaJISIP KynauTMalapuHU
CakKJIaunmIu.



Hudpdepenunan dg(p) UYUUMKIM AaKCIAHTUPULI SKAHIUTHIAH Ba CKaJsp
KY[MaUTMAaHUHT OWYM3UKIWIUIUIAH dg(p) HUHD CKaJsdp KyHalTMaHU CakJalu

Kennb ynkanu. [



20-MABPY3A.
MAB3Y: Hopmai srpunuk Ba MeHbe Teopemacu. 4 coat

® cUpPTHM YHUHT p HYKTacuJaH YTyBUM TEKHUCIUK OWJIaH Keccak, kecumuaa P
HYKTaJaH YTYBUM CWJUIMK 3TPHU YM3UK XOCWJI OYnaau. byHaail aTpu YM3HKHU TEKHC
KecuM 11e0 aTtaitMu3. Arap y TEKUC KecuM Oyica, ajdaTTa YHUHT Oypajuiiv HoJra

TeHr Oynanu. (HUMa yuyH?)

OHau @ cUpPTHUHT p HyKTa aTpodumaru r = r(u,v) napameTpianl yCyJIuHU
Kapailink. AHUKJIUK Y4yH P HUHT WYKH KOOpAauHartamapu u, = u(t ), v, = v(t,)
Oyncun. Tekuc kecuMm y TEHIVIaMacWHUA TaOuuil mapamerp (SbHH €U y3YHIIUTH)
épnamuna  p =r(u(s), v(s)) KypuHuiiga €3u0, yHuHr yuyH Dpene
dbopmynanapunun €3aiuk (Oypaauin HoJIra TSHTJIMTHHKE XUCo0Tra 0JIH0)

(7 = kv

1. .

|V = —kz
By epma 7 = ,5,\7 - OUpIMK HOpMal BeKTOp, K 5ca Yy YM3MKHUHI p HyKTajard
srpunury. llynna

Il (7,7) = (z,n) = (kv,n) = k cos &

HH XOCHI Kniiamu3. By epa @ — n Bav BekTopiap opacuaaru Oypuak. DHIH y HH
p = p(¢) TeHraama OwiaH anukiacak (Oy epaa t-uxtuépuii mapamerp), yHaa t-uu S
HUHT (DYHKIMSICH KAHJIUTUIaH Ba

2
Lo.ds -, u(dsw . d’s
P =P P =PI +P72
dt kdt) dt
TEHIJIMKJIapHUA Xucobra oo
(p' p)=(p"N)=(E)*(p.n)=(§)*kcos 6

HH XOCHUJI KHJIaMH3.

bynnan
“ _’l’ ~ “ _’/’ ~
oS § — (PP _ (f?iO)
(852 1(p'. p")
dt 1)

TEHTJIMKHA XOCHJ KHIaMmMH3. by TEHTTIMKHUHT YHT TOMOHH (akar £ ' BeKTopra
OOFNMKINTUA KYpUHUO TypuOau. Arap y 1aH OoIlKa TEKUC KECHUM 7 ' HHU OJICakK, Ba

ylap yMyMu#d ypuHMara sra (sbHH OMp X iyHamuinra sra Oyica), ynap yuyH (1)
TEHIJIMKHUHT YHT TOMOHU Oup xwiaup. by dopMynanu Teopema makiuaa €3amus.

Teopema-11 (Menbe). @ cuptHuar P Hykracumarn uxtuépuit a ypHUHMA
BEKTOp Ba P HyKramarm ypuHma BEKTOpHU a ra TeHT Oynran tekuc kecuM yuyH (1)
dhopmyna YpuHIUIUP.



OHau kecyBun Tekuciauk I1 Hopman » BekTopra mapamen 6yiacud. By xomnna
TEKHC KECUM ypUHMAacHura n BEKTOp NEpHeHIuKyssap Oymaau. Jlemak cos ¢ = +1 Ba
(1) TeHraMK
PR LVRYV

1(p'.p")
KYPUHHILTA KENTAIH.
By xona TeKUC KECHMHH HOpMaJl KECUM J1€0 aTaliMu3.
Tabpug-2. M
I(a,a)
HOpMaJI STPUJINTY AeUNIIaan Ba k  (a) OniiaH OenruiaHaau.

conu @ CUPTHHHT p HYKTajgard a WyHaIuI Oyinda

Mynnait kKuaubd, CHPTHUHT a MyHanmui Oyiinya HOpMaJl STPUJINTH d BEKTOP
AHUKJIOBYM HOpPMaJl KECUMHHMHI JTpWIMrura aOCoNIOT KuiMaTtu Oyiuda TEHT,
umopacu (papk KMIUIIA MyMKHH.



21-MABPY3A.
MAB3Y': bou iiyHanumiap Ba 60111 srpuidkiap. 4 coar

CUpPTHUHT UKKMHYY KBaJpaTukK ¢gopmacu

® cuprauHr 2-xBagpatuk gopmacu xam T,® ra ternnu BeKTOpIap KypTH
Y4YyH aHUKJIAaHTaH OMYM3HKIN (STbHHU Xap OMp apryMEHTH OYinda Yu3uKIN) QyHKIIUS
épnamuna aHuKTaHaau. @ CUPTHUHT p HyKTacHUJard OMPIUK HOpMal BEKTOPUHH N
Oounan Oenrunaitnuk. WkkuHum kBagpatuk Qopmanu Il Omnan Oenrunad, yHu
ae T @ y4yH II (a,a) HM Oepulll EpaMuJia aHUKJIaHMHU3.

Arap p Hykra arpodpuma D cuUpTHH mapaMmeTpiam ycyau F = r(u,v)
TEHTJIaMa OWJIaH aHWKJIaHuO, @ cupTaa P HyKTagaH YTyBUM y OTPU YU3HK p = p (1)
TeHIr7nama OunaH Oepuiaran Ba p'(t,) = a OyncuH. Propuma kypcaTuiraHuzex,
u=u(t) v=v(t) mupdepeHINaUIanyBUl  (QYHKOMSIIAp — MaBkyA — Oynuo
p(t) =r(u(t),v(t)) TeHrnuk Oaxapunagu. WkkuHYM KBagpaTuk (HOpMaHUHT
{a,a} XKyQTuuK ydyH Kuiimatueu |l (&,d) = (p"(ty), A1) ¢opmyna Ownnan

aHMKIaMu3. DHIU p'(ty) = T, (uy,vy)u'(ty) + T, (uy,vy)Vv'(ty) Ba
p(t,) =71, (U (t,) +r uv +ru"+r uv' +r, (V) +r, (v)"

TEHIJIUKIIAPHU XHUCcoOTa 0o,
.o - ~_du , - ~_du dv - - dv ,
IM(a,a) =(r, (u,,v,),n)(—)" + 2(r, (u,,v,),n)——+(r,(u,,v,), n)(—)
dt dt ut dt
dhopMyIaHu XOCUJT KIWJIAMU3.
OHIHN
L=(F, )M =(F, i) N =(F,,A)
OenrunanuiapHl KUPUTHO, UKKUHYU KBaJIpaTUK (opmara MOC KeTyBYH OWYU3HKIIH
(GYHKITUSHA
Il (a,b)=Lla‘b*+M(a'b?+a’b’)+ Na b’
dbopmyna épramuna anukaiiMus. By epra @ = r,a’ +r,a, b=rb +rb’.
buprHyn Ba MKKUHYM KBaJIpaTUK hopmanap kodrhuireHTnapuaad Ty3Wiral
(E(p) F(p)) R (L(p) M (p)

ey o) P T ey N

MaTpulaJIapHu Kuputamus. bus Omnamusku, detA>0 OyaranMru yayH Teckapu A !
MaTpulla MaBKy/. AT'B MaTpulla Y4yH KyHuJaru TeopemMa YpuHIHIUp.

Teopema-10. A 'B MaTpHIIAHHHT XOC COHJIAPH XaKUKUii 6YIub, yaap xap X
Oyiranga ynapra MOC KeJIyBYHM XOC BEKTOpJIAp Y3apo MEepHeHAUKYISPIUD.

McboT. 4 'B MaTPUIAHWHT XOC COHJIADMHHU TOIMII YYYH det|d 'B - AE|=0
TEHIVIAMAaHU €YUl Kepak. by TeHrmama det|B — 14 |= 0 TeHIIamara TEHI Ky4YIUIHD.
® cuprtra Terunuid p HyKTaHu (ukcupiacak A,B connu marpunanap Oymaau. A
CUMMETPUK OYIraHivra y4yH yHu Oupopra C:T @ — T & MaTpuua Epaamuia

OMpIMK MaTpHuara aiiaHTHpuin MyMKuH. bymnma A matpuna CAC' matpuara



yragu. Jlemak CAC'=E éxu 4 = ¢ '(¢ ')’ 6y epna C' TpaHCIOHHpPIAHIaH MATPULA.
[lynna

1 -1,T

det [B— AE |=det |C 'B(C )" —aCc (C )" |=det [C (B -AE)C ) |-

—det C 'det B — AE [det(C )T

6y epaa B = CBC". JleMak, det| B — A4|= 0 TeHIJama det|§ - AE|= 0 TeHrjiamara
TEHI Ky4auaup. JIekun
B" =(CBC") =cCB'Cc" =cCBC’,
ABHH B CHMMETPUK OYITaHIMTH Y4yH YHHHT XOC COHJIApH XaKUKHimup. Jlemak,
A 'B MaTpPHUIIAHUHT XOC COHJIApHW XaKUKWW, Ba yJap Xap Xui OyiaraHma Xoc
BEKTOpJIap y3apo opToroHangup. [
Arap  1,,4,-X0C  COHNap, €,,€,-X0C BEKTOpIap  Oynca, SbHH

Ae = Ae,, Ae, = A,e, TeHrmmkiaap Oaxapunca A, # A, Oymranma A, > i, n1e0

1

XHUCOOIauMu3.

Tabpud-1. A, # A, Oymramma e, Ba e, BEKTOPIAD AHWKJIOBYU TYFPH
YU3UKJIAp p HyKTaaaru 0ou iyHanumnuiap ae6 atanaau.

Teopema-12. A™'B MaTpMUAHMHT XOC ¢, Ba ¢, BEKTOpJap HyHAIHILIAPU
Oylinya HOpMaj 3TPWIMKIAp MOC PaBHILNJA IIy MAaTPULAHUHI XOC COHJIApPUra TEHT
Oynanu.

Hcoor.

_ Il (e;,¢€;)
k ] (eI ) — — 1 - 1
I (e,.e;)

HH XUCOOJAIl y4yH T & Ja e, Ba ¢, XOC BEKTOPJapAan HOOpaT OpTOHOpMaI 0a3ucHH

TaHjacax,

B (A, 0) (L. 0) . .
A B = L J BaB =4 L J TEHIJIMKJIap YpUHIU OYnaau.
0 1 0 A

2 2

I(e,, e ) HUHT CKaJISIp KYMaiTMa SKaHJIMTMHU XUCoOra oJicak,

1(6,,6,)=1°+0°,1(8,,6,)=0"+1°
kennb uukaau. Jlemak Oy 6a3ucna
(1 0) (A, 0)

A:LO 1J BaB:LO /IZJ.

(e, e) A -1"+4, -0 R (e, e) A -1"+2,-0
k (e)= = 2 =2,k (e)= = 2 =1

I(e ., e) 1 I(e,.,e,) 1

Jlemaxk,

TEHTJIMKJIap KeIuO YuKau. (|
Tabpudg-3. bom #yHamunuiapra MOC KEJIyBYHM HOpPMa JTPUWIHMKIAp OoOIn
SrpHIIMKIAp 1e0 aTaiajy.

! U.M.Tenbdann. Jexuuu o nuneiinoi anmre6pe. M:, Hayka, 1971.



Oumu 7 @ -ypunma (Qasoma Oasuc cudaruga OUpIMK XOC ¢ Ba e,

BEKTOpJIApHU OJIUO, MXTUEPUN a BEKTOp YUYH ¢ OWIaH a Ba e oOpacuiaru

OypuyakHU OeNTHUIalIHK.
Teopema-13 (Diinep). UxTuépuii a « 7 @ ypuHMa BEKTOp Y4yH

k”(c;) =k, cos’ Q+k, sin’ @
TEHIVIMK YpuHiuaup. by epna k , k,-0omr sarpuiukinap 0Ynuo0, aHUKIUK YUYYH k > k,

neb xucodmanmMus.
Hcoor. YpuHMa BEKTOPHU a = a.e + a,e, KypUHHIIOA €30 k (a) HHU

XUCOOJIaMU3:
- = 2 2 2 2
- Il (a,a) A4,a, + 1,a a
ky(d)=———=""2—"22 =] -4 ), —"—=4c08 ¢+ 4,005 a=
I(a,a) a, +a, |a | |a |
- 2 K sin 2
=k,cos "¢ + k,sin “g. 0

Hatwmxka. bo srpunukiap HopMall STPHUIMKHUHT SKCTpEMal KUiMaTIapuaup.
XakukataH xaM, ypuaMma ¢azojia e, Ba ¢, OpTOHOpMas Oa3UCIIapHU TaHJIACaK,
¢ WYHAINII aHUKIOBYM k (a) HOpMall STPWIMKHU ¢ HUHT (PYHKIUSACU cudaThaa
KapanMus:
k. (p)=k,cos ¢ +k,sin’p.

p=0Jaa=e Ba

1

3

k,(0)=k (a)=k,p=—
2

a a =e, B k”(z) =k (a) = k,. UxTuépuii ¢ yuyH propuaaru popmynaHu
2

k = (k,—k,)cos ¢ +k,
KYpuHuIa €3uo,
k'(p) = 2(k, —k,)cos ¢ sin ¢ = (k; —k,)sin 2¢

T
HH XOCHJI KHJIAMH3. sin 2 = 0 TCHIJIAMaHU €40 ¢ = 0 Ba ¢ = — HHU Tonamus. Jlemax,
2

k Ba k, , k (¢) (QYHKUMSICHHUHT dKCTpeMall KWMMaTIapuaup. ¢’



22-MABPY3A.
MAB3Y: JlepuBanrion ¢opmyranap. 4 coar

by maparpada 6u3 cUpTHUHT OMPHHYM Ba MKKMHYM KBAJAPATHK (hopMajapu
opacujgard OofiaHMLUIApHM KypcaTamu3. Perymap @ cupr p(u,,v,) HyKra
arpoduma perymsip r = r(u,v) mapamerpiam ycyiau OwiaaH OepwiradH OYJICHH.
Xocun Oymamurad (QopMmyialapHH HMXYamiIall Y9yH TEH30p XHCOO-KHTOOMaru
Oenrmnanuiapiad  QoinananamMus. byHMHr yd4yH u, =u,u, = v OeIruaanuiapHu
kuputamu3. byHmaH Tamkapuw ~OMpuHYM  KBaApaThk (QopmMa  MaTpHIacH
SNIEMCHTIAPUHM g Jlap  OWiaH, WKKMHYM KBajApaTHK (opma MarTpuiacu

SNIEMEHTIAPUHH ( ; Jap OunaH Oenrunainmus. [lemax,
g g q q
A:{ 11 12],82[ 11 12J.
g 21 g 22 q 21 q 22
Nurunaunapna arap OMpoHTa MHJIEKC pKOpHU/a Ba Mactjia Oup XWj MapTa ydpaca

Oy uHaeKcnap Oyinya WAFUHIU OCNTMCUHU Tanuiad €3amu3. Mucon yuyH

n
ab' +a,b’+..ab" =3 ab =apb’,
i-1

i i
2 2 agbt =3 ayb
i i

[F, . Fy ]

DOHIM R° 1A Ful,Fuz Ba N = ———=— BeKTopJapHu Oaszuc cudaruma oymo,
I[F,, % 1

Ny, »Ny, Ba T,  BEKTOpJapHHA Oy ©Oa3uc BekTopiap EpraMuia YWU3UKIU

ndomamaimMms:

DR ! =12 j=1.2; (1)

by epna n; = My, - Arap OupuHYM TEHIVIMKAA | = 1, j = 2 Oyica

— —

2 -
=T +1“12ruz +by,n

1 -
ru LUy 12 I’u 1
TEHIJIUK XOCUJI OYau.

Ana my &wmaran (1) ¢dopmymanapaa Fijk Ba b.,a ,c;.  (yHKumsIap

ijri
(koapdunmentinap) ¢akaT OupUHYM Ba HMKKHHYM  KBaJpaTHK  Qopmaniap
koo durmenTiiapn  opkaii  MQOJANAHWINIMHUA  KypcaTamu3. bByHUHT  y4yH

- k= - . o
M, = [ My + DN TCHMIMKHY # BEKTOPTra CKaIsp KyMaWTHpamus Ba

(F, 8)=0 (7, f)=ry(F, 7)+by(.A)
TEHIJIMKIJIAPHUA XHUCcoOTa 0Jno
by = (Fu-u o ﬁ): qj

i



TCHITIMKHHU XOCHUJI KUJIaMU3.

- k — — = VY
OHM n, = a; I’uk + C;n TCHIJIMKHU I, Ta CKAJAPp KyIlauTHpaMu3 Ba
]

I k (- - - - -~ -
(ni'ruj )= ai (ruj’ruj )+ Ci(n’ruj )’(n’ruj ): 0
TEHTJIMKIIAPHU XHCOTa OJIH0
K
_qij = gkj (2)
TEHTJIMKHYA XOCHII KHjaMu3. by TEHITTMKHU oJaTaard KypuHHInga €3cak
( ! 2
— 0y =810y +a;09p
| 1 2
] —Opp =819 +a1 092
! 2
| = Oy =850y +a,0y
| ! 2
(= G2 = 2505, ta,05
CUCTEMaHH XOCHJI Kuiaamu3. By cucremaman det A > 0 OYiraHiurd ydyH o

ij -1
k0> (PUIMEHTIAPHU TONMII MyMKHH. ¢ © OWIaH A~ MaTPULAHMHT 3JIeMEHTIapUHH

o -1
oenrunaiimus. lllynna A " A = E TEHIVIUKHU

kj ]
949 =96; = . .
0 i=j
o . . jl -
Kypunuiga €3a onamus. byHnan ¢gorvigananu0, (2) TCHMIIMKHA ¢ © Ta KYmauTupuo Ba
] wHAeKC Oyhuva ¥WuFruO, KyWmgarm QopMyJalapHd  XOCHWI  KHJIaMWH3:

i k i
_qijg‘ = a, gkjgJ . bynman aik

2
ik
-Y 9,9 ¥ renrmmk xeamb unkagu.
j=1

Mumucon yuyn k =1,i =1 na

a; = -d;0" = -d,9" —dp9°
HU XOCHWJI Kujlamus. by epaa
B det Agzz,g __det A912

Oynanu. llynnait xumu0, «' ,», GyHKUMATIAPHK TONAMK. DHIU

— K — -
ruiuj = Fij ry, + bijn

TEHIJIMKHU I, BEKTOpra CKajsp KynanTupuo

e
k , - -

(ruiuj ! r-ul ) = Iﬁij (ruk ’ru| )

TEHIJIMKHU XOCWJ KujaMu3. by epna (Fy, + Ty ) = 9y OKAHIUTH MabIyM. buz (1)

k
cucremamaru I KO3 UIUMEHTIapH!  TONMOKYMMHU3.  ByHUHT  yuyH

Ty, = (ruiuj 1) OeNruIaluIHi KUPUTUO



Ly = rijkgkl (3)
TEHTJIMKHU XOCUJT KUJIaMu3. DHAH

(. 1y,) =9
TEHIVINKHY «, Oyin4a nuddepennuamiad

- .- Z
(fgu oM )+ (g rgy ) =——(9y)
upu g touy uj ' Tuguy il
au
TEHITIMKHU XOCHJI KWIAMU3.
By TeHrnuMkHU 1, GyHKUHATIAp OPKaIU €3CaK
Z
i+ = P 9

uj (4)
KypuHuna Oymanu. By TeHrMKAa WHAEKCHApHA aWJaHTUPUO sHAa HWKKUTA
TEHIVIMKHU €3aMU3

0 7
Dyt = I N A 9 ' (5)
ou, ou,
Ouau (4) renrnukaan (5) TCHIIIMKIApHU ainpuO
T T r T r r d d d
i Tl Ty T ey Ty T 90 95 -9
ou au, au, (6)

TEHIJIMKHU XOCWJ Kuiamu3. By epma r,, = r,, TeHraIMkHH Xucobra omnu6 (6)Hn
KyHhujgaruya €3aMm3

o 17 0 0
—20y = =0, - —g; - —0y-
" au L au, ! ou, !
bynnan sca
1| 2 V74 V74
Ly == 9y + 9 — g (7)
2 | ou, ou, ou

]
k
TEHIJIMKHA XOCHI Kunamu3. OHAu 'y QyHKUusuapHu toma onamu3. byHuHTr y4yH

Is v . oo o
(3) Hu g~ ra kymanTHpuO | MHACKC OYiinya HUFcak
Is k Is kK «s S
9 =TIy9y9 =Ty, =T
TEHTJIMKHHA XOCHJI KUJTaMH3.
s Is H 7
Hemak, T =T 9" ¢opmynann xocun xunamk. Huxosr (7) TeHrmukam
¢’ ra KynmanTupuo | uHIeKe Oyiinya iuraMu3 Ba HaTHKaaa

) A o o
il :Fn’jgj :_gJ (_g|.+_gij_—gi|) (8)
2 ou, ' ou, ou

Gopmynanu xocun kunamus. By (8) ¢popmyna Ousra 6 Ta r; QyHKUMATAPHU TOMMUII

r

MMKOHUHU Oepaju. MUCON yuyH i = k = /=1 J1a



Lt 11%( o o o 1} 1 214( o o P 1}
=—0 {— 09yt 09y -0+ =0 {0, + 0 - Oy b =
11 2 Lé’ul 11 0”U1 11 é,u]- 11J 2 Lé’ul 12 é’ul 12 é’uz 11
B A B

ou, ou, o2 o,

TEHITIMKHU XOCHJ Kunamus. Pxopunaru (8) dopmynanan xypunn® typubauku, r

dbyukusnap ¢akaT OMpuHYM KBaApaTUK dopma KodpdulMeHTIapu Ba YyJapHUHT
XoCWIanapu  opkaiu — xucobmanamu. Hwuxosar (1)  ¢dopmynamgarm  xamma
k03 dunuentnap Tonuwiau. Duau (1)Hu Kylnaaru KypuHUIaa €3a ojlaMus3:
- K — -

Jruiuj = Iy N :qijn )
l nui = _qijg : ruk

by dopmynanap nepuBammon dopmynamap ae6 aramagu. JlepuBanmon
dbopMynanapHu OUpUHYN Ba MKKUHYM KBaJApaTUK (popmanap opacunari OOFIaHUIIHA
TONUIN YIyH WIIaTaMu3. ByHUHT yuyH

r =r n =n
ujujuy Ui u U Ujuj (10)

TEHITIMKIApHU €310, r, o My Mo, GyHKIUsAIApHU JEpUBALMOH (opmyJianap
= 1 1 ]

Epnamuna ndonanarivmus. [lynma (10) Tenrmukmap

o . . . B}
—(1“ij rue + qijn) - — (I rue +Qq,n)=20
ou, au
Ba
4 k o LN
ﬁu.(q"g ruk)_é’u.(qjlg ruk)_
j i
KypuHUIIra kenaau. by rearnuknapaa nuddepennuanian aManauay 6axapuo
TR Y e AR
—Oyry + Tyry, + ——(@g)n+ayn, —[—— (T )r, + T Fuw, = 2 (@ )N+ Ay Ny |=0
ou ou, Lé’uj u;
o K\ = k - o K\ = k - |
P (939 Iy +9a 9 Ty, | P (@39 Iy + 939 Ty, |=0
U | U

TEHIVIMKJIAPHHA XOCHJI KHJIAMHU3.
by Tenrnukmapna sHa  OMp Mapra  JepuUBAIlMOH  (popMyanapaaH
¢dorinananamus. Hlynna F, , A BEKTOpIAap YM3MKIM DPKIHM OYITaHIMIU Y4yH yJap
m

onauaaru KodpPuImeHTIapHd HOJIra TEHTJIAITUPHO

a m a m ’ 1 m 1 m ’ Im
Fz'j - Fik+z(rijrlk_rikrlj)=z (qijqkl_qikqjl)g
ou, é’uj =1 =1 (11)
Ba
2 2 a a
Firf‘qmc - Ftn:qm + qi' - qic = 0 12
mz=:1 o mz:] e ou, ! é’u/_ ! ( )



MyHOcalaTiaapHu xocusl Kuiamu3. by MyHocabatnapman OupuHuncu [ayce
TeHrnamacu, WKkuH4YM [lerepcon-Komamuum tenrnamamapu ne6 aramaau. [aycc
TEHIJIAMAaCUHU g = Ta KYMmauTupub uHAeKc M Oyiinya Hurailuk:

ﬂ m & m ’ 1 m 1 m
zgm(ﬁu Fi/' _ﬁu Fik+z(rifrlk_rikr1/‘):

k j =1

2
Im
= Z (qijqk/ - qikq‘,-[)g 8,5

I,m=1

Hlynna yur ToMmonaaru udoaa

2 2
2 (G0 — 9 dy )glm Oms = 2 (G — A dj )5|s = jjAks — 9k 9 js
I,m=1 I=1
KYpuHUILTA Kenaau. by epna i = j = 1,k = s = 2 Oynranga
Ay, O =3 gmz(irl’f - irl;” P DN CONE S o (13)
=t ou, ou, -1
KYpPUHUIITa KeJIau.
Hemak, T'aycc asrpwiurm K ¢akar OupuHuM KBajgpatwk Qopma kKod(pdu-
LUEHTIapura OOFINK 7KaH. by 3ca yHMHI M30METpPUK aKCIaHTUpPHILLIApa y3rapmai
KOJIMIIIMHU KypCaTaJu.



23-MADBPY3A.
MAB3Y: bonne Teopemacu. 2 coat

bepunran wKkuTa KBaApaTUK ¢Gopmaiap ydyH CHPTHHHT MaBXYJJIUTH Ba
dazomarm Xapakarra HHCOATaH YHUHT STOHAJIWTH XaKWJard TeopeMajlapHH
HCOOTIIAaiMU3.

Teopema-16 (Mapxymiuk). Texkuciukaara ¢ coxala aHUKIAHTAH g, . ¢

auddepeHnamuianyBun  QyHkuusmap — Oepunran  Oymmo, €, = 8,04, =4,
MyHOcabaTnap OakapuiraH Ba {g,| MaTPHUIAHWHT JETECPMMHAHTU HOJJIAH KaTTa
oyncun. bynman Ttamkapu Oy Qyskmusimap yuyH [laycc Ba Ilerepcon-Komarmm
TeHrjaamanapu o6axapunran 0yncud. lllynna xap 6up («,,v,) < G y4yH Oy HyKTaHHHT
V < G arpodu Ba
r=r(u,v), (u,v)eV

TEHIJIaMa OWJIaH aHUKJIAHTaH PEeryjsip ¢ CUPT MaBxXyZ OYInO, yHUHI OMpHHYM Ba
UKKUHYM KBaJapaTUK (HOpMaJapuHUHT MaTpHIAJapd MOC paBHIIIA {gif} Ba {q,]|
MaTpuLagap OuiaH ycTMa-ycT TyLIa/u.

Hcoor. bepunran {g,.j} MaTpuIlara TecKapd MaTpuLla dJeMeHTIapuHu g’ Ouinan

oeJrwiaiiMu3 Ba

Iy =145 5,9 =;g (o”u g|j+§u gij_é,u 9q)
. | j

I
oyiinua ij (Qynxkumsanapan  Tomamms. OHIM Kykmpmarm X ., X,,N  BEKTOp

¢dbyHKUMsUIapra HUCOAaTaH Kyluaaru xycycui xocuianu auddepennnan TeHriiaManap
CUCTEMAaCUHU KapaiuK.

[ 2 k

|ﬁ_( ):Fijxk+qijN
3 (1).

by epna u, =u, u, =v 6enmﬂamnap):[aH dovnananau. yaun xucoora ommb (1)

CUCTEMaHU Xap OUp MHJIEKC YUyH €3CaK, y



2 1 2
_Xl =F11X1+F11X2+q11N
ou

2 1 2
— X, =T, X+, X, +4,N
ov

2 1 2
—X2 :F21X1+F21X2 +q21N
ou

(2)

o 1 2
_X2:F22X1+F22X2+q22N

ov

ON
—=a11xl+afx2
ou

ON

—:ailerasz2
oV

KYypUHUIIra Kemaau. DHaM Oy Xycycuid Xocwnaiu aud@epeHunnan TeHrliaMmanap
CHUCTEMACHHUHT €YUMHU MaBXYUIMK MAPTIApPUHU E3aMU3:

oX . oX . ON ON

ou ;ouy ﬁuko”uj’o”uiﬁuj ou ;0u;

(3).

by wmaBxymnmuk maprtiaapu ['aycc Ba Ilerepcon-Komammm tenrmamanapura
OKBUBAJICHT DKAHJIMTHHU OJMHTH maparpadmaa kypcarmuk. Jlemak Ousuuar (1)
CUCTEMaMU3 YUYH G COXAHUHT Xap OMp HyKTacuJa €YMMHUHT MaBXYUIMK IIapTiIapu
Oaxxapuirad. Jlemak, Oupopra (u,,v,) e G HyKTa OJICaK, LIy HYKTaHUHI OUpopTa »
arpopuma (1) cumcrema (u,,v,) HyKTaga OepwiraH OOIJAHFUY IIAPTIAPHH
KAHOATJAHTUPYBYM SITOHA €4yuMra odra SUHM » COXaJa AaHHUKJIAHTaH BEKTOP
byHKUMSIIAp

X;(u,v), X,(u,v), N(u,v)

maBxyn Ba (1) cucremaHu KaHOATJIaHTHpaaW. BONUIAHFUY IMAPTIIAPHU KyHHaaruya
TaHJIAUMMU3!

IN (Ug,vg) [=IN = 1, (X4 (Ug, V) N (Ug,Vg)) = (X, (Ug, V) N (Ug,Vy)) =0,
9ij (Ug, Vo) = (X (Ug,vg), X j(ug,vy)
Ba

X(ug,Vg) X, (Ug,Vvp), N (ug,vy)

BEKTOpJIAp VHI CHUCTEMaHW TallKuwil Kwiaad. by OouuianFud — ImapTiapHU
KaHOATJIAHTUPYBYU BEKTOpJIAp MaBKy[UIUTH (g, (u,.v,)} MATPULAHUHI MycOaT

AHUKJIAHTAHJIMTUAH KeTTUO YUKaau. DHAH 7 = 7 (u,v) BEKTOP QYHKIUS YIyH

TR @

L= X,



CUCTEeMAaCHHU KapaiMu3. by cuctemMa ydyyH €YMMHUHT MaBXYyIUIMK MAPTH 7, = 7
TEHIJIMKIAH unooparaup. JIekun ¢, = ¢, Oynrannmru ydyH r) = r! yHIaH TallKapu
4, = ¢, MyHOca0bat xam 6op. Jlemak,

d X d X

ov L ou ?
MyHOCA0aT Ba r,, = r, TEHITMK YPUHIUIMD.

Ilynpait kuaub, arap (u,.v,) e HyKTa ydyH (4) cucremanu r(u,,v,) =4
Oonutanfud mapt OwigaH Kapacak. (u,,v,) HyKTQaHHHT OwpopTa v, — v arpoduaa
AQHUKJIAHTAH 7 (u,v) €YUM MAaBXYI. DHIHU r = F(u,v), (u,v) e V, TeHIIama

OWIaH aHMKJIAHTaH ¢ CUPTHUHT OWPUHYM Ba UKKUHYM KBaJIpaTUK QopManapu
kod(pdunreHTIIapuHn XucooaaiMu3. ByHUHT yayH

(X X ), (X;,N), N2

bynkuusuiapuu auddepennuaian EpaaMmmuia

[ o
(X X ) = Ty (X X )+ Ty (XX )+ 45 (NLX )+ 0y (N, X))

|0’)Uk

’0” Ik | 2
{aT(N,Xj)_—q“g (X X )+ T (X N+ g N

| o4

e ’

ywu(N,N)z—zqi,g (X, N) (5)

Xycycuit xocunanu auddepeHiman TeHriaMaiap CUCTEMacHHU XOCHJI Kuiamus. by
TEHIJIamMajiap CUCTEMACH YUYYH

(X;. X ) =gy, (X;,N)=0,(N,N)=N"=1
bynkumsuiap eunm Oynanu. OXupru TeHriaMa yuayH 0y (akTHu 6eBocuTa
N*=1,(X;,N)=0
u(poaaapHU TEHIIaMara Kyuud TeKIMPUII MyMKHH.
NKKMHYM TeHrJ1aMa YYYH TeKIUpPaMu3

Ik |
439 9y * 0 =939 +0; =—-0;; +9; =0.
BuprHYM TEHTTIaMaHU TEKIIMPHII YIyH
R o o
F[A' = _g %_gkm + g[m - g{k %
2 Lé’ui ou, ou J

TCHIVIMKHY §; Ta KYynaitupuO, NHACKC | Oyinda HuFamus.

Hatmxkana

1 1|0 o o
I.g, =797 84y % g, — ga
ke 2 | Ou, N bu ' du ’

k J
TEHTJIMKHUA XOCUJI KUJjlaMu3. XyIIU IyHIau

, 1 o o 7
r.g,=_" gt g, &4
e 2 é’u/. g Ou, ! Ou, o




TEHIJIMK XaM YpUHIIU. byHnaH

, , o
g, +1I',8g,= ou. g;
MyHoca0at kenub uynkaau. by myHocabar y3 HaBOatuaa

(Xi X ) =95.(X;,N)=0
byakustap l-TeHrnama ydyyH €4dM SKaHJIMTUHU Kypcataiau. by eunmmuiiap y4yH
OolUIaHFUY IIapTiIapra Kypa

(X, X j)(uo,vo) = gij(uo,vo),(xi(uo,vo)N (Up,vy)) =0

2
|N (UO,VO) ‘:1

MyHOca0aTIap YpUHIU Ba
X (Ug V) X5 (Uug,vy) N(ug,vy )
BEKTOpJIap YHT CHUCTEMaHM TAIIKWJI 3Taad. byHmaH sca, (5) cHCTEeMaHWHT €YMMHU

ATOHAJIUTUTA KYpa

2
gij:(xi,xj),(xj,N)=O,N =1

TEHITIMKJIAap Ba apajam KynaikTtMa ydyH X,X,N >0 MyHocabar », COXaHHHI
XamMMa HyKTacuja Oakapuiniiy Keaud dukaau. Jlemak, @ cupT yuyH

g = - 2
(rui,ruj):gij,(rui,N):O,N =1

MyHocabatnap ypuniu. byHIaH sca ¢ CHPTHUHT OMPHUHYM KBaApaTUK (dopmacu
MaTpULACH {g,} MaTpula OMIaH yCTMa-yCT TETUIUIN KEIUO YUKATIH.

VKKMHYM TOMOHJaH
(r,,N(u,v)) =(r,,N(u,v)) =0
6yaranauru yayH N (u,v) BEKTOp @& CHPTHHHI OMpPIMK HOpMas BEKTOPH OyiIajm.
Jlemak,

.z = jk jk
= (R, Ny ) ==(X) N ) = a9 (X, X)) =a39 " gy = a
MyHoOca0aT ypuHiu OYIu0, @ CUPTHUHT MKKUHYM KBaJAPATUK (HOopMa MATPUIIACH g,

MaTpuIa OuJIaH ycTMa-yCT Tymay. (|
Teopema-17 (sroHanuk). MaBxKy[UIMK XaKdJard TeopeMa MIapTiIapyuHH

KaHOATIIAHTUPYBYM pEryisasp @,,P, CUPTJIAP YYyH MIyHAald SAroHa, C:R° — R’
Xapakar MaBxya 0Viauo, ¢ (@ ) = @, TEHIJIUK YPUHIU OYIIau.
Hcoor. Dapa3 KWIAWINK, @ ,@, PETyJsp CUPTIAApPHUHT (f,.V,) Ba (f,.V,)

peryJsp napaMmeTpiiall yCeyJulapyu MOC paBHUILIA

F=r'(u,v)
(u,v) eV,

F=r’(u,v)
TEHIJIaMaJlap OuiaH aHWKJIAHUO, YJIAPHUHT OUPUHYM Ba HKKUHYM KBaJIpaTHK
dbopmanapu Moc paBulga xap OuUp (u,v) eV, HyKTajga TeHr OyicuH. by cuptiap
YUYH PaJnyCH BEKTOPH r, (u,v) Ta TEHT OYJICHH HYKTaHH PAIUYC BEKTOPH 7, (u,V)
OynraH HyKTara VyTKa3yBuM F:@ — @, aKCIAHTUPUIIHHU Kapainuk. [lemak, F



aKCIAHTUpHUIT @, cUpTAard (u,v) KOOPIWHATAM HYKTAaHW @, CUPTHArd (u,v)
KOOpJMHATa HyKTara akclIaHTHpagud Ba JeMak F  auddepeHnnaianyBIu
akciaaHntupuiigup. by akcmaHTHpumIHMHT AuQQEepeHIrnaNiaHyBUd  SKAHIUTHHA
Kypcatuimn  yuyH 5-Teopemara kypa  F - f,:V, > R’ aKCIaHTUPMIIHHHT
g epeHnamIanyBIH SKAHJIMTUHU KypcaTHIl KEpak. Arap
2 2 2 -2

x (u,v),y (u,v),z" (u,v) auddepeHnnamuianyBun QyHkuusmap r (u,v) BEKTOp-
GYHKIUSTHUHT KOOpaAuHaTanapu 0yca,

Fof(uv) = {x" (uv), " (u,v)z” (u,v)]

TEHTJIUK YpuHIM Oynaau Ba WIYHUHT yuyH F - f (u,v) nguddepeHInamianyBIu
aKkcIaHTUpUIIIUp. Xap Oup (u,v) eV, Hykraga I (u,v) = I,(u,v) OYATaHIUTH yUyH
O-reopemara Kypa F aKCIAHTUPHII H3OMETPUK aKcIaHTupuigup. [emak, r
AKCIIAHTUPHUILJIA CKalIsAp KyNaWTMa, XyCyCaH YpPHUHMA BEKTOpJap Opacuiaru

o I A
Oypuaknap cakiaaaau. Jlemak (u,,v,) HyKTaja r, .r, Ba n = ————— BeKTOpJap

-2 =2
YHT (4am) OpUeHTaLUSHN aHuKIaca r, .7, Ba n’ = ﬁ BEKTOpJIap XaM YHT (MoC
roLr,

paBUIIIIa Yall) OPUCHTAIMSIHH aHuKIaiau. Jlemax

P(xl(uo,vo),yl(uo,vo),zl(uo,vo)
HYKTaJa

}7”1(uo,vo),;vl(uo,vo),ﬁl(uo,vo)
BECKTOpPIIap,

0 = (x7 (uy,vy)sy (uy,v).z (uy,v,))

HYKTaaa 3Ca

;7“2 (uo,vo),;vz(uo,vo),ﬁz(uo,vo)

BEKTOPJIap 0a3MCHU TAIUKWJI 3TUHO, 0y 0a3uc/iap Oup XuJa
OPMEHTAUUSAHU TAIIKUWJI 3TAAH Ba

=1 L =1 L =1
TEHIJUMKIIAp Oaxapwiaav. AHAJIUTHUK TeoMeTpusigaru mMallym Teopemara Kypa P
HyKTaHM Q HyKrara, (r,.r,.n') ©asucHm (r,.,r,n’) 0asucra YTKa3yBuM
C:R’ — R’ aKCIAHTHPHUII MaBxXya OYnuO, y mapauiesll KY4YupuIl Ba OypHIIIaH
uoopar Oynamu [1l]. By akclaHTHpUII W30METPUK AaKCIAHTUPHIN OYIaau, YyHKH
napasiesl KYydupuil Ba OypHIll H30METPHUK aKCIaHTHPUILIAPIUP. DHIAU C:R’ — R’
akcinaHthpuiga C(@ ) = @,  SKaHJIWUTUHU  Kypcaraunuk. byHUHr  y4dyH
p(u,v) = C'(r'(u,v)) Oenrwiam KupuTaimk. by epma ¢ akcimadTHpuin, C
AKCIAHTUPHUIITHUHAT Ju(depeHITuanuaup. AKCIaHTUPHIIT C W30METpHs OVIraHIuTH
yayH C - OpTOroHaJ Marpunaaup. Jemak,
pugvy) = 7, (v p, (g, vy) = C () (g, v,)). p, (g vy) = CT (R (g vy)

TEHIJIMKJIApJiaH Tamkapu C(<¢,) CUPTHHHT OWPUHYHM KBaJapaTUK QopMacu @,
CUPTHHMHT Ba JIeMaK @, CHUPTHUHT OMPUHYN KBaJpaTWK ¢opMacu OWiiaH yCTMa-yCT
Tylmagd. AKCIaHTUpHUII C OPHUCHTAIUSHU CAKJIaHTAHJIUTH YYyH, C(®,) Ba o,



CUPTJIADHUHT HWKKUHYM KBaJpaTUK QopMaizapu XaMm yCTMa-yCcT TYUIUIIHHU
KypcaTamu3. YPHHMA a,b e 7 @, BEKTOpIAp OCPHIraH Ba a = C'(a)b = C'(b)
OYICUH. 11,(a.b) = 11'(a',b") TEHIJIMKHH KYPCATUIIMMH3 KEPAK.
byHuHT yuyH,

L=(r,.n)=(p,.n)M =(r.n)=(p,.n)
Ba N =(F,,n,)=(p,,n) TEHIIUKIAPU Kypcatamu3. by epma .- c(e,) CHPTHUHT
HOpMall BEKTOPU.  p(u,v) = C (r(u,v)) TEHINIUKHU AuddepeHnuamuiaimMm3 Ba
p,(u,v)=C'(r),p, = C'(5) TEHINIHKIAPHU XOCWJI Kujamu3. byHaaH Tamkapu
n = %: C'(s,) TEHIVIMK XaM YPWHIIA, YyHKH BEKTOP KyNaWTMa OPHUEHTALUS

PP,
CakJIOBYM H30METpUsia cakjiaHaaud. bxopupmarm TteHrmmkHu nuddepennmanial,
n = C'(n') TCHIVIMKHU XOCHWJ KuiaMu3. Jlemak,
L=(r,.n)=~-(r.n)=~(p,.n)=(p,.n)

Oynaau. Xynau MIyHAal UKKUHYM KBaJApaTUK (OpMaHUHT OouIKa K03(pPuLreHTIapH
xam TeHraup. Hatwxkana, @, cuUpT Ba C(®,) CUPTIIAPHUHT OMPUHYM Ba UKKUHYU

KBaJIpaTUK (popMaslapyu TCHTJIUTUHN XOCHI KWWK, [{eMak,
pu,v) r(u,v)
BEKTOP QYHKIHUSJIAP AePUBALMOH (popMy.iajiapra Kypa ourra
xycycuil xocuinaau guggepeHuuan TeHrjiaMmaliap
CHUCTEeMACHHUHTI edyuMu Oynaau. bynaan
p(Ug,Vvg) =1, (ugy,vyp)

TEHIJINKKa acocal o (u#,v) = r,(u,v) xemu6 unkamu. Jlemax, C(®,)=
ucootnanu. [

TCHI'JIMK

2



24-MABPY3A.
MAB3Y: I'eone3uk unsukiap. ['aycc-bonne teopemacu. 4 coat

Perynap O cupt Ba yHHa ¢ETyBUM UKKH Maprta adddepeHnraiianyBIu
napaMmeTpiaHTaH y TAITPU UMUK p = p (/) TEHIJIama OusiaH 6epuirad OVIICHH.

Tabpud. [TapameTp t HUHT Xap Oup KHAMATHIA p "'(¢) BEKTOP CHPTHHUHT ¥ (1)
HYKTacuJaru ypuHMa TEKUCIUKKA MEPHEHIUKYap Oyica, OyHAall 4M3UK Te0Je3UK
Ju3uK 1e6 atanaau. by epna y (1) paauyc BeKTOpH p (1) OynraH HyKTa.

Teopema-18. ['eonesuk umsuk p = p(¢) TeHIaMa OHMIaH OepHiraH Oyica,

YHUHT TE3JIMK BEKTOpU £ '(7) y3rapmac y3yHJIMKKa dra.

Mcoor. Ckamsp KymaitMa (p'.p') Y3YHJIMK KBa[paTH OVITAHIUTH YYYH YHH
muddepeHnramuiad yHMHT XOCHUJAcH HOJTra TEHI OJKaHJIWTMHU KypcaTammus.
XakukataH, (p',p")' =2(p",p") = 0. JleMaxk, |p'(1)|= W y3rapmacaup. [

Teopema-19. I'eone3uk 4YM3UK p = p(¢r) TCHIIaMa OwiaaH Oepuiran OyiauO,
s = s(¢t) nupdepeHNInAIIaHyBYN (QYHKIUS EpAaMuia p = p(s) IapaMeTpiIaHTaH
yu3uK Xocusl OyncuH. Ilapamerp anmamITUpuiaraHjaH KEeMMH YHM3HK T'€0Je3UK
OyuIIM y4yH s = ot + S OYIuIIM 3apyp Ba €Tapauaup.
Ucodor. s = s(¢) ¢opmyna mapaMeTpHu anmMamTupuil ¢opmynacu OYIraHu y4dyH
s'(t)>0 (Exm s'(t) < 0) nebd ¢dapa3 KUIMIIUMHU3 MYMKHH. Arap p, = p,(s)
TEHTJIaMa T'e0/Ie3UK YN3UKHU aHHUKJ1aca,

p(t) = 5y (D) /(1) = pis'(t), p"(1) = AI(s'(1) % + pis”(t)
Ba
0=(p",p") = () (P} p))+5's"(p].p)) = 8's"(p], p))

HU XOCHJI Kwiamu3. s'(t)> 0 OVynaramm yuyH s”" =0 xocun Oymamu. Jlemak,
s(t)=at+ S.

Dumu s(t) = at + B 1eb dapas kuicak, p"(t) = ,51”3’2 TEHITIUK p,'(t) Ba p;

BEKTOPJIAPHUHT KOJUIMHEAP SKaHJIUTUHU KypcaTaiu. [
Hatmwxka. Xap kangail reoje3Wk YW3WK TaOWHMil IapaMmeTrpra HucOaTaH Xam

r'e0/Ie3MK YM3UK OYnanu, uyHku S(t) €if y3yHIUrH yayH

s() = [lp'()|dt =a(t-tp)

ty

TEHIJIMK YPUHIIUIND.
OHAM TeOAE3UK YM3UKIAp Y4yH nuddepeHnran TeHrjiaMaiap CUCTeMacUHU
KenTupub umkapamu3. Perymsp O  CUPTHMHT (f,G) TapameTpiaml yCyiH

r = r(u,v) TeHriaama Ousan Oepuirad OYIICHH.



Arap TreoNe3MK YM3WKHUHI WYKH KOOpJAWHATAJlapJard TeHTJIamallapH
u=u(t),v=yv(t) Kypunumpa Oyaca, 9-naparpadpmarumex u, =u,u, =V
Oenrunan KUpUTuo

p(t) = F(u (), u, (1), p'(t) = F, uj +F, uj,

- - 2 - - 2 | =
p"(t) = Fuu, (u))™ + ru1u1”+ Mu,u, (uy)” +r,u”

TEHIVIMKJIApPHA XOCWUJ KWJIaMu3. OHIU L udonanap yuyH

JEpUBAITMOH (pOopMyITajlapHU UIILIATHO
2

2 2
~n _ ” S roe ! o~
p (1) =2 (U + X Tyuui)r, + > gyuuin
k=1 i, j=1 i,j=1
ndoaaHn XOCHII KIIaMH3. DHIIA 5" (¢) BEKTOPHUHT » BEKTOPra KOJUTMHEAp YKAHIUTH

Bar

ul’ ru 5 » N BCKTOPJIAPHHMHI' YM3HUKJIM SPKJIA SKaHTTUI'MAaH

2
up + Y T uu =0, k=12
i j=1
kenuO uwmkaau. Jlemak, u = u L(t),u =u,(t) TEeHrIamMajap TCOJIC3UK YN3UKHH

aHUKJIAUl y9yH U, (t), u, (t) QyHKIMsAIap

2
[ d u duide:
de? " odtdt
|d2u2 ST du; du
—+ . T =
de? T " odtdt (1)

CHUCTEMAHUHI e4YUMHU OYJIUIIHU 3aPYP Ba eTapJauaup.

Teopema-20. Perynsp cupTHUHT xap OWp HyKTacuaaH Xap Oup HyHamuIl
Oyin4a siIrOHa reoC3UK YM3HK YUKAJIH.

HMcoor. bepunran p(u,,v,) € @ HyKTa Ba 4 7,0 YypUHMAa Bektop yuyH (1)
CUCTEMaHUHT

u (0) = uo,uz(O) =v,,u/(0)=a ,u;(0)=a,
OOILITAaHFUY MIAPTIAPHU KAHOATIAHTHUPYBYM €UMMHU & HYHanuin Oyinda reome3uk
YU3UKHU aHUKJIauau. [

['eone3uk YM3UKIAPHU  XapaKTEpJIOBUM  KATTAUK, TEOJIE3UK ATPUIIHK
TYIIyHYaCUHU KupuTamus. Perynsgp O CUPTHUHT p HyKTacuIaH YTYBUM Y JTPHU
qu3uK Oepuirad OYyicuH. YUU3UKHUHT p HYKTa arpoduiard KACMUHUHT p HYKTaJaH
YTYBUM ypHUHMAa TEKHUCIMKKA MPOEKLUUACHHU Yo OunaH Oenrmnaiimus. TaOuuiiku, Yo
XaM CHJIIUK 9Tpu 4u3uK Oynamu. [Ipoeknusanan HaTmwkacuIa XoCcuma Oyiran yo arpu
YU3UKHUHT p HYKTAJard STPUIMTHMHU Y YU3UKHUHT TEOJE3UK JTPUIIUTH J1e0
aTanmus.

busHuHT MakcaguMu3, Y TE€OJIe3UMK YHM3WK OVIHINA y4dyH YHHHT T€O0JIe3UK

STPUJIUTH HOJITA TEHT OYJIMINM 3apyp Ba €Tapiid SKAHJIUTHHU KypcaTtumaup. byHuHr
VUYH Yo Ba Y YA3UKJIAP STPWIMKIAPU Opacuaaru OOFIaHHIIIAPHU TONMaMu3. ABBAJIO,



Y YM3MK HyKTaJapuaaH (p HYKTaJaH YTYyBYH) YpUHMA TEKHCIHKKA TEPICHIUKYJISP

TYFPU YHM3UKJIAp YTKa3uO, IUIMHAPUK CUPT XOCWI KwiuO, yHH F  Ouiad
oenrunaiimMu3. by UWAMHAPUK CUPTHU [| TEKUCITMK OWMJIaH KECTaHMMU3IA Yo XOCHII
Oymamu ([1-® CHUPTHUHT p HYKTaJgard ypuHMa TEKHUCIHTH). Jlemak, F IHIHHIp
YUYH Yo HOpMaJj KECUM Ba YHUHT OOIll HOPMajiud F HUHT HOPMaJIUra KOJTUHEAPAUP.
Y Ba Yo YM3UKJIAp yMyMmMuid ypuHManapra osra. [IIyHUHT ydyH, HMJIMHIPUK CUpPTTa
HucOatan Menbe Teopemacuman (doigananud ko, =| k COS ¢ |TCHTTIMKHA XOCHII
kunamu3s. by epna ¢ — o Ba y unM3uKiap 0ol HOpMalIapu Opacuiaru Oypdakaup,
ko, Kk — MOC paBuILia y,Ba y YU3UKIAPHMHI p HYKTaJard SIrPUIMKIApUIUD. DHIU
Y UYM3MKHH €d y3yHauru €paamMuja napamerpiiad, YHHHI TEHIJIaMacUHU
p = p(s)kypunuiiga €3aMu3 Ba p HyKTara MOC KECYBUM IapaMEeTPHUHT
KUAMaTHHY Sy Omnan O6enrunaiivus. lllysna 7 = 5 (s) -ypuHMa BeKTop, V (s, ) -06omr
HOpMaJI BEKTOPH OYJica, 7 -BEKTOP Yo YUYH XaM p HYKTaJaru ypuHMa BEKTOp OYiuoO,
[7, 0] BEKTOP Yo HUHT 001 HOpManu OYitnald HyHairan Oynaau.

[IyHuHT yayH

|ky I=lkcos ¢ =] (o, [p,n]) =] pon |

dopMyIaHu XOCWJI KuiamMu3. By TeHTIMKAaH KYypuHUO TypuOauku, K,=0 Oyauiu
yudyH OOII HOpMaJl BEKTOp CUPTHUHI HOpPMaJl BEKTOPHM N Tra KOJUIMHeap OYIuIim
3apyp Ba etapiauaup. [llynaait kunud, 6u3 Kyiiugaru TeopeMaHu UCOOTIIAIUK.

Teopema-21. Cuptaa €TyBUM UYM3HMK T€OJIE3MK YU3WK OYIUINM YYyH YHUHT
re0JIe3UK ATPUIINTH Xap OWp HYKTaJa HOJIra TEHT OYIHILIN 3apyp Ba €TapIuaup.

Perynsp O cupt napamerpiaHranjia KOopAuHaTa YU3UKJIAPUHUHT OMp OUJIacu
reoJIe3UK YM3MKIapaaH uoopar OynuO, xap Oup HyKTaja Wy HYKTagaH YTyBYH
KOOpAMHATa YM3UKJIapH ¥3apo OpTOroHas Oyiica, OyHAal mapaMeTpliail yCyjau sSipuM
reoJIe3UK napameTpiiaml ycysiu aed aranaiy.

Teopema-22. Perymsip O cupTra Terunuim xap Oup HykTa atpoduua yHUHT
YUYH SIPUM T€0JI€3UK MapaMeTpJIalll YCyJIH MaBXKYIIUP.

HUcoor. CupTHUHT p HyKTa arpodugaru peryisp mapaMmerpiaiul yCyau

r=r(u,v), (u,v)eG

TeHrnama €paamuaa Oepuirad, p(u,,V,) HyKTagaH YTyBUM Ba HKKH MapTa
nuddepeHramIanyBuy y YM3UK HUKH KOOpAUHATAIapAa

[u=u(t)
iv = v(t)
TECHIJ1aMaJap épnaMnua AHUKJIAHTAH Ba u, = u(t,), v, = v(t,)

a<t<hb

Oyiacun. lllynna y HUHT pa3ogaru BeKTOp TEHIIaMacH
p =r(u(t), v(t) a<t<b
Kypunumaa Oymaau. Xap Oup t ydyH p'(t) BekTopra NEpHEHAMKYJApP OUPIHK
ypuHMa BEKTOpHU a (t) Ownan Oenrwnaiimu3. byHnan Ttamkapu a(t) BEKTOpHU
IIyHaai TannaiMusky, {p'(t), a(t)} BekTopnap ypunma ¢asona {r,, r,} BekTOpIap

Ownan Oup XWJI OpUEHTAIMSHM aHUKJIAcWH. YpuHMa ¢dazoma da(t) BeEKTOp,



a,(t),a,(t)  xoppaunaramapra osra Oynca, a,(t), a,(t), dynkousmap
muddepenimaianyBun  GyHKImsiap Oymagu. Xap Oup t yuyH Q (u(t), v(t))
HyKTajaH a(t) HyHanum OyiWYa YMKYBYM I€OJC3MK YM3UKHM 4, OWIAaH, YHHHT
yPMHMa BEKTOPUHH /i, OMIIaH OeNruaanmus.

Xap Oup t y4yH p, TeOJE3MK YM3HMKIA TaOWMIi MapaMeTp KUPHUTCAK, YHUHT
MYKH KOOpJMHATaNap/Aa TEHIJIaManapu

u=u.s)
—e(t)<s<e(t)
vV =V.(s)

Kypunumaa 6ynanu. By epaa u,(s), ¢ynkumsnap (1) nuddepenunan TeHrmamanap
CUCTEMACUHUHT

u;(0) = u(t), v,(0) = v(t),u,(0)=a,(t),v.(0)=a,(t)
OONUTAaHFUY THAPTIAPHU KAHOATIAHTHPYBYH CYUMHUAND. DHAU IIYHAAH & > 0,2 > 0
COHIIADHM TONAMU3KH, |t, —t|< S Oymranma, u,(s),v,(s) OGyHKIMATAD (-«.¢)
OpalMKaa aHWKIaHTaHaup. by epaa t, mapameTp t HMHT p HyKTara MOC KEIyBUd

kuiimatuaup. byaunr yuyH (1) nuddepeHnman TeHriamanap CUCTEMacHHA Xap OHp
(uKCUpJIaHTaH t y4yH

dv (2)

|
| k - -
[ :_Z Ly (ql’qz)qiqj 1<i,j, k<2

Kypunumiga €samms. By epma (u,, v,, q,, q,) JapHu R° (A30HMHI HYKTacH
cudaruga Kapanmus. boumanruy mapriap, SAbHU
u,(0),v,(0), q,(t,0)=q,(t), q,(t,0)=q,(t) dyrkumszap t mapamerp (a,b)
OpaJuKJa y3rapraa R 1a CHIUIMK YM3MKHY aHUKJIAM Y.
JAuddepenuual TeHriaMmaaap CHCTEMACHHUHT eYUMU
MaBXKY/IJIUTH BAa €CHUMHHUHI OONIJIaHFUY maprjiapura
Y3JIYKCH3 OOFJITHKJINTH XaKHAaru TeopeMara acocas [4].

u, (0) =1u, (0)v, (0) }, a,(t,) = a,(t,.0), q,(t,) = a,(t,.0)}t,

HYKTQHUHT IIyHAal V aTpodu Ba myHAal ¢ > 0 COHM MaBXKyIKH, V arpodra
TETUIUIA Xap OUp HYKTaJaH YMKYBUM €UUM — & < S < & OpAJIUKIA AaHUKJIAHTaH.

Arap Ou3 6 >0 COHMHM WIyHJIAal TaHJIACaKKH, ‘t — t0‘< 5  Oynranmma

{u(t), v(t), a,(t), a,(t)}, Hykra v arpodra terumum O6yuacun. Jlemax, t — t, ‘ <5
oynranma u,(s), v,(s) ¢yHknuanap (-&, ¢) arpodaa aHMKIAHTaH. OHAN

CUPTHHHT p HYKTa arpoduaaru



) ) (t,s):ft —to|< o
r(t,s)=r(u.s), v,(s)) (t,s)eG, =

s|< &
napamMeTpiam ycyiauHu Kapainuk. Juddepennuan TeHrnamanap cucTeMacu €4uMu
OoluIaHFUyY KUMMaTIapHUHT AuQQepeHInaianyBud QYHKIUICH OYITaHIUTH yYyH

r(t,s) mubdepenumamnanysun Gynkuusaaup. byHpgan  Tamkapum [F,r ] # 0

S
Oyaraniauru yayH r = r(t,s) TEHIJama peryJisip CHpTUHUHT IapaMeTpliail yCyInHU
aQHUKJAWIUM. OHAM YHUHT SIpUM TE€OJE3UK MapaMmeTpiaml yCyJd 3KaHJIUTHHU
KYypCaTalJIuK.
Xap Oup t y4yH u, r€0JIe3UK YM3HK OYIraHIUTH YUyH

(Fq (t,s), F)=0 Ba (F,F;)=1

S''S
TEHIJIMKIAp YpUHIH. JIeKuH

= = d = = = =
(rss'r ):7(rs,'r)_(rs’rt5):
ds
d 1d . d
:7F(t,5)_*7(rs’r )ZiF =0
ds 2 dt ds

MyHOcabatnap/aH Ba F (t,0) = 0 TEHIVIMKAAH F (t,s) = 0 SKAHIUTU Kenuod yukaau. [

JHIM reo/Ie3UK YU3NKJIAPHUHT STHA OMP MyXUM
X0CCACHHHU UCOOTIANIUK. Peryjsip 6 cupT HyKTa atpoduaaru
(f,G) MapaMeTpJanl YCYJH 7 = f(u,v) TeHrJaMa épaaMuaa

Oepuiran OyJcuH. Arap 6 CHPTAA , reoJAe3uK YU3UK

Oepuiran 0yJjica, y y3ura Terdiiv eTapjiy SKUH UXTHEPU
UKKUTA HYKTAHU TYTAIITHPYBYM JHI' KUCKA YU3UK

IKAHJIMTMHHA UCOOTIIAMMHU3.

YMyMHUIIMKHU dYerapajamaciaH y TeOIe3UuK YM3MK p,(u,,V,) HyKTagaH
yrcuH ned dapas Kkunamus. p,(u,,V,) HYKTaJaH y ra IEepHEeHIUKYISIp OHpopTa o
YM3UK 4YMKapamMu3 Ba y, €plJamuga p, HyKra artpoduga SApUM TIeOAE3UK
KOOpJAMHATANAp CHCTEMAaCHHU KHpUTaMM3. JleMak, v =const YH3HKIAp TEO0JE3UK
YU3UKJIap OYIu0, ynap vy, YM3UKKA MEPIEeHIUKYISp OViaau.

By koopaunaTamap cucTeMacuga y 4YM3MK V =V, TeHIIaMa €Epaamuia
anuKnaHanu. dapas KUIaiIMK y 4YM3MKAA €TYBUM P Ba ( HyKTajuap p, HyKTaHUHT
reoIe3MK KOOpauHaTalap CUCTEMAcH KUPUTWITaH aTpoduaa €TcuH. Spum reoae3uk
KOOpJWMHATAIap CHUCTEMAacCH KHPUTWITaH p, HyKTraHuHr arpodunu V(p,) Ounan
Oenrunad, & >0 HM IIyHAAad TaHnaiMusku, V _(p,)- xoupa V(p) HHHI KHCMH

)

oyncun. lllynna p Ba q HyKTamap —=(p,) ra Teruuuy Oyica, y YM3UKHUHL Pq
2

€l y3yHJIMTUIaH KUYUK Y3YHJWKKA 3ra OViraH jy 4u3WK ajgdarra V (p) Ja €raau.



XaKuKaTaH 7 4YM3HWK V (p) Aa érMaca, YHUHT ?g( P,) AOHpa 4erapaCMHU OMPHHYH

Ba OXMPIrY MapTa KECUIIMII HyKTaJapuHU r Ba s Ouiad Oenrwnaiimus. lynna

| poP [+ ] pr[>e&,lpoal+las|>e
MyHOca0atiap/iaH

) V] V] V]

| PP l+1Prl+]p,r+las|>2s
TEHI'CU3JIUK KenuO unkaau. JIeKUH UKKHHYM TOMOHJIaH

v )

[pri+lasI<|p,pl+lpal<e
KapaMma-KapIIwinK Mapxya. Jlemak 7 4YM3WK V (p) Ja €ragd. YHUHT Y3yHJIUTUHH

q q U
0(7)= j\/u’z +Gv'idt > fluldt = uly —uly =|pq |
p p

)

HU XOCWJI KujaMu3. [leMak, Oy Kapama-KapIIWiuKAaH y HUHT pg €WM SHT KUCKa Ei

xXHucoOJacax,

AKAHJIUTH KETUO YMKAIH.
Mumucoiutap.
1. Xap KaHjai cUpTIa YM3HUKJIU MapaMeTpiail yCyiau OuiaH OepriiraH TYFpHU YM3UK

reo/ie3uk 4mM3uKaup. by xomma p(t) = at+ s 0Oyiam0, Oy epaa a, S y3rapmac
BekTopaapaup. LIIyHuHr yuyH p"(t) = 0 TEHIVIMK YpUHIU OYIaau.

2. Perymap O cupr cudaruga omkopMac KypuHUIAA Oepwiral JOMpPaBHid
UMIUHAPHA onainuk. KoopauHaranmap cucremacu KyJjail TaHJIaHTaHJa TEHIJIaMa

2

x* +y? =R’ KypuHuuaa 6ymnaau. by munmaapaa
[Xx = Rcos( at + BB)

y = Rsin( at+ )
Lz =at + f

TeHrJ1amMa OujiaH Oepuiirad YM3HK T'eo/Ie3uK Yn3uK OVnanu. by epna
5(t) = - a®Rcos (at + f),—a Rsin( at+ §),0}
0ymu6, gradF (x,y,z) =1{2x,2y,0} BeKTOpra KOJUIHHEAPIHD.
F(x,y,z)=x"+y-R* QYHKUMAHUHT TpajumeHTH F(X,y,z)=0 cupIra
OpTOTOHAJ  OYyJiraHauru ydyyH p"(t) BEKTOp XaM ypUHMa TEKHUCIUKKa

NepHeHANKYIap OYnmaau. Arap « =0 Oynca Oy UMUK UWIMHAPHUHT SICOBYUCH
Oynanu, a-o0 Oyica ailnaHa Xocus Oyianu. YMyMuid Xosijga 3ca BUHT UYWU3HFUTA
allaHaan.

o 2 2 2 2 [V}
3. Ukku youammm S° cepa X + Yy~ + 2 =R’ Tenrnama Guian Oepuirad Gyica,
UKKHTA y3apo OpTOTOHAI €.,¢€, OUpIIUK BEKTOpJIap Y4YH
p (t) = R cos te; + Rsin te, TEHIJIaMa  TI€O0JIC3MK  YM3HMKHM  aHUKJIAW]IH.

XakukataH | p(t)|= R 6yu0,



p"(t)=—Rcos té, — Rsin té, = — p(t)
0ymub, p(t) pamuyc BeKTOp, AeMak p(t) BeKTop xaM cdepa ypuHMA TEKHUCIUTUTa
NepneHuKyaap Oynaau. by 4YM3MKHM XOCMI KWIMII YYyH €,€, BEKTOpiapra
napajuiesl Ba KOOpJAWHATa OOMIMAaH YTyBUM TEKHCIUK OuiaH cepaHd Kecammus.
Hemak, Oy um3uk cdepamard karra aijnaHanapaan Oupunup. Xap Oup HykTaaa
UXTUEpUA WyHanmuIm Oyiinya OWTTa KaTTa aijaHa YTraHauTH Y4yH cdepama Xap
KaHJall Teo/Ie3UK YM3HK KaTTa ailylaHa KU KaTTa aiiaHa éiuaan nbopaTaup.
4. EBxiupa  daszonapuma TYFpU YW3HMKIAp Ba (dakaT TYFPH UYH3UKIAD TEOIE3UK
YU3HUKIap OYIaam.

I'aycc-bonne Teopemacu
by mnaparpadma cuptna Oepunran €nuk 4YM3uK OViiiad Oupopra ypuHMaA
BEKTOpPHH Tapayiesl KydupuO OONIIaHFUY HyKTara KaWTraHUMU3[a, BEKTOPHUHT
OOILIUTAaHFUY Ba OXHMPrU XOJIaTiIapu opacujard Oypyak OWJIaH CUPTHHHI TYIIUK
ATPUITUTH Opacuaard MyHocabaTHU TOITMOKYMMHU3.
®apa3 KUIamk, peryiasip O CHupT
r=r(u,v), (u,v) e G
TeHI1ama épJaMujia napaMmerpiaanran oyicun. dazona

T L
r, r,n=———

u v -

|[r,.r, 11
BEKTOpJIap EpaMuza OpPUCHTALMsHU aHUKIA0, CHpTHAa I, BEKTOpAaH I, BEKTOpra
OypuUIIMIITHUA MycOaT Oypuiuil e XucooaanMus.

Yuizma-15

Cuptaa derapacu OMp HEUYTA 7,7 5 e .7, CHIUIMK YH3UKJIapIaH HOopaT
Oynran Oup OOFMAHUIIUIM A cOXa Kapad, YyHUHT 4erapacuHu A OWIaH OeNTHIIaiINK.
by coxanunr uyerapacuupa oupopra p(u,,v,) HyKIa Ba OWTTa CHPTIa YpUHMA d,

BekTOp Oepwiran OyicuH. MycOar ifyHanum Oyiinya «, BEKTOpHU A 4M3uK OYiinad



napaniaen Kyuupub6 sHa p(u,,v,) Tra KaWTCcaK. a4, HHM Hapaaie] Ky4dpuIl

0
HaTHXKacuaa b, BEKTOPHU XOCWJ Kunamu3. By BekTopmap opacunparu Oypyak A ¢
Ounan O6enrunad yHu xupcobunamra kupuiamu3. byHunr yuyn O cuptaa Oupiuk ¢
ypHHMa BEKTOP MalIOHHM Kapaimmu3 Ba C, = C(uy,Vv,) Oenrunam Kuputub, ¢,
OunaH a, Ba C, BeKTOpiap opacujaaru Oypuakau OenrunaiiMus. CoXaHUHT 4erapacu
A YM3WKHUHT Xap OWp HYKTacwWaa ¢ Ba ¢ BEKTOpJAp opacuaard Oyp4yakHH o OuiaH
Oenrunacak, ¢ (u,,v,) = ¢, 0yIaan. DHAM napajien KY4YMpUII HATHKACKIA XOCHIT

Oyiaran », BekTOp OuimaH ¢, opacugarn OypUakHH o, 1e6 Oenrunacax,

0 0
¢, = ¢, + A TEHINIMKHHM XOCHJ KWJIAMH3. XyHKH, O3 MycOaT HyHanum Oyhinda

XapakaT KWITaHUMH3 y9yH Oypdak opTud Oopaiu.
yHUHT YYyH Ag = ¢, -9, OYIHMO, y COXaHUHI dYerapacMHU OHp MapTa
aimaan® yuKHIIaa Xocuia Oyiran Oyp4yak opTTUpMacura TeHr 0yauo, yHu

Ap = jf) do (1)
KypHHHIIAA €32 odamu3. XucoOd KUTOO Kynainuru ydyH |a, |=1 ne6 xucobnacax,
A HUHT XaMMa HyKTajapuzaa | a |=1 0ymamu. DHau o OypyakHHHT AUQQEepeHIHaIn
dp HH XHcoOJaIml y4yH (a,C) = C0S ¢ TEHIIHMKIaH (oiigananaMu3. by TeHIIIMKHA
muddepennnaniad
(da,c) + (a,dc) = —sin @dg
TEHIJIMKHU XOCWJ KWJIaMH3. YPUHMA o BEKTOp A YM3UK OYiinad, «, BEKTOPHU

napasuiesl KY4UpHIll HATUXKACKUIa XOCUJI OYJIraHJIUTu Y4yH dd BEKTOPHUHT ypUHMA
TEKUCJIMKKA IPOEKIMICH HOJb BEKTOpra TeHr Oyiamu, nemak, (da,c)=0 Ba

—sin pdg = (a,dc) TEHIIIUK XOCHII OVIIaau.

bypuak muddepenunanu de¢ HU XucoOmamga sHa OMp HapcaHU XucoOra
OJIMIIIMU3 3apyp. Arap a, BEKTOPHH OOIIKa OWPIMK ¢, BEKTOp OWIaH
anMamTHpuo, o, OunaH a,, g, BEKTOpIAp opacHaard OypuakHH OeNruiacak, yHIa
yIapHd A 9M3MK OYiiiad mapajuiesl KYydupuIl HaTHKachaa XOCHa OyiaradH a, g
BEKTOpJIap opacujaru Oypuak XaM «, ra TeHr Oymamu. Illlynmnr yuyn, arap
Ounan C,J BeKTOpJap opacuiparu Oyp4yakHu Oenrmnacak, v = ¢ + o, Oymamu Ba
nemak dy = d @ TEHTJIUK YPUHIUIND.

OHOUW CUPTHUHT Xap Oup HyKTacujga C ra TepHeHAuKylsap OynraH p
BEKTOPHU IIyHAAN TaHIaWMU3KH, Xap Oup Hykrana {C, p, N} BEKTOpJap OWJIACH YHT

CHUCTEMAaHU XOCHUJI KWJICHH.
Mucon yuyH, OyHJali BEKTOpHM XaMMa HyKTajapja C BEKTOPHHM ypHUHMA

0
TeKucaukaa + 90 ra Oypub xocun Kuiauil MyMkuH. CoxXa derapacura TETUIILIU ¢

HYKTaHH 0in0, Oy HyKTajaru p BEKTOPHH M, HyKTara mapajmien Kyupub p,

Owitan OenruiaiMu3. DHIU Napaien KYYUpUIUIIM JIO3UM OYJraH « , BEKTOP YpHUTA

i



Py BEKTOPHM A YH3HK Oyinald mapasuien KyyupaMmu3 Ba HaTH)KaJla A HHUHT XaMMa

HyKTanapujaa OepuiaraH BEKTOpHU P, Ownan Oenrwnaiimus. Arap y Oyp4ak C Ba
P opacuparu Oypyak Oyica, q HyKraga P BEKTOp [ BEKTOp OMJIaH yCTMa-yCT
T
TYIITaHJIUT Y Y4yH Oy HyKTaga y . = — Oynaau Ba aemax
2
d @ = = _>| dc
v, (p.dc) 2)

TEHIJIMK YPUHIU OYIaau.
buz q HykTaHu UXTUEPUIN TaHJIATaHUMU3 YYyH Oy UIIHM XaMma ¢ Jiap y4yH

Takpop:;ad, (2) TSHIIMKHA XOCHJI KWJIaMH3. DHIIU dp HUHT UXTHEPUH q HYKTaJard

KUHMATHHY XUCOOMaml y4yH d¢ = dy , TCHIIHMKAAH (oiitataHaMu3 Ba HATIDKAzA

de(q)=dwy,(q)=—-(p,dc) 3)
dbopmyitanu xocua Kuiamus. by dbopmynna Ou3 yayH MyXUM axamusTra sra, YyHKH
(p,dC) ckamsip KymalTMaHu XucoOaal oamus.

OHau 6u3 (p,dC) ckasgp KymaWTMaHu XucoOuamra Kupuiiamu3. ByHUHT

yaiyH dc =c,du +c,dv TeHrmukem Ba (3) HE Xxucobra omu6 (1) Hm

Ap = —f{(ﬁ c,)du + (p,c,)dv | KypuHHIIIA E3aMH3.

bus

Q oP
Pd dy ) = — |dxd
f( X +Qdy ) = ”[é’x ayny

dbopmynanan @oﬁnanaHH6

] o
Ap = H Lg(p c, )_ﬁ_(P C, )J}dudv = —H {(cv, p,) - (C,, pv)}dudv

TEHIVIMKHA XOCHJI Kwiamu3. DHmu [r,,r,] = |[ru, r,11 Ba [n,,n,1=KI[r,,T,]
TeHITMKIapaas [n,,n, 1= K [[r,,r, ]| n TeHrIuKHU Xocua Kuinamu3s. by epma K
cuptaunr l'aycc orpunmrugup. by tenmrnukpman (¢, p,) - (C,, P,) wudomanu
xucobnama poigananamus. byHuHr yuyH

~ 1= 2~ 3= ~ 2 ~ 3~

c,=¢c¢c+¢, p+Ccn, ¢c,=Cc,Cc+C,p+C,N

By = PyC+ Py P+ Py, B, = PC+ P, P+ P,
udonanapaan doinananamus. JIGKUH ¢ Ba p OUPIMK BEKTOpJIAp OYITaHHU YIyH
(c.¢,)=(c,c,)=0,(p,p,)=(P,P,)=0

o 1 1 1 2 o
TEHITIMKIAp ypuHiy. Jlemak, ¢, = ¢, = p; = p, = 0 Oynaau. Xymnnac

.2 3. -
C,=C p+cn C

2 K
u C,p+Cyhn

V:

_ 1. 3. o 1. 3
P, = P;C+ p,n, P, = p,C + p,N
TEHIJIMKJIApHHA Xucobra onnb



o — . 3
(Cv'pu)_(cu’pv)=C2p2_C1p2
TCHIJIMKHU XOCHUJI KNJIaMU3. 9HIH/I

EnnIMalIapiaH
— 1 2,0, = 2 1> — 1
[n,,n,]=N,N,[c,p]+ N N,[p,c]=N,N,n-N_ N,n=
1 2 2 1\
:(NlNz—NlNz)n

TEHTJIMKHY é3MI1 MyMKUH. JIekud n = [c, p] Ba
nu = [Cu’ p]+[C’ pu] nv = [Cv’ p]+[C’ pv]
— — 3 3 3 3\
TEHIJIMKHM ~ xucobra omm6 [n,.n, 1=(c, p, —c,p,)n  myHOcabaTHH XOCHII
Kus1aMu3. Jlemak,

2 3 3 3\ g - g
(¢, p, —c,p,)n =K |[[r,r][n
TCHTJIMK Ba HATIXKaJa 3ca

cfpg’—cfpszK'\/EG —F2

TEHIIMK YypuHiau 0ynaau. llynna

Ap = [[ KNVEG — F’dudv  (4)

dhopMysIaHu XOCUJT KWJIAMU3.

Ouau roxkopugaru (4) dopmynamnan dorigananud ['aycc-bonHe TeopemacwHm
UCOOTIANMUK. ByHHHT ydyH A COXaHH 4erapaJioBUd A YM3HK OWp HEYTa CHUIUTUK
YU3UKJIapAaH U0opaT dKaHIUTUHMA dciatud yramui. Jlemak, Oy YM3HMKHUHT ypUHMA
BEKTOPH . AaHMKJIAHTaH OYnuO, A HHM aillaHMO YMKUII JaBOMHUIA Y CHJUIHK
YU3UKJIAPHUHT TyTalll HyKTajnapuaa GyHKIMs cudaTuaa y3WIHIITra ra 0yiaaau, sbHU
VHUHT HyHanmumu cakpad y3rapaau. CoXxaHWHT yerapacu A 4u3WK OYilnad mapasien
KYYupHIaéTral z BEKTOp OWJiaH  BEKTOP opacujaard OypyakHd y OWJiaH, ¢ BEKTOP
Ba 2 BEKTOp opacujaard OypyakHU IOKOpUIAruaeK ¢ OuiaH Oenrwiacak, ¢ Ba r
BEKTOpJIap opacuaard Oyp4yak x Y9yH u = ¢ + w TEHIJUK YpuHau Oynaau. buz A
YU3UKHU OMp MapTa aillaHu0 YMKCaK,

7o =7 (Uy,Vp) Cq =C(Uy,Vy)
BEKTOpJIap siHa ¥3 BasusTura Kaitamu. Jlemak, x4 OypuakHuHr oprrupMmacu 2[1K ra
TEeHr OynuiM Kepak. Acinuaa 3ca Oy opTTHpMa 27 Ta TEHTOUp. XyHKH A coxa
Jovpara Ba 4erapacu dca aiijlaHara romeoMopaup.

Hemak, Au = 27 €ku Ao + Ay = 2z . [lapamien kKyunpunaérral « BEKTOP
Ba YM3MKHUHI YPUHMA BEKTOPH 7 OpacHIard Oyp4yak OpTTUPMAcH yuyH

n
Ay = fd v+ > Ay,
i=1
Ypunan Oynaau.



By epna Ay, i- 4YM TyTallull HyKTacHAaru Oypyak OpTTHPMAaCHIUp. DHIH

d y HU Xucobnam yuyH dy = —(6, d7) TeHriumkgaH Qoiimamanamus. by epaa b

- 0
T +
BCKTOp cCH@aTHuIa HHU CHPTHHHI HMHMa TCKHUCIIMI'MIa 90 "ra Oypu0O XOCHII

dr _
KWJIMHTAH BEKTOPHU KaOysl KWiIaM#u3. JHOU —— = km TEHIJIMKHUA XpcoOra ojuo
ds
dy - L -
——=k(b,m) dopMmynaHu xocwa KujlamMu3. by epaa mM UYMBUKHUHT OOII
ds
o o . df
HopMasaup. Ilynpga (»,m) cKamgp KymautMa m = —— BEKTOPHUHI ypUHMA
ds
TCKHCIUKIArH —MPOCKUMACH OKAHIMIHJAH BAa UMSHKHHHT OSTPMIMTH |~ Ta
N
dy
TEHITIMIUIaH —— = Kk ; TEHITIMKHU XOCHJ KHIaMu3.
ds

By epaa k ; -4M3MKHUHT T€0JE3HK STPUINTHAND. JHAM OyIapHU XucoOra 0nud

Ap + Ay = 27 TEHIJIMKHU

[[ KVEG - Fdudv + 3 fKyds +Y Ay, =27 (5)
A i:17i i=1
KypuHHuInaa é3amu3. Xocua 0yiaran popmysa I'aycc-bonne
TeopeMacu Jed aTajaau. JHAU

ﬂ VEG - F *dudv
A

MHTETpa’a A COXaHUHT F03aCUTa TEHT SKaHJIUTUHU KypCcaTaMu3.

DyHHMHT y4yH aBBajo COXa I03aCH TyUIYHYacHMHM kuputamui. Cuprtoarm A
COXaHM KHYKHMHA coxadajapra axpartud, xap OWp KMUKMHA COXauyaHWHT dYerapacu
¢nuk 4yn3uK OYyimmO, Oy €NMMK 4YM3MK YeKJIM COHAAru CHIUIMK YM3UKIapaaH ubopar
OynmumuHM Tanad Kunamu3. by KMuknHa coxavanapHu a OujaH Oenruiaiivk. DHAU

xap Oup a coxaman Outragan P HykTa om0, U1y HYKTaJaH CUPTTa ypHUHMaA
a
TEKUCIUK yTKa3amMu3. KuukuHa a coxaudanap IIyHYaIMK KHYUK OYJIMIIM KEPAKKH, a
COXaHM P  HyKTaJaH yTaJuraH ypuUHMa TEKUCIMKKAa NpOoeKUusiaml y3apo Oup
a

KUIUMATIM MOCIMK OYyIuIuM Kepak. YpUHMa TEKHCIUKAArd a  COXaHUHT
NPOCKIMACHHHY a, OWJIaH yHHHT I03aCUHH S (a,) OniaH Oenrnnainmus.

> S(a,) ubomaHWHI coXanap COHM YEKCHM3JIMKKA MHTUITAHIArd JUMUTUHH

a
A COXaHUHT 1o3acu 1e0 araiimMm3 Ba S (A) Owinan OenrwnaiimMus. DHau S (A) HH

XycoOJamra KupuiamMus3. byHuHr ydyH xap Oup a ydyH S (a,)HH XHUCOOIalMus.



Arap P HyKTaHu KoopauHata Oomu cudatuaa Kabyn KuwinO, Z YKUHU 11y
a

HYKTaJaru HopMmas Oyinda WyHaNTHpcak, XY TEKUCIUTH P HyKTajaru ypuHma
a

[ X

TEKUCJIMK OMJIaH yCTMa-ycT Tylaau. by koopauHaTtanap cucremacuia |
Ly = y(u,v)

TEHIJIMKJIAp a, coxaua OMJIaH G coxajaru 6upopra &, coxada ypracuaa y3apo Oup

x(u,v)

KUHAMATJIM MOCJIMK YpHaTaau. Arap
r(u,v) = {x(u,v), y(u,v), z(u,v)}
oynca,
z,(Uy,vy)=0,z,(u,,vy) =0

TCHINMKJIAp Ypunim Oynamu. By epma u,,v, cuprga P HyKTaHUMHI HYKH
a

0
KoopauHatanapumup. bynnan ramkapw, [r,,r,] = 0 Ba

- ( Xy Xv1
[r,(uy,vgy)r,(ugy,vy)l =40,0, L
L e )

TCHIJIMKJIapaaH

X, (Ug,Vvy) X, (Ug,vy)
= 0

y,(Ug.vy) Yy, (Ug,vy)
MyHOca0aT kenuO 4YuKaau. bupuHUM TapTHONIM XYCyCUM XOCWIIalap Y3JIyKCHU3
OynraHu y4yH
X, (Ug,vg) X, (ug,vy)
Yu(Ug,ve) Y, (Ug,vy)
JEeTEpMHUHAHT p, (U,,V,) HyKTara eTapju sKMH HyKTajapJa XaM HOJJaH (papKiIu
Oynamgu. @apa3 Kumallmk o, >0 COH Y4yH |u—-U <o ,|v-vV <o,

TEHICU3NIMKIIAp OakapuiraHjia OKOPHUAArd JETEPMHUHAHT HojjaH (dapkiu Oyiuo,
CUPTHUHT

-
>
I

x(u,v)

P —
<
Il

y(u,v) (u,v)e{(u,v)ju-uyl<o,|v-v,|<o}

[ z=12(u,v)
TeHTJIaManap OujiaH aHUKJIaHTaH KUCMH a CoxaHH y3 nuura ojicut. Lllynaa
[x = x(u,v), x(u,,v,) =0

iy y(u,v),x(u,,vy) =0
TEHIJIaMaJlap CHUCTEMAacHJiaH oOmKopMac (YHKIHMS XaKuJard TeopeMara acocaH
muddepeHnaIanyBud u = u(x, y),v = v(x,y) GyHKOMsUIap Mapxyn Oymamgu. [llynaa
a COXaHM YpPUHMA TEKHCIIMKKAa TMPOCKIUSIANT (x,y,z) —> (x,y) (OpMyIa OpKaJn



udoganaHraHy YIyH u = u(x,y),v = v(x,y) QYHKIUAIAp a, COXayaHW G COXaJard a,
coxauara romeoMopd akcmanrtupaau. Jlemak, a, coxada I03aCMHU XUcOOmaml y4yH

Kappand uHTerpangaH ¢oihgananubd S(a,) = f j dxdy KypuHmmga €3cak, YHU

ay

X = x(u,v), y = y(u,v) amMaluTUpUIIJAH KEHHUH

X y
S(a,) = H abs | " dudv
a, Xv yv

KYpHUHHUIIIA €32 OJaMHU3.
by epna

X y

abs | ’
X \ y Vv

X y
u u o
Ontan ACTCPMUHAHTHUHT a0COJIIOT KHMHMAaTHu OeJIrniIaHTaH. 3HI[I/I P

X Vv y Vv a
HYKTaJa

X

oL y
|[F,,F,1|=abs | !

XV yV

. T, ]| QYHKUMSHMHT y3IyKCU3JIMTUAAH Xap Oup

—

TEHIVIMK VpUHIIA OyiraHu Ba |[r
(u,v) € a, HyKTa y4yH

Xu yu - -
abs =[[r,,r,11+e&,(u,v)

XV yV
TEHITIMKHK €3a onamu3. by epma &, (u,v) eTapiu KMYMK MHKIOp Oymm0, a

KHYMKJIAMTaHAa Y HOJITa MHTHIIA]IH.
FOkopunarmnapau xucob6ra oo

Ys@)=Y | (IF, . F 11 +e, (U, v))dudy = (I IIr,. 1,11 dudv +3 [[ . (u, v)dudv

TEHIJIMKHU XOCWJ Kuiiamu3. by epaa 4 Owian G coxajgaru A coxara Moc KeJlyBuu
coxa OelruiaHrat.
[ynaai kumuo,

> S(a,) = ﬂ |[r,.r,]ldudv +> ” &, (u,v)dudv (6)
a A 3

a a,
TEHTJIMKHA XOCHJI KWIJWMK. By TeHInmMKIa a coxadajgapHd eTapiid KUYHMK KA
xucobura oupopta ¢ >0 yuyH ¢, (u,v) < ¢

TCHICU3JIMKHUHI 63)KapI/IJ'H/IIHI/IHI/I TabMHUHJIANMMU3. HaTI/DKaI[a

S ([ £alu,v)dudv < &Y S(E,) = S (A)

a a, a



TEHI'CH3JIMKHK XOCHJ Kujaamu3. Ouau (6) TeHriumkma A —coxadajiap COHHHH
YEKCU3JIMKKAa UHTHWITUPUO TUMHUTTA YTCAK

im 3 S(&,) = [[I1r,.7,]] dudv
a A

TCHI'JIMKHHU XOCHUJI KHJIaMM3. I[CMEIK,
S(A) = [[I[F, 7,1 ] dudv
A

dbopmynaHu XoCHI KWIIHUK. by epaa

I[r,.r, 1= VEG - F?
S(A) = [[ VEG - F * dudv
A

dbopmynaHu XOCHI KUIaMu3. DHIIN

ds = VEG — F *dudv

Oenrunai kupurcak ['aycc-bonne Teopemacunu

TEeHIHKIAH doiimanancak

n n
[[ Kds + 3 §K ds +3 Ay, =27
A =1y, i=1

KypuHuiaa €3u6 omum MyMkuH. DHau [aycc-bonHe TeopemacuHu A coxa yuTa
y .y .y TEOJe3UK YM3MKJIap OWIaH YerapajaHraH XOJHU Kypainuk. ['eone3uk
1727 3

YM3UKTIAp YIyH K, = 0 Oynrannurugan [aycc-borHe Teopemacura kypa

3
A i=1
KYpUHHUILITA Kelaau. by Xonga A coxa reojie3uk ydOypyak OYiauO, YHUHT WYKHU
Oypuaknapu « Jap ydyH « =z - Ay ypuHau Oynmamu. LIyauHr ydyn roKopuaaru
dbopmymna

a1+a2+a3:7r+”de
i

KypuHuinra kenaau. by epaa K = 0 Oyica (Mucon yuyH O CHPT TEKHCIUK Oyica)

a +a +a =z TCHINIMKHHU XOCHJI KWJIAMM3.

Yuszma-16






