O’ZBEKISTON RESPUBLIKASI
OLIY VA O’RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI
FARG’ONA DAVLAT UNIVERSITETI
FIZIKA - MATEMATIKA FAKULTETI

Matematika yo’nalishi
kunduzgi bo’lim
08. 402- guruh bitiruvchisi
Hasanova Muslima Mirzobaxromovnaning

“XOSMAS INTEGRALLARNING GEOMETRIYA VA
FIZIKAGA TATBIQLARI ”

mavzusidagi

BITIRUV
MALAKAVIY ISHI

IImiy raxbar:

Differensial tenglamalar
kafedrasining katta
o’qituvchisi:

M.Axunboyev

Farg’ona — 2012




Bitiruv malakaviy ish kafedraning 20 yil dagi

Yig’ilishida muxokama qilingan va ximoyaga tavsiya etilgan.

Kafedra mudiri

Tagrizchilar: 1
2



REJA:

KIRISH
I-BOB. XOSMAS INTEGRALLAR.

1.1.§Birinchi jins xosmas integrallar.

1.2. §Birinchi jins xosmas integrallar uchun yaginlashish belgilari.
1.3. §1kkinchi jins xosmas integrallar.

1.4. §1kkinchi jins xosmas integrallarni hisoblash.

1.5. §Absalyut va shartli yaginlashuvchi xosmas integrallar.

11I-BOB XOSMAS INTEGRALLARNING BA’ZI TATBIQLARI.

2.1-§. Beta funksiya va uning xossalari.

2.2-§. Gamma funksiya va uning xossalsri.

2.3-§. Betta va Gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish

2.4-§. Puasson integrali, Frenel integrali.

2.5-§. Chizigli chegarada buziladigan parabolik tipdagi chizigli tenglama uchun

birinchi chegaraviy masala.

XULOSA
Foydalangan adabiyotlar



KIRISH
O‘zbekiston Resublikasi Prezidenti [.A.Karimov Oliy Majlisining XIV
sessiyasida so’zlagan nutgida kadrlar tayyorlashning ahamiyatiga izoh berib

shunday degan edi:

«Biz oldimizga qanday vazifa qo’ymaylik, ganday muammoni yechish
zaruriyati tug’ilmasin, oxir oqibat, baribir kadrlarga borib qadalaveradi.
Mubolag’asiz aytish mumkinki, bizning kelajagimiz, mamlakatimiz kelajagi,
o’rnimizga kim kelishiga yoki boshgacharoq qilib aytganda, ganday kadrlar
tayyorlashimizga bog’liq.

...Mamlakatimiz kelajagi uchun Oliy Majlisning IX sessiyasida qabul
qilingan «Kadrlar tayyorlash bo’yicha milliy dasturi»ning amalga oshirilishi juda

ham muhim ahamiyatga ega.

...Yuqgori malakali kadrlar tayyorlash va qayta tayyorlashga alohida e’tibor
berish lozim. Kadrlar tayyorlashning sifati, erkin fikrlovchi shaxs - fugaroni kamol
toptirishiga, ertaga sinf xonalar va auditoriyalarda kimlar dars va saboq berishiga

bog’liq.

Darhagiqgat, barkamol inson shaxsining shakllanishi bevosita uzluksiz ta’lim
jarayonida amalga oshadi. Shunday ekan, har jabhada muvaffagiyatga erishish,
jumladan yugori malakali kadrlar tayyorlashda milliy dasturni o‘rni va ahamiyati
begiyosdir.

Kadrlar tayyorlash milliy dasturida Oliy ta’limning asosiy magsadi bozor
iqtisodiyoti sharoitida mustaqil ishlashga qgodir, raqobatbardosh, yuqori malakali
mutaxassislar tayyorlashdan iborat. Bu magsadga erishish uchun, shuningdek
Resublikamiz Prezidenti aytgani kabi «mamlakatimizning boy ilmiy - texnikaviy
salohiyatidan keng foydalangan holda, yuksak texnologiya va fan yutuglariga
asoslangan ishlab chigarish sohalari - avtomobilsozlik, samolyotsozlik,

mikrobiologiya, elektrotexnika va elektronika sanoatlarini, telekommunikatsiya va



zamonaviy axborot texnologiya vositalarini tez sur’atlarda rivojlantirish» uchun
saboq olayotgan har bir shaxs 0°zi o‘rgangan ta’lim mazmunini chuqur anglashi,
gayerda va ganday tatbig qgilishni bilishi, hayotda esa o‘zi amaliyotga tatbiq gila

olishi kerak.

O‘zbekiston Respublikasi Prezidenti |.Karimovning «Jahon moliyaviy -
igtisodiy ingirozi, O‘zbekiston sharoitida uni bartaraf etishning yo‘llari va
choralari» nomli asarida jahon moliyaviy - iqtisodiy ingirozining kelib chigish
sabablari, ogibatlari va uning Oc‘zbekiston iqtisodiyotiga ta’sirini kamaytirish
yo‘llari chuqur wva atroflicha taxlil qilingan. Ingirozning mamlakatimiz
iqtisodiyotiga ta’sirini yumshatishga qaratilgan, ingirozga garshi choralar dasturini

ishlab chiqishga yo‘naltirilgan amaliy tavsiyalar berilgan.

Ma’lumki, yirik rivojlangan mamlakatlarda uzoq yillardan buyon muttasil
davlat byudjeti tagchilligi kuzatilgani va ularning salbiy tashqi savdo balansiga ega
ekanligi, davlat tashqgi garzining migdori yalpi ichki mahsulotga nisbatan yugori
bo‘layotgani, rivojlangan mamlakatlarda gayta moliyalash stavkasining past
darajada ushlab turilishi ogibatida jahon kapital bozorida arzon kreditlarning
vujudga kelishi, ipoteka kreditlari berish talablarining asossiz bo‘shashtirib
yuborilganligi, moliyaviy institutlarning o‘z mablag’lari va qarz majburiyatlari
o‘rtasidagi nisbatning keskin buzulishi, jahon iqtisodiyotida real va moliyaviy
sektor o‘rtasidagi nisbatning keskin o‘zgarishi jahon moliyaviy - iqgtisodiy ingirozi
kelib chiqishiga sabab bo‘ladi.

Shuni mamnuniyat bilan ta’kidlash joizki, 2008-yilning dekabr oyida
mamlakatimizga tashrif buyurgan Xalgaro valyuta jamg’armasining missiyasi
tomonidan ko’plab davlatlarda ro‘y berayotgan moliyaviy - iqtisodiy ingiroz va
rivojlangan davlatlar igtisodiy saloxiyati pasayishi kuzatilayotgan bir paytda,
2008- yilda O‘zbekiston igtisodiyoti bargarorligi saglab qolinganligi, ya’ni ichki
maxsulotning real o‘sishi 9 foizni tashkil etganligi, mamlakatda tashqi savdo



balansi va byudjetning sezilarli profitsiti, valyuta zahiralarining o’sayotganligi va
pul krediti siyosati bargarorligi saglanayotganligi e’tirof etiladi.

Jahon moliyaviy - igtisodiy ingirozi Prezidentimiz |.Karimov tomonidan
ishlab chigilgan mashhur besh tamoyilga asoslangan ijtimoiy yo‘naltirilgan erkin
bozor igtisodiyotiga o‘tish modeli nagadar to’g’ri va puxta ekanligi yana bir bor
isbotlandi.

Avvalambor iqtisodiyotning mafkuradan xoli bo‘lishi, iqgtisodiyotning
siyosatdan ustunligida o‘z ifodasini topgan iqtisodiy siyosat, davlatning bosh
islohotchi vazifasini oz zimmasiga olish, gonun ustuvorligini ta’minlash, kuchli
ijtimoiy siyosat olib borish, islohotlarni bosgichma - bosgich va vazminlik bilan
amalga oshirish kabi tamoyillar dunyoda avj olib borayotgan moliyaviy - igtisodiy
ingiroz sharoitida o‘zini namoyon etadi.

Prezidentimiz ta’kidlaganidek, tobora chuqurlashib borayotgan moliyaviy -
igtisodiy inqiroz mamlakatimizga ta’sir ko‘rsatmaydi, bizni chetlab o‘tadi, deb
garash mumkin emas. Global iqgtisodiy makonning uzviy bir gismi sifatida
O’zbekiston ham jahon iqtisodiy ingirozining salbiy ogibatlarini his etmoqda.
Xususan, jahon xom ashyo bozorlarida talablarning susayishi tufayli O’zbekiston
eksport giladigan gimmatbaxo va rangli metallar, paxta, uran, neft mahsulotlari,
mineral o’g’itlarning narxi tushib bormogda. Asosiy savdo hamkorlarimizning
harid, to‘lov qobiliyatining pasayishi eksport tushumining kamayishiga olib
kelmoqda.

Mamlakatimiz universitetlari va oliy texnika 0’quv yurtlarining deyarli
barcha fakultetlarida matematik analiz yoki oliy matematika fani talabalarga
o’tiladi. Bu fanlarning asosiy tushunchalaridan biri integral tushunchasidir. Bu
tushuncha tatbig nuqtai nazardan ham muhim ahamiyatga ega. Aniqg integral
ta’rifiga asosan funksiya chekli sohada chegaralangan bo’lishi kerak. Agar bu
shartlardan biri bajarilmasa aniq integral ta’rifi o’rinli bo’lmaydi. Bunday hollarda

xosmas integral tushunchasiga kelamiz. Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar



mavjud bo’lib, ulardan birida integrallash sohasi cheksiz, ikkinchisida esa integral
ostidagi funksiya biron nuqtada chegaralanmagan bo’ladi.

Ushbu bitiruv malakaviy ish «Xosmas integrallar » va «Xosmas
integrallarning ba’zi tatbiglari» deb nomlangan ikkita bobdan iborat. Birinchi
bobda birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning yaginlashish belgilari
o’rganilgan. Ikkinchi bobda bu integrallarning tatbiqi sifatida gamma funksiya va
betta funksiya, ular orasidagi bog’lanish, Frenel va Puasson integrallari,
chegaralanmagan sohada chizigli parabolik tipdagi buziladigan ikkinchi tartibli
tenglama uchun birinchi chegaraviy masala qaralgan. Berilgan funksiyalarni
xosmas integrallar bilan ifodalash o’rinli bo’lishi ko’rsatilgan. Bunda Bessel
funksiyasi xossalaridan foydalanilgan. Berilgan funksiyalarga qo’yilgan ba’zi
shartlarda masala yechimining mavjudligi isbotlangan. Puasson integrali ehtimollar
nazariyasida, Frenel integrallari fizikaning optika bo’limida tatbiq etiladi.

Bakalavrlar va fan o’qituvchilari o’zlarining ish faoliyatlarida ushbu bitiruv

malakaviy ishidan foydalanishlari mumkin.



I-BOB XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integralning ta’rifida integralning chegaralari chekli, integral ostidagi
funksiya esa [a,b] kesmada chegaralangan bo’lishi talab etiladi. Agar bu
shartlardan birontasi bajarilmasa ta’rif ma’nosini yo’qotadi. Bunday hollarda
aniq integral ta’rifini umumlashtirish mumkin, natijada xosmas integrallar
tushunchasiga kelamiz.

1.1-§. Birinchi jins xosmas integrallar.

Ta’rif:

Aytaylik f(x) funksiya [a,) oraliqda berilgan bo’lib, [ f(x)ax integral mavjud

bo’sin, bunda A>0. U vaqtda, agar ushbu chekli limit mavjud bo’lsa, ya’ni

A

Iimf f(x)dx=J3, (1)

A+ 4

bunda J-chekli son, u holda buni birinchi jins xosmas integral yoki f(x)

funksiyaning [a,0) oraligda xosmas integrali deyiladi va

+o0

J = J'f(x)dx ()

simvol bilan belgilanadi. Bu holda (2) xosmas integral mavjud yoki yaqginlashadi
deyiladi. Agar (1) limit mavjud bo’lmasa yoki limit cheksizga teng bo’lsa, u
holda (2) xosmas integral uzoglashuvchi yoki mavjud emas deb ataladi. Xuddi

shuningdek quyidagi integrallar garaladi:

J' f(x)dx = lim J' f (x)dx (3)

Ao —o p

— 0

+00 a +o©

'[ f(x)dx = J f(x)dx+J' f (x)dx (4)

—o0 —o0

bularda a- ixtiyoriy son.
Xosmas integral aniq integralning limiti sifatida aniglanganligi uchun aniq
integralning ko’p xossalari xosmas integral uchun ham bajariladi. O’rta qiymat

hagidagi teorema o0’z kuchini yo’qotadi. Birinchi jins xosmas integralni
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hisoblash ta’rifga asosan amalga oshiriladi. Hagigatan ham, agar F(x)-funksiya f(x)

funksiya uchun boshlang’ich funksiya bo’lsa, u holda

+o A

I f(x)dx = ||mj' f(x)dx=]imI[F(A)-F(a)l]=F(+»)-F(a)=F(x)

A— +x

©
a !

a A—> +o

bunda

F(+o)=]im F(A).

A— +o

Shunday qilib, (2) xosmas integralni hisoblash uchun ushbu umumlashgan

Nyuton-Leybnits formulasini hosil gilamiz:

+o0

[ f00dx = F(+0) = F(a) (5).

Xuddi shuningdek,

f f(x)dx = F (a) - F (—),

j f(x)dx = F (+0) - F (-»),

—o0

bunda F (-») = |jm F (A) .

A— -

Misollar:

1. [ e “dx(a>0) xosmas integral hisoblansin.

Yechish: Ta’rifga asosan

—ax A

T ] A ax ] 1
[e dx=lim[,e d=liml-~e 1.~
0

A— 4+ A— +o0

. 1 —aA —a0 1 “aA 1
“limt- = "¢ N--"lim -~

A— +xo 22 NNRSS [24

Javob: Xosmas integral yaginlashadi.

+o0

xdx
2. | > integral tekshirilsin
1 1+ X
Yechish:



5 - A xdx 1 2 1 2
Ta rlfgaasosaﬂ ||mj ——lim[|n(l+x )]:;|im[ln(1+ A )-1In2] =+

;=
A~>+w11+x 2 A—> +o A—> +o

Javob:Integral uzoglashadi.

+ o0 dX
3. « ning ganday giymatlarida f - (a>0)  xosmas integralning mavjudligi
a X
tekshirilsin.
Yechish: Ta’rifga asosan
l1-a
" dx *dx 1 2
j — lim j—: lim (x"“)| = lim (A" —a"“)=14,4_1' agara >1
N X A%+ooa xa 1—6{ A— +o 1_a A—> +x

{+a, agara <1

Javob: » > 1bo’lsa, integral yaginlashadi,
« <1 bo’lsa, integral uzoqglashadi. Bu misoldan

birinchi jins xosmas integralning yaginlashuvchi

-t yoki uzoglashuvchi bo’lishi belgilarini  keltirib

chigarishda foydalanamiz.

1.2-§ Birinchi jins xosmas integrallar uchun yaqinlashish belgilari.
Ba’zi hollarda funksiyaning boshlang’ich funkiyasini topib bo’lmaydi.
Bunday vaqtda xosmas integralni yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’lishini
aniglash uchun boshlang’ich funksiyani axtarmasdan ma’lum bir belgilarga
murojat qgilishga to’gri keladi. Birinchi jins xosmas integralni yaqinlashishini yoki
uzoglashishini  tekshirish uchun yetarli shartni ifodalovchi quyidagi belgini
keltiramiz.

Teorema: (Yaginlashish belgisi) Aytaylik f(x) funksiya

10



[a,) Oraligda uzluksiz va musbat bo’lsin, ya’ni

f(x)>o0.U vaqtda, agar [a,«) oraligda

M
f(x)<— (6)
X

tengsizlik bajarilib, « 1 bo’lsa, u holda

+ o0

J. f(x)dx (7)

a

xosmas integral yaginlashadi; agar

M
(02— (8)
X

tengsizlik bajarilib, « <1 bo’lsa, u holda (7) xosmas integral uzoqlashadi, bunda
a >0, M-gandaydir o’zgarmas son.

Isbot:

f(xX) funksiya musbat bo’lganligi uchun yuqori chegarasi o’zgaruvchi bo’lgan

quyidagi aniq integral

A

O (A) = I f (x)dx (9)

yugori chegara A ga bog’liq bo’lgan o’suvchi funksiyani ifodalaydi. (6)
tengsizlikka asosan quyidagi kelib chigadi:

0(A)=J‘f(x)dxsj)l\(/l—adx<M'[

a

l-a

dx M
— = o yoa >1

X a -1

Demak, (9) funksiya yugoridan chegaralangan. Ma’lumki agar funksiya o’suvchi
va yuqoridan chegaralangan bo’lsa, u holda

A - +» chekli limitga ega bo’ladi, ya’ni

A +o0

lim J' f(x)dx = J' f(x)dx

a

integral mavjud bo’ladi. Demak, (7) xosmas integral yaginlashadi. Agar (8)

tengsizlik bajarilsa, u holda

11



C)(A)z.[f(x)dxz.[)l\:l—adx=Mj

a

dx

a

X

A
. . dx )
bo’ladi a<1 bo’lgandaesa lim [—= =+ dir.
— +o0 X

Bu esa

+0

lim O (A) = lim J' f(x)dx = +oo0
Ao o0

A—> x©

ekanligini anglatadi. Demak, (7) xosmas integral uzoglashadi. Teorema ibotlanadi.
Bu isbotlangan teoremadan amaliyotda tatbiq gilinadigan Xxosmas integralni
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishini ta’minlovchi quyidagi yetarli belgi
kelib chigadi.

Yagqginlashish uchun yetarli belgi. Aytaylik [a,00) oraliqda f(x) funksiya musbat

va uzluksiz bo’lsin . Agar « >1 bo’lib, ushbu

lim x“ f(x)=J (10)

chekli limit mavjud bo’lsa, u holda (7) xosmas integral yaqinlashadi. Agar « <1
bo’lib, ushbu

lim x“ f(x)=3 =0 (11)

X —> +00

chekli yoki cheksiz limit mavjud bo’lsa, u holda (7) xosmas integral
uzoqlashadi.

Birinchi hol. Aytaylik « >1 bo’lganda (10) limit mavjud bo’lsin. U vaqtda

limit ta’rifiga asosan V ¢ > 0 uchun 3an bo’ladiki, x>N bo’lganda x“ f (x) < J + ¢

tengsizlik  bajariladi. Bundan f(x)<M—a kelib chigadi, bunda m = +:>0.

Shunday qilib (6) shart hosil bo’ladi. Bu esa }Of(x)dx integralning mavjudligini

N

ta’minlaydi. Quyidagi

[ F00dx = [ f(x)de + [ f(x)dx (12)

a a

tenglikdan esa (7)-xosmas integralning yaginlashishi kelib chigadi.
12



Ikkinchi hol. » <1 bo’lganda (11) limit mavjud bo’lsin. Bizda J>0 J dan
kichik bo’lgan musbat M sonni olamiz. U vaqtda tanlangan M bo’yicha shunday
N sonni topish mumkinki, natijada x>N bo’lganda  x“f(x)>m tengsizlik

bajariladi (ma’lumki, agar x, > b Va b<r(b>r) bo’lsa, u holda ma’lum bir joydan

boshlab x <r(x, >r) munosabat bajariladi). Shunday gilib (8) tengsizlik hosil

+ 00

bo’ladi. Bundan esa I f (x)dx

integralning uzoqlashuvchi bo’lishi kelib chigadi. (12) ga asosan (7) integral
uzogqlashadi.

Misollar:

- dx
1. integral tekshirilsin
Jo. \/x3 + x2 + 2 J

Yechish:

f(x)=
x/x + X2+ 2
‘/1+—+— /1+f+7

3

lim x*f(x)=1,_3_, bo’lgani uchun xosmas integral yaginlashadi.

X—> +0 2

3 2
1+ x

—_dx . .
2 integral tekshirilsin.
'[ '\/xz -1 g

Yechish:
2
F(x) = ﬂ: et ek
\/xz—l

= — _
1 - 1
x2 1 — X3 1-—
2 2
\/ X \l X




1
z X 1 =
X3,f(x)= . * lim X3f(x):1.a— <1

’ ’
X—> +0

integral tekshirilsin.

2

Yechish: f(x)=¢e g . Lopital qoidasiga asosan o > 0 da !lim X “et =0,

X—> +©

bo’ladi. Xususiy holda & = 2 > 1 bo’lganda,

lim x*-e " =0, bo’ladi. Demak, berilgan integral yaqginlashadi. Bu Puasson

X—> +0
\jﬂ'

integrali bo’lib, uning qiymati ~ ga teng.

T Xzdx:£ I de:«/ﬂ_
2

0

1.3-§ Ikkinchi jins xosmas integrallar
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] kesmada berilgan bo’lib, b nuqtada
chegaralanmagan bo’lsin. Bu holda b ni maxsus nuqta deyiladi. U vaqtda [b - &;b]
kesmada f(x)funksiya integrallanuvchi bo’lmaydi, bunda - >0 [ab-:] kesmada
f(x) funksiyani integrallanuvchi (demak, chegaralangan) bo’lsin deb qaraymiz.

Agar ushbu

Liﬂj f(x)dx =3 (13)

limit mavjud va chekli bo’lsa, u holda bu limitni f(x) funksiyadan [a,b] kesma

bo’yicha olingan ikkinchi jins xosmas integral deyiladi va
b

J = j f(x)dx (14)

a

14



kabi belglanadi. Bu holda (14) integral mavjud va chekli bo’lsa yaqinlashuvchi
deyiladi. Agar (13) limit mavjud bo’lmasa yoki cheksizga teng bo’lsa, u holda (14)
integral mavjud emas yoki uzoglashuvchi deyiladi.

Xuddi shuningdek, agar a maxsus nuqta bo’lib, f(x) funksiya [a+: ;D]

kesmada integrallanuvchi bo’lsa, bunda - >0, u holda ikkinchi jins hosmas integral

b b

J'f(x)dx=|im j f(x)dx  (15)

a a+e¢

ko’rinishda aniglanadi. Agar f(x) funksiya ¢ nuqtada chegaralanmagan bo’lsa,

bunda a<c< b, u holda ta’rif bo’yicha

b b

j f(x)dx = J' f(x)dx+J’ f(x)dx

a

deb olinadi. Oxirgida chap tomondagi integral mavjud bolishi uchun o’ng
tomondagi integrallar mavjud bolishi kerak. Agar a va b nugtalar maxsus nuqtalar

bo’lsa, u holda ikkinchi jins xosmas integral

jb f(x)dx = j f(x)dx+.[b f(x)dx

a

ko’rinishda aniglanadi, bunda integral ¢ nugtaning tanlanishiga bog’liq

bo’lmaydi.
Misollar.
T odx
1. Ikkinchi jins xosmas integral hisoblansin: | -
o V11— X
Yechish: x=1 maxsus nugta. Ta’rifga asosan:
} dx I dx N . () o
=1m = 1Im arcsin X 0 = Imarcsin n(L—¢) =arcsinl = —
o V1-x? 0y 1oxt 0 #20 2

Demak xosmas integral yaginlashadi.

2. a > 0ni ganday giymatlarida ushbu ikkinchi jins xosmas integral jd—x

yaginlashadi?

Yechish: x=0 maxsus nuqta. Ta’rifga asosan:

15



1

1

dx dx w W ,agara <1bo'lsa
[—=tim[—= lim x|\ = lim@1-¢' )=J1_a

X(l e—>0 X(l 1_a e—>0 ) 1_a e—>0
0 e Loo,agara >1bo'lsa;
« =1 bo’lganda
" dx . dx . 1 )
J‘—: lim j—: limInx |, =lim(=In-¢g) =

X e—>0 X £—>0 £—>0

0 &

Demak, xosmas integral « <1 bo’lganda yaqinlashadi, «>1 bo’lganda
uzoglashadi.

3.Ushbu ikkinchi jins xosmas integral

b

dx
I(b—X)p

a

(16)

P > 0 ning ganday giymatlarida yaqinlashuvchi bo’lishi tekshirilsin.

Yechish: x=b maxsus nuqta. Ta’rifga asosan:

b b-¢

dx dx 1
j = lim = lim(b—x)"" |27 =
a(b—X)p £>0 1 (b - x)” p—1:e-0

1 - - (—'(b—a)lfp,agarp <1bo'lsa
= ——lim[¢ " - (b-d) /)]=J1—P

{oo,agar p >1bo'lsa

p =1 bo’lganda

b b-¢

dx 7 dx ) - )
J' = lim J' =—limIn(b-x) . |=IlimIn
b-x #»0 b - x

e—>0 e—>0 &

= 0

a

Demak, xosmas integral ,» <1 bo’lsa, yaginlashadi; » >1 bo’lsa uzoglashadi.

4.Ushbu ikkinchi jins xosmas integral

b

J

a

dx

~(p >0) (17)
(x—a)

p <1 bo’lganda yaqinlashuvchi, , =1 bo’lganda uzoqlashuvchi bo’lishi
isbotlansin.
Chegaralanmagan funksiyadan olingan integralning yaginlashishi  va

uzoqlashishi hagidagi yetarli belgini ifodalovchi teoremani isbotlaymiz .
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Teorema: Aytaylik, f(x) funksiya[a,b) yarim segmentda uzluksiz va manfiy
bo’lmasin, hamda x=b nuqtada ikkichi jins uzilishga ega bo’lsin, yani

lim f(x) =+ .

x—>b-0

U vaqtda:
1) agar shunday M>0 va , <1 o’zgarmas sonlar mavjud bo’lib, [a,b) yarim

segmentda

0< f(x)<

— (18)

tengsizlik bajarilsa, u holda

[ fodx (19)

a

ikkinchi jins xosmas integral yaginlashadi;

2) agar M>0va » =1 o’zgarmas sonlar mavjud bo’lib, [a,b) yarim segmentda

M
> 2
f(x) — (20)

tengsizlik bajarilsa, u holda (19) integral uzoglashadi
Isbot. Avval teoremaning birinchi qismini isbotlaymiz. (18) tengsizlikka

asosan.

b-¢ b-¢ b

O(s)= [ f(x)dx<M | dx <M [ dx :M(b_a)i(p<l)
L (b-x)’ (b-x)"  1-p

a

bo’ladi. Demak, 6 (-) funksiya yuqoridan chegaralangan. Shu bilan birga o6 (¢)
funksiya o’suvchi bo’ladi. Shuning uchun o () funksiya - oda chekli

limitga ega boladi. Bu (19) integralning yaqginlashuvchi ekanligini anglatadi.

Ikkinchi holda (20) tengsizlikka asosan.

0 () = j f(x)dx > M j

a a

dx
(b—x)”

bo’ladi. 3-misolga asosan , =1 bo’lganda (19) integral uzoqlashadi. Teorema

isbotlandi. Bu teoremadan amaliy mashg’ulotlarda qo’llaniladigan ikkinchi
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jins xosmas integralning yaginlashishi yoki uzoglashishini aniglab beruvchi
quyidagi yetarli belgi kelib chigadi

Teorema: Aytaylik,f(x) funksiya [a,b) yarim segmentda uzluksiz va manfiy

bo’lmasin, hamda lim f(x) =+~ bo’lsin. U vaqtda agar , <1 bo’lganda

x—>b-0

lim (b—x)" f(x)=J limit mavjud va chekli bo’lsa, u holda (19) integral

x—>b-0

yaginlashadi; p=1 bo’lganda chekli yoki cheksiz

lim (b—x)" f(x)=J #0 jjp; mavjud bo’lsa u holda (19) integral

Xx—>b-0
uzoglashadi.
Isbot: Birinchi holda (b-x)” f(x) ning x— b dagi limiti J ga teng bo’ladi,

bunda J son nol ham bo’lishi mumkin. M>J musbat sonni olamiz, u vaqtda
(b —x)” f(X) ko’paytma x ning b ga yaqin qiymatlarida M dan kichik
bo’ladi, ya'ni (0-X)" f(x)<M, a<c< Xx<bhpundacsonb ga

shunchalik yaqin qilib tanlanadiki, natijada [c,b) yarim segmentda oxirgi

tengsizlik o’rinli bo’lsin. Bu tengsizlikdan

f(x)< c<x<b (p<l

(b-x),

hosil bo’ladi. Shunday qilib (18) tengsizlik kelib chigadi va isbotlangan

b

teoremaga asosan ushbu [ F(X)dX integral  vyaginlashadi. U holda

Cc
b c b

[ F@x)=]f)dx+ [ f(x)dx  tenglikdan (19) integralning yaginlashishi

a a

kelib chigadi.

Ikkinchi holda (b = x)” f (x) ko’paytma x - b da s > olimitga ega .

Shunday musbat M<J sonni tanlaymiz. Bu holda x ning b ga yaqgin
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giymatlarida (b -x)” f(x)>M , a<c<x<b,  tengsizlik o'rinli bo’ladi.

Bundan [c,b) yarim segmentda f (x) >

(b-x)"
tengsizlikning o’rinli bo’lishi kelib chigadi, bunda , >1. Demak (20) tengsizlik

b

hosil bo’ladi. Isbotlangan teoremaga asosan | f(X)dx -integral uzoglashadi.

c

Bu esa

b c b

f(x)dx = | f(x)dx+ | f(x)dx
J J J

a a

integralning uzoglashuvchi ekanligini isbotlaydi. Teorema isbot bo’1di.

Eslatma. Bu yetarli belgi x=a nuqgta f(x) funksiya uchun maxsus nuqgta
bo’lganda ham o’z kuchini saqlaydi. Bu holda x>« da (x-«) f(x)
ko’paytmaning limitini topish kerak. Agar bu ko’paytma x - o da chekli
limitga ega bo’lsa, p <1 bo’lganda (19) integral yaqinlashadi. Agar , >1
bo’lgan holda ko’paytma x - a da chekli yoki cheksiz limitga ega bo’lsa, u
holda (19) integral uzoglashadi.

Misollar:

dx

1. Ushbu integral tekshirilsin: j\/l— =
0 — X

Yechish: x=1 maxsus nugta.

1 B 1 . 1 '
\/1—x3 \/1—X '\/1+x+x2.

1 1

lim (L— %) £ (x) = lim ———— —

(L-x)2 f(X) = ———, : p o<1
N1+ x+ x> 7 CE AL x o+ X \/g 2

bo’lgani uchun integral yaqginlashadi.

f(x)= bundan

1

2. Ushbu integral tekshirilsin: | ax — Yechish: x=1 maxsus nuqta
s 1— X
() 1 1
X) = = , _ _
1-x° @Q=-x)0+x+x7) (1=x) 100 1+ x+ x2
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lim(1-x)f(x)=Iim .
x—>1 x~>11+x+x

= é; p =1 bo’lgani uchun integral uzoqlashadi.
1. 4-§ IKkKkinchi jins xosmas integralni hisoblash.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b) yarim segmentda aniglangan va uzluksiz
bo’lib, Xx=b nuqgta funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. U vaqtda f(x) uchun
ana shu yarim segmentda boshlang’ich funksiya F(x) mavjud bo’lib, Nyuton-

Leybnits formulasiga asosan

b

[ f(x)dx = F(b—=s)— f(a) (21)

a

b

tenglikka ega bo’lamiz. Bundan esa ushbu [ f(x)dx jkkinchi jins xosmas

a

integral mavjud bo’lishi uchun ushbu

lim F (b -s) = F(b) limitning mavjud va chekli bo’lishi talab etiladi. (21)

tenglikda - - o da limitga o’tib, ushbu
[ f()dx = F(b)=F(a) (22)

a

Nyuton-Leybnits formulasini hosil gilamiz.
Eslatma: (22) formula maxsus nugta integrallash oralig’ining ichki nugtasi
bo’lganda ham o’rinli bo’ladi. Shuni esda saglash mumkinki, boshlang’ich

funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo’lishi kerak. Ana shunday boshlang’ich

funksiyani mavjud bo’lishi xosmas integralning ham mavjud bo’lishini
ta’minlaydi. Agar boshlang’ich funksiya [a;b] segmentning bitta nugtasida
ikkinchi jins uzilishga ega bo’lsa, u holda xosmas integral mavjud bo’lmaydi.
Shunday qilib chegaralanmagan funksiyadan olingan integralni Nyuton-
Leybnits formulasi bo’yicha hisoblash uchun F(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz bo’lishi kerak, hamda f(x) chekli bo’lgan nuqtalarda r (x)= f(x)
tenglik bajarilishi zarur

1- misol. Ushbu
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27

dx
I3
-1

X

integral hisoblansin.
Yechish: x=0 maxsus nuqta. Boshlang’ich funksiya F (x) = 33/x integrallash
oraligi [-1,27] da uzluksiz. Shuning uchun (22) formulani qo’llash mumkin:

Y

27

dx
J‘ 3 2
S AX

=3(3+1) =12
2-misol. Integralning yaginlashishi tekshirilsin Jl d—x
.

Yechish: x-omaxsus nuqta. Boshlang’ich funksiya F(x)=-— x=0

nugtada  ikkinchi jins uzulishga ega. Shuning uchun xosmas integral
uzoglashadi va giymati cheksizga teng. Agar biz buni e’tiborga olmay (22)

formulani tatbiq gilsak

- -1-1= -2 noto’g’r1 xulosa kelib chigadi.

1
-1

dx 1
[==62
o X

1. 5-§ Absalyut va shartli yaginlashuvchi xosmas integrallar.

Quyidagi birinchi jins xosmas integralni garaymiz:

+0

[ f00dx @

Ma’lumki, (1) xosmas integral yaginlashuvchi bo’lishi uchun r(a) = [ (x)dx
funksiya A — +» da chekli limitga ega bo’lishi kerar.F(A) funksiya a —» +« da
chekli limitga ega bo’lishi uchun quyidagi Koshi shartining bajarilishi zarur va
yetarlidir:v e > o uchun shunday 38 > « bo’lsaki, B dan katta bo’lgan ixtiyoriy
A; va A, sonlar uchun

Ay
[ f(x)dx|< &
A

F(A,)-F(A)|-
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tengsizlik bajariladi. Xosmas integral yaginlashishi uchun Koshi kriteriysi (1)

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun v: >0 uchun shunday 3g > «

Ay

j f(x)dx

A

bo’lsaki, B dan katta bo’lgan ixtiyoriy A; va A, sonlar uchun

<o (2)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. Aytaylik f(x) funksiya [a,A]

kesmada integrallanuvchi bo’lsin.
1-tarif. Agar f [f(x)]dx (3) integral yaqinlashuvchi bo’lsa (1) xosmas integral

absalyut yaginlashuvchi deyiladi.
2-tarif. Agar (1) integral yaqinlashuvchi bo’lib, (3) integral uzoqlashuvchi
bo’lsa, u holda (1) xosmas integral shartli yaginlashadi deyiladi.

1-teorema. Aytaylik [a,+«) oraligda
[t00l< g (4)
tengsizlik o’rinli bo’lsin U vaqtda
[ aax (5)
integralning yaginlashishidan (1) integralning ham yaqinlashishi kelib chigadi.
Isbot. Aytaylik (5) integral yaginlashuvchi bo’lsin. U vaqtda Koshi-

kriteriysiga asosan

A

I g (x)dx

A

<o (6)

tengsizlik bajariladi. (4) ga asosan

A,

I f(x)dx

A

< < &

JAA;|f(x)|dx j:g(x)dx

AZ
< J' g(x)dx <
Al

kelib chigadi va Koshi-kriteriysiga asosan (1) integral yaginlashadi.

Eslatma. 1-teoremada g(x)=|f(x)| deb olinsa xosmas integralning absalyut

yaginlashishidan integralning o’zini yagqinlashishi kelib chigadi. Xosmas

integralning shartli yaginlashuvchi bo’lishi haqidagi teoremani keltiramiz.
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2-teorema (Dirixle-Abel belgisi).  Aytaylik, quyidagi shartlar bajarilgan
bo’lsin:

1) f(x) funksiya [a;+~) oraligda uzluksiz va chegaralangan F(x) boshlang’ich
funksiyaga ega bo’lsin;

2) g(x) funksiya [a,+«) oOraligda aniqlangan bo’lib, monoton o’suvchi

bo’lmasin, hamda lim g(x) =0 bo’lsin;

X—> +oo

3) g (x) funksiya [a,+x) dauzluksiz bo’lsin. U vaqtda

+ o0

[ 900 f()dx (7)

a

xosmas integral yaginlashadi.

Isbot: Ixtiyoriy A, A,1 kesmada, bunda A, > A;
[ALA,]c [a,+w),ushbu jAZ f(x)g(x)dx integralni bo’laklab integrallaymiz:
1 2 A

A

—J' F(x)g'(x)dx (8)

1

Az

[ f(x)g(x)dx =

A

[u=g(x),du=g'(x)dx) A
] r=Fx)a(x) |,
ldv = f(x)dx,v =F(x) | '

1

Teorema shartiga ko’ra boshlang’ich funksiya F(x) chegaralangan, ya’ni
[Fol<k. g(x) funksiya esa o’suvchi bo’lmasdan x- +» da nolga
yaginlashganligidan g (x)=>0,g'(x) <0 Kelib chigadi, (8) ni baholaymiz:

Ay

[ 1009000 |< KIg(A) + g (AT + K [ (-9 (0))dx =

A

= K[g(A)+ g (A)I+ K[-9(A,)+g(A)]=2Kg(A)

kelib chigadi. Demak,

[ f(x)g(x)dx|< 2kg (A,) (9)

A

¢ - IXtiyorily musbat son bo’lsin. x >+ da g(x) > 0 bo’lgani uchun -
bo’yicha B sonni shunday tanlaymizki, natijada A >8 bo’lsa, g(A)<—

2K
tengsizlik bajariladi. Bunga asosan (9) dan
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Ay

J' f(x)g(x)dx

A

<&

kelib chigadi va Koshi-Kriteriysiga asosan (7) integralning yaginlashishi
ta’minlanadi. Teorema isbot bo’ldi. (Peter Gustav Lejen-Dirixle-nimis
matematigi, 1805- 1859; Nilrs Genrix-Abelr-Norveg matematigi, 1802-1829)
1-misol. Ushbu

" sin x
J—dx, a >0

. X

1

integralni  tekshiramiz.  f(x) = sin x, g (x) = desak, 2-teorema shartlari

a

X

bajariladi. Shuning uchun integral yaginlashadi.

2-misol. Frenel integralini garaymiz:

+o0
. 2
J' sin x“dx

0
+0o0 0 1 .
J sin x“dx = jx~sin x> —dx Integralda
1 1 X

f(x)=x-sin X g(x):i
X

desak, 2-teorema shartlari bajariladi. Shuning uchun  Frenel integrali

yaginlashadi.

3-misol }ﬁosxzdx ham yaqginlashadi. Frenel integrallari fizikaning yorug’lik

hodisalari va uning qonunlarini tekshiriladigan bo’lim-optikada tatbiq

gilinadi. (Ogusten Jan-Frenel-Fransuz fizigi,1788-1827)

©

4-misol [

11+x

sin x

dx integralning absalyut yaginlashishi tekshirilsin. Ixtiyoriy

2

x e [1,) uchun

sinx| |sin X| 1
= <

2 2 2
1+x| 1+ x 1+ x

bo’ladi. Anigki,
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o

dx

1+ X

integral yaginlashadi. Bundan

°°|sin x|
—zdx
9 1+ X

integralning ham yaginlashishi kelib chigadi. Demak, berilgan integral absalyut

yaginlashadi.
5-misol. Ushbu
B
integral absalyut yaginlashadi. Hagigatdan ham ixtiyoriy xe[1;] uchun
posx|_fosx| 1
X X X
tengsizlik o’rinli va
" dx

integral yagqginlashadi. Demak, berilgan integral absalyut yaginlashadi.

Umuman,

©

J f(x)dx

integral yaginlashishidan

J'|f (x)] dx

a

integralning yaginlashishi kelib chigmaydi.

6-misol. Ushbu
“ sin x
I dx
o X
integral tekshirilsin. Berilgan integralni quyidagi ko’rinishda yozamiz:
ISinXdX=ISinXdX+ISinXdX; a>0
0 X 0 X a X
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f(x) = nx funksiya [0,a] oralig’da wuzluksiz va chegaralangan bo’lganligi
X

uchun birinchi integral mavjud. f(x):sinx,g(x):i desak, Dirixle-Abel

teoremasiga asosan ikkinchi integral ham yaqginlashadi. Demak, berilgan

integral yaginlashadi. Barcha x lar uchun

|sin X|> sin? x _1-cos2x i_l—cost
X - X - 2X - 2X 2X
tegsizlik o’rinli. jd—xf uzoglashadi; [ dx-yaginlashadi. Shunday gilib,
X X
J'de integral uzoqlashadi. Berilgan integral  shartli yaginlashadi.

X

a

Amaliyotda tadbiq gilinadigan teoremani keltiramiz.
3-teorema. Aytaylik f(x) va o(x) funksiyalar [a,+«~) oraligda musbat bo’lsin.
Agar

f (x)

lim = ,

X—> +00 @(X)

bunda o<k <« bo’lsa, u holda

If(x)dx va I(p(x)dx

a

integrallar bir vagtda yaqginlashadi yoki uzoglashadi.

7-misol

© 2
X
dx

4
5 X +5x+1

integral tekshirilsin.

2

F(X) = ———: p(x) = iz desak,
X

x' +5x+1

u holda

f(x x*
lim ( )=Iim 7 =1
e g(x) P2 x +5x+1
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bo’ladi. }d—f yaqinlashuvchi integral bo’lganligi uchun berilgan integral ham
1 X

yaqginlashadi.
4-teorema. Aytaylik f(x) va o(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo’lib,

x=c nuqtada chegaralanmagan bo’lsin. Agar chekli va nolga teng bo’lmagan

b

lim 4 - q«0. limit mavjud bo’lsa, u holda [ f0odx VA [e(x)dx integrallar

>0 g (x)

bir vagtda yaginlashadi yoki uzoglashadi.

8-misol.
! dx
L]

1

|Inx|

deb , ushbu limitni hisoblaymiz

integralning yaginlashishi tekshirilsin. Integral ostidagi f(x)- funksiya

1

x - 1 dacheksizga intiladi. o (x) =

1-x

. f(x) o 1-x
lim = lim =
x—1 g[)(X) x—>1 |InX|

1

dx
-]

integral uzoglashadi. Demak, berilgan integral ham uzoqglashadi.

Nk — e

Agar [|foolax  yaginlashuvchi bo’lsa, u holda [f(ydax -absalyut
yaqginlashadi deyiladi.
Agar ||t (0|dx-yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda | f(x)dx integral ham

yaqinlashadi. Bu tasdigning teskarisi o’rinli emas.

9-misol. Ushbu

; 1 1
f — —=d
{nosx(& \/; X

integralning absalyut yaginlashuvchiligini ko’rsating. Anigki,

~1)-

cos x(%—ly%
X X
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bo’lib,

" dx
I
xosmas integral yaginlashadi. U holda

1

]

0

1
1) —=

fosx (e
nosx(& \/;

integralning ham yaqinlashuvchi bo’lishi kelib chigadi. Demak, berilgan

dx

integral absalyut yaginlashadi.
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11-BOB. XOSMAS INTEGRALLARNING BA’ZI TADBIQLARI.

2.1-§ Beta funksiya va uning xossalari.

Biz
J‘xafl(l— x)" 7t dx (1)

xosmas untegralni garadik. Integral ostidagi funksiya uchun
1)a<l, b >1 bo’lganda x=0 maxsus nuqta 2) a> 1, b<1 bo’lganda x=1 maxsus
nuqta. 3) a<l b<l bo’lganda Xx=1 va x=0 nuqtalar maxsus nuqtalar bo’ladi.
Binobarin (1) chegaralanmgan funksiyaning xosmas integralidir. Demak, (1)
integral- parametrga bog’lig xosmas integraldir. (1) xosmas integralning a>0,
b>0 da ya’ni

M ={(a,b)e R":ae (0,+»), be (0,+x)}
to’plamda yaginlashuvchi bo’lishi ko’rsatildi.

1- ta’rif: (1) integral Beta funksiya yoki birinchi tur Eyler integrali deb
ataladi va B(a;b) kabi belgilanadi, demak

B(a,b)= jx“(l— x)’ tdx(a > 0,b > 0) .

0

Shunday qilib B(a,b) funksiya R’ fazodagi
M ={(a,b)e R :ae (0;+), be (0;+x)
to’plamda berilgandir. Endi s (a,b) funksiyaning xossalarini o’rganaylik.

1°(1) integral

B(a,b) = Ix“(l— x)" "t dx

ixtiyoriy
M, ={(x,b)e R :ae[a,;+x), be[b,;+x)} a,>0, b, >0)

to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
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Isbot: Berilgan integralni tekis yaginlashuvchilikka tekshirish uchun uni
quyidagicha

1

1 — 1
.[ x 7T - x)°dx = J'z X2 - x)"Mdx + J‘l XL - x)"Mdx .
0 0 ;

yozib olamiz. Ravshanki, a>0 bo’lganda

dx

o —) |~
>
IS
AN

integral yaginlashuvchi,  b>0 bo’lganda

1
Ja- x)* tdx
L
2

integral yaqginlashuvchi. Parametr aning a=a (a, >0) qiymatlari va vb>o,

1
v x e (0; =) uchun
2

T -x) T e x* A - x)" g 2x?

bo’ladi. Veyrshtrass alomatidan foydalanib

a-1

x (- x)bfldx

o — n|r

integralning tekis yaginlashuvchi ekanligini topamiz. Shuningdek, parametr b
. : . [1 )
ning b > b, (b, > 0) giymatlari va va >0 Vxe ElJ uchun

XA x) T e xTh@-x) g 2@ - X))

bo’ladi va yana Veyrshtrass alomatiga ko’ra

jixa’l (L= x)"tdx
integralning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. Demak,

1
J‘x“(l— x)° Hdx
0

integral a>a, >0 va b>b, >0 bo’lganda, ya’ni
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M, ={(a,b)eR*:ae[a,, +x),be[b,:+x)}
to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
Eslatma. B(a.b) NiNg M ={(a,b)e R :ac (0;+®)be (0;+)} to’plamda
notekis yaqinlashuvchiligini ko’rish qiyin emas.
2°. B(a.b) funksiya
M ={(a,b)e R°:ae (0,+x),be (0;+x)}

to’plamda uzluksiz funksiyadir. Hagigatan ham,
B(a,b) = jlx”“l(l— x)" tdx

integralning wm , to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi

funksiyaning v(a,b)e m da uzluksizligidan teoremaga asosan s(a,b) funksiya
M ={(a,b)e R*:ae (0;+x),be (0;+»)}

to’plamda uzluksiz bo’ladi.
3°, v(a,b)e M UChuUN B(a,b) =B (b,a) bo’ladi. Darhaqiqat

b-1

B(a,b) = J‘:xa'l(lf x) hdx

integralda x=1-t almashtirish bajarilsa, unda
B(a,b) = Jlx“(l— x)"dx = jltb’l-(l—t)“dt = B(b,a)
bo’lishini topamiz.

4°. B(a,n) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi;

a-1
+00

B(a,b) = [ dt (2)

o @+t)t?

Hagigatan ham, (1) integralda x - —— almashtirish bajarilsa, u holda

1+t
1 +o0 +oo a-1
t t dt t
B(a,b) = [x""(1-x)"dx= [ (—)"-1-—)"" = — dt
o , 1+t 1+t @a+1t) , (1+1)

bo’ladi. Xususan, b -=1-a(0 < a <1) bo’ganda
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B=(al-a)= | _dt- = 3

01+t sinar

bo’ladi (3) munosabatdan quyidagini topamiz:

5%.v(a,b)e M (M '={(a,b) e R* :a e (0;+»),b e (L;+»)})
uchun

B(a,b) =

B(a,b-1) (4)

a+b-1

bo’ladi

(1) integralni bo’laklab integrallaymiz:

1 1 x*® 1 b—-1 1
B(a,b):.[oxa’l(l—x)b’ldx:J'O(l—x)b’ld( )= =x " @-x)" [+ ona(l—x)"’zdx:
a a a

1
= _[ x*(1— x)" *dx
a 0

(a>0, b>1).Agar

x*(1-x)" = x"TT -1 -x)]@-x)"" =

a-1

=x"@-x)""=x""-1-x)"" ekanligini  e’tiborga olsak, u holda
jlxa(l— x) 2dx = le“(l— x)° 2 dx — Jlx“(l— x)" 'dx = B(a;b-1) - (a,b) bo’lib,
natijada

b-1
B(a,b) =

[B(a,b-1)-B(a,b)]
a

bo’ladi. Bu tenglikdan esa

B(a,b) =

B(a,b-1) (a>0, b>1)
a+b-1

bo’lishini topamiz. Xuddi shunga o’xshash v (a,b) e M * uchun

(M "={(a,b)e R*:ae (1;+x),be (0;+»)})

B(a,b) =

B(a-1,b)
a+b-1
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bo’ladi. Xususan, b = n(ne N) bo’lganda

B(a,b)=B(a,n) =

B(a,n-1)
a+n-1

bo’lib (4) formulani takror qo’llab, quyidagini topamiz.

n-1 n-2 1
B(a,n) = . - B(a,l).
a+n-1 a+n-1 n+1
Ravshanki,
1 1
B(a,l) = dx = —:
(a,1) Lx X N
Demak,
B(a,n) = S ) (5).

a(a+1)(a+2)..... (a+n-1)
Agar (5) da a = m(m e N) bo’lsa, u holda

1-2....(n-1) _(n—l)!(m—l)!

B(m,n) = =
m(m+1)...(m+n-1) (m+n-1)!

2.2-§ Gamma funksiya va uning xossalari

Biz
J, < e ax (§)

xosmas integralni garadik. Bu chegaralanmagan funksiyaning (a<l da x=0
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo’yicha olingan xosmas integrali bo’lishi bilan
birga a ga (parametrga) ham bog’ligdur. O’sha yerda (6) xosmas integralning
a>0 da, (0;+=) Yyaginlashuvchi, a<o da, ya’ni [-«;0] da uzoglashuvchi
bo’lishi ko’rsatildi.
2-ta’rif: (6) integral gamma funksiya yoki ikkinchi tur Eyler integrali deb
ataladi va I'(a) kabi belgilanadi. Demak,

+00
1

Aa) = J'O x* e Mdx .
Shunday qilib, I'(a) funksiya (o0;+«) da berilgandir. Endi I'(a) funksiyaning

xossalarini o’rganaylik. 1-xossa. (6) integral

A(a) = j x e Mdx

0
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IXtiyoriy [a,,b,](0 < a, < b, < +») oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Isbot: (6) integralni quyidagi 2-gismga ajratib,
IM x* e Mdx = J'lxaflefxdx + J’m x e Mdx

ularning har birini alohida-alohida tekis yaginlashuvchilikka tekshiramiz. Agar

a,(a, > 0) sonni olib, parametr aning a=a, giymatlari garalsa, unda barcha

x e (0;1] uchun

bo’lib, ushbu Veyrshtrass alomatiga ko’ra
J'Ol x* e “dx
integral tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Agar b, (b, > 0) sonni olib, parametr a

ning a < b, qiymatlari qaraladigan bo’lsa, unda barcha x >1 uchun

a-1_-x by-1 -x b +1 b, +1

x“e < x e < ()" - —
e X

bo’lib,

e 1

L X—de

integralning yaginlashuvchiligidan, yana Veyrshtrass alomatiga ko’ra

0o

I, x" e Mdx
integralning tekis yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Shunday qilib,
A(a) = joﬁoxa’le’*dx
integral [a,b,] (0<a, <b, <+x) datekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Eslatma: A (a) ning (o;+») da notekis yaqinlashuvchiligini ko’ramiz.
2-X0ssa. A(a) funksiya (o;+») da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz
xosilalarga ega va

+o0

A" (a) = L x* e *(Inx)"dx(n =1,2,..) .
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Isbot: va e(o0;+« nugtani olaylik. Unda shunday [a,:b,] (0<a, <b, <+x)
oraliq topiladiki, a < [a,;b,] bo’ladi. Ravshanki,

1

A(a) = jom x* e dx
integral ostidagi f(x,a) = x*"e™* funksiya
M ={(x,a)e R’:xe (0;+»),ae (0;+0)}
to’plamda  uzluksiz ~ funksiyadir. (6) integral esa [a;b,] da tekis
yaginlashuvchi. U holda teoremaga asosan I'(a) funksiya [a,;b,] da binobarin,
a nuqtada uzluksiz bo’ladi. (6) integral ostidagi f(x;a) = x* e funksiya
fo(x,a)=x""-e "Inx

hosilasining M to’plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqgash giyin emas.
Endi

J‘M f, '(x,a)dx = J‘m x* e MInxdx
integralni [a,;b,] da tekis yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. Ushbu
jlxa’l e " In xdx

integral ostidagi x* e *inx funksiya uchun

a

- - -1
0<x<1 da [x*le XInx‘s x % |Inx|

orinlidir w, (x)=x?|nx| funksiya o<x<1 da chegaralanganligidan va

a
1 =

J‘Oxzildx integralning yaginlashuvchiligidan

j:x“||nx|dx
ning  ham yaqinlashuvchi bo’lishini va Veyrshtrass alomatiga ko’ra
garalayotgan j:x“e**mxdx integralning tekis yaginlashuvchiligini topamiz.
Shunga o’xshash quyidagi

a-1_-x

oo
J x* e Inxdx
1

integralda, integral ostidagi x**-e “Inx funksiya uchun barcha x=>1 da
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a1 _X b.+2 .,

- b, -1 - b
x* e nx < x0T nx < x et < ()0 —
e X

bo’lib, Jd—x integralning yaginlashuvchiligidan, ya’na Veyrshtrass alomatiga

ko'ra | "x*’eimxdx ning tekis yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demak,

[a,;b,] da jo“ x“"e"Inxdx Integral tekis yaginlashuvchi. Unda teoremaga asosan

+o0

1~e’xdx)1=J (xa’1~e’x)'dx:f x e Inx dx
b 0

fay=( x°
bo’ladi va A (a)[a,.b,] - da binobarin, a nugtadan uzluksizdir. Xuddi shu yo’l
bilan a(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tartibdagi hosilalarining
mavjudligi, uzluksizligi, hamda & (a)-= jom x*'e “(Inx)"dx (n= 1,2,.... bo’lishi

ko’rsatiladi.
3-xossa: A(a) funksiya uchun wushbu A(a+1)=a-A(a)(a>0) formula o’rinli.

Hagigatan ham,

bo’lib, undan
A(a+1)=a-A(a) (7)
bo’lishi kelib chigadi. Bu formula yordamida Aca+n) ni topish mumkin.

Darhagqiqat, (7) formulani takror qo’llab

(A(a+2)=A(a+1)-(a+1)
A(a+3)=A(a+2)-(a+2)

lA(a+n):A(a+n—1)~(a+n—1)

bo’lishini, ulardan esa

A(a+n)=(a+n-1)(a+n-2)...(a+2)(a+1) -aA(a)
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ekanligini topamiz. Xususan, a=1 bo’lganda

A(n+1)=n(n-1)...2-1-A Q1)

bo’ladi. Agar

40 X

A(l):J' e dx=1

bo’lishini e’tiborga olsak, unda A(n+1)=nt ekanligi kelib chigadi. Yana, (7)
formuladan foydalanib & (2) = @) =1 bo’lishini topamiz.

4- xossa. I'(a) funksiyaning o’zgarish xarakteri I'(a) funksiya (o;+~) oraligda
berilgan bo’lib, shu oraliqda istalgan tartibli hosilaga ega. Bu funksiyaning
a=1 va a=2 nugqtalardagi giymatlari bir-biriga teng: I'(1)= I'(2)=1. TI'(a)
funksiyaga Roll teoremasini tatbiq gila olamiz, chunki yugorida keltirilgan
faktlar Roll teoremasi shartlarining bajarilishini ta’minlaydi. Demak, Roll
teoremasi ga ko’ra, shunday a’ (< a’ < 2) topiladiki, ['(a)=0 bo’ladi va e (0;+w)

da

A"a)= JO x e *In’xdx > 0

bo’lishi sababli, A'(a)funksiya (o;+«) oraligda qat’iy o’suvchi bo’ladi.
Demak, 4A'a) funksiya (o;+») da a* nugtadan boshga nugtalarda nolga
aylanmaydi, ya’ni

A'(a) = j x* e “Inxdx = 0

0

tenglama (o0;+%) oraligda a" dan boshga yechimga ega emas. U holda

O<a<a da A'(a)<o, a"<a<+o Oda A'(a)>0 bo’ladi. Demak, I'(a)
funksiya a" nugtada minumimga ega. Uning minimumi giymati A") ga
teng. Taqribiy hisoblash usuli bilan a"=1,4616... A(a’)=minA(a)=0,8856 -
bo’lishi  topilgan.I'(@) funksiya a>a" da o’suvchi bo’lganligi sababli

a>n+1(neN) bo’lganda A(a)>A(n+1)=n: bo’lib, undan lim A (a) = +oo

a— o

bo’lishini topamiz. Ikkinchi tomondan, a - +0o da A(a+1)— A@)-1 hamda
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Aa)= 2D ekanligidan 1im A(a)=+» kelib chigadi T'(@) funksiyaning

a a— +w

grafigi:

2.3-§ Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish

Biz quyida B(a,b)va I'(a) funksiyalar orasidagi bog’lanishni ifodalaydigan
formulani keltiramiz. Ma’lumki, I'(a) funksiya (o;+«)da B(a,b)funksiya esa r*

fazodagi

M ={(a,b)e R’:ae (0;+o),be (0;+m)

to’plamda berilgan.
Teorema: v(a:b)e M uchun

A (a)- A (b)

B(a,b) =
(2.5) A(a+h)

formula o’rinli.

Isbot: Ushbu

©

Aa+b)= L: X"

b

e "dx(a>0,b > 0)

gamma funksiyada o’zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz.
x@A+t)-y (t>0).
Natijada quyidagiga ega bo’lamiz:

+b-1 +b-1

A(a+b)=jo @+t .ef(l””.(1+t)dy:(1+t)a+bj‘ gy

Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:
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A(a+b b
( a+b) :J' y b le (1 l)ydy.
1+1) 0

Bu tenglikning har ikki tomonini «** ga ko’paytirib , natijani (o;+« ; oraliq

bo’yicha integrallaymiz:

a-1

= e t _ adl atb-1 -~y 4. | ,a-1
A(a+b)J‘O R dt_j0 LI .8 dy ;-t* dt,

]

+00
0

Agar (2) formulaga ko’ra

a-1
+ 00

J’ —-dt = B(a,b)
°© (1+1)

ekanini e’tiborga olsak, unda

A(asb).B(ab) IOM LJ_OM gt .e—(1+t)y} gt ®)

bo’ladi. Endi (8) tenglikning o’ng tomonidagi integral A(a)-A(b) Qa teng
bo’lishini isbotlaymiz. Uning uchun, avvalo bu integrallarda integrallash
tartibini almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun dastlab teorema
shartlari bajarilishini ko’rish kerak. Dastlab a>1, b>1 bo’lgan holni ko’raylik.
a>1, b>1 da, ya’ni

{(a,b)e R*:ae (L;+m),b e (1;+)}

to’plamda integral ostidagi

a+b-1,a-1 _ —-(1+t)y
(S

ft,y)=y "t
funksiya
vt y)e{(ty)e R?2 te[0;+m),ye[0;+m))

da uzluksiz bo’lib,

a+b-1 a-1 —-(1+t)y
-€

f(t,y)=1y -t >0

bo’ladi. Ushbu

J' 0 f(t, y)dt :J. ta’l-y“b_l'e_(l”)ydy
0 0

integral t o’zgaruvchining [0;+«) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki
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a-1

J- taflya+bflef(1+l)ydy: A(a+b) o
. @+t)°

Ushbu

1

JOM f(t,y)dt = joﬂota’ y e Ty gy

integral y o’zgaruvchining [o;+«) Oraligdagi uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki
[Tyt e e A () e

va nihoyat yuqoridagi (8) munosabatga ko’ra

+oo|' +0

a—l' a+b—l. —(1+t)y —|
IO LJO t y e ddet

integral yaginlashuvchi. U holda teoremaga asosan

j r ! ta—l.ya+b—1.e—(1+t)ydt—|dt

. 1, |

integral ham yaginlashuvchi bo’lib,

J-O L"-O ta_l'ya+b_1'e_(l+t).ydy}dt: J.O LJ.O ta_l'ya+b_1'e_(l+t)ydt}dy

bo’ladi. O’ng tomondagi integralni hisoblaylik:
J.+oo|'.'_+°°ta,1'ya+b—l‘ —(1+t)ydy dt I j a+b—1‘e—(1+t)ydt—|dy _
o Lo ] ] ]

_ e a+b—1‘ —yr e a-1 . -ty —l _ A a+b—1' —y. 1 r A a—l‘ —ty. —| _
_IO y e [-[o t e dtde_J'O y e yaLIO (ty)" " -e d(ty)de_

= yte A(a)dy = A()-A(B) (9)

Natijada, (8) va (9) munosabatlardan
A(a+b)-B(a,b)=A(a)-A(b),

ya’'ni

A(a)-A(b) (10)
A(a+bh)

B(a,b) =

bo’lishi kelib chigadi. Biz bu formulani a>1, b>1 bo’lgan hol uchun isbotladik.
Endi umumiy holni ko’raylik. Aytaylik, a>0, b>0 bo’lsin. U holda isbot etilgan
(10) formulaga ko’ra
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A(a+1)A(b+1)
11
A(a+b+2) )( )

B(a+1, b+1) =

bo’ladi. B(a,b) va I'(a) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini

topamiz:
B(a+1, b+1) = -B(a,b+1) = -B(a,b),

a+b+1 a+b+1 a+b
A(a+1)=a-A(a), A(b+1)=b-A(b), A(a+b+2)=
=(a+b+1)-A(a+b+1)=(a+b+1)(a+b)-A(a+b).
Natijada (11) formula quyidagi

ab B(a.b) = a-A(a)AbA(Nb)
(a+b)(a+b+1) (a+b)(a+b+1)-A(a+b)

ko’rinishga keladi. Bu esa (10) formula a-o, b>0 da ham o’rinli ekanligini
bildiradi.

1-natija: va < (0;1) uchun

A(@Al-a)=—— (12)

sinarx

bo’ladi. Haqgigatan ham (10) formulada b-1-a(0<a<1) deyilsa, unda,

A(a)-A(l-a)

B(a,1-a) = A

bo’lib, (3) va A @) =1 munosabatlarga muvofiq

A(a)-A(l-a) = (0<a<1).

sinar

Odatda (12) formula keltirish formulasi deb ataladi. Xususan, (12) da a :% deb

olsak, unda
Z\(i) _Jr bo’lishini topamiz.
2
2- Natija; Ushbu

\/”_1 -A(2a)(a>0) (10) formula o’rinlidir. Shuni isbotlaymiz (10)

22a

A(a)-A(a+i)=
2

munosabatda a=b deb
~ A(a)-A(a)

B(a,a) A( )
a

bo’lishini topamiz. So’ngra
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B(a, a)_I[x(l—x)] Ydx = J.OLZ_(E_X)J dX:ZJ.OZL__(Z_X)J dx

mtegralda —_x= —J_ almashtirishni bajarib

[ Lo 11
B (a, a)—ZH 1- t)j e 2dt=22a71[0t a-t) dt:ZZHB(—;a)

ga ega bo’lamiz. Natijada

Az(a): 1 B(i 2
A(2a) 2% 2
bo’ladi. Yana (10) formulaga ko’ra
r( —)-T(a)
82y = —2——= e —2 (%) bo’lib , (+*)
2 F(a+—) I'(a+ )
2 2
munosabatdan
I'(a) - 1 \/; 1
ra) 22 F(a+£)
ekanligi kelib chigadi. Demak,
1 r
r(a>'r(a+;>=22f_1 (13)

Odatda (13) formula Lejandr formulasi deb ataladi.

2.4-§ Puasson integrali. Frenel integrali.

Ushbu integral

J =je_x dx (1)

Puasson integrali deyiladi. Integralni hisoblaymiz x=ut;dx = udt; almashtirish

gilamiz. (1) ga asosan

—-u
(2)-tenglikning har ikkala tomonini € ga ko’paytiramiz.
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J.e Y = Ie_(1+t2)“2udt (3)
0

(3) tenglikdan U bo’yicha integral olamiz.

0

2 _ J.duJ~e(1+t2)u2 udt = jdt+je(l+t2)uz udu =

0 0 0 0
i 1 Cet? | 1 1 oo
:J' - Lo Grthu? =—j —= —arctga |, = —
s 2(-(1+t)) 2 01+t 2 4
Demak,
o +2 2 T
J’dt~j e WY ydu = —
0 4
Demak,
. Az
3% = — yoki J = —
4 2

Jr

Shunday gilib Puasson integralining giymati —, 9 teng,

o
2 T

g VT
J'e X ,

0

Frenel integrali.
Ushbu

. 2
J'sm X “dx , J'cos x 2 dx

0

Frenel integrallari deyiladi. Bu integrallarning tatbiqi fizikaning optika bo’limida
1
uchraydi. Biz shu integrallarni hisoblaymiz. x* =t, x-= Joooodx = th
t

almashtirish gilamiz.

© 0

“sin t 1 cost
dt _[cos xzdx=—J'
2

jsm X dx:—J‘

0

o
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Birinchi integralni hisoblaymiz.

L2ty
0

t T
bo’lganligi uchun

“sin t 2 —kt

VA

yagqinlashish ko’paytuvchini kiritamiz.

Idtjetuz sin tdu e
0 0

C . sint 2 7
e dt = — | dt| e
AV A

Bunda k — 0 da limitga o’tsak,

~(k+u?)t —(k+u)t

_ 2 du
-sintdt = j —
Jr 11+ (k+u?)

, = =
sintdu = —=|du|e
N

" sin a du

it - 2~ du ~ 2 _
'[\/; \/?£1+u2 \/;g(uz—ﬁuuxu%ﬁuﬂ)

2 [ AU +B CU +D Tdu 1 |z
= + = — —_
\/;r_“uz—\/z_uu U2+\/2_U+1J 2\2 -

Shunday qilib,
i ) 1 | i ) 1 |z
i = —.|—: dx = —.,|—
{smxdx 2‘/2 J;cosx X 21/2

2.5-§ Chizigli chegarada buziladaigan parabolik tipdagi chizigli tenglama
uchun birinchi chegaraviy masala
Hosmas integrallarning tatbigi sifatida cheksiz sohada chegarada

buziladigan chizigli parabolik tipdagi tenglama uchun birinchi chegaraviy

masala yechimining mavjudligini isbotlaymiz.

Chegarada buziladigan parabalik tipdagi

ou 0 ou
Al @
ot ax(x dx) ()

tenglama uchun
5:{(t,x):03t§T, 0 < X<+
sohada
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U(0,x)=p(x), 0<x<+x, (2)

U(t,0)=0, limu(t,x)=0 (3)

shartlarda birinchi chegaraviy masalani garaymiz.

. — 0 0 0 . . .
Ta’rif: 0 sohada ““va-—(x*<)  hosilalari bilan chegaralangan u (, x)
ot oX ox

funksiyani (1), (2), (3) , birinchi chegaraviy masalaning yechimi deyiladi,
agar:

1) u . x) funksiya yarim polosa o sohada uzluksiz bo’lsa, N a L Y
ot OX OX

funksiyalar esa t ~ o bo’lganda uzluksiz bo’lsa;

3a

4

. Ou
¢ —
dx

2) x>0 da

<A, x>0 da < A, munosabatlar o’rinli bo’lsa, bunda

OX

A va A, lar o’zgarmas sonlar;
3) (1) tenglamani
D={(t,x):0<t<T, 0<Xx<+oo)}
sohada ganoatlantirsa;
4) berilgan (2) va (3) shartlarni oddiy ma’noda qanoatlantirsa. Fure usuliga
asosan (1) tenglamaning (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
U (t,x) = X ()0 (1) (4)
ko’rinishda izlaymiz. (4) ni (1) ga qo’yib X(x) va Y(t) funksiyalarni topish
uchun quyidagi oddiy differensial tenglamalarni hosil gilamiz.
(XX +a'x =0 (5),
O (t)+2°0(t)=0 (6).
Bunda 2 parametr. (4) va (3) lardan
X (0)=0, lim X (x)=0 @)
chegaraviy shartlar kelib chigadi.
Shturm —Liuvill tipidagi (5),(7) singulyar masalaning spektiri uzluksiz va

musbat yarim o0’q bilan ustma-ust tushadi.
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Ko’rsatish osonki, (5) tenglama Bessel tenglamasiga keltiriladi va uning

umumiy yechimi

l-a 2-a 2-a 1-

it 22 % 21 -
X(x,/l)zszp( xz)C1+CzJip( X 2 )x 2 =
2-« 2-«a
=T 21 = =
=x?]1CJ( x 2 )+CI_( X 2 )
L 2-«a 2-«a ]
bunda s, (z) - » tartibli birinchi jins Bessel funksiyasi, p-"% c.c, lar
2-«a

ixtiyoriy o’zgarmas sonlar. (7) shartlarni e’tiborga olib qulaylik uchun

2 (@)

N, =1 deb, ushbuni x (x,2)=x * 3, (—
2-«a

1

hosil gilamiz. (6) tenglamani umumiy yechimi
O(t)y=Cpe "
bo’ladi, bunda «, o’zgarmas son.

Shunday qilib (5) tenglamaning (3) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

U,(t,x)=a(d)X (x,A)e "

funksiyalardan iborat bo’ladi. Quyidagi funksiyani tuzamiz:
Ut,x)=[ U (t,x)di=[ a(A)X (x,4)e “‘da
(tx)=[ U, (tx)da =] a()X (x.4) ©)

Agar (1) tenglamaga kiruvchi xosilalarni (9) integral orgali hisoblash mumkin
bo’lsa, u holda (9) funksiya (1) tenglamani ganoatlantiradi. (9) dagi « (1) ni
shunday aniqlaymizki, natijada (9) funksiya (1) tenglamani, (2) boshlang’ich

shartni va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantirsin. (2) va (9) lardan

o (X) = j:a(z)x (x,2)d4 (10)

kelib chigadi.
Boshlang’ich funksiyani  qanday shartlarda Fure-Xonkel itegrali orgali
ifodalashni ta’minlaydigan lemmani isbotlaymiz.

1-Lemma. Agar boshlang’ich funksiya ¢ (x):
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1) barcha x > o lar uchun ikkinchi tartibli uzluksiz xosilaga ega bo’lsa;

2) p(0)=0, ¢ (0)=0,

a 3a

3) lim x*p(x) =0, lim x * ¢ (x) = 0,

X—> o0

a a a

4) x “p(x),xp (x),x “(x“p (x)) = L(0,=) bo’lsa, uholda xosmas integral.
[La()x (x,2)da,

bunda

22

a(i) = j:x (X, 2)o (x)dx,

2-a
barcha x>0 uchun absalyut va tekis yaginlashadi va demak (10) tenglik
o’rinlidir.

Isbot: Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

2-a a

2 =y, xizdx:dy,

2

X
2-«a

2

2-«a p [ 2-a 1
y(Y)=(——Yy) "o | (—— )" |, B(1) =
2 L 2 i

a(4)

U vagtda (8)ni etiborga olib, (10) dan quyidagini olamiz:
¥ (y) = J‘Omﬂb(/l).]p(/ly)d/l, 0<y<+o (11)
(11) dan Xankel teoremasiga asosan:

b(/l):J'0 y¥(y)J, (Ay)dy, 0< A<+ .

2-a

x = almashtirish qilib, ushbuni

Oxirgi integralda y -

2—-«a

a(d) =

A J'OOX(X,A)(p(x)dx, (12)

2-«a
topamiz. (12) da x (x,2) ni —:—Z(X“ X (x,4)) ga almashtirib, ikki marta bo’laklab

integrallab quyidagini olamiz:

a(i) = J':X(x,i)go(x)dx=— jow(x“x'(x,,l))'x(p(x)dx:

2-«a A(2-a)
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a

2X

J‘x(xaq)'(x))x(x,ﬂ)dx. (13)

[ X, 62 () =0 ()X (x,2) ] prram |
-

o
0~

_/1(2—a)

Bessel funksiyalari uchun quyidagi assimptotik formula o’rinli.z ning yetarli

katta giymatlari uchun:

3 (2) = /ircos(z—p—”—inoéﬂ,
g ﬂzL 2 4 ZJ

J')(Z)z,/irsin(Z—p—”—Z)+O(i)—|;
’ nzL 2 4 zJ

z-»o0daesa 1 (z)=0(z"), 3, (z)=0(z"")

Assimptotik formulalarga va lemmaning 2), 3) shartlarga ko’ra (13) ning o’ng
tomonidagi birinchi qo’shiluvchi nolga teng bo’ladi. U vaqtda (13) dan

2 * a ' .
,1(2_0,)Jo ‘(X ¢ (X)) HX (x,a)jdx  (14)

la(2)| <

hosil bo’ladi. Anigki,
=X (%, 2)
|X (x,ﬂ)|§ M = const, J‘O Tdﬂ < M, = const.
Shuning uchun

2M

lagyx o )lda <™ [ la)|da < ) AN L
N o2 2w [ ogolos = 2 K, 2w

A 2-«a

(x“p (x)|ax[

bunda

[ oo 0 |ax < k = const.
Bulardan (10) tenglikning o’ng tomonidagi integralni barcha x=o uchun
absalyut va tekis yaqinlashishi kelib chigadi. Demak, (10) tenglik o’rinlidir,
lemma isbotlandi.

Biz (1), (2), (3) masala yechimining mavjudligi to’risidagi teoremani
isbotlaymiz.
Teorema: Agar o (x) funksiya lemma shartlarini ganoatlantirsa, u holda (1),
(2),(3) masalaning yechimi mavjud.

Isbot.u (t,x) funksiyani yopiq o sohada uzluksiz ekanligini isbotlaymiz:

2%

e *' <1 bo’lganligi uchun (9) dan ushbuni hosil qilamiz:

I:a(z)X(x,z)e‘“‘dz < j:|au)x (x,2)|d 4.
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Oxirgi integral o sohada lemmaga asosan absalyut va tekis yaginlashadi.
u (t,x) funksiya o sohada uzluksiz va chegaralangan bo’ladi. (9) teglikning har

ikkala tomonidan t bo’yicha hosila olamiz:

M aa) X (o A)e M td A 15
o

(14) dan Ja(1)| < At ,

bundan const «, m, kK sonlarga bog’ligq. U vaqtda (15) dan

< const'[ e t'da
ot 0

hosil bo’lib, Z—” funksiyaning t>0, x>0 giymatlarida uzluksiz va
t

chegaralangan bo’lishi kelib chiqadi. 2 e 2 funksiyaning t>o0, x>0
X

0X 0
qiymatlarda uzluksiz va chegaralangan bo’lishi (1) teglamadan kelib chiqadi.

Bessel funksiyasi uchun asimptotik  formulalarga asoslanib, x—- o da

3a

x U |< A, baholarni o’rinli ekanligi ko’rsatiladi,

2

x‘0,|< A, x>0 uchun esa

bunda A, A, lar gandaydir 0’zgarmas sonlar. Teorema isbotlandi.

Bir jinsli boshlang’ich va chegaraviy shartlarda bir jinsli bo’lmagan.

a—uzi(x°’a—u)+ f(t, x) (16)
ot OX dx

tenglamani garaymiz.
Isbotlangan lemmaga o’xshash quyidagi lemma isbotlandi.

2-Lemma. Agar 1, x) funksiya te[o,7] ga nishatan tekis 1- Lemma
shartlarni ganoatlantirsa, u xolda ushbu xosmas integral

J:X(x,/l)f_(t,/l)dﬂ,
bunda

— 27
f(t,A) =
2-«a

ImX(x,ﬁ)f(t,x)dx,

p sohada absalyut va tekis yaginlashadi va demak quyidagi
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f(t,x):J‘:X(x,/l)f_(t,/l)d/I (17)
tenglik o’rinlidir. (16) tenglamani yechimini
U(t,x):J':X(x,l)U_(t,/l)di (18)

ko’rinishda izlaymiz, bunda v (t,4) noma’lum funksiya. (17) va (18) larni
(16)ga go’yib u (t, 2) ni topish uchun u (0, 2) =0 shartni ganoatlantiruvchi

U (t,2)+ A% (t,4) = f(t,2)
tenglama hosil gilinadi. Bu masalaning yechimi

U(t,A) = j;e’““’”’f(r,z)dr

bo’ladi. Ko’rish osonki, (16) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va

chegaraviy shartlardagi yechimi

U (t,x) =

j:zx (x,z)dq;e"z‘”’drj: X (& ) f@.ede  (19)

2-a
bo’ladi.
Teorema. Agar +(, x) funksiya 2-lemma shartlarini ganoatlantirsa, u holda
(16)  tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va chegaraviy  shartlarni
ganoatlantiruvchi klassik yechimi mavjud.
Isbot: (19) dan:

<

I:Ax (x,z)dzj;e“z“‘”drj: X (£,4)f(z,)d e

2-«a

< <

L:drj:x (x,ﬂ,){zz_—laj:x (g,z)f(r,g)ngdz

< Iotdfj: X (x,l)f_(r,i)‘di

Bu tegsizlikning 0’ng tomonidagi ichki integral 2-lemmaga asosan o sohada
absalyut va tekis yaginlashadi. Bundan u(t x) funksiyaning o sohada
uzluksizligi va chegaralanganligi kelib chigadi. Endi (19) dan t bo’yicha hosila
olib, quyidagini hosil gilamiz:

ou 2 @ “
i I /1X(x,/1)d/1‘[ X (£,2)-f(t,§)de-
ot 2-a Yo 0
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2 j:,fx (x,z)d/lj;e‘““‘”drf X (£, 2)f(r,8)d & =

2 -«

[ 22
LZ—a

:J:X(X,i) J:X(é.l)f(t,f)df}dl—

27
2—-a

—j:zzx (x,z)dzj;e““”[ j: X (£,2)f (r,f)}dr -

© — 0 t L2 —_
= [ X, A)f(t)da- | lzx(x,l)d/l.[ e (s, 0)dr =
0 0 0

- f(t,x) - j:zzx (x,ﬂ)dﬂj;e’““’”f_(r,,l)dr (20)

co nst

A

bunda const «, M, k, 0’zgarmas sonlarga bog’liq bo’lib,

Anigki ‘f_(t,/l)‘s
j:‘(x” fx‘(t,x))'x‘dx <K,
U holda (20) dan ushbuga ega bo’lamiz:

<

u * t—/lz —7) ¢
—:‘f(t,x)—j Azx(x,l)dﬂj'e (e, A)dr
at 0 0

< |t x|+ I:,12|x (x,/1)|d/1j;€““’”‘f_(r,z) dr <

o t

< |f (t, x)|+ const-[iaﬂ.fef

0 0

2
2 (tfz)dT <

o

< |f (t, x)|+ constjiefiz(tf”)d A,

0

bundao < -, < t, const esa «.m k.7 larga bog’lig. Bundan & funksiyani
ot

t>0,x >0 sohada uzluksiz ekanligi kelib chigadi. ai{ Z_

X X

t>0,x >0 giymatlarda uzluksiz bo’lishi (16) tenglamadan kelib chigadi.x - o va

3a

X 4u

X

j funksiyaning

x>0 bo’lsa, mos holda < A, baholarning o’rinli bo’lishini

x“ux‘s A, Va

ko’rsatish oson. Teorema ishotlandi.
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XULOSA

Xosmas integral tushunchasi aniq integralning umumlashgani bo’lib,
matematika va boshqga fanlar bo’limlarida qo’llaniladi. Shu ma’noda ushbu bitiruv
malakaviy ishda xosmas integrallarga taallugli masalalar garalgani muhim
ahamiyatga ega.

Xosmas integralning yaqinlashishini tekshirish uchun o’quvchi Riman
integraliga oid mavzularni yaxshi o’zlashtirishi talab etiladi. Xosmas
integrallarning ta’riflari va yaqinlashish belgilari, gamma funksiya, beta funksiya,
Puasson va Frenel integrallari, xosmas integralning matematik fizika
tenglamalarini yechishda tatbiqi to’g’risidagi matematikaning ancha murakkab
mavzularini o’zlashtira olgan talaba deyarli 0’z maqgsadiga erishgan.

O’zbekiston Respublikasi Oliy va O’rta maxsus ta’lim vazirligi Oliy o’quv
yurtlari uchun Davlat standartlari va o’quv dasturlarini ishlab chiqib, ta’lim turlari
va boshqgalari o’rtasida uzviylikni, ta’lim mazmuni uzluksizligini ta’minlash
borasida ulkan ishlarni amalga oshirmoqda.

Shu ma’noda ushbu bitiruv malakaviy ish bakalavriat va magistrant
orasidagi uzviylikni bog’lashda ahamiyatga ega
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