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Kirish
Mavzuning dolzarbligi. Hozirgi kunda deyarli davriy funksiyalar
nazariyasi differensial tenglamalar nazariyasida, mexanika masalalarida
ishlatilib kelinmoqda. Ikkita uzluksiz davriy funksiyaning yig‘indisi hamisha

ham davriy bo‘lmasligi mumkin, masalan sinx+cos(x~2) davriy funksiya

emas. Davriylik ajoyib xossa, yuqoridagi misolda bu xossa oddiygina amalda
yo‘qolib  ketdi.  Funksiyaning  davriylik  xossasini  ganday  qilib
umumlashtirganda, «umumlashgan davriylik» xossasi odatdagi amallarda
saglanadi degan tabiiy savol tug‘iladi. Hozirgi kunda bunday umumlashma
mavjud bo‘lib, unga deyarli davriylik xossasi deyiladi.

Deyarli davriy funksiyalar nazariyasining shakllanishiga Kroneker, P.Bol,
E.Esklangon,  G.Bor, N.Viner, G.Veyl, Vale-Pussen, S.Boxner,
N.N.Bogolyubov, V.V.Stepanov, A.Bezikovich, Dj. Fon Neyman, V.Maak,
V.A.Marchenko, B.M.Levitan va boshqga olimlar beqiyos hissa qo‘shganlar.



Ishning maqgsad va vazifalari. Deyarli davriy funksiyalarning xossalarini
o rganish. Ishning vazifalari deyarli davriy funksiyalarning algebraik xossalarini
o rganish, deyarli davriy funksiyalar uchun Furye gatori tushunchasini kiritish
hamda Parseval tengligini isbotlash.

Mavzuning o‘rganilish darajasining qiyosiy tahlili. Deyarli davriy
funksiyalar nazariyasining shakllanishiga Kroneker, P.Bol, E.Esklangon, G.Bor,
N.Viner, G.Veyl, Vale-Pussen, S.Boxner, N.N.Bogolyubov, V.V.Stepanov,
A.Bezikovich, Dj. Fon Neyman, V.Maak, V.A.Marchenko, B.M.Levitan va
boshga olimlar beqiyos hissa qo‘shganlar.

Ishning ilmiy yangiligi. Mazkur bitiruv malakaviy ish referativ
xarakterga ega.

Ishning predmeti va ob’ekti. Tekis deyarli davriy funksiyalar. Tekis
deyarli davriy funksiyalarning algebraik xossalarini o'rganish, deyarli davriy
funksiyalar uchun Furye gatori tushunchasini kiritish hamda Parseval tengligini
isbotlash.

Bitiruv malakaviy ishida matematik analiz va differensial tenglamalar
usullaridan foydalanilgan.

Ishning ilmiy ahamiyati. Mazkur bitiruv malakaviy ishida o‘rganilgan
“Tekis deyarli davriy funksiyalar va ularning xossalari” amaliy matematikaning
bir gator masalalarini o‘rganishda qo‘llaniladi.
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1-§. Tekis deyarli davriy funksiyalar ta’rifi va
elementar xossalari

Ta’rif. f(X)funksiya R' da uzluksiz bo‘lsin. Biror z son uchun ushbu
f(x+7)—f(X)|<e, VxeR
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, = songa f(x) funksiyaning ¢-davri deyiladi.

Izox. f(X) € C(—oo,0) funksiya davriy funksiya bo‘lib, T uning eng
kichik musbat davri bo‘lsin. U xolda V& >0 uchun nT son g-davr bo‘ladi. Bu
sonlar xaqiqiy o‘qda quyidagicha joylashadi. Uzunligi ¢>T bo‘lgan ixtiyoriy
intervalda {nT} sonlardan kamida bittasi yotadi.

Ta’rif. Agar EcR' to‘plam uchun ¢>0 son topilib, ixtiyoriy
(a, a+¥) intervalda E to‘plamning kamida bitta elementi bo‘lsa, E to‘plamga
nisbiy zich to‘plam deyiladi.

Misol. 1) {nT}”__ nisbiy zich, {i Jﬁ}fzo nisbiy zich, {£n?}”, nisbiy zich
emas.

Ta’rif. f(X) € C(—o0,00) bo‘lsin. Agar Ve >0 son uchun g-davrlardan
tuzilgan nisbiy zich toplam {r(g)} topilsa, f(x) funksiyaga tekis deyarli
davriy funksiya deyiladi.

Yugoridagi ta’riflarni inobatga olib, tekis deyarli davriy funksiyani
quyidagicha ta’riflash mumkin.

Ta’rif. f(x) e C(—o0,00) bo‘lsin. Agar Ve >0 son uchun ¢=/(¢g)>0 son

topilib, uzunligi ¢ bo‘lgan xar bir (a, a+ /) intervalda kamida bitta &-davri
mavjud bo‘lsa, ya’ni biror 7 e(a, a+ ) son uchun ushbu
f(x+7)—f(x)|<e, VxeR (1)
tengsizlik urinli bo‘lsa, f(Xx) funksiyaga tekis deyarli davriy funksiya deyiladi.
Lemma 1. Agar tekis deyarli davriy funksiyaning ta’rifidagi /(&)
chegaralangan bo‘lsa, f(x) davriy funksiya bo‘ladi.

Isbot. /(&)< {¢,=const bo‘lsin. g:% deb olamiz va (a,a+/,)

intervaldagi ¢-davrni z(¢) =7, orqali belgilaymiz. a =/, desak, 7, €(?,,2¢,)
bo’ladi. Bolsano-Veyershtrass lemmasiga ko‘ra {r,} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin 7, —7z,, (n, —0).
7, =/, >0 bo’lishi ravshan. Agar ushbu

\f(x+rnk)—f(x)\<ni. ©)

tengsizlikda n, — oo da limitga o‘tsak, f(x+1z,)= f(x) kelib chikadi. Lemma
isbotlandi.
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Lemma 2. Agar f(X) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa, Af (x) ham
tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Bu yerda A ixtiyoriy kompleks son.

Ishot. 10 bo‘lsin. Tekis deyarli davriy funksiya ta’rifida ¢ o’rnida -

z
ni olamiz va unga mos keluvchi /= z(ﬁ) ni ham ta’rifdan topamiz. Demak,
f(x+7(2))- F(x)|<
‘ A M\
‘ﬂf (X + r(ﬁ)) — () <e,

ya’ni r[| J son Af (X) funksiya uchun &-davr ekan. Lemma isbotlandi.

Lemma 3. f(X) tekis deyarli davriy funksiya bo’lsa, f(x+c) ham tekis
deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Bu erda c ixtiyoriy hagiqgiy son.

Isbot. (1) tengsizlikda x ixtiyoriy bo‘lgani uchun uning o‘rniga X-+cC ni
qo‘yamiz:

[f(x+c+7(e))— f(x+c)<e, VeR.

Bunga ko‘ra f(x+c) tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi.

Lemma isbotlandi.

Lemma 4. f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa, |f(x)| ham tekis

deyarli davriy funksiya bo‘ladi.
Isbot. Ushbu

| f(x+2)—|f O <[ f(x+2)— F(X)| <&
tengsizlikdan keltirilgan fikr darhol kelib chigadi. Isbotlandi.
Lemma 5. Agar f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib,

igﬂf(x)\ =y>0 bo‘lsa, u holda % funksiya ham tekis deyarli davriy
funksiya bo‘ladi.

Isbot. 7 son f(x) funksiya uchun 7/2 -& davr bo‘lsin. U holda

1 | 1T (x)- f(x+r)\

f(x+7) f(X)| [f(x+7)- \f(x)\ -
bo‘ladi. Lemma isbotlandi.

Lemma 6. f(X) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, E uning giymatlar
to‘plami bo‘lsin. F(z) funksiya E da tekis uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda
o(X) = F(f (X)) funksiya ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi.

Isbot. F(z) funksiya E da tekis uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun

Ve>0,36=6(¢)>0 z,,7,€E, |7,-7|<6=|F(z)-F(z,)|<e. (3
7 son f(x) uchun & -davr bo‘lsin. U holda

\f(x) f(x+r)\<y—12-7/2-g=g

12



If(x+7)—f(X)|<S
Bo‘ladi. (3)da z,=f(x+7), z,=f(X) deb olsak, ushbu
IF(f(x+7))-F(f(x)<e
tengsizlik kelib chigadi. Demak, 7 son ¢(x) = F(f(x)) funksiya uchun & -davr

bo‘lar ekan. Lemma isbotlandi.

Teorema 1. Tekis deyarli davriy funksiya chegaralangan funksiya
bo‘ladi.

Isbot. f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, £ =1 bo‘lsin. Ta’rifga

ko‘ra /=/(1)>0 mavjud. mzrp)ﬁkf(x)\ bo‘lib, x,eR' ixtiyoriy nugta
bo‘lsin. (—X,,—X, +¢) intervalda biror z deyarli davr topiladi. Bunga ko’ra
0 <X, +7 </ bo‘ladi. Demak, ushbu
[T (%) <[ T (%)= F (X +7)| +|f (X +7)| <e+m=1+m

tengsizlik o’rinli, ya’ni f(Xx) chegaralangan. Teorema isbotlandi.

Natija. f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa, f?*(x) ham tekis
deyarli davriy funksiya bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi tengsizlik o’rinli:

20— F2(x+2)| =|f )+ f (x+2)|-[F () — f (x+7)|<2M - £.

Bu tengsizlikka ko’ra f2(x) ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi.

Natija. f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa, \f(x)\2 ham tekis

deyarli davriy funksiya bo‘ladi.
Isbot. | f(x)| tekis deyarli davriy funksiya bo‘lishini ko’rgan edik. Oldingi

natijadan \f(x)\2 funksiyaning tekis deyarli davriyligi kelib chigadi.
Izox. f(X) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, f(x)=0, inf f(x)=0

bo‘lsa, N tekis deyarli davriy funksiya bo‘lmaydi, chunki N funksiya
f(x) f(x)
chegaralanmagan.
Teorema 2. f(x) tekis deyarli davriy funksiya R' da tekis uzluksiz
bo‘ladi.
Isbot. &>0 ixtiyoriy son bo‘lsin. Tekis deyarli davriy funksiyaning

ta’rifidan /¢ =£(%) ni topamiz. f(x) funksiya Kantor teoremasiga ko’ra

[-1, 1+ /] kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi. Bunga ko’ra, shunday 5:5(2) >0
son topiladiki, bunda

V- vl<8 vy elLied = [fo)-tn)<y @

13



bo‘ladi. Biz <1 deb xisoblaymiz. x, va x, ushbu |x, —x,[|<& tengsizlikni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy sonlar bo‘lsin. ze(—x,—x +¢) f(X) ga mos

keluvchi g-davr bo‘lsin. U xolda 0<Xx, +7</¢ buladi. Bu tengsizlikka

—0<X,—% <06 tengsizlikni kushib, &<1 ekanini inobatga olsak,
—1<—6 <X, +7</+1 kelib chigadi. Demak, X, +7, X, +7e[-1, 1+/| ekan.
(4) gako’ra
\H@+ﬂ—ﬂg+ﬂ<%
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikka asosan
1T(%,)— ) <[ (%)= T, +7)|+|f (X, +7) — F(x +7)| +

-qu@+@—fum<g+§+§:g

o‘rinli, ya’ni f(Xx) funksiya tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlandi.
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2-§. Boxner teoremasi va uning natijalari

Ta’rif. R' da uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya uchun ushbu
{f(x+h)}, heR' to‘plam R da tekis yaginlashish topologiyasi bo‘yicha
kompakt bo‘lsa, ya’ni har bir {f(x+h )}, ketma-ketlikdan R' da tekis

yaginlashuvehi {f(x+h, )}, qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa,
f (X) funksiyaga normal funksiya deyiladi.

Lemma 1. Normal funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Isbot. Chegaralanmagan deb faraz gilaylik. U holda, shunday x, ketma-

ketlik topiladiki, bunda f(x )—o0, (n—>0) bo‘ladi. Bunga ko‘ra ushbu
{f(x+x,)}, ketma-ketlikning ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi X =0 nuqgtada
uzoqlashuvchi bo‘ladi. Bu esa ta’rifga zid. Isbotlandi.

Teorema 1. (Boxner). f(x) funksiya tekis deyarli davriy funksiya

bo‘lishi uchun u normal bo‘lishi zarur va yetarli.
Bu teoremadan quyidagi teoremalar kelib chigadi.
Teorema 2. Agar f(x) va g(x) lar tekis deyarli davriy funksiyalar

bo‘lsa, u holda f(x)+g(x) va f(x)-g(x) lar ham tekis deyarli davriy funksiya
bo‘ladi.

Isbot. f(x) va g(x) lar normal bo‘ladi. Bunga ko‘ra {f(x+h )}
{f(x+h, )} tekis yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

{9(x+h, )} ketma-ketlikdan ham tekis yaginlashuvchi {g(x+h, )}, gismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin. Demak, {f (x+h, )} va {g(x+h, )} lar tekis

yaginlashuvchi ketma-ketliklardir. Bularga ko‘ra {f(x+h,)+g(x+h )} va
{f(x+h,)-g(x+h,)} dan tekis yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin, ya’ni f(x)+g(x) va f(x)-g(x) funksiyalar normal funksiyalar ekan.

Boxner teoremasiga ko‘ra bular tekis deyarli davriy funksiyalar bo‘ladi.
Teorema isbotlandi.
Teorema 3. {f (x)}, tekis deyarli davriy funksiyalar ketma-ketligi

biror f(x) funksiyaga tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, f(Xx) ham tekis deyarli

davriy funksiya bo‘ladi.
Isbot. ¢>0 ixtiyoriy son bo‘lsin. Tekis yaqginlashish ta’rifiga ko‘ra,
shunday N =N(&) >0 nomer topiladiki, bunda ¥n>N uchun

sup|f (x) — f,(x)|<<

RL 3

bo‘ladi. 7 son f (x) uchun %-davr bo‘lsin. U holda
f(x+7) = T <[ (x+7)— fy (x+ )| +|Fy (X+7) — F ()] +

+\fN(x)—f(x)\<g+g+f

3

=&
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bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
Natija. Quyidagi yig‘indini ko‘rib chigamiz:

Sn(x):iakeMkX , A, €R" a eC.
k=1

Ushbu a, -e™* funksiya davriy bo‘lgani uchun tekis deyarli davriy
bo‘ladi. Tekis deyarli davriy funksiyalarning yig‘indisi S,(x) ham tekis deyarli
davriy funksiya bo‘ladi. Agar S, (x) ketma-ketlik biror f(x) funksiyaga tekis
yaginlashuvchi bo‘lsa, f(X) ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi.

Teorema 2. Agar f(X) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, f'(x) tekis
uzluksiz bo‘lsa, f'(x) ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi.

Isbot. &>0 ixtiyoriy son bo‘lsin. Tekis uzluksizlik ta’rifiga bo‘ra
shunday h=h(g) >0 son topiladiki, bunda

X = X|<h = |f(x)—f(x)<e.
Quyidagi

Fxeh)— f(x) 15", t=s+x] 1",
== | f'(t)dt= ==|f d
h h{ D=1 4t = s h! (s x)ds

ifodaning chap tomoni tekis deyarli davriy bo‘lgani uchun uning o‘ng tomoni
ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Quyidagi baholashni ko‘rib chigamiz:

1h 1h 1h
H!f'(s+h)ds— £/(x) H!1“(s+x)ds—ﬁg1”(><)ols

<

1 1
<=[|f'(s+x) - f'(XNds <= [eds=¢.
hy hy
Bu baholashga asosan
h
%jf’(s+x)ds (%), (h—0)
0

meKkuc

bo‘ladi. Oldingi teoremaga ko‘ra f'(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi.
Teorema isbotlandi.

3-§. Tekis deyarli davriy funksiyaning boshlang‘ichi
haqidagi teorema
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Teorema. Agar f(Xx) funksiya tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, ushbu
F(x) :j f(t)dt+C
0

funksiya chegaralangan bo‘lsa, u holda u ham tekis deyarli davriy funksiya
bo‘ladi.
Isbot. f(X) hagigiy deb xisoblaymiz. ¢ :irFlf{F(x)} va G=sup{F(x)}
R
bo‘lsin. Infimum va supremum ta’rifiga ko‘ra Ve >0 son uchun shunday
X, X, € R sonlar mavjudki, bunda

F(x)<g+5, Flo)>G-7
bo‘ladi. Quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:

E=min(x,X,), d=[x—X,.
Agar X, =X, bo‘lsa, £=X,, d=x —X,, &+d=Xx_ bo‘ladi, agar X, <X, bo‘lsa,
=X, d=X,—%, &+d =X, bo‘ladi.

Uzunligi 7, :K(%)>O bo‘lgan har bir intervalda f(x) funksiyaning

kamida  bitta %-davri re(B,B+t,) bor. Ly=f,+d bollsin.
Z2,,Z, € (a,a + L) sonlar topiladiki, bunda

Fz)<g+2,  F(@)>G- ®
bo‘ladi. Bu fikrlarni quyidagicha isbotlaymiz.

Agar te(a—-S&,a—-&+10,) bolsa, u holda a-é<r<a-E+4,,
a<t+é<a+l, t+&e(a,a+/l,) boladi. z, =Xx+7 va Z,=X,+7
bo‘lsin. Agar X, > X, bo‘lsa, & =X, bo‘lgani uchun

L, =t+X,=rt+le(a,a+/l,)c(a,a+ly)
bo‘ladi. <X, +7<X +7 va X,+7<a+/, ekanligidan z,, z, e(a,a + L)
kelib chigadi. Bunga ko‘ra
F(z,) - F(z)= | f(©)dt=F(q) - F(x) + | f(O)dt— [ f )t =

2] 4] Xy

=F(x2)—F(x1>+T[f(s+r)—f(s)]dsz«a—g)—(g+§)—§=G—g—

1

&

>

Agar F(z,) <G —% deb faraz gilsak, u holda
G—%—F@QZFQQ—F@J>G—9—§,

ya’ni F(z,)<g ziddiyat kelib chigadi. Agar F(z,)>g +§ deb faraz gilsak,
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£ g
F(z,)- (g +§)>G -0 o
ya’ni F(z,)>G ziddiyat kelib chigadi. Demak, (1) isbotlandi.

7 son f(X) funksiya uchun i-davr bo‘Isin. Quyidagilarni isbotlaymiz:

F(x+7)—F(X) >-¢, (2)
F(x+7)-F(X)<e. (3)
Avvalo (2) tengsizlikni isbotlaymiz:

X+ u+t

F(x+7)-F(X)=F(z,+7)—F(z))+ [ f(s)ds— [ f(s)ds=

SF(z 1)~ F(z)+ ] F(s)ds+ | f(s)ds— | F(s)ds— [ f(s)ds>

X+7

T[f (x+5) — f(s)]ds

X

& & &
Zg—(g+§)— >—§—LO'—:—8.

2L,
Endi (3) tengsizlikni isbotlaymiz:

F(x+7)~F()=F(z, +7)~ F(2,) + | f(s)ds— [ f(s)ds<

X+7

ey ° & &
<G—(G—§)+J:\f(s+r)— f(sds <5+ L, FTR?
(2) va (3) ga asosan
IF(x+7)-F(X)|<¢. (4)
Bu esa F(x) funksiya tekis deyarli davriy funksiya ekanini bildiradi.

Teorema isbotlandi.

4-§. Tekis deyarli davriy funksiyaning o‘rta giymati hagidagi teorema
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Teorema 1. Agar f(x) funksiya tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa,
quyidagi limit mavjud bo‘ladi

M{f (x)}=lim= jf(x)dx (1)

T—>oo

Isbot. 1) ¢ >0 ixtiyoriy son bo‘lsin. A=sup|f(x)| bolsin. ¢=¢(Z )>0
xeR

sonni tekis deyarli davriy funksiya ta’rifidan olamiz. Ushbu re(a,a+£) biror

g—davr bo‘lsin. Quyidagi baholashni ko‘rib chigamiz:

H i (x)dx—— j f(x)dx =

j i (x)dx——[ [ £ (x)dx+ j f (x)dx + Tf (x)dx]

T+T

ﬂf(x)—f(x+r)\dx+ ﬂf(x)\dx+ ﬂf(x)\dx

T+T

<fyz ! AQT o +|a - r\)< i +ﬂ 2)
2 T 2 T
2) (2) baholashda o = (v =T desak, quyidagi kelib chiqdi:

< 2+2¢£ (v=Ln). (3

j f (x)dx—? j f (x)dx

(DT

Bunga ko‘ra,

1} ( (x)dx—inff (X)dx =

<

_1T'[f( Jolx _H _1T( I)Tf(X)dX

1&, e 2A0, ¢ 2A€
D t+t—)="+— 4
n;(z T )= 2 T 4)
3) T,>0, T,>0, _?1:—, m,m, €Z bo‘lsin. Bu xolda mT, =m,T,
2 1
bo‘ladi. Bunga asosan quyidagi baholashga ega bo‘lamiz:

lle f (x)dx—in f(x)dX <

<

]l f (x)dx — j f (x)dx| + j f (x)dx — —j f (x)dx <

(‘9 ZMJ (5 ZMJ g+2A€(£+ij. (5)
LPR P
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Olingan baholashni ushbu T, =%Tl =rT, tenglikni xisobga olib, quyidagi
2
tarzda yozamiz:

- 1 f(x)olx—T Tt0dd - 2A€(%+%J<g (6)

10 1 1

(6) tengsizlikning chap tomoni uzluksiz bo‘lganligi uchun (6) tengsizlik
ixtiyoriy haqiqiy r >0 uchun ham o’rinli bo‘ladi.

Demak, (5) tengsizlik VT, >0,T, >0 sonlar uchun o’rinli ekan. Agar

T,T,> hial deb olsak,
€

<2¢ (7

17 1%
— | f(x)dx——=—| f(x)dx
Tl v(|). T2 v(')‘

kelib chigadi. Agar
1T
g(T) =7 [ f(x)ax
0

belgilash kiritsak, (7) ko’ra V& >0 uchun shunday T, :ﬂ>0 son topilib,
&

VT, T, >T,(e) sonlar uchun |g(T,)-9g(T,)|<2¢ bo‘lar ekan. Demak, Koshi
kriteriyasiga ko’ra |jm 9(T) mavjud bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

T oo

Natija. (4) tengsizlikda n — « da limitga o’tsak,
3]f(x)dx-|\/|{f(x)){s£+ﬂ (®)
T3 2 T

Izox. Agar f(x) uzluksiz davriy funksiya bo‘lib, p>0 uning davri
bo‘lsa, u xolda

np+a

M{f(X)}=Iimp+ [ (0ck=

- Inlm np+ao

1
_Inlmnp+ {_Jf((v l)p+t)dt+jf(np+t)dt}

{nj f (t)dt +j f (t)dt}:

_||m—jf(t)dt+||mp—jf(t)dt_—jf(t)dt.

n—0 N—c0
P+

{z | f(x)dx+npj+0} (x)dx}

=1

Demak,
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M{f (x)}:%f (X)X

Teorema 2. f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa, quyidagi xossalar
o‘rinli bo‘ladi:

1) M{cf (X)}=cM{f (x)},

2) M{f () +9(x)}= M{f () }+M{g(x)},

3) M{f(x+a)}=M{f(x)}, aeR,

4) f (x), n=1 o tekis deyarli davriy funksiyalar bo‘lib,
f,(X)——— f(x), (n— ) bo‘lsa, u holda

o imMA, (93=M{T (0}

bo‘ladi.

Isbot. Dastlabki uchta xossa bevosita limit va integralning xossasidan
darxol kelib chigadi. 4-xossani isbotlaymiz.

&> 0 ixtiyoriy son bo‘lsin. U holda shunday n, =n,(g) nomer topilib,

1f,(0)— f(¥)|<e&, (n=n,) buladi. n>n, bo‘lsin, u holda

ML, (03— M{F (0} = L'En%} fn(x)dx—] f (x)dx| <

. 1%
< ||m?'ﬂ f.(x)— f(Qdx<e.
T—ow 0

Demak,
lIMM{f, ()}=M{f (x)}.

Misol. f(x) =sin2x+ 7cos~/3x —5sin~/2x funksiya berilgan. M{f (x)}
ni topamiz.  f(x) funksiyaning o‘rtachasini topish uchun har birining
o‘rtachasini topib qo‘yish lozim:

2z 2r

x N 7
M{f(x)}:ijsinzxd“@ j?cosﬁxdx—ﬁ [Bsin/2xdx=0.
Ty 27 % 21

Teorema 3. Agar f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsa, u holda
quyidagi limit a parametrga nisbatan tekis ravishda mavjud bo‘ladi:

a+T

lim= | F(dx=M{f (x+a)}= M{f (x)}. 9)

T T
Isbot. M{f(x+a)}=M{f(x)} ekanini bilamiz. Y&>0 son uchun a
parametrga bog’lik bo‘lmagan shunday T,=T,(g)>0 son topilib, T >T,
uchun ushbu

%jf(x+a)dx—M{f(x+a))’<g

Tengsizlikni isbotlash kerak. (8) tengsizlikka ko‘ra
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1% e 2A/
— | f(x+a)dx—M{f(x+a)} < - +—.
‘T J f Gy — M )){ .
: 4AL
Bu yerda A va /¢ lar a parametrga bog‘liq emas. T,=—— deb olsak,
&
VT >T, uchun
%jf(x+a)dx—M{f(x+a)){£g
bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
Natija. (9) tenglikda a =—-T desak,
M{f(X)}= lim=+ If(X)dX M{f (X)}= lim=+ If(X)dX (10)
—>00 —T —®
bo‘ladi. Bularni gqo‘shib ikkiga bo‘lsak, ushbu
M{f (x)}= IT|m2— [ £ (x)ox (12)

Formula kelib chigadi.

Natija. f(x) va g(x) tekis deyarli davriy funksiyalar bo‘lsin. U holda
f(x)-g(x) ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘lgani uchun quyidagi limitlar
mavjud bo‘ladi:

M{E (%) g(X)}—Ilm—If(X) g(x)dx.

T—-0 T
Teorema 4. Tekis deyarli davriy funk3|yalar fazosida ushbu
(f,9)=M{f(x)-g(x)} skalyar ko‘paytmani kiritish mumkin.
Bu teoremaning isbotlash uchun limit va integral xossalarini ishlatib,

skalyar ko’paytma aksiomalarini tekshirib ko’rish kerak.
Natija. Tekis deyarli davriy funksiyalar  fazosida ushbu

[ f]=yM{f (x)\z} normani kiritish mumkin.

Natija. f(t) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsin. U holda x
fiksirlanganda f(x+t) ham deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Bunga ko‘ra

F, (t) = f(x+1t)- f(t) ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi, demak ushbu
[ T —_—
g(x):Mt{f(x+t)f(t)}=ym%jf(x+t)f(t)dt (12)
el T

giymat mavjud. g(x) funksiyaga f(x) funksiyaning uramasi deyiladi.
Teorema 5. (12) limitdagi yaginlashish x ga nisbatan tekis
yaqginlashishdir.
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Isbot. &>0 ixtiyoriy son bo‘lib, A=sup|f(t) bo‘lsin. E:E(i) ni
t

tekis deyarli davriylik ta’rifidan olamiz. z orgali f(t) funksiyaning biror %A\

davrini belgilaylik. U holda
F(t+7)—F 0] =|f(x+t+7)- ft+2)— f(x+1)- F O] <
<[f(x+t+7)-|f(t+2)— T+ Q) |f(x+t+7)— F(x+1)<e
bo‘ladi. Bunga ko‘ra z son F, (t) uchun &-davr bo‘ladi va ¢, =/ bo‘ladi.
Quyidagi baholash o‘rinli:
A, =sup| f (x+t)- T ()] <sup|f (x+1)]-sup| f (1) = A*.
t t t

(8) tengsizlikda f(t) o‘rnida f(x+t)- f(t) ni olsak, quyidagi hosil
bo‘ldi:

%lf(xﬂ)-mdt—M{f(x+t)-m){sg+%.

Agar T ni ushbu

2 2
2A -1, 2K & o AN

T T 2 £
shartni ganoatlantiruvchi qilib tanlasak, T, son xga bog‘liq emas va noldan
katta bo‘ladi. Demak, VT >T,; uchun

‘%_}Tf(xﬂ).mdt—M{f(x+t).m){ <e

bo‘ladi, ya’ni (12) limitdagi yaginlashish tekis yaginlashishdir.
Teorema isbotlandi.

Ty
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5-§. Tekis deyarli davriy funksiyalar uchun Fure gatori

f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsin. Ushbu e ™, (1eR")
funksiya davriy bo‘lgani uchun tekis deyarli davriy bo‘ladi. Bunga ko‘ra
f (x)-e™* ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Demak, ushbu

a(4) =M{f(x)-e™*}
o‘rta giymat mavjud.

Teorema. G :{ﬂ: a(4) ;tO} ushbu to‘plam yoki cheklita yoki sanoglita
bo‘ladi.

Isbot. A, # A, bo‘lsin. U holda

2

e e v fp e =l gy

21 5
bo‘ladi. Demak,
_ . 0, A
M {elﬂix . e—lﬂzx }: 21 2
1, A =4,

ya’'ni € { '*X} funksiyalar sistemasi ortonormallangan ekan.

Fure koeffitsientlarining minimallik xossasi va Bessel tengsizligini
isbotlab olamiz. A,,4,,...,4, ixtiyoriy Xagiqiy sonlar c;,c,, . c, ixtiyoriy
kompleks sonlar bo‘lsin. U holda

} {(f(x) ch WX) (m—gépe”ﬂ)}:

=M {‘ f (X)‘2 — Zn:(_;p f(x)- e X _ ick f (X)efiﬂkx i zn:Ckaekae_Mpx} —
p=1

k=1 k,p=1

{‘f(x) > ce

:M{f(x)\z}—icp ki:: ¢ a(k) + i { hex e_mpx}:

—m{f (x)f}—kz:cka(m -3 cal)+ Yl -
—M{f (o J+ 3o, a2 - a4l 1)

Agar c, =a(4,) deb olsak, (1) tenglikning chap tomoni eng kichik
giymatga erishadi. Bunga ko‘ra
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n ) 2 n
M {‘ f(x)— éa(zk)e”«x } =M {f x)° }— é\a(ﬂk )’ ()
kelib chigadi. Chap tomon noldan katta yoki teng bo‘lgani uchun ushbu
LR VIO ©

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikka Bessel tengsizligi deyiladi.
\a(/l) >1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi A sonlar cheklita, aks holda (3)

dan ziddiyat kelib chigadi. Bu sonlarni A4,4,,...,4, orgali belgilaymiz,

%s\a(ﬂ)kl tengsizlikni ganoatlantiruvchi sonlar ham cheklita, ularni

A A

st Anszre-n Ay, Dilan belgilaymiz. %s\a(/l)\ <% tengsizlikni ganoatlantiruvchi

A

davom gildirib, [a(1)| # 0 bo‘ladigan barcha 4 larni olamiz. Demak, G to‘plam,

chekli to‘plamlarining sanoglita birlashmasidan iborat. Bunga ko‘ra G
to‘plamning o°zi sanoglita bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

Ta’rif. a(1) =0 shartni ganoatlantiruvchi barcha sonlarni A, 4,,4,, ...
orgali belgilaymiz. Bu sonlarga f(x) funksiya uchun Fure ko‘rsatkichlari
deyiladi.

Demak, xar bir tekis deyarli davriy f(x) funksiyaga bitta Fure gatori mos
keladi:

sonlar ham cheklita, ularni A 4, bilan belgilaymiz. Bu jarayonni

n2+1’ n2+2".

f(x)~> A" =>a(1)e™.
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6-§. Fure gatori ustida formal amallar

Teorema 1. f(x) va g(x) tekis deyarli davriy funksiyalar bo‘lib, ularga
quyidagi Fure gatorlari mos keluvchi bo‘lsin:

f0)~ A" =Ya(le™.
900~ X864 = b()e
U holda quyidagilar o‘rinli: n '

1) k-f(x)~Dk-Ae™,

2) . f(X) iZAqe‘”’”“)x, bu yerda x€R?,

3) f(x+a)~ iAqe”nX ™" buyerda o e R,

5 TR~ YA

5) f(x)+ gn(X) ~ ;(a(/l) +b(2))e”

Isbot. Keltirilgan fikrlarni isbotlash uchun chap tomonda turgan tekis
deyarli davriy funksiyalarga mos keluvchi Fure ko‘rsatkichlarini va Fure
koeffitsientlarini topish lozim.

1) M- f(x)-e™|=k-M{f(x)-e™}=k-a(1).
2) Mg f(x)-e ™ |= M{f (x)- e l—a(d— ), A— =1,
A=A, + u,bo‘lgani uchun

e f(X)~Ya(d—p)-e™=>a(4,) enr =3 A e ntx
3) M{f (x+a)e ™ |=M{f (x+a)e ) . it |—

— e M{f (x +@)e ) |=e™ M {f (x)e ™ |=e™ .a(2).

4) M{f (e }=M{f (Ne*}=a(-w), —u=4, w=-A bolgani
uchun

(0~ Xd(we™ =Y a2,

5)M{(f (X)+g(x) e }= M{f (x)e " |+ M{g(x)e ™} = a(2) + b(2)
bo‘lgani uchun

FO)+9(x) ~ ;(a(?t) +b(2))e"” .

Teorema isbotlandi.
Teorema 2. Quyidagi tekis deyarli davriy funksiyalar ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin:
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f,(0~>A™ 4™ m=1 .

Agar f_(x) ketma-ketlik m — oo da biror f(x) funksiyaga tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda M{fm(x)e‘”x} ketma-ketlik m—o da AeR' ga nisbatan
M{f (x)e‘”“x} tekis yaginlashadi. Boshgacha qilib aytganda, Fure koeffitsienti

Fure koeffitsientiga intiladi, Fure ko‘rsatkichi Fure ko‘rsatkichiga intiladi.
Isbot. Bu fikr quyidagi baholashdan kelib chigadi:

IM{f (e - M{f, (e ] =[lim i{](f x)—f. (x))e‘”xdx}

<
T—oo 2T

<M{f(x) - f, ([} <sup|f () - f, (x)| >0, (Mm—>c0).

Teorema isbotlandi. _
Teorema 3. f(x)~> Ae"™* bolib, f'(x) mavjud va tekis uzluksiz

bo‘lsin. U holda
P09 ~ Xz Ae™

bo‘ladi.
Isbot. Teoremaning sharti bajarilganda f'(x) tekis deyarli davriy
funksiya bo‘lishi bizga ma’lum. Bunga ko‘ra

' —iAx - 1T ' —iAx
M{f'(x)-e }:|T|m?jf (X)-e *dx =
—>0 0

“lim e fooe

=1AM{f (x)e*‘“}: i4a(A).
Teorema isbotlandi.

Teorema 4. f(x)~> Ae"™ bolib, F(x):jf(t)dt chegaralangan
n 0

" iAf (e | =
0+|£ (X)e™dx =

funksiya bo‘lsa, u holda ushbu
F(x)~C+ Z%e”“x

munosabat o‘rinli. Isboti olindingi teoremaning isboti kabi.
Teorema 5. g(x) = Mt{f (x+1)- f(t)} bo‘lsin. U holda ixtiyoriy haqgiqgiy
A son uchun ushbu

S iatq]?
Mig(e ™ j=|M,{f e ™Y o
tenglikni o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Bu tenglikni avvalo 4 =0 bo‘lgan holda isbotlaymiz. g(x) urama

funksiyani aniglaydigan o‘rtacha giymat x ga nisbatan tekis ravishda mavjud
bo‘lgani uchun Ve&>0 son uchun Xx ga bog‘lik bo‘lmagan shunday
T, =T, (&) >0 son topilib barcha x larda ushbu

27



<¢&

M, {f (x+t)f(t)}—2— If(x+t)f(t)dt

0 —To

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bunga ko‘ra

Mx{g(x)}—Mx{%Tff(medt}s
<M {

MX{%Tf(xﬂ)mdt}:— [ FOdt- M {f (x+1)} 3)

0 -To 0 -To
tenglikni isbotlab olamiz. b ixtiyoriy son bo‘lsin. U holda quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:

L 10 .
be{ﬂ | f(x+t)f(t)dt}d —2— j {2b [ f(x+t)dx}f(t)dt_

_TO _TO -b

g(x)—z% [ o0 Tt

0 TO T >0

}<M {8}—I|m2—I6dX R )

Ushbu

Bu tenglikda b — oo limitga o‘tsak, natijada (3) hosil bo‘ladi. (2) va (3) dan
ushbu

1 TMers
M, A9(0) = If(t)dt~Mx{f(x)>{<e (4)
0 -To
baholash kelib chigadi. Bu yerda ¢ — 0 da limitga o‘tsak, quyidagi tenglik
M{g(9}=[M {f O} (5)

hosil bo‘ladi. Demak, (1) tenglik A =0 bo‘lgan holda isbotlanadi.
A#0 bo‘lsa, f(t)=f(t)e™ deymiz. Ishot gilganimizga ko‘ra ushbu

M {gl(x)}: ‘Mt {fi(t)Hz
tenglik o‘rinli. Bu yerda ushbu

6,() = M, (+ ) FL @)= M, {f (x+ e " F )™ j=e ' g(x)
tenglikni hisobga olsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

Mig(x)e =M, {f t)e |
Teorema isbotlandi.
Natija. Agar f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, unga quyidagi

f(x)~ 2 Ae™

Fure gatori mos keluvchi bo‘lsa, u holda g(x):Mt{f(x+t)-m} urama
funksiyaga quyidagi Fure gatori mos keladi:

g(x) ~ A e™ .

Teorema 6. Agar ushbu
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ianeiﬂﬂx
=1
trigonometrik qator (—oo,00) oraligda tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, uning
yig‘indisi S(x) uchun bu gator Fure gatori bo‘ladi.
Isbot. S(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lishini bilamiz. Berilgan

gator tekis yaginlashgani uchun «yig‘indi belgisi» va «o‘rtacha giymat belgisi»
o‘rinlarini almashtirish mumkin:

M {S (X)e—iﬂx }: M {(ganeiﬂﬂxj . e—iﬂx} — gaﬂM {eiﬂﬂx LI }: {ca)‘:( ) /j;:{j(}

Teorema isbotlandi.
Natija. Fure ko‘rsatkichlaridan tuzilgan sanogli to‘plamning tabiati turli
xil bo‘lishi mumkin. Masalan, {ﬂl,ﬂ?,ﬂg, } ixtiyoriy sanoqgli to‘plam bo‘lib,

Sla| <
n=1
bo‘lsa, ushbu
f(x)=Ya e
n=1

funksiya tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Chunki, bu yerdagi qator
Veyershtras alomatiga ko‘ra tekis yaginlashadi hamda uning har bir hadi tekis
deyarli davriy funksiya.

Izox. Shunday tekis deyarli davriy funksiyalar borki, ularga mos keluvchi
Fure qatorining ozod hadi yo‘k, ammo boshlang‘ich  funksiyasi
chegaralanmagan. Masalan, quyidagi

o0

f(x) =Zn—12e'n2X (6)

n=1

funksiya tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Agar ushbu
F(x) :j f (t)dt
0

funksiya chegaralangan deb faraz gilsak, u holda F(x) funksiya tekis deyarli

davriy funksiya bo‘ladi. Teorema 4 ga ko‘ra bu funksiyaga quyidagi Fure gatori
mos keladi:

1

F(X)~C+>—ie .
n=1

Ziddiyat, Bessel tengsizligiga ko‘ra Fure koeffitsientlari nolga intilishi lozim.
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7-§. Tekis deyarli davriy funksiyalar haqgidagi asosiy teoremalarning
o‘zaro ekvivalentligi

Teorema 1. (Parseval tengligi). Agar  f(x) tekis deyarli davriy
funksiyaga ushbu

> Ae
n=1
Fure gatori mos keluvchi bo‘lsa, u holda ushbu
SiA[ =Mm{foor ®
n=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Teorema 2. (Yagonalik teoremasi). Agar f(Xx) tekis deyarli davriy
funksiyaga ushbu

> Ae
n=1
Fure gatori mos keluvchi bo‘lib, A =0, n=1, o bo‘lsa, f(x)=0 bo‘ladi.

Teorema 3. (Fure gatorlarini ko‘paytirish). f(x) va g(x) tekis deyarli
davriy funksiyalar bo‘lib, ularga quyidagi Fure gatorlari mos keluvchi bo‘lsin:

f(x)~> A" =>a()e™, g(x)~>.Be"=>h(1)e” .
n A n A
U holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:
f(x)g(x)~>.C,e"™, buyerda C,= > AB,.

lp+,uq:vn
Boshgacha aytganda _
M{f()g(x)e ™= S AB,.

Apt+ig=2
Teorema 2 dan teorema 1 kelib chigishini isbotlaymiz.
Ushbu g(x)=M {f (x+t)f (t)} urama funksiyaga quyidagi Fure gatori
mos kelishi oldingi paragrafda isbotlangan edi:

g0) ~ XJA| e, )
Bessel tengsizligiga ko‘ra
SIA[f <M{f097)

bo‘lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra (2) gator tekis yaginlashadi. Uning
yig“indisi S(x) bo‘lsin. U holda

S() ~ 2 |A e 3
bo‘ladi. (2) va (3) ga ko‘ra
g(x)—S(x) ~ >.0-e™"

bo‘ladi. Teorema 2 ga ko‘ra g(x) =S(x) bo‘ladi. Demak, ushbu
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M{f (t+x) T ]=DA [ e

tenglik o‘rinli bo‘lar ekan. Bu tenglikda x =0 desak, (1) Parseval tengligi kelib
chigadi.

Teorema 1 dan teorema 2 kelib chigishini isbotlaymiz.

A =0, n=100 bo‘lgani uchun Parseval tengligiga ko‘ra

M (9 f=0 4)
bo‘ladi. Bundan f(x)=0 tenglikni Keltirib chigarish magsadida quyidagi
lemmani isbotlaymiz.

Lemmal. ¢(x) >0 tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, biror X, nugtada
@(X,) >0 bo‘lsa, u holda M{p(x)}> 0 bo‘ladi.
Isbot. @(x,)=a>0 bo‘lsin. ¢(x) funksiya x, nugtada uzluksiz ekaniga

ko‘ra & :% uchun shunday & =d(g) >0 mavjudki, [x —X,| <& ekanidan

a
o)~ (%)l <5
kelib chigadi.
¢ =1((g) >0 deb tekis deyarli davriy funksiya ta’rifidagi kesma uzunligini
olamiz. Uzunligi L=/+25 bo‘lgan ixtiyoriy (ct,a+(+ 25) intervalda

uzunligi 20 bo‘lgan interval topilib, bu intervalda ¢(X)>% bo‘lishini

ko’rsatamiz. 7 e(a+d8—X,, a+{+35—X%,) son ¢(x) funksiya uchun &-davr

bo‘lsin. U holda
a+0—X, <t<a+l+0—X,,

a+o<X,+r<a+o+/1 (5)
bo‘ladi. Agar |x—X,|<& bo‘lsa, —5<x—x,<J bo‘ladi. Buni (5)
go‘shtengsizlikka qo‘shsak, ushbu

a<X+r<a+20+/
qo‘shtengsizlik kelib chigadi. Quyidagi tengsizlik o‘rinli:

a a a
P(x+7) = (%) +[P(¥) ~ 0(X,)] +[p(x + 2) ~ (W] >a~2 — 2 = .
Bunga ko‘ra ushbu
1 " 1 & F 1 a 2ao
— X)dx =— X)dx>—-2n-20-—=——
2nL£L(/)( ) 2nLV=_%_1)(V{ff( Y oL 3~ 3L
baholash o‘rinli. Bu yerda n— o da limitga o‘tsak, ushbu

M{p(}> 222 >0

tengsizlik kelib chigadi. Lemma isbotlandi.
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(p(x):\f(x)\2 deb olib, f(x)#0 deb faraz gilsak, (4) tenglikka zid
bo‘ladigan fikr kelib chigadi. Demak, f(x) =0 ekan.

Teorema 3 dan teorema 1 kelib chigishini isbotlaymiz.

g(x) = f(x) deb olamiz. U holda
f(x)~> Ae™ va g(x)=f(x)~D Ae™

bo‘ladi. Teorema 3 ga ko‘ra

Mif(x)-F(x)-ej= SAA.

AptHg=A

Bu tenglikda A =0 desak,
M 0o = SJAf
p

Parseval tengligi hosil bo‘ladi.
Teorema 1 dan teorema 3 kelib chigishini isbotlaymiz.

Quyidagi tenglikdan foydalanamiz:
1 _ 2l . 2| . -
M {f -g}:Z[M{f +g\2}—M{f —g\2}+|M{f +|g\2}—|M{f —|g\2}]. (6)
Bu tenglikni isbot gilish uchun 0°ng tomonni ochib chigish kifoya.
a(2) =M {f (e} va b(1)=M{g(x)e ™ | belgilashlarni kiritib olamiz
va ushbu f+g, f—-g, f+ig, f—ig funksiyalarga Parseval tengligini
qo‘llaymiz:

M {t + g7 }=Sat) +BCA
M {t g }=3a() -2
M {f +ig\2}= Y |a(2) +ib-2)
M{f —ig*}= Slah- ib(A)
Bularni (6) tenglikka go‘ysak, ushbu ayniyat
M{f(99(9}=2a(Ap(-2)= T AB;

Ap+Hg=0
hosil bo‘ladi. Bu yerda g(x) o‘rnida g(x)e ™ funksiyani olsak,
g(X)e‘”X :ZBnei(yn—l)x

bo‘ladi. Demak, ushbu _
M{f()g(e ™= S AB,

Ap+tg=A=0
tenglik o‘rinli ekan. Isbotlandi.
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8-§. Approksimatsiya teoremasini Viner usulida isbotlash

Tekis deyarli davriy funksiyalarning tuzilishi quyidagi approksimatsiya
teoremasi deb ataladigan teoremada yaqgol namoyon bo‘ladi.
Teorema. (Approksimatsiya hakida). f(x) tekis deyarli davriy funksiya

bo‘lsin. U holda ixtiyoriy & >0 son uchun shunday
N .
P.(x)=>ce"
k=1
trigonometrik ko‘pxad mavjudki, bunda ushbu
sup|f (x) —P.(x)| <& (1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bu paragrafda approksimatsiya teoremasi Parseval tengligi o‘zaro
ekvivalent ekanligini ko‘rsatamiz. Bunda Norbert Viner usulini ishlatamiz.
Lemma 1. Approksimatsiya teoremasidan Parseval tengligi kelib chigadi.
Isbot. f(X) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, unga Ushbu

Za(l)eiﬂx
A
Fure gatori mos keladigan bo‘lsin. U holda (1) tengsizlikdan quyidagi
. 1%
M {f (X) — Pg(x)\z}: lT'mE JIT () - P.(x) dx <&
—0 -T

baholash kelib chigadi. Bunga va Fure koeffitsientlarining minimallik xossasiga

asosan ushbu
2 . 2 N i, ’
OSM{f(x)\ }—kZ\a(ik)\ =M ‘f(x)—kZa(ﬂk)e <
=1 =1
N _ 2
< M{ f(x)-> c e }<52
k=1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda & — 0 da limitga o‘tsak quyidagi
M {109 =3 Jat )
=1
Parseval tengligi kelib chigadi. Lemma isbotlandi.

Lemma 2. Parseval tengligidan approksimatsiya teoremasi kelib chigadi.
Isbot. f(x) tekis deyarli davriy funksiya bo‘lsin. Ushbu

g(x) =SLth\ f(x+t)— f (1)

yordamchi funksiyani tuzib olamiz. Uchburchak tengsizligiga ko‘ra quyidagi
baholashlar o‘rinli:

lg(x+h)—g(x)| :‘Sltjp\ f(x+h+t)— f(t) —SLth\ f(x+t)— f(t)

<

<sup|f(x+h+t)— ()= |F(x+t) - f ()<
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<sup|f (x+h+t)— f (x+1)| =sup|f (t+h)— F (t)].

Bu baxolashlardan g(x) funksiya tekis deyarli davriy funksiya bo‘lishi kelib
chigadi. Endi quyidagi

9

0.(9) = 1—;, 0<%<¢

0, 9>¢
funksiyani tuzib olamiz va ushbu ¢_[g(x)] tekis deyarli davriy funksiyani ko‘rib
chigamiz. ¢ [g(X)]=0 va ¢.[g(x)]#£0 bo‘lishi ravshan, chunki
¢.[9(0)]=,(0)=1. Shuning uchun M {p.[g(X)]}>0 bo‘ladi. Bu yordamida
ushbu

0, [9(X)]

M. {e,[9(x)]}
funksiyani tuzsak, u ham tekis deyarli davriy funksiya bo‘ladi. Quyidagi

funksiyani ko‘rib chigamiz: f_(X)=M{f )y, (x-1t)}. Agar y (x-t)=0
bo‘lsa, ushbu

. (X)=

f(x)—f()<e (2)
tengsizlik bajarilishini  ko‘rsatamiz. Agar w, (x—t)=0 bo‘lsa, u holda
¢.[g(x—1)]#0 bo‘ladi, ya'ni g(x—t)<eg, ya'ni

sup|f (x—t+u)— f(u)|<e
yoki
sup| f (x+u) — f(t+u) <e.

Bunga asosan
[T (x)— f(t) <sup|f(x+u)—f(t+u)<e

bo‘ladi, ya’ni aytilgan fikr isbotlandi.

Ushbu M {w, (x—1t)}=1 tenglikni f(X) ga ko‘paytirsak,

FO)=M{F (. (x-1)}
hosil bo‘ladi. Quyidagi ayirmani garaymiz:
F(x) - 1.0 =M{F Ry, (x-)}-M{T Oy, (x-1)}=
=MALf(¥) - O, (x-1)}.

(2) tengsizlikka ko‘ra

£ = £, <MAT () - F Oy, (x—D}<e. 3)
Endi Parseval tengligidan foydalanimiz. f(x) funksiyaga ushbu

;a(ﬂk)e”“

Fure gatori mos keluvchi bo‘lsin. 77 >0 ixtiyoriy son bo‘lsin, u holda shunday
N = N(7) natural son topiladiki, bunda quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi:
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Z‘ak‘z <7.

k=N+1

Ushbu
N .
Sy(X) = Zakelﬂkx
k=1

ko’phadni tuzib olamiz va ushbu r,(x)=f(x)—-S,(x) ayirmani ko‘rib
chigamiz. Parseval tengligiga ko‘ra
M 008,00 =M in 00 = Saf <n. @
Endi esa quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
£,00=M{f O, (x=)}=M{Sy O, (x=}+ M {r, O, (x-)}=

=3 My 02 1 M, i, Oy, (-0} = P00+ R, (0.

Bu erda P.(x) trigonometrik ko‘pxad. Ry ,(X) goldig hadni baholaymiz. Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

SIMAROF ) M, -0 | <M o)

¢ fiksirlanganda N sonini kattalashtiraverishimiz mumkin, ya’ni n ni shu
gadar kichiklashtiramizki, bunda

Ry.(0)|<e )
bo‘Isin. Buning uchun

Mip, () <e
ya’'ni

82

Miw? (1)f
deb olish kifoya. (3) va (5) tengsizliklarga asosan
1) —P.(x)|<|T () — T, +| f(x) - P.(X), <g+‘RN,g(x)‘ <2¢.
Oxirgi tengsizlikka ko‘ra approksimatsiya teoremasi o‘rinli bo‘ladi.
Lemma isbotlandi.
Izox. P.(x) trigonometrik ko‘pxaddagi daraja ko‘rsatkichlarini f(X)

funksiyaga mos keluvchi Fure gatoridagi daraja ko‘rsatkichlari orasidan tanlash
mumkin.

n<
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9-§. Approksimatsiya teoremasini Boxner-Feyer usulida isbotlash

1. f(x) funksiya 2z davrli funksiya bo‘lib, unga quyidagi Fure gatori
mos keluvchi bo‘lsin:

F(~ Sae™, a = | f(x)e™dx.
k=—0 277: -
Quyidagi yig‘indilarni tuzib olamiz:
(=2, 5,()=Yae",
k=-—n

So(X) + S, (X) ...+ S, (%) _ Z [1—Mjakeikx |
n k=—n n
o,(X) yig‘indilarga Feyer yig‘indilari deyiladi. Agar f(x) funksiya uzluksiz
bo‘lsa, o,(x) yig‘indilar n—oo da f(x) funksiyaga tekis yaginlashadi.
o, (X) yig‘indini Fure gatoriga qo‘shimcha

Gn (X) =

K
i = 1—F, k|<n

0, |k/>n
ko‘paytuvchilar kiritib hosil gilish mumkin.
Endi tekis deyarli davriy funksiya f(x) berilgan bo‘lsin. Unga mos

keluvchi Fure gatoriga qo‘shimcha shunday ko‘paytuvchilar kiritish mumkin
ekanki, hosil bo‘lgan yig‘indilar f(x) funksiyaga tekis yaginlashar ekan. Buni

birinchi bo‘lib S.Boxner isbotlashga muvoffak bo‘lgan. Bu yig‘indilar Feyer
yig‘indilarining tabity umumlashmasi bo‘ladi.

2. Ta’rif. B, [,,... chekli yoki sanogli hagigiy sonlar berilgan bo‘lsin.
Agar quyidagi ko’rinishdagi

o +np+..+r.3 =0, (n=12..)

shartni ganoatlantiruvchi birdaniga hammasi nol bo‘lmaydigan r,r,,...,r,
ratsional sonlar topilmasa, u holda f,,/,,... haqigiy sonlar chizigli erkli
deyiladi.

Ta’rif. Agar {1,4,,...} sonlar to’plamidagi xar bir son f,p5,,...
sonlarning ratsional koeffitsientli chekli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalansa

A=t B4 By 4t OB, (1)

hamda £, f,,... sonlar chizikli erkli bo‘lsa, 3, [,,... sonlar ushbu {4,,4,,...}
sonlar to‘plamining bazisi deyiladi.

Teorema 1. Hagiqiy sonlardan tuzilgan sanoqli to‘plamda bazis mavjud

bo‘ladi va bu bazis elementlari anashu to‘plamdan olinadi.
Isbot. Aytaylik o°sha sanogi to‘plam ushbu

A Ay )
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to‘plam bo‘lsin. f, orgali (2) satrda birinchi bo‘lib uchragan nol bo‘Imagan
sonni belgilaymiz va (2) satrdan ushbu
Lp + 104 =0
shartni ganoatlantiruvchi barcha A, sonlarni o‘chirib tashlaymiz. Bu yerda r, va
r, ratsional sonlar. Agar £, dan boshga son gqolmasa, A, ning o°zi bazis bo‘ladi.
Agar p, dan boshga son qolsa, u holda golgan sonlardan birinchisini £, orgali
belgilaymiz. Endi golgan sonlardan ushbu
LB + 1005, + LA =0

shartni ganoatlantiruvchi 4, sonlarni o‘chirib tashlaymiz. Bu yerda r,r,,I,
ratsional sonlar. Bu jarayonni davom qildirib £, ,,... bazisni hosil gilamiz.

Teorema isbotlandi.

Ta’rif. Agar bazis cheklita sondan iborat bo‘lsa, unga chekli bazis
deyiladi, aks holda cheksiz bazis deyiladi.

Ta’rif. Agar (1) tasvirda barcha koeffitsientlar butun sonlar bo‘lsa,
B, B,,... bazisga butun bazis deyiladi.

Misol. M ={a+b+/3, a,beZ} to‘plam uchun B, =1 S, =+3 bazis
bo‘ladi. Bu bazis chekli va butundir

3. f(x) funksiya p=— T davrli funksiya bo‘lib, unga ushbu

\ﬂ\
f(x)~ Yae”™ a =M{f(x) e}, (vez)

Fure qatori mos keluvchi bo‘lsin. Bu funksiya uchun Feyer yig‘indisini
hisoblaymiz:

S,(x) = Ya,e"™ = M {f (t) eV} =

sin(r+;)ﬁt
M F(x+1) -
sinﬂz’t

sin(r + ),b’t sm'ml
=M { f(x+t) 2 =

sin? 2 Pt
2

cosrpt —cos(r +1)pt

M3 f(x+1)
st'B
2

Bunga ko‘ra
o () = Se 800+ 48,5 (9

n
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sinzﬁt
=M.< f(x+t
t ( ) Zﬂ

n-sin

_ z[ v ‘ja e =M {f(x+t)vzn£ ‘:‘je”/”}

Quyidagi Feyer yadrosini ko‘rib chigamiz:
Slnz—'B M
Kn(ﬂt)—— Z( ] e"™. 3)

n-sin? - 'B v="n

Bu yadro quyidagi ikkita muhim xossaga ega.
1) K, (A)=0, 2) M{K,(A)}=1.

Bu xossalar (3) dan kelib chigadi.

4. f(x) funksiya tekis deyarli davriy funksiya bo‘lib, unga quyidagi Fure
gatori mos keluvchi bo‘lsin:

f(x)~> Ae™.

B, By,... orqali {4} to‘plamdagi biror bazisni belgilaymiz.
r,m,n,n,,..,Nn biror natural sonlar bo‘lsin. Quyidagi Feyer yadrosini tuzib
olamiz:

m ﬂl ﬂZt ﬂrt
Ke™ () =K m (o) Koy Cp) o K 0.

_(nl, n,, ..n

VA ﬂz,...,ﬂrj'

K, ™ (t) Feyer yadrosi uchun ham quyidagi ikkita xossa o‘rinli bo*ladi:
D) K" (®)20, 2) M{K,"(®)}=1.

Bu xossalardan birinchisi yaggol ko‘rinib turibdi. Ikkinchisini isbot gilishimiz
uchun K,™(t) yadroni quyidagi tarzda yozib olamiz:

K "(t)= Y [1_Mj.”..(l_wj.ei(nﬂﬁl+..+mr!ﬂrjt _
vilsn, N, n,

il Yr
_Zk e |[m!ﬁl+...+m!ﬂ,)t
- nl ..... nr,Vl ..... Vr *

B Bos--, B, sonlar chizikli erkli bo‘lgani uchun ushbu

P+ Vo5, + o+ v 5 =0
tenglik fagat v, =0,...,v,=0 Dbo‘lganda bajariladi. Bunga ko‘ra

M {K;™ (®)}=1 bo‘ladi.

Bu yerda

(4)
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(4) yigindidagi k, . . koeffitsientlar quyidagi xossalarga ega:
1) 0<Ky nopne <1,
2) r,v,....,v, lar  fiksirlanib, n —oo,...,n, >00  bo‘lganda
Kug...p gy, —>1 bO°ladi.
Endi Boxner-Feyer trigonometrik ko‘pxadlarini kiritib olamiz:
P () = M, {f (x+ DK, ™ (1) =

V. Vv 1% —i(v—llﬂl+...+v—r'ﬁr)t
= K al 2B +2p+.. B e ™ ™
V%j Ny, Ne vy (m!ﬂl ml 182 ml :Br

bu yerda
Vig, Ve Ve
a(m!ﬁl + m!'BZ +..+ m!ﬂrj

koeffitsient %ﬂl+%ﬂ2+...+%ﬂr Fure ko‘rsatkichiga mos keluvchi Fure

koeffitsientidir.
f(x) ga mos keluvchi Boxner-Feyerning barcha P,™ (x) ko*pxadlaridan

tuzilgan to‘plam tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz va tekis darajada
deyarli davriy bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Boxner-Feyer yadrosining xossalariga ko‘ra

P (0] < M f (x4 ] Ko™ (1)} < sup] £ (%) <0,

R (e )~ RV <M{f(x+h+1) - f(xDK, ™ O
<sup| f (x+h) — f(x)|

Bu yerdagi birinchi tenglikdan tekis chegaralanganlik kelib chigadi, ikkinchi
tenglikdan esa tekis darajada uzluksizlik va tekis darajada deyarli davriylik kelib
chigadi. Bularga ko‘ra {PB(m)(x)} to‘plamdan tekis yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin. Bu qismiy ketma-ketlikning limitini ¢@(x) orqali
belgilaymiz.

Ko .n .., SONIArning xossalariga asosan ¢(x) funksiyaning Fure qatori
f(x) funksiyaning Fure qatori bilan ustma-ust tushadi. Shuning uchun
yagonalik teoremasiga asosan Boxner-Feyer yigindilari f(x) funksiyaga tekis

yaginlashadi. Approksimatsiya teoremasi isbotlandi.
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Xulosa

Deyarli davriy funksiyalar nazariyasining shakllanishiga Kroneker, P.Bol,
E.Esklangon,  G.Bor, N.Viner, G.Veyl, Vale-Pussen, S.Boxner,
N.N.Bogolyubov, V.V.Stepanov, A.Bezikovich, Dj. Fon Neyman, V.Maak,
V.A.Marchenko, B.M.Levitan va boshga olimlar begiyos hissa gqo‘shganlar.

Mazkur bitiruv malakaviy ishida tekis deyarli davriy funksiyalar va
ularning xossalari o‘rganilgan. Ushbu ishda tekis deyarli davriy funksiya
chegaralangan bo‘lishi, f(x) tekis deyarli davriy funksiya R fazoda tekis uzluksiz
bo‘lishi, tekis deyarli davriy funksiya haqidagi Borxner teoremasi, tekis deyarli
davriy funksiyaning hosilasi va boshlang‘ichi haqidagi, o‘rta qiymatlar haqidagi
teoremalar o‘rganildi. Qolaversa tekis deyarli davriy funksiyalarni Fure gatoriga
yoyish va Fure qatori ustida formal amallar ko‘rib chiqildi.

Hozirgi kunda deyarli davriy funksiyalar nazariyasi  differensial
tenglamalar nazariyasida, mexanika masalalarida ishlatilib kelinmoqgda.

Mazkur bitiruv malakaviy ishda tekis deyarli davriy funksiyalar uchun
approksimatsiya teoremasining Viner va Boxner-Feyer usullaridagi isbotlari
o‘rganilgan.
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