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BITIRUV MALAKAVI1Y ISHNI BAJARISH BO‘YICHA
TOPSHIRIQLAR REJASI:

1. Talaba Qurbanov Kamron Universitet rektorining 2017 vyil 1-

noyabrdagi 187-T §4 buyrug‘i bilan bitiruv malakaviy ish bajarish uchun “mM —
subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari” mavzusi tasdiqlangan.
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majlisining garoriga binoan f.-m.f.d. B.l.Abdullayev bitiruv malakaviy ishini
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3. Bitiruv malakaviy ishining tarkibiy tuzilmasi: Ushbu bitiruv malakaviy

ishi referativ xarakterda bo‘lib, M —subgarmonik funksiyalar va ularning
xossalari o‘ganishga bag‘ishlangan. Bitiruv malakaviy ishi Kirish, ikkita bobdan
iborat bo‘lib, kirish gismida mavzuning dolzarbligi, tadgigot magsadi va
vazifalari keltirilgan. Birinchi bobda subgarmonik va plyurisubgarmonik
funksiyalar va ularning xossalari, differensial formalar o‘rganilgan. Ikkinchi
bobda Gessian tushunchasi, musbat Gessianlar, m —subgarmonik funksiyalar va
ularning xossalari o‘rganilgan. Bitiruv malakaviy ishning so‘ngida xulosa,
hamda foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxati keltirilgan.
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5. Bitiruv malakaviy ishga PowerPoint dasturida ishlangan multimediali
taqdimot slaydlari ilova qilinadi.

Bitiruv malakaviy ishni bajarish jadvali

Bajarilgan ishning mazmuni

Bajarish muddati

Bitiruv malakaviy ishni mavzusi bo‘yicha
adabiyotlarni to‘plash, o‘rganish va tahlil
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2. | Bitiruv malakaviy ishnining birinchi bobini
tayyorlash

3. | Ikkinchi  bob  bo‘yicha ma’lumotlarni
o‘rganish va tahlil gilish

4. | Bitiruv malakaviy ishnining ikkinchi bobini
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5. | Bitiruv malakaviy ishning foydalanilgan
adabiyotlar ro‘yxatini tuzish
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tayyorlash va kafedra muxokamasidan
o‘tkazish
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Mavzu: M — subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari
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2.1. Musbat gessianlar bilan differensial formalar orasidagi
bog‘lanish
2.2. M — subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari
Xulosa

Foydalanilgan adabiyotlar



KIRISH

Gessianlardagi tenglamalar uchun Dirixle masalasi asosida m -subgarmonik
funksiyalar sinfi tushunchasi Kiritilib, potentsiallar nazariyasiga to‘lig mos kelishi
hamda plyurisubgarmonik funksiyalar Monj-Amper tenglamasi uchun ganchalik
muhim bo‘lsa, m-subgarmonik funksiyalar sinfi ham gessianlardagi tenglamalar
uchun shunchalik muhim bo‘lishi aniglangan. Shu sababdan m-subgarmonik
funksiyalar sinfini potentsial-sig‘im xossalarini keng tadqiq etilishi dolzarb
muammolardan hisoblanadi.

Shular bilan bir gatorda mavzuning dolzarbligi klassik va kompleks potentsiallar
nazariyasini o‘z ichiga olgan va gessian operatoriga asoslangan potentsiallar
nazariyasini to‘liq asoslangan, m-subgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasini
yechish usullarini ishlab chigish, m-subgarmonik funksiyalar supremumining m -
subgarmonik bo‘lishi hamda m-subgarmonik funksiyalar kompleks gipertekisliklar
ustidagi qgisgartmasining (m-1)-subgarmonik funksiya bo‘lishi muammolarini hal
etish bilan xarakterlanadi.

Bitiruv malakaviy ishda m-subgarmonik funksiyalar va ularning ba’zi muhim
xossalari o‘rganilgan:

2.2-ta’rif: Agar u(z) funksiya yuqoridan yarim uzluksiz va ixtiyoriy sillig
Vy,..,V. . M—subgarmonik funksiyalar uchun dd‘uAdd®v, A..Add®, , AB"",
ogim

[dd‘uAddv, A...Add, , A" |(0)=

:juddcv1 AAddV A BT Add°w, weF°°,

musbat aniqlangan bo‘lsa, u holda uely (D) funksiya DcC" sohada

m —subgarmonik deyiladi.



2.2-Teorema. Agar uem-—sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy P < C" kompleks

gipertekislik uchun u|,e (m—1) —sh bo‘ladi.
2.3-Teorema. Agar u(z)-B={|z|<1} sharda ikki marta silliq m-sh

funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy r <1 uchun

jdt j (ddu)* A ™ <(M —m) [ (ddu)" A pmH,

0 oP<r

bo‘ladi. Buyerda 1<k <m, M =supu(z), m=infu(z).
B



| BOB.
DASTLABKI MA’LUMOTLAR VA ASOSIY TUSHUNCHALAR

1.1. Subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.
1.1.-Ta’rif. Faraz gilaylik, D c R" sohada aniglangan lokal integrallanuvchi
u: D — [—00,+00)
funksiya berilgan bo Isin, v € L (D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(z) yugoridan yarim uzluksiz: Vz° € D uchun lim u(z) < u(z”)

(bundan w(x) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yugoridan
chegaralanganligi kelib chigadi);

2) har bir z° € D nugta uchun shunday r(z”) > 0 topiladiki, » < r(z”) uchun

u(z”) < 1n_1 f u(z)do; (1.1)

O-”r S(z%,r)

u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.
Subgarmonik funksiyalar sinfi Sh D kabi belgilanadi. Kelgusida qulaylik

uchun biz trivial u(x) = —oo funksiyasi ham D da Sh(D) ga tegishli deb garaymiz.
Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz:
1) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffitsientli chizigli kombinatsiyasi
subgarmonik funksiya bo‘ladi:
u,(r) € SW(D), a, €R_(k=12,...,m) =
= au, () + au,(z) +...+a u (x) € SK(D) ;
2) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik

funksiya bo‘ladi:



u (), u,(2),...,u () € SH(D) =

[
= max u(7),u,(2),....,u (r) € Sh(D);
3) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining limiti
subgarmonik funksiya bo‘ladi:
u(z) € SMD), ulz)>u,  (z) (j=12..)=
= limu (z) € SK(D) ;

J—00
4) tekis yaginlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligi subgarmonik
funksiyaga yaqginlashadi:
u(z) € SKD) (j=12..), u(z)3u(z)= u(z)€ SAD):;

5) Maksimumlar printsipi. Agar w(x) € Sh(D) funksiya biror z° € D nuqtada
o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(z’) = sup u(z) (1.2)

rzeD

bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi.
Isbot. Ushbu
M= zeD: ux)=u(z") M=o
to‘plamni qaraylik. w(x) funksiyaning yugoridan yarim uzluksiz bo‘lganligidan va
(1.5) shartdan M to‘plamning D da yopigligi kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p € M uchun (5) formulaga ko‘ra
1

u(z’) = u(p) < g f u(x)do < u(z’), r <r(p),
w8

bo‘ladi. Bu munosabatdan u‘S(pﬂ,)z u(z”), ya'ni p ning B(p,m(p)) atrofida
u(z) = u(z”) bo‘lishini ko‘ramiz. Bu esa M to‘plamning D da ochiq ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, M = D.

6) Agar ¥(x) € SK(D), wu(x)e€ h(D) funksiyalar uchun G cC D sferada

6



9,6 < o

bo‘lsa, u holda G da ¥(z) < wu(z), = € G tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu xossadan quyidagi muhim xulosaga kelamiz. Faraz gilaylik,
IHzx) € SK(D)NC(D)

berilgan bo‘lib, B(z’,r) CC D bo‘lsin. Ushbu

fﬁ P(z,y)do(y), x€ B(z’r),

Puasson integralini garaylik. u(z) € h(B) , u‘ bo‘lib, 6) — hossaga ko‘ra

3= s
B = B(z°,r) da J(x) <u(z) bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun isbotlangan bu
xossa ixtiyoriy 9 € Sh- D uchun ham o‘rinlidir:  J(z) <w(xz) va deyarli barcha
z € S lar uchun 9(z) = u(z) o‘rinlidir;

7)  aytaylik, u(z) € Sh(D) funksiya va z° € D nugta berilgan bo‘lsin,
Ushbu

1
m(z°,r) = —— f u(z)do
O-nr S(IO,T)
va
1
n(z’,r) = u(z)dV,
=y (f s

bunda V r" miqdor B(z’,r) ning hajmi, integrallarni (o‘rta giymatlarni) garaylik.
1.1-Teorema. Faraz qgilaylik, u(x) € Sh(D) va u(z) # —oo bo‘lsin. U holda
ixtiyoriy z° € D uchun
wz’) <n (z°,r)<m (z°,r), n (z°,7)>—00 , 0<7T < p(z°,0D),
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqgari, agar » monoton kamayib nolga intilsa,

unda n_(z°,7) va m_(z°,r) o‘rta giymatlar monoton kamayib, w(z”) ga intiladi.



1.1 — teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo‘lamiz: D C R" sohada subgarmonik
u(x) = —oco funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya’ni ixtiyoriy B CC D uchun

f u(x)dV integral mavjuddir;

B

8)  subgarmonik funksiya D sohaning har bir nugtasida uzilishga ega
bo‘lishi mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.

1.2 —Teorema. Agar u(z)< Sh(D) bo‘lsa, u holda shunday monoton

to‘plamlar
D cD, CD, -UlDf =D
P

ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar
u(z) € SMD,)NC™(D,) , j=123,...

ketma — ketligi mavjudki,

u(z) = limu (z) (z € D)

J—00
bo‘ladi.
Ushbu

1

1—|z?

K(z) = {ce , agar |z|<1 bolsa,
0, agar |z |[>1 bolsa,
funksiyani garaylik. Bu funksiya C~(R") sinfga tegishli bo‘lib, uning salmog-i
suppK(z) = B(0,1) dir. Endi K(x) ning ifodasidagi o‘zgarmas ¢ ni shunday tanlab

olamizki,

[ K@adv =1

R"

bo‘lsin. u(z) # —oco deb, bu yadro yordamida ushbu



‘yfz‘gb
integralni garaylik. u,(z) funksiyasi

D = ze€D: p(x,0D) <6

6

ochiq to‘plamda aniglangan bo‘lib, z € D, da

u5<x>:§ f u(y)K[yéx]dv f u(x + 8y) K(y)dV

bo‘ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C™(D,) sinfga, ikkinchi integral esa
Sh(D,) sinfga tegishli bo‘ladi. Binobarin,

u,(z) € SK(D,)NC™(D,).
u(x) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, u, ning 6 | 0 da, monoton

kamayuvchi bo‘lishligi va

[ K@av =1

R”

tenglikdan, u,(z) ning w(x) ga intilishini topamiz.

9) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C* sinfga tegishli bo‘lmasligidan,

Aw - Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida garash mumkin bo‘ladi:
Au(p) = [uAg, o € F(D).
1.3-Teorema. Har ganday subgarmonik funksiya u(z) € Sh(D), u % —o0,

uchun umumlashgan ma’noda Awu > 0 bo‘ladi, ya'ni ixtiyoriy ¢ € F(D), ¢ >0

uchun qugo > 0 munosabat o‘rinlidir.



Jumladan, w(z) funksiya C? sinfga tegishli bo‘lib, u subgarmonik bo‘lsa,

2 2
ue SHD)NCAD), uholda Au=2" 4 9% > i,
O, or;

Yugorida keltirilgan teoremaning aksi ham o‘rinli: agar umumlashgan funksiya

w uchun
AU(sO):qusOZO, pe D), >0,

munosabat bajarilsa, u holda « subgarmonik funksiya bo‘ladi;

10) F.Riss teoremasi. Har qanday wu(z)¢€ Sh(D), u # —oo, funksiya

olinganda ham D sohada shunday musbat o‘Ichov p mavjudki, ixtiyoriy D’ cc D

soha uchun

u(@) = [ K(x—y)du, +@,,() (L4)

bo‘ladi, bunda ® (z) € h(D") va
D

Llm‘a: , agar m =2 bolsa,
2
K(z) = 1 1 .
— . , agar n >2 bolsa,
(n—2)o |

Eslatib o‘tamiz, K(z) funksiyasi Laplas tenglamasining fundamental
yechimidir: AK(z) =6(z) bo‘lib, bu yerda 6(z) - Dirakning umumlashgan
funksiyasi, 6 o¢(xz) = (0), ¢ € F(R"). § ga massasi x =0 da bo‘lgan birlik
o‘lchov (zaryad) mos keladi.

11) Agar u(z) € Sh(D) bo‘lsa, u holda "’ € Sh(D) dir.

8) — xossaga ko‘ra, u(x) funksiyasini Sh va C™ funksiyalar bilan yaginlashtirish

mumkin. Shundan kelib chiqib, garalayotgan xossani

10



u(z) € SL(D)(NC™ D funksiyalar uchun isbotlash yetarlidir. Bu holda

2

De"™ =" A u+>" > (0 ekanligini ko‘rish giyin emas.
j=1

ou

Xuddi shunday quyidagi xossa ham o‘rinlidir.

12). Agar u(z) € Sh D , u|,< 0 bo‘lsa, u holda —In[—u(z)]€Sh(D) dir.

1.2. Plyurisubgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.

Plyurisubgarmonik funksiya tushunchasini keltirish uchun yuqoridan yarim

uzluksiz funksiya tushunchasini Kiritishimiz kerak. ¢ :D — —oc;00  funksiya

D c C" sohada yuqoridan yarim uzluksiz deyiladi, agar V2" € D uchun

lin%go z <p 2’

z—Zz

tengsizlik bajarilsa. Boshgacha qilib aytadigan bo‘lsak, Ve > 0 soni uchun shunday

5 2°,e > 0 soni topilib,

gpz—gozo <§g, gozo Z= =00
‘Z—ZO‘<(5:> 1
pz < ——, gozo = -0
€

munosabat o‘rinli bo‘lsa.

1.2-Ta’rif. ¢:D — —oc;00 funksiya D c C" sohada plyurisubgarmonik

deyiladi, agar quyidagi shartlar bajarilsa:

1) ¢ z funksiya D dayuqoridan yarim uzluksiz;

11



2) Ixtiyoriy 2° €D va ixtiyoriy z=1¢ =2"4w-§ weC', Ee€C
kompleks to‘g‘ri chizigda ¢  subgarmonik, ya’ni ¢ [ & funksiya
£eC,1 £ € D ochiqto‘plamda subgarmonik.

Plyurisubgarmonik funksiyaga misol qilib golomorf funksiya modulining

logorifmini misol qilib keltirishimiz mumkin, ya’ni agar f € 6 D bo‘lsa, u holda

uz = ln‘f z ‘ funksiya D da plyurisubgarmonik bo‘ladi. Bizga ma’lumki,

2
Ag — 0 u_ >
OEOE

bo‘lishi kerak. Agar D C C" n >1 bo‘lsa, murakkab funksiyani differensiallash

goidasiga ko‘ra har ganday z = 2’ + w¢ uchun
u 2 +w-€ n 2
oy du
0EOE 020z, '

i,5=1

W, bo‘ladi.

Demak, u € C* D funksiya D da plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun har ganday

z €D da

n 2
HZ U, W :Z 9u QT]]ZO, Yw e C".

i,j=1 azlaz]

bo‘lishi zarur va yetarli.

Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1°. Agar u = funksiya D sohada plyurisubgarmonik va biror z, € D nugtada

lokal eng katta qiymatiga erishsa, u holda u o‘zgarmasdir.

Faraz gilaylik u z funksiyamiz z € D nuqtada lokal eng katta giymatiga

erishadi. U holda ¢ £ =u 2z, +wf funksiya £ =0 nugtaning biror atrofida

subgarmonik va & =0 da lokal eng katta giymatiga erishadi. Subgarmonik
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funksiyaning ~ maksimum  prinsipiga  asosan po=cw o‘zgarmasdir.
cw =uz,+w-0 =¢ 0, ya’ni o‘zgarmas son w € C" ga bog‘lik emas. w
ixtiyoriy bo‘lgani uchun « z funksiya D sohada o‘zgarmasdir.

2°. Agar u z funksiya har bir z, € D nugtaning biror atrofida subgarmonik

bo‘lsa, u holda D da subgarmonikdir.

3°. Agar u , a € A—plyurisubgarmonik funksiyalar ketma-ketligi bo‘lib,

u z =supu, z funksiya yugoridan vyarim uzluksiz bo‘lsa, u holda u

acA
plyurisubgarmonikdir.

Ixtiyoriy z, €D nuqtada « funksiya plyurisubgarmonik ekanligini

ko‘rsatamiz. 2, nugtadan V2 =z, + w§, w € C" —kompleks to‘g‘ri chizigni

o‘tkazamiz. u_ funksiya 2, nuqtada plyurisubgarmonik bo‘lgani uchun

u, z,+w-§ =¢ & funksiya £ =0 nugtaning € C:z, +w-£€ D atrofida

subgarmonik. Subgarmonik funksiyaning xossasiga ko‘ra ¢ £ =supy_ § funksiya
P

§€C:z,+w-£ €D sohada subgarmonik. Demak, u z funksiya D sohada
plyurisubgarmonik.
Quyidagi xossalar ham subgarmonik funksiyaning xossasidan kelib chigadi.

4°. u z funksiya D sohada yugoridan yarim uzluksiz bo‘lsin. v z funksiya

D sohada plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun ixtiyoriy z € D va har ganday w € C"
vektor olganda ham shunday » = r,w son topilib, Vr <. larda

1 2w

u 2 §—fu 24w-re’ dt
21 4
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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Bu xossa plyurisubgarmonik kriteriyasi deb yuritiladi.
5°. w z funksiya z, € C" nuqtaning biror atrofida plyurisubgarmonik bo‘lsin.

U holda yetarlicha kichik » > 0 larda
1

gr

u z do

uzog

‘z—zu‘=r
tengsizlik o‘rinlidir. Bunda o r sfera yuzi, do yuza elementi.

6°. w z funksiyamiz z, € C" nugtaning atrofida plyurisubgarmonik va

S r = f w z do bo‘lsin. U holda S = o‘suvchi funksiyadir.

‘Z*ZU‘:T’

7°. w 2 funksiya D c C" sohada plyurisubgarmonik bo‘lsin. U holda shunday

ochig G,

k=12,..., UGk =D to‘plamlar va monoton  kamayuvchi
k=1

u € P G NC” G, funksiyalar  mavjudki, ixtiyoriy zeD larda
u, 2z — u z bo‘ladi.

8°. wz funksiya D\A (A€ D-—analitk to‘plam) to‘plamda

plyurisubgarmonik va chegaralangan bo‘lsa, u holda u butun D ga

plyurisubgarmonik davom qiladi.

1.3. Musbat aniglangan differensial forma va ogimlar

1. Differensial formalar. f eC'(G), G = C" funksiyaning differensiali

df :Zn:ﬁdxj

j=L OX;

1-darajali differensial formaga misol bo‘ladi. Umuman aytganda,
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a):znlaj(x)dxj
j=1

ko‘rinishdagi ifodaga 1-darajali differensial forma deyiladi va degw=1 kabi

belgilanadi. Yuqori darajali differensial formalarni ta’riflash uchun biz quyidagi

shartlarni ganoatlantiruvchi <« A > —tashqi ko‘paytma belgisini kiritamiz:
a) a(x)Adx; =dx; ra(x)=a(x)dx;
b) dx, A dx; =—dx; Adx,= dx; Adx; =0
1.3.1-ta’rif. Ushbu

o= Z ajljz...jpdle/\dsz /\.../\dep

0< <<y <n
ko‘rinishdagi ifodaga p - darajali differensial forma (bunda ajljz...jp-G sohada
aniglangan funksiya) deyiladi va degw = p kabi belgilanadi. p - darajali differensial
formalar to‘plami F°(G) orgali belgilanadi. weF"(G) differensial formani
quyidagi qulay ko‘rinishda ham yozishimiz mumkin:

w= > ay dx Adx AAdx :;ajdxJ

0<ji<jp<<jpsn
bunda dx, =X AdX, Ae A = (i Do Jp ) 1S i B Iy <N —
multiindekslar. Ravshanki, 0 - darajali differensial forma bu - a(x) skalyar funksiya.
C"=RR*" kompleks fazoda differensial formani dz ; va dz_j lardan foydalanib

yozish mumkin. z=(z,2,,..,z,) koordinatalar C"=R*", z,=x; +ix,,;, j=12,..

" i J
n n+j

dx :dzj +dzj ik :dz—-dzj
! 2 ! 2i
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bo‘lganligidan a):;adeJ differensial formani dz; va dz_klarning chizigli

kombinatsiyasi ko‘rinishida yozish mumkin. Har bir hadda dz; va dz_klar turlicha

bo‘lishi mumkin. Masalan, C*=RR* da
dx, A dx, A dx, =i(—dzl/\dzz Adz, +dz AdZ AdZ,)
Ammo ba’zi hollarda @ dagi barcha go‘shiluvchilarda dz; larning darajasi p ga,

di larniki esa q ga teng bo‘lib golishi mumkin. Bunday hollarda biz @ differensial
formani (p,q) bidarajali differensial forma deb aytamiz va @ € F** deb belgilaymiz.
2. Musbat aniglangan differensial formalar.

1.3.2-ta’rif. Ushbu

o= n~dl Adl
_12

ko‘rinishdagi differensial forma (p,p) bidarajali bosh kuchli musbat differensial
forma deyiladi, bu yerda |, =a,dz, +...+a, dz,- chizigli kombinatsiya (dz,,...,dz,)
bazis bo‘yicha a, €C, j=12,..,p,k=12,.,n. Bunday formalarning ixtiyoriy

chizigli kombinatsiyasi kuchli musbat differensial forma deb ataladi, ya’ni kuchli

musbat differensial forma

W= Zﬂ /\ dls/\dljk

ko‘rinishdagi formadir, bu yerda A,(z) - qaralayotgan G < C" sohadagi manfiy
bo‘lmagan funksiya. Agar z;=x;+ix,; kompleks koordinatalardan x;, X

J’ n+J!

1=12,...,n haqgiqiy koordinatalarga o‘tsak, unda ushbu

Aendx Adx

n+1

IEdzl/\dZ_l/\.../\de/\dZ_p=dX1/\dX

ifoda R*" fazoda 2p darajali musbat forma bo‘ladi.
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(n,n) bidarajali differensial forma (kuchli) musbat bo‘ladi, fagat va fagat shu
holdaki, gachonki u
a)Z/I(Z)J_/n_\lldej/\dZ_j:ﬁ,(Z)dxl/\dX Ao ndX AdX

n+1

ko‘rinishga ega bo‘lsa, bu yerda A(z)— musbat funksiya. (n,n) bidarajali

Q= ;\1%de A dz_j =dV differensial forma C" da hajm formasi rolini o‘ynaydi.
J:

p=1da a):z/ljkdzj ~dz, — differensial forma musbat bo‘ladi, fagat va fagat shu
holdaki, gachonki Zﬂjkgjgk — ermit kvadratik formasi musbat bo‘lsa. Shuningdek,
ik

ixtiyoriy z° € G tayinlangan nuqtada unitar almashtirish yordamida uni
I < —
J:

ko‘rinishda yozish mumkin.
1.3.3-ta’rif. w € F ™" differensial forma kuchsiz musbat yoki musbat deyiladi,
agar ixtiyoriy kuchli musbat ve F""" " forma uchun @ AveF"" forma musbat

bo‘lsa. p=0,L,n-1,n da kuchli musbatlik kuchsiz musbatlikka ekvivalent.
Birog boshga p lar uchun bu sinflar ustma-ust tushmaydi. Buni aniq tushunish uchun

kuchli musbat formani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

P L PP
a):ZS:/IS(Z)j/_\lzdljs Adlj, :Fzﬂs(z)ﬁlzdljs J./:\1d|,-s = "

17



Agar 0 = Zﬂs (z)dl, formani garasak , bunda s, — kompleks giymatli funksiya, unda

.p2 .
|2—pl9/\(9 ko‘rinishdagi forma (kuchsiz) musbat bo‘ladi, birog 2<p<n-2 da u har

doim ham (*) ko‘rinishga ega bo‘lavermaydi.

3.0qgimlar. Qo‘pol qilib aytganda, M ko‘pxillikdagi ogim bu koeffitsiyentlari
umumlashgan funksiyalardan iborat differensial formadir.
Tayinlangan G c R" soha uchun asosiy differensial formalar fazosi garaladi:

F*=F"(G)={weF"(G)NC"(G):suppwc G|

FP da topologiya F(G) fazodagi topologiyadan aniglanadi.

1.3.4-ta’rif. F? fazodagi uzluksiz chizigli (kompleks giymatli) T funksional
n—p=q darajali ogim deyiladi. Barcha q— darajali ogimlar fazosini F% orqgali
belgilaymiz. F* ogimlar fazosi umumlashgan funksiyalarning barcha xossalarini
ganoatlantiradi. Xususan, ular uchun kuchsiz yaginlashish, kuchsiz chegaralanganlik

tushunchalarini Kkiritish mumkin va T, e F* "C” o‘ramani aniqlash mumkin, ya’ni

0 —>0 da ogim sifatida T,co—>Tow, VoeF"” undan tashgari T ogim
differensial formadek differensiallanadi: dT c=(-1)"T cde .

1.3.5-ta’rif. Agar FP :{a)e FP(G)NC”(G):suppw cc G} fazodan olingan
T ogim (funksional) {@eFP"(G)NC"(G):suppw = G}fazoga uzluksiz davom

gilsa, unda T ogim m dan ko‘p bo‘lmagan singulyarlikka ega deyiladi, bunda

0<m<w.
Agar undan tashgari T ogim {@eFP"(G)NC"™(G):suppw —=G}fazoga davom
gilmasa, unda T ogim aniq m singulyarlikka ega deyiladi.

T:Z,Bkdxk koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya bo‘lgan differensial forma
[kl=q

ogim deyiladi.
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1.3.1-teorema. Ixtiyoriy q-— darajali ogim koeffitsiyentlari umumlashgan
funksiya bo‘lgan differensial forma bo‘ladi, shu bilan birga singulyarligi nolga teng
bo‘lgan ogim o ‘Ichov tipidagi oqim bo‘ladi va uni barcha koeffitsiyentlari kompleks
giymatli o‘lchov bo‘ladi.

O‘Ichov tipidagi ogimlar fazosini F,* orqgali belgilaymiz. F,°nafagat G — R"
soha uchun, balki ixtiyoriy E < R" borel to‘plami uchun ham aniglangan. Xususan,
K cR" kompakt uchun u Banax fazosi bo‘ladi, xuddi vektorlarni tekis normasi bilan

differensial forma koeffitsiyentlaridan tashkil topgan F(K)=F‘(K)NC(K)

fazoga go‘shma fazo kabi. T cw=u(z)Q2 O‘Ichov tipidagi T € F,* ogim uchun

Tomzjd,u
G

o‘rinli. Bu yerda z— kompleks giymatli o‘Ichov bo ‘lib, u w € F,” ga bog’lig va
Q=dx A..AOX,
Xuddi o‘Ichovlar fazosi kabi quyidagi xossalar o ‘rinli:

a) {T,}<F’ ogimlar ketma-ketligi T ga kuchsiz yaginlashadi, ya’ni
IerQTj co=Tow, VoweF," fagat va fagat shu holdaki, gachon mos o‘Ichovlar ketma-
ketligini yaginlashishi T; ni koeffitsiyentlaridan bo‘lsa.

b) {T,} = F," ogimlar ketma-ketligi T ga kuchsiz yaginlashadi, fagat va fagat

shu holdaki, gachon T. |T.|| <c, VK cc G, j=12,... norma bo‘yicha chegaralangan
] Ik

bo‘lsa va j—>oo da T,cw=Tow limit biror hamma yerda zich E c F(K)
to‘plamdan olingan barcha @ lar uchun o‘rinli bo‘lsa, masalan barcha cheksiz

differensiallanuvchi @ e FP ﬂC“’(K) lar uchun
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d) ixtiyoriy kuchsiz chegaralangan E Foq(K) to‘plam osti kuchsiz kompakt
ya’ni uni ixtiyoriy ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi gismiy ketma-ketligini
o‘zida saglaydi.

1.3.6-ta’rif.q— darajali differensial forma (oqim) yopig deyiladi, agar uni
differensiali nolga teng bo‘lsa; u anig deyiladi, agar u biror q-1 darajali

formani(ogimni)differensiali bo‘lsa. Anig formalar(ogimlar) yopiq bo‘ladi, teskari

tasdiq uchun G sohaga go‘shimcha geometrik shartlarni qo‘yish zarur.
Endi C" da asosiy differensial formalar fazosini qaraymiz:
F™P =F""(G){weF""(G)NC*(G):suppo =G}
1.3.7-ta’rif. FP" fazoda uzluksiz chizigli(kompleks gqiymatli) T funksionalga
(n—p,n—-p)=(g,q) bidarajali ogim deyiladi.

1.3.2-teorema. Musbat ogimlar oIchov tipidagi ogimlar bo‘ladi.

!

1-misol. Koeffitsiyentlari L;,. sinfdan olingan ixtiyoriy T € F** differensial

forma (q,q) bidarajali ogim bo‘ladi. T o funksional T owij Ao, YoeFP?
G

kabi aniglanadi. Bunday ogimlar regulyar ogim deyiladi.

2-misol. Ac C" — p o‘lchamli analitik to‘plam bo‘lsin. U holda
[A]oa):.[a)
A

integral (q,q) bidarajali ogimni aniglaydi. Ko‘rish giyin emaski, [A] musbat ogim
bo‘ladi.
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11 BOB.
—SUBGARMONIK FUNKSIYALAR
VA ULARNING XOSSALARI

2.1. Musbat gessianlar bilan differensial formalar orasidagi bog‘lanish.
1. Gessianlar. Ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi ueC?(D) funksiya

uchun uning ikkinchi tartibli differensiali

c i o
dd°u :EZuj‘kdzj ~dz, (2.1)
j.k
(tayinlangan z° € D nuqtada) Ermit kvadratik formasi bo‘ladi.
Bunda dd® operator Monj-Amper operatori deyiladi. d =6+0, d° :%(8—5)
[

du=0u+éu= Zg—:(d Z;;d du _i[Zazd Zs_zukdz"]'

k=1 k k=1

Xususan, n=1 bo‘lgan hol uchun ko‘ramiz:

du:a—“dz+a—‘ﬂd2, du = 1( d——dj

0z 0z 4i
ddeu=21 a(a—“dz—a—‘idEj d ——d
4i 0z 0z
2 2 _ 2 —
=i a—dz dz— Y 47 adz+ 2Y g, dz—a—dz dz i_é_“ dzAdz
0z° 0202 020z 0%z 21 020z

Demak, ueC?*(D), DcC uchun ddcu:%aéu bo‘ladi. n=1 da
[

S B RT -
ddu=—-——dz Adz bo‘lar ekan.
2 010z

Endi (2.1) formulani n=3 bo‘lgan hol uchun ko‘rib chigamiz.
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du=au+au=dr+Mop + Mg v Moz + Moz Moz

Z, Z, 0z, 0z, 0z, 0z,
dou=2 Mz, + Mz, + Moz, - Mgz, - Mgz, - Mgz
4i oz, a ) 0Z, oyl oz,

3

Yugorida dz Adz =0, dz, Adz, =0, dz, Adz,=-dz; Adz, ligidan ba’zi
yig‘indilar yo‘goladi, chunki u eCZ(D) ekanligidan uning 2-tartibli aralash hosilalar

uzluksiz va shuning uchun

ou o4
07,0z,  0L,0Z;

tenglik o‘rinli. Ba’zi yig‘indilar esa bir-biriga teng bo‘lib goladi.

2 2 . 2 .
2 %Y 47 adz +2-2Y iz adZ +2-2Y gz AdZ+
4 02,0z, 02,0z,

07,0z,
2 2 2 .
+2 au dz, Adz, +2 _ou dz, Adz, +2 _gu_ dz, Adz, +
02,07, 02,01, 02,01,

2 2 _ 2 .
ou —dz, Adz, +2 ou dz, Adz, +2 ou dz, Adz, |=
az 0z, 02,01, 07,07,

2 2 _ 2 _ 2
21( ou —dz, Adz + au_dzl/\de+ au_dzl/\d23+ ou
i

—dz, ndzi+
02,07, 02,02, 02,01, 02,07,
o%u 2 _ 2 _ 2
+———=0z, Adzz + ——=0dz, Adzs + —=dz, Ad 21 + ———dz, Ad Z2 +
02,02, Z,0Z, 2,02, 2,02,
a 3
—dz,Adzs == —dz, Adzi==—) u _dz, rdz
82 oz, i ; 07,07, ‘ ; s k

Demak, ddu :Izaéu ekan.

Unitar almashtirishlardan keyin (2.1) quyidagi dioganal formaga keltiriladi:

dd°u :Iz[ﬂldzl/\dz_l+...+/1ndzn ~dz,],
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Bu vyerda 4 (u),...4,(u) - (uj,i) Ermit matritsani xos qiymatlari, ya’ni

A=,..A)eR".

Haqiqiy qiymatlardan iborat xos vektorlar va xos qiymatga ta’rif beramiz: agar
noldan fargli xeu vektor uchun Ax=Ax tenglik A4 son uchun orinli bo‘lsa, u
holda x vektorga A chizigli almashtirishni xos vektori deyiladi.

Unga mos bo ‘lgan A songa esa xos giymat deyiladi.
(dd°u) =0
tenglamaga Manj-Amper tenglamasi deyiladi.

(ddCu)” —dduAdd®UA...nddu

n marta

n=1 bo‘lganda dd‘u=0 = Au=0.

Endi bu tasdigni isbotini keltirib o‘tamiz

dd°u =L oau,
2

Faraz qilaylik, f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiya z,=x,+iy,eD, (DeC)
nugtada R* ma’noda differensiallanuvchi bo‘Isin.

Ushbu du(x,,y,)+id(x,,y,) ifoda f(z) funksiyaning 2z, nuqtadagi
differensiali deyiladi va df (z,) kabi belgilanadi:

df (Zo) = du(xor yo) + idV(XO’ yo)

du :a—udx+a—udy, dv:@dx+@dy
OX oy OX oy

Shularni e’tiborga olib,

df = a—udx+8—udy +1 @dx+@dy = @+i@ dx +
OX oy OX oy ox oy 2.2)

ou .ou of of
+| —+i1— |dy=—dx+—dy
oX oy OX oy
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Z=X+iy;: z=X—Iy; dx:%(dz+d2); dyzé(dz—df) (2.3)

(2.2) va (2.3) dan
df:idma—”dy:@-l(dz+d2)+@-l_(dz—dE):
OX oy ox 2 oy 2i
1(of .ou 1({of .ou ), =
=—| ——1— |dz+=| —+1— |dz
2\ ox oy 2\ ox oy
of 1(of .of ) 1f{ou .ov) i{ov ou
— = =i =2 —+i— |+ ——— (2.4)
oz 2\ox oy) 2(ox oy) 2(ox oy
o 1(of .of ) 1{ou .ov) i(ov ou
—== —+i— == ——i— |[+=| —+— (2.5)
0z 2\ox oy) 2\ox oy) 2\ ox oy
df =L a7+ Lz
0z z
bo‘ladi, bundan esa
s ; 2 2 2 2 2 2
ddu=topu=L.1 oL 0t 0t o) o L. 00 ¢
2 2 4\ ox oXoy  o0yox oy oxX= oy
ekanligi kelib chigadi.
Ko‘rish qiyin emaski,
(dd°u)m/\,B”‘”‘zm!(n—m)!Hm(u)ﬂ”, (2.6)

Bu yerda ﬁ:ddc\z\2 hajm formasi, H_(u)= Z A,..A, esa A(u)eR"

IKjj<.<jpsn

vektorning gessiani deyiladi.
Shunday gilib, ueC?(D) funksiya uchun
(ddcu)m AL, 1<m<n

operator A=(A,,...,A,) vektorning gessiani bilan bog‘liq ekan.
2. Musbat gessianlar.

Berilgan 1 =(4,,...,4,) € R" uchun
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H_(1)= Z Ayl (2.7)

1<, < j<n
o‘rinli.
Gessianni tushunish uchun quyidagi yordamchi ifodadan foydalanamiz:
(t+A4)(t+4)..(t+4)=t"+H ()" +..+H, (1) teR,
n=2 uchun
(t+A)(t+4)=+(A+L)t+ 44, = H(2)=(4+4), H(4)=42
(2.7) formula bo‘yicha yozadigan bo‘lsak,

Hl(/i):z/ljl:ﬂﬁﬂ?, H,(4)= Z P REY YA

1<j<2 1<j,< j,<2

n=3 uchun

(t+ A+ 2 )(t+ 2) =+ (A A+ AU o (A + Ay + Al )+ Aoy
(2.7) formula bo‘yicha yozadigan bo‘lsak,

H,(1)= Zlh =A+ A+ A,

1<j<3

Hy(A)= D A, = Ak + Ak + Aol

I<j<)p<3

H3(A) - Z A,

I<ji<jp<s<3
Endi biz H_(1)>0 bo‘ladigan AeR" vektorlar bilan gizigamiz. Biroq,

barcha bunday vektorlarni birlashmasi
S,={AeR":H, ()20},
m>1 bo‘lganda bu to‘plam qavariq konusni hosil qilmaydi, ya'ni A,A"€S
ekanligidan A'+ A" e S ekanligi kelib chigmaydi. Shuning uchun bu to‘plamni
toraytiramiz, ya’niA €S, vektorlar uchun shunday I',, =S, to‘plamni olamizki,
A+t =(A4+t,.. 4, +t,) teR} =S,

bo‘ladi. Unda I',, ning ko‘rinishi
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T, ={H,(1)>0,.,H_(1)>0}

bo‘ladi. Undan tashgari I, to‘plam (1.1,...1) vektorni o‘z ichiga oluvchi S

to‘plamni S? = {/1 eR":H_(1)> O} ochiq yadrosining bog‘lamli komponentasini
yopig‘i bilan ustma-ust tushadi.

', quyidagi xossalarga ega:

1) I,={42>0,.,420}=R", I, cI',, c..cI}, T, uchi 0 nugtada bo‘lgan
yopiq konus bo‘lsa, u holda I';, R}\{0} ga tegishli bo‘ladi, lekin m>1 da
koordinata yarim o‘gida {4, 20,4, =0,k # j| < I, bo‘ladi.

2) T, qavariq konusdan iborat, ya’ni agar A,uel’, bo‘lsa, u holda
vV a,beR"uchun atl+bu el o‘rinli bo‘ladi.
3) {Hrlnl "(1),Ae Fm} o‘suvchi va botiq konusdan iborat, ya’ni
I (1)< HI(A)+ 3o —/11.)% HI™(2), WA, ueT,;
J

4) X4t H ()2 MHE (1) (A), Y2, 0T
j i

~ —/m r Uk

5) n’“ < nm , V1<k<m<n. Bu tengsizlik Makloren tengsizligi
)]

deyiladi.

3. Musbat gessianlarning differensial formasi.

Endi bizga oz:IEZajkdzj /\dz_k - (1,1) bidarajali hagiqiy differensial forma
j.k

berilgan bo‘lsin. Bunda a, - ermit matritsa. Agar A(@)=(4(a),...4,(«)) bu
matritsaning xos qiymati bo‘lsa, u holda Hm(a): Hm(/l(a)) gessian aniglangan. Bu
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esa (1,1) differensial forma va AeR" vektor orasidagi bog‘liglikni aniglashga

yordam beradi

L ={a:i(a)el“m}=
={Hm(a+t1dd°\zlf+...+tnddC\zn\2)zo, Vt:(tl,._.,tn)eR+}:
={aAp"20,..a" A" 20},

2.1-Teorema. (q. [BI]) Agar «,...,a, €I'm, 1<k <m bo‘lsa, u holda
an..AnaABTT20
o‘rinli.
Xususan, k =m bo‘lganda
4N ANA, AL 20 (2.8)

tengsizlikga ega bo‘lamiz.

2.2. m - subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.

2.1-Ta’rif. Ikki marta silliq ueC?(D) funksiya (bu yerda D=C") z°eD

nugtada m-—subgarmonik  (1<m<n) deyiladi, agar (ujg)| matritsani

z=2"

A(u)=(4(u),...4,(u)) xos qgiymatlari T, ga tegishli bo‘lsa yoki dd°ueTl

n

bo ‘Isa.

Boshqacha aytganda ueC*(D) funksiya m-—subgarmonik (1<m<n)
deyiladi, agar dd°u e T bo‘lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:
(ddu) A f20 Vk=12,.,m. (2.9)
(2.9) ga quyidagi tengsizlik ham ekvivalent:
e (u-+tde [z +...+tndd°\zn\2)}m ABTT20 Vt=(t,.t,) R,
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Bundan tashgari quyidagi tasdiq ham o‘rinli:
dduragAn..ra AB 20 Vay, ..., €ln, I<k<m. (2.10)
Bu tasdiq ikki xil harakterga ega: agar u ikki marta sillig bo‘lib,
ay,....a, , €'n uchun (2.10) shartni ganoatlantirsa, u holda u m—subgarmonik
bo‘ladi. u funksiyani m—subgarmonikligini tekshirish uchun (2.10) da faqgat
a;=ddu;, u, eCZ(D), J=12,...,m-1 differensial formani chegaralangan bo‘lishi
yoki m —subgarmonik ko‘phad bo‘lishi yetarli ( 9.[8]).
Bu esa bizga L . funksiyalar sinfida m —subgarmonik funksiyalarni aniglashga

loc

yordam beradi.

2.2-Ta’rif. ue [ ( D funksiya DcC" sohada m—sh deyiladi, agar u
yugoridan yarim uzluksiz va ixtiyoriy silliq v,,...,v. , m—sh funksiyalar uchun
dduAdd®v, A...Aaddv AL 0gim

[ddunddv, A...Add, , A" |(0)=
= [uddv; A...AddV, A B Addw,  @eF, (2.11)

musbat aniglangan bo‘lsa.

Biz bilamizki, (g. [15], [20]), (p,p) bidarajali finit differensial formalar
fazosidagi chizigli, uzluksiz T funksional (kompleks giymatli)
F"? =F?*(D)={weF""(D)nC"(D):supp»cc D}

(n—p,n—p)=(q,q) bidarajali ogim deyilar edi.

m—sh funksiyalarning xossalari:

1) ueC?*(D) funksiya, m—sh bo‘ladi, fagat va fagat shu holdaki,

ddueT, vz°eD bo‘lsa.
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2) agar uem-sh(D) bo‘lsa, u holda u;(z)=u*K,(z—w) standart
approksimatsiya (o‘rama) ham m—sh bo‘ladi, ( j > dau, du bo‘ladi)

3) agar u,vem-—sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a,b>0 uchun au+bvem-sh
kelib chigadi.

4) psh=n-shc..cl-sh=sh

5) agar y(t)—-teR parametrning o‘suvchi botiq funksiyasi va uem-sh
bo‘lsa, u holda y-uem-—sh bo‘ladi.

6) tekis vyaqginlashuvchi yoki kamayuvchi m-—sh funksiyalarning limiti
yana m-—sh bo‘ladi.
2.1-Teorema. Chekli sondagi m-—sh funksiyalarning maksimumi m-—sh

funksiyadan iborat bo‘ladi; ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {ug}crﬁ—sh,

m—  subgarmonik  funksiyalar oilasining  supremumi u(z):{supug(z)}
%

regulyarizatsiyasi u*(z) ham m-sh bo‘ladii. m-shcsh ekanligidan
{u(z)<u*(z)}— to‘plam C"~R*" da polyar to‘plam bo‘ladi. Qisgacha aytganda
uning Lebeg o‘lchovi nolga teng.

Ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {uj}crﬁ—sh funksiyalar ketma-ketligining

limiti u(z)zle_rpo u;(z) regulyarizatsiyasi u*(z) ham m-sh va {u(z)<u*(z)}—
polyar to‘plam bo‘ladi.

2.2-Teorema. Agar uem-—sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy P C" kompleks
gipertekislik uchun u|,e (M—1) —sh bo‘ladi.

Isbot. Gessianning 4-xossasidan foydalanib, A,z eT", vektor uchun

0 m m
3ty o Hy ()2 MHE" (1) HE™ (),
J ]
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#=(0,..,01) deb oladigan bo‘lsak, %Hm(i)sz_l('/l)zo. Bu shuni

n

anglatadiki, agar A=(4,,...4,,,4,)€T,, bo‘lsa, u holda ‘A=(4,...4,,)el,
bo‘ladi. Endi uesh, (D) va P<C" gipertekislik bo‘lsin. Umumiylikka zid
gilmagan holda biz ueC?(D), P={z,=0} deb faraz  gilamiz  va
ul,=u('z,0)e(M-1)—sh ekanini isbotlaymiz. ﬂz(ﬂl,...,/ln)—U:(qu),
j.k=12,.,n matrisani xos giymatlari bo‘lsin. sz =(z,...11,,) e€sa 'U:(ujg),
J,k=1,2,...,n-1 matrisani xos giymatlari bo‘lsin. Unitar almashtirishlardan keyin

(tayinlangan ('z°,0)e D nugqtada) U quyidagi ko‘rinishga keladi:

t 0 0 u,

U= N
0 0 ... 4, U .

unI un? unT—l unﬁ

u(z)em—sh ekan, u holda (ixtiyoriy tayinlangan te[R, parametr uchun)
u(z)=u(z)+tlz,|" em—sh bo‘ladi.

Natijada, A(t)=A(u)el, vektor yugorida isbotlanganiga  ko‘ra
'A(t)=(A4(t),.... 4,4 (t)) €T, . Boshga tomondan A (t) quyidagi

A=, 0 . 0 y

n2 *** “nn- nm

tenglamaning ildizi. Yana almashtirishlar bajarsak,
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A-p 0O 0 ‘%
-0
0 0 ) — untln
Unt Us2 unT—l 4 _tunn -1

t—o da A(t)>p,j=12,..,n-1,"A(t)el ekan, u holda T , ning

m-1
yopigligidan €T, ,, yani ul,=u('z,0)e(m-1)—sh ekanligi kelib chigadi.
Teorema isbot bo‘ldi.

Quyidagi integral formula m—sh funksiyalar uchun (ddcu)k/\ﬂ”‘m,
k =1,2,...,m operatorni baholashda muhim ahamiyat kasb etadi:

2.3-Teorema. Agar u(z)-B={|z|<1} sharda ikki marta sillig m-sh

funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy r <1 uchun
jdtj (ddu) A g™ <(M—m) [ (ddu)™ A pme, (2.12)
0 st 2 <r

bo‘ladi. Bu yerda 1<k <m, M =supu(z), m:iréfu(z).
B

Isbot. Bu integral formulani ixtiyoriy 1<k <n uchun k marta tadbiq qgilsak,
g
jdtjdt jdt j (dd’u) A g™ < (M-m)‘[p"=C-(M-m)', (213)
z‘ <ty B
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda C =Vol(B).
Tayinlangan O<r<1 uchun (2.13) ning chap qismini quyidan
baholashimiz mumekin:

Idgjdt jdt j (dd°u) /\ﬂ”k>jdt1jdt jdt j (dd°u) AP =

2 <t [2f <
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Natijada, ixtiyoriy r <0 uchun

, 1<k <m. (2.14)

ddu) A ¥ < ,
str( ) (1-r)

(2.14) baholash bizga tekis chegaralangan m-—sh funksiyalar sinfida lokal tekis

chegaralangan (dd°u)k A B"™ ogimni beradi. Teorema isbot bo‘ldi.
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XULOSA
Ushbu bitiruv malakaviy ishi m-— subgarmonik funksiyalar va uning
xossalarini o‘rganishga bag‘ishlangan bo‘lib, musbat gessianlar bilan differensial
formalar orasidagi bog’lanish va m-subgarmonik funksiyalar supremumining m-
subgarmonik bo‘lishi hamda m-subgarmonik funksiyalar kompleks gipertekisliklar

ustidagi gisgartmasining (m-1)-subgarmonik funksiya bo‘lishi o‘rganildi.
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