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Kirish

Oliy ta’lim mamlakatning ertangi taraqqiyotini belgilab beradigan, jamiyat
hayotining barcha jabhasini isloh etishda hal qiluvchi vazifani bajaradigan omil
hisoblanadi. Shuning uchun ham mehnat bozorida raqobatdosh, yuqori malakali
kadrlar tayyorlash, oliy ta’lim tizimi sifati va samaradorligini tubdan oshirish har

bir mamlakat ijtimoiy siyosatining asosiy negizini tashkil etadi.

O‘zbekistonni keyingi besh yilda taraqqiy toptirish bo‘yicha Harakatlar
strategiyasida Oliy ta’lim tizimini 2017-2021 yillarga mo‘ljallangan kompleks
rivojlantirish dasturini ishlab chiqish belgilangan edi. Prezidentimizning “Oliy
ta’lim tizimini yanada rivojlantirish chora-tadbirlari to‘g‘risida”gi qarori bu borada
muhim gadam bo‘lib, tizimni yanada sifat bosqichiga ko‘tarishga qaratilganligi
bilan ahamiyatlidir. Qaror Oliy ta’lim tizimining zamon talablari darajasida
rivojlanishiga, sohaning yurtimizda kechayotgan islohotlar bilan hamohangligini

ta’minlashga zamin yaratadi.

Shu sababli qaror bilan oliy ma’lumotli kadrlarni tayyorlashning magsadli
mezonlarini shakllantirish, oliy ta’lim muassasalaridagi ixtisoslik yo‘nalishlari va
mutaxasisliklarni hududlar hamda sohalar bo‘yicha joriy etilayotgan dasturlarning
talab va ehtiyojlari, iqtisodiyot tarmoqlari hamda hududlarni kompleks taraqqiy
toptirish istigbollarini inobatga olgan holda optimallashtirish tizimni isloh

qilishdagi ustuvor vazifalar sifatida belgilandi.

Bu yondashuv oliy ta’lim tizimining mehnat bozoriga, ijtimoiy-iqtisodiy
islohotlar jarayoniga moslashuvchanligini oshirib, tizimda samaradorlikni

yuksaltirishning muhim sharti bo‘lib xizmat qiladi.

Ana shu vazifalardan kelib chigqan holda bugungi kunda matematika fanida
erishilayotgan yutuglarni o‘rganish uchun uning asosi bo‘lgan tushunchalarni

mukammal o‘zlashtirishimiz kerak.

Umumlashgan funksiya klassik funksiya tushunchasining umumlashmasidir. Bu

umumlashma, masalan, moddiy nuqta zichligini, nuqtaviy zaryad zichligini

3



matematik formada ifodalashga imkon beradi.

Birlik massaga ega bo‘lgan moddiy nuqtani zichligini hisoblaymiz. Birlik massani
U, = {X eR": | x| g} sharga teng tagsimlaymiz, natijada
3

f,(x)=147s’
0, | X [> &

, |Xl<e

o‘rtacha zichlikka ega bo‘lamiz.
f (x) o‘rtacha zichlikni &— 0 dagi nuqtali limitini izlayotgan zichlik &(x)
sifatida qabul gilamiz, ya’ni

5(x)=1lim f,(x) =

&0

(D

+0o00, X=0,
0, X # 0.

1) (X) zichlik funksiyasi uchun

[5(x)ix - {1, 0eV

v 0, 0¢V
munosabat o‘rinli bo‘lishi kerak, bunda V —R". (1) munosabatga ko‘ra, bu
tenglikning chap tomoni nolga teng bo‘ladi, demak f, (X) ketma- ketlikni € - 0
dagi nuqtali limitini §(x) zichlik funksiya sifatida qabul qilib bo‘Imaydi.
Endi f.(x) ketma- ketlikni & —0 dagi sust limitini hisoblaymiz ya’ni R" da
ixtiyoriy ¢(x) uzluksiz funksiya uchun j f.(x)p(x)dx sonli ketma- ketlikni & — 0

da limitini hisoblaymiz

lim [ £, (x)p(x)dx = p(0)

-0
bo‘ladi. Haqigatan ham, (p(x) funksiya uzluksizligidan V7 >0 uchun
d¢y >0, | X|<g, shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy X larda |@(X)—¢(0)|<n

bo‘ladi, bundan V¢ < g, larda



[1.00p(x)ax—00) =~ [(olx)- o(0)x <
472'6‘ _H(P dx<7747z€ Idx 7

[x|<e X<

Demak, f.(x) ketma- ketlikni &—0 dagi sust limiti har bir uzluksiz ¢(x)
funksiyaga @(0) sonini mos qo‘yuvchi funksionallardan iborat ekan, ushbu
funksionalni §(X) zichlik funksiya ta’rifi sifatida qabul qilamiz, bu Dirakning J —

funksiyasidir.

Ixtiyoriy ¢(x) uzluksiz funksiya uchun & —0 da f_(x)— &(x):
.f f.(X)p(x)dx = (5,p), £ —0
bo‘ladi, bunda (5, go) o funksionalni ¢ funksiyadagi (0(0) giymati.

Endi birlik massani hosil qilish uchun §(x) funksionalni ¢(x)=1 funksiyadagi
qiymatini hisoblaymiz: (5,1)=1(0)=1.

Agar X=0 nuqta m massaga ega bo‘lsa, u holda zichlik m-5(x) ga teng
boladi, agarda m massa X, nuqtada bo‘lsa zichlik m- (X — X, ), umuman har xil

X, K=1,2,..,N nuqtalarga m, massa qo‘yilgan bo‘lsa, zichlik funksiya

my 5(X — X )

Mz

k=1

ko‘rinishda bo‘ladi.

Moddiy nuqtadagi zichlik klassik funksiya tushunchasi orqali ifodalanmas ekan, u
chizigli uzluksiz funksionallar (umumlashgan funksiyalar) yordamida ifodalanar

ekan.

Ushbu Bitiruv malakaviy ishida umumlashgan funksiyalar  ularning
xossalari va ular ustida amallar o‘rganilgan. Oxirida esa musbat umumlashgan

funksiyalar va o‘Ichovlar orasidagi munosabat o‘rganilgan.



I BOB.Umumlashgan funksiyalar va ular ustida amallar.
1.1. Asosiy funksiyalar fazosi.

Kirish qismida keltirilgan misoldan ko‘rinadiki & —funksiya uzluksiz
funksiyalar orqali chiziqli uzluksiz funksional sifatida aniqlandi, ya’ni uzluksiz
funksiyalar ¢ — funksiya uchun asosiy funksiya hisoblanadi. Umumlashgan
funksiyalarni chiziqli uzluksiz funksiyalar sifatida aniqlash maqsadida asosiy

funksiyalar fazosini aniqlash zarur.

G cR" soha va unda Q)(X) funksiya aniqlangan bo‘lsin. Agar biror G, G
sohadan tashgarida @(x)=0 bo‘lsa, ¢(x) funksiya G sohada finit deyiladi.
¢(x)# 0 nugtalar to‘plamining yopilmasi ¢(x) funksiyaning tashuvchisi deyiladi:

suppo(x) = {X :xeR", p(x)= O}

R" fazoda aniqlangan cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar asosiy
funksiyalar to‘plami deyiladi. Asosiy funksiyalar to‘plamini D = D(R”) bilan
belgilaymiz.

D to‘plamda yaqinlashish tushunchasini quyidagicha kiritamiz: D dan olingan
®,,9,,... funksiyalar ketma —ketligi ¢ € D funksiyaga yaqinlashadi deyiladi, agar
1) 3R >0: suppyp, cU,

2) har bir @ = (e, a5 ,...,a, ) multiindeks uchun
6agok (X) = 0%p(X), k >
1) va 2) shartlar bajarilganda D da ¢, (X) — @, k— oo kabi yoziladi.
Chizigli D to‘plam yugqorida kiritilgan yaqinlashish tushunchasi bilan birgalikda

asosiy funksiyalar fazosi deyiladi.

Asosiy funksiyalar fazosida oF (o(x) differensiallash amali D dan D ga

uzluksiz akslantirish bo‘ladi.Haqiqatan ham, agar ¢, — 0, K — o, bo‘lsa, u holda

1) Biror R>0 uchun | x|> R da ¢, (x)=0,



2) Har bir & uchun aa(pk(x) 20, koo,
Demak, suppd”o, (x)cU, va 8“[6ﬂ(0k (X)]: 0“9, (x) >0, k— oo, ya’ni
7o (x) >0, k— o

Xuddi shunday ¢(Ay +b) va a(x)- ¢(x), a(x)e COO(R”) amallar ham D dan D ga

uzluksiz akslantirish bo‘ladi.

Tashuvchisi biror G < R" sohaga tegishli bo‘lgan asosiy funksiyalar to‘plamini

D(G) orqali belgilaymiz.
D(G)c D(Rn): D (ta’rifga ko‘ra).

Noldan farqli asosiy funksiyaga quyidagi “shapkacha” funksiya misol bo‘ladi:

o,(x)=1C,e ™ |x|<e

0, X [> &

bunda C_ o‘zgarmas son

[o,(x)dx=1
shart bilan tanlangan, ya’ni

1

)
C.e" [e "l de=1.
Up

Lemma 1.1.1. Ixtiyoriy G < R" soha va ¢>0 son uchun 3 n(x)e Cw(Rn)

0<n(x)<1l; 7n(x)=1, xeG,; 7n(x)=0 xgG;,, bunda G,= JU(x,e)-G
xeG

sohaning ¢ atrofi.

Teorema 1.1.1. D(G) to‘plam L,(G) fazoda zich.

Isbot. f eL, (G) va V& >0 son berilgan bo‘lsin. Lebeg integralining absolyut

uzluksizlik xossasiga ko‘ra 3G'c G :



[1£(x) dx<—2

G\G'

Ko‘phadlar to‘plami L, (G) da zichligidan 3P :

2

[1£(x)=P(x)P dx<85.

&
G"c G' sohani shunday tanlaymizki,

2
[ 1P()P dx<‘95.

G\G"

Lemmaga ko‘ra 37 D(G'):0<7 <1 n(x)=1, xeG". U holda P, € D(G) va

Hf—PH _j|f—P| dx+ [| [ dx<

G\G'

2
<—+2_[|f—P| dx+2j|P P, I’ dx<> e 42 [IP] dx<e&?
5 5 G"\G"

Teorema isbotlandi.



1.2. Umumlashgan funksiyalar fazosi va umumlashgan funksiyalar ustida

amallar.

Umumlashgan funksiyalar fazosi.

Ta’rif 1.2.1. Asosiy funksiyalar fazosida aniglangan chiziqli uzluksiz
funksional umumlashgan funksiya deyiladi.
f funksionalning ¢ asosiy funksiyadagi giymati (f,go) bilan belgilanadi yoki
f (X) kabi belgilanadi. (X, ¢ asosiy funksiya argumentlari).

Umumlashgan funksiyalar fazosi D'= D'(R”) bilan belgilanadi.
1- ta’rifga asosan

1) f umumlashgan funksiya D dagi har bir ¢ ga (f ,ga) (kompleks) sonni mos
go‘yadi.
2) f umumlashgan funksiya D da aniqlangan chizigli funksional, ya’ni agar
peD,yeD va A,ueC bo‘lsa,
(g +uy)=Af,0)+ u(fp).

3) f umumlashgan funksiya D da anigqlangan uzluksiz funksional, ya’ni agar
D dagi ¢, > 0, k > o0, ketma - ketlik uchun (f ,(ok)—> 0,k —o0.
Agar D' da f wva ¢ umumlashgan funksiyalarni Af + 49 chiziqli
kombinatsiyasini quyidagicha aniglasak D' chiziqli to‘plam tashkil qiladi :

(2 + 19,0)=A(f,0)+ u(9,0). @eD.
Af + ug funksionalni D da chizigli va uzluksizligini tekshiramiz, ya’ni D' ga

tegishliligini. Hagigatan ham, agar ¢ € D,y € D va Va, f € C bo‘lsa, u holda

(Af + 19, ap + Py )= A(f,ap + py )+ (9,00 + py )=
= a(A(f.p)+ u(g.0))+ BA(f.w)+ 1(9.v)) = alAf + 1g.0)+ B(AF + 19.v)

ya’ni bu funksional chiziqli.

f va g uzluksizligidan D dagi ¢, — 0, K —> o ketma - ketlik uchun

(ﬂ,f +,ug,g0k):i(f,(ok)+ ,u(g,gok)—> 0, k—> oo,
9



bo‘lib, Af + 19 funksionalning uzluksizligi kelib chigadi.

D' da sust yaqinlashish tushunchasini aniglab olamiz:

f,f,,... D' da aniqlangan ketma - ketlk uchun VgpeD da
(fk,¢)—>(f,¢), k— o, bo‘lsa f, umumlashgan funksiyalar ketma — ketligi
f € D' umumlashgan funksiyaga yaqinlashadi deyiladi va f, - f, k— oo kabi
yoziladi.

Ushbu yaqinlashish tushunchasi bilan birgalikda D' umumlashgan funksiyalar

fazosi deyiladi.

Umumlashgan funksiyalar fazosining to‘laligi.

Teorema 1.2.1. D' dan olingan f,f,,... ketma - ketlik uchun Vo e D da
(fk ,go) sonli ketma - ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

(f ,(o)zlim(fk,(p), peD,

—>0

tenglik bilan aniqlangan f funksional D da chiziqli va uzluksiz bo‘ladi.
Isbot.(f,ap + fy)= lim(fk,a(p + By)= alim( fo.o)+ ﬂlim( f.w)=

a(f.e)+ A(f.y)
munosabatdan f funksionalning chizigliligi kelib chiqadi. Uni uzluksizligini
isbotlaymiz, ya’ni D dagi ¢, >0,v—o ketma - ketlik uchun

(f.@,)—0, v— oo, bo‘lishini isbotlaymiz.

Teskari faraz qgilamiz, ya’ni barcha v=1,2,... uchun 3a>0 bo‘lib, f,(ok\22a

bo‘lsin.

(f,(DV):lim(fk,(Dk)

—>0

munosabatdan har bir v uchun shunday Kk, topilib, >a bo‘ladi, ikkinchi

fkva(ov
tomondan teorema shartiga ko‘ra (fk,gok)—)O, k —>o. Demak, farazimiz
noto‘g’ri.

Teorema isbotlandi.
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Izoh. Teorema shartini qanoatlantiruvchi f, f,,... ketma - ketlik uchun D
dan olingan ¢,,@,,... nolga intiluvchi ketma - ketlik uchun (fk,(pk)—>0, k — o0
ekanligi quyidagi lemmada isbotlangan.

Lemma 1.2.1. Teorema shartlarini ganoatlantiruvchi D' dan olingan
f,, f,,... funksionallar ketma — ketligi bo‘lib, D dan olingan nolga intiluvchi

@, P, ... ketma - ketlik bo‘lsa, u holda (f,,¢, ) =0, k — o, bo‘ladi.

Umumlashgan funksiya tashuvchisi.

Umumlashgan funksiyalar umuman aytganda alohida olingan nuqtada giymatga
ega bo‘lmaydi. Lekin uni biror sohada nolga tengligi haqida mulohaza yuritish
mumkin.

Ta’rif 1.2.2. f umumlashgan funksiya G sohada nolga teng deyiladi, agar
Ve D(G) uchun (f,p)=0 bo‘lsa.

Agar (f,0)=0, peD(G) bo‘lsa f =0, xeG yoki f(x)=0, xeG ko‘rinishda
yoziladi.
Ushbu ta’rifga asosan G sohada f va g umumlashgan funksiyalar teng deyiladi,

agar f —g=0, xeG bo‘lsa: xususan agar V¢ € D uchun (f ,(p)z(g,(o) bo‘lsa.

f umumlashgan funksiya G sohada nolga teng bo‘lsa, u holda G sohaning

ixtiyoriy nuqtasini biror atrofida ham nolga teng bo‘ladi. Teskarisi ham o‘rinli.

Lemma 1.2.2. Agar f umumlashgan funksiya G sohani ixtiyoriy nuqtasi

atrofida nolga teng bo‘lsa, u holda G sohada nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy ¢ € D(G) ni fiksirlaymiz. Aniqlanishiga ko‘ra suppp c G.
suppe kompakt to‘plam ekanligidan Geyne — Borel lemmasiga ko‘ra uni chekli
sondagi U (Xk 1 ), k=12,..., N ((0) sharlar bilan qoplash mumkin. Lemma shartiga
ko‘ra bu sharlarda f nolga teng.U(X,r' ).r',<r,, sharlarni shunday tanlash
mumkinki, ular supp@ ni qoplaydi. Asosiy funksiyalar haqidagi lemmaga ko‘ra
h(a): h(x)=1, xeU(x.r\), supph cU(x,r), funksiyalar mavjud.
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Bu funksiyalar orqali

h(x)= ZN:hk (x), @ (x)=0(x) h (x)

k=1 h(X)
funksiyalarni quramiz. Qurilishiga ko‘ra supp¢ atrofida h(X)ZI
Demak,

P & D(U (Xkark )) va (P(X): 2 (X)

=~
ip=

Bundan

Lemma isbotlandi.

f e D' bo‘lsin. f =0 atroflar birlashmasi Q, ochiq to‘plam f umumlashgan

funksiyani nollik to‘plami deyiladi.
Q, to‘plamni R" gacha to‘ldiruvchisi f ni tashuvchisi deyiladi. suppf yopiq
to‘plam bo‘ladi. Agar suppf chegaralangan to‘plam bo‘lsa, u finit deyiladi.

Regulyar umumlashgan funksiyalar.

f(X) funksiya R" da lokal integrallanuvchi bo‘lIsin.

(f.0)=] f(x)p(x)dx, p D (*)

funksionalni qaraymiz. Integralning chiziqliligidan

(f, M)ﬂtw )= [ F(xN2g(x) + g (x))dx =
A £ (Jp()dx + ] £ (X (x)dx = A(F, )+ u( )
Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi teoremaga asosan @, — 0, k — o,

@, € D asosiy funksiyalar ketma — ketligi uchun

(.0)= [ f(X)p,(x)x >0, ke

bo‘ladi. Demak, (f,) chiziqli uzluksiz funksional.
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Ta’rif 1.2.3. R" da lokal integrallanuvchi funksiyalar orgali aniqlangan (*)

umumlashgan funksiyalar regulyar umumlashgan funksiyalar deyiladi.

Lemma 1.2.3. (Dyu Bua - Reymon). G sohada lokal integrallanuvchi f(X)
funksiya umumlashgan ma’noda G da nolga teng bo‘lishi uchun f (X) funksiya G

sohada deyarli nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.

(*) munosabatga asosan R" da lokal integrallanuvchi funksiya regulyar

umumlashgan funksiyani aniqlaydi. Dyu Bua — Reymon lemmasiga ko‘ra regulyar
umulashgan funksiya R" da lokal integrallanuvchi funksiya orqali yagona ravishda

aniglanadi. Demak, R" da lokal integrallanuvchi va regulyar umumlashgan

funksiyalar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud. Bu moslik (*) munosabat

orqali amalga oshiriladi. Shu ma’noda R" da lokal integrallanuvchi funksiyalar

regulyar umumlashgan funksiya bo‘ladi.

Ta’rif 1.2.4. f umumlashgan funksiya C° (G) sinfga tegishli deyiladi, agar

u G sohada CP?(G) sinfga tegishli fg(x) funksiya bilan ustma — ust tushsa, ya’ni
VpeD(G)

(f.9)=] fo (x)p(x)dx

Singulyar umumlashgan funksiyalar.

Ta’rif 1.2.5. Regulyar bo‘lmagan umumlashgan funksiyalar singulyar
umumlashgan funksiya deyiladi.
Ushbu ta’rifga ko‘ra singulyar umumlashgan funksiyani lokal integrallanuvchi

birorta ham funksiyaga mos qo‘yib bo‘lmaydi.

Singulyar umumlashgan funksiyaga oddiy misol Dirakning 6 — funksiyasidir.

(6.9)=9(0), p<D,
ma’lumki o€ D', 5(X): 0, x=0, suppo ={0} o (X) singulyar umulashgan

funksiya ekanligini isbotlaymiz. Teskari faraz qilamiz, ya’ni shunday R" da lokal
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integrallanuvchi f (X) funksiya mavjud bo‘lsinki, V¢ € D uchun

[ £()e(x)dx = p(0)
bo‘lsin. X, - ¢(x)e D ekanligidan

jf x)dx = x,0(x),_ =0=(x - f,p)

Bundan ko‘rinadiki, R" da lokal integrallanuvchi X, - f(X) funksiya umumlashgan

ma’noda nolga teng bo‘ladi. Dyu Bua — Reymon lemmasiga ko‘ra deyarli barcha

nugtalarda x, - f(x)=0, ya’ni f(x)=0
Bu esa I f (x)p(x)dx = ¢(0) ekanligiga ziddir. Demak, farazimiz noto‘g’ri.

e —>+0 da o,(x)— 5(x) ekanligini ko‘rsatamiz.

Hagigatan ham D' da yaqinlashish tushunchasiga asosan
lim [ @, (x)p(x)dx = p(0), p € D.
¢o(x) uzluksizligidan | X |< &, uchun |p(x)—- gp(o} < n tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
DemakUa) X )dx — o 1 Ja) dx<njw X)dx =17.

Endi Soxotskiy formulalarini keltirib chigaramiz.
1 o(x) (T F
o — —
(J " ,gpj ij " dx glgl}o[j j dX ¢ € D(R).

P 1 funksional D da uzluksiz. Hagiqatan ham, D da ¢, — 0, k > o, ketma -
X

ketlik berilgan bo‘lsin. U holda
({P lj, Ol = ‘ij. P (X) dx
X

ngk dX<2Rr|r}aF){(‘(pk )‘—)0, k — .
X|<

<

X

~Vp JFS 9, (0) +X(0'k (x) d

Shunday qilib & 1 eD'
X

1 . : . 1
X#0 da &#— umumlashgan funksiya ! bilan ustma — ust tushadi. & —
X X X
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umumlashgan funksiya — funksiya integralining bosh qismi (Vp) deyiladi.
X

lim L)de = —iﬂ(p(O)+VpJde, peD
e>+07 X +ig X
tenglikni isbotlaymiz.

Hagqgigatan ham, | X|> R da go(x)z 0 ekanligidan

Sngj(”()f)dx:nmf X—le

X+ig 40 2 X% + &7 Plxp =

. % x—ie .8 ox—ie
p(O)lim 5~ dx+ lim |~ (p(x) - (0))dx
-R -R

R
~2ip(0)lim argtg R, I(D(X)_(p(o) dx = —iz(0) + VpJ‘(D(X) dx.
e—>+0 & i X X
Ushbu tenglik ¢ —+00 da

— ketma- ketlikni D' da limiti mavjudligini
X+1e
ko‘rsatadi.

ni ¢ > +0 dagi limitini
X+1g

— bilan belgilasak,
X+10

1_ =—izd(x)+ fl’l
X+10 X
1 1

— =izs(x)+ P~
X—10 X
bo‘ladi. Bu formulalar Soxotskiy formulalari deyiladi.

Umumlashgan funksiyalar ustida amallar.

Umumlashgan funksiyalarda o‘zgaruvchini chiziqli almashtirish. f(X)

funksiya R" da lokal integrallanuvchi va x=Ay+b, detA=0 bo‘lsin. VpeD
uchun
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(F(Ay+Bp)= [ 1Ay +Dloly)dy = oo (ol ()=

L (fpla(x-b))

|det A|
Demak, Vf(x)e D' uchun f(Ay +b) umumlashgan funksiya

(f(Ay+b),¢)=£f,¢(A1(X_b))} peD

|detA|

formula orqali aniqlanadi.
Xususan, agar A'= Al bo‘lib, b =0 bo‘lsa,
(f(Ay).o)=(f.p(A'X));

A=cl, c<0, bo‘lib, b=0 bo‘lsa,
1 X
il

(fley)o)=
(f(y+b).p)=(f.p(x-b)).

f (x +b) umumlashgan funksiya f(x) umumlashgan funksiyani b vektorga surish

A=1 bo‘lsa,

deyiladi. Masalan,
(6(x =) )= (8,0(x + X)) = p( ).

Umumlashgan funksiyalarni ko*paytirish.

f(x) R da lokal integrallanuvchi funksiya va a(x)e C*(R") funksiya
berilgan bo‘lsin. V¢ D uchun

(af,p)=[a(x)f (x)p(x)dx = (f.ap)
munosabat o*rinli bo*ladi.
Bu tenglikni f D' bilan acC®(R") funksiyalar ko‘paytmasi sifatida qabul
gilamiz:
(af,p)=(f,ap),peD.

D da acC”(R") funksiyaga ko‘paytirish amali chizigli va uzluksizligidan
af € D' boladi.
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Xuddi shunday ae COO(Rn) funksiyaga ko‘paytirish amali D' da ham chiziqli va
uzluksiz bo‘ladi:
a(Af +g9)=Alaf )+ u(ag), f,geD';

agar D' da fy, >0, k > D'da af, >0, k> x.

Agar f eD' bo‘lib, 7 eCOO(Rn) funksiya f ni tashuvchisida birga teng
bo‘lsa, f =7 f tenglik o°rinli bo‘ladi.
Haqigatan ham, Vo € D uchun f va (1 — n)go larni tashuvchilari umumiy nuqtaga
ega bo‘lmaydi va

(f = f,0)=(f,(1-n)p)=0

Misollar.
1. a(x)5(x) = a(0)5(x).
V@ e D uchun
(a8,0)=(5.a9)=a(0)p(0)=(a(0)s. ).
2. X- f/’% =1.
Vope D(Rl) uchun
(Xf]’%,(p) - (9% X(D) =ijX¢T(X)dx = [ o(x)ax = (1)
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II BOB.Umumlashgan funksiya hosilasi va o' ramasi.

2.1. Umumlashgan funksiya hosilasi va uning xossalari.

Umumlashgan funksiya hosilasi. feCp(R”) funksiya berilgan bo‘lIsin.

Va,|lal£p,va VeeD uchun bo‘laklab integrallash formulasiga asosan

(07 £.0)= o £ (hplx)ax = (1) £ (90" pler)= (-1)"(£.0%0)
tenglik o°rinli bo‘ladi.
Ta’rif 2.1.1. f € D' umumlashgan funksiyani 8 f hosilasi deb
(8“ f ,go)z (- 1)'“|(f ,6“(0), peD
ifodaga aytiladi.
0 f e D' ekanligini isbotlaymiz. Hagiqatan ham,
1)  Chizigliligi:
07, Ap+ uw)=(=1)(,0% (o + pw))= (1) (£, 20%p + 0"y )=
= 2(-1)(f.0%p)+ u(-1)(f.07y )= 20" )+ ulo” £.1)
2)  Uzluksizligi:
Agar D da ¢, >0,k —> o0, va 0%¢p, > 0, kK —> o, bo‘lsa, u holda

(0“ f.0,)=(=1)"(f,6%, ) > 0, k > 0.

1. Umumlashgan funksiya hosilasining xossalari.
1°. * differensiallash amali D' dan D' ga chizigli va uzluksiz, ya'ni D' ni D' ga

chiziqli va uzluksiz akslantiruvchi:
0“(Af + ug)=A0" f + uo*g, f;9eD;
Agar f, >0, k >, f, €D bo‘lsa,uholda 0”f, -0, k > 0.

Hagqiqatan ham, hosila ta’rifiga ko‘ra V¢ € D uchun
(0 f.0)=(1)"(f,.070) > 0, k >c0.

Bundan D' da k > o 0“f, — 0 ekanligi kelib chiqgadi.
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0” chiziqliligi bevosita ta’rifdan kelib chigadi.
2°. Ixtiyoriy umumlashgan funksiya cheksiz marta differensiallanuvchi.

Haqiqatan ham, f e D'= o eD'=> o e D' va hakozo.
O ox; \ 0%

3%, feD' vaac Cw(R”) uchun Leybnits formulasi o‘rinli bo‘ladi.

Masalan:

o(af) oa of
= f+a
oX,  OX OX,

Hagqigatan ham, V¢ € D uchun

oef) ) far, 22| [ §a%2|_000)_da )
OX, OX, OX, oX,  OX
=— f,a(a(p) + f,aa—(p = ﬂ,ago + @f,q) = aﬂ,(p + @f,go =
oX, OX, OX, OX, oX, oX,

( of oa ]
a—+—"f,¢p
oX, 0X

4°. f Umumlashgan funksiya ¥xeG da f(x)=0 bo‘lsa, u holda ¥xeG uchun

8“f =0 va suppd” f csupp f .
Hagqiqatan ham, ¢ e D(G) bo‘lsa, 0“¢ € D(G) bo‘lib,
(0°,0)=(=1)" (f,0°0)=0, VpeD(G),
bo‘ladi, ya’ni 8“f =0, xeG.

2. Umumlashgan funksiyaning boshlang’ich funksiyasi.

n=1 bo‘lsin. Matematik analiz kursidan ma’lumki, har ganday uzluksiz f(x)
funksiya f'")(x) boshlang’ich funksiyaga ega:
F(x)= [t +C, (F(x))=f(x)
Ta’rif 2.1.2. £ € D'(R) umumlashgan funksiya f € D'(R) umumlashgan
funksiyani boshlang’ichi deyiladi, agar (f )= f ya'ni (f",¢')=~(f,p), peD

bo‘lsa.
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Ta’rifdan ko‘rinadiki, f (— 1) funksiyaning barcha asosiy funksiyalarda emas, faqat

ularning hosilalarida aniglangan. f ™) funksionalni D fazoga chiziqli va uzluksiz
davom qildirishga harakat qilamiz.
Faraz qilamiz f € D' ni feD boshlang’ichi mavjud bo‘lsin V¢ € D(R)
funksiyani quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz
o) = (0)+ 0, (0 o0

bunda @, (x)—"shapkacha” funksiya va

~+00,

w(x)= [[p(¢)- o, ()] () bx

Endi 1//(X) € D(R) ligini isbotlaymiz. Haqiqatan ham y e C°°(R) va
p(x)=0, x<—max(R,&), agar ¢(x)=0,| x> R x<max(R,&) bo‘lsa,

v (x)= [ [, (ke [ole)ic =0

Demak, | X [> max(R,&) bo‘lsa, (x)=0 bo‘ladi, yani y € D.
(t,0)=(f () + @, () o£)dE )= (£ () + (F 0, (X)) @l )0
(. p)=—~(f.p)+Clp(£)dé, peD
bunda C =(f ", m,).
Demak, agar f umumlashgan funksiya f " boshlang’ichga ega bo‘lsa, ™
(f0)=—(f.p)+ C[p(£)de,
o(x)=y'(x)+ o, (x)] p(E WS

formula orqali hisoblanadi va aksincha VC o‘zgarmas son uchun ushbu formula
orgali aniglangan fC) f ni boshlang’ichi bo‘ladi. Hagiqatan ham, f chizigli
funksional. Uni uzluksizligini isbotlaymiz.

D da ¢, ,—0,k—o berilgan bolsin, yani ¢,(x)=0,|x>R, va

gpé“) — 0, K> ya’ni D da y, (X)—> , k— o0, bo‘ladi.
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f ni D uzluksizligidan
(f ) o, )= ~(fp )+ Cj(pk (£)dE—0, k>,
Demak, f " eD'.
Endi w(x) ni ifodasida ¢ funksiyani ¢' funksiya bilan almashtirib, J‘(p'((f)d(f =0

ekanligini e’tiborga olsak,

(f (_l)zgo): _(f a¢)3 Qe D
bo‘ladi.
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2.2. Umumlashgan funksiyalarning to‘g’ri ko‘paytmasi va o‘ramasi.

1. To‘g’ri ko‘paytma ta’rifi. f(x) va g(x) funksiyalar mos ravishda R" va R™
fazolarda lokal integrallanuvchi funksiyalar berilgan bo‘lsin. f(x)- g(x) ham
R™™ fazoda lokal integrallanuvchi bo‘lib, ¢(x,y)e D asosiy funksiyalar fazosida
aniqlangan regulyar umumlashgan funksiyani aniqlaydi:

jf xydxdy [0 aly)e(x, y)dxdy =
(f(X),( )o(x.y =Ig )| T (), y)dxdy = (g(y).( (x)e(x, y)))
Ushbu tenglikni f(x)e D'(Rn) va g(y)e D'(Rn) umumlashgan funksiyalarni
to‘g’ri ko‘paytmasi sifatida qabul gilamiz.

To‘g’ri ko‘paytmani D(Rn+m) da aniglangan chiziqli uzluksiz funksionalligini

ko‘rsatamiz. Shu magsadda quyidagi lemmani isbotsiz keltiramiz.

Lemma 2.2.1. Ixtiyoriy geD'(R™) va peD(R™™) funksiyalar uchun
w(ar)=(g(y).e(x.y)) funksiya D(R") fazoga tegishli bo‘lib, barcha o larda
o"y(x)=(g(y).ela.y))
o‘rinli boladi. Agar D(R™™) da k >0 da @ —0 bo‘lsa, T holda D(R") da

v (X)=(9(y).0 (%, y)) =0, k — o0, boladi.
Ushbu lemmaga asosan barcha ¢ e D(Rn+m) uchun w(x)=(g(y).e(x,y))e D(Rn)

ekanligidan

(F(x)-g(y) )= (f(x)(a(y)elx y))

tenglikning o‘ng tomoni barcha f va g umumlashgan funksiyalar uchun ma’noga

ega bo‘ladi va D(Rn+m) fazodagi funksionalni aniqlaydi.
f va g funksionallarning chizigliligidan uning chiziqliligi kelib chiqadi. Uni

D(R™*™) da uzluksizligini isobotlaymiz. D(R™™ ) da k — o da ¢ — 0 bo‘lsin. T
holda lemmaga ko‘ra D(Rn) da (g(y),gpk (X,y))—>0, k —>o0, va f funksionalni

D(R") da uzluksizligidan (f(x).(g(y).¢x (. y))) = 0, k — oo kelib chiqadi.
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Demak, f(x)-g(y)e D'(Rn+m) ya’ni umumlashgan funksiya bo‘ladi.
2. To‘g’r1 ko‘paytmaning xossalari.
1°. Kommutativligi. f e D( ) ge D( ) umumlashgan funksiyalar uchun

f(x)-g(y) kabi g(y)- f(x) to‘g’ri ko*paytma aniqlanadi:

(9(y)- F(x)0)=(g(¥)(f (x). o(x.y))). 9 DR™™).
f(x)-a(y)=g(y) f(x)
tenglik o‘rinli.

Hagagatan ham, ¢ € D(Rn+m ):

o(x.y)= Y U,(xV,(y). U, e D[R") V, e D[R")

1=l

asosiy funksiya D(R”””) fazoda zichligidan

(f(x)- g(x)’(a):(f’IZNl:UI(g’VI )j -

=3 (.0 e[ 9.30(10) | =(6): 1000)
2°. f(x)-g(x) to‘g’ri ko‘paytma f va g larga nisbatan chizigli va uzluksiz, ya’ni
masalan:

(4F (x)+ 2 £,(x))- 9(y) = A(F (x)- g(y)) + a(f,(x)- 9 (y))
f.f,eD'(R") geD'(R™} D'(R")da k - f, 0 bo‘lsa, uholda D'(R™") da
k > da f,(x)-g(x)—>0.

Hagiqatan ham, @eD(R™™) bo‘lsin. Yuqoridagi lemmaga asosan

w(%)=(9(y)e(x y))e D(R") bo‘lib,

(fe(x):9(y)e)=(f (x)(g(y)e(x.y)=(f.w)=0, k—co.
3°. Assosativligi. Agar f eD'(R") geD'(R") va he D'(R*) bo‘lsa, u holda
(

f(x)-(a(y)-h(z))=(f (x)- g(y))- h(z)

Hagiqatan ham, agar ¢ D(R”*m”‘) bo‘lsa,

(£(x)-(a(y)-h(2)lp)=(F (x).(a(y)- h(z).0)) =
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4°. Hosilasi.
o5 (f(x)-g(y))=0; f (x)-9(y)

Haqiqatan ham, ¢ D(R"““) bo‘lsa,

@2(f(x)- gy @)= (1) (£(x)- g(y)oze(x,y)= (1) (a(y).(f (x)a2e(x,y))=
=(g(y). 02t (x).o))=(07 1 (x)- a(y)e)

3. Umumlashgan funksiyalarning o‘ramasi va uning xossalari.

f(X) va g(X) funksiyalar R" da lokal integrallanuvchi bo‘lsin, u holda
h(x)= [l g(y) f (x—y)dy

funksiya ham R" da lokal integrallanuvchi bo‘ladi.

f *g o‘rama deb

(f*g)x)=[ f(y)a(x—y)dy=[g(y)f(x - y)dy=(g* f Xx)
funksiyaga aytiladi.
Ta’kidlash lozimki, f*g va | f|*|g|=h o‘ramalar bir vagtda mavjud bo‘lib,
(f*g)<h bo‘ladi, ya'ni f*g R" da lokal integrallanuvchi bo‘lib, regulyar
umumlashgan funksiyani aniglaydi:
V¢ eD(R") uchun

(f *g.0)=[(f *gXEW(EME = [ ([ 9(y) T (£ - y)dyp(E)dé =

= [g(y)] £ (&~ y)o()de )y = [a(y)[] £ (yho(x-+ y)x)dy.
(f*g.p)=[ f(x)a(y)p(x + y)dxdy, peD(R").
Xossalari:
1°. Chiziqliligi.
f*g o'rama f va g larga nisbatan D' da chizigli, masalan
(Af + 4, )*g=A(f *g), f,f,geD;
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agar f *g va f, *g o‘ramalar mavjud bo‘lsa. u(f,*g)
2°. Kommutativligi.
Agar f *g o‘rama mavjud bo‘lsa, g * f o‘rama ham mavjud bo‘lib,
f*g=qg*f

bo‘ladi.
3°. O‘ramaning hosilasi.
Agar f *g o‘rama mavjud bo‘lsa, 0“f *g va f *0“g o‘ramalar ham mavjud
bo‘lib,

0“f *xg=0°(f *g)=f *0°g
bo‘ladi.
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2.3. Musbat umumlashgan funksiyalar va o‘lchovlar.

Ta’rif 2.3.1. Ixtiyoriy ¢(x)e D(G), ¢(x)>0,GcR", uchun (f,p)>0
munosabat o‘rinli bo‘lsa, f e D'(G) musbat umumlashgan funksiya deyiladi.

Musbat umumlashgan funksiyalar bilan o‘lchovlar orasidagi bog’lanishni

o‘rganish uchun o‘Ichov ta’rifini keltirib o‘tamiz.

Ta’rif 2.3.2. G € R" sohaning barcha gism to‘plamlarida aniglangan sanoqli
additiv, nomanfiy to‘plam funksiyasi G sohada aniglangan o‘lchov deyiladi.

Ma’lumki G da lokal integrallanuvchi f(x) funksiya regulyar

umumlashgan funksiyani aniqlaydi.
(f.0)=[ f(x)p(x)dx, peD(G)
G
G sohada aniqlangan x o‘lchov quyidagi

(. 0)= i(ﬂ(X)dﬂ(X), ¢ € D(G)

funksionalni aniglaydi. Ushbu tenglik bilan aniglangan (,u,go) D(G) da chiziqli

uzluksiz funksional bo‘ladi. Dirakning 6 — funksiyasi bunga misol bo‘ladi.
V>0 asosiy funksiya uchun (,u,go)ZO bo‘ladi, ya’ni u o‘lchov orqali
aniqlangan funksional musbat umumlashgan funksiya bo‘ladi. Teskarisi ham

o‘rinli, ya’ni har qanday f e D'(G) musbat umumlashgan funksiyaga G sohada

aniqlangan yagona g, o‘lchov mos keladi, ya’ni
(f.0)=[p(x)My,. @eD(G)
G

Ushbu paragraf so‘ngida subgarmonik funksiyalar haqida to‘xtalib o‘tamiz.
G — R" sohada u(x) funksiya berilgan bo‘lib, yuqoridan yarim uzluksiz ya’ni
1) — oo <u(x)< +oo

2) ¥xeG uchun limu(x)<u(x,) bo‘lsin.

X—>XQ
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Ta’rif 2.3.3. G = R" sohada aniglangan u(x) funksiya G da subgarmonik
deyiladi agar u G sohada yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lib, ¥x, € G nuqta uchun

shunday yetarlicha kichik r >0 son mavjud bo‘lib,

u(x))=—— [u(xHo,

Wyt S(xg,r)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bunda S(x,,r)= {X eR":|x = X,| < r} w, — birlik sfera
sirt yuzasi, do, — S(x,,r) sferaning yuza elementi.
G sohada subgarmonik funksiyalar sinfida Sh(G) orqali belgilaymiz.
Ixtiyoriy u(x) eC? (G) funksiya uchun Laplas operatori quyidagicha
aniqlanadi:
o Ox’
oh (G) sinfga tegishli subgarmonik funksiyalar uchun Au >0 bo‘ladi, ya’ni
quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.
Teorema . U(x)eC*(G) funksiya G sohada subgarmonik bo‘lishi uchun

Au > 0 bo‘lishi zarur va yetarli.
Ixtiyoriy subgarmonik funksiya umuman aytganda ikki marta uzluksiz

differensiallanuvchi bo‘lmaydi, lekin Au ni umumlashgan ma’noda qarash
mumkin, ya’ni Vg e D(R " ) uchun umulashgan funksiya xosilasi ta’rifiga ko‘ra
(Au,0)=(u,Ap)
Ma’lumki Au musbat umumlashgan funksiya bo‘ladi. Yuqorida

ta’kidlanganidek, har bir musbat umumlashgan funksiya shu sohada aniqlangan

o‘lchov mos keladi, ya’ni

(Au, @)= [ pdu,

Demak, Au = x, bo‘ladi.
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Xulosa.

Bitiruv malakaviy ishda umumlashgan funksiyalar, ularning xossalari, ular
ustida amallar, musbat umumlashgan funksiyalar va o‘lchovlar orasidagi
munosabat o’rganilgan.

Birinchi bob birinchi paragrafda asosiy funfsiyalar fazosi o’rganilgan.
Ikkinchi paragrafda umumlashgan funksiyalar fazosi va umumlashgan funksiyalar
ustida amallar o'rganilgan.

Ikkinchi bob birinchi paragrafda umumlashgan funksiya hosilasi va uning
xossalari, ikkinchi paragrafda umumlashgan funksiyalarning to‘g’ri ko‘paytmasi
va o‘ramasi misollar yordamida keltirilgan. Uchinchi paragrafda musbat
umumlashgan funksiyalar va o‘lchovlar o'rganilgan.

Bitiruv malakaviy ishda o’rganilgan natijalar nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo’lib, ulardan differentsial tenglamalar va matematik fizika tenglamalariga

go’yilgan masalalarni yechishda foydalanish mumkin.
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