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Kirish
Oliy ta’lim mamlakatning ertangi taraqqiyotini belgilab beradigan, jamiyat
hayotining barcha sohasini isloh etishda hal giluvchi vazifani bajaradigan omil
hisoblanadi. Shuning uchun ham bugungi kunda mehnat bozorida raqobatdosh,

yuqgori malakali kadrlar tayyorlash, oliy ta’lim tizimi sifati va samaradorligini
tubdan oshirish har bir mamlakat ijtimoiy siyosatining asosini tashkil giladi.

O‘zbekiston Respublikasini keyingi besh yilda taragqiy toptirish bo‘yicha
Harakatlar strategiyasida Oliy ta’lim tizimini 2017-2021 yillarga mo‘ljallangan
kompleks  rivojlantirish  dasturini  ishlab  chigish  belgilangan  edi.
Prezidentimizning “Oliy ta’lim tizimini yanada rivojlantirish chora-tadbirlari
to‘g‘risida”gi qarori bu borada muhim qgadam bo‘lib, tizmni yanada sifat
bosgichiga ko‘tarishga qaratilganligi bilan ahamiyatlidir. Qaror Oliy ta’lim
tizimining zamon talablari darajasida rivojlanishiga, sohaning yurtimizda

kechayotgan islohotlar bilan hamohangligini ta’minlashga zamin yaratadi.

Shu sababli garor bilan oliy ma’lumotli kadrlarni tayyorlashning magsadli
mezonlarini shakllantirish, oliy ta’lim muassasalaridagi ixtisoslik yo‘nalishlari va
mutaxasisliklarni  hududlar hamda, sohalar bo‘yicha joriy etilayotgan
dasturlarning talab va ehtiyojlari, iqtisodiyot tarmogqlari hamda hududlarni
kompleks rivojlantirish istigbollarini inobatga olgan holda, isloh qilishdagi

ustuvor vazifalar sifatida belgilandi.

Bu yondashuv oliy ta’lim tizimining mehnat bozoriga, ijtimoiy-iqtisodiy
islohotlar jarayoniga moslashuvchanligini oshirib, tizimda innovatsion faoliyatni

yuksaltirishning muhim sharti bo‘lib xizmat giladi.

Albatta, garor bilan oliy ta’lim tizimida o‘rta, uzog muddatga
mo‘ljallangan ijobiy o‘zgarishlar ro‘yobga chigariladi. Bu sa’y-harakatlarning
vaqtida samarali bajarilishi har birimizdan gat’iy tartib-intizom hamda shaxsiy

ma’suliyat talab giladi.



Mavzuning dolzarbligi. Yugoridagi magsad va g‘oyalarning ijobiy natijaga
ega bo‘lishi, eng avvalo, biz yosh avlodga ilmiy bilimlar asoslarini puxta o‘rgatish,
keng dunyogarash hamda tafakkur ko‘lamini hosil gilish, ma’naviy axloqiy
sifatlarni shakllantirish borasidagi ta’limiy va tarbiyaviy ishlarni samarali tashkil
etishga bog‘ligdir.

Ana shu vazifalardan kelib chiggan holda bugungi kunda matematika fanida
erishilayotgan fundamental va amaliy natijalarni o‘rganish uchun uning asosi
bo‘lgan tushunchalarni mukammal o‘zlashtirishimiz kerak. Shu magsadda ushbu
bitiruv.  malakaviy ishi kompleks Monj-Amper operatorini  o‘rganishga
bag‘ishlangan.

Tadgigot maqgsadi: plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida kompleks Monj-
Amper operatorning ba’zi xossalarini o‘rganish.

Tadgqgiqotning ob’ekti: plyurisubgarmonik funksiyalar, musbat aniglangan
forma va ogimlar.

Tadqgiqgot predmeti: plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida aniglangan
kompleks Monj-Amper operatori.

Ish tuzilishi va tarkibi. Bitiruv malakaviy ishi Kirish, ikki bob, xulosa
hamda adabiyotlar ro‘yxatidan iborat. Har bir bob paragraflardan tuzilgan. Birinchi
bob

Plyurisubgarmonik funksiyalar, musbat aniglangan forma va oqimlar
o‘rganilgan, o‘z navbatida uchta paragrafdan tarkib topadi. Ikkinchi bobda
kompleks Monj-Amper operatori va uning uzluksizlik xossalari o‘rganilgan bo‘lib,
uch paragrafdan tashkil topgan. Har bobning ta’rif, teoremalari va formulalar o‘z
belgilashlar tartibiga ega, masalan (1.2.3) belgilash mos ravishda 1-bob, 2-paragraf
3-nomerli belgilanishni bildiradi.

Bitiruv malakaviy ishining mazmuni.
1.2.19-teorema. u,v € C°(9,C) funksiyalar bo‘lsin. Bu yerda Qc C”
ochiq to‘plam. Faraz qilaylik, dd‘u va dd‘v kamayuvchi operator. p,q € Z,
0 < p + q < n shartlarni ganoatlantirsin, u holda
(dd°u)” A (dd“v)"™" =0,
(dd“u)*™" =0,



va
(ddu)” A (dd“v)" = 0
Q dagi har bir nugtada o‘rinli bo*ladi.
1.2.20-natija(q. [2],[13]). v € C*(©2) funksiya bo‘Isin. Bu yerda Q€ C"

to‘plam va Qto‘plamning ixtiyoriy nuqtasida
(ddv)" =0,
(dd“v)"" = 0
(Qto*plamda « funksiyaning Gessian matrisasining rankidir va n» —1 ga teng ).

1.3.11-natija. Agar u € PSH(2) bo‘lsa, u holda dd‘u oflchovli
koeffitsiyentlariga ega bo‘lgan musbat (1,1) - ogim bo‘ladi.

2.1.1- ta’rif. 2-marta silliq ueC?(Q) funksiya uchun uning ikkinchi tartibli
differensiali

. _ 2
ddu = %Zujkdzj Ndz, [bunda U~ = 0 4 (2.1.1)
ik

* 9202
77k

(tayinlangan 2’ € Q nuqtada) Ermit kvadratik formasidan iborat bo‘ladi.

(ddc)n =dd° A...\dd° operator C" fazodagi Monj-Amper operatori deyiladi.

n—marta

Agar u € C*(Q) bo‘lsa, u holda

0%

8%8%

(dd‘u)" = 4"n!det av,

bu yerda,
dV = (%)”dzl Ndz Ndz, NdZ, A Ndz NdZ,

forma C" fazodagi odatdagi hajm formasi.

2.1.2-teorema. 2 to‘plam C" fazoning tekis chegaralangan ochiq to‘plami
bo‘Isin. Agar +',...,v" haqiqiy giymatli C?-funksiyalar, 2 to‘plamning atrofida va
¢ (n—k,n—k) tartibli sillig formadir, shuningdek 092 da » =0 bo‘lsa, u holda
j=1,2,....k uchun quyidagi o‘rinli



f ddv' A... N ddv* A o = f VAV A Addv Add VT AL A ddE A ddCp
Q

Q

xuddi shu formula +',...,v" € C*(Q) da ixtiyoriy ochig ¢ C" to‘plam uchun
o‘rinliva ¢  to‘plamdagi test formadir.

Agar u € PSH(Q) funksiya bo‘lsa, u holda dd‘u musbat (1,1)- ogim

bo‘ladi. E.Bedford va B.A.Taylor 2.1.2-teoremani integrallashgan formula bilan
ko‘rsatdi, u chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalar uchun Monj-Amper
operatorining ta’rifini keltirishda xizmat giladi.

(dd®)" operator plyurisubgarmonik funksiyalar chegaralarida umumiy
kompleks Monj-Amper operatori deyiladi. Ba’zan (u,...,u, ) — dd“u A...Add‘u,
operator Monj-Amper operatori deyiladi.

2.1.4-teorema. Q to‘plam C" ning ochiq gism to‘plami bo‘lsin. £ <n va
[1 1 k 1 H 1 1 H
Q to‘plamda {vj}jeN,...,{vj }jeN plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi
ketma-ketigi. v',...,v" € PSH(Q)NL* (Q) nugtalar bo‘lib, ¢ =1,...,k uchun
to‘plamga tegishli nugtalarda lim ___v'=v" gateng. U holda
lim dd“v; APRVA dd“vf =ddv' A...Addv"
J—00

nolinchi tartibli ogimlarining kuchsiz yaginlashish ma’nosida.

2.1.10-natija. Agar u,ve PSH(1L* (€2) funksiya bo‘lsa, u holda
(dd"(u + v)") > (dd“u™) + (dd“v") bo‘ladi.

2.1.12-teorema. 2 to‘plam C" fazoning ochiq qism to‘plami, £ <n va
{v?}jeN,...,{vf}jeN plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi ketma-ketligi
bo‘lsin. ¢',...,v" € PSH(Q)NLZ(Q) lar i =0,....,k uchun Q da limv. =o'
J—00
shartni ganoatlantirsin. U holda tartibi nolga teng bo‘lgan ogimlarning kuchsiz
yaginlashish ma’nosida

lim Lk(v;),...,vf) =L (°,...,0")

j—00
bo‘ladi.

Plyurisubgarmonik  funksiyalarning eng muhim xossalaridan  biri
kvaziuzluksizlikdir: agar u € PSH(2) funksiya bo‘lsa, u holda « istalgancha

kichik qilib olingan ochiq to‘plamdan tashqarida uzluksiz bo‘ladi.



Kvaziuzluksizlik hagidagi teorema E.Bedford va B.A.Teylor(q [4] 1982 yil)
ga tegishli. Bu teoremaning boshgacha isboti 1984 yilda A.Sadullaev (q. [13]
tomonidan berilgan. Biz keltiradigan natijalar E. Bedford va B.A.Teylor (g.[13]
1982 yil) va U.Segrel (q.[8] 1988) larning g‘oyalariga asoslangan.

2.2.2-lemma. Agar u funksiya 2 c C" ochiq to‘plamda hagigiy C*- sinfga
tegishli funksiya bo‘lsa, u holda du A d“u forma gat’iy musbat bo‘ladi.

2.2.3-natija. Agar u,v € C*(Q2) funksiyalar va y musbat (n —1,n —1)-
forma bo‘lsa, u holda

2

fdu/\dcv/\x
Q

§fdu/\dcu/\xfdv/\dcv/\x
0 )

bo‘ladi.
224-lemma. 0 <7, <17, a€C", B =B(a,n) va B, =B(a,r,) bolsin.
Agar {u } , C PSH N C*(B,) kamayuvchi ketma-ketlik bo‘lib, bu ketma-ketlik

u € PSH () L*(B,) funksiyaga yaqinlashsa, u holda

}Lrglo [sup {f(u] —u)(dd“v)" : v € PSH(B,, (0, 1))H— 0 (2.3.1)

bo‘ladi.

Lokal chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi
ketma-ketligida Monj-Amper operatorining uzluksizligini  ko‘rdik. Bundan
tashqari, u yaginlashuvchi ketma-ketliklarda ham o‘rinli. Bu natijalar 1982-yilda
E.Bedford va B.A. Teylor tomonidan isbotlangan(qg. [4]).

2.3.1-teorema. 2 to‘plam C" dagi biror ochiq gism to‘plam va {Uj}jeN
ketma-ketlik esa PSH N L> (€2) dagi ketma-ketlik bo‘lib, bu ketma-ketlik (2

to*plamning hamma yerida » € PSH N L; (€2) funksiyaga o'sib yaginlashuvchi
bo‘lsin, u holda (dd‘:uj)" Radon o‘Ichovlari ketma-ketligi kuchsiz-topologiya

ma’nosida (dd‘u)" o‘lchovga yaginlashuvchi bo‘ladi.

2.3.2-teorema. Aytaylik, €, u, {uj} lar teorema shartlarini ganoatlantirsin
va v',...,v" € PSHN LY () bo‘lsin. U holda Ln(uj,vl,...,v") o‘Ichovlar ketma-
ketligi L (u,v',...,v") gayaginlashuvchi bo‘ladi.



1.1. Plyurisubgarmonik funksiyalar va uning xossalari
1.1.1-ta’rif. Agar 2’ € C" nugtaning biror atrofida aniglangan hagigiy

o, —oo < < oo funksiya shu nugtada yuqoridan yarim uzluksiz deyiladi,

agar ixtiyoriy ¢ > 0 son uchun shunday, 6 > 0 topilsaki,

w(z)—go(z°)<5, agar go(zo)i—oo

e—z|<6 = ¢<z><_§’ oo ¢(ZO):_OO (1.1.1)
yoki
agar
hnyp(z) < go(zo) (1.1.2)

bo‘lsa, ¢ funksiya shu nuqgtada yuqoridan yarim uzluksiz deyiladi. Agar ¢
funksiya har bir z° € Q nuqtada yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lsa, © c C”
sohada yuqoridan yarim uzluksiz deyiladi.

1.1.2-ta’rif. :Q —[—o0; +00] funksiya Qcc sohada
plyurisubgarmonik deyiladi, agarda u quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:
1) ¢ funksiya 2 dayuqoridan yarim uzluksiz;
2) ixtiyoriy 2’ € Q nugta uchun va ixtiyoriy z = l(g) = 2" + w¢, bunda
w e C", £ € C analitik to‘g‘ri chiziq uchun, ¢ funksiyaning shu chiziqdagi kesim
funksiyasi, ya’ni <p(l(§)) ochig {¢ € C, 1(¢) € Q} to'plamda subgarmonik

bo‘lsa.

Plyurisubgarmonik  funksiyalar to‘plam  PSH(Q) kabi belgilanadi.
Plyurisubgarmonik  funksiyalar  ko‘p o‘zgaruvchili golomorf funksiyalar bilan
ham bog‘lig.

2 C C" sohada golomorf bo‘lgan ixtiyoriy f funksiya uchun



o(z) =1n ‘f(z)‘ (1.1.3)

funksiya shu sohada plyurisubgarmonik bo‘ladi.

1.1.1. Plyurisubgarmonik funksiyalarning xossalari.
1°. Agar @ sohada plyurisubgarmonik bo‘lgan ¢ funksiya biror z° € Q nugtada
lokal maksimumga erishsa, u holda u shu sohada o‘zgarmas bo‘ladi.
2°. Har bir 2° € Q nuqtaning biror atrofida plyurisubgarmonik bo‘lgan funksiya,
shu €2 sohada plyurisubgarmonik bo‘ladi.
3%, Q sohada yuqoridan yarim uzluksiz ¢ funksiya shu sohada plyurisubgarmonik
bo‘lishi uchun, har bir z € Q nugta uchun va har bir w e C" vektor uchun
shunday r, = 7, (z,w), ixtiyoriy r <, larda

2

gp(z) < %fgo(z + wre”)dt (1.1.4)

tengsizlikni bajarilishi zarur va yetarli

C? sinfidan olingan funksiyalar uchun yengilroq tekshiriladigan kriteriyani
aytish  mumkin. Murakkab funksiyalarni differensiallash qoidasidan foydalanib,

quyidagiga ega bo‘lamiz: ¢ € C? (Q), QcC C" funksiyani z = l(f) = 2"+ wt
to‘g‘ri chiziqdagi kesim funksiyasi uchun, ya’ni u(f):gp(l(ﬁ)) murakkab
funksiya uchun,

0’ 9y _
— = W @
060§ [T 0z07, | "

Bundan esa quyidagi kriteriya kelib chigadi :

1.1.3-teorema. C* sinfidan olingan ¢ funksiya biror @ c C" sohada

plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun, har bir 2 € Q nugtadagi ixtiyoriy w € C"

vektor uchun



H (w,5) = Z o | L5 >0 (1.1.5)

st 82} 0z o

) v ZU

tengsizlikni bajarilishi zarur va yetarli.

Bu yerda hosila 2’ nugtada olinyapti.

1.1.4-teorema. ¢ funksiya 2z’ € C" nugtaning biror atrofida

plyurisubgarmonik funksiya bo‘Isin, u holda yetarlicha kichik r son uchun

gp(zo)gL f o(z)do (1.1.6)

tengsizlik o‘rinli.

1.1.5-teorema. 2’ € C* nuqgtaning atrofida ¢  plyurisubgarmonik

funksiyaning o‘rta qiymati

r ning o‘suvchi funksiyasi bo‘ladi.
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1.2. Maksimal plyurisubgarmonik funksiyalar

 to‘plam C" fazodagi ochig gism to‘plam va u: Q — R plyurisub-

garmonik funksiya bo‘lsin. Har bir G C € nisbiy kompakt gism to‘plam va G da

yuqoridan yarim uzluksiz v funksiya uchun v € PSH(G) va 0G da v <u
tengsizlik o‘rinli bo‘lib, G to‘plamda v < w tengsizlik bajarilsa, « funksiya
maksimal plyurisubgarmonik funksiya (yoki ekstremal funksiya) deyiladi.
to‘plamda aniglangan maksimal plyurisubgarmonik funksiyalar oilasi uchun
MPSH(G) belgilash ishlatiladi. Maksimal plyurisubgarmonik funksiyalar va

ularning xossalari tanigli olimlar H.J.Bremerman(1956), J.Sichiak(1962),
A.Sadullaev(1981) ishlarida o‘rganilgan(g. [5],[13],[15]).

1.2.1- teorema(q. [15]). Q2C C" da ochiq to‘plam va u: Q— R

plyurisubgarmonik funksiya bo‘Isin. Quyidagi shartlar ekvivalent bo‘ladi:
(1) barcha G c Q2 ochig nisbiy kompakt gism to‘plam va har ganday

v € PSH(G) plyurisubgarmonik funksiya uchun, agar ixtiyoriy £ € 0G da

liminf (u(z) — v(z)) > Otengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda G to*plamda

2—¢
v < u tengsizlik bajariladi;

(2) agar v € PSH() va ixtiyoriy ¢ >0 uchun, K C Q2 kompakt to‘plam
mavjud bo‘lib, 2\ K to‘plamda v — v > —¢ tengsizlik bajarilsa, u holda
to‘plamda v < u tengsizlik o‘rinli;

(3) agar v € PSH(Q)bo‘lib, G € © ochiq nisbiy kompakt to‘plam bo‘lsa va
0G da v < wu tengsizlik bajarilsa, u holda G to‘plamda v < u tengsizlik
o‘rinli;

(4) agar v e PSH(2) bo‘lib, G Q2 ochiq nisbiy kompakt to‘plam va

Ixtiyoriy £ € 0 G uchun

11



ling inf (u(z) —v(z)) >0
zeCG

bo‘lsa, u holda G to‘plamda v < u tengsizlik o‘rinli bo‘ladi;
(5) . maksimal plyurisubgarmonik funksiyadir;

Isbot. (1)=(2). Q\ K to‘plamda K C 2 kompakt to*plam mavjud va
u—v > —e tengsizlik bajarilganligidan, Ve > 0 uchun v plyurisubgarmonik
funksiya bo‘ladi. Faraz gilamiz, biror a € 2 nuqtada u(a) —v(a) =n < 0 o‘rinli

bo‘lsin.

E = {z €0 u(z) <v(z)+ %} to*plamning yopig‘i, 2 to‘plamning

biror kompakt gism to‘plami bo‘ladi. Shuning uchun, E to‘plamni oz ichiga

oluvchi G ochiq to‘plam mavjud va 2 fazoda bu to*plam nisbiy kompaktdir. (1)
xossada, to‘plamda wu(z) > v(z)+% tengsizlik bajariladi, bu esa o€ E

bo‘lishiga zid. Qolgan (3), (4), (5) natijalar ham shunday kelib chigadi va

to‘plamda

w(z) =

max {u(z),v(z)} (z € G)
u(2) (z € Q\G)
funksiya plyurisubgarmonik funksiyadir.

Bir o‘Ichamli holda, PSH = 'H ("H - biror to‘plamdagi garmonik funksiya-

lar sinfi) bo‘ladi. Jumladan, bir o‘zgaruvchili kompleks o‘zgaruvchining maksimal

funksiyalari C* dir. Bu yuqori o‘lchamlarda to*g‘ri kelmaydi.
1.2.2-misol. w(2,,2y,-,2,) = In(max{| 2, |,.....,| z_ [}) funksiya

(2,2,,-..,2 ) € C"\ {0} da berilgan bo‘lsin. Agar n>1 Dbo‘lsa, wu

differensiallanuvchi  funksiya bo‘lmaydi. Demak, «  plyurisubgarmonik

funksiyadir. « funksiyaning maksimal bo‘lishi ta’rifdan va C" \ {0} to‘plamda
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ixtiyoriy w € C"\ {0} nugta uchun, bir o‘zgaruvchili ¢t — wu(tw) funksiya
garmonik funksiya bo‘lishidan kelib chigadi.

1.2.3-misol(g. [13]). w: C — R biror uzilishli subgarmonik funksiya
bo‘lsin.(z,,z,) € C* nugtalar uchun wu(z,,z,) = w(z,) funksiyani aniglaymiz.
Ixtiyoriy a € C nugta uchun, z, — u(a, z,) funksiya o‘zgarmasdan iborat bo‘lib,

garmonik funksiya bo‘ladi. Bu esa « plyurisubgarmonik funksiyaning maksimal

ekanini bildiradi.

Endi uzluksiz maksimal funksiyalarning muhim sinfini garaymiz.

2 to'plam C" fazoda chegaralangan va f e C(02) bo‘lsin,

(u|,) e MPSH(?) va (ul,,) = f shartlarni ganoatlantiruvchi yuqoridan yarim

u |,
uzluksiz u: Q — R funksiyani topish masalasi umumlashgan Direxle masalasi
deyiladi.

) to‘plam C" fazoda chegaralangan va f € C(02) bo‘lsin. 02 chegarada

da u* < f tengsizlikni ganoatlantiruvchi va ixtiyoriy z € Q nuqta uchun

u*(z) = lim sup u(w) (1.2.1)

w—z
wesN

shartni bajaruvchi v € PSH(S2) funksiyalar oilasini 2/(€2, f)orqgali belgilaymiz.

U, (2) = sup{u(z): u € U f)} 2 €

v funksiya € to‘plam va f funksiya uchun Perron-Bremermann

Y

funksiyasi deyiladi. Endi 2 soha Evklid sharidan iborat bo‘lgan holda \I/Qf

Y

funksiya asosiy Direxle masalasi yechimi bo‘lishini isbotlaymiz. Quyida
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keltirilgan teoremaning birinchi ifodasi Bremermann, 2-ifodasi esa Valsh

tomonidan berilgan(qg. [5]).
1.2.4-teorema(q [13)]. Aytaylik f e C(0B) funksiya berilgan bo‘lib,

B = B(a,r) esa C" fazoda berilgan ochiq shar bo‘lsin. Quyidagi o‘rinli:

Yy, (2), agar bo'lsa z € B,

U(z) =
f(z), agar bo'lsa z € OB.

¥ funksiya B to‘plam va f funksiya uchun asosiy Direxle masalasining

yechimidir. Bundan tashqgari ¥ uzluksiz funksiyadir.

Isbot. Umumiy holda a« = 0 deb faraz gilamiz. » funksiya B to‘plam va
f  funksiya uchun klassik Direxle masalasining yechimi  bo‘lsin.
Plyurisubgarmonik funksiyalar ham subgarmonik funksiya bo‘lgani uchun,

subgarmonik funksiyalar uchun maksimum prinsipiga asosan B to‘plamda

\Ifo < h bo‘lishi kelib chigadi. » funksiya B to‘plamda uzluksiz bo‘lgani

)

uchun, B to‘plamda (\I/B )* < h tengsizlikka ega bo‘lamiz. Xususan, bundan

9

(W_ Y*eU(B,f)bolishi kelib chigadi, shuning uchun (¥_ )* funksiya W

B.f B.f
funksiya bilan B to‘plamda ustma-ust tushadi. Demak, ¥ e PSH(B) dir.

Teoremaning birinchi gismini xulosalash uchun 9B da (\IJB f) > f tengsizlikni

Y

ko‘rsatish yetarli, ya’ni z, € 0B da

lim inf \I!B f(z) > f(z,)

2—>ZU

2€B ’

z, € 0B nugta va Ve >0 son olamiz. Agar v: B — R funksiyaning

uzluksizligini ko‘rsatsak teorema isbot bo‘ladi, bu yerda U‘BEU(B,f) va
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v(z) = C[Re(z, 2,) — 7"2] + f(z,) — ¢

bunda ¢ > 0 o‘zgarmas son. Shuning uchun 0B da v < f qilib tanlaymiz (bu

kvadrat gavslardagi ifoda B\ {2,} da manfiy bo‘ladi).
Natijada, har bir z, € B nugta uchun

lim ¥(z) > ¥(z,)

2=z
z2€B

o‘rinliligi kelib chigadi, ya’ni ¥ funksiya har bir chegaraviy nuqtada uzluksiz

funksiyadir.

¥ ning maksimumligi ma’lum. Hagigatdan, agar G to‘plam B ning nisbiy

kompakt ochiq to*plami bo‘lsa, v:§—>[—oo;oo) funksiya 0B da yugoridan

yarim uzluksiz, U‘G € PSH(G) va v < Who‘lsa, u holda

max{v,\lf} G da
v B\ G da

funksiya U(B,f) to‘plamga tegishli bo‘ladi, jumladan G to‘plamda V < W
tengsizlik o*rinli.

¥ ning uzluksiz funksiya ekanini ko‘rsatishimiz uchun, uning quyidan

yarim uzliksizligini ko‘rsatish yetarli. Ve > 0 son olamiz. Shuningdek, 0B

kompakt bo‘lgani uchun W | = f funksiya tekis uzluksiz bo‘ladi. Bu shuni

anglatadiki shunday & € (0,7 /2) son mavjud bo‘lib, z€ B, w€dB va

Hz — wH < 36 bo‘lsa, u holda

W(2) — B(w)| < (1.2.3)

€
2
bo‘ladi. Barcha y € B(0,6) nugta uchun,
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o‘rinli.
H funksiyaning chetki nugtalari U(B, f) funksiyaga tegishli bo‘ladi.
B(0,r —6) C BN(—y + B) = B(0,r) N B(—y,r)

bo‘lganidan  H € PSH(B(0,r—¢)) funksiya ikkita plyurisubgarmonik
funksiyaning maksimumidir. Boshga tomondan B\ B(0,r —26) to‘plamda
H =V boladi. Hagigatdan [ ning ta’rifiga ko‘ra bu hol B\ (—y + B)
to‘plamda o‘rinli bo‘ladi. Agar z € (BN (—y + B))\ B(0,r —25) bo‘lsa, shunday

2, € 9B nugta tanlaymizki, Hz - zOH <26 bo‘ladi. Hz +y— ZUH <35 ga ega

bo‘lamiz va shuning uchun (1.2.3) ga asosan
W(z) - Uz, < % va |z +y) — B(z,)| < %
o‘rinli.
Shunga ko‘ra W(z) >¥(z+y)—e va bundan H (2)=V(z) kelib

chigadi. Shuning uchun OB chegarada HyePSH(B)va H =f bo‘ladi.

Demak; talab gilinganidek H € U(B,f) .

Natijada, H <V tengsizlik bajariladi. Agar z,w €B va Hz—wH<6
bo‘lsa, u holda

U(z) >H (2)—e>2¥(z+w—2)—c=V(w)—¢

bo‘ladi. Shuning uchun ¥ quyidan yarim uzluksiz funksiyadir.
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1.2.5-natija. C" fazoda 2 ochiq to‘plam va u € MPSH(2) funksiya

berilgan bo‘lsin. Agar B to‘plam B C € da ochiq shardan iborat bo‘lsa, u holda

u |, funksiya uzluksiz maksimal plyurisubgarmonik funksiyalar kamayuvchi

ketma-ketligining limiti bo‘ladi.

Yugoridagilardan ko‘rinadiki C" fazoda n > 1 bo‘lgan holda, differensial
operator umumiy plyurisubgarmonik funksiyalar xususiyatlari bilan bir xil bo‘lsa,
u umumiy ma’noda bo‘ladi. C* plyurisubgarmonik funksiyalarda Gessian
matrisasi

0*u
0z _(9Zk
J

maksimallik hagida ba’zi tushunchalarni beradi. Agarda, 2 c C" bo‘lib, fagat va

fagat Gessian matrisasi € to‘plamda nolga intilsa C® maksimal

plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi.

1.2.6-teorema(q. [6],[11]). u € C*(Q) funksiya berilgan bo‘lib, Q c C"

ochiq to‘plam bo‘lsin. Agar u € MPSH(2) bo‘lsa, u holda 2 to‘plamda

0*u
0z.07,
J

det =0

bo‘ladi.
Isbot. Faraz gilaylik, 2 to‘plamda det[&Qu/azjazk]io bo‘Isin. Biror
a € ) nugta olamiz, ixtiyoriy b € C" \{0} nuqgta uchun <Lu(a)b,b> > 0 o‘rinli.

Uning ikkinchi tartibli hosilasi uzluksizligidan, shunday » musbat son mavjudki

barcha z € B(a,r), b € C" \{0} nugtalar uchun <Lu(z)b,b> > 0 bo‘ladi. Bundan
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har bir 2 € B(a,r), be@”\{o} va o‘zgarmas ¢ >0 son uchun

<Lu(z)b,b> > chH2 tengsizlik kelib chigadi. Demak,

u(z) (z € Q\ B(a,r))

" u+ e - -] (= € Bla,r)).

U holda 0B(a,r)chegarada v = u va v(a) > u(a) tengsizlik bajariladi, bu

esa v ning maksimal funksiyaligiga zid.
1.2.7-teorema. €2 to‘plam C" ning chegaralangan ochiq gism to‘plami va
v,u funksiyalar esa Q ning biror atrofidagi C*-plyurisubgarmonik funksiyalar.

Agar 0f) da v < u va () to‘plamda

0™

8%8%

det

bo‘lsa, u holda 2 to‘plamda v < u tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Ve > 0 son uchun

0.(2) = () + (| = supful).

wed

funksiya qurib olamiz. U holda

1

_ (4
—[dtdet

2 2

0z 07,
j k

0*u
0z ,8Ek
J

0 < det —det dt =

(tv. + (1 —t)u)

0z 07,
j k

1
82
Jk . Bjk .
“[[ykl ! 82@2 (v, UJ Z 0z 07, (v, =),

j,k=1

bo‘ladi, bu yerda
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62
82}07,6

(tv. + (1 —t)u)

ik=1...,n
[Ajk] ning kofaktor matrisasi va [Bf’“] uning ¢ ga bog‘lig integrali bo‘ladi.
Shuning uchun [B]'k} musbat aniglangan va € to‘plamda v —u lokal

maksimumga ega bo‘Imaydi. Shuning uchun €2 to‘plamda v. <u va ¢ — 0 deb

olib, kerakli natijaga erishamiz.

1.2.8-natija. Q to‘plam C" ning ochig qgism to‘plami va

u € C* NPSH() bo‘lsin. Agar © to‘plamda

0%v
0207,
j 3

det =0

bo‘lsa, u holda « maksimal funksiyadir.

Isbot (1). G to‘plam Q ga tegishli ochig nisbiy kompakt to‘plam va
u € PSH(Y) bo‘lsin. 0G da v < u tengsizlik bajarilsin. G to‘plamda v, » ning

o‘rniga (v — &)= x_ ni qo‘ya olamiz va G to‘plamda (v—0)* x_ < u bo‘lishini

topamiz. 6, — 0 deb olib, v < u tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Isbot (2). Faraz qilaylik, © to‘plam va « funksiya natijaning shartlarini
ganoatlantirsin, ammo » maksimal funksiya bo‘lmasin. U holda, dG da biror
v € PSH(Q)funksiya va G C 2 ochig nisbiy kompakt to‘plam uchun v < u
bajariladi, biroq (v —w) funksiya a € G ichki nugtada o‘zining maksimumiga
erishadi. Faraz qilaylik, Ve >0 son uchun v +5(H-H2 + const) forma v
funksiyaga tegishli bo‘lsin. b e C" \{0} nugtani shunday tanlaymizki,
<Lu(a)b,b> = 0 bo‘Isin. Nolning yetarlicha kichik atrofidagi ¢ € C nugta uchun
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f(t) = (v—u)(a+tb) funksiyani aniglaymiz. f funksiya nol nugtada lokal

maksimumga ega bo‘lgani uchun, (Af)(0) < 0 bo‘ladi. Boshga tomondan
(AF)(0) = 4(L(v — u)(a)b,b) = 4(Lv(a)b,b) > 0,
shuning uchun ziddiyat kelib chigadi.

1.2.9-natija(g. [13]). © to‘plam C" ning ochig gism to‘plami va
u € C* NPSH() bo‘lsin. U holda € to‘plamdan olingan « funksiya maksimal

funksiya bo‘lishi uchun (dd“u)" = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Qe C" to‘plamdagi o = (i /2)) «,dz, Adz, tenglik C* -forma bo‘Isin.

Har bir z €2 nugtada o« forma nolga aylanadigan sohani aniglaymiz:
N (a) = {:ce C":a/(z,y)=0, Vyc C”}

A:C" — C"- C-chizigli operator va E to‘plam C ning kompleks gism fazosi

bo‘lsin. Agar A(E)C E bo‘lsa, E to‘plam A operatorning invariant fazosi
deyiladi. Agar E to‘plam va uning ortogonol kompanenti E- to‘plam A
operatorning invariant fazolari bo‘lsa, u holda A operator £ to‘plamning mo‘tadil
maydoni deyiladi. z € nugta uchun « (1,1)-forma Agar [ozjk(z)] matrisaga mos

keladigan chizigli operator , u holda « Kkeltirilgan deyiladi. Har bir C-chizigli

operator A : C" — C" ortogonal tarkibiy gismlarga ajraladi.

C" = RanA @ KerA* = RanA* @KerA

Bu yerda A*- A operatorning qo‘shma operatori. Bundan tashgari, agar P
proyeksiyadan iborat va U unitar operator bo‘lsa, u holda UPU* ham

proyeksiyadan iborat bo‘ladi.

1.2.10-lemma. p <n bo‘lib, A:C" — C" akslantirish C-chizigli bo‘lsin.
Quyidagi shartlar ekvivalent.
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(1) Aoperatorni RangA keltiradi

(2) RangA* = RangA va KerA* = KerA.

(3) Aoperator RangA ga ortogonal proyeksiyasi bilan o‘rin almashadi

4) U :C" — C" birlik operator va chizigli B: C” — C?izomorfizm mavjud
bo‘lib va ixtiyoriy (z,w) € C* x C"™" nugta uchun

(B(2),0) =UPU *(z,w)

Agar A operator yuqoridagi shartlarni ganoatlantirsa, bunday operator
keltirilgan deyiladi. Agar A keltirilgan operator bo‘lsa, u holda uning
transpozitsiyasi ham kamayuvchi Dbo‘ladi. Agar A operatorni  birlik
transformatsiya bilan dioganallash mumkin bo‘lsa, u keltirilgan bo‘ladi. Misol

uchun Anormal operator bo‘lsa, A 0‘zining qo‘shmasi bilan almashinadi.

1.2.11-misol. Faraz qgilaylik, A =S + ¢7T bo‘lsin, bu yerda S va 7" Ermit

operatorlari va ularning har biri yarim aniglangan. U holda A keltirilgan operator

bo‘ladi. Hagigatdan ham, agar 2 € KerA nugta bo‘lsa, u holda <Az, z> =0 va

bundan <Sz,z> = <Tz,z> = 0 ekani kelib chigadi. Misol uchun, 7" > 0 bo‘lsa , u

1 1 1
holda T operator T2 kvadrat ildizga ega va bundan tashqari <T2z,T2z> =0.

Shuning uchun z € KerT va z € KerS bo‘ladi. Demak, z € KerA*
1.2.12-teorema(q. [13]). Aytaylik, o =(i/2)) a,dd Adz va
B=_(i/ 2)2 8,d. Ndz larochig € C" gism to‘plamda aniglangan keltirilgan
C'formalar  bo'lsin.  A=la,|" va A=[g,|. Faraz qilaylik,
pg€Z,0<p+q<n bolib, Q to‘plamda o’ A" =0, a”AB"™ =0,

o’ =0 shartlar o‘rinli bo‘lsin. U holda  A(z)=N (a)NN (B) ifoda
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2(n — p —q) haqigiy o‘lchovli € to‘plamda C' — tagsimot bo‘ladi va barcha

z € Q nuqtalar uchun A(z) = KerA(z) (N KerB(z) o‘rinli.
1.2.13-lemma. Aytaylik A : C* — C" -C - chiziqli operator va
N ={zeC" :(4zu) = (Au,z), Yw e C'}
bo‘Isin. U holda N = KerA(\ KerA* bo‘ladi.

Isbot. S=(A+A*)/2 va T =(A— A*)/2i deb olamiz. S va T 0‘z-

0‘ziga go‘shma operatorlar va A=S+:¢T Dbo‘lsin. Ravshanki,
KerAN KerA*C N teskari ifodani isbotlash uchun N C KerS () KerT ni

ko‘rsatish yetarli. z € N nugta olamiz. Har bir Yw € C" nuqgtalar uchun,
<Sz, w> — <Sw, z> + i(<Tz,w> — <Tw, z>) =0

bo‘ladi. Bundan tashqari <Sz, w> — <Sw, z> = 2¢Im <Sz, w> va

<Tz,w> — <Tw, z> = 2¢Im <Tz,w>. Vz,y € C" nugtalar uchun
<3:, y> = Im <a:, —iy> + ¢ Im <m, y>

bo‘lishidan Vw € C" nugtada quyidagiga ega bo‘lamiz:

<Sz,w>:<Tz,w> =0
1.2.14-natija. N=(Ran A+ Ran A*)*.
1.2.15-lemma. Agar @:(%)Zajk dz, Ndz, - o‘zgarmas koeffitsiyentli
(1,1)-forma va A:[ak]tr bo‘lsa, u holda
J
1
Oé({l,’, y): §(<AZB, y>_<Ay7 $>)
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bo‘ladi.
Isbot z=(z,...,7, ), y=(y,....,y,) €C" nugtalar uchun quyidagini
ko‘rsatish yetarli

dz, NdZ,(z,y) =27, —y T,

277 (p €Z, togq)
277 (p € Z, juftvatoq)

ni aniglab olamiz.

Har bir J=(j,....5 ) va K=(k....k ) multiindekslar uchun

A\P
[3] dz AdZ, A..Ndz ANdz, =cdZ’ Adz"
2 i ) J, ) P

ga ega bo‘lamiz.
Natijada, (1,1)-forma uchun quyidagi natijalar kelib chigadi. Agar
a:(%)z% dz, N\ dz, - o0°‘zgarmas koeffitsiyentli (1,1)- forma bo‘Isa, u holda

a’ :<aA...Aa):p!cpZozijdz‘]/\dEK (1.2.4)
J.K

[ —
p marta

bo‘ladi, bu yerda yig‘indi barcha J:(jl,...,jp) va K=(k

-+, k) multiindekslar
p

bo‘yicha olingan bo‘lib, 1< <..< j, <mn, 1<k<..<k <n va
Qg = det [aj,k] jed kek "

Yugoridagi mulohazalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1.2.16-natija. Agar Q to‘plamda o -Q to‘plamdagi keltirilgan C* —forma
bo‘lsa, u holda N («)=(Rang A(z))" = Ker A(z) bo‘ladi.
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Xususan, z € €2 nugtadagi a ning bo‘sh giymati, C" fazoning kompleks

qism sohasini keltirib chigaradi.

1.2.17-natija. C"' —fazoda a(1,1) dagi a forma bo‘lsin, bu yerda Qc C”

ochiq gism to‘plam va 1 < p < n. Agar € to‘plamdagi biror nugtada o?*' =0,

a” = 0 bo‘lib, fagat va fagat « forma kamayuvchi bo‘lsa z — N_(«) akslantirish

2(n — p) o‘lchovli C" —fazo bo‘ladi.

1.2.18-misol. Vz,z2,,2, € C’ nugtalar uchun u funksiya

w(2,,2,,2,) =22, + 2,2, + (1 +1)(2,Z, +2,Z,)
shu ko‘rinishda aniglanadi. Quyidagi kelib chigadi:
dd‘u =2i(dz, Ndz, +d z, Ndz, + (14 i)(dz, N dz, + dz, \Ndz)))

Shuning uchun dd‘u kamayuvchi operatordir. Bundan tashqari,
(dd‘u)* = 0 va (dd‘u)’=0.

Ixtiyoriy teC nugta uchun Re u(t,+1,0)=42|t [
Im u(t,=t,0)==+2[¢[, bundan ko‘rinadiki, +Re u, £Im u funksiyalar
plyurisubgarmonik funksiyalar emas.

1.2.12-teoremaning isboti. 2z € nugta olamiz. 1.2.13 va 1.2.15
lemmadan A(z)=Ker A(z)(\ Ker B(z) kelib chigadi. « va (g formalar

kamayuvchi bo‘lgani uchun,
Ker A(z) Ker B(z)=(Ran A(z)+ Ran B(2)) *
ga ega bo‘lamiz.

1.2.10-lemmaga asosan, koordinatalarni birlik almashtirish va
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deb olish mumkin.

a(2)’ AB(z)"=0 va a(z)’ A B(z)"" =0 bo‘lgani uchun 1.2.4 formulaga

asosan |, (2

matrisaning rangi ¢ ga teng bo‘ladi. Natijada,
jke{p+1,...,n}

mnk[A(z) | B(z)]:p +q, ya’ni Ran A(z)+ Ran B(z) ning kompleks o‘lchami

p + ¢ ga teng bo‘ladi. Teoremaning 1-gismi isbotlandi.

Faraz qilaylik, Ax AxT da da va d3 formalar nolga intilsin. Agar
X,Y,Z lar ) to‘plamdagi vektor maydonlar va X,Y € A bo‘lsa, u holda

0=da(X,Y,Z) = Xa(Y,Z) - Ya(X,Z) + Za(X,Y)
—o([X,Y],2) - a(Y,[X, Z]) + (X, ]V, Z])

Shuning uchun
o([X,Y],Z2)=0
va shunga o‘xshash
B(X,Y],Z2)=0

Demak, [X,Y] € A bo‘ladi.

1.2.19-teorema. u,v € C°(9,C) funksiyalar bo‘lsin. Bu yerda Q c C”

ochiq to‘plam. Faraz gilaylik, dd“v va ddv kamayuvchi operator. p,q € Z

0 < p + g < n shartlarni ganoatlantirsin, u holda

(ddu)” A (dd“v)"™" = 0,
(ddu)"*" = 0,

va
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(dd°u)” A (dd“v)" = 0
Q) dagi har bir nugtada o‘rinli bo‘ladi.

p + ¢ larning kompleks gism ko‘pxilliklari aniglangan 2 to‘plamning F
kompleks birikmalari mavjud. Natijada F ning biror kichik A7 atrofi uchun

Re u,Im u,Re v, Im v mavjud bo‘ladi va M da plyurisubgarmonik.

Natijada

OReu  9Imy ORev OImw
dz. oz = 9z 0z,
J J J J

funksiyalar M da golomorf, j=1,...,n

Isbot. Oldingi teoremaga asosan « = dd‘u va [ = dd‘v bo‘lganidan

F(a, 8) foliatsiya bo‘ladi. F'(«, ) gatlamlarning har bir M qismi kompleks gism
ko‘pxillikdir, 9=9,, 0=0,, operatorlar M  to‘plamda aniglangan.

Shuningdek, agar « € M nuqta bo‘lsa, u holda
TM = N (ddu)(\ N (dd‘v)
bo‘ladi. Agar I : M — € akslantirish bo‘lsa, u holda

9,0, (w|M)=90,0,I*U)=1%d0u=0
bo‘ladi va shunga o‘xshash
OMEM(v ) =0

Demak, Re w|,,, Imu|,, Rewv|,, Imv |, C PSH(M).
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a € M nugta bo‘lsin. M to‘plamda (p,U) funksiya berilgan, shuningdek

a €U nugtava ¢(a) =0 bo‘lsin. ¢ = (¢,1,,...,4» ) = ¢ belgilash kiritamiz.

U holda, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz

tr

2
0 u(a) — Ker

(%JOEk

O%u(a)

TM =09 H(C ") CK
o ¥ ) C Ker 92 97,

Natijada [ € {1,...,n—p —gq} va j € {1,...,n} lar uchun

n 2 a
e P (O R O URE
dp, (9zj — (9zj(92k Ow,
Bundan esa

ou

— | €OM

5 e 901)

ov

— | e O(M

g e 901)

bo‘lishi kelib chigadi.

1.2.20-natija(g. [2],[13]). v € C*(2) funksiya bo‘lsin. Bu yerda 2 € C"

to‘plam va Qto‘plamning ixtiyoriy nuqtasida

(dd“v)" =0,
(ddv)" " =0

(Qto‘plamda u funksiyaning Gessian matrisasining rankidir va n —1 ga teng ).
Bu matrisaning rangi

0*v
0z ,(‘ﬁk
J

(1.2.5)
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1.2.21-misol. (z,,2,,2,) € C’nugtalar uchun

1%y
v(z,2,2,)=| 2, + 2, | +]2, [
bo‘Isin. (1.2.5) matrisaning ranki quyidagi to*plam uchun 2 ga teng
A={(2,2,2,) € C : 2(2, + z,) = 0}

{(2,,2,,2,) € C°\ A: 2, = 2z + 2} to'plamda ranki 1 ga va z, =z +2, =0
bo‘lsa esa ranki 0 ga teng bo‘ladi.

Hisoblang
’U/(Zl,ZQ,Zg):‘ Zl _1+Z3 |2 + | 22 ‘2
p =2, ¢ = 0 bo‘lganda « va v funksiyalar 1.2.19- teoremadan ko‘rsatiladi.

Shuningdek, bir o‘lchamli C* fazoning komleks gatlamlari bor. Natijada bu

gatlamning biror kichik A atrofida v |, garmonik bo‘ladi.
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1.3. Musbat aniglangan formalar va ogim
1.3.1. Musbat aniglangan formalar
1.3.1-teorema(q. [13]). w € A" (C",C) hagigiy forma, Ermit matrissasi
bo‘lishi uchun w =(i\2)) " a, dz, A dz, bo‘lishi zarur va yetarli.
kj=1

Bunda [a, ] (nxn) o‘lchamli Ermit matrisasidir.

C" fazoda standart Keyler formasi quyidagicha aniglanadi:
=0 = %Zdzj NdzZ, = dej Ndy, (1.3.1)
j=1 j=1

C" fazoning unitar izomorfizmi S bilan invariant bo‘lsa, uholda U * g =
bo‘ladi.
C" fazoning standart hajmli elementi dV' = dV_ bilan belgilanadi va
quyidagicha aniqlanadi:
dV. =mnh)7(B) =) 8 ALAB (1.3.2)

n
[ —

n  marta

Agar w = 7dV bo‘lsa, w musbat deyiladi, bunda 7 > 0.
w e A"P(C",R) forma gat’iy musbat forma deyiladi, agar chizigli erkli C

fazoning aksi m,: C" — C, j=1,...,p uchun quyidagi o‘rinli bo‘lsa
_ ! n ! n 1.3.3
w_§771/\771/\'"/\§77p/\77p (1.3.3)

Agar w forma A""(C",R) da SP""(C",R) gavariq konusga tegishli bo‘lsa,

w e AP(C",R) gat’iy musbat deyiladi, bunda w = j)\jwj, Aoy A

manfiy bo‘lmagan sonlar va ba’zi elementar gat’iy musbat forma

W,...,w  (m > 1) formalari uchun.

e
1.3.2-natija. A”"(C",R) haqiqiy vektor fazo gat’iy musbat formali bazisga

ega bo‘ladi.

Isbot. p = 1 xususiy holni garaymiz. Agar w € A"'(C",R) bo‘lsa, u holda

1.3.1-teoremadan Ermit matrisasiga ko‘ra [a, | mavjud, unda
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1 <& _
w = 5 Z %dzk A dz].

kel
k < 7 bo‘lishi yetarli
a,dz, Ndz, +a,dz, NdzZ =
(a,dz, +dz,) N(a,dz, +dz,)— | a, * dz, Ndz, — dz; Ndz,
1.3.3-natija. A""(C",R) fazoda bo‘sh bo‘lmagan SP"*(C") konus
mavjud.
Agar n € SP""""(C") bo‘lsa, w € A”"(C",R) musbat forma deyiladi,

w A n forma esa musbatdir. C"* fazodagi barcha (p, p) — formalarning oilasini
APP(C") deb belgilaymiz. Bunda A7*(C") C A""(C",R).

Shubhasiz, SP**(C") C A*(C"). Bu ikki oilaning p =1 va p = n —1 hol

uchun mos kelishini tekshirish qiyin emas. 2 <p <n—2 da to‘g‘ri. Kuchli
musbat formalardan fargli o‘larog, 2 ta musbat formaning tashgi ko‘paytmasi
musbat bo‘Imaydi.

1.3.4-natija. w:%Z" a, . dz, Ndz, (1,1) — haqigiy forma, musbat

k,j=1 "k,j

aniglangan bo‘lishi uchun har bir w = (w,,...,w ) € C" nugtalar uchun

Zk,jzl ak.,jwkwj Z 0
bo‘lishi zarur va yetarli.

1.3.5-natija. 3 Keyler standart formasi SP"'(C") konusning ichki gismiga
tegishlidir.

1.3.6-teorema. Har bir w e A”"(C",R) forma uchun CH“"
musbat forma bo‘ladigan, o‘zgarmas C' = C(n, p) mavjud bo‘ladi.

B +w

1.3.2. Oqimlar.

Q0 to‘plam C" fazoning ochiq gism to‘plami va ¢ esa C, (€2,C) fazodagi
barcha uzluksiz funksiyalarning oilasi bo‘lsin, shuningdek, supp ¢ Q
to‘plamning kompakt to‘plamidir. € to‘plamning biror K kompakt to‘plami
uchun quyidagi o‘rinli:

C,(K,C)= {gp €C,(,C) : supp ¢C K}
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C, to‘plamni C;* bilan almashtirib, o‘xshashliklarga ega bo‘lamiz.

{Qj}_ . ketma-ketlik 2 to‘plamning nisbiy kompakt ochiq to‘plamlar ketma-
iJje
ketligi bo‘lib, barcha j Ilar uchun Qj CQJ+1 va UQ]_:Q bo‘lsin. Har bir

CO(Q].,(C) fazolarning topologiyasi bilan ustma-ust tushishini ko‘ramiz. Unda

barcha € (©2,,C) fazolar Banax fazosi bo‘ladi.  Endi Oo(ﬁj,(j) fazo
chegarasining topologiyasi bilan C (€2,C) fazoni to‘ldiramiz. Ushbu topologiyada,
fagat va fagat ¢ = — ¢ va U _ supp ¢, € to‘plamning nisbiy ochiq kompakt
to‘plami bo‘Isa {gpm}meN C C,(Q,C) ketma-ketlik ¢, C C,(2,C) ga yaginlashadi.
Q1 to‘plamda Radon oflchovi C (Q,C) fazodagi uzluksiz C —chizigli

funksionaldir. Riss teoremasiga ko‘ra, 2 to‘plamda har bir Radon wx o‘lchoviga
mos Borel 1 o‘lchovi mos keladi(g. [13] ).

we)= [ edp (peC, (@) (1.34)

Bundan tashqari, p Radon oflchovi, fagat va fagat C (€2, C) fazoda Borel
o‘lchoviga mos p mushat bo‘lsa, musbat funksionaldir (u(p)> 0 biror manfiy

bo‘Imagan ¢ € C (£2) uchun). Musbat chizigli funksional 0‘z-0°zidan uzluksizdir,
ya’ni u Radon o‘Ichovidir.

(1.3.4) dan Radon o‘lchovlari Borel o‘lchoviga mosligi kelib chigadi va
shuning uchun odatda ular o‘Ichovlar deyiladi.

1 musbat Radon o‘lchovi bo‘lganida Borel o‘lchoviga o‘xshashligi doim
kelib chigadi. Agar V' to‘plam 2 to‘plamning ochiq gism to‘plami bo‘lsa, u holda

wV)=sup{u(p) : peC,v,[0,1])}
bo‘ladi, agar E to‘plam €2 to‘plamdagi Borel to‘plami bo‘lsa, u holda
w(E)=inf{u(V) : V ochiq, ECV CQ}

Bundan tashqari, har bir K c 2 to‘plam uchun

uK)=inf{u(p) = ¢eC (2[0,1]), K Co (1)}

(C,(§,C))" Radon o‘Ichovining fazosi topologiya bilan quriladi. Har bir
¢ € C,(,C) nuqta uchun p (p)— pn(p) bo‘lsa, bu topologiyada i, — s,
j— oo bo‘ladi.
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Agar p Radon o‘lchovi bo‘lsa, | #| @ ning to‘la variatsiyasi bo‘ladi.
1.3.7-natija. Agar p,p € (C\(2,C))" bo'lsa, u holda i, — o bolishi

uchun  har bir ¢€C*(Q2) uchun p (¢)— u(p) va har bir kompakt K C Q
to‘plam uchun

sup{| 1, |(K)}< oo (1.3.5)

J=1

zarur va yetarli, agar barcha o‘lchovlar musbat bo‘lsa (1.3.5) shart ortigcha
bo‘ladi.

1.3.8-natija. Agar T-2 to*plamdagi bo‘laklash va 7 - musbat bo‘lsa
(ya’ni har bir manfiy bo‘lmagan funksiya uchun 7'(¢) > 0), u holda 7" bo‘laklash

o‘lchovdan iborat bo‘ladi.

C" fazoda Q ochig to‘plam berilgan bo‘lsin. Barcha (p,q) bidarajali

differensial formalarining oilasining C (€2) fazoga tegishli koeffitsiyentlari

D”*(Q) bilan belgilanadi (mos ravishda D"*(Q2)). Bunda

0

D" (Q) = C, (Q,A™(C",C))

0

va
D"(Q) = Cr(«, A”(C",Q))
ularning elementlari odatda test formalar deyiladi.

Q2 to*plamning ochiq nisbiy kompakt gismto*plamlari ketma-ketligi {Qj}jeN
bo‘lib, unda barcha j lar uchun Qj C Qj+1 va UQ], = ) bo‘lsin. Uning har birini

C,(@.A"(C",C)) (1.3.6)

0

fazolarning koeffitsiyentlarining yagona konvergentsiyasi bilan belgilaymiz va u
holda (1.3.6) fazoning induktiv  limitining topologiyasi bilan Dé”q(Q) ni
belgilaymiz. Xuddi shunday, har birini

(@, A"(C",0)) (1.3.7)

koeffitsiyentlarining yagona konvergentsiyasi va barcha hosilalarning topologiyasi
bilan belgilaymiz. Bu topologiyada, (1.3.7) fazo Freshe fazosi deyiladi. Keyin
D"() ni (1.3.7) fazoning gat’iy induktiv limitining topologiyasi bilan
belgilaymiz.
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Qolaversa, p=q=0 uchun, D" () =C,(2,C) va

0

D™'(Q) = C*()= D(2) funksiyalar fazosi bo‘ladi.
Shuningdek, agar {¢’} . CD""(Q2) va

@’ :Zcp}jjdzl A dz’
LJ

bo‘lsa (bu yerda I,J o‘suvchi, #J = ¢,#1=p), uholda j — oo da ¢’ — ¢’
bo‘lishi uchun quyidagi shartlar bajarilishi zarur va yetarli:

(1) K cQ kompakt to‘plam mavjud bo‘lib, barcha 4 I,J lar uchun
supp gan’JCK bo‘ladi;

(2) barcha I,7, va a€(Z )" uchun j—ooda D"(p ) — D"(¢),)
vaginlashish tekis bo*ladi, | |

(D"p’”p(Q)) dual fazoning elementlari (p,q) bidarajali ogimlar deyiladi.

(D"‘p’"_p(Q))y dual fazoning elementlari (p,q) bidarajali va nolinchi tartibli
ogimlar deyiladi. Darhaqgigat, (n,n)—oqgimlar Q to‘plamdagi bo‘laklashlar
bo‘laib, nolinchi tartibli (0,0) —oqgimlari Q to‘plamlardagi Radon o‘lchovlari
bo‘ladi.

Q to‘plam (p,q)forma bo‘lib, uning koeffitsiyentlari 2 to‘plamda lokal

integrallanuvchi. bo‘ladi ¢) ga mos T, ogim 2 to‘plamdagi har ganday
(n — p,n — q) —forma uchun.

T,(p) = [ vre (138)

formula bilan aniglanadi.

Aytaylik T- €2 to‘plamdagi (p,q) —oqgim bo‘Isin uchun I =(i,...,i ) va
J :(jl,...,jq) multiindekslar ~ bo‘lib. . 1< <.<i <n va
1<y <..<j <n bo‘lsin. K :(kl,...,kn_p) va L =(l,...,[ _) lar orqali mos

n—q

ravishda I va J larning {1,...,n} to‘plamga yaginlashuvchi to‘ldiruvchilarini
belgilaymiz.
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T, ,(p)=¢,, T (pdz" N dz")

1.J

qilib olamiz, bu yerda ¢ € C 7 (€2,C) va €, ni shunday tanlaymizki, bunda
e, d2' NdZ Nd" NdZE =4V,
bo‘ladi.
U holda T, bo‘laklash bo‘ladi, 7" ogim esa T = bo‘laklash

1,0
koeffitsiyentlariga mos differensial forma sifatida garalishi mumkin. Shuning
uchun

I —J
T :ZTM dz' Ndz
1,J

o‘rinli bo‘ladi, bu yerda yig‘indi p va ¢ o‘suvchi multiindekslar bo‘ycha olingan.

Demak,

T()=) (e,,)"'T,, ()

1,J
bu yerda, I,J,K,L multiindekslar o‘suvchi bo‘lib, K — I multiindeksning ,

L —J multiindeksning komponentasi va ¢ =» "¢, dz" A dz* test formasidir.
KL

Agar T nolinchi tartibli ogimi bo‘lsa, u holda T, bo‘laklashlar Radon

o‘lchovi bo‘ladi. Agar 7', ogim ¢ differensial formaning ogimi bo‘lsa, 7" mavjud

?[T/\go

ni yozish mumkin. Agar 7' =T va

bo‘ladi. Ya’ni T'(¢) ning o‘rniga

Y=Y v, dz' NdZ’
;]
bo‘lsa, u holda

T, ,(9)= [ ¥, edx

bo‘ladi.
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T ogim € to‘plamdagi (p,q)-ogim, ) ogim esa (k,)-oqim bo‘lib
koeffitsiyentlari C* (€2,C) fazoda bo‘lib va max{p+ k,q+1} <n bo‘lsa, u
holda

(T A)(p) = T(W A ) (pe D)

(p + k,q + 1) —ogimni aniglaydi.

(p,q) bidarajali ogimlar fazosini kuchsiz topologiya bilan ta’minlaymiz.
Agar (p,q) ogimlar ketma-ketligi D, “" “(Q) to‘plamda nuqtaviy yaqinlashchi
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik ushbu topologiyada yaginlashuvchi bo*‘ladi.

1.3.9-teorema. Aytaylik T',T lar {2 C C" ochiq to*plamda (p,q)- ogimlar
bo‘lsin, j=12,... T ketma-ketlik 7' ga kuchsiz yaqginlashishi uchun T
ketma-ketlik C*(Q,A" """ (C",C)) fazoda T ga nuqtaviy yaginlashishi va har
ganday K C €2 kompakt to‘plam uchun

suplD T),, <K>]<oo

J=0

bo‘lishi zarur va yetarli ,

Agar har bir ketma-ketlik 7' to*plamda yaqginlashuvchi ketma-ketlik bo‘lsa,
) C C" to*plamda nolinchi tartibli (p,q)- ogimlarning 7 to‘plami deb kuchsiz

topologiyadagi kompakt to‘plamga aytiladi,. 7' to‘plam yaginlashuvchi gism
ketma-ketlikni 0z ichiga oladi, 7' to‘plam kuchsiz topologiyadagi kompakt
to‘plam bo‘lishi uchun yetarlilik sharti quyidagicha bo*ladi: har bir nisbiy kompakt
G C © gismsoha uchun shunday shunday C' > 0 mavjudki barcha 7 € T lar va

D" ""(G) uchun
| T(0) 1< Cle]
o‘rinli bo‘ladi.
Agar T ogim (p,p)—ogim bo‘lib, har bir weC*(Q,5P" """ (C")),
uchun T(w)>0, u holda ning 7 ogim p darajali musbat ogim deyiladi,.

Boshgacha aytganda, agar w € SP" """ (C")lar uchun T A w musbat bo‘laklash
bo‘lsa, uholda 7' ogqim musbat ogim deyiladi.
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Agar - Q to‘plamdagi musbat (p,p)— bo‘lsa, u holda (1.3.8)

munosabat bilan anilangan T, ogim musbat bo‘ladi.

Agar T oqgim musbat bo‘lsa, har bir w uchun

T(w)=T )
o‘rinli.
1.3.10-natija. 2 C C" to‘plamda barcha (p,p) bidarajali ogim o‘Ichovli
koeffitsiyentlarga ega. Bo‘ladi.

Isbot. 3.2.2 ga asosan, A"~""~"(C",R) uchun 3={p }C SP" """ (C")
bazisni aniglash mumkin. Aytaylik B:{@j}-ﬁ ga dual bo‘lgan A""(C",R)

uchun basis bo‘lsin , ya’ni 3 ning go‘shmasi bo‘lsin. T'oqim € to‘plamdagi
musbat (p, p)- ogimi bo‘lsin. U holda T = ZJTJ@. Agar v manfiy bo‘Imagan

funksiya bo‘lsa, u holda TJ(w):T(wgoj)Z 0. Shuning uchun, 1.3.8-natijaga
ko‘ra, 7', musbat o‘lchov bo‘ladi. Natijada, agar T ogim ixtiyoriy bazisning
elementlari orgali ifodalansa, uning koeffitsiyentlari o‘lchovlardan iborat bo‘ladi.

1.3.11-natija. Agar wu € PSH(2) bo‘lsa, u holda dd‘u o‘lchovli
koeffitsiyentlariga ega bo‘lgan musbat (1,1) - ogim bo‘ladi.

Isbot. dd‘u operatorning musbatligini ko‘rsatish yetarli. Agar u € C*(Q)
funksiya bo‘lsa, u holda 1.3.4-natijaga ko‘ra dd‘u musbat operator bo‘ladi.
Umumiy holda, ¢ — 0 da dd“(u* x_) operator dd“v operatorga yaqinlashishini
ko‘rsatish yetarli. Agar ¢ € C* () bo‘lsa, u holda ¢ — 0 da yaginlashuvchilik
teoremasiga asosan

O (ux*x.) 0% 0% O*u
J 9207, © Jwex) 9207, Ju 5207, " 0207,

bo‘ladi.
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IT bob. Monj-Amper operatori
2.1. Kompleks Monj-Amper operatori ta’rifi
2.1.1- ta’rif. 2-marta silliq u e C?(Q) funksiya uchun uning ikkinchi tartibli

differensiali

7 — 0*u
u = EZujkdzj Ndz, [bunda u- = — (2.1.1)

* 9202
J k

(tayinlangan 2’ € Q nuqtada) Ermit kvadratik formasidan iborat bo‘ladi.

(ddc)n =dd° A...\dd° operator C" fazodagi Monj-Amper operatori deyiladi.

n—marta

Bunda

i=0+0 dczi(a—é)

41

du:8u+5u:za dz -I—Z—dz

=1 k182

du = —
44

ou ou
ngz — Z—dz

=1 k182

(2.1.1) tenglikni n = 1 uchun ko‘rib chigamiz:

du :@dz—l—@dz
0z 0z
d”u:l %dz—%dz]
47\ 0z Oz
dd‘u =—|0 @dz—@dz (9 @dz—%dz
41 0z Oz 0z 0z
2 2 _ 2 _ 2 _
L@Z 8u_dz/\dz—|— Ou dz/\dz—a—dz/\dz
411 0z 020z 826z 0%z

tashqi ko*‘paytmada

dzNdz =0, dzAdz=0, dzAdz=—dzAdz bo‘lishidan foydalansak,
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1 &
QZ 82(92

dz/\dz

dd‘u =

ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, v € C*(D),D c C uchun dd‘u = %85{; bo‘ladi.
(2.1.1) formulani n = 3 uchun ham ko‘rib chigamiz.

du—8u+5u—%d +8 0z, + %8zg+aﬁa +836 +%8z
0z, 0z, 8z3 0z, 0z, 8z
deu — i(%d +@d +%d —%d 1_@@ —@d )
4i 0z, 0z, 0z, O21 0z, Z,
ddu = |9 @dz +@a +@a —@a —@a —@az
10| 4 g, 4 g, Oty Oup, Uy
0z, 0z, 0z, 0z, 0z, 0z,
2 2 2 2
—l_ Ou dz, Ndz, + 0 dz, Ndz, + dz, Ndz, + & dz, Ndz, +
41| 02,02 8z3 z, 2,0z, 823 z,
2 2 2 _ 2 _
+ Ou dzg/\dzl—l— Y sz/\dZQ— 8u_dzl/\dzl— au_dzl/\dZQ—
02,02, 2,0z, 02,02, 02,07,
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
— 8u_dzl/\dz — 8u_dz2/\dz2— _dzg/\sz— _dzz/\dzd—
02,02, 02,0z, 02,0z, 02,02,
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
ELICHY Py FESEULCED Py SRSECA my O P I S it
821023 622823 8z3823 020z,
82'(1/ _ 82 . 2U _ 2 _
+——dz, Ndz, + ———dz Ndz, + ———dz, Ndz, + ———dz, Ndz, +
z28zl 8z3 z, 218z2 228z2
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
+ 9 gonde, +-2 ar nde -2 de ndz, L nde -
8z3822 (9z1(9z3 822823 823823
2 _ _ 2 _ _ 2 _ _ 2 _ _
— gu_dzl/\dz2 — gu_dzl/\dz3 — Qu_dz2 /\dz1 — Qu_sz/\dz3 —
02,02, 823821 02,0z, 8z38z2
2 _ _ 2 _ _
— Q v dz3 A dz:1 — Q v dz3 A d22 =
020z, 02,0z,




1,
47

2 2 I 2
9 4. ndz +2-2% dz ndz, +2-2°
c?z 0z, 9z, 02, 02,02,

dzl A dz_3 +

2 2 I 2
O o ndz, +2-2" 4z ndz 422
82 0z, 9z, 07, 02,0z,

+2

dz, A dz, +

2 2 2
Ou dz /\dz + 2 Ou dz /\dz + 2 Ou
azé’z 828z Ozé?z

2

dz, N\ dz
1 — — — —
=5 u-dz, Ndzi+usdz, Ndze +usdzy Adzs +updz, Adz+

+u2§dz2 ANdzs + u2§d22 ANdzs + ugidz3 ANdz1 + usid,z3 A dz2 +

+u3§dz3 A dZs = — Z u, dz A de

]k 1
Demak, n = 3 uchun ham dd‘u = %85u tenglik o‘rinli ekan.

Agar u € C*(€2) bo‘lsa, u holda

0*u

(dd‘u)" = 4"n!det
02,07,

av,

bu yerda,
dV = (%)"dz1 Ndz, Ndz, Ndz, N...\Ndz, NdZ,

forma C" fazodagi odatdagi hajm formasi.

Endi Monj-Amper operatori ta’rifini kengaytiramiz, biz bu holda differen-
siallanuvchi bo*Imagan plyurisubgarmonik funksiyalarni ko‘rib chigamiz(qg. [13]).

Isbotlashlarimizda Stoks teoremasi muhim ro‘l o‘ynaydi.

2.1.2-teorema. €2 to‘plam C" fazoning tekis chegaralangan ochiq to‘plami
bo‘Isin. Agar +',...,v" haqiqiy giymatli C?-funksiyalar, 2 to‘plamning atrofida va
¢ (n—k,n—k) tartibli silliq formadir, shuningdek 02 da ¢ =0 bo‘lsa, u holda

j=1,2,...,k uchun quyidagi o‘rinli

f dd°v' A... Addvt A = f Vdd v A A dd v Add VA LA ddDt A ddCp
Q

Q
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xuddi shu formula +',...,v" € C*(Q) da ixtiyoriy ochig 2 c C" to‘plam uchun
o‘rinliva ¢  to‘plamdagi test formadir.

Isbot. Dastlab oxirgi gismni isbotlaymiz. Faraz gilaylik, v',...,v" va ¢
natijaning 1-gismini ganoatlantirsin. 5 = 1 bo‘Isin.

Quyidagiga ega bo‘lamiz:

fdd“’vl A AddV A g = fgo/\dd"vl.../\ddc b=
Q Q
= f dp A dv AddV A ... A ddv =
Q
= —fdvl Ad'o AV A ... A ddv" =
Q
= f v'ddo A ddvE A... A ddvt =
Q
- f V'ddv? A ... A ddV A ddop.
Q

Ikkinchi va to‘rtinchi tenglik Stoks teoremasidan kelib chigadi;

uchinchi esa (n—k+1,n—k+1) gismlarga dp Adv' va dv' Ad‘p to‘g‘ri
keladi.

Yuqoridagilar, C" fazoda SPM((C") konusning ichki gismiga tegishli
bo‘lib, undan quyidagi tengsizlikni keltirib chigarishda foydalanish mumkin.

2.1.3-teorema. 2 to‘plam kompakt ochiq K c C" to*plamning biror atrofi
bo‘lsin. O‘zgarmas K va 2 to‘plamga bog‘liq, kompakt L C Q\ K to‘plam
mavjud, u holda barcha w,...,u € PSHNC*() funksiyalar uchun quyidagi

tengsizlik o‘rinli

.U

(2.1.2)

n

L

L}/{“ ddu'...v'dd°u, < Clu,| -

Isbot. 1.3.5-natijadan, o‘zgarmas R > 0 son mavjud, shuningdek, 2
to‘plamda har bir haqiqiy (1,1) —forma w = 0 koeffitsiyentlari chegaralangan,

(Rw|, 8- w(z)) eintSP"(C")  (:€Q)

bu yerda,
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1< _
w = iz,;wj’kdzj Ndz,
J
va har bir 2 to‘plamning S gism to‘plami uchun

CUH =Imax,y|w.
H S gk {H pk

J
o‘rinli.

Demak, agar 2 to‘plam yuqoridagidek bo‘lsa, n» musbat (n —1,n —1)-
forma va agar ikkala forma koeffitsiyentlari bilan o‘lchovli bo‘lsa, u holda

f nAw< RHwHQ fn/\ﬁ (2.1.3)

Q Q
K CintK,, (:=0,.,n—1) to'plamlar uchun € to‘plamga tegishli
K, = K,K,...,K_kompakt to‘plam tanlaymiz. x. € C;* (2) bo‘lsin, shuningdek,
i=0,....,n—1 son uchun 0 <y, <1, supp x, CintK, va K. Cinty; ' (1).
L =K \intx;'(1) deb belgilaymiz.

ddu, ning gat’iy musbatligini va shuning uchun dd‘u, A...Add“u_musbat.

2.1.2-teoremadan quyidagiga ega bo‘lamiz:

0< [ddu A..ndduw < [ xddu A.Addy,
K int K,
= [ uddy, A ddu, A ndd'y,
int K|

< u,

ddx,

VB[ ddugnnddou

int K

chunki, bu yerda supp dd“x, C L.

zH2/4): (6 dan boshlab, bu jarayonni n —1 marta takrorlash mumekin;

/4

[ ddu, A nddow, < u), oo
K

dd‘(

2H2/4 va K ; tg,.s 2H2/4 va K ; vahokazo. Demak,

Uyyeoos U

C

L

U

n

bu yerda, C :Hddcx1

ddx,

]

R [,
Kn

41



Yugoridagi isbotni Chern va boshgalar ko‘rsatgan. (2.1.2) tengsizlik Chern-
Levin- Nirenberg tengsizligi deyiladi(g. [9],[13]).

Agar u € PSH(Q) funksiya bo‘lsa, u holda dd‘u musbat (1,1)- ogim
bo‘ladi. E.Bedford va B.A.Taylor 2.1.2-teoremani integrallashgan formula bilan
ko‘rsatdi, u chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalar uchun Monj-Amper
operatorining ta’rifini keltirishda xizmat giladi.

Bu ta’rifni o‘rganib chigamiz, «',...,u" € L (Q)NPSH(S) funksiyalar
bo‘lsin. Agar 1 <k <n bo‘lsa, u holda dd“u' A...Add‘u" nolning (k,k)- ogimi
bo*lishi mumkin, demak

f ddu’ A .. Addu" Ay = f dddu A ANddWT A dd Sy (2.1.4)
Q Q

bu yerda, x 2 to‘plamdagi (n — k,n — k) bidarajali test formasi.

Faraz qilaylik, dd“u'A...Add“u"" allagachon musbat deb ta’riflangan
(k—1,k—1) oqgimlar, koeffitsiyentlari o*lchovli.

«* yuqoridan yarim uzluksiz va chegaralangan funksiya, u

u'ddu' A...Addu"" ning koeffitsiyentlarining har biriga nisbatan ' fazo bo‘ladi
va u'ddu' A...Addu"" o‘Ichovli koeffitsiyentlarga ega. Shuning uchun (2.1.4)
bilan aniglangan dd“u' A ... Addu", (k,k)- ogimdir.

Musbatlik quyidagi tarzda ko‘rsatilishi mumkin. Q da qat’iy musbat
(n — k,n —k) bidarajali test forma x qaraylik. G to‘plam supp x ni 0‘z ichiga

oluvchi Q to*plamning nisbiy kompakt to‘plami bo‘Ilsin. Teorema shartiga ko‘ra,

G to‘plamda kamayuvchi u funksiyaga yaginlashuvchi

L N o :
{u;} .y C PSHNC™ (G) ketma-ketlikni topamiz.

Har bir 5 uchun, dd“’uf/\x gat’ty musbatdir. Shuning uchun bu
gipotezadan, quyidagi kelib chigadi:

f (dd*u" A...Addd" ") A (ddu’ A ) > 0

Q

Yuqoridagi teoremadan
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f ddu’ A ... Addu' Ay = f wbddu’ A .. Addu A dde =

= lim kdd‘ul A.. /\dd( A x =
j—00

Q

- hmfdd‘ul A Addut Ax >0

J—00
ni topamiz.

1.3.10-natijaga ko‘ra, dd‘u'A...Add‘u" nolinchi tartibli ogimidir, ya’ni u
o‘lchovli koeffitsiyentlidir.

(dd®)" operator plyurisubgarmonik funksiyalar chegaralarida umumiy
kompleks Monj-Amper operatori deyiladi. Ba’zan (u,...,u, ) — dd“u A...Add‘u,
operator Monj-Amper operatori deyiladi.

Umumiy Monj-Amper operatori uchun u aniq ta’rif deb garalmaydi.
Yugoridagi ta’rifdan ko‘rinadiki, agar wu,,...,u_ chegaralangan plyurisubgarmonik

funksiyalar ochig C" fazoda berilgan bo‘lsa, dd‘u A...Add"u aniglangan

bo‘ladi. Shiffmann va Teylor barcha n — tipli plyurisubgarmonik funksiyalarda
misol bilan ko‘rsatib bergan(g. [13])

Endi Monj-Amper operatorining lokal chegaralangan plyurisubgarmonik
funksiyalarga ta’sir ko‘rsatadigan ba’zi xususiyatlarini ko‘rib chigamiz. Ulardan
eng muhimi Monj-Amper operatori kamayuvchi ketma-ketligining uzluksizligidir.
Har bir plyurisubgarmonik funksiyalar, sillig plyurisubgarmonik funksiyalarning
kamayuvchi ketma-ketligi bilan ustma-ust tushganligi uchun, Monj-Amper
operatorining sillig funksiyalardagi xususiyatlari saqlanadi.

2.1.4-teorema. 2 to‘plam C" ning ochiqg gism to‘plami bo‘lsin. £ < n va
Q) to‘plamda {vj}jeN,...,{vf}jeN plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi

ketma-ketigi. v',...,v" € PSH(Q)NL* (Q) nugtalar bo‘lib, ¢ =1,...,k uchun Q

to‘plamga tegishli nugtalarda lim v’ =v" gateng. U holda

lim dal"v1 ARAN dd"vk =ddv' A...Addv"

J—00

nolinchi tartibli ogimlarining kuchsiz yaginlashish ma’nosida.

Teoremani isbotlash uchun bir necha lemma kerak bo‘ladi.
2.1.5-lemma. {v } . C C(£2) kamayuvchi ketma-ketlik, yugoridan yarim
uzluksiz v € Ly () funksiyaga yaqinlashuvchi bolsin. {y } _, ketma-ketlik u
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o‘lchovga ega manfiy bo‘Imagan o‘Ichovlarga ega ketma-ketlik bo*Isin. Agar
barcha o‘lchovlar K C €2 kompakt to‘plamga tegishli bo‘Isa, u holda

lim supfvj dp,jgfvdu.
] K K

J—0
Isbot. Faraz gilaylik, ¢ > 0 sonva j < j, < ... ketma-ketlik berilgan

bo‘lib, Vp uchun f“j dp, >L+¢ o‘rinli, bunda L vadu- U holda
K ! ! K

fv;,qdujl, >L+e  (p>4q)

K

p — oo bo‘lsa, quyidagiga ega bo‘lamiz:

fvjqd,u >L+¢

K

g — oo da, chap tomoni L ga yaginlashadi va ziddiyatga ega bo‘lamiz. Lemma
isbotlandi.

2.1.6-lemma. Qo‘shimcha gipotezaga ko‘ra 2.1.4-teorema o‘rinli, bunda 2
to‘plam ochiq shar va v funksiya 2 to‘plamda tekis va € kompakt gism
to‘plamiga mos keladi.

Isbot Chern-Levin-Nirenberg tengsizligi va 1.3.9-teoremaga ko‘ra, 2
to‘plamda barcha ) test formalar uchun ko‘rsatish yetarli,

Jj—00

lim [ dd“v' A...Addv" Ap= f ddv" A ... A ddV A
Q

Teoremani induksiyadan foydalanib isbotlaymiz. £ =1 to‘g‘ri. Natijani
k=1,....,k—1 uchun to‘g‘ri deb faraz gilamiz. 1.3.9-teorema va Monj-Amper

operatori ta’rifidan, shuni ko‘rsatamiz

lim f of dd*vl A A ddoE T Ndd“yp = f VFddvt A A ddOEE A ddy (2.1.5)
Q

I 0

Q2 to‘plamda, barcha  lar uchun, bunda v (n — k,n — k) bidarajali formadir.
ni B=DB(a,r)C BC to‘plamga tegishli ekanini ko‘rsatish yetarli, bunda B
to‘plam OB ning atrofida v funksiyalarni 0‘z ichiga oladi. Bundan tashqari,
(2.15) ni  (n—k,n—k) bhagigiy formalar uchun < ning tegishli ekanini
quyidagidan ko‘rsatiladi: dd“yy operator B to‘plamda musbat, 1y B to‘plamning
atrofida C*™ dir va OB da 1) = 0. Hagigatdan ham, agar i) (n —k,n — k) tekis,
B to‘plamning qism kompakt to‘plamiga mos bo‘lsa, u holda
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Y = p(dd‘p)" " 4+ e o‘rinli, bundan >0 son va ze€C" nugta uchun
p(2) :Hz—aH2 —r*. Agar (2.1.5) ga ¢ va p(dd‘p)"" mos bo‘lsa, u holda
) =e' (¥ — p(ddp)" ") o'rinli.

B = B(a,n), 0<r<r bolsin va barcha " funksiyalar B\ B

j
to‘plamga to‘g ri keladi. 2.1.5-lemmadan v =0, v=1",
p,=dd v A A ddV NddY va p = ddv' A A ddW" A ddp va induksion
gipotezadan quyidagiga ega bo‘lamiz:

limsup [v'ddv) A..AddV T AddY< ['dd o A A ddo T Add'y

Jj—00 B B

Isbotni tugatish uchun quyidagini ko‘rsatishimiz kerak
lim inf [ ordd v A A dd VT Add Y >

J—00

> f VAV A A AV AddaD (2.1.6)
B

Bundan quyidagiga ega bo‘lamiz

f VFdd v A A ddO Addop =

B

o k77c 1 c, k=1 ¢
_f+f gB vidd vl A A dd VT Addp +

B

. B\B

1 1

+ f vddvt A A ddVt! Ndd )
B\B
- f vidd vt A A dd O Ndd Y +
B
k k c, 1 ¢, k=1 ¢
+ [ @ —o)ddv A A dd Y A ddy

B\B,

Oxirgi integral »* = v} da nolga intiladi. B, to‘plamning tashgarisida birinchi
integral quyidagiga teng:

[ ddet A A dd T A dd ot Addy

B

< fvf_ldd‘:vl A NddV /\dd"vf A dd“y
B
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- f vidd vt AL A dd T Add Y
B

Xuddi shuni v*7',....,v" nugtalarga go‘llaymiz

f Vvt A A ddVE A ddp < f otdd vt AN dd 0 Add
B

B
j cheksizligidan (2.1.6) kelib chigadi.

2.1.7-lemma. 2.1.4- teorema to‘g‘ri bo*lgani uchun go‘shimcha xulosaga
kelamiz. €} to*plam ochiq shar bolsa, v" funksiya €2 to*plam bilan ustma-ust

tushadi.

Isbot. Ve > 0 uchun, plyurisubgarmonik asosiy yaginlashish teoremasida
tasvirlangani uchun (v;n)g; v;_” standart regularizatsiyani bildiradi. €2 to‘plamda

Y (n —k,n — k)- test forma bo‘Isin.

Quyidagiga ega bo‘lamiz
lim [ dd(e)), A...Add"(v") Aep = f dd*v' A A ddv A
Q

e—0

Q
Shuning uchun, dioganal ko‘rinishga keltirish jarayonidan foydalanib, e, =0

ketma-ketlik topa olamiz, bunda v = (v’]’,”’)s tenglik v™ gacha kamayadi va

im [ dd“v A...AddVE A =Tim | dd°T A ... A ddTE Ay

J—00 j—00
2.1.6-lemmadan, oxirgi limit fddcvl A...Addv" A gateng.
Q

2.1.4-teoremani isbotlaymiz. Masala lokal bo‘lgani uchun biz umumiylikga
ziyon gilmagan holda.B = B(a,7) C BCQ deb olib. z <€ C" nugta uchun

2
. 2 - - -
p(z) = Hz — aH —r aniglangan. 7, ni 0<7 <, <r  shartlarni

ganoatlantiradigan qilib olamiz. Teoremadagi ¢(t) =at+b, t € R o0‘suvchi
funksiyani inobatga olgan holda, faraz gilaylik v funksiya [7’12—7’2,7“22—7“2]
intervalda  joylashgan. B  to‘plamda u;.:max{p,'v;}, u' = max{p,v'}
funksiyalar uchun teoremani isbotlasak, natijada B to‘plamda v;_,z/ funksiyalar
uchun to‘g‘riligi kelib chigadi, chunki kichik sharlarda u =v, v’ = »' o'rinli.
B\ B(a,r,) to'plamda u} =u' = p teng.
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2.18-natija. Agar 1<k<n uchun u',... u" €L (Q)NPSHS)
funksiya bo‘lsa, uholda j =1,...,% lar uchun

fdd”ul A Addut Ay =

= fujddcu1 A Addw T AddwT A LA ddut A ddox

Q2 to‘plamdagi har bir (n — k,n — k) bidarajali x test forma (n — k,n — k) uchun.
(u',...,u") — ddu' A...Addu*

akslantirish simmetrik va chiziglidir.

2.1.9-natija. Agar u,...,u € PSHN L (2) funksiya bo‘lsa, (2.1.2)
Chern-Levin-Nirenberg tengsizligi o‘rinli bo‘ladi.

2.1.10-natija. Agar u,ve PSH(1 L (€2) funksiya bo‘lsa, u holda

(dd°(u +v)") > (dd“u") + (dd*v") bo‘ladi.

Isbot. 2.1.4-teoremada v va v C* —sinf funksiyalari uchun bu farazni
isbotlash yetarli. U holda

(dd*(u +v))" = (dd“u)" + (dd"v) +Z

] dd( ddc )n 7

o‘rinli.
v’ 0" €PSHN LY () funksiyalar uchun
L (0°v',...,0") =0’ddv' A A dd '
aniglangan.
Ravshanki, L (v°,v,...,v") nolinchi tartibli ogimidir. Demak, L, operator
ham Monj-Amper operatori kabi muhim ahamiyatga ega(q.[13]).

2.1.4-teoremaning isbotini osongina ko‘rsata olamiz, shuning uchun L,
operator uchun shunga o‘xshash natijaga olib kelamiz. Zaruriy o‘zgartirishlardan

keyin quyidagi lemma o‘rinli bo‘ladi.
2.1.11-lemma. Faraz gilaylik 7' — € c C" ochiq to*plamdagi musbat (%, k)

-ogim va ) ning K kompakt gism to‘plamidan tashgarisida 7" = 0 va barcha
Y € D" HQ) lar uchun T(dd ) = 0 bo‘lsin. U holda 7' = 0 bo‘ladi.
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Isbot. 1.3.6-teoremaga ko‘ra, barcha x € C;° son uchun xy >0 va x = 1.

K to‘plamning atrofida, T'(x3"*)= 0 bo‘lishini ko‘rsatish yetarli.
2
d

W= wﬂ”’“ = H dd- deb olsak, u holda dd‘w = 3" " va
4 4 4 ’

n—k—1

T(x8" ™M)= T(xdd'w) = T(dd(xw) — dx A d‘w — dw N d“x — wdd ).

Gipotezaga ko‘ra, T'(dd‘(xw))=0. dxAdw, dwAd‘x, wddx ifodalar x

funksiyaning hosilalarini 0z ichiga oladi va shuning uchun ular K to‘plamning
biror atrofida nolga yaqginlashadi. Shunday qilib, 7" =0 da, ularning havzalari
2\ K to‘plamda yotadi.

Keyingi teorema Bedford va Teylor tomonidan keltirilgan(g. []).

2.1.12-teorema. 2 to‘plam C" fazoning ochiq qism to‘plami, £ <n va
{vf}jeN,...,{vfﬁ}jeN plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi ketma-ketligi

bo‘lsin. ¢',...,v" € PSH(Q)NL*(Q) lar i =0,...,k uchun Q da limv. =’

j—00
shartni ganoatlantirsin. U holda tartibi nolga teng bo‘lgan ogimlarning kuchsiz
yaginlashish ma’nosida

}Lrloac Lk(v;),...,'v;‘.’) =L (,...,0")
bo‘ladi.
- . - - - . 0 k

Isbot. Birinchidan, » > £ holni garaymiz. v nuqta }L%{Lk(“jv---v“j)}jew
ketma-ketlikning ixtiyoriy kuchsiz limit nuqtasi bo‘lsin va p =L (v°,...,0")
bo‘lsin. v <y tengsizlik 2.1.4-teoremaning isbotida ko‘rsatilgan. 2.1.4-
teoremaning isbotidagidek 2 biror ochiq shar va biror K C 2 kompakt to‘plam
va i,7 lar uchun va Q\ K to‘plamda v7 =" o‘rinli bo‘lsin deb faraz gilamiz.

T = u— v deb olamiz. (2.1.4) formuladan va 2.1.4-teoremaga ko‘ra, 7' 2.1.11-
lemmaning shartlarini ganoatlantiradi va shuning uchun 7' = 0. Demak, teorema

n > k uchun o‘rinli.
Faraz gilaylik, n =& bo'lsin. Biz v,v" funksiyalami QxC c C""" da

aniglangan deb hisoblashimiz mumkin. So‘ngra biz fagatgina isbotlagan ishni

qo‘llashimiz mumkin va bu bizga bu holda u Q x C to*plamda {Ln(v;’,...,v;‘)}je]v

ogimlarning kuchsiz yaginlashuvchi ekanini beradi. Nihoyat, biz ushbu

SO(Zl’ e zn) ¢(zn+1>dzn+1 A dszrl
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ko‘rinishdagi test formalarga yaginlashishni © to‘plamdagi {Ln(v;’,...,v;?)}je]v

ogimlar bo‘yicha kuchsiz yaginlashish sifatida olishimiz mumkin.
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2.2. Plyurisubgarmonik funksiyalarning kvaziuzluksizligi
Plyurisubgarmonik  funksiyalarning eng muhim xossalaridan  biri

kvaziuzluksizlikdir: agar u € PSH(2) funksiya bo‘lsa, u holda wu istalgancha

kichik qilib olingan ochiq to‘plamdan tashqarida uzluksiz bo‘ladi.

Kvaziuzluksizlik hagidagi teorema E.Bedford va B.A.Teylor(q [4] 1982 vyil)
ga tegishli. Bu teoremaning boshgacha isboti 1984 yilda A.Sadullaev (g. [13]
tomonidan berilgan. Biz keltiradigan natijalar E. Bedford va B.A.Teylor (q.[13]
1982 yil) va U.Segrel (g.[8] 1988) larning g‘oyalariga asoslangan.

Q2 to*plam C" dagi ochiq gism to‘plam va K to‘plam €2 to‘plamga tegishli
kompakt to‘plam bo‘lsin. K ning (€2 dagi) sig‘imini quyidagi formula orqali

aniglaymiz:

C(K,§) =sup f(dd“u)” . u € PSH(Q,(0,1))
K
Eslatib o‘tamiz, Chern-Levin-Nirenberg tengsizligiga ko‘ra
C(K,Q) < 0.

Agar E C Q2 bo‘lsa, sig‘im sifatida
C(K,Q) =sup{C(K,Q) : K F ning kompakt qism to‘plami}
ni olamiz. Biz quyidagi teoremaga ega bo‘lamiz.

2.2.1-teorema. 2 to‘plam C" fazoning ochiq gism to‘plami bo‘lsin.

(1) Agar E to‘plam Q to‘plamning Borel gism to‘plami bo‘lsa, u holda

C(E,Q) =sup f(dd“u)” : u € PSH(,(0,1))

(2) Agar E, C E, C Q bo‘lsa, uholda C(E,Q) < C(E,,$2)

(3) Agar E C 2 C Q' bo‘lsa, u holda C(E,Q) > C(E,Q")

(4)Agar £, E,,... to‘plamlar 2 to‘plamning gism to*plamlari bo‘lsa, u
holda
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c[fj B0
j=1

(5) Agar E, C E, C ... to*plamlar ©2 to*plamning Borel gism toplamlari

<> C(E,Q)
J=1

bo‘lsa, u holda

j=00

C[O E],,QJ =lim C(E,,Q).
j=1

Isbot. (1)-(4) xossalar ta’rifdan to*g‘ridan-to‘g‘ri kelib chigadi. (5)-xossani
isbotlash  uchun >0 sonni tayinlab, shunday u € PSH(,(0,1))

plyurisubgarmonik funksiya olamizki, u ushbu

C(B,Q) < [(ddw) + ¢,

tengsizlikni ganoatlantirsin, bu yerda F = UEJ,. Quyidagiga ega bo‘lamiz

C(E,Q) > lim O(E,Q) > lim [ (dd'v) = Il (ddw) > C(E,Q)—e.
j—o00 j—00

. E
J

2.2.2-lemma. Agar u funksiya 2 c C" ochiq to‘plamda hagigiy C*- sinfga
tegishli funksiya bo‘lsa, u holda du A d‘u forma gat’iy musbat bo‘ladi.
Isbot. Quyidagiga ega bo‘lamiz:
du A du = ((0 + 0)u) A(i(0 — O)u)
= 2i0u A Ou — i0u A Ou + i0u A Ou = 2i0u A du = 2idu A du
2.2.3-natija. Agar u,v € C*(Q) funksiyalar va y musbat (n —1,n —1)-
forma bo‘lsa, u holda

2

fdu/\dcv/\x
Q

§fdu/\dcu/\xfdv/\dcv/\x
0 )

bo‘ladi.
Isbot. (u,v) — fdu/\d‘fv/\x bichizigli va simmetrik akslantirish
Q

garaymiz. Yuqoridagi lemmadan ko‘rinadiki, bu akslantirish musbat aniglangan va
Koshi-Shvars tengsizligini ganoatlantiradi.
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224-lemma. 0<r, <1, acC", B =B(a,r;) va B, =B(a,r,) bolsin.
Agar {u } , C PSH N C*(B,) kamayuvchi ketma-ketlik bo‘lib, bu ketma-ketlik

u € PSH (N L*(B,) funksiyaga yaqinlashsa, u holda
f(uj —u)(dd“v)" : v € PSH(B,, (0, 1))H— 0 (2.3.1)

lim | sup
J—0 B,

bo‘ladi.
Isbot. Faraz gilaylik B, \ B, da, barcha j, k£ lar uchun 0 <wu, u <1 va

u, = u, tengliklar orinli bo‘lsin. v € PSH(B,,(0,1)) funksiya olamiz va
r <s <s, <r, tengsizliklarni ganoatlantiruvchi s ,s, larni tanlaymiz. vz € C"

uchun p(z):(Hz—aH/sl)”’ ni aniglaymiz, bu yerda B, to‘plamda v >0 son
tanlaymizki p <1 /2 bo‘ladi, ya’ni

max{p,(v+1)/2} B, da
“= p C"\ B, da

@ = max{p,1}
Ravshanki, C"\ B(a,s,) da w,wec PSH(C") va w=w=p bo‘ladi. Agar x_
0 <e<min{s, —s,5 —r, } bo‘lsa, u holda

standart silliq yadro va
C"\ B(a,s,) da w =w+*x = w+*x =w_va B da @ =1 bo‘ladi.

Stoks teoremasidan,
f(uj —u,)(dd'w)" = —f d(u, —u ) N d'w, Addw )"

1

jos]]

=

_f d(uj N ’U,k) N dc(wg — (I;E) /\(ddcwg)”*l

Bl
chunki, @_ funksiya El to‘plamning biror atrofida o‘zgarmasdir. Faraz gilaylik,

k> j bo‘lsin. 2.2.3-natijaga ko‘ra va Chern-Levin-Nirenberg tengsizligidan,
quyidagiga ega bo‘lamiz:

[, —u)nd'(w, - 0) Addw,) " |<
B

1
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1/2

[t —u)ndw, —@) ntddw )| x
El

1/2

X fd(ws — (:}5) AN dc(wg . (De) /\(ddcwg)n_l S

B

1/2

f (u, —u ) Ad(u, —u) A(dd‘w )| X

1/2

< f(UJ - uk) A\ dc(uj + uk) /\(ddcwg)”‘l 2(sup p(EQ))(n—H)/Z.

B

Bu jarayonni n — 1 marta takrorlab, quyidagicha baholashga ega bo*lamiz.
B

f (u, —u) A (dd'w )" < A

B

[ (0, =) A ddu, + )"

B

buyerda A, B > 0 lar Uy Uy W, larga bog‘liq bo‘Imagan o‘zgarmaslar.

Agar n € C°(B,) nomanfiy va El to‘plamning biror atrofida » =1 bo‘lsa,
u holda 2.1.12-teoremadan, quyidagiga ega bo‘lamiz:
f(uj —u)A(dd'w )" = fn(uj —u ) A(ddw)"
B, B,

e — 0 da limitga o‘tsak

fﬁ(uj — ) AN(dd'w)" = 2_"f(uj —u, ) A(ddv)" .

sy

Shuning uchun,
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k — oo va 2.1.12-teoremadan, ifodaning chap tomonidan (v € PSH(B,,(0,1))
bo‘yicha) supremum olsak quyidagiga ega bo‘lamiz:

B

sup [ (u; —u)(dd')" <2'A| [ (u, —u)(dd (u, +u,))"

By

Endi j ni co gaintiltirib, 2.1.12-teoremani qo‘llash kifoya.

2.2.5-teorema. v € PSHN L (2) funksiya bo‘lsin, bu yerda © to‘plam

C" fazoning ochig gism to‘plami. Har ganday > 0 son uchun, Q to‘plamning
shunday w ochiq gism to‘plami mavjudki, C(w,)) < ¢ tengsizlik bajariladi va u

funksiya Q \ w to‘plamda uzluksizdir.

Isbot. 2.2.1-teoremada, ba’zi a € C" lar va r > 0 son uchun Q2 = B(a,r)
deb faraz gilishimiz mumkin. Aytaylik {rj} musbat va lim __r =r bo‘lgan
nomerlar uchun o‘suvchi ketma-ketlik va B = B(a,r,) bolsin. &>0
ketma-ketlikni quyidagicha tanlash

fiksirlaymiz. Berilishiga ko‘ra {u } _,

mumkin:
(1) u, funksiya B]. to‘plamning biror atrofida plyurisubgarmonik va sillig;
(2) {uj} ketma-ketlik kamayuvchi va « ga yaqginlashadi;
(3) 2.2.4-lemmadan quyidagi baholashga ega bo‘lamiz

supi [ (u, —u)(ddv)" : v € PSHQ,(O,1)} <27 (jEN)

w. ={z € B.:(u, —u)(2) > 1/ j},j € N deymiz. Ravshanki,
Clw,) < j277 .

k € N nishunday tanlaymizki, natijada Z (j277) < ¢ bo‘lsinva w = ij.

oo
=k
jzh

U holda w ochiq to‘plam va

o0

Clw, ) <D 0w, Q) <> (j27) <e.
j=k j=k
Bundan tashqari, {uj} ketma-ketlik » ga €2\ w to‘plamda lokal tekis yaginlashadi
va shuning uchun u |, =~ uzluksiz funksiyadir.
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Shuni ta’kidlash kerakki, subgarmonik funksiyalar ham kvaziuzluksizlik
xossalariga ega. Bu natijalar 1945 —yilda H. Kartan tomonidan isbotlangan. Biz bu
ishga to*‘xtalmaymiz(q. [13]).
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2.3. Monj-Amper operatorining uzluksizlik xossalari.

Lokal chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi
ketma-ketligida Monj-Amper operatorining uzluksizligini  ko‘rdik. Bundan
tashgari, u yaginlashuvchi ketma-ketliklarda ham o‘rinli. Bu natijalar 1982-yilda
E.Bedford va B.A. Teylor tomonidan isbotlangan(qg. [4]).

2.3.1-teorema. 2 to‘plam C" dagi biror ochiq gism to‘plam va {Uj}jeN

ketma-ketlik esa PSH (L, () dagi ketma-ketlik bo‘lib, bu ketma-ketlik €

to‘plamning hamma yerida « € PSH N L; (£2) funksiyaga o‘sib yaginlashuvchi
bo‘lsin, u holda (ddcuj)" Radon o‘lchovlari ketma-ketligi kuchsiz-topologiya

ma’nosida (dd‘u)" o‘lchovga yaginlashuvchi bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti U.Segrelning 1988-yildagi magolasida keltirilgan (q.
[8]). Dastlab, biz L operatorning birinchi o‘zgaruvchisi bo‘yicha uzluksizlik

xossasini kvaziuzluksizlikdan foydalanamiz.

2.3.2-teorema. Aytaylik, €, u, {u],} lar teorema shartlarini ganoatlantirsin
va v',...,v" € PSHN LY (€2) bo‘lsin. U holda Ln(uj_,vl,...,v") o‘Ichovlar ketma-
ketligi L (u,v',...,v") gayaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Masala lokal bo‘lgani uchun, barcha funksiyalarning giymatlarini
(0,1).da bolsin deb faraz gilamiz va v = lim u_ bo‘lsin.

Lebegning monoton yaginlashish teoremasiga ko‘ra Ln(vl,...,fu”) funksiya
Ln(uj,vl,...,v”) ning kuchsiz limiti bo‘ladi. Biz {v <} to‘plamning Lebeg

o‘lchovi nolga tengligini bilamiz. Ammo dd‘v' A...Add“v" Lebeg o‘lchovi
bo‘yicha absolyut uzluksiz emas (masalan, bir kompleks o‘zgaruvchili

dd‘(max{0,Re z}) ni garaymiz).

L (u,v',...,v") > L (v,v',...,0") tengsizlikdan, bu ikki o‘lchovning lokal
bir xil ma’noga ga ega ekanligini ko‘rsatish yetarli. €2 to‘plamda joylashgan biror
K yopiq sharni olaylik. B\ K sohada v' = v' % x. deb faraz gilamiz, bu yerda
B esa K ni 0‘z ichiga oluvchi ochiq shar. v7 orgali v' x x. ifodani belgilaymiz.

n € C;°(Q) bo'lib, K ning biror atrofida » =1 va suppn C B bo‘lsin. U
holda
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fnuj ddv' A A dd (0" — ")
) T
= fu ddv' A...Add (v" — ")
J €
)
= f(v” — ") ddv" AL A dd VT A dd‘u,
)

v" funksiyaning kvaziuzluksizligidan va Chern-Levin-Nirenberg tengsizligiga
ko‘ra oxirgi integral ¢ — 0 da j bo‘yicha nolga intiladi.

(n—1)- marta takrorlashdan keyin, agar 6 >0 va ¢,¢,,...,e >0 lar

yetarlicha kichik bo‘lsa, quyidagiga ega bo‘lamiz:

[ ddv' A pddv > =6+ [qudd V' A.ndd v A ddy
Q Q '
c 1 c.n
> —nd + fnujdd CRVARA dd v
Q
Natijada, é,¢,,...,¢ — 0 da (va 2.1.12-teoremadan foydalanib),

j—o

liminf [y ddv' A AddY > [qudde’ A Add —6n
Q

Q

kerakli natijaga erishamiz. Teorema isbot bo‘ldi.
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Xulosa

Biz yuqorida ko‘rib chiggan masalalardan shuni xulosa qilishimiz
mumkinki, lokal chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalarning kamayuvchi
ketma-ketligida Monj-Amper operatorining uzluksizligini, bu natijalar 1982-yilda

E.Bedford va B.A. Teylor tomonidan isbotlangan.

Ya’na shuni aytish mumkinki, berilga 2 to‘plam C" dagi biror ochiq gism
to‘plamva {u } _, ketma-ketlik esa PSH (1 L}, (€2) dagi ketma-ketlik bolib, bu
Q0 to‘plamning hamma yerida we PSHNL; () funksiyaga o'sib

yaginlashuvchi bo‘lsin, u holda (ddcuj)" Radon o‘lchovlari ketma-ketligi kuchsiz-

topologiya ma’nosida (dd“u)" o‘lchovga yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu teoremaning

isboti U.Segrelning 1988-yildagi magolasida keltirilgan isboti murakkab.

Yugoridagi masala ixtiyoriy plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida (ddcu‘j)"

Radon o‘lchovlari ketma-ketligi kuchsiz-topologiya ma’nosida (dd“u)" o‘lchovga

yaginlashuvchi bo‘lishi umumiy ma’noda kelib chigmaydi.
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