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So 'z boshi

Mazkur uslubiy qo'llanma mustaqil ta’limni bajarish uchun talabalarga
mo ljallangan bo'lib, unda har bir topshiriq uchun kerakli nazariy ma’lumotlar va
formulalar keltirilgan. Mustaqil ta’lim bo'yicha bir nechta na’munaviy topshiriglar
yechib ko rsatilgan, talabalar mustaqil bajarishi uchun topshiriq variantlari berilgan va
shu bilan birga talabalar o'z bilimlarini sinashi nazorat ishlari variantlari keltirilgan.
Mazkur uslubiy go’llanma sodda va ravon tilda yozilgan bo'lib, talaba o°ziga berilgan
topshiriglarni mustaqil yecha oladi.

Mazkur uslubiy qo'llanma “Oliy matematika” kafedrasida ko'rib chiqilgan.

Bayonnoma Ne 2013vy.

Ishlab chigarishda boshgaruv fakulteti uslubiy kengashi yig ilishida ma qullangan..
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Kirish

Bozor igtisodiyoti ilm-fan va texnikaning amalda tezroq va ko proq
go llanishini taqozo etadi. Bu masalani matematika sohasida hal etish o'ta muhim va
dolzarbdir. Chunki matematika barcha fundamental fanlar uchun mustahkam
poydevori va asosidir. Matematik amallarni amalda qollanilishi igtisodiy samaraning
natijasidir.

Talabalar matematikadan nazariy va amaliy bilimlarini mustahkamlashi,
ularning matematik fikrlashi uchun ko'prog mustagil masalalarni yechishi va ularni

amaliyotdagi ahamiyatini tushunishi ularni bilim samaradorligini yuqori bo'lishiga
olib keladi.

Tavsiya etilayotgan uslubiy qo’llanma “Oliy matematika” fanining “Matematik
fizikaning asosiy tenglamalari va kompleks sonlar nazariyasi” qismi bo’yicha
bajarilgan bo’lib, oliy o’quv yurti talabalari auditoriyasi uchun mo’ljallangan. Uslubiy
qo’llanma ravon tilda ilmiy uslubiy bayon qilingan va davlat ta’lim standartlariga

javob beradi.

Mavzu bo’yicha har bir temaga oid qisqacha nazariy qismining bayoni berilib,
unga doir masalalar yechib ko’rsatilgan va mustaqil yechish uchun masalalar berilgan.

Uslubiy go’llanmadan oliy texnika o’quv yurtlarining talabalari foydalanishi
mumkin.



Matematik fizikaning asosiy tenglamalari.

Matematik fizik tenglamalari ikki o’zgaruvchili noma'lum wu(x,y) funksiya uchun quyidagicha
yoziladi:

2 2 2

0°u J0°u
A(x,y)w+ 2B(x,y) 9x3y + C(x,y)a—yz+ D(x,y)

o By e+ Gl y)u = F(x,y)(1)
F X,y 3y x, Y )u=F(x,y
Agar (1) tenglamada F (x, y) = 0 bo’lsa, tenglama ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama deyiladi, aks
holda bir jinslimas deyiladi. O’zgarmas koeffisientli ikkinchi tartibli hususiy hosilali bir jinsli va
chiziqli tenglamani quyidagi ko’rinishda qaraymiz:

0%u 0%u 0%u ou

ou
A—+12B —+D—+E— = 2
axz " 0xdy te 0y? T dy Teu=0 ()

To’lqin tenglamasi.

0%u zazu

—_— = qf—

ot? 0x?
bo’lib har hil tebranma prosseslar unga keltiriladi.

Misol uchun:

a) torning ko’ndalang tebranishi;

b) simdagi elektr tebranishlar;

C) gazning tebranishi;

d) metall sterjenning uzunasiga tebranishi va hakozolar.

Issiglik tarqalish tenglamasi.
ou ,0%u
—_— = qt —
at 0x?
tenglama bo’lib unga:
a) issiglikning targalish jarayoni;

b) g’ovak muhitda suyuqlik va gazning oqish masalasi;
c) ehtimollar nazariyasining ba zi masalalari va boshga masalalar keltiriladi.



Laplas tenglamasi.

0°u  0d%u

ax2 T2, = 0

tenglama bo’lib, unga:

a) diffuziya masalalari;
b) stasionar issiglik hagidagi masalalar;
c) elektr va magnit maydon hagidagi masalalar keltiriladi.

Ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni sinflarga
ajratish va kanonik ko‘rinishga Keltirish

I. Asosiy tushunchalar
Ushbu

ou du
ox’ oy

2%u 2%u 2%u
allﬁ + 2a12 _axay + azz a_yz + F (x, y,

u) =0 (1)

ko‘rinishdagi ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani garaymiz.

du Jdu

Bunda a4, a,,, a,koeffisientlar x,y ning funksiyalari. Bu yerda xususiy holda F funksiya 7oy U

larga nisbatan chiziqli bo‘lishi ham mumkin.

(1) tenglamada quyidagi tengliklarga asosan x,y o‘zgaruvchilarni &, 77 o‘zgaruvchilarga
almashtiramiz:

=oxy), n=v&xy (@)

bu yerda

9§ 0¢
dx 0y
on dn
dx 0y

£0 (3)

Bu holda u(x, y) = v(§,n) dan hosilalarni hisoblasak

au_ava§+avan
dx 0&dx Onox



Ju 0Jv af Lo Jdv 67]
dy 0¢dy  anoy

0%u 0%v (§)2+ 0%v 9¢& on o0%*v (67]) v 0%¢ 0dv 0%n

ax? 082 \ax) T%3zan ax ox "oz \ox) T3¢ ax2 "oy a2
0%u 2y 0¢ 6€+ (65 677+65 67]) 6217617 on v 0%& v d%n
axay 6{2 dx 0y 0éan\ax ay ady ox)  on? ax dy 65 dxdy ' on axay

0%u 0% (af)2+ 2y Q¢ 677+62v <an)2 v azg dv 9%
a2 ~agz \ay) *Paem vy tar \5y) tas ozt e g @
bo‘lib, (1) tenglama
B 62v+2_ 0%v e 6217 ( 6v) 0 (5
a1 o¢? a2 agan Az2 75— an? $inoz 9’9 ()
ko‘rinishga keladi. Bunda
&\ ? & ¢ 9&\?
a1 = Qg1 (ax> 2a,, a ) @ + ay; (@)
% o o€ an | on ¢ ot on
a12 = i1y, ox 0Jx 2(5 dy  Ox ay) 22 dy 0y
_ an\? on @ an\
Az, = Q11 (ﬁ) + 2a,, ﬁ ) % + ay; (ﬁ) (6) )

1-lemma. Agar z = ¢(x,y) funksiya ushbu
9z 0z ay 9z\*
@ (5;) +2eg; 9y T (@) =0
tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsa, ¢(x,y) = C ifoda
a1 (dy)? — 2a,,dxdy + a,,(dx)> =0 (8)
oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bo‘ladi

2-lemma (teskari). Agar ¢(x,y) = C ifoda (8) oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali
bo‘lsa, z = @(x,y) funksiya (7) tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.

(8) tenglama (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. Xarakteristik tenglamaning
umumiy yechimlari (1) tenglamaning xarakteristikalari deyiladi.
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(8) xarakteristik tenglama a;; # 0 bo‘lganda quyidagi ikkita oddiy 1-tartibli differensial
tenglamalarga ajraydi:

2
ag» A12° — Q11022

YV = + (9)
aiq ai
ai» a12% — ag10;y;

Yx = - (10)
aiq ajq

Bu tenglamalardagi radikal ostidagi D = a;,* — a,,a,,ifodaning ishorasiga garab, (1) tenglama
tiplarga ajraladi.

1) Agar M nugtada D = a;,%2 —a;;a,, >0 bo‘lsa, (1) tenglama M nugtada giperbolik
tipdagi tenglama deyiladi.

2) Agar M nugtada D = a,,% — a;;a,, = 0 bo‘lsa, (1) tenglama M nuqtada parabolik tipdagi
tenglama deyiladi.

3) Agar M nugtada D = a;,% — a;,a,, < 0 bo‘lsa, (1) tenglama M nugtada elliptik tipdagi
tenglama deyiladi.

Agar garalayotgan sohaning barcha nuqgtalarida D > 0,D = 0,D < 0 bo‘lsa, (1) tenglama shu
sohada giperbolik, parabolik va elliptik tipga tegishli deyiladi.

Agar sohaning turli nuqtalarida D:alz2 —a,4@,, ifodaning ishorasi turlicha bo‘lsa, (1)
tenglama sohada aralash tipdagi tenglama deyiladi.

2
P gz (g 2on _o¢ on)
(6) ga asosan aiz a110;2 = (a1 a41037) (ax 3y 9y ox

bo‘lib, bundan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida hosil  bo‘lgan (5) tenglamaning tipi
o‘zgarmasligi kelib chiqadi.

1. D >0 bo‘lsin. (1) giperbolik tipdagi tenglama bo‘lib, (8) xarakteristik tenglamaning
umumiy yechimlari haqgigiy va har xil ¢(x,y) = C; ¥ (x,y) = C, bo‘ladi. Yangi o‘zgaruvchilarni
E=p(x,y),n =¢(x,y) deb olsak, yuqoridagi lemmalarga ko‘ra @;; = @y, =0 bo‘lib, (5)
tenglamani 2a;,ga bo‘lib yuborilsa,

0%v
agon
ko‘rinishga keladi. Bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi. (11)

tenglamada &, n o‘zgaruvchilardan yangi @, § o‘zgaruvchilarga & = a + 8, n = a — S tengliklar
yordamida o‘tsak, v(¢,n) = w(a,B)

ov av) B

= Q(E;n,v.ﬁ,% (11)

204,

da  op

ov 1 (aw BW) v 1 (aw 6W> 0%v  1/[d0*w N 2°w
’ 922 " 3p?

2 2\ "3g) 2 ¢ 2

bo‘lib, tenglama



2’w  0*w ow ow

W+a_[?2 = (a,ﬁ,w,%,@> (Q:=4Q) (12)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning ikkinchi kanonik ko‘rinishi
deyiladi.

2. D =0 bo‘lsin. (1) parabolik tipdagi tenglama bo‘lib, (8) xarakteristik tenglama bitta
Y(x,y) = C haqiqiy umumiy yechimga ega bo‘ladi. Yangi o‘zgaruvchilarni é = y¥(x,y),n =
n(x, VY (x,y),n(x,y) unksiyaga bog‘liq bo‘lmagan ixtiyoriy funksiya) deb olsak, @;; =0, a;, =0
bo‘lib, (5) tenglama

v ov v _F 13
6_772—Q3(f,77:17,§,%) Q3_C_l_22 ( )

ko‘rinishga keladi. Bu parabolik tipdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.

3. D <0 bolsin. (1) elliptik tipdagi tenglama bo‘lib, (8) xarakteristik tenglama ikkita
kompleks qo‘shma (x,y) = C; P(x,y) = C, yechimlarga ega bo‘ladi. Yangi o‘zgaruvchilarni
¢ =ReY(x,y), n =Imy(x,y) deb olsak, a;; = ay,;, a;, =0 bolib, (5) tenglama teng
koeffitsientlarga bo‘lib yuborilsa,

62v+62v_ ( ov 617) _F 14
agz anz_Q4 E’n'v’af’an Q4_all ( )

ko‘rinishga keladi. Bu elliptik tipdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.

Agar (1) tenglamadagi F funksiya chiziqli bo‘lib, tenglama koeffisientlari o‘zgarmas sonlar
bo‘lsa, bu tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirilgandan so‘ng

v ) = eMHHw(En)

tenglik yordamida yangi W(§mn) noma’lum funksiyani kiritib, 4 va p koeffitsientlarni tanlash
hisobiga olingan kanonik tenglamani yanada soddalashtirish mumkin.

Yugorida keltirilgan tiplarga ajratishga asoslanib, to‘lgin tenglamasi giperbolik tipdagi,
issiglik targalish tenglamasi parabolik tipdagi, zaryadlarning muvozanatlashuvi tenglamasi elliptik
tipdagi tenglama ekanligini aytish mumkin.

Misol 1: Quyidagi tenglamalarni tipini aniglang

62u+402u+62u+6u+6u+2 20— 0
0x? dxdy 0dy? 0dx 0dy umxy=

Yechish:
ay, = 1,045, =2,a,, =1; D =a,?—apa,, =22 —1-1=3> 0 giperbolik tipga tegishli.

Misol 2:

10



62u+262u+62u 6u+6u+3 0
ox "oy tayr Tax Ty t AT XY =

Yechish:

a1 = 1, aip; = 1 , Ao = 1, D = a122 — aq10p7 = 12 —1-1=0=0 parabollktlpga tenghll

Misol 3:

262u+262u+62u+26u+20u B
ax2 ' “oxay 9y “ox ' “ay T

Yechish:
ay, =2,a1, =1,a,, =1; D =a;,?—apa,, =12 —1-2=—1 < 0 elliptik tipga tegishli

Misol 4:

Yechish:

ay, = x,0a45, = 0,a,, = —1; D =a,,%2—a;,a,, = x ekanligidan, berilgan tenglama x > 0 da
giperbolik tipga, x = 0 da parabolik tipga, x < 0 da elliptik tipga kiradi.

Misol 5. Quyidagi tenglamani kanonik ko’rinishga keltiring:

AR L LIPS
0x? dxdy 0y? dx dy w=

. 3 9 1
Yechish:a;; =2,a1,= =, ay, =1; D=a;2—apa,,=-—2==>0
12 2 22 12 11422 4 4

Demak, tenglama glperbollk tipga tegishli ekan. U holda kanonik tenglama ﬁ = @ ko‘rinishga ega
bo‘ladi. Bunda Q¢,n, v, 5 Iarnlng funksiyasi. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini
yozamiz:

a1 (dy)? — 2a,,dxdy + az,(dx)? = 0
yoKi 2(dy)? — 3dxdy + (dx)? =0

Bundan Z—z =1 Z—z = %tenglamalarga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalarni integrallab,

y—x=C 2y—x=0C, umumiy yechimlarni  topamiz. Yangi{=y—x, n =2y —x
o‘zgaruvchilarga o‘tamiz. u(x,y) = v(,n) eckanligini e’tiborga olib, berilgan tenglamada
gatnashuvchi xususiy hosilalarni hisoblaymiz

11



Ju 0Jv af L dv an Jdv Jv
ax 66 ax an ax &  on

6u_6v6§+6v6n_6v dv
dy 0§dy andy 0§

déon 0x 0x 677
_ 0% v 0%v

=oez 25z T o

0*u 9% (65)2 ) 0%v 9¢ on 9%*v (67]) v 62€+6v 9°n
dx2  0&2 dx 0¢ 0x?  0On 0x?

0°u _ 0%v 0§ 0% (05 0r]+0§ 677) 0%v on 6n+6v 0%¢ +6v d%n
dxdy 0&2 dx Oy 6{677 dx dy dy 0x/ o0n?dx dy 0& 0xdy On 0xdy
0%v 0%v 0%v

= ~2
oe2 > azon  “acan

0’u 0% (05)2+ 2y 0¢ 0n+62v (677) ov 02 E ov 6277
B dy déon dy ady adn? \dy 65 ay 67] ay
0%v 0%v 0%v

ez +46€677+46n2

Bularni tenglamaga qo‘yib, soddalashtirish natijasida

0%v 3617 ov ) 0
agon "9 an VT

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga kelamiz. Oxirgi kanonik tenglamani quyidagicha hosil gilish ham
mumkin. u = vni (-2) ga, topilgan xususiy hosilalarning tengliklarini, ya’ n1 — n| 7 0a, Uy ni 4 ga,

2%u 0%u 2%u v dv 3%v 82
2 ni 2 ga, W ni 3 ga, ﬁ ni 1 ga kopaytlrlb Uaf on’ 652'6 PR

koeffitsientlarni yig‘amiz, natijada

larning oldilaridagi

2 2 2

v d0°v
€2+(4 9+4)a§a +(2—6+4)—+( 7+4)_f+( 7+8)——2v—0

2 3+1)a
P)

yoki

0%v 36v+6v 2y = 0
agon "o om

tenglama hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglamani (—1) ga ko‘paytirib, kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz.

Misol 6: Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring va kanonik tenglamani soddalashtiring.
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0%u 0%u d0%u Ju ou

Yechish: Tenglamaning tipini aniglaymiz:
a1 = 1'alZ = _2Pa22 = 5; D = Cl122 — Aq1022 = 4-1-5=-1<0

bo‘lganligi uchun tenglama elliptik tipga tegishli bo‘ladi va kanonik tenglamasi taxminan
o, ot
agz ' a2

hosilalarining funksiyasi bo‘lishi mumkin.

= 0 ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda Q X, y, noma’lum funksiya va uning 1-tartibli

Xarakteristik tenglamasi
(dy)? + 4dxdy + 5(dx)? = 0
bo‘lib, ikkita qo‘shma kompleks
2x+y+xi=0C;, 2x+y—xi=0C,
yechimlarga ega. Yangi o‘zgaruvchilar sifatida & = 2x + y, n = x funksiyalarni belgilaymiz.

u(x,y) = v(¢,n) funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

6u_26v+6v . Ou_ v 62u_462v+462v+62v
ax ‘0t "an’ 9y a9t ' ox2 “oez " “dzan ' on?
0%u 0’v  0%v 0%u B d0%v

=2 :
dxdy 0&2 + oéon’ dy? 0&2
Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz:

62v+62v ov 3 v+ 3
9c2 "onz Jae o T

Bu tenglamani soddalashtirish uchun yangi w(&, n)noma’lum funksiyani kiritamiz:

&) = e w(E,m)

Hosilalarni hisoblaymiz:

ov ow
— — JeAdtud A+us —
3% Ae w+e 3%
ov ow
— — peMtus A+us
an ue w+e an

0%v ow 0w
— 12,7 2 2
P A2eMHiyy 4 2)eM T — t e 5+“€a—52
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0%v ow 0w
As+ugy, 1 pyerbrus 2 o oagrue OV
577 = u?e w+ 2ue 3¢ e on?

Bu ifodalarni kanonik tenglamaga qo‘yib, soddalashtirish natijasida

0*w  0%w
652+_+(2/1 5)_f+(2” 3)—+(/12+,u —52-3u+1Dw=0

tenglamaga ega bo‘lamiz. A va u sonlarni 24 —5 =0, 2u — 3 = 0 bo‘ladigan qilib tanlaymiz. U
holda A = ; U= ;;

25 9 25 9 15

22 _5l-3u+1=242_ 222 1=-2
it prl=Tty—7 32t 2

bo‘lib, soddalashtirilgan kanonik tenglama

2°w 0*w 15
—_—w =

982 "oz T 2

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Auditoriya topshirig’i.

1. Quyidagi tenglamalarning tipini aniglang:

. 62u+462u+462u+6u ou 120
" 0x? oxdy  dy? Ox ay B
2 62u+662 +1662u =0
©x2  Cxay P05 T
3 0%u Zazu +462u ou — 0
“ox2 “oxay | Tay? ' ay
o 2 m P o bur iybo'l
Gz tY 372 u = 0m — butunmanfiybo lmaganson
0%u 0%u
5. yﬁ + Xa—yz —u=20

2. Quyidagi tenglamalarni tipi o‘zgarmaydigan sohada kanonik ko‘rinishga keltiring:

L azu Zazu_
x axz Y dy?

14



) 0%u ) 0%u +262u_0
- 0x? dxdy ~0y?

u - 0%u ,0%u
3. Wsm X — 2ysinx dxdy +y 3y =0
0%u 0%u o’u _odu  du

6x2_46x6y_38y2 Zax 6520

c 262u+2 82u+ Zazu_o
T Y ey Y 9y2 T

Mustagil yechish uchun misollar
1. Quyidagi tenglamalarning tipini aniglang:

0°u  0%u Ju oJu

T a4 i1 =0
dx? 0y? + dx dy
2 50 169 L 160 sau— 0
" T 0x? 0x0y dy? “=
0%u 0%u 0*u _ou

3. 2% 9
922 Paxay " Cay2 T <5y

ey 00U 0%u _ ,
Mt —yq4 ——u=0 m— butun manfiy bo lmagan son

4.
Y 0x?  0dy?

0%u 0%u
5. XW-Fya—yz—u:O

2. Quyidagi tenglamalarni tipi o‘zgarmaydigan sohada kanonik ko‘rinishga keltiring:

62u+62u 262u ou 156 27 = 0
d0x?  0xdy dy? ax dy X =

1.

0%u 0°u  9%u ou ou
+9—-9=0

2. -2 —
d0x? d0xdy * dy? +9 ox dy

3 62u+2 0" +562u 2u=0
" 0x? oxdy ~ 0y? u=

4 o%u 1+ 2y2 01 2y(1+ 2)au—o
c 262u 2 0%u N 302u ,0u _ o
XY G2 xyaxay x dy? -y dx

15



Torning tebranish tenglamasini Dalamber usulida yechish.
Tor deganda elastik ip tushiniladi. Torning elastikligi unda bo’lgan zo’riqish (kuchlanish yoki

taranglik) urinma bo’ylab yo’nalganligini anglatadi.
T — urinma bo’yicha yo’nalgan taranglik kuchi, v — torning chizigli zichligi, % = a? deb belgilasak,
tor tabranish tenglamasi

0°u _ ,0%u
0z Yoz W

ko’rinishda bo’ladi.

Tor tebranish tenglamasining quyidagi

u(x,0) = f(x) )
{ué(x, 0) = F(x) (29

boshlang’ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimni topish talab qilinsin. Bu yerda
0 <x < +4+oco0 t> 0. Bumasala Koshi masalasi deyiladi.

Yechish:

(1)-(2) masalani Dalamber (xarakteristikalar) usuli bilan yechamiz. (1) tenglamaning xarakteristik
tenglamasi

(dx)? —a?(dt)> =0
bo‘lib, bu tenglama ikkita har xil
x—at=C, x+at=C(,
yechimlarga ega bo‘ladi. (1) tenglamadagi X vat o‘zgaruvchilarni
§=x—at, n=x+at ulxt)=v(n)

tengliklarga asosan almashtiramiz. U holda

azu_ 26217 02 d0%v N 26217
otz ¢ agz ‘Y agan T ¢ a2
d°u 0%v 2°v  0%v

axz =252 Y 2 5zan T a2

bo‘lib, (1) tenglama ushbu
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d0%v —o
o&on

kanonik ko‘rinishga keladi. (3) tenglamani

(3)

52(ar) -

ko‘rinishda yozib, ¢ bo‘yicha integrallaymiz. Natijada birinchi tartibli

v p
o )
( (m)— ixtiyoriy funksiya) tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamani n bo‘yicha integrallab,

v@m)=meMn+¢®>

ifodaga ega bo‘lamiz. Agar

W = | Pandn
deb belgilasak, u holda garalayotgan kanonik tenglamaning umumiy yechimi

vEm =@ +ypm 4
ko‘rinishida yoziladi. Bu yerda @(£),3(n) ixtiyoriy funksiyalar. (4) ifodada ¢ va né& v

o‘zgaruvchilardan eski x va t o‘zgaruvchilarga qaytib, berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini
hosil gilamiz:

u(x,t) =px—at) +YP(x+at) (5

Bunda ¢ va ¢ funksiyalarni ixtiyoriy, ikkinchi tartibligacha uzluksiz hosilalarga ega deb garaymiz.

U vagtda ketma-ket hosila olsak,
u, = ¢@'(x —at) +¢Y'(x + at)
Uy =@ " (x —at) +¢P" (x + at)
u; = —ap'(a—at) + ay’(x + at)
u” e = a?@"(x + at) + a®y" (x + at)

(3) tenglamani ganoatlantiradi. Demak, (4) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi. (2") boshlang’ich
shartlardan foydalanib ¢ va i noma’lum funksiyalarni topamiz.
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t =0 da

{ @(x) + P (x) = f(x)
—ag'(x) + ap’(x) = F(x)

Ikkinchi tenglamani 0 dan x gacha oraligda integrallasak,

—a@'(z)d "(z)dz = | F(2)d
L ap'(2) z+f0a1/)(z)z fo (2)dz
—a[p(x) — @(0)] + a[(x) —(0)] = f F(z)dz
0

1 X
90 + () = | FG)dz + [-p(0) + p(O)]
0

yoki
1 X
—p(x)+yY(x) = af F(z)dz+ C
0
Bu yerda, € = —¢(0) + ¥/(0) - 0’zgarmas son.
@(x),¥(x) noma’lum funksiyalarni aniglash uchun,

000 + () = F)
—mn+ww=%£m@m+c

sistemani yechamiz. Natijada,

* C
w(x)-——f(x)-———1f F()dz -

x C
k :Ef(X)-F%f F(Z)dZ+E

0

hosil bo’ladi.

Bu formulalarda x ni x — at va x + at larga almashtirib (4) ga qo’ysak,

f(x—at) + f(x — at)

u(x,t) = 5

1 x+at

+ —f F(z)dz (5)
20 )y gt

formula kelib chigadi.

(5) tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining Dalamber usulida yechilishi deyiladi va
Dalamber formulasi deb yuritiladi.
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2 2
Misol 1. 371; = a? STZ tenglamaning u(0,x) = e*u;(0,x) = Cx, C = const boshlang’ich shartni

ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish:
x—at)+ f(x—at) 1 (¥t
u(x,t) = A )+ ) + —f F(z)dz =
2 2a )y g
pX—at 4 ox+at 1 cx+at e*(e~ 4+ %) 1 (z2 x+at
=t Czdz = +—— =e*chat + Ctx
2 20 )y_at 2 2a 2
x—at
—at at
Buyerda = = chat
2 2
Misol 2. ZTZ = % tenglamani u(0, x) = x%u;(0,x) = 0 boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi
yechimini toping.
ioh- _ _ s . . _ fx—at)+f(x+at) 2
Yechish: a=1, F(x) =0 bo’lganligi uchun, u(x,t) = ga teng. f(x) = x

2
ekanligini hisobga olsak,

(x— )%+ (x + t)?

2 2
=x“+t
2

u(x,t) =

yechim bo’ladi.

. d%u 5 0%u
Misol 3. — Py,

agar u(x,0) = sinx, u;(0,x) = 1 bo’lsa.

= 0 formula bilan berilgan torning t = % momentdagi formasini aniglang,

Yechish:

sin(x + at) + sin(x —at) 1 [*t%
u= + f dz
2 20 Jy_at

1
u = sinxcosat + — z|¥*% = sinxcosat + t

2a

t= %da u= % ya'ni tor absissalar o’qiga parallel bo’ladi.

Auditoriya topshirig’i.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimini Dalamber formulasidan foydalanib toping.

0°u  0%*u ,
1. F = E; u(x, 0) = X, ut(O, x) = —x
0°u 262u ,
2, 9z Y e 0; u(x,0)=0, u(0,x) = cosx



3 0%u azu—O' ( 0)_ . ,(0 )_
3z 2= O u(x,0) = sinx, u;(0,x) = cosx
P _ o
ootz 9x2
agar u(x,0) = sinx, u;(0,x) = cosx bo’lsa.

=0 formula bilan berilgan torning t=m momentdagi formasini aniglang,

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR
Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimini Dalamber formulasidan foydalanib toping

0%u Zazu ,
1. o a e 0; u(x,0) =0, ui(0,x) = cosx
0’u  9%u .
2. F—W:O; u(x,O) = X", ut(O,x)=4x
0%u 0%u
3. W—‘l‘?:(); u(x,O) =0, ué(O,x) =X

Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalalarni o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan
yechish
Tekislikdagi D = {(x,t): 0 < x < [,0 < t < oo}sohada bir jinsli

tor tebranish tenglamasining
u(x,0) = p(x), u(x,0) =px)

boshlang‘ich shartlarni va
u(0,t) =0, u(l,t)=0
bir jinsli chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Tenglama yechimini u(x,t) = X(x)T(t) ko’rinishda izlaymiz. Bunda X(x) va T(t) noma lum
funksiyalar.

Bu ifodani berilgan tenglamaga qo’yib,
X()T"(t) = a?X" (x)T(¢)
ega bo’lamiz.

Bundan,
T”(t) _Xll(x)
a?T(t) X(x)
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Bu tenglik fagat x va t larga bog’liq bo’lib, ikkala nisbat 0’zgarmas - A(1 > 0)ga teng bo’lgandagina
o’rinlidir.

T”(t) B X”(X) B

a?T(t)  X(x)

X'(x)+2X(x) =0 T"(t) + 2a®T(t) =0

bu tenglamalarning umumiy yechimi
X(x) = AcosVAx + BsinVax T(t) = CcosaVat + DsinVat

ko’rinishda bo’lib, bu yerda A, B, C, D — ihtioriy o’zgarmaslar. U holda
u(x,t) = (AcosVax + BsinVax)(Ccosavat + DsinVat)
bo’ladi.

A, B 0’zgarmaslarni chegaraviy shartlardan foydalanib topamiz: T(t) Z 0 = X(0) =0 X(I) =
0=

X(0)=A4=0, X()=AcosVaAl + BsinVAal

Ya'ni, A =0 vaBsinVl = 0 bo’lib, B # 0 ekanligidan, Bsinval = 0 = VA =" (k =12, ...)
Demak, X = Bsinanx

A ning topilgan giymatlari berilgan chegaraviy masalaning xos giymatlari deyiladi, X = BsinkT"x
funksiya esa xos funksiyasi deb ataladi.

A ning topilgan giymatida

akm akm
T(t) = Ccos - t + Dsin - t,

km akm akm

ug(x, t) = sinTx (akcosTt + bksinTt) (k=123..)

k ning har bir giymatiga C va D ning giymati mos keladi, shuning uchun a;, b, deb yozib olamiz. B
o’zgarmasni ham ay, by larning ichida deb hisoblaymiz.

0°u  ,0%u

otz % oxz

Tenglama chiziqli va bir jinsli bo’ganligi uchun, yechimlarining yig’indisi ham uning yechimi
bo’ladi. Demak,
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(o) (o)

akm akm km
u(x, t) = z up(x,t) = z (akcosTt + bksin—t> sin—x

l l
k=1 k=1

Qator differensial tenglamaning yechimi bo’ladi, agar a, va b, koeffisientlarning topilgan
giymatlarida gator yaginlashuvchi shuningdak, ikki marta x va t bo’yicha differensiallanishidan
hosil bo’lgan gator ham yaqinlashuvchi bo’lsa. Bunda, aj, b, larning qiymatini boshlang’ich
shartdan foydalanib topamiz:

oo

 km
u(x,0) = z aysin—-x = p(x)

k=1
Agar ¢(x) funksiya Fur’e gatoriga (0, [) oraliqda sinuslar bo’yicha yoyilsa, u holda
2 (! km
a, = Tf (p(x)smedx (%)
0

u;(x,0) = Y (x) shartga ko’ra,

I8
ui(x,0) = ZT ksm—x = P(x)
k=1
Bundan, Fur’e qatorining koeffisientlarini topamiz:

f l/)(x)Sln — xdx (x%)

akn

Shunday qilib, torning tebranish tenglamasining yechimi

= akm akm km
u(x, t) = z (akcosTt + bksinTt> sin—x (1)

l
k=1
ko’rinishda bo’ladi, bunda a; va by lar (x) va (**) formulalar yordamida topiladi.

T”(t) X”(X)
a?T(t)  X(x)

Izoh: agar =1 bo’lsa, X" (x) — AX(x) =0, T"(t) —a?AT(t) = 0 bo’lib, ulardan
birinchisining X = AeVA* 4 pe=Vix umumiy yechimi chegaraviy shartlarni ganoatlantirmaydi.

Misol 1: Chetlari x = 0, x = [ mahkamlangan tor berilgan bo’lib, tor nuqtalarining boshlang’ich
tezligi 0 ga teng. Boshlang’ich chetlanish parabola bo’lib, u tor o’rtasi % ga nisbatan simmetrik va
maksimal chetlanishi h ga teng.Tor tebrnishini aniglang.

Yechish:

Masala shartiga ko’ra,

4h
p(x) = l—ZX(l -x), YHx)=0
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tenglama yechimini aniglovchi koeffisientlarni topamiz:

2 (!  km 8h (! _km
a, = Tf ‘P(x)smedx = l_3f (Ix — xZ)SlTlTde; b =0
0 0

ay koeffisientni topish uchun bo’laklab intgrallash usulidan foydalanamiz:

- kmx 1 kmx
u; = lx — x?, dv, = sin—dx, du, = (Il — 2x)dx, v, = —-—cos—;
l km l
8h o L kx|t 8 ! kmx
a, = —1—3(lx —x )ECOST . + = .[; (1— Zx)cosde

Yani, a; = — fl(l — Zx)cosk%xdx

kmi2 Jo
Ikkinchi marta bo’laklaymiz: u, = I — 2x, dv, = cos@dx, du, = =2dx, v, = ésin@
knx)®  16h (! knx 16h  kmx|' 16k .
a, = m(l — 2x)sin O, + o), sdex = a3 (05 0 =133 [1-(—-1)"]

Demak, yechim:

kmat = knx

T

16h
53 [1— (—1)¥]cos

u(x,t) = i
k=1

Agar, k = 2nbo’lsa, 1 — (—1)¥ = 0, agar, k = 2n + 1 bo’lsa, 1 — (—=1)* = 2 bo’ladi. Shuning
uchun umumiy yechim quyidagiga tengdir:

ga teng.

32h— 1 (2n+ Drat ~ (2n + Dnx
u(x,t) = — Z I cos l sin l
k=1

Misol 2

D={(xt):0<x<l 0<t< 4o}
sohada

0%u 0°u 51
32 a T2’ u(x,0) =0, us(x,0)=sin l x, u(0,t) =0, u(l,t) =0

aralash masalaning yechimi topilsin.

Yechish: (1) funksional gatorning koeffitsientlarini topamiz. ¢ (x) = 0, P(x) = sinST"x ekanligidan,

_0 b_ZJ‘l_Sn ,knd
a, =0, k—knaosmlxsmlxx
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bo‘ladi. Xi(x) = \/%sinanx (k =1,2,...) xos funksiyalar, (0,1) oraligda normallashgan

ortogonal funksiyalar sistemasini tashkil gilganligi uchun

kmx | nmx {0, agar k #n
sm—sm X =
1 l 1, agar, k=n

bo‘ladi. Bundan k # 5bo‘lganda b, = 0,k = 5 bo‘lganda bs = % ekanligi kelib chigadi.

Demak, masalaning izlangan yechimi

u(x,t)zsnasm i sin i

bo‘ladi.

Auditoriya topshirig’i.

2 2
D={(x1t):0<x<l 0<t< 4o} sohada bir jinsli ZTZ = g2 ZTZ tor tebranish tenglamasi uchun
quyidagi aralash masalalar yechilsin:

1L u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0)=0, u(x,0) = sinzTnx
2.u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) =x, u(x,0)= sin%x + sinz—?x

3.u(0,t) =u(l,t) =0,, ulx,0)=x, u(x,0) =1

Mustagil yechish uchun misollar.

2 2
D={(x,t):0<x<1l 0<t< +oo} sohada bir jinsli ‘;T’; = g2 272‘ tor tebranish tenglamasi uchun
quyidagi aralash masalalar yechilsin:

om
u;(x,0) =sin—x

Smx
1.u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) =sin— 5]

2l

T
2.u(0,t) =u(l,t) =0, ulx,0) =x2 u(x,0) =sin—x

21
T 37r 5
3.u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = COSZ_lx’ u:(x,0) =co 2l —x+ cosz—lx
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Issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalani Fur’e metodi bilan yechish.
ou  ,0%u "
—_—= qf—
ot 0x? M

Tenglamani  u(0,t) =0, u(l,t) =0 (2) chegaraviy shartlarni va u(x,0)=¢(x) (3)
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsin. Bu yerda boshlang’ich paytda
sterjen temperaturasi ¢ (x) funksiya orgali ifodalanadi. Butun tajriba davomida sterjen chekkalarida
nol temperatura saglanadi deb yuritiladi. (1) tenglamaning noldan fargli yechimini

ulx,t) =Xx)-T@) (4)

ko’rinishda izlaymiz. (2) chegaraviy shartida barcha t > 0 uchun X(0) - T(t) =0, X(1) - T(t) =0,
yani X(0) =X() =0 (5).AksholdaT(t) = 0bo’lib, u(x, t) = 0 shartimizga zid bo’ladi. (4) ni
(1) ga qo’yib, noma'lumlarni ajratib

1 TI B XII B A 6

a2 T X (6)
ni hosil gilamiz, ya'ni X" +AX =0 X(0)=XWA) =0 (7), T' +a?AT =0 (8)
bu oddiy differensial tenglamani umumiy yechimini topamiz

k24+A=0, k=+ivl

X(x) = AcosVaAx + BsinVax
A va B larni (5) shartdan foydalanib topamiz.
0=A-1+B-0
0 = A-cosVA1 + BsinVi1

Birinchisidan A = 0, ikkinchisidan BsinvA1 = 0 ekanligi kelib chigadi. B # 0 chunki, aks holda
X = 0 bo’lib, u = 0 bo’lib qoladi. Bu shartga zid. Shuning uchun sinvA1 = 0 bo’lishi kerak,

n

bundan, VA = Tﬂ (n = 1,2, ...) xos giymatlarini topamiz. Ularga mos keladigan xos funksiyalar

nm
X, = aninTx 9

tenglik bilan ifodalanadi. Topilgan VA ning ifodasini (8) ga qo’ysak,
27.[2

T =0

T' + a?




(9) va (10) larni (4) ga qo’yib (1) tenglamani (2) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini
hosil gilamiz
’n.ZTL'2

nerwe n
2 tsinT"x (11)

2
u,(x,t) = bpe”

bu yerda b,, = A, B,

(1) tenglama chiziqli va bir jinsli bo’Iganligi uchun yechimlarning yig’indisi ham yechim bo’ladi

O e, nm
u(x,t) = ane Tt sinTx (12)
n=1

b,, 0’zgarmasni aniqlash uchun boshlang’ich (3) shartdan foydalanamiz.

t = 0 bo’lganda,

p(x) = z bnsinnTnx (13)
n=1
bo’lib, ¢ (x) funksiyani (0; 1) intervalda Fur e gatoriga yoyilmasi mavjud deb faraz qilsak,

2 (! o nm
b, = Tf go(x)smedx (14)
0

ga teng bo’ladi.
Shunday qilib, qo’yilgan masalaning yechimi

_ nm
u(x, t) = Z be ¢ &t sin—-x (15)
n=1

ko’rinishda ekanligini anigladik. Bu yerda b,, (14) formula yordamida topiladi.

x(ll;x) boshlang’ich

2
Misol Z—I: =q? ZTZ tenglamani u(0,t) = u(l,t) = 0 chegaraviy va u(x,0) =
shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish:
2 ! nm 8
b, = & x(l — x)sinTxdx =33 494 n-— toq
0 0, agar n — juft
2
Misol: Q={(xt):0<x<[,0<t<+o} sohada g—’: = aZZTZ tenglamaning  u(x,0) =

x, agar 0 <x< L
‘ z boshlang’ich  va u(0,t) =u(l,t) =0 chrgaraviy shartlarni

l
l—x, agar ESx<l

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
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Yechish:

2 (! o nm 2( (2 o ! . nm
bnz—f p(x)sin—xdx = - f xsm—xdx+f (I — x)sin—xdx
A l A z . l

Ikkinchi integralda [ — x = y almashtirish bajarib, ba’zi hisob kitoblardan keyin, y ni x bilan
almashtirib, ushbu tenglikka ega bo’lamiz

1

2 nm
[1- (—1)"]f xsinTxdx
0

2
anT

Bo’llaklab integrallash natijasida

b =201 ] l {—1 nn+ 1 nn}
no =D ml2 2 Tty

Ga ega bo’lamiz. Topilgan b,, ni qiymatini (15) ga qo’yib, masala yechimini hosil qilamiz:

( t)_Zlil 1n( 1 nn+ 1 nn) —(n—lna)zt _mn
u(x, = [ (=D ZnCOSZ 7mzsmz e smlx

n=1

Agar,n = 2k bo’lsa, 1 — (=1)"* =0

Agar,n =2k +1bo’lsa,1 —(—1)" =2va cos = = cos (nk +E) =0, sin™= = sin (nk +E) =
2 2 2 2

(—1)* bo’lganligi uchun, yechimni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

Al (—1)k _(reken, Y, m(2k + 1)
Y - € l SiIn————mmX
n? L (2k + 1) l

u(x,t) =
Auditoriya topshirig’i
1. u(x,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = Ax;
T
2.u,(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = cos 57X
3.u,(0,t) =u,(l,t) =0, u(x,0) =C, C = const

Mustagil ishlash uchun misollar
A
1. u(0,t) =u,(,t) =0, u(x,0) = sinz—lx

2. uCx,t) =ull,t) =0, ulx,0)=x?
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3.u(0,t) = u,(l,t) =

Dirihle masalasini doira uchun Fur e metodi bilan yechish.
Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyalar garmonik funksiyalar deyiladi.

Dirihle masalasi: Oxy tekislikda markazi koordinatalar boshida bo’lgan R radiusli doira olingan
bo’lib, uning aylanasida biror f(¢) funksiya berilgan bo’lsin, bunda ¢ — qutb burchagi. Doirada va
uning chegarasida uzluksiz bo’lib, doira ichida Laplas tenglamasini

r?u e +ruy +up, =0 (1)

Qanoatlantiradigan hamda doira aylanasida berilgan u|,—g = f(@) (2) giymatni gabul giladigan
u(r, @) funksiyani topish masalasi Dirihle masalasi deyiladi.

Noldan fargli yechimni

u=F(@R@) (3)
ko’rinishda izlab, Fur’e usulidan foydalanamiz. (3) dan hosilalar olib (1) tenglamaga qo’yamiz.
O’zgartiruvchilarni ajratib quyidagi
F'(9)  7r*R"(r)+7rR'(r)

F(p) R(r)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglik 0’zgarmas songa teng bo’lgandagina o’rinli bo’ladi. Uni —k?
deb belgilaymiz.

F'(p) _rZR”(r) +7R'(r)
Flp) R(r) -

Bu tengliklardan ikkita tenglama hosil bo’ladi:
F"(@) + k*F(p) =0 (5)

?R"(r) +R'(r) = k?R(r) =0 (6)

—k* (4

Bu oddiy differensial tenglamalarning umumiy yechimlarini topamiz:
(5) ning umumiy yechimi:
A+k?2=0 A= tik
F(¢@) = Acoske + Bsinke (7)

(6) tenglamaning yechimini R(r) = r™ ko’rinishda izlaymiz. Bu yerda m ni topish kerak. ™ ni (6)
ga qo’yib quyidagini hosil qilamiz:
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?’mim—Dr"™" 2 +rmr™ 1 —k2rm =0
yoki
m?2—k?=0 m=+k

k

Hususiy yechimlar r* va r=* bo’lib, umumiy yechim

R(r)=Cr*¥+Dr % (8)
(7) va (8) ni (3) ga qo’ysak,
w, (r, @) = (Axcoske + Bysinkg)(Cir* + Dpr™%)  (9)
hosil bo’ladi.

Biz doirada uzluksiz va chekli yechimni izlaymiz. r = 0 bo’lganda (9) formulada D;, = 0 bo’lishi
kerak. Agar k =0 bo’lsa, (5) va (6) tenglamalardan F'"(¢) =0  rR"(r) + R'(r) = 0 hosil
bo’ladi. Bularni integrallab F(¢) = Ayp + B R(r) = Cy + Dylnr larni topamiz. k = 0 da (9)
bilan solishtirib By = 0, Dy = 0 ekanini topamiz. U vaqtda uy = = bo’ladi. Bu yerda =2 = 4B,
deb belgiladik. k = 1,2, ... musbat giymatlar bilan chegaralanamiz.

Yechimlar yig’indisi yana 0’z navbatida yechim bo’lganligi uchun

n
u(r,p) = Z(ancosmp + b,sinng) r™ (10)

n=1

Bu yerda a, = C,A,, b, = C,B, deb belgilash kiritdik. Endi ihtiyoriy a,, va b, larni chetki (2)
shartdan topamiz. r = R da (10) dan

n
flp) = % + Z(ancosngo + b,sinng) R™(11)

n=1
Bu tenglikdan,

1
TTR™

1 s
kbn = mf_ﬂf(t)sinntdt

a, =

fnf(t)cosntdt
o (12)

Koeffisientlarni aniglab, (10) ga qo’yamiz. Trigonometrik almashtirishlr bajarib, ushbuni hosil
gilamiz:

n

u(r,¢) = % f_ “fode+ %z f_ " F(®)cosn(t - g)dt (%) -

1 Vs had n
_ Ef_ﬂf(t) 142 (%) cosn(t — p)|dt  (13)
9

n=1
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Kvadrat gavs ichidagi ifodani soddalashtiramiz:

= r\" o ;
— in(t—) —in(t-¢)] =

1+ E (R) e +e |

n=1

0 T pi(t-p) T p-it-0)
r . n r . n e e
:1+§[_L(t—<p) + (L p-itt-0) ]:1+ R +_R =

(Re ) (Re ) 1 —Lelt9) " 1-Lemitw)

1- ()

r ~\° RZ— 2Rrcos(t — @) +1r?
1—2—cos(t —¢) + (E)

Hosil bo’lgan ifodani (13) ga qo’yamiz:

1 s RZ _ TZ
w0 =5 | FO at (14

— 2Rrcos(t — @) + 1r?
Bu formula Puasson integrali deyiladi va Dirihle masalasini doira uchun yechimini ifodalaydi.

Misol : Radiusi R ga teng bo’lgan yupga bir jinsli plastinkaning yugori yarim gismining
temperaturasi 1° ni saglaydi, quyi yarim gismida temperatura 0° ga teng bo’lsa, issiqlikning stasionar
targalish tagsimotini toping.

Yechish:
—nm<t<0 uchunf(t) =0va0 <t <m uchun f(t) = 1. Issiglikning targalishi

T RZ—T'Z

1
ol dt
u(r, o) 27'[.];) R? — 2Rrcos(t — @) + 12

Integral bilan aniglanadi. (r, ¢) nuqta yuqori yarim aylanada joylashgan bo’lsin, ya'ni 0 < ¢ < m. U
holda t — ¢ — ¢ dan m — ¢ gacha o’zgaradi va bu uzunligi m ga teng interval +m nuqtalarni 0’z

i . . t-p _ _ _1-z? _ dz .. . .
ichiga olmaydi. Shuning uchun tg—- =2, cos(t —¢) = ot dt = s almashtirish bajaraylik.
U holda
ctg?
( )_11“9? R% — 72 L R+T t_1 R
W) =4 _tg2 R=7)2+ (R+1)?-22 2ETYe ‘g(R—rZ) ¢_ narc‘gZRrsincp
2 —tg;
Yoki
R? —r?
t =——
9(um) 2Rrsing

Ifodaning 0’ng qismi manfiy, demak, 0 < ¢ < m da u% < u < 1 tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu hol

uchun yechim:
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R? —r?

tg(m —um) = 2Rrsing
yoki
uzl—larcgthz—_,rz O<op<m
8 2Rrsing
ga teng.

Agar nuqta quyi yarim aylanada joylashgan bo’lsa: m < ¢ < 2m, u hoda t—@(—¢@,m— @)
intervalda o’zgaradi. Bu interval - m nuqtani o'zichiga olib, 0 nuqgtani esa bu intervalda yotmaydi.
Shuning uchun bu yerda

. t—¢p @ )_22—1 b = 2dz
g e OSETeIE C14t2
U holda ¢ ning bu giymatlari uchun:
1 (95 R% — 2
u(r, ) = ——f dz
I e(R—=71)24+ (R +71)?- 22

—Ctgg

= —~{aretg (e to ) + areeg (v cta'g)
T TR VYR ) T IN\g 9,

Yugoridagidek almashtirish bajarib

1 R? —r?

u=-——arcgtg ————
s g gZRrsinq)

n<@<2m

Ni topamiz. Bu yerda 0’ng tomon musbat bo’lganligi uchun sing < 0dan 0 < u < %
Auditoriya topshirig’i

1. D ={(x,y): x>+ y? < R?}} doirada ushbu Au(x,y) =0, ul, = g(x,y) Dirixlening ichki
masalasini yeching, bu yerda

o={(xy):x*+y2=R? g(x,y) =x?—2y?
2. u(x,y) = e”¥sinx funksiya uy, + uy, = 0 tenglamaning 0 < x <1, 0 <y < 1 kvadratda
u(0,y) =0, u(1,y) = e Vsinlu(x, 0) = sinx, u(x, 1) = e~ sinx shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi ekanini isbot giling.

3. ul,=1 =0, ul|,—, = y chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi 1 < r < 2 halganing ichki nugtalari
uchun Laplas tenglamasining yechimini toping.

Mustagil yechish uchun misollar
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1) Markazi koordinatalar boshida radiusi a ga teng bo‘lgan doira tashqarisida Laplas
tenglamasiningu|,-, = f(¢) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi, ya’ni Dirixle tashqi masalasi
yechimini toping, bunda
1. ul,—, = Asing
2. Ulpeq = Tsin%

Asing, 0<¢<Tm
3 ulr=q {éAsin%o, T<@<2m

bu yerda A, T —berilgan o‘zgarmas sonlar.

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar.
Asosiy elementar funksiyalar.
Aytaylik D- C kompleks tekislikning to’plam qismi bo’lsin. D sohada aniglangan f(z) kompleks

funksiya deb, Vz € D uchun wning f (z)kompleks sonni mos keltiruvchi akslantirish tushuniladi.
Agar z = x + iy, w = u+ iv bo’lsa, uholda f(z)ni

f(2) = ulxy) +iv(x,y)

Kabi ifodalash mumkin, bu yerda u(x,y) = Re f(z) - yani f(z) funksiyaning haqiqgiy gismi,
w(x,y) = Im(z)- f(z) funksiyaning mavhum gismi.

Kompleks o’zgaruvchili ba’zi bir funksiyalarni keltiraylik:

e? = cosz + isinz, Z € R (Eyler funksiyasi)
. eiz _ e—iz eiz + e—iz
simz=——(/—, 0Sz=—"—_-""
2 2
N e?—e? " e?+e’?
shz =————, chz=——F7—
2 2

Inz = In|z| + iargz argz € (—m, )
Inz = In|z| + iargz = In|z| + iargz + i2nk = Inz + i2nk,k € Z

Inz ko’p ma’noli funksiya, unda Vz # 0son uchun {lnz} to’plamdan mos ravishda cheksiz ko’p
giymat mos keladi.

Auditoriya topshirig’i
1.1.
f(2) =u(xy) +iv(x,y), z = x + iybo’lsa, funksiya uchun haqiqiy va mavhum qismlarni ajrating.
a)f (2) = z* b)f(z) = e”
0 f(2) =3 d)f (2) = sinz

yechish:
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a)z? = (x + iy)? = x? + 2xiy + (iy)? = (x2 — y?) + i2xy

u(x,y) =x*—y? wv(xy) =2xy

1 1 x + iy x + iy x Yy .
b)-==——== P - — = > =3 7 Tl 7 yani
Z (x+wy) @-iy) @-iy)(x+iy x*+y? x2+y x*+y
—_x __ Y
uny) = o YY) = ans
) e? = et = e¥ . eW = e¥(cosy + isiny) = e¥cosy + ie*siny,  ya'ni u(x,y)
= e*cosy, v(x,y) = e*siny
e —e72 1 o
i —_ "~ (pilx+iy) _ p-ilx+iy)
sinz > > (e e )

=5 (e‘y(cosx + isinx) — ey(cos(—x) + isin(—x)))

i eV —e’ eV +e
=3 (cosx(e™ —e”) + isinx(e™ + e¥)) = icosxT + sinx >

= sinxchy + icosxshy ,

u(x,y) == sinxch,v(x,y) = cosxshy

Mustaqil yechish uchun misollar
Berilgan funksiyalar uchun hagigiy va mavhum gismlarni ajrating
12.z
13.iz
1.4. (2)?
15. z2 —-2z+i
1.6. z3
1.7 Rez + ilmz

18z+ 27

1.9 X

z—1

1
1.10. ~
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Funktsiyaning differentsiallanuvchanligi.
Koshi- riman shartlari.

f (z) funksiyaning z, nuqtadagi hosilasi deb, quyidagi limitga aytiladi:

I f(zo + Az) — f(2))
im

Az—0 Az

= f'(20)

Teorema f(z) = u(x,y) + iv(x,y) funksiya z, = x, + iy, nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi
uchun quyidagi shart bajarilashi yetarli:

1) ou(xy) du(xy) dv(xy) du(xy)
ox ' oy ' ox ’ ox

Xususiy hosilalar z, = x, + iy, nuqta atrofida mavjud va uzluksiz bo’lishi kerak;

2) z, = xy + iy, nugtada Koshi —Riman shartlari bajarilishi kerak:

du(x,y) 0v(x,y) du(x,y)  0v(x,y)
ox  dy ' dy ox

Hosila quyidagi teng kuchli formulalar orqali topiladi:

,()_6u+_6v_6v Ou  Odu ,6u_6v+,6v
@ =t = oy " ax Yoy oy lax

Auditoriya topshirig’i
Misoll

e“funksiyaning xosila mavjud bo’lgan nuqtalarini toping.
Yechish:

Ma’lumki e? = e*cosy + ie*siny

Yaniu(x,y) = e*cosy, v(x,y) = e*siny

Xususiy hosilalarni topamiz va ularni Koshi-Riman shartlarini bajarilishini tekshiramiz
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ou 0 ov 0

% x (e*cosy) = e*cosy, 3y = 3y (e*siny) = e*cosy
au_a(x ) = —e*si av_a(x,)_x_
3y = 3y e*cosy) = —e*siny, - =-—(e"siny) = esiny

Ya’ni Koshi-Riman shartlari barcha nugtalar uchun bajariladi, shu hosilani topamiz:

ou v
f'(2) = 5=+ io— = e¥cosy + ie*siny = e*(cosy + isiny) = e”
2-misol
zfunksiya hosilasini toping

Yechish: Z=x—-iy u=x, v=-y

Ko’rinib turibdiki,

Ya’ni Koshi-Riman shartlari hech gaysi nugtalar uchun bajarilmadi, demak hosila mavjud emas.
3-misol

ifunksiya hosilasini toping.

Yechish:
_1_ 1 x-iy
f(Z) Tz x+iy  x24y?
s —_x =2
Ya’niu(x,y) = iyl v(x,y) X2ty2

au_a( x >_ y? — x?
dx  dx\x2+y2)  (x%+y?)?
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av_a( —y )_ y? — x?
dy  ox\x2+y2)  (x%+ y2)?

du(x,y) dv(x,y)

ox dy
du 0 ( b )_ —2xy
dy 0y \x2+y?)  (x%+y?)?
v 0 ( -y >_ 2xy
dx  Ox \x2+y2) (x2+y?)?2

du(x,y)  0v(x,y)
dy 0x

Bundan berilgan funksiya ihtiyoriy nuqtada differensiallanuvchi ekanligini ko’rsatadi.

Hosilani topaylik:

ou ov  y?—x? o 2xy 1 1
fl@)=—+i—= +i = - =—=
ox dx (x?+y?)?2 (x?+y?)? (x? + y?)? z2

') = ,<1> 1

@ =7 z] z2

Mustagil yechish uchun misollar.

Berilgan funksiyalar uchun hosila mavjud bo’lgan nuqtalarni ko’rsating va bu nuqtalarda hosilani

toping.
1.f(2) =iz

2.f(Z)=iz2—-3z+1

3.f(2) = z6

4. f(2) = In(z?)
5.f(2)=z+2i
6. f(Z) = zRez
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7.f(2) ==
8. f(Z) = sinz

Kompleks o’zgaruvchili funktsiyaning integrali va uning xossalari.

Kompleks o’zgaruvchili funktsiyaning integrali deb quyidagi limitga aytiladi:

[ f(z)dz

Kabi belgilanadi . Demak

[ f(z)dz =lim Zn: f(c Xz, —z.,)Q)

A—0
¥ k=1

ff@w=fwmw+wmwww+m=fwmw+w@wmuﬂw>
l l l

=jmmww—wmww+qwmww+mew
l l

Teorema

1. Shunday f(z) uchun F(z) boshlangich funksiya mavjudki, unda Nyuton-Leybnits

formulasi o’rinli

| 1@z =F ) - )
l

Ya’ni, bu integral L chizigning berilishiga emas, balki boshlang’ich va quyi nuqtalarning
joylashuviga bog’liq.

2. Agar L- yopiq bo’lsa u holda Koshi teoremasi o’rinli va

?g f(z)dz=10
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3. Agar z, nuqta L egri chiziqning ichida bo’lsa, Koshi integral formulasi o’rinli

fzg) = —§ L9 4

2mi ) z — ZO
L

va

f(2) ~
anf (z—2z )n+1 n=12..

(egri chiziq bo’ylab soat strelkasiga teskari yo’nalishda o’tilgan).

Auditoriya topshirig’i

1-Misol. Quyidagi integralni hisoblang

J = j Imzdz,

l

Bu yerda L chiziq

a) 0nugtadan 1 + 2inuqtagacha bo’lgan to’g’ri chiziq.
b) 0 nugtadan 1 + 2inuqtagacha bo’lgan y = 2x? parabola yoyi

Yechish:
a)L- y = 2x to’g’ri chiziq kesmasi va Imz = y bo’lganligini e’tiborga olsak, u holda

1 1 1 1

J = j yd(x +iy) = j 2xd(x + i2x) = JZx(dx +i2dx) = f 2xdx + J 2x2idx
1 0 0 0

0
1

=1+2i

2
X
= (2 +4i) =
(+l)2

b)L uchu quyidagiga egamiz:
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y = 2x?

1

J= J. yd(x + iy) = f 2x%d(x + i2x?%) = f
0

l 0
1

_2X3
30

2—Mlisol.

1= [

I =—-27TIm( Z res(e”™ R(z))) =

z=z;

(- I)COSSxd xisoblansin.

x—x+

Imz, >0
z—1
R(z)=———
@) z?—2z+5
22 —=2z45=0

bunda, z,, =1+2i
z, =1+2i,lmz, =2>0
z,=1-2i,Imz, =-2<0

Siz
-1
=27 Im( res # res
z=142i g7 — Dz 4+ 5§ z=142i (
— e ’sin5
3-Misol.

I = j _ dxxisoblansin.

x+a

1

22 +a’

R(z)=

J.eiZR(z)dz - 0
TR

+R

+ 8i -

e (z-1) e (z-1)
2z —2z+5) n

1 1 1
2x?(dx +i2d(x?)) = fozdx + 6i f x3dx
0 0

411

2+2'
==+2i
o 3

4

-10
, :e—Im(COSS+iSin5):
2z-2 1+2i

IeixR(x)dx + je"ZR(z)dz = 27ires(e” R(z))

-R YR
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+o0

J.eiZR(x)dx =27m r:es(eizR(z))

COS X 1% cosx e” e
= =— =—(2x)Im(res =—rIm =
'[x +a’ 2'[Ox +a’ ( ) (Zalx2+a2) (2ai)
:—ﬂIm(—ie )= e 1

2a 2a 2ae”

eiz eiz e—u
res| ——— =
2= al{(z +a’) } . {221_m 2ai

Mustagil yechish uchun misollar.

1.
] = j- Imzdz,
1
By yerda:
a) z;=2 nugtadan z, = 3 nuqtagacha bo’lgan to’g’ri chiziq kesmasi.
b) 0 nugtadan 1 + inuqtagacha bo’lgan to’g’ri chiziq kesmasi
¢) 0nugtadan 1 + inuqtagacha bo’lgan y = x2 parabola yoyi
2.
J = f (z + 2)dz,
1
By yerda:
a) z;=0nugtadan z, = —1 + i nuqtagacha bo’lgan to’g’ri chiziq kesmasi.
b) 0 nugtadan —1 + inugtagacha bo’lgan y = x? parabola yoyi
3.
1= [ 1ziaz,
1
By yerda:
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a) |z| =1 aylananing z; = 1 nugtadan z, = —1 nuqtagacha bo’lgan qismi.
b) 1 nugtadan —1 nuqtagacha bo’lgan to’g’ri chiziq kesmasi
c) O nugtadan 2 — 2i nuqtagacha bo’lgan to’g’ri chiziq kesmasi

4,

Bu yerda L chiziq |z| = 2 aylananing z; = 2 nugtadan z, = 2e*™ nuqtagacha bo’lgan qismi

Loran gatori

Loran gatori deb, quyidagi gatorga aytiladi:

+ 00
C_k C_1
ch(z—z)" =t —agt o ——+ ot c1(z2—2p) + - cp(z— )™ + -
> ealz=2) ot ez 2) + ez — )
n=-—oo

Loran qatori 2ta qator yig’indisidan iborat:

-1

n_ C_k C_1
Cn(Z_ZO) _...+(Z_Z0)k+...Z_ZO

n=—oo
va
+00
Z cn(z—z))"=cotci(z—2p) + - cp(z—2z)" + -+
n=0
Teorema

Agar f(z) funksiya 0 < r < |z — z,|<R xalgada aniglangan bo’lsa, uni yaginlashuvchi Loran gatori
ko’rinishida berish mumkin,

+ o0

f@ = eaz—zo)"

n=-—oo

Shu bilan birga koeffisiyentlar quyidagi ko’rinishga ega

—1 —f(Z)dZ R 0,+1,+2
C, = , Tr<p<Rn=0,=x1,x2..
" 2mi (z — zy)n*1 p
lz—zo|<p

Mustagil yechish uchun misollar
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Funksiyalarni Loran gatoriga yoying va asosiy va to’g’ri qismlarini ajrating, yaqinlashish sohasini aniglang.

1.; cosz
)z =0
b) zg =
2. %sinz
a)zo =0
b) zg =
3. eﬁ
a)zp =0
b) zg =
4.sin(2 + z)
a)zo =0
b) zy =
3+2i
(z+i)2
a)zo =0
b) zy =
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