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О Б И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И И  У РА В Н Е Н И Я  К О Р Т Е В Е Г А -Д Е  Ф Р И ЗА  В 
К Л А С С Е  ББ1С Т РО У ББ1В А Ю Щ И Х  К О М П Л Е К С Н О ЗН А Ч Н Б1Х  Ф У Н К Ц И Й

Аннотация.. Метол обратной задачи рассеяния применяется к интегрированию уравнения 
Кортевега-де Фриза с самосогласованным источником в классе комплекснозначных быст- 
роубывающих функций.

Ключевые слова: уравнение Кортевега—де Фриза, оператор Щтурма-Лиувилля, решения Пос­
та, обратная задача теории рассеяния, интегральное уравнение Гельфанда-Левитана-Мар- 
ченко.

УДК: 517.956
Введение. В работе рассматривается система нелинейных уравнений вида

Qt 6QQX НЬ Qxxx
N  m  .j — 1 

3=1 i=o
ГПп — 1

д_
дх {Ф'зФ ( 1 )

/Л/ )<:/j =  Щф) +  1 ф 1 (Im kj > 0 ), l =  0, m.j -  1, j  =  1, N, (2)
где

L(t) := -  'У  + q(x, t), x G R, t > 0, Cln =

Функции ф̂  =  ф1/X ,  t) при каждом неотрицательном t принадлежат пространству квад­
ратично суммируемых функций L2(R), а ф® = фj (х, t ) — собственная функция оператора 
L(t), соответствующая собственному значению Xj(t) =  Щ/ ) (Imkj > 0) кратности m.j/), 
l =  0, m.j — 1, j  =  1, N.

Система уравнений (1), (2) рассматривается при начальном условии

q(x,0) = q0(x), х £ К, (3)

где начальная функция qо (ж) является комплекснозначной и обладает следующими свой­
ствами:

1) ДЯя некоторого > 0

/
ОО

\qo{x)\e£̂ dx  < оо; (4)
-ОО

2) несамосопряженный оператор L(0) имеет ровно N  комплексных собственных значений 
Ai(0), Аг(0), . . . ,  Ajv(0) с кратностями тфО), тДО),. . .  , соответственно, и не имеет
спектральных особенностей.
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Предполагается, что

1 Г* 
(m,j -  1 -  l)\J_c

i’T  1( x , t ) 4 ? i 1 ' ( x . l h l x  A', , ,{/). l = 0, m.j — 1, j  = l , N . (5)

Здесь A', , ,(/) — изначально заданные непрерывные функции.
Требуется найти комплекснозначную функцию д(ж, t), которая обладает достаточной 

гладкостью и достаточно быстро стремится к своим пределам при х -э ±оо, в том чис­
ле

dj q(x,I) 
dxi < сю, 3 0, 1, 2, 3. ( 6)

В данной работе получено представление для решения q(x,t) задачи Коши (1)-(6) в рам­
ках метода обратной задачи рассеяния для несамосопряженного оператора L(t), t > 0.

Метод обратной задачи рассеяния ведет свое начало с работы К. Гарднера, И. Грина, 
М. К рус кал а и Г. Миура [1]. Им удалось найти глобальное решение задачи Коши для урав­
нения Кортевега—де Фриза (КдФ) сведением ее к обратной задаче рассеяния для самосо­
пряженного оператора Штурма-Лиувилля. Эта обратная задача рассеяния впервые была 
решена в работе Л.Д. Фаддеева [2], затем в работах В.А. Марченко ([3], с. 264), Б.М, Леви­
тана ([4], с. 30) и др.

В [5] П. Лаке показал универсальность метода обратной задачи рассеяния и обобщил 
уравнение КдФ, введя понятие высшего уравнения КдФ.

В.К. Мельников [6] показал, что уравнение КдФ с самосогласованным источником мо­
жет быть решено с помощью метода обратной задачи рассеяния Для самосопряженного 
оператора Штурма—Лиувилля.

Отметим, что в нашей задаче оператор L(t) является несамосопряженным, так как потен­
циал q{x,t) — комплекснозначная функция. В работах [7], [8] В.А. Блащаком была решена 
обратная задача рассеяния для несамосопряженного оператора L(0) с комплекснозначным 
потенциалом на всей прямой. Хорошо известно, что несамосопряженный оператор L(t) мо­
жет иметь спектральные особенности [9], которые лежат на непрерывном спектре. Пред­
полагаем, что оператор L(t) не имеет спектральных особенностей. Кроме того, при выпол­
нении вышеуказанных условий оператор L(t) имеет конечное число кратных комплексных 
собственных значений.

Известно, что данные рассеяния несамосопряженного оператора L(t) состоят из коэффи­
циента отражения| собственных значений и цепочек нормировочных чисел. Как нам извест­
но, в цитируемых выше работах не найдена динамика изменения по t эволюции цепочки 
нормировочных чисел, возникающих в случае присутствия присоединенных функций неса­
мосопряженного оператора L(t).

Основным результатом данной работы является нахождение уравнения динамики по вре­
мени t данных рассеяния несамосопряженного оператора L(t) с потенциалом, являющимся 
решением уравнения КдФ в классе быстроубывающих комплекснозначных функций. При 
этом будем использовать методы и обозначения работ [7], [8].

1. Необходимые сведения. Рассмотрим уравнение

Ц0)у  := - у ” +  q0{x)y =  к2у, х G М, (7)

где потенциал qo{x) предполагается комплекснозначным и удовлетворяем условию (4). В 
этом разделе будут приведены необходимые для дальнейшего изложения сведения, касаю­
щиеся прямой и обратной задачи рассеяния для уравнения (7). Определим решения Поста
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уравнения (7):

/±(ж, к) =  еzkikx
r*zboo

К±{х, y)e±ikydy. (8)

Эти решения при выполнении условии (4) существуют, единственнв1 и голоморфнв1 по к в 
полуплоскости Imfc > — Кроме того, ядра К±(х, у) связаны с потенциалом qo{x):

d,K±(x, х)
q0{x) =  4=2-

dx (9)

Отметим также, что пары функций {f±{x,k), f± {x ,—k)} образуют в полосе |Imfc| < 
фундаменталвнвю системв1 решений, вронскианы которых равны

W {/±(ж, к), /±(ж, - к ) }  =  Т-2/7,'.
Запишем вронскианы

w(k) := f- (x,  k)f'+ (x, к) -  f'_(x, k)f+(x, к), 

v(k) := f+(x, -k)f'_(x, к) -  f-(x,  k)f'+ (x, -к).
Функция w(k) аналитически продолжается в полуплоскости Imfc > — |  и обладает асимп­
тотикой

1Г\к) =  2 %Ц
1 + 0 [ ъ w оо, (Ю)

равномерно в каждой полуплоскости Imfc > г), г) > — Из асимптотики (10) и аналитично­
сти w(k) следует, что в полуплоскости Imfc > 0 функция w(k) имеет конечное число нулей 
(в общем случае кратных). Требование отсутствия спектральных особенностей оператора 
L(0) означает отсутствие действительных нулей у функции w(k), т. е. w(k) ф 0, к £ R. 
Пусть невещественные нули w(k) есть к\?к-2 , . . . ,  к^ (Im kj > 0, j  =  1, тогда Aj =  Щ, 
j  =  1, N, — собственные значения оператора L(0). Кратность корня kj уравнения w(k) =  0 
обозначим через nij, j  =  1, N.

В отличие от w(k) функция v(k) задана только в полосе |Imfc| < Функции w(k) и v(k) 
в полосе |Imfc| < |  удовлетворяют равенству

w(k)w(—k) — v(k)v(—k) =  4 к2.
Кроме того, в полосе |Imfc| < |  справедливо равенство

/-(ж, к) =  ^ / + ( ж ,  Л) +  ф=^/+(ж, ~ к )•

Существуют так называемые нормировочные цепочки чисел

( П )

(12)

п
такие, что имеют место соотношения

s

\1- • • • , Xm — 1} И {Ф, ф .......Иф ,}• j  =  1, N,

1
si dk

f - ( x ,k )
k=kj

l
si 4т) / - ( ж, V x))  = Y l e?s -v

dX' '  A=C v=0

E x
v = 0 

s

js—v
d,

dk,

dN v
dX

f+{x,k) 

f +(x, л/Л)

k=kj

к=Щ
(13)

s =  0 , m j - l ,  j  =  l , N ,
при этом ф 0, 6J0 Ф 0.

tO|O
l
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Цепочки нормировочных чисел { \ /,. \ [ . . . . ,  \'ш ,} и {в30, в{, . . . ,  j  =  1, N, связаны
между собой с помощвю рекуррентных соотношений.

Обозначим через f(x,k)  решение уравнения (7), обладающее асимптотикой f(x,k) =  
е ~ г к х  _|_ П р И  х и голоморфное по к в области |fc| > |fco|,  Imfc > 0 (где ко выбрано
так, что ко < min{Imfci,Imfc2, • • • ,Inifcy})- Существование такого решения показано в ра­
боте М.А. Наймарка ([10], с. 447). Функции {[.  (х. к}, f ix.  к )} образуют фундаментальную 
систему решений уравнения (7).

Введем обозначение U(k) := W {/(ж, к), f~{x, к)}. Легко показать, что

f - (x ,k) =  ^ - f + {x ,k ) +

, =  1_ ( d _ V  ЩЩ 
Xs s\ V dk J 2 ik ei =  ± ( - t

k=kn
U(k)

s\ \ d \ J  2is/\
s =  0, m.j — 1 , j  =  1 , N.

A=A,

Известно [7], [8], что ядро K + (x,y) оператора преобразования (8) удовлетворяет инте­
гральному уравнению Гельфанда—Левитана—Марченко

где

РОС
К+(х,у) + F +{x + у )  +  / K+(x,s)F+(s +  y)ds =  0, х < у ,

J X

1 dv (2k  [k kj)’"
F+w  = у  L

TV Ffij — 1
S(fc)eiA'-r d f c 4 ^  J ]  a:

j=% ^=o w(k)
'3 ) " îkx

(14)

(15)

5(fc):= v(k) 
w(k) ’

при этом потенциал go (ж) находится по формуле (9).

О пределение 1. Набор

{S(k), \ г  \ / , . . . . ,  \ф ,. j  =  1, IV} или {S(fc), Ay, 6>g, . . . ,  e3mj_v  j  =  1, IV} 

называется данными рассеяния для оператора L(0).

Нахождение комплекснозначного потенциала qo(x) по данным рассеяния называют об­
ратной задачей.

В дальнейшем часто будем пользоваться результатами следующих утверждений.

Л ем м а 1. Если функции у(х,()  и z(x,rj) являются решениями уравнений Ly =  ( 2у и 
Lz = rfz, то справедливо равенство

- ^ W { y , z }  =  (С2 -  r]2)yz.

Л ем м а 2. Пусть функции /_ , ф1., I =  0,1, . . . ,  ту — 1, яв.пяются решениями уравнений 

Lf_  =  А/_, Щ  =  Aj(\}j ф I =  0,1,..., my — 1, А = к2.

Тогда
d
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Следствие 1. При выполнении условий леммв1 2 и Л /  Aj имеют место равенства

_1_______ П d
(А — Лj ) r+l (I — г)! dxг—О

bj f ~ =  Ъ
1 (ту — 1 — 1)1 d

(16)

W { f - J ГПп—1—l — r
}•

ф) 1 f - ] {х, kj ) =  J  4  / 4  1}(x,kj) -  J — W { f ^ ](x, kj ), 4  (ж> kj )}, 1 =  1, my -  1. (17)

(Л — \ j ) mi~r (m.j — 1 — l — r)! dx 

Дифференцируя (16) n раз по Л, и полагая Л =  Лj, получим 

Следствие 2. Справедливо
1 d„ Ч '  '1т к .• 1 =  —10‘. t 4 ' I t  А- .• 1 —

Непосредственной проверкой доказывается

Л ем м а 3. Если фj — собственная функция оператора L{0) с потенциалом qo{x), соот­
ветствующая собственному значению Щ, то

/ оо /»оо
до{х)ф)ф^бх =  0, / q'0 (х)ф?бх =  0.

-оо J —оо

2. Эволю ция данны х рассеяния. Рассмотрим уравнение КдФ с правой частью
qt -  6qqx +  f e z  =  G(x, t),

где
N  nij — 1

j i г=о
Для уравнения (18) пару .Дакса [11] ищем в виде

—Фтт +  (q — А)Ф =  0,

Ф* =  (~qx ф 4?’А\/А)Ф ф (2q +  4Л)Ф_Т ф F(x,t).
Используя тождество Фxxt =  на основании равенств (18)—(21) получим

~FXX ф {q(x, t) -  X)F = -G .

Положив Ф(жД) =  f~(x, л/Л; i), ищем решение уравнения (22) в виде

F = B(x)f-(x,  v Л: t ) +  C(x)f-(x,  —л/Л; 1).
Тогда для определения Л(ж) и С(ж) получим систему

B'(x)f-(x,  л/АД)ф  C'(x)f-(x, — л/АД) =  0,

B'(x)f'_(x, VA; 1) Ф C/(x)f/_(x) \ A: 1) =  Gf-(x,  л/Л; t),
решение которой имеет вид

1 /*Ж 1 /*Ж
Б(ж) = ----— / f- (s,  —\/rX]t)Gds, C(x) =  /  f^_(s,'/\;t)Gds.

C2i%\\J—00 ^iyXj—OO
Следовательно, в этом случае второе уравнение пары Лакса запишется как 

Л ;  4  =  +  « Л ) / _ (1| Д ;  () +  (2, +  4А)-9 / - (а-’ В

(18)

(19)

( 20 ) 

( 21)

(22)

91 9ж
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-  Lа Д  j> / 1  f ~{s' (»■ ~ *)СФ + J- < ' j) / 1  / - <*’ 1231

Переходя в равенстве (23) к пределу при ж —>■ оо, в силу (11), (12) и асимптотики решения 
Поста выводим

' У  v~ - - -  J  f- (x,  л/А; 1 )/-(ж, -  л/Л; 1)С(ж, 1)(1ж-

-  ; ~ ~ — j  / - {х, \ А: /И"/(ж. /)»/ж. (24)

^  ^ ^  =  8?'Лл/Лг?(л/Л; 1) — 1  ̂ f  /_(ж, л/Л;!) /_ (ж, —л/Л; t)G(x, t)dx-
2^д/A J—оо

гг(~\/А; 1)
2/\ Л ,

/ '  (ж. \ Л: / К Аж. I )(1х. (25)

Умножая (25) на гг и вычитая из него (24), умноженное на 1, согласно (15) имеем

^ —  = 8iX'/\s('/\;t)---/ /~(х, '/\;t)G(x,t)dx.
dt w(V\;t)J-оо

Л ем м а 4. Справедливы тождества
ГОС
/ G(x,t)f-{x, V\’,t)dx = О,

/
ОО __   ̂

С(ж,!)/_ (ж, л/А; !) /_ (ж, — УА; t)dx =  О,
-ОО

гАе функция G(x, t) определена равенством (19).

Доказательство. Действительно, используя выражение (19), имеем

/•оо /-оо У "В ~1 О
/  G j b x . \  X:l)(lx 2 /  ^  ^  С11г._1— (ф]ф"у ) f -d x  =

J — ОС J —ОС ■ 1 7 п

(26)

1=1 1=о
JV mj — 1

Е Е У-.i=i г=о
/7 /»2 ^  / ГПп — 1—1 .
С -т *,‘ +

+ ф р - ' - Ц Д ф р - ' - 'ф ^ -  /_
J <9ж J

JV m j — 1
<9ж‘

dx =

/ ОО /  iV ■? \(Е Е ,>у/ и-{/ .о; 1 ;j . о; 1 7 и-</ ,$}]W
-оо V - 1 п /■ 1=1  1=0

Согласно (16) получим

7V ш j — 1
G /lcte =

Л dЕ Е CA-iE (7_Г)!(Л- АДг+Ыж̂ -̂’̂  Г̂ +
1=1 /=о ■ г=0
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m j —1—l

+ Е (Щ I- /)!
(Щ -  1 - 1 - г ) \ ( Х -  A j)r+1

„ОО W  « у - 1  « В - 1- /

Е Е ^ н  Е w„
1j=1 /=0 r=0 V J

dx

(Щ - 1 - 1 ) 1

dx =

d
(m,j — 1 — l — r)!(A — Aj)r+1 dx

x ( lГ j /  .о'-) )1Г {/ . o j  1 * Г}с/ж =  0.

Аналогично доказывается равенство (26).

Согласно лемме 4 и (24) имеем ггДл/АД) =  0. СлДдователвно,

dXjit)
dt 0,

□

(27)

t) =  8iA\/A5(\/A, t). (28)
Теперв перейдем к нахождению эволюции нормировочной цепочки {0q , О™,. . . ,  i},

соответствующей комплексному собственному значению Хп, п =  1 ,N.  Для этого перепишем 
равенство (23) в виде

9 f - (x’ Л ;  7  =  +  « А  Л ) / _ ( . т ,  V A ;  ( )  +  ( 2 ,  +  Л ;  «т дх

2i\/X

— /_(ж, л/А; t) f  f- (s,  л/А; t)G(s, t)ds

f  (x . \X:l )  f  f_(s, ' /X] t ) f - (s , - ' /X] t )G(s , t )ds -
J  — OO

*7 — OO

TV — i

=  ( - fc -t 4(AVA)/_ +  (2(/ + 4Л) 4 Д % Г М  +

+ /  E E  c ‘ E _' — ~ 1 A d , C 1' 1-'} )
i=i г=о r = 0

( щ  -  i - i - r ) \ { x - x j ) r+l

dx

ds-(f>lj =

= (-Qx + HXVX)f-(x, V \; t )  +  (2q Д-4А)^  ^  ^  +©ж
TV "A j — 1

+ $ /  £  S  С1т._гф^  1 */-(«> \/X]t)ds. (29)
J — OO ■ 1 7 n’./=1 /=0

Дифференцируя (29) mn — 1 раз по А, полагая A =  А,г и учитывая асимптотику решения 
Иоста при ж -э +оо, получим

Л И ) = 4-г х Ь - ^ Ч х ,  л/ K G )  +  _ 1А,1/1т " - 2)(ж, v /A ^ )  +

+ v , l  А , Г "  ( ж. чХ 7 :0 -  V ; ; ,  А , / ' "  1 (ж.У а а +
т , ,  - 1

+ 3 £  с,т , ,  - 1"
(-1 Г  ( 2 г - 5 ) ! , - у

г=4
9

2г+! (г _  з)! А,г 2 / Г ’(ж, \ / \ n]t) +

+ ^X„jjj.f 1}(ж, \'% д /) +  4 •!///„ -  1 ) ^ / - т " 2)(ж> Д+
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т,г - 1

1=0

Используя формулы (17) можно показать, что

m„ 1 рх
Е c L - i  / s f x ^ ) d t 4 n =
1 n J — ОО

" ЬГ1 J- г-ОС ____+ Е cJfc-t/ y/j -̂,t)dx-<f>ln. (30)
7 п  J — ОО

1=0
т,г -1 т,г -1Е Clmn-1 ФпП Vim" 1 l){ x , \ fK l--,t)ds-4>ln +  Е Ql(x)4>ln,

J—ОО/=0 1=0

гДе Ql(x)  — линейная комбинация выражений вида W {0n,/-^}> г — q = I, и поэтому 
lim Qi(x) = 0. Согласно определению функций и /1 , /1 , д =  0,1,2, . . .  , т п — 1, суще**

ствуют числа do,di, . . . ,  dmn- 1 такие, что ф1п = Cfdi-Sf t ,  I =  0 , 1 , 2 , ,  тп — 1. Поэтому
s = о

m,, - 1 т п - 1°п -L /»оо ___ ""n J- /»ооЕ < 7 - 1  / 4Cn~1~lf - ln~1)(x,\/ \^]t)dx-(ti: =  Е C'mn-l /
7 /Л J — ОО „ Г» J — ОО1=О 17 s=0
Таким образом, равенство (30) можно переписать в виде

С У ; о
91

= 4-г Л, , /" '  ' V -  v/A^;i) +  ^ C l n_ r / K . f {_mn- 2)(x, V K ; t ) +

+ E „ \ j_ 1AraV im,1' 3)(^, А Ё * )  ~ V imn_4)(a:, A A ) +
Din ~ 1 ( _ l ) r ( 2 r - 5 ) ! x- ^  j(mn_1_r),0 \  л ГУГ V E  1_  _E \ 2“  f(r

^  ° mn -i 2^+1 лг _  3)! Л/г J -
r = 4 '  '  ’

(ж, v E  i) +

+ 4A„ — /1  11 ’{x, \ /Xn-,t) TЛ{тп -  1) —  /1  11 {x, \J \n-,t) =
mn -1

<9 Am,, —1)7 /Т— v , i  -.4 9  ( m „ - 2)

r,</n J- /»oo

E  Cmn~l • f - )(x ,y /K l-,t).
s = 0 9 - 0 0

Используя (13) и приравнивая коэффициенты при (ix)1 l =  тп — 1, тп — 2,..., 1, О,
найдем аналог уравнений Гарднера—Грина—Крускала—Миуры

= (8«А!  +  .4S(())«S(t),

,1(1" II \ а 1
=  (8гЛЛ +  ̂ (1 ) )^ (1 )  -f (12гЛЛ + А ^ ) ) в Ш

з 1 _ 1
- 3 ^  =  (8гЛ,1 +  А^(1))вЩ +  (12гА,! +  А?(1) ) ^ ( 1) +  (ЗгА„ 5 +  А % ( ф Ш

гшпа\  з 1
= (8гАД +AZ(t))e%(t)i  (ША,1 f  А?(1) ) ^ ( 1) +

+  ( 3 a , ; E ^ ( i ) ) ^ ( i )  +  Q a^ ! +  а ^ ) ) т о , (31)
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dOp(t)
dt

— (8 i\n  +  Aq (t) Д ( l2 i \n  ф ,Лi(t))0p_ i(t)+

T (3iXn 2 +  A%(t))0p_2(t) +  ( -An 2 +  Ai(t) }e'p_3(t) +

+ E ( 273 + Ar(t)
r = 4

2r+i r!(r — 3)! ’

P =  4, 5 , ,  m„ -  1, =  1,2, . . . ,  TV.
Таким образом, доказана

Теорема 1. Если система функций q(x, t), ф̂ (х, t), l =  0 , 1 , ,  Шj — 1, j  =  1, TV, является 
решением задачи (1)—(6), то данные рассеяния

{ S( / X, t ) , хn( t ) , e s ( t ) , n  =  MV}
оператора L(t) с потенциалом q(x, t) удовлетворяют дифференциальным уравнениям (27), 
(28) и (31).

Отметим, что в случае уравнения КдФ без источника

7/ -  О/V., +  Чггг =  0, ж е  М, I > 0, 

q(x, 0) =  qo(x), ж G М,
где началвная функция qo{x) удовлетворяет условию (4), имеет место

(32)

(33)

Теорема 2. Если комплекснозначная функция q(x,t) является решением задачи Коши 
(32), (33), то данные рассеяния {S(k, t), Xj(t), Хо (t) , Vi(^), • • •, Xm -i(^) : j  =  1 ,.iV} несамо­
сопряженного оператора L(t), t > 0, с потенциалом q(x,t) меняются no t следующим 
образом:

dS(k, t) 
dt 8ik3s(k,t) ,  dX' ^  = 0, dx^  = Ak'\::u).  

dX\ ^  = Mk*xi(t) t  2Aiklx'o(t),

d\',U)
dt SiknXuif) +  ‘24ik?2Xi(t) +  24iknXo(t),

d)$(f)
dt SiknX’pd)  +  2 1/7д \ ; :  |(/) +  2 1/M \;: 2(/) +  8iXp-3(t), 

n 1-2..........V: // 3. 1........m n -  1.

3. П рим еры  прим енения теоремы 2.

П ример 1. Рассмотрим задачу

qt ~ 677.Т +  7-т.т.т =  0, (34)

q(x, 0) =  qo(x), ж е R, (35)
8 a2e2iax

goW = (1 + е 2 ^ ) 2 > I m « > 0 -

Нетрудно найти данные рассеяния оператора L(0):

Х(0) =  k2 = a2; v (k ,0 )= 0 ,  S(k, 0) =  0, хо(0) =  1.



А.Б. ХАСАНОВ, У.А. ХОИТМ ЕТОВ

В силу теоремы 2 имеем

ЛД) =  А(0) =  a2; S(k,t) =  0, хоД) =  Хо(0)ё8 ia? t 8 ia?t

„8га.31 А а хПодставляя эти данные в формулу (15) найдем ядро F+(x,t) =  — 2me8"'" ' г... интегрального
уравнения Гельфанда—Левитана—Марченко. Далее, решая интегральное уравнение

РОС
К +(х, у  t ) -  2гае8“ 3* • е“ ('т+у) -  2iaeSiaHeiay / 1Х+(ж, s; =  О,

J X

2me8*a3V a(^+y)
получим

K + (x,y,t) =  ̂ _|_ 8̂ia3t 2̂iax
Отсюда находим решение задачи Коши (34), (35)

,  , (1 К + ( ж Д )  8 a 2 e 2i(e.T+4e3t)
q(x,t) =  -  2 +v ;

П ример 2. Рассмотрим задачу

dx (l +  g2i(a.T+4a.3t)y

Qt 6<1Ях A  Qxxx — Oj
q(x, 0) = qo(x), x еШ

X2iax 4В 2 „Пах
qo(x) =

4 {{A +  2Bx) ia +  В) е2гах -  * * е4шх + f j  {{A +  2Bx) ia -  W )  ё„бгах

(36)
(37)

(38)
(i +  2 b ( (A + 2Bx) i a - m * e4iax)Y

где Im a > 0, A = \ia{a\ \ +  Xo), В =  4a2Xi>- 
Положим

... 2 ik(k — a2) , tXfc)
r(fc) =  0, w(k) =  2 ; fci,2 =  a, Xo =  Xo, Xi = W- S{k) =  =  0.

Этим данным рассеяния соответствует единственный безотражательный комплекснознач­
ный потенциал qo{x), определяемый равенством (38). Действительно, по формуле (15) на­
ходим F+ (x) =  (А +  Вх)егах. Далее, решая интегральное уравнение (14) с ядром F+ (x)f 
находим комнлекснозначный безотражательный потенциал qo{x) =  —2К'(х,х), который 
совпадает с (38). Поэтому данные рассеяния оператора Ь(0) имеют вид

Ац2(0) =  a2, Im a > 0; S(k, 0) =  0, Хо(0) =  Xo, Xi(0) =  Хв 
В силу теоремы 2 находим данные рассеяния оператора L(t), t > 0, с потенциалом q(x,t): 

АД) =  А(0) =  a2; S(k,t) =  0, \!(/) := ХоД), XiД) :=  XiД)- 
При этом ХоД) и \ | (/) определяются из системы уравнений

Д\оД)
dt = 8ш3ХоД), Хо(0)=Хо;

ФиД)
dt =  8ia3x\(t) +  24ш3ХоД), Xi(°) =  Xi•

Решая эту систему, получим

ХоД) =  Хо(0) =  е8“ 3*, x iД) =  2 1/Х/2у,1,.;»))/ +  \ | ■!<)) Л " ' \
Подставляя эти Данные в формулу (15) найдем F+ (x,t) =  [A(t) +  БД)ж]ем‘т, где A(t) =  

la / (а \ | (I) +  хоД)), П =  4а2ХоД)- Далее, решая интегральное уравнение

К+(х, у  t) +  [A(t) А БД)(ж +  у)]ёа{-х+у) +
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К + {х, s; t)[A(t) +  B(t)(s f  y)]eia{s+y)ds 0, (39)

получим решение задачи Коши (36), (37)

„ш )  = =

4 ((A(t)+2B(t)x) ia+B(t)) Аах- Щ ^ e4iax+ ^  ((A(i)+25(i)a:) i a - W ( t )) е6“ -т 

(1 +  ^ { { A ( t )  +  2B(t)x)ia -  B(t))e2iax -  ^ ~ е Шх) 2 

П ример 3. Рассмотрим задачу

Qt ~ 6qqx A  Qxxx = 2— (ф2), Ьф = к2ф, (40)

q(x, 0) =  qo(x), х £ R, (41)

где

Qo(x)
8 а2е2шх d2

(1 +  е 2га.т)2 ’ 1,11 "  0 ' :=  “ ^ 2  +  , Ж G М, £ > 0.

Функция ф =  </>(ж, t) при каждом неотрицательном t принадлежит пространству квадра­
тично суммируемых функций L2(R). Предполагается, что

(ф(х, I) rd x  =  A(t), (42)

где A(t) — изначально заданная непрерывная функция от t. Нетрудно найти данные рас­
сеяния оператора L(0):

А(0) = к2 =  a2; v(k, 0) =  0, S(k, 0) =  0, 0q(O) =  Хо(0) =  1.

В силу теоремы 1 имеем

A(t) =  А(0) =  а2; S(k,t) =  0, e0(t) =  B{t)eSiaH, B(t) =  et i A{-T)dT.

Подставляя эти данные в формулу (15) найдем Рф(ж, t) =  C(t)ewx, где C(t) = 2ia Г>(1,)< v "'!,. 
Решая интегральное уравнение (39), получим

K+{x,y,t)  =  -
C(t)e ia {x+ y)

1 - C{t)  ‘2i,ax 
2m

Отсюда находим решение задачи (40)-(42)

q(x,t) К+(х, х ; t )
8а2ехр <Ĵ 2 iax +  8 ia3t +  f  A(r)dr 1

^1 ф ехр | 2iax + 8ia3t +  f  H ( r ) d r j
•)*

Ф2(х,г)
A(t)C(t)e2iax

{1 _ Ш еш.х)2-
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