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Kirish
M avzuning dolzarbligi. Biror fizik jarayonni tavsiflovchi differensial 

tenglama parametrlarga (jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza fizik 

kattaliklar) bog’liq bo’ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real masalalarda aniq 

o’lchamini hisoblashning imkoni yo’q, odatda taqribiy hisoblanadi. M a’lum 

jarayonni tavsiflovchi differensial tenglamani keltirib chiqarish jarayonida ham 

xatolikka yo’l qo’yiladi. Shu maqsadda differensial tenglama real jarayonni 

tavsiflashi uchun, uning yechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog’liq bo’lishi 

kerak, ya’ni parametrlarning kichik o’zgarishiga differensial tenglamaning yechimi 

ham mos ravishda kichik o’zgarishi lozim.

Mazkur bitiruv malakaviy ishida avvalo, hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli 

oddiy differensial tenglamaga qo’yilgan Koshi masalasining korrektligi ko’rsatilgan. 

So’ngra u masala yechimining parametrga va boshlang’ich shartga nisbatan silliqligi 

o’rganilgan. Bundan keyin kichik parametrli birinchi tartibli differinsial tenglamaga 

qo’yilgan Koshi masalasini yechish usullari bayon qilingan. Shu bilan bir qatorda 

kichik parametrli Shturm -  Liuvill chegaraviy masalasi ham o’rganilgan bo’lib, 

yuqorida zikir etilgan masalalarga doir misollar ham keltirilgan.

Ishning maqsad va vazifalari. Mazkur bitiruv malakaviy ishida oddiy 

differinsial tenglamalarga qo’yilgan Koshi va chegaraviy masalalarni yechishda 

kichik parametrlar usulidan foydalaniladi. Bu usulning afzalliklari bir nechta 

misollarni yechish jarayonida namoyon qilinadi.

Ishning predm eti va obyekti. Bitiruv maakaviy ishida “Oddiy differinsial 

tenglamalar” va “Matematik analiz” fanlari predmetlaridan foydalanildi.

Ishning ilmiy ahamiyati. Mazkur bitiruv malakaviy ishida bayon qilingan 

tasdiqlar “amaliy matematika” va “ mexanika” ning bir qator masalalarini 

o’rganishda keng qo’llaniladi.

2



1-§. Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi.

Hosilaga nisbatan yechilgan
У  = f  ( X  У) (1)

differensial tenglamaning
У( Xo) = Уо (2)

boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi y  = y(x)  yechimini topishga Koshi
masalasi deyiladi.

Teorema-1 (Koshi). Agar (1) differensial tenglamadagi f  (x, y ) funksiya 

P  ={(x, y ) g R 2 : |x -  Xo| < a, \y -  y ^  < b)

to’g’ri to’rtburchakda aniqlangan va uzluksiz bo’lib, y  - o’zgaruvchi bo’yicha 
Lipshits shartini, ya’ni V(x, y j ) e P, j  = 1,2 nuqtalar uchun shunday 3N > 0

soni topilib

f  (x, y i ) -  f  (x  У2^ < N |y i -  y2|
tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda shunday h soni topilib, (1)-(2) Koshi 
masalasining [x 0 -  h ,x0 + h] oraliqda aniqlangan va (2) boshlang’ich shartni 
qanoatlantiruvchi yagona y  = (p(x) yechimi mavjud. Bu yerda

(3)

f
h = min

b \
a, —

V M  j
M  = m ax \f  (x , y ^.

(x, y )eP
(4)

Izoh-1. Agar f  (x, y ) funksiya P sohaning har bir nuqtasida f '(x, y)

xususiy hosilaga ega bo’lib,

(•̂ , y ) < C, C = const

shartni qanoatlantirsa, u holda f  (x,y)  funksiya P to’g’ri to’rtburchakda y  -
o’zgaruvchi bo’yicha Lipshits shartini qanoatlantiradi.

Haqiqatan ham ixtiyoriy ikki (x, y 1), (x, y 2 )e  P  nuqtalar uchun Lagranj 
teoremasiga asosan quyidagi

\f ( x  Уг) -  f ( x  y 2 J = f y (x  y i+ ^ (y2 -  y i)) * (y  2 -  y i )
munosabat bajariladi. Bu yerda 0 <6 < 1.

Oxirgi munosabatdan va f'y (x, y)  xususiy hosilaning chegaralanganligidan

(3) tengsizlik kelib chiqadi.
Ammo, ba’zi hollarda hosilaga ega bo’lmagan funksiyalar ham (3) 

Lipshits shartini qanoatlantiradi.
Masalan. Ushbu f  (x, y ) = |y| funksiya y  = 0 nuqtada ((x, 0)) hosilaga 

ega emas, lekin
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\ f (x y i ) -  f  (x,У2H I “ IУ21| ^ Hi - yi\
o’rinli. Bunda Lipshits o’zgarmasi N  = 1 bo’ladi.

Misol-1. Ushbu
2

У ' = 3 y 3, y (1) = 0
Koshi masalasining yechimini toping.

Yechish. Berilgan differensial tenglamada o’zgaruvchilarni ajratib quyidagi
2 2 1

1 —  1 —  -
3 y 3 ̂  = * , 3 Jy 3 dy = Jdx, y 3 = x + C, y(x) = (x + C)3, C = const

yechimni topamiz. Boshlang’ich shartdan foydalanib,
y (1) = 0, (1 + C)3 = 0, C = - 1 

berilgan Koshi masalasining

y (x)= (x - 1)3
yechimini topamiz. Bundan tashqari, qaralayotgan Koshi masalasi y( x) = 0 
yechimga ega. Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita

y(x)=  (x - 1)3, y(x) = 0
yechimga ega ekan. Bundan ko’rinadiki, berilgan differensial tenglamaning o’ng 
tomonidagi

2
f  ( x  y ) = 3 y 3

funksiya (3) - Lipshits shartini qanoatlantirmaydi. Chunki

f  1 2 'J y y=0 = 3jy Iy=» = +*•
Shuning uchun ham berilgan Koshi masalasining yechimi yagona emas. 

Misol-2. Ushbu

y  = 4y , y (0) = 0

Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglamada o’zgaruvchilarni ajratib, uning 

umumiy yechimini topamiz:
-1 - -  2 2

y  3 dy = dx, J y  3 dy = J dx, y 3 (x) = — (x + C ), C = const.

Endi boshlang’ich shartdan foydalanib C - o’zgarmasning qiymatini topamiz:
2

y(0) = 0, 0 = - ( 0  + C), C = 0,
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Ushbu

2

У 3 ( x) 2 x  y (x)
f  2x ̂  
,  3 ,

x > 0.

y ( x) f  2 x  ̂
,  3 ,

3

x > 0

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan iborat bo’lar ekan. Bundan 
tashqari y (x) = 0 funksiya ham berilgan Koshi masalasining yechimi bo’ladi. 
Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita yechimga ega ekan. Chunki, 

f  (x, y) = ^ y  funksiya (x,0) nuqtaning atrofida Lipshits shartini

qanoatlantirmaydi. Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladi.
Quyidagi misolga e’tibor qarataylik.

Misol-3. Ushbu

/  = ^ Y , y (x0) = 0 
У 2

Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Bu misolda ham, berilgan differensial tenglamada 

o’zgaruvchilarni ajratib, uning umumiy yechimini topamiz:
y  2dy = dx, J y 2 dy = J dx, y 3(x) = 3(x + C), y(x) = ^3(x  + C) . 

Boshlang’ich shartdan foydalanib C - o’zgarmasning qiymatini aniqlaymiz:
y(x0) = 0, x0 + C = 0, C = - x0.

Bundan ko’rinadiki, ushbu

y (x) = ф (x -  x 0 )

funksiya berilgan Koshi masalasining yagona yechimidan iborat bo’ladi.
Shuni alohida qayd qilish lozimki, berilgan Koshi masalasidagi

1 2
f  (x,y) = ~ j ,  f y (x ,y )  = -  —

y 2 y y
funksiyalarning (x0,0) nuqtada uzluksizligi buziladi. Ammo, berilgan Koshi 
masalasi yagona yechimga ega. Demak, Koshi teoremasidagi shartlar Koshi 
masalasi yechimi mavjud va yagona bo’lishi uchun yetarli shartlardir. Koshi 
masalasi yechimining yagonaligidan f  (x, y)  unksiyaning uzluksizligi va y  
o ’zgaruvchi bo’yicha Lipshits shartini qanoatlantirishi kelib chiqmaydi.

Lemma-1 (Gronuolla). Faraz qilaylik, [x0, x] kesmada u(x), v(x) funksiyalar 
uzluksiz va manfiy bo’lmasin. Agar ular uchun, ushbu
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u( x) < A + J u(t )v(t )dt
x 0

A > 0 (5)

baho o’rinli bo’lsa, u holda

u(x) < A exp J v(t )dt
x 0

(6)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Aytaylik, A > 0, x > x0 bo’lsin. U holda (5) tengsizlikda modul ishorasini 

tashlab va uni v( x) ga ko’paytirsak,
u(x)v(x)

x
A + J u (t )v(t )dt

x0

hosil bo’ladi. Oxirgi (7) tengsizlikni ushbu

d  Г Л

< v(x) (7)

dx
A + J u(t )v(t )dt

V x0
u(x)v(x)

munosabatdan foydalanib
f x

d A +  J u (t)v(t)dt
V x0 < v(x)dx
A + J u(t )v(t )dt

x0

ko’rinishda yozish mumkin. Bu tengsizlikning ikkala tomonini integrallab
(  x Л x

In A +  J u(t)v(t)dt -  In A <  J v(t)dt
V x0 )  x0

munosabatni hosil qilamiz. Bundan

A + J u(t)v(t)dt < A exp
x0

J v(t)dt  ̂= A exp
x 0

Jv(t)dt
x 0

kelib chiqadi, lemma shartidagi (13) tengsizlikka asosan

u(x) < A + J u(t )v(t )dt
x 0

= A + J u(t)v(t)dt < A exp
x 0

J v(t )dt
x 0

baho hosil bo’ladi. Bu baho A > 0, x < x0 larda ham o’rinli. Chunki x < x0 larda
(13) tengsizlikni quyidagi

x

x
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x x0
u(x) < A -  J u(t)v(t)dt = A + J u(t)v(t)dt

Xq X

ko’rinishda yozish mumkin. Bundan ham

u(x) < A exp <
x0

J v(t )dt

N

> = A exp <
x

J v(t )dt
x x 0

kelib chiqadi.
Agar A = 0 bo’lsa, u holda u (x) = 0 bo’ladi. Haqiqatan ham

bo’lsa, (14) dan

u( x) < s  +
x

J u(t )v(t )d t ,
x 0

Vs > 0

u(x) < sexp • J v(t )dt
x 0

bahoga ega bo’lamiz. Bundan s ^ + 0  da u(x) < 0 tengsizlikni olamiz, bu esa 
u (x) > 0 shartga zid. Shuning uchun u( x) = 0. ■
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2-§. Koshi masalasining korrektligi.

Quyidagi

d  = / i ( x  У), У(x0) = y01), dx

d y  = f 2(X УX У(xo) = у02)dx

(1)

(2)

Koshi masalalarini qaraylik. Aytaylik, y  (x), j  = 1,2, x e [x 0 -  h, x0 + h] 

funksiyalar bu Koshi masalalarining yechimlaridan iborat bo’lsin. Bu yerda
f

h = min
\

a;- M  = max
j p

/  (x, y ) , j  = 1,2, M  = max(Mi;M 2).
V M  у

T a’rif-l. Agar V s >  0 soni uchun 3 5  > 0 soni topilib ushbu
(1) (2) Уо ) -  Уо( ) < S (3)

(4)

/ ( x,y) -  f 2(x y^ <3, 
tengsizliklari bajarilganda

|yi(x) -  У2 (x)| <e, \x -  x0 < h 
baho o’rinli bo’lsa, Koshi masalasi korrekt deyiladi.

Teorem a-l. Aytaylik P  = |(x,y) e R 2 : |x -  x0| < a, |y -  y 0\ < b j  sohada 

/1(x ,y) va / 2(x,y) funksiyalar uzluksiz bo’lib, y o’zgaruvchi bo’yicha

Lipshits shartini qanoatlantirsin. U holda —  = / (x, y), y(x0) = y0 Koshi
dx

masalasi korrekt bo’ladi.
Endi, ushbu

f  (A yX y (x0) = y0dx (5)

Koshi masalasining y  = y (x ,x0, y0) yechimini boshlang’ich shartga uzluksiz 
bog’liqligini o’rganamiz. Buning uchun quyidagi Koshi masalasini ham 
qaraymiz:

dy
dx = f  (x, yX y (x0) = y0. (6)

Ta'rif-2. Agar V s >  0 soni uchun 3 5  > 0 soni topilib |y0 -  y0| <S  

tengsizligi bajarilganda
|y(x) -  y(x)| <£, Vx e [x0 -  h, x0 + h]

baho o’rinli bo’lsa, (5) Koshi masalasining yechimi boshlang’ich shartga 
uzluksiz ravishda bog’liq deyiladi.

Teorema-1 dan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
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Natija-1. Agar f  (x, y)  funksiya Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantirsa, 
u holda (5) masalaning yechimi boshlang’ich shartga uzluksiz ravishda bog’liq 
bo’ladi.

Aytaylik, (1), (2) masalalarda yA = y(2) bo’lsin, u holda

d  = f i(А У), У(xo) = Уo, dx

d y  = f 2 (x, У), У(xo) = Уо dx
munosabatlarga ega bo’lamiz.

Natija-2. Agar f  (x,y), j  = 1,2 funksiyalar Koshi teoremasining shartlarini

qanoatlantirsa, u holda Koshi masalasining yechimi differensial tenglamaning 
o’ng tomoniga nisbatan uzluksiz ravishda bog’liq bo’ladi.
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3-§. Differensial tenglama yechimining param etrlarga va boshlang’ich
shartlarga bog’liqligi.

Biror fizik jarayonni tavsiflovchi differensial tenglama parametrlarga 
(jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza fizik kattaliklar) bog’liq 
bo’ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real masalalarda aniq o’lchamini 
hisoblashning imkoni yo’q, odatda taqribiy hisoblanadi. M a’lum jarayonni 
tavsiflovchi differensial tenglamani keltirib chiqarish jarayonida ham xatolikka yo’l 
qo’yiladi.

Shuning uchun differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun, uning 
yechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog’liq bo’lishi kerak, ya’ni 
parametrlarning kichik o’zgarishiga differensial tenglamaning yechimi ham mos 
ravishda kichik o’zgarishi lozim.

Teorema-1. Agar f  (x, у,Л) funksiya

P = {(x,у,Л) e R3: |x - x0\< a, |y - y0\< b |Л - Л |< c} 

sohada aniqlangan uzluksiz bo’lib, uzluksiz f y(x,y,A)  va f[ (x ,y ,A )  hosilalarga 

ega bo’lsa, u holda ushbu

y  = f (x, y , Л), y (x , Л) = y 0 (1)
Koshi masalasining y  f  y(x,A)  yechimi uchun quyidagi tasdiqlar o’rinli:

1. (x,X) -o’zgaruvchilarning uzluksiz funksiyasidan iborat bo’ladi.

2 ду(x,X) 
. дЛ

u(x,Л) uzluksiz funksiya bo’lib,

du
dx

d f(x ,у Л )  u + d f  ( x у ,Л), u( ,Л) f  0
ду дЛ

Chiziqli differinsial tenglamani qanoatlantiradi. Bunda
r

x -  xJ < h, h f  min
\

a ,—
V M  j

, M  f  max | f  (x, у ,Л )|.

Isbot. 1. Ixtiyoriy VЛ ,Л  e  [Л -  c,Л  + c] nuqtalarni olib, quyidagi

y' = f  (f У Л Х  f (xo,Лl) A o  (2)
y  = f ( x ,  y , f  f ( xo, Л2) A o  (3)

Koshi masalalarini qaraylik. Shu bilan bir qatorda, ularning yechimlarini mos 
ravishda у (x , \ )  va у (x , Л ) orqali belgilaylik.

Teorema shartiga ko’ra, f'y (x, у,Л) va f [  (x, у,Л) funksiyalar P sohada 

uzluksiz bo’lganliklari uchun shunday 3 > 0, N2 > 0 sonlari topilib,

f y(x  y , Л)| ^ N , \ й (x  У, Л)\ ^  N2,
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Bu munosabatlardan foydalanib quyidagi
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\ f  (x У 1,Л) -  f  (x УгЛ)\ = | f y i x У1 + 0(У 2 -  У А Л)\ ■ y i -  Уг\ < N  1 |y  -  У^, 

0 <6<  1, V( x, Ух,Л),( x, У2 ,Л) E P

\f  (x ,У,Л ) -  f  (x ,У,Л2  ̂= 1Л x,У, Л + 0 (Л2 - Л ) ) \ ■ Л  -  Л2| < N 2 Л  - Л 2  ̂

V(x ,У, Л ),(X,У,Л2) E P
baholami olamiz. Ushbu

x

у ( xA ) = Уо + J f  (t, у (t,Л ),Л1)dt
x 0

x

У(x,A ) = Уо + J f  (t, y (t, Л2 ), Л2 )dt
x 0

integral tenglamalardan foydalanib

|y( xA  ) -  y ( xA )\
ayirmani baholaymiz:

|У(x , \ )  -  У(X,Л2)  =
x xJ f  (t, y (t,Л1 ),Л1 )dt -  J f  (t, y (t,Л 2),Л 2)Л <

<
xJ  f  ( t ,  У ( t ,  Л  ) , Л 1)  -  f  ( t ,  У ( t , Л 2 X Л 2 ) \ d t <

x

J  f  (t, У (t , Л  ) , Л 1 )  -  f  (t, У (t,Л2),Л1 ) |dt +

+

x

J  f  (t, У (t, Л 2 ),Л 1 ) -  f  (t, У (t, Л 2 ),Л 2 )1 dt <  N 1

+ N 2 |Л -  Л2| ■ |x -  x()| < N 2 |Л -  Л2| ■ h + N 1

x

\\y(tУ ) -  y (t,Л2)\dt

x

J|y (t,Л1 ) -  y (t,Л2)\dt

+

Demak |y ( x ,\  ) -  y( x ,\  )| funksiya quyidagi

|y( xA ) -  y ( xA \ < N2 К  Л21 ■ h + N1
x

J| y (t ,Л ) -  y (t,A)\dt

tengsizlikni qanoatlantirar ekan. Bunda, quyidagi
u(x) = \ y ( x A  ) -  y ( x , A %  v(x) = N1, A = N2 ■ Л - Л \  ■ h

belgilashni olib, Gronuolla tengsizligidan foydalansak

|y(x , Л ) - y(xxЛ  < N 2 Л - Л \ ■ heNh
baho hosil bo’ladi. Agar ixtiyoriy V s  > 0 soni uchun S(s)  > 0 sonini ushbu

-N ,h

s  =
se 
N h

x

x
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ko’rinishda tanlasak, u holda A  -  A | < S tengsizligi bajarilganda 

\y(x,A) -  y (x , \ ) |  < N 2SkeNlh = s , Vx e [x 0 -  h,x0 + h], V \ , A ^ [ A -  c , \  + c] 
bahoning o’rinli bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa y(x,A)  yechimning (x,A) 
o ’zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz ekanligini bildiradi. Teoremaning birinchi qismi 
isbotlandi.

2. Aytaylik y  = y( x,A) (1) masalaning yechimi bo’lsin. U holda
y  = y(x,A + AA) funksiya ushbu

dy( x,A + AA) = f  (x, y  (x,A + AA),A + AA), y  (x„, A + A A) = y0 (4)
dx

Koshi masalasining yechimi bo’ladi. y  = y(  x,A) -yechimning orttirmasi
Ay(x,A) = y(x,A + AA) -  y(x,A)  bo’lgani uchun hamda

dd(*,AA = f  (x  y (x  A), A\  y (x0 ,A) = Уо (5)dx
o’rinli ekanligini inobatga olib ushbu

d[ d( X’A + AA) -  y  (x ,A )  = f  (x, y( x,A + AA),A + AA) -  f  (x, y( x, A), A)
dx

tenglikka ega bo’lamiz. Bu tenglikni

d Ay( x,A) = f (  x, y( x,A + AA),A + AA) -  f  (x, y(  x,A),A) (6)
dx

Ay(xo,A) = 0 ( 6' )
ko’rinishda yozish mumkin. Adamar lemmasiga (M.V. Fidaryuk ‘Юбыкновенные 
дифференсиальные уравнения” kitobining 106-108 betlari) ko’ra (6) 
tenglamaning o’ng tomonini quyidagicha yozish mumkin:

d Ay( x,A) = F  Ay( x,A) + GAA 
dx

ya’ni
d (  Ay(x,A) ̂  = F Ad(x1A ) +G
dx V AA AA

(7)

Ushbu y (x,A) va y (x,A + AA) funksiyalar bir xil (bitta) boshlang’ich shartlarni 
qanoatlantirgani uchun

Ay( x,A)
AA

0 ( 7')

shartga ega bo’lamiz. (7) tenglamaning o’ng tomoni x, AA o’zgaruvchilar bo’yicha

uzluksiz va
Ay
AA

o’zgaruvchiga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo’lgani
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d f  d fuchun Adamar lemmasiga asosan F , G funksiyalar ushbu uzluksiz
ду дЯ

funksiyalarning integralidan iborat. Yechimning parametrlarga uzluksiz

bog’liqligidan Л у  funksiya kichik |ЛЯ| larda uzluksiz. Shuning uchun quyidagi
АЯ

chekli limit mavjud:

lim Ау(хЯ )  = дУХ ЯЯ s  u(x,1)
ля̂ о ЛЯ

Yana Adamar lemmasiga asosan
дЯ

lim f  — V ( x  у Я , lim G =
ля̂ о ду ля̂ о дЯ

/ i \
munosabatlarga ega bo’lamiz. Demak, u(х ,Я) —-----1 - hosila quyidagi

дЯ
du _ d f  (x, у,Я) ^ , d f  (x, у,Я)—  —------------- u +
dx ду дЯ

differensial tenglamani va

u (x0 ,Я) ■■ ду ( х,Я)
дЯ

0

(8)

(8')

boshlang’ich shartni qanoatlantirar ekan.
Misol-1. Quyidagi

^  — у 2 + 4Ях  + Я2, у(1,Я) — 2 Я - 1 
dx

masala yechimining у ' (x ,Я) hosilasini Я — 0 nuqtadagi qiymatini toping. 
Yechish. Bu holda (8) tenglama ushbu

du

(9)

dx
— 2у • u + 4x + 2Я, u(1) — 2 (10)

ko’rinishni oladi. Bu yerda u(х ,Я) — у ' (х ,Я) . Agar Я — 0 bo’lsa, (9) masala 
quyidagi

i t  — у 2, у (1,0) — -1
dx

ko’rinishni oladi. Bu Koshi masalasini yechib у  — - 1  funksiyani topamiz.
x

Bundan foydalanib (10) masalani Я — 0 da
du 2 „ ^
—  — —  u + 4x, u (1) — 2
dx x

ko’rinishda yozish mumkin. Hosil bo’lgan chiziqli tenglamani yechib
2 - 2u — x + x
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ya’ni

У X (X,Xi X=0 = x  + x~2
funksiyani topamiz.

Misol-2. Quyidagi
У = X(1 -  x) + y  -  y 2, y(0,X) = 0 (11)

Koshi masalasi yechimining y'A(x,X) hosilasini X = 0 nuqtadagi qiymatini toping. 
Yechish. Qaralayotgan holda (8) tenglama

du гл „ n i
—  = [1 -  2У]и + 1 -  x  u\x=0 = 0dx x=0 (12)

ko’rinishni oladi. X = 0 holda (11) masala

У = У -  y 2, y(0) = 0
ko’rinishda bo’lgani uchun y  = y(x,0) = 0 bo’ladi. Bundan foydalanib (12) 
tenglama

du(x,0)
= u(x,0) +1 -  x, u\ = 0

dx ' lx=0
ko’rinishga keladi. Chiziqli tenglamani yechib

u(x, 0) = x , ya’ni у 'л (x, 0) = u(x, 0) = x
ekanligini topamiz. 

Endi, ushbu

У ' = f (x, У), y (xo) = y 0 (13)
Koshi masalasining y  = p(x,x0,y0) yechimini x0,y0 boshlang’ich shartga nisbatan 
silliqligini o’rganamiz.

Teorema-2. Aytaylik f  (x, y)  va f y (x, y)  funksiyalar

G = {(x ,y)  e  R 2 : |x -  x0| < a,\y -  y0| <

sohada uzluksiz bo’lsin. U holda, shunday 3h > 0 soni topilib, (13) Koshi 
masalasining ushbu [x0 -  h, x0 + h] oraliqda aniqlangan y  = ф(x, x0, y0) yechimi 
uchun quyidagi tasdiqlar o’rinli:

1 . d(p{x, x°, y0) , дф{x, x°, y0) xususiy hosilalar uzluksiz funksiyalardan
dx0 дУ0

iborat bo’lib, mos ravishda ushbu
du d f  (x, (p(x, x0, У0))— * u, u
dx dy
dv = d f  (x,p (x, x0, Ур)) 1

dx dy
tenglamalarni qanoatlantiradi. Bu yerda

= 0, 

= 1
(14)
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и = U ( X , x0, У о )
дФ( x  ̂ , У о )

дхо

V =  v( x, ̂ , У о )
дФ( х , х 0 , У 0 )  

д Уо

(15)

2. т” , т" -aralash hosilalar uzluksiz.Т хх0* /ху0

Isbot. Avvalo ushbu
ду _ д ^ х х о ^ у о ) = ду(х,х0,у0) 
дх0 дх0 дх0

xususiy hosilani mavjudligini ko’rsatamiz. Buning uchun quyidagi yordamchi

y' = f (x, У), =( =  = =i (16)
Koshi masalasini ham qaraymiz. Berilgan (13) Koshi masalasining у  = y ( х , х0, y0) 
yechimi I  = [х0 -  h, х0 + h] oraliqda mavjud. Shu bilan bir qatorda (16) Koshi 
masalasining yechimi у  = y (х ,х0,у ), х е[х 0 -  h , х0 + h  ] = I  oraliqda mavjud. Bu 
yechimlar boshlang’ich shartlarga nisbatan uzluksiz bo’lgani uchun, ushbu

|у(x, х0, у0) -  У(x, Xо, у0| ^ |у0 -  у11 еЦх~Х° , х  e  1 n  I 1

baho o’rinli, ya’ni |у0 - у | ^ 0 da|у (х ,х0,у0) - у (х ,х0,у 1 )| ^ 0 munosabat o’rinli 

bo’ladi.
Bundan tashqari (13) va (16) Koshi masalalari quyidagi

х

у ( х  х^  у()) = у0 + J f ( t , у (t, х0, у0 ))dt
х 0

х

у ( х  Xо, у 1) = у  + J f  (t, у (t, x0, у 1))Л
х 0

(16”)

integral tenglamalarga ekvivalent. Shu bilan bir qatorda z (х ) funksiyaga nisbatan 
ushbu

z( х)  = 1+ J д /  ( t , y ( t’ v  у0)) z(t )dt
J дух0 J

integral tenglamani ham qaraylik. Yuqoridagi integral tenglamalardan foydalanib 
quyidagi ayirmani hisoblaymiz:

у(x, х0, у0) -  у(x, х0, у ) -  z ( х)(у0 -  у1) =
х

= (у0 -  у1) + J [f  (t, у (t, х0, у0)) -  f  (t, у (t, х0, у ))]dt -

х

< у0 -  у1) -  J
d f  (t , у (t, х0, ур)) 

ду
z(t)dt(у 0 -  у 1) =

х

х.
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xJ
л0 •­

x

f  (t,y( t ,x0,Уо)) -  f  (t,У(t,x0.У1)) -  f  ( t , , x °’Уо)) Z(t)(y° -  Ух)
dy

dt

J df (t ,У (̂ ^Х°’Уо)) (y (t, x°, y°) -  y (t, x°, У1)) + a (  y (x, x°, y°), y (x, x°, Ух))dt

xJdf  (t, y (t, x0, Ур))
dy

Z(t)(y° -  yi)dt

ya ni
y (x  x°, y°) -  y (x  x°, У1) -  z(x)(У° -  У1) =

x d f(t, y (t, x°, y°))=J dy
[y (t, x°, y°) -  y (t, x°, У1) -  Z(t)(У° -  У1)]dt +

x

+ Ja  [ y (t, x°, y°), y (t, x°, У1 )]dt

Bu yerda a  cheksiz kichik miqdor, ya’ni a [ y( t ,x0,y0),y(t,x0,y 1 ) ] ^ 0 munosabat 

o’rinli bo’ladi, qachonki|y(x,x0,y 0) - y(x,x0,y ) | ^ 0 bo’lsa, bu esa |y0 - y | ^ 0 da 

o’rinli. Oxirgi (17) tenglikni \f'y(x,y(x,x0,y0))| < L, L  > 0 tengsizlikdan foydalanib, 

baholaymiz:

|y(x  x°, y°) -  y (x  x°, У1) -  z(x)(У° -  У1 ̂  <

(18)
< L J| y(t , x0 , y°) -  y (t, x°, У1) -  Z(t)(y° -  У1)d + 0 (|У° -  У11)

Bu yerda |y0 -  y |  ^  0 da yechimning boshlangich shartga uzluksiz bog’liqligidan

y (x,x°,У°) -  y (x,x°,У1) ^  0
bo’lishi, bundan esa o’z navbatida

a [ y (t, x° , y°), y (t, x°, y1) ] ^  0
kelib chiqadi. Oxirgi (18) munosabatga Gronuolla tengsizligini qo’llasak quyidagi 
baho kelib chiqadi:

u(x) = |y(t,x°,У°) -  У(t>x°,Уд -  Z(t)(У° -  У1)| 

v(x) = L, A = o(\y° -  y ^

|У(t,x°.У°) -  y (t,x°.У1) -  Z(t)(У° -  У0| < o(|У° -  У1 |)^L|x_X0'
Bu bahodan |y0 -  y j ^  0 da

|y(t, x°, y°) -  y (t, x°, У1) -  Z(t)(y° -  У1 ̂  ^  0 
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa, o’z navbatida

x

x

x

x 0
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\y(t,xQ,Уо) -  y{t,x0,y j |  _

У0 -  У1
:(x) + o(1)

dy( x, x(), y„)
ekanligini bildiradi. Bundan, ushbu--------0—— xususiy hosilaning mavjudligi va

К x)

дУо
_ d y (x ,x0,Ур) _ дф(x ,x0,y0)

дУо ^ 0
tenglik kelib chiqadi. Teoremaning qolgan bandlari ham xuddi shunday isbotlanadi. 

Misol-3. Ushbu
У = Ay2 +1, y(0) = 0

Koshi masalasi yechimining z = y j  qiymatini toping.

Yechish. Avvalo A = 0 bo’lgan holda
у ' = 1, у (0) = 0

masalaning y(x,0) = x yechimini topamiz. So’ngra f  (x ,y,A) = Ay2 +1 tenglikdan

f  = 2Ay, f  = y 2
dy dA

munosabatlarni aniqlaymiz. Endi yuqoridagi munosabatlardan foydalanib quyidagi

= f :  (x,A) + f , 
dx dy dA

z(0,A) = 0
differensial tenglamani tuzib olamiz:

z'( x,A) = 2Ayz + y 2 
z (0,A) = 0

Bu tenglamada y o’rniga y  = y(x,0) = x  ni qo’yib quyidagi

z'( x,A) = 2Axz + x2 
z (0,A) = 0

masalani hosil qilamiz. Bu yerda A = 0 deb ushbu
z ’ (x,0) = x2
z(0 ,0)= 0

masalaning yechimini topamiz:
x

z (x,0) = —

xBu funksiya y \  (x,A)| = z( x,0) = — biz izlayotgan qiymatni beradi.
A=0 3

Ikkinchi tomondan berilgan tenglama o’zgaruvchilarga ajraladigan 
differensial tenglama bo’lgani uchun, uning yechimini topish mumkin:
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—,—d \ —  = dx, —̂ a r c t  g*JAy 
(41y )2+ 1 , 4 a  y

x + c

y (0 )= 0 ^

Agar y  = y(x,A)  ni quyidagi

0 ^  - ^ a r c t  g4Ay = x, y = — tgJXx
4 a 4A

y (x  A) = y (x  0) + y!  (x  Ц !=0 •A + o( ! )  

ko’rinishda yozsak, u holda

y( x,X) tg (4Ax) = x + A— + 0(A) 
v X 3

hosil bo’ladi.
Yuqoridagi teorema-1 da bayon qilingan tasdiqni quyidagicha umumlashtirish 

mumkin.
Teorema-3. Agar f  (x, y,A)  funksiya P sohada Koshi teoremasining 

shartlarini qanoatlantirib, x ,y,A  o’zgaruvchilar bo’yicha m > 2 marta
differensiallanuvchi bo’lsa, u holda (1) masalaning y (x,A) yechimi x,A  
o ’zgaruvchilar bo’yicha differensiallanuvchi bo’lib, A o’zgaruvchi bo’yicha m 
marta differensiallanuvchi bo’ladi. Bundan tashqari y (x,A) yechimni Am ning 
darajalari bo’yicha Teylor formulasiga yoyish mumkin:

y(  x, A) = u0 (x) + Aux (x) + X  u2 (x) +... + Amum (x) + o(Am ) (19)
Misol-4. Ushbu

x
y r(x) = -  -  2Ax2, y(1) = 1 (20)

y
masala y (x,A) yechimining A bo’yicha yoyilmasini A2 gacha aniqlikda toping. 

Yechish. Berilgan tenglama o’ng tomoni

f  (x ,y ,A)  = x  -  2Ax2,
y

y > 0 sohada barcha tartibli hosilalarga ega. A = 0 da berilgan masala ushbu

y ' = x , y (1) = 1
y

ko’rinishni oladi. Bu masala y (x,0) = x yechimga ega. Berilgan masalaning 
yechimini

y(  x,A) = u0 (x) + Aux (x) + A2 u2 (x) + o(A2)
ko’rinishda izlaymiz. Bu yerda u0(x) = y(x,0)  = x . Shuning uchun yuqoridagi 
yoyilma ushbu
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y(  x, A) = x + Aux (x) + A  u2 (x) + o(A2) 
ko’rinishni oladi. (21) yoyilmani (20) tenglamaga qo’yamiz:

I 2 f , X о T „2

(21)

1 + Aux + A и2 + :
x + Aux + A u  + .. 

y (1, A) = 1 —— 1 + Aux (1) + A и2 (1) + ...+ = 1

Ui(1) = 0, U2(1) = 0,... .

2Ax2

Endi ushbu
x 1

x + Aux + A щ +... 1 + Ax и  + A x и 2 +..

= 1 -

4
r ,  , 2 W a VA A  —U ч—  

x x
U ч-----и 2 + ч

у x
- и  +.

л A A2 A2 2— 1---- и ------ u2 ч— — и  + ..
x x x

yoyilmadan foydalanib,
< 2 < 1 A A A _ 2 21 + Aux + A и2 + ... = 1---- u ------ щ ч— — u  — 2Ax

x x x
tenglikni hosil qilamiz. Bundan ushbu

u2(x) = -  Mt(x) -  2x2, и (1) = 0 ,
x

u2(x)=
u2(x) u 2(x)

+ , u2(1) = 0

(22)

(23)
x x

Koshi masalalarini topamiz. Avvalo (22) tenglamaning bir jinsli qismining umumiy 
yechimini topamiz:

dxI  ̂ ^  --1 —1 ^  --1 VLAdux u  dux
dx x и x

cln и  = -  ln x + ln c; и  (x) = —.
x

So’ngra (22) tenglamaning xususiy yechimini topamiz:

u1(x) = ax3; ux' (x) = 3ax2,

3ax 

3ax2

2 ax 2
2  x2

x
2 2  -ax -  2x

3a = - a  -  2 , 4a = -2  a = - 1
2

Demak, biz izlagan xususiy yechim quyidagi
19



U (x) = x
т

ko’rinishda bo’lar ekan. Bundan va boshlang’ich shartdan foydalanib (22) Koshi 
masalasining yechimini topamiz:

Ui(x) = -  -  X ; u(1) = 0 , 
x 2
1 n 1
2 2

1 x3
ui( x) = ~ Г" •2 x 2

Endi quyidagi
r

du„
x„3 \

+
^ 2 x 2 j

U2(1) = 0dx x x~
masalaning yechimini topamiz. Bu tenglamani yechish uchun, avvalo uning bir 
jinsli qismini yechamiz:

du„
- - -  — ^  vU2 ( \ C 

2 —  u 2 ( x ) =
dx x ~ x 

Endi, bir jinsli bo’lmagan differensial tenglmaning yechimini Lagranj usulidan 
foydalanib topamiz:

c( x) - ( x) 1u2(x)= ^ ^ - , u2(x) = ^ ^ ~ --- - c(x),
x x x

f

c'(x') 1
x

c(x )
1

x
c( x) +

1 x„3 Л

^ 2 x 2 j
x2

c (x ) =

x 3

^ 2 x 2 j
x

dc( x) 
dx

c( x) = 1
8 x2

^ 1x

f  1 1 2- —x
^ 4 x2 2

1 x5
— x  +---- ,

2 4

1 2 x6— x +-----
4 24

1 1
8 x2

x
4

6 Лx
T

1 1 x5
--- Z----- x +-----
4 x3 2 4

u2(1) = 0:

"1 ’ 

24"

1 1 1 лc -----------1-----= 0,
1 8 4 24 '

2

2

2

1
3

2
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c1 -  -  = 0, c1 = -  
1 3 1 3

u2{ x) = -  
x

f 1 1  1 2 x-------- ------ x  +-----
3 8x2 4 24

6 \  

j
Demak, (21) formulaga asosan berilgan (20) masalaning y (x,A) yechimi uchun 
quyidagi

y( x,A) = x + A ± - £ 3
^ 2 x 2 j

+ A2
1 1 1  x--------- ------ x  +-----

3 " 24

5

3x 8x 4
+ o(A2'2

asimptotik yoyilma o’rinli bo’lar ekan.
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4-§. Kichik param etrlar usuli

1. Quyidagi
dy
Tx = f ( x 'y ' £)' У(хо) = Уо ( 1 )

Koshi masalasining yechimini y (x ,s )  orqali belgilaylik. 
Aytaylik, ushbu ( s  = 0)

^  = / (х,У,0), у |х=х0 =У о (2)

Koshi masalasining y  = y0(x), x e I  = [0,l] yechimi mavjud va yagona bo’lsin. U 
holda quyidagi tasdiq o’rinli.

Teorema-1. Agar s 0 > 0 yetarli kichik son bo’lsa, u holda | f | < s 0

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha s  lar uchun (1) masalaning
y(x,s) ,  x e I  = [0,l] yechimi mavjud bo’lib, ixtiyoriy V N  > 1 larda quyidagi

y(  x, s)  = У0 (x) + syi(  x) +... + s N ~lyN _i + Rn (x, s)  (3)
yoyilma o’rinli bo’ladi. Bu yerda qoldiq had ushbu

\Rn (x, s)| < cNs N, x e I , s  < S0 (4)

tengsizlikni qanoatlantiradi. cN - o ’zgarmas soni x va £ larga bog’liq emas.
Isbot. Ushbu y0 (x) funksiyani ma’lum deb qaraymiz. U holda (3) yoyilmani 

qolgan hadlarini qanday aniqlash mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun (3) 
yoyilmani (1) differensial tenglamaga qo’yib

N_ , d y ] (x)  
L s ’
j=0

f
+ 0 ( s N ) = fdx

N _1 Л
(5)x, ŷ S y j (x) + O(sN ),s

V j=0
munosabatni hosil qilamiz. Bu tenglikning o’ng tomonidagi funksiyani s  
parametrning darajalari bo’yicha O(sN) aniqlikgacha Teylor formulasiga yoysak,

N-1 
X

J-o

d f (x,yo, 0) d f (x,yo, 0)
x , ^ e JyJ(x ) + 0 (eN), e ) = f (x,yo(x),0) + ' J " 'Z r  ' У1 (х)£+ ' ' d  0 ' e +dy

1 d d =
^ ^ ( s y ,  —  + s —  f  (x, y0( x),0) + 0(sw)

(N  + 1)! dy ds
munosabat hosil bo’ladi. U holda y0(x) ga nisbatan (2) Koshi masalasi hosil 
bo’ladi. y  (x) -uchun esa ushbu

dy i (x ) d f (x,yo,0) d f (x,yo,0)
-yi (x )£ + ------------, У1 Ы  = 0dx dy d£ (6)
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Koshi masalasiga ega bo’lamiz. Bu esa birinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglamadir. Shuning uchun uning yechimi I  = [0,/] oraliqda mavjud va yagona. 
Qolgan barcha y2 (x), y 3 (x),... hadlar uchun ham quyidagi 

dyn(x) d f (x , y0,Q)
'Уп(х)е + Fn(x,yo(x), ^ ,yW-i(x)),yn(xo) = 0 (7)dx dy

chiziqli differensial tenglamaga ega bo’lamiz. Bunda Fn -m a’lum funksiyalar. Bu 
differensial tenglamalar bir-biridan faqat o’ng tomoniga farq qiladi. (7) 
ko’rinishdagi Koshi masalalarining har birisining x e I  = [0,/] oraliqda aniqlangan
yechimi mavjud va yagona bo’lib, u y ( x )  e C ” (I) -cheksiz differensiallanuvchi 
funksiyadan iborat bo’ladi.

Teorema-2. Faraz qilaylik:
1. f  (x,y  :s) va f  (x, y , s )  funksiyalar G = {0 < x < /, |y| < b, | ^ < y  } sohada 

uzluksiz va tekis chegaralangan, ya’ni
\f(x,y,£)l <  M, |/y(x,y,£)| ^ L

bo’lsin.
2. Ushbu

dy
dx f  (x  y ,0X y (0) = Уо

Koshi masalasining y0(x) , x e[0, l] yechimi mavjud va yagona bo’lib,

D = {(x,y) e R 2 :0 < x < /, y| < b} sohaga tegishli bo’lsin. U holda, har bir yetarli 

kichik s lar uchun
dy
dx = f  (x, y , s )  y (0,s) = Уо

Koshi masalasining x e[0, l] oraliqda aniqlangan yagona y(x ,s )  = y s (x) yechimi 
mavjud va u G sohaga tegishli bo’ladi hamda

limye(x) = yo(x),x e  [0,/]s^0
munosabat x ga nisbatan tekis bajariladi.

Isbot: Quydagi

Zs(x) = y £(.x) -  Уо ( x) 
belgilashdan foydalansak, ushbu

dZSj(x) = f  (x, z s (x) + Уо (xX s) -  f  (x, Уо (x)) dx
Zs (0) = 0

Koshi masalasiga ega bo’lamiz. Bu masalaga ekvivalent bo’lgan integral tenglama 
tuzamiz:
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Z£(x) = J  [ f (t,Ze( x ) + y 0( t ) , E ) - f ( t , y 0(t),0')]dt
0

Oxirgi tenglikning o’ng tomonini quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:
X

ZE(x) = J  [f(t ,Ze(x)+yo( t ) ,E) - f ( t , yo( t ) ,E) ]dt  + F(x,E)
0

bunda
x

F(x,s) = J  [f(t,yo(t),E) -  f ( t ,yo(t ) ,0)]dt
0

ko’rnishda bo’lib, ushbu
\F(x,s)| <a(s)

tengsizlikni qanoatlantiradi, chunki f  (x, y , s )  -  s  parametrga nisbatan uzluksiz. Bu 
yerda a (s )  - cheksiz kichik miqdor, ya’ni

lim F  (x,s)  = 0.s^0
Endi Zs (x) funksiyani baholaymiz:

X

Zs (x) <
x

Ц [ f  (t r s  (t) + Уо( ),s) -  f  (t ,Уо( ),s)]dt + |F  (x, s)| < L
x

JZs( x) dt + a(  x).

Bu tengsizlikka Gronuolla lemmasini qo’llasak
|Zs (x)| <a(s)eL , x e[0, l ]

baho kelib chiqadi. Bundan esa Ze (x) funksiyaning nolga tekis yaqinlashishi kelib 
chiqadi.^

2. Fizikaning bir qator masalalari quyidagi

s  = f  (x  У) (8)dx

У( xo) = Уо (9)
kichik parametrli Koshi masalasi У = у (x ,s )  yechimning s ^  0dagi limiti
mavjudligini o’rganishga keltiradi.

Agar (8) differensial tenglamani
dy
dx -  f  (x, У) s

(10)
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ko’rinishda ifodalasak, u holda bu tenglamaning o’ng tomonidagi

F (x, y ,s )  = 1  f  (x, y) funksiya s  = 0 da uzilishga ega. Shuning uchun bu yerda 
s

y  (x ,s )  yechimning s parametrga nisbatan uzluksiz bog’liqligi haqidagi teoremadan 
foydalanib bo’lmaydi.
Bunday ko’rinishdagi differensial tenglamalarni o’rganishda |s| parametrning

kichik qiymatlarida (8) tenglamada s y  hadni tashlab, ushbu s y  = f  (x, y) 
differensial tenglamaning taqribiy yechimi sifatida s  = 0 dagi

tenglamaning ildizini (yechimini) olish mumkinmi degan savolning tug’ilishi tabiiy. 
Aytalik (11) tenglama faqat bitta y  = ф(x ) ildizga ega bo’lib, s  > 0 bo’lsin. Ko’rinib

shartni qanoatlantiruvchi har qanday nuqtalarda absolyut qiymati bo’yicha cheksiz 
ortadi. Bundan kelib chiqadiki (10) tenglama integral chizig’ining f  (x, y)  ф 0 
bo’ladigan nuqtalariga o’tkazilgan urinmalar, s  ^  0 da OY o’q yo’nalishiga parallel 
ravishda intiladi, ya’ni agar f  (x,y) > 0 bo’lsa, u holda (10) tenglamaning y ( x , s )

f  (x  y ) = 0 (11)

У y \

x

О

Chizma-1

Quydagi ikki holni qaraylik:
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a) Aytaylik har bir tayinlangan x va y  o ’zgaruvchilaming ortishi natijasida 
f  (x, y) funksiya (11) tenglama y  = y( x) ildizining grafigidan o’tishda ishorasini + 
dan -  ga o’zgartirsin. U holda (11) tenglamaning y  = y  (x) ildizi turg’un bo’lib (8) 
differensial tenglamaning y (x ,s )  yechimi s  ^  0 da y  = y(x)  ga yaqinlashadi 
(chizma-1ga qarang).

b) Aytaylik har bir tayinangan x va y  o’zgarnvchilarning ortishi natijasida 
f  (x ,y )  funksiya (11) tenglama y  = y (x) ildizining grafigidan o’tishda ishorasini -  
dan + ga o’zgartirsin. U holda (11) tenglamaning y  = y(x)  ildizi noturg’un bo’lib 
y (x ,s )  yechimni taqriban y (x) bilan almashtirib bo’lmaydi (chizma-2 ga qarang).

Yuqoridagi (11) tenglamaning y  = y(x)  ildizi turg’un yoki noturg’unligini 
tekshirishda quyidagi yetarlilik shartlaridan foydalanish maqsadga muvofiqdir.

Agar (11) tenglama y  = y(x)  ildizi ustida

d f  (A y )
dy y = y  ( x  )

< 0

1

shart bajarilsa, u holda y  = y(x)  ildiz turg’un bo’ladi.

2. Agar (11) tenglama y  = y(x)  ildizi ustida

f  (x, y )
dy y = y  ( x  )

> 0
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shart bajarilsa, u holda y  = y(x)  ildiz noturg’un bo’ladi.

Shu jarayonlarni tavsiflovchi misollar qaraylik. 

Misol-1. Ushbu

s y  = x 2 -  y, y(x0) = y 0, x  e [ x0,x>)

Koshi masalasining y s (x) = y(x,s), s >  0 yechimini s ^ + 0  da y = x2funksiyaga 
yaqinlashishini ko’rsating.

Yechish: avvalo ushbu

f ( x ,  y )  =  x  2 -  y

funksiyani tuzib olamiz. Agar s  = 0 bo’lsa, u holda berilgan differensial tenglama 
quyidagi

f ( x ,  y) = 0, x2 -  y  = 0

ko’rinishni oladi. Bu tenglamani yechib, uning y  = x2 ildizini topamiz. So’ngra 
quyidagi shartdan:

df  ( x? У) 
dy

2y = x
= - l  < 0.

f  (x ,y) = 0 tenglamaning y  = x 2 ildizi turg’un bo’lishi kelib chiqadi. Shuning 
uchun

lim y  (x) = x  , x  e  (x0, <x>)ŝ +0

munosabat o ’rinli bo’ladi.

Bu fikrga, berilgan Koshi masalasining yechimini to’g’ridan-to’g’ri topish bilan 
ham kelish mumkin.

Haqiqatdan ham quydagi

x—
y  (x) := y(x, s) = (y  — x2 + 2sx0 — 2 s2 )e s + x2 — 2sx — 2 s2
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funksiyay (x0) = y 0 boshlang’ich shartni va berilgan differensial tenglamani 

qanoatlantiradi. Ko’rinib turibdiki, agar x e (x0,да) bo’lsa u holda

x—x0

lim e s = 0, x e (xn, да)
s ^ + 0

munosabat o ’rinli bo’ladi. Shuning uchun ham y s (x) yechimning ko’rinishidan

x—xo

lim y s(x) = lim[(y0 — x2 + 2sx0 — 2 s2 )e £ + x2 — 2xs  + 2 s 2] = x 2, x e (x0, да)
s->+0 s->+0

munosabat kelib chiqadi, ammo bu yaqinlashish tekis emas. Chunki agar S sonini 
x0 < S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi qilib tanlasak, u holda s  ^  +0 da quyidagi 
funksiya

x—x0
e s ^  0, [x, да)

nolga tekis yaqinlashadi. Shuning uchun s ^ + 0  da y  (x) ^  x2, x e[S , да) tekis 
yaqinlashadi. Bu holda [ x0 ,S] kesma chegaraviy qatlam vazifasini o’taydi (chizma- 
3 ga qarang).

Misol-2. Ushbu

s y  = y  — x, s>  0 

У( x0) = У0

Koshi masalasining y  = y(x,s) yehimini s  ^  +0 da у = x funksiyaga 
yaqinlashishini ko’rsating.

Yechish: Avvalo ushbu
f ( x  У) = У — x
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funksiyani tuzib olamiz. Agar s = 0 bo’lsa, u holda berilgan tenglama
f  (x, y)  = 0, y  -  x = 0

ko’rinishni oladi. Bu tenglamani yechib uning y  = x ildizini topamiz. So’ngra 
quyidagi yetarlilik shartlarini tekshiramiz:

d f  (A У)
dy y=x=— [ y -  x ]| =+1 > 0.

dy ]| y=x
Bundan f  (x,y) = 0 tenglamaning y  = x  ildizi noturg’un bo’lishi kelib chiqadi. 
Shuning uchun s ^ + 0  da y e(x) ^  x, x e (x0, да) yaqinlashish bo’lmaydi. Bu 
fikrga berilgan Koshi masalasi yechimini topish orqali ham kelish mumkin:

x-x0
Уе(х) =  (Уо -  * 0 -  + X + £

Ko’rinib turibdiki s  ^  +0 da
x-x0

e £ ^  да, xe (x0l да)
munosabat o’rinli. Shuning uchun s  ^  +0 da

ys(x) ^  x, x  e (x 0 ,да)
yaqinlashish bo’maydi. 

2. Endi, ushbu
sy '  + ay = f  (x), x  e [0, l] (12)

y (0) = У0
ko’rinishdagi Koshi masalasini qaraylik. Bunda s >  0, a ф 0 va f  (x) -  [0,l] 
oraliqda berilgan uzluksiz funksiya.

Berilgan (12) Koshi masalasining yechimini y  (x) = y(x ,s) orqali, s = 0 
bo’lgan holdagi yechimini esa y0(x) = y(x,0) orqali belgilaylik. U holda yff(x) 

funksiyaning s ^ + 0  dagi limiti y0 (x) = a- f  (x) funksiyaga x e [0, l] oraliqda 
yaqinlashishi mumkinligini o’rganamiz.

Teorema-3. Agar a > 0 bo’lsa, u holda har bir x e (0,l] larda

lim ys(x) = y0(xX y0(x) = -  f  (x)
s^+° a (13)

munosabat bajariladi.
Isbot. Berilgan (8) Koshi masalasining yechimini

y ,(x) = y0( x) + zs(x) (14)
ko’rinishda izlaymiz. Bunda zs (x) quyidagi

SZS (x) + azs(x) = - -  f  '(x)
a

zs (0) = % -  1  f  (0)a

(15)
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K o sh i m asa las in in g  y ech im id a n  iborat. B u  ch iz iq li ten g lam an i y ech ib

—x 
s 1

Уо -  f  (°) az s ( x ) =  e

formulani topamiz. U holda

ys(x) = Уо( x) + 

baho o’rinli bo’ladi. Chunki s  — +0 da

X  a1 ~(t - x )
s- 1Ja

Уо - f  (0)a

f  V  )dt

e s + O(s), s  —— +0 (16)

X X ,1 ■ (t-x) 
s1 Ja

f '(t )dt
0

= s  max If '(x)\
a

baho o’rinli. Agar (16) tenglikda s — +0 da ushbu
a

lim e s = 0, Vx e ( 0,11, a > 0
s —+0

munosabatni inobatga olsak, undan (13) kelib chiqadi. Ammo s — +0 da x e (0,l]

X a
< — max| f ' (x)| J es dt =

n  ,

<s  maX f  ’(x)|
(  a----X
1 -  e s

v У

a
— a

oraliqda e s (a > 0) funksiya nolga tekis yaqinlashmaydi. Yuqoridagi (16) 
munosabatdan ko’rinadiki, agar a e  [<?,l ], 0 < S < l (5 - ixtiyoriy tayinlangan son) 
bo’lsa, u holda

ys(X) ^  У0(x), s  — +0
tekis yaqinlashish o’rinli bo’ladi. Berilgan [0,l] oraliqda yff(x ) ,s  — +0 da

Уо ( x) = 1  f  ( x) funksiyaga tekis yaqinlashmaydi.
a
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Agar a < 0 bo’lsa y s(x) funksiya s  ^  +0 da y 0(x) ga yaqinlashmaydi.
Ushbu [0 ,J], 0 < S < l  kesmaga chegaraviy qatlam deyiladi (пограничным 

слоем).
Endi bu holatni atroflicha tekshiraylik. Buning uchun berilgan (12) 

differensial tenglamani ushbu
sy  = F (x, y ), F (x, y ) = f  (x) -  ay

ko’rinishda yozib olamiz. U holda y  := y 0 (x) = 1  f  (x) funksiya F (x,y) = 0
a

tenglamaning ildizi bo’ladi. Bu ildizni turg’unlikka tekshiraylik:

= ± (  f  (x) -  ay ) = 
dy dyv

a

Agar a > 0 bo’lsa,
F,

y = y 0 ( x)
= - a < 0

munosabat bajariladi. Bu holda y  = y0(x) funksiya F (x ,y )  tenglamaning turg’un 
ildizi bo’ladi. Shuning uchun (13) munosabat bajariladi.

Agar a < 0 bo’lsa, u holda

F  .
y = y 0 ( x ) '

a > 0

munosabat o ’rinli bo’ladi. Bu holda y  = y0 (x) funksiya F  (x, y) = 0 tenglamaning 
noturg’un ildizi bo’ladi. Shuning uchun a < 0 holda (13) munosabat bajarilmaydi.
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5-§. Kichik param etrli Shturm  -  Liuvill chegaraviy masalasi.

1. Quyidagi

u" + [X + £f(x)]u =  0, (1)
u(0) = 0, u( 1) = 0 (2)

chegaraviy masalani qaraylik. Bu yerda £ -  kichik parametr. Agar £ =  0 
bo’lsa, u holda biz ushbu

u" + Xu =  0 (3)
u(  0) = 0 ,u(  1) = 0

chegaraviy masalaga ega bo’lamiz. Bu chegaraviy masalaning ortanormal xos 
funksiyalari va xos qiymatlari

un(x) =  V2sinnnx , n = 1,2,3, ... (4)
Xn = n2n 2 (5)

ko’rinishda bo’lishi ma’lum. un(x),n = 1,2,3,... funksiyalar quydagi

I
un(x)um(x)dx =S:mn (6)

Smn {0 ,

ortonormallashtirish shartini qanoatlantiradi. Bu yerda Smn -  Kroneker simvoli:
1, m = n 

m ^ n
Juda kichik £ uchun (1), (2) chegaraviy masalaning un(x,£) -  xos 
funksiyalarini va Xn(£) -  xos qiymatlarini quydagi

un (x, £) = V2 sin nnx + £Un1 (x) + £2un2 (x) + £3un3 (x) +—  (7)
Xn(£) = n2n 2 + £ХП 1 + £2ХП 2 + £3Xn3 + ••• (8)

ko’rinishda izlaymiz. Bu (7) va (8) tengliklarni quydagi
Un(x, £) + [Xn(£) + £f(x)]un(x, £) =  0,
Un(0,£) =  0, Un(1,£) =  0

chegaraviy masalaga qo’yamiz
- (n n )2V2sinnnx + £u'l̂ 1(x) +  — + [(nn)2 + £\n1 +  — + £f(x)] *

* [^2sinnnx + £Un1(x) + £2Un2(x) + £3Un3(x) ...] = 0 
Bu yerda £ -  kichik parameter darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni nolga 
tenglashtirib quyidagi

K 1 (x) + (пп)2иП1 (х) = - f (x)un0(x) -  Xn1 Un0(X),
un1(0) =  0 , иП1(1) = 0 (9)

Un2(x) + (ПП)2и П 2 (Х) = - f (X)Un 1 (X) -  ЛП 1 и П 1 (Х) -  Xn 2 Un0(X) 
Un2 ( 0 ) = 0 , и П 2 ( 1 ) = 0 ( 1 0 )

0
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< з ( х )  +  (пп )2ипз(х) = - f ( x ) u n2(х) -  ЯП1 иП2 (х) -  ЯП2иП1 (х) -  An2Uno(x),
ипз(0) = 0 , u n3( 1) =  0 (11)

chegaraviy masalalarga ega bo’lamiz.
Bunda

un0(x ) = V 2sin nnx.
Aytaylik un1(x) -  funksiyalar, ushbu un0(x) = V2 sin n nx  ortonormal xos 
funksiyalar orqali Furye qatoriga yoyilsin deylik. U holda

uni (* ) = Z anm V 2  Sin ППХ (12)
Ш = 1

yoyilmaga ega bo’lamiz. Ravshanki un1(x) berilgan u n1(0) =  0, u n1(1) =  0 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Endi (12) tenglikni (9) differensial 
tenglamaga qo’yib

^  V 2^2(n 2 — m 2)a nm sin n ^ x  =  —V 2 /(x ) s in n ^x  — V2An1 sin n ^x
Ш=1

tenglikni keltirib chiqaramiz. Bu tenglikning ikki tomonini V 2sink^x  
funksiyaga ko’paytirib, so’ngra 0 dan 1 gacha integrallab , xos funksiyalarning 
ortonormallanganligidan foydalansak , ushbu

^  (^  ) ^nfc n̂fc ^nl^nfc
munosabat hosil bo’ladi. Bu yerda

(13)

(14)

Agar (13) tenglikda n  =  к bo’lsa , u holda
j.

V  = - Fnll =  - 2 / / M sm2 ™ *  dx

Agar (13) tenglikda bo’lsa , u holda

я 2(п2 -  fc2)
o’rinli bo’ladi. Qaralayotgan holda u n1(x) funksiay quydagi

w = - Z я 2(п2 -  fc2)
V2 sin k^x +  annV2 sisin n^x

(15)

(16)

(17)

0

0

formula bo’yicha hisoblanadi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ann hozircha 
noma’lum bo’lib, uning qiymatini un1(x) ning normalashtirish shartda topish 
mumkin.

Endi (10) chegaraviy masalani qaraymiz. Faraz qilaylik
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\_Л_/

иП2(х) — ^ b nr V2siSin TUX (18)
r=1

ko’rinishda bo’lsin. Ravshanki un2(x) funksiya aniqlanishiga ko’ra un2(0) — 0, 
u n2(1) =  0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Ushbu u n2(x ) ,u n1(x)  va 
u n0(x) funksiyalarning ifodalarini (10) tenglamaga qo’yib

и ^ ( n 2 — r 2) J2 b nr sin ru x  — — I  anr V 2 /(x ) sisin rux
r=1 r=1

— I  anr An1V2 sin тих — An2V2  sin nux (19)
r=1

tenglikni hosil qilamiz. Bu (19) tenglikning ikki tomonini V 2 s in k u x  
funksiyaga ko’paytirib 0 dan 1 gacha integrallasak va ortonormallash shartini 
inobatga olib, ushbu

и (П к ) bnk ^ ' &nr Fkr ank^n1 An2^Ln1 /Ln2 °nk
r=1

munosabatni olamiz . Agar к = n  bo’lsa, u holda

An2 ^  ' ^nr^kr ^  '
Яnr

ГФП ГФПu 2(n2 — T2)'

(20)

(21)

formula o’rinli bo’ladi.
Agar к bo’lsa, u holda (20) tenglikdan

ЯпкЯкг О-ппЯпк
&nk

ЯгпЯпк

ГФПu 2(n2 — к 2) ( п 2 — r 2) u 2(n2 —r 2) u 4(n2 — k 2) 2
(22)

CO

formula kelib chiqadi. Bu yerda bnn -  hozircha noma’lum.
Endi yuqorida topilganlardan foydalanib (11) chegaraviy masalani yechamiz. 

Faraz qilaylik

ипз (х )
O

= IS = 1
d-ns sin sux

ko’rinishda bo’lsin. Ravshanki u n3(x) funksiya aniqlanishiga ko’ra un3(0) — 0, 
un3(1) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. U holda (11) tenglik quyidagi 

korinishni oladi:

и
O O

'I (n2 — s 2) J 2 d ns sin sux  — — I  bns J l f ( x )  sisin sux —
S = 1O S=1

— I  ^ns sin sux  — I  ans Л.п2Л  sin sux  — Лп3^ 2  sin n ux  (23)
s=1 S=1

CO
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Bu (23) tenglikning ikki tomonini V2 sin kn x  funksiyaga ko’paytirib 0 dan 1 
gacha integrallasak va ortonormallash shartini inobatga olib, ushbu

Л (П F )^nfc ^  ' bns Ffos bn X̂ni &nk^ n2 ^-пЗ̂ пк
s=i

tenglikni hosil bo’ladi. Agar к = n  bo’lsa, u holda

^ n3 ^  ' bns Fns bnnA.ni &пп -̂п2 ^  ' bnsFns ^ nn^ n2
s=1

Z Fns ( zs^n \гФП

FnsFsr
s n̂

Q-nnF-nS FnnF-nS
n 2(n2 — S2) ( n 2 — r 2) n 2(n2 - r 2) n 4(n2 — S2) 2

—z
F

a nr

ГФП nnu 2(n2 —r 2)

formula o’rinli bo’ladi. Agar k ^ n  bo’lsa, (24) tenglikdan

dnk = 1  ____ Z
2 — n2) Z '

bnk^nl &nk̂ n2
n2(k2 — n2) Z “ns' KS ' n2(k2 —n2) n2(k2 — n2)bns F/cs '

S=1

’- n 2) l Fks ( Z '
FnsFsr ^nnFnS FnnFnS

(24)

n2(k2 —n2) z  s \ z  n2(n2 — s2)(n2 — r 2) n2(n2 —r2) n4(n2 — s2)2s±n \r±n
'

' bnnFkn Fnn
z

FnkFkr ^nnFnk FnnFnk
n2(k2 —n2) n2(k2 — n2)\Z-i  n2(n2 — k2)(n2 — r2) n2(n2 —r 2) n4(n2 —k2)2\ГФП

Fnk
z

pL -V)
n2(n2 — k2) Z—i n2(n2 — r 2)ГФП

formula keib chiqadi. Bu yerda dnn-hozircha noma’lum son. 
Quyidagi

(25)

J  (Una +  euni +  £2u„2 +  e3un3)2dx — 1

normallashtirish shartidan foydalanib,

W'ftâ -nidx — 0

j.

Ja
1

J  (2unaun2+u^i)dx — 0

a
l

J  (2uni Un2 + 2unaUn3) dx 0

(26)

(27)

(28)

(29)

i

a

a
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ten g lik la rn i to pam iz . B u n d a  un0(x) fu n k siy an in g  n o rm alla sh g an i in o b a tg a  

o linad i. Y u q o rid ag i (2 7 ) sh a rtd an  ann =  0 ek an lig i k e lib  ch iqad i. B u n d an  

tash q ari (28 ) ten g lik d an  fo y d alan ib

b = - - \  a 2ип.п. 2  /  , n̂k
кФп

1 ^  ( Fnk у

=  - 2 ! \ n 2(n2 — k2))кФп
( 2 5 )

fo rm u lan i h osil q ilam iz. (29 ) sh a rtd an  esa

.(d r =  a n k ^ n k  =
F .

!

F n k F i r F i n  F n k

*пп Ъ  “nk“nk ъ  л 2(п2 — к2) ( Ъ  л 2(п2 — к2)(п2 — Г2) л 4(п2 — к2)2 I
кФп кФп \гфп /

fo rm u lan i h o sil q ilam iz. S h u n in g  u ch u n  (7 ) v a  (8 ) m u n o sab a tla rn i q u y d ag ich a  
y o z ish  m u m k in :

prnkг(х, e) =^2 sin nnx — e Ъ
кФ п

л2(п2 — к2)J2 sin knx +

+ £2

+ £3

! { b
кФ п \\-гф п

Ъ
кФп

F  FГпкГкг F  Fгппгпк
2(n2 — k2)(n2 — r2) n4(n2—k2)2

1 F2
Л  sin knx — nk sisin nnx

n2(k2 — n2) \ / - , 'KS\/- ,n2(n2—s2)(n2—r2) n4(n2—s2)2 Kn L-i2\n2(n2 —r2))

■ F1 Y) ■

Z 4 Z
\sФ n

F  Frnsrsr F  Frnnrns

F  Frnkrkr F  Frnnrnk
>n2(n2 — k2)(n2 — r2) n4(n2—k2')2) n2 (n2 — k2) A-i n2 (n2 — r2)\уФП ' ГФП *

2 n4(n2 — к2)2

+F*"l-2ii;*ФП

Ъ

1 t F-L / ± у!'

F, F1 rr, sin knx

+ Fnk
!

^ n k ^ k r ^ n n ^ n k

n2(n2 — k2)\/-t n2(n2 — k2)(n2 — r2) n4(n2 — к2)2 \^Z sisin nnx } + o(e3).

^ n ( £ )  =  п 2л 2 — s F n n  +  £ 2
f2nk

+  £ 3 Ъ  Fns 1̂ФП \гФП
F n sF sr

л 4(п2 — к2)2 

annFns Fn n F n s

n2(n2 — s 2)(n2 — r 2) n2(n2 — r 2) n4(n2 — s 2)2
+ o(s3)

2. E n d i y u q o rid ag i m asa lad an  b ir  m u n ch a  u m u m iy ro q  b o ’lg a n  ho ln i 
qaraym iz.

U sh b u
—y" + £q(x)y = Ay, 0 < x < n  
| y ' ( 0 )  — hy(0) =  0 
l y ' ( 0  — Hy(n) =  0 

ch eg a rav iy m asa lan i qaray lik . B u  y e rd a  q (x )eC ![0,n] b i m a rta  u z lu k s iz  
d iffe rin s ia llan u v ch i fu n k siy a  b o ’lib , h  v a  H  h aq iq iy  son lar, s> 0  k ich ik  param eter. 

B u  b o ’lim d a  (1), (2 ) u m u m iy  ch eg a rav iy  shartli S h tu rm -L iu v ill m asa la s in in g  kn(s) 
x o s  q iy m atla ri v a  y n(x ,s) o rto n o rm al x o s  fu n k siy a la rin in g  k ich ik  p a ram etr s  g a  

n isb a tan  a s im p to tik a la ri o (s3) an iq lik d a  R e lay  -  S h red in g er u su li y o rd am id a  
k e ltirilib  ch iqarilgan .

U sh b u

(1)

(2)

U

21
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—у" =  Ху, 0 < х < п  
| у ' ( 0 )  — hy(0) =  0 
1 у '( я )  — Ну(п) =  0 

ch eg a rav iy  m asa lan in g , y a ’n i 8=0 b o ’lg n  h o lid ag i (1 ) + (2 ) m asa lan in g  xos 

q iy m atla rin i Xn0 = Xn(0) o rqali, o rto n o rm al x o s fu n k siy a la rin i yn0(x) =
yn(x, 0 ) o rq a li be lg ilaym iz .

M a ’lum ki, S h tu rm -L iu v ill ch eg a rav iy  m asa las in in g  x o s  q iy m atla ri h aq iq iy  
b o ’lib  u n in g  h a r x il x o s q iy m a tg a  m os k e lu v ch i x o s fu n k siy a la r o ’zaro  o rtogana l 
b o ’ladi. S h u  b ilan  b ir  q a to rd a  (4) ch eg a rav iy  sh artla rn i q an o a tlan tiru v ch i ix tiy o riy  

f(x )£ C 2[0,n] fu n k siy a  u c h u n  q u y id ag i teo re m a  o ’rinli:
Teorema. (Yoyilma haqida). Agar f(x)cC2 [0,n] ushbu

[ f ( 0 )  — hf(0) = 0 
\f'(n) — Hf(n) = 0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya bo ’lsa, u holda quyidagi

(3)

(4)

f (x) =  ^  anyn(x), (*)
n= 0

tasvir o ’rinli bo ’ladi. Buyerda yn(x) funksiyalar (1), (2) chegaraviy masalaning 
ortanormallangan xos funksiyalari bo ’lib, an koeffitsiyentlar ushbu

ж

an = J  f ( t ) y n(t) dt  
0

tenglik bilan aniqlanadi. (*) qator tekis va absolyut yaqinlashuvchi bo ’ladi1.

B e rilg an  (1 )+  (2) ch eg a rav iy  m asa lan in g  yn(x, s) o rtag an a l x o s fu n k siy a la rn i v a  

Xn(x, e) x o s  q iy m atla rn i m os rav ish d a  u sh b u

yn(X, £) = yno(X, £) + £ynl(X) + £2у П 2 (Х) + £3уп3(х) + 0 (£3) (5)
Xn(x, £) = Xno(x, £) + £Xnl(x) + £2Xn 2 (x) + £2Xn 2 (x) + o(£3) (6)

k o ’rin ish id a  iz laym iz. B u  y e rd a  yn1(x), y n2(x), y n3(x) h o z irc h a  n o m a ’lu m  
fu n k siy a la r b o ’lib , Xn1, Xn2, Xn3 m iq d o rla r  n o m a ’lu m  sonlar.

Y u q o rid ag i (1 )+ (2 ) m asa lad a  у  = yn(x, £) v a  X = Xn(x, £) d eb  o lib , u la rn in g  

o ’rn ig a  (5) v a  (6 ) ifo d a la rn i q o ’y sak , q u y id ag i ch eg arav iy  m asa la la r k e tm a-k e tlig i 
h o sil b o ’ladi:

Уп0 ^ поУпО
{ У^о(0) — hyno(0) = 0 (7)

Упо(к )  — Нупо(п) = 0

1 Teorema isbotini A.B. Hasanov “Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari nazariyasiga kirish” 1-qism.{ “Fan” 
nashriyoti, Toshkent 2011} 135-betdan qarash mumkin.
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(8)

Ут ^ поУп1 ч(х)Упо + ^ пУУпо
y'^i (0) - h y n i(0 )  =  0 
Ут (к ) -  Hyni (n) = 0

' -У п2 -  ^ п0Уп2 = - Ч (Х)Уп1 + ЛП1Ут + ЛП2Уп2
Уп2(0) - h y n2(0) -  0 (9)

Уп2(^ )  -  НуП2(п) -  0

Уп3 ^ поУпЗ Ч(х')Уп21 + ^ п1Уп2 + ^ п2Уп1 + ^ пзУпО
Упз(0) -  hyn3(0) — 0 (10)
Упз (к )  -  Нупз (п) = 0

K o ’rin ib  tu rib d ik i (7 ) ch eg a rav iy  m asa la  (3 )+ (4 ) b ilan  b ir  x il. S h u n in g  u c h u n  (8) 

ch eg a rav iy  m asa lad an , avvalo  y n1(x)  fu n k siy an i v a  Xn1 son n i topam iz. S o ’n g ra  (9) 

ch eg a rav iy  m asa lad an  yn2 (x)  fu n k siy an i h am d a  Xn2 sonn i an iq lay m iz  v a  b u  

to p ilg an a rd an  fo y d a lan ib  (10) ch eg a rav iy  m asa lad an  y n3(x) fu n k siy an i h am d a  Xn3 
sonn i topam iz.

A n iq lan ish ig a  k o ’ra  yn1(x) fu n k siy a  (2 ) ch eg arav iy  sh a rtla rn i q an oatlan tirad i. 
S h u n in g  u ch u n  un i u sh b u

Ут (х ) - I &птУт0 (X), &nm (Уп1>Ут0) ( 11)
n=0

k o ’rin ish id a  iz laym iz. B u  y e rd a  ( f , g)  o rq a li f (x)  v a  g(x)  fu n k siy a la rn in g  L2(0,n) 
fazo d ag i sk a ly ar k o ’pay tm asi be lg ilangan . B u  y o y ilm a n  d iffe ren s ia llab , quy id ag i

Уп1 ^птУт0 (Х) (12)
m=0

ten g lik n i h osil q ilam iz. A g a r  (11 ) v a  (12 ) ifo d a la rn i (8 ) ch eg arav iy  m asa lad ag i 

d iffe rin sia l ten g lam a g a  q o ’ysak , u n d an

I  апт[-Уто(х) -  ЛпоУто(х)] -  -  q (x )yno(x ) + K iy no(x)
m=0

m u n o sab a tla r  k e lib  ch iqad i. B u  ten g lik n in g  ikk i to m o n in i yk0(x) g a  k o ’pay tirib , 

h o sil b o ’lg an  ifo d an i [0,n] o ra liq d a  in teg a llab , u sh b u
n n

-  f  ymo(x)yko(x)dx -  Amo f  ym0 (x)yk0 (x)dx -  AmoSmklm0
0 0  

m u n o sab a tla rd an  fo y d alan sak , qu y id ag i
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т п п

I  апт ( *т0 I  Уто(х)Уко Ш х  -  Лп0 I  Уто(х)уко Ш х  )&пт 1 /1т0 
т= 0 \ о

п п
-  - 1  q (x )y no(x )y ko(x ) dx + Лп11  упо(х)Уко(х^ х  

о о  
tenglikka ega bo’lamiz. Bu yerda

|0, m ^ k  
[1, m  = к

Bunda m  = к deb (у&0(х)} funksiyalarming ortonormal sistemani tashkil qilishini 
inobatga olsak, ushbu

^mk

n n

&nk(^k0 ^n0) I  4 (x)y no(x)y ko(x )dx + Ani I  y no(x)y ko(x )dx  (13)
о

formula hosil bo’ladi. Agar (13) da k ^ n  deb olsak, undan

1
&nk

n̂0 k̂0
Япк (14)

о

о

tenglik kelinb chiqadi. Bu yerda

Япк

n

Iо
Ч (х)Упо (х)Уко (x) dx.

Yuqoridagi (13) tenglikda n = к deb,

n

ЛП 1 = Япп, Япп = I  q ( x ) (yno(x) ')2dx  (15)
о

ekanligini topamiz. (13) tenglikdan foydalanib, (11) yoyilmani quyidagi ko’rinishda 
yozish mumkin:

Ут(х) = IпФк

1
Лпо Л ЯпкУк0(х) + О-пп Уп0(х)

к0

Bu tenglikdagi ann hozircha noma’lum son bo’lib, uning qiymati y n1(x) 
funksiyalarning normallashtirish shartidan foydalanib topishimiz mumkin.

( 1 6 )
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E n d i n av b a td ag i (9 ) ch eg a rav iy  m asa lan i qaray lik . B u n d ag i yn2 (x) fu n k siy a  h am  
(2) ch eg a rav iy  shartla rn i qanoatlan tirad i. S hu n in g  u ch u n  un i

m

Уп2 (х) = I  bnly l0(x), bnl = (уП2 ,Ую) (1 7 )
1=0

k o ’rin ish id a  iz laym iz. Y u q o rid ag i (11) v a  (1 7 ) y o y ilm an i (9) g a  q o ’ysak ,
СО CO

- Z 6" ,y ;0 ( х ) - я - о !  ЬП1Ую(х)
1=0 1=0m

= - Ч ( х ) ^ а п1у ю(х) + ^nl I  ап1Ую(х) +ЛП2Уп0(х)
1=0 1=0

oo

m u n o sab a tla r  k e lib  ch iqad i. B u  ten g lik n in g  ikk i to m o n in i yk0(x) g a  k o ’pay tirib , 
h o sil b o ’lg an  ifo d an i [0,n] o ra liq d a  in teg a llab , u sh b u

-Ую (x) = ^юУю(х)
m u n o sab a td an  foydalanam iz . N a tijad a  quy id ag i

n n

I  bn, ( Л, 0  J  yw(x)y* 0 (x)dx -  ЛП 0 J  y , 0 (x)yk 0 (x)dx )Jnl | /L10 
1=0 \ 0

n
= ~ I  anl J  q(x)yw(x)yk0 (x)dx

1=0 0 
m л n

+ A-nl I  anl J  y i0 (x)yk0 (x)dx + ХП 2 J  Уп0 (х)Ук0 (х) .̂Хy i0 \^ jyk0 \^ j“-*- T /ln2 
1=0 0 0 

ten g lik k a  eg a  b o ’lam iz. B u n d a  l = к deb , u sh b u

bnk(^k0 ^40  ̂ ^  ' aniqik +  ^nl^nk +  ^п2^пк
1=0

m u n o sab a tn i o lam iz. O x irg i (17 ) ten g lik d a  n ^ k  b o ’lsa , u  h o ld a
m

^nl^nk
bnk — I— Acn^n0 ^s0

aniqik +
1=0 k̂0 n̂0

(1 8 )

(1 9 )

fo rm u la  hosil b o ’ladi. A g a r  (14 ) v a  (1 5 ) fo rm u la la rn i e ’tib o rg a  o lsak , u  h o ld a  (18) 
ten g lik  q u y id ag i k o ’rin ish n i oladi:

bnk ^  ' '
qmqik + &nn qnk qnnqnk

1ФП(ЛП0 ^ k0~) (^ n0 •̂Ш) ^ n0 ^ k0 (^ n0 ^ k0~) '2
(20)

m

0
CO

40



Y u q o rid ag i (18 ) ten g lik d a  n — к b o ’lsa , u n d an

Я.n2 - I1=0
akl4lk ^k1akk - I

1ФП

qh
Л-fcO — ^10

k e lib  ch iqadi.

E n d i (20) fo rm u lad an  fo y d alan ib , (17 ) ta sv irn i q u y id ag ich a  yozam iz:

Уп2(х) -  I  I +
a■nnЯпк ЧппЯпк

(An0 -  Ako) V n0 -  h o) Ko -  ho (XnQ -  h o )
Уко(.х)

пФк 1Фп 4 n0
+ ЬппУп0(х). (21)

2

B u n d a  bnn h o z irc h a  n o m a ’lu m  son.

E n d i n av b a td ag i (1 0 ) ch eg a rav iy  m asa lan i qaray lik . B u n d ag i yn3(x) fu n k siy a  h am  
(2) ch eg a rav iy  shartla rn i qanoatlan tirad i. S h u n in g  u ch u n  un i

Упз(х) - I ^nsys0(X), d-ns (Уп3, Уво') (22)
s=0

k o ’rin ish id a  iz laym iz. Y u q o rid ag i (11), (17 ) v a  (22 ) sh artla rn i (10 ) ten g lam ag a  
q o ’y ib ,

'~A~> '~A~> '~A~>

(x) ^n0 dnsyso(x) = - 4 (x) I b nsyso(x) +  h l  I  ЬПзУз0(х)
s=0 s=0 s=0 s=0

+^n2 Is=0
&nsy s0(X) + ^ пзУп0(х) (23)

m u n o sab a ti h osil q ilam iz . U sh b u

-Ую (x) = ^юУю(х)

ten g lik k a  k o ’ra  (23 ) m u n o sab a t qu y id ag i k o ’rin ish n i o ladi:
cu cu cu

I d ns (Я5о Л-nÔ  Уз0(х) Ч(х) 1 ' ЬпзУз0(х) +  h l  I  ЬпзУз0(х)
s=0s=0 s=0

+^n2 1 ' ^пзУз0(х) + ^пзУп0(х)
s=0

u
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B u  ten g lik n in g  h a r ik k a la  to m o n in i yk0(x) g a  k o ’p ay tirib  [0, n] o ra liq d a  

in teg ra llaym iz . N a tija d a  quy idag i

m

s=0

n n
^so f  yso(x)yko(x) dx -  Ano f  yso(x)yko(x)dx

0 0
m л m л

= -  ^ b ns f  q(x)yso(x)yko(x)dx + Л-ni bns f  yso(x)yko(x)dx
s=0 o s=0 0

m л

+ЛП2 I  O-ns f  yso(x)yko(x)dx + Лп3
s=0 o

n

f0
yso(x)yko(x)dx

ten g lik k a  eg a  b o ’lam iz. B u n d a  s = к deb , u sh b u

m

dnk(Лко Лno) ^  ' bnsqsk + Лni bnk + ЛП 2 ^пк + Лп38пк
s=0

m u n o sab a tn i o lam iz. O x irg i (23 ) ten g lik d a  n = к b o ’lsa , u  h o ld a

(24)

Лn3

m
= I bnstfsn Лnibnn ЛП2&пп

s=0

m
= I

s^n
bns 4sn ЛП2 &nn (25)

fo rm u la  hosil b o ’ladi. A g a r  (20 ) fo rm u lan i e ’t ib o rg a  o lsak , u  h o ld a  (25 ) fo rm u la  
q u y id ag i k o ’rin ih m  oladi:

Xn3
4nl4ls + O-nnQns 4nn4ns

Ŝ n '1ФП(ЛП0 As0) ( -̂ -n0 Лю̂  Лпо Л:ls0 (Лпо Л5о)2 4sn ЛП2 &пп (26)

A g a r (24 ) ten g lik d a  к b o ’lsa , u n d an

dnk Л.п0

m

i /  bnsqsk +
— Ako s=0

Л-nibnk , Лп2^пк
Лко — Л

+
n0 Лко — Лn0

(27)

k e lib  ch iqad i. Y u q o rid a  to p ilg a n  bnk v a  ank k o e ffe ts iy en tla rn i h am d a  Лп1 v a  Лп2 
son la rn i (27 ) q o ’y sak , u  q u y id ag i k o ’rin ish n i o ladi:
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п̂к

+

no ^ so )(^n0 я ю) Ano Я5о (An0—Aso)2 ^
nHls

X
&nn4ппчП5 q qn̂n̂ ns

s^n \1фп

ql у
I

4nl4lk + п̂пЧпк ЧппЧпк
Ak0 ^n^^^—l( n̂0 k̂o')( n̂0 l̂ô  Ano k̂0 ( n̂0 ■̂ko')21ФП

Чпк ЬппЧпк
(^ko ^no^2 Ano АЮ Xno Лко

Z 4 h  |
2̂ 0 2/о

( 2 8 )

1ФП

dnn - h o z irch a  n o m a ’lu m  son.
Q u y id ag i

ж
|  [y„o(x,£) + synl(x) + £2УП2 (Х) + Е3Уп3(х) + o(s3)]2dX = 1
o

n o rm a lla sh tir ish  sh a rtid an  fo y d alan ib , u sh b u

ж
I  yno(x)yni (x)dx =  0,

o
ж

I  [2 yno(x)y n 2 (x) + (yni (x)) 2]dx =  0

ж

I  [2 у П 1 (х)Уп2 (х) + 2yno(x)yn3(x)]dx =  0

(29)

(30)

(31)

m u n o sab a tla rn i topam iz. (2 9 ) sh a rtd an

O-nn 0
k e lib  ch iqad i. B u n d a n  fo y d alan ib , (1 6 ) ta sv irn i u sh b u

Чпк ykoxУт(х) =  ( 1 1— -\ z _ j Ano\n^k Ano Ako
k o ’rin ish d a  y o z ib  o lam iz. H o sil b o ’lg an  (2 1 ) v a  (33 ) ta sv irla rn i (30 ) sh artg a  

q o ’y ib , qu y id ag i

(32)

(33)

b.nn - I I
Чпк

( n̂o — ^ko)2 кФп кФп= - 2 1
П2n̂k (34)

GO

o

o
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tenglikka ega bo’lamiz. Demak (21) tasvimi (32) va (34) dan foydalanib, 
quyidagicha yozish mumkin:

4nl4lk ЧппЧпк
> ^ ( * ) = 2 ( Z (Япо — ^fco)(^no — ^го) (^no — ^fco)2

yfcoM
пФк \1фп

1 У  ^ 2 v (x)
l L ( X no - X ko)2 Упо(кФп

( 3 5 )

Yuqorida topilgan (33), (35) formulalardan hamda (22) tasvirdan foydalanib dnn 
sonni topamiz.

1 1 I \  4nl4lk ЧппЧпкdnn
^  |Япо Я^о ( ^  (Япо Я^о) ( Япо Яго) (Япо ^ко)2кФп v '1фп

Yuqoridagi topilgan ma’lumotlar asosida (5) va (6) yoyilmalar quyidagi 
ko’rinishni oladi:

yn (X, £) = У„ о (Х, £) + £ У   ---Ц — Яп к  Ук 0(х) +Лп о Л-fcOпФк

+ £‘ У { У
4nl4lk ЧппЧпк

I (Яп о Як о)(Лп о Яю )  (Яп о Як о)2
У ко (х) -  т:,, Чп\  л2 Упо (х)} +2 (Япо 2ко)2

+ £ !У ( Яп о -Я , о (У (У
4nl4ls Чпп 4ns

(Лпо — Л5о)(Лпо — Лю) (Л-по — Л5о)2

+ ^ ( 1
4nl4lk ЧппЧпк

(Лпо Лко)(Лпо Лю) (Лпо Лко) I (Лко Лпо)^ л̂по /1ю

4sk +

1 Япк У __Чп1
(Льп

1ф п

+ - ^ у а1 5 \у к о (х) — ■

БФП '

+ о(е3)

Чпк
У

4nl4lk ЧппЧпк
Лпо  Лк о \̂ -̂  (Лп о Лк о)(Лп о Лю )  (Лп о Лк о)'2 1\

\ 1 ф п  /  )

Упо(х)

Хп(х, е) = Хп0(х, е) + eqnn + е2 У 4h

+*3ЩS±n \1±п

4nl4ls
Ып 

Чпп 4ns

Яко — ЯЮ
+

(Лпо Я50)(Яп0 Я ^  (Хпо Я5о) \4sn + о(£г)2

3. Yuqoridagi badlarda h va H sonlar chekli bo’lganda kichik parametrli 
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining Лп (е) xos qiymatlari va yn(x, s) 
ortanormal xos funksiyalarining kichik parametr £ ga nisbatan asimptotalari o(s3) 
aniqlikda keltirib chiqarilgan edi. Quyida biz bu sonlarning ixtiyoriy bittasi cheksiz 
bo’lgan holni qaraymiz.
Agar (2) chegaraviy shartlarda H =  ю v a h  =  0 deb tanlasak, u holda (1)+(2) 
chegaraviy masala quyidagi ko’rinishni oladi:
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—у"  +  £q(x)y = Ay, 0 < x  < n  
y '(0 ) =  0, y (n )  = 0

( 3 6 )

Bizga ma’lumki, ushbu
\—y" = Ay, 0 < x  < n
y '(0 ) =  0, y (n )  = 0 

chegaraviy masalaning, ya’ni £ = 0 bo’lgan holdagi (36) masalaning xos qiymatlari 
va ortanormal xos funksiyalari

(37)

Лпо = (п + - ) 2, Упо = J 2 co s (n  + - ) x ,  n  = 0,1,2 ... (38)

ko’rinishda bo’ladi. Berilgan (36) chegaraviy masalaning yn (x, £) ortanormal xos 
funksiyalarni va An (x, £) xos qiymatlarni mos ravishda ushbu

yn (x ,£ ) =
N

2 1
- c o s  (n  +  2  ) *  + syn l (X) + е2ум М  + £3упз(х) +  o (s 3)

l
An (x, £) = (n + - ) 2 +  £An-(x)  +  £2ЛП2(х) +  £2ЯП2(х) +  o(£3) (40)

ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda yn1(x), y n2(x), y n3(x) hozircha noma’lum 
funksiyalar bo’lib, An1, An2, An3 miqdorlar esa noma’lum sonlar.

Yuqoridagi (36) masalada у  =  yn (x, £) va A = An (x, £) deb olib, ularning o’rniga 
(39) va (40) ifodalarni qo’ysak, quyidagi chegaraviy masalalar ketma-ketligi hosil 
bo’ladi:

—y h  — (n + - ) 2y ni = —y ( x ) J 2  cos ( n  + - ) x  + An-J 2  cos (n  + - ) x

Уш(0) = 0, у П2 (п ) = 0
(41)

—y ’" 2  - ( n  + - )  Уп2 = —Ч(х)Ут + К - Ут + Яn2 J 2 cos (n  + - ) x (42)
Уп2(0) = 0, Уп2(П) = 0

—Уп3 - ( n  + - )  Уп3 = —Ч(х)Уп2 + Лп-Уп2 + ЛП 2 Ут + ^ J ^ cos ( п + - ) х

= 0, у П3(^ ) = 0
(43)

Avvalo, (41) chegaraviy masaladan, y n1(x) funksiyani va An1 sonni topamiz. 
So’ngra (42) chegaraviy masaladan y n2(x) funksiyani hamda An2 sonni aniqlaymiz 
va bu topilganardan foydalanib (43) chegaraviy masaladan y n3(x) funksiyani 
hamda An3 sonni topamiz.

Aniqlanishiga ko’ra y n1(x) funksiya (41) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 
Shuning uchun uni ushbu
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Уш (*) =  Z  апт ^  cos ( т  + ^ )  х, апт = ( у пЪ ^  cos (п  + ^ )  х  ) (44)
т=0 N \  N /

k o ’rin ish id a  iz laym iz. B u  y o y ilm an  d iffe ren s ia llab , quy idag i

y* i =  -  Z

1
&nm(m + ^)

2 ( 1\
— cos ( m + — lx 
n  \  2/

(4 5 )
ш=0 "V

ten g lik n i h osil q ilam iz. A g a r  (4 4 ) v a  (45 ) ifo d a lam i (8 ) ch eg arav iy  m asa lad ag i 

d iffe rin sia l ten g lam a g a  q o ’ysak , u n d an

Z  h  (m + 1)2 -  (n + 2)2 cos (m + ^ ) x  = -  q(x) facos (n + ^)
m= 0 N

+ ^nl I— cos ( n + - ) x

m u n o sab a tla r  k e lib  ch iqad i. B u  ten g lik n in g  ikk i to m o n in i J 2 cos (k +1)  x g a

k o ’pay tirib , h o sil b o ’lg an  ifo d an i [0,n] o ra liq d a  in teg a llab , x o s fu n k siy a la rn in g  
o rto n o rm a llan g an lig id an  fo y d a lan sak  , u sh b u

( fa +  ^0 fa +  ^ O-nk n̂k + -̂nfank
m u n o sab a t h osil b o ’ladi. B u  y e rd a

l

Fnk = — j  q(x) co s  (k ^  2 )  x  co s ( n + 2) x ^х-
0

A g a r (46 ) ten g lik d a  n = к b o ’lsa  , u  h o ld a
l

2 f , . „ /  1 '

(4 6 )

(4 7 )

^ nl Fnn n j  q(x) cos2 ( n + ^ ) x dx.

A g a r (46 ) ten g lik d a  к b o ’lsa  , u  h o ld a

_  Fnk
&nk 1 1

(4 8 )

(4 9 )
(n + ±)2 - ( k + ±)2

o ’rin li b o ’ladi. Q ara lay o tg an  h o ld a  yn1(x) fu n k siay  quy d ag i

Ут(х) = Z
F,nk

кФп (k + 2)2 (У + 2)t r 2 j l cos{k + l )X + a" « j l cos{n + l )X (50)

2

00

0
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formula bo’yicha hisoblanadi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ann hozircha 
noma’lum bo’lib, uning qiymatini y n1(x) ning normalashtirish shartda topish 
mumkin.

Endi (42) chegaraviy masalani qaraymiz . Faraz qilaylik
m

'nr
r=1 "V

Уп2 (x) = /  bnr ^  cos ( r + ^ x

ko’rinishda bo’lsin. Ravshanki yn2(x)  funksiya aniqlanishiga ko’ra (42) 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Ushbu уп2(х ),Уп1(х ) va yn0(x) 
funksiyalarning ifodalarini (10) tenglamaga qo’yib

(51)

^ ' bnr I
r=0

X
(r + )̂2 -  (n + )̂2 c.os(r + ^ \ x  = = - /  anr q(x) I- cos (r + Л

r=1 У
m

+  /  anr ЛП 1 -  cos (r + ^ ) x + Xn2 -  cos (r ^ )  
r=1 У

n? — c os i r + - lx 
J n  \  2/

(52)

m

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikki tomonini cos (k + 1)x funksiyaga

ko’paytirib 0 dan 1 gacha integrallasak va ortonormallash shartini inobatga 
olib, ushbu

1 2 1 2
-) -  (n + -  
2 2

munosabatni olamiz . Agar к = n  bo’lsa, u holda

(  1 2 1 2\  _  V
[ (k + ~) — (n + 2) ) /  . ^ nr + ^ nk^ nl + ^ n2^nk
'  ' r=1

(53)

Â 9 ^nr^kr Fnk
ln2 /  ' ^ nrr kr

ГФП
formula o’rinli bo’ladi.
Agar к bo’lsa, u holda (53) tenglikdan

^nk ̂ kr

1 1 (54)
гфп (w + 2>2)'2 (^ + 2)

n̂k
О-пп̂ пк

ГФП( [n + \ ) 2 - ( k  + к)2)  ((n + ±)2 — (n + ± y )  ( k + 1)2 — (n + 1)

n̂n̂ nk

( ( k + 2 ) - ( n + 2 ) )

2

(55)

2 2
formula kelib chiqadi. Bu yerda bnn -  hozircha noma’lum.

Endi yuqorida topilganlardan foydalanib (43) chegaraviy masalani yechamiz. 
Faraz qilaylik

m

/  dns
S=1 M

Упз M  = / d ns -  cos ( s ^ )  X (56)
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ko’rinishda bo’lsin. U holda (43) tenglik quyidagi korinishni oladi:

- (n + “ ) j d ns -n c° s ( S + 1) x = - l b ns q (x)  - ^ ( 3 + - ) х  +
s = ^  ' У s=1 У

TO

+  y n̂s ^nl 
s=1 У

TO
2 1

| X + y &ns ^n2
2 1

— cos I s + — -  cos I s + -  ) X +  Апз
n \  2j

Лs=1 Уn \  2)
■ cos I n + — ) x

n V 2/

\_л_/

I
s=1

Bu tenglikning ikki tomonini J^cos(k + 1)x funksiyaga ko’paytirib 0 dan 1

gacha integrallasak va ortonormallash shartini inobatga olib, ushbu
2 1 24

lnk /  “ns
s=1

tenglikni hosil bo’ladi. Agar к = n  bo’lsa, u holda

(  1 2 1 2\
( (k + ~) — (n + 2) ) /  , ^ns + ^nk^ nl + ^ n2^ nk + ^ пЗ^пк (57)

n̂3 ^  ' bns Fns bnnXni &nn̂ -n2 ^  ' bnsFns &nn̂ -n2
s=1 s n̂

formula o’rinli bo’ladi. Agar k ^ n  bo’lsa, (57) tenglikdan
to

1 ’У bnjiXni &nk̂ n2
dnk = 1 Fns Fks + • + ■

(n + 2)2 — (ь + 2)2 s=!
formula keib chiqadi. Bu yerda dnn-hozircha noma’lum son. 
Quyidagi

1

j  (Упо + £Уп1 + е2Уп2 + £3Упз)2Чх = 1 
0

normallashtirish shartidan foydalanib,
1

11 1 1 1(k+±)2 — (n + ±)2 (k + 2)2 — (n + 1)

(58)

(59)

(60)

j
УпоУтйх = 0

0
1

j0
1

(2упоУп2 + y?n)dx =  0

j  (2уП1Уп2 + 2упоУпз) ^ х  = 0 
0

tengliklarni topamiz. Bunda y n0(x)  funksiyaning normallashgani inobatga 
olinadi. Yuqoridagi (61) shartdan ann = 0 ekanligi kelib chiqadi. Bundan 
tashqari (62) tenglikdan foydalanib

(61)

(62)

( 6 3 )

CO

2
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bnn 2 X  a"k 2 XкФп

Fnk

кФп \ (n + ^) — (fc +  —)

formulani hosil qilamiz. (63) shartdan esa

^nn ^  ' ^nfc^nfc

formulani hosil qilamiz.
кФп

Уп1(x) =  ( X
пФк "V

2 Fnk c o s  (fc +  ^ )  x

f f (n + i ) 2 —( f c + i ) 2

П

Xn1 = Fnn, Fnk = — j  q(x) co s  ( n  +  2 )  x  c ° s  (fc +  2 )  x ^ x

= X
Flkl

n2 X  1 1
г*п (n + -j)2 — О + 2 ) 2

f л V l V  FniFik
Уп2(х) _ /  I /  1 1 1 1

((n + j ) 2 — (k + i ) 2)((n + i ) 2 — (1+ i ) 2)

FinFik \  2 /, 1\----------1------------ 1-----  ) |-c ° s ( fc + -)x
( ( n + i ) 2 —(fc+ i)2)2/ >  V 2'

1 ^  Fnk2 2 ( 1\
- 2 X „ ((n + l )2 _ (fc + l )2)2 j ^ cOS(" + 2) -̂

2

2 2

0

(64)

(44)

(45)

(46)

(47)
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Уп з СО = ^
к ^ п

F„,F,nlrls
(»+ l) -(*+ 2)

{ . (

S ^ ((n + 2) -(s+ 2 ) ) ( (n + 2) -(fc+2) )

\
F  Frnnrns

((n+2) - (s +2. 
/

+ FI 1 yy

Fs k  +

Fn iFi
\

nlrlk ^ n n ^ n k

+

( * " ((" +i f  - ( k + 2 f ) ((n + i f  - ( l + i f )  ((»+i f  -  (*+2
2 \  r  

— J M, i^ +t ^ Z 0”  J f cos(k+ i)3
Fnk

(n +l) - {k + l) Щ п +1) - ( ,  + !)

(
F FniFik

(n + i) - {k + i ) y*n({n + 2) - {k + l ) ) ( (” + 2)

Y i l— cos I n + —):n V 2/
Fn n F-nk

((n +2) - ( k +2
i \

= Ъ Ъ й ~ ^
F„ }Finlrls FnnFns F1 cr

\ i*n({n+2) - (s +2) ) ( (n +l) - ( k +2))  (("+2)2 -(*+2)
Bu topilganlami (39) va (40) olib borib qo’ysak, (36) masalaning o ( s3) 
aniqlikdagi ortanoral xos fuksiyasi va xos qiymati hosil bo’ladi

(48)

(49)

l

s ^ n

A

3. Quyidagi

s y "  + ay '  + by = 0 , s > 0 , ab Ф 0 (*)

У(0) =У1 , У(0) =У2 , |У1| +  |У2| > 0  (**)

chegaraviy masala yechimini £ ^  +0 dagi holatini o’rganamiz.

Berilgan (*)+(**) chegaraviy masala yechimini y£(x) orqali, ushbu

ay '  + by = 0

У(0) =  У1

Koshi masalasi yechimini esa y0(x)orqali belgilaymiz.
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Teorema-1. Aytaylik a < 0 bo’lsin. U holda (*) + (**) chegaraviy 

masalaning y£(x) yechimi mavjud va yagona bo’lib, har bir

x  e  [ 0 , 1 - 5 ]  larda

Уе(^ ) ^ У о (^ ) , £ ^ + 0
munosabat o’rinli bo’ladi. Bundan tashqari, ixtiyoriy x  e  [0,1 — 5],

0 <  5 <  1 da quydagi yaqinlashtirish

У г М ^ У о М , £ ^ + 0

tekis bajariladi.

Isbot. Ushbu

eA2 + uA + b — 0

xarakteristik tenglamaning A± — A±(x), A2 — A2(x)ildizlarni yetarli kichike > 

0 ( £ <  uchun haqiqiy va har xil bo’ladi. Shuning uchun (1) tenglamaning 

umumiy yechim

y£(x) — c±(£)eAlX + c2(s )eA 2X

ko’rinishda bo’ladi. Qaralayotgan holda e Al А e^2 bo’lganligi uchun yetarli 

kichik £ >  0 da (*) + (**) chegaraviy masalaning yechimi mavjud va

yagona bo’lib, u quyidagi

1
У£(х) —gAl -- Q̂ 2 [(ae*2 — p ) e XlX + ( a e Al — p ) e X2X\

ko’rinishda bo’ladi.

Ushbu
m

(1 + x ) m — 1 + — X + o (x 2)

formuladan foydalanib £ ^  +0  da

—a + ^ a 2 — 4 еЬ b
* i — ---------2k---------- — —a + 0(£)

Л2
—a — ^ a 2 — 4 еЬ 

2e

a b
------ 1----- + о

£ a (?)

munosabatlarni topamiz. Endi quydagi ayirmani baholaymiz:
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Ье(х)  -Уо(*)1 =
1 _ь

[ (а е Я2 — f i ) eXlX +  ( a e Xl — f i ) e X2X] — ае ахgAl -- Q̂ 2 <

<

_b_
f ieXlX — ae~axe Xl

+
e*2

e 2̂ — e î | е я2 — exl 1
1 у. ----- a e AlX +  ае а

ь—х + \Р -  a e Xl\eX2(x х)}

Ko’rinib turibdiki, shunday А г > 0, А 2 > 0 sonlar topilib, ixtiyoriy x  E [0,1] 

va barcha £ > 0 lar uchun

f teXlX — ae
b

- axe Xl < A ±, IP — a e Xl | <  A 2

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib £ ^  +0 da quyidagi
(_a b\

e*2 — e Xl = e X2[1 + o(e)] =  £+a) [1 + o(e)],

a e XlX — ae ax = lale ax\1 + exo(£̂ \

b-—x= lale axxo(e) < A 3o(e)

baholarni olamiz. Bu yerda A3 > 0.

Endi , ushbu
a b

Ъе^ )  — Уо( х ) 1 < А ±еУ a [1 +  0 (£)] +

+[1 + o(e)] {л 3о(е) + A2e (-!!+ i)(x- 1'>[i + o(e)]} 

bahoga ega bo’lamiz.

Agar a < 0  bo’lsa, u holda Ь е(х ) —У0(х )1 ayirma £ ^  +0  da 

yuqoridagi tengsizliklarning oxirgi hadiga bog’liq holda o’zgaradi. Aniqrog’I 

£ ^  +0  da

1Уе(х) -  Уо(х ) 1 ^  0

munosabat har bir 0 <  x  < 1 da bajariladi. Bundan tashqari

maxly£(x) -  y o(x)l ^  0X
munosabat esa, har bir 0 <  x  < 1 -  S, 0 <  x  < 1 da o’rinli bo’ladi.
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Bu teoremadan kelib chiqadiki a <  0 holda (*) + (**) chegaraviy masala 

uchun har bir [1 — S, 1], 0 < x <  1 kesma chegaraviy qatlam vazifasini 

o’taydi.
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Xulosa
Biror fizik jarayonni tavsiflovchi differensial tenglama 

parametrlarga (jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza 
fizik kattaliklar) bog’liq bo’ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real 
masalalarda aniq o’lchamini hisoblashning imkoni yo’q, odatda taqribiy 
hisoblanadi. Ma’lum jarayonni tavsiflovchi differensial tenglamani 
keltirib chiqarish jarayonida ham xatolikka yo’l qo’yiladi. Shu maqsadda 
differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun, uning yechimi 
parametrlarga uzluksiz ravishda bog’liq bo’lishi kerak, ya’ni 
parametrlarning kichik o’zgarishiga differensial tenglamaning yechimi 
ham mos ravishda kichik o’zgarishi lozim.

Mazkur bitiruv malakaviy ishida avvalo, hosilaga nisbatan 
yechilgan birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaga qo’yilgan Koshi 
masalasining korrektligi ko’rsatilgan. Bundan keyin kichik parametrli 
birinchi tartibli differinsial tenglamaga qo’yilgan Koshi masalasini 
yechish usullari bayon qilingan. Shu bilan bir qatorda kichik parametrli 
Shturm -  Liuvill chegaraviy masalasi ham o’rganilgan.
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