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Mexanika - matematika fakulteti matematika yo’nalishi 4-01 - guruh talabasi
Normurodov Hojimurodning "Oddiy differinsial tenglamaga qo’yilgan Koshi
hamda chegaraviy masalalarning yechimini topishda asimptotik usullardan

foydalanish™ mavzusidagi bitiruv malakaviy ishiga
MULOHAZA

Tabiatdagi  biror fizik jarayonlarni tavsiflovchi differensial tenglama
parametrlarga (jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza fizik kattaliklar)
bog'lig bo'ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real masalalarda aniq o'lchamini
hisoblashning imkoni yo'g, odatda taqribiy hisoblanadi. Ma'lum jarayonni
tavsiflovchi differensial tenglamani keltirib chiqgarish jarayonida ham xatolikka yod
go'yiladi. Shu maqgsadda differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun, uning
yechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog'liq bo'lishi kerak, ya'ni parametrlarning

kichik o'zgarishiga differensial tenglamaning yechimi ham mos ravishda Kkichik
o'zgarishi lozim.

Ushbu bitiruv malakaviy ishi beshta paragrafni o'z ichiga olgan bo'lib, birinchi
paragrafda oddiy differinsial tenglamaga qo'yilgan Koshi masalasi hagida umumiy
tushunchalar hamda misollar keltirilgan. Ikkinchi paragrafda oddiy differinsial
tenglamaga qgo'yilgan Koshi masalasining korrektligi hagida ma'lumotlar berilgan.
Uchinchi  paragrafda differinsial tenglama yechimining parametrlarga va
boshlang'ich shartlarga uzluksiz bog'ligligi hagidagi teoremalar keltirilgan bo'lib,
misollar yechib ko'rsatilgan. To'rtinchi paragraf "Kichik parametrlar usuli" deb
nomlanib, unda Kkichik parametrga bog'liq differinsial tenglama yechimining
parametming cheksiz kichik giymatlarida, parametr nol bo'lgan vaqtdagi differinsial
tenglama yechimiga yaginlash masalasi garalgan va misollar yechib ko'rsatilgan.
Beshinchi paragraf esa, kichik parametrli Shturm - Liuvill chegaraviy masalasiga
bag'ishlangan bo'lib, unda kichik paramertga bog'ligq Shutrm - Liuvill chegaraviy
masalasining xos giymatlari va ortanormal xos funksiyalari Relay - Shredinger usuli

3
bilan asimptotasi o (r ) aniqglikda keltirilib chqarilgan.

Normurodov Hojimurod tomonidan tayyorlangan bitiruv malakaviy ishi

go'yilgan barcha talablarga to'lig javob beradi deb hisoblayman. Bitiruv malakaviy
ishini "a'lo" baho bilan baholash mumkin.

prof*. A. 13. Hasanov



SamDU Mexanika - matematika fakulteti matematika yo’nalishi 4-01 - guruh
talabasi Normurodov Hojimurodning "Oddiy differinsial tenglamaga
go’yilgan Koshi hamda chegaraviy masalalarning yechimini topishda
asimptotik usullardan foydalanish™ mavzusidagi bitiruv malakaviy ishiga

TAQRIZ

Muhim ahamiyatga ega bo'lgan ko'pgina amaliy masalalar differinsial
tenglamalar yordamida yechiladi. Ayrim hollarda bunday masalalarning aniq
yechimini topishning imkoni yo'q.

Ushbu bitiruv malakaviy ishida asimptotik usullardan foydalangan holda oddiy

differinsial tenglamaga go'yilgan Koshi hamda chegaraviy masalalarning yechimini
toppish algoritimi o'rganilgan.

Bitiruv malakaviy ishida differinsial tenglama yechimining parametrlarga va
boshlang'ich shartlarga uzluksiz bog'ligligi haqgidagi tasdigqlaming isbotlari to'liq
keltirilib, wularga doir misollar yechib ko'rsatilgan. Bundan tashqgari Kkichik
parametrga bog'lig differnsial tenglama yechimining parameter darajalari bo'yicha
Teylor formulasiga yoyish haqidagi teorema Kkeltirilgan va misollar vyechib
ko'rsatilgan. So'ngra parametr aynan nol bo'lgan holdagi differinsial tenglama
yechimiga yaqinlashish masalasi ham qgaralgan. Shu bilan bir gatorda, ushbu bitiruv
malakaviy ishida, kichik parametrli Shturm - Liuvill chegaraviy masalasining \os

3
giymatlari va ortanormal xos funksiyalari Relay - Shredinger usuli orqgali o(r)
aniglikda topilgan.

Normurodov Hojimurod tomonidan tayyorlangan bitiruv malakaviy ishi,
go'yilgan barcha talablarga to'lig javob beradi va talaba Normurodov Hojimurod
"Matematika" bakalavr darajasini olishga loyiq deb hisoblayman.

Matematik analiz kafedrasi

katta o’qitvchisi: f-m. f-n. A. B. Ne’matov
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Kirish

Mavzuning dolzarbligi. Biror fizik jarayonni tavsiflovchi differensial
tenglama parametrlarga (jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza fizik
kattaliklar) bog’liq bo’ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real masalalarda aniq
o’lchamini hisoblashning imkoni yo’q, odatda taqribiy hisoblanadi. Ma’lum
jarayonni tavsiflovchi differensial tenglamani keltirib chiqarish jarayonida ham
xatolikka yo’l qo’yiladi. Shu maqgsadda differensial tenglama real jarayonni
tavsiflashi uchun, uning yechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog’liq bo’lishi
kerak, ya’ni parametrlarning kichik o’zgarishiga differensial tenglamaning yechimi
ham mos ravishda kichik o’zgarishi lozim.
Mazkur bitiruv malakaviy ishida avvalo, hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli
oddiy differensial tenglamaga qo’yilgan Koshi masalasining korrektligi ko’rsatilgan.
So’ngra u masala yechimining parametrga va boshlang’ich shartga nisbatan silligligi
o’rganilgan. Bundan keyin kichik parametrli birinchi tartibli differinsial tenglamaga
qo’yilgan Koshi masalasini yechish usullari bayon gilingan. Shu bilan bir gqatorda
kichik parametrli Shturm — Liuvill chegaraviy masalasi ham o’rganilgan bo’lib,

yugorida zikir etilgan masalalarga doir misollar ham keltirilgan.

Ishning maqsad va vazifalari. Mazkur bitiruv malakaviy ishida oddiy
differinsial tenglamalarga qo’yilgan Koshi va chegaraviy masalalarni yechishda
kichik parametrlar usulidan foydalaniladi. Bu usulning afzalliklari bir nechta

misollarni yechish jarayonida namoyon qilinadi.

Ishning predmeti va obyekti. Bitiruv maakaviy ishida “Oddiy differinsial

tenglamalar” va “Matematik analiz” fanlari predmetlaridan foydalanildi.

Ishning ilmiy ahamiyati. Mazkur bitiruv malakaviy ishida bayon qilingan

<

tasdiglar “amaliy matematika” va “ mexanika” ning bir qator masalalarini

o’rganishda keng qo’llaniladi.



1-§. Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi.

Hosilaga nisbatan yechilgan
y'=1(xy) (D
differensial tenglamaning
W(xo) =Yg (2)
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi y = y(x) yechimini topishga Koshi

masalasi deyiladi.
Teorema-1 (Koshi). Agar (1) differensial tenglamadagi f (x, y) funksiya

P= {(x,y)eR2 : |x—x0|£a, |y—y0|£b}
to’g’n1 to’rtburchakda aniglangan va uzluksiz bo’lib, y —o’zgaruvchi bo’yicha
Lipshits shartini, ya’ni V(x,y;)e P, j=1,2 nuqtalar uchun shunday 3N >0
soni topilib
|f(x,y1)—f(x,y2)|SN|yl —y2| (3)

tengsizliknm qanoatlantirsa, u holda shunday h soni topilib, (1)-(2) Koshi
masalasining [x, — A4, x, + /] oraligda aniglangan va (2) boshlang’ich shartni

qanoatlantiruvchi yagona y = (o(x) yechimi mavjud. Bu yerda

) b
h=mm[a,—j, M= max |/, @)
M (x,y)eP

Izoh-1. Agar f(x,y) funksiya P sohaning har bir nuqtasida f(x,y)

xususiy hosilaga ega bo’lib,

f)ﬁ(x,y)| <C, C =const
shartni ganoatlantirsa, u holda f(x,y) funksiya P to’g’ri to’rtburchakda y —
o’zgaruvchi bo’yicha Lipshits shartini qanoatlantiradi.

Haqigatan ham ixtiyoriy 1kki (x, h%) ), (x, yz)e P nuqtalar uchun Lagranj
teoremasiga asosan quyidagi

|f(X,J/1‘)—f(X:J/21 = f)'/(‘x’yl + ‘9(J’2 _J’1))'(J’2 _J/1)

munosabat bajariladi. Buyerda 0 <8 <1.

Oxirgi munosabatdan va f7(x,y) xususiy hosilaning chegaralanganligidan
(3) tengsizlik kelib chiqadi.

Ammo, ba’zi hollarda hosilaga ega bo’lmagan funksiyalar ham (3)
Lipshits shartini qanoatlantiradi.

Masalan. Ushbu f(x,y)=|)| funksiya y =0 nuqtada ((x, 0)) hosilaga

ega emas, lekin



7o) = 7 Gy ) =il =yl <1 - 22
o’rinli. Bunda Lipshits 0’zgarmasi N =1 bo’ladi.

Misol-1. Ushbu
2

y'=3y>, y()=0
Koshi masalasining yechimini toping.

Yechish. Berilgan differensial tenglamada o’zgaruvchilarni ajratib quyidagi
2 2 1

%y_ 5dy=dx, %fy_ 5a’yzja’x, yg =x+C, y(x)=(x+C)*, C=const

yechimni topamiz. Boshlang’ich shartdan foydalanib,
y(1)=0, (1+C)’ =0, C=-1
berilgan Koshi masalasining
Hx)=(x =1y’
yechimini topamiz. Bundan tashqari, garalayotgan Koshi masalasi y(x)=0
yechimga ega. Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita
Ha)=(x=1%, p(x)=0
yechimga ega ekan. Bundan ko’rinadiki, berilgan differensial tenglamaning o’ng

tomonidagi
2

f(x,y)=3y3
funksiya (3) - Lipshits shartini ganoatlantirmaydi. Chunki
2
Jyly=0 = 77| y=0 = +0.
y|y %/;‘y

Shuning uchun ham berilgan Koshi masalasining yechimi yagona emas.
Misol-2. Ushbu

v =3y, ©0)=0
Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglamada o’zgaruvchilarni ajratib, uning

umumiy yechimini topamiz:
1 1 2

y 3dy=dx, jy_ 3y = | dx, Y3 (x) = %(x + (), C =const.
Endi boshlang’ich shartdan foydalanib ' —o0’zgarmasning qiymatini topamiz:

¥(0)=0, Oz%(O+C), C=0,



2
y3(X)=§x, y(x)=[2?xj , x>0.

o | W

Ushbu

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan iborat bo’lar ekan. Bundan
tashgari y(x)=0 funksiya ham berilgan Koshi masalasining yechimi bo’ladi.
Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita yechimga ega ekan. Chunki,
f(x,y) :\/; funksiya  (x,0) nuqtaning atrofida Lipshits  shartini
qanoatlantirmaydi. Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladi.
Quyidagi misolga ¢’tibor qarataylik.
Misol-3. Ushbu
y’=i2, W(x9)=0
y
Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Bu misolda ham, berilgan differensial tenglamada
o’zgaruvchilarni ajratib, uning umumiy yechimini topamiz:

yidy=dx, [yidy=[dx, ' (x)=3(x+C), ¥(x)=33(x+C).

Boshlang’ich shartdan foydalanib C' —o0’zgarmasning qiymatini aniglaymiz:
Wxp)=0, xg +C=0, C=—x,.

Y(x)=3[3(x = xp)

funksiya berilgan Koshi masalasining yagona yechimidan iborat bo’ladi.
Shuni alohida qayd qilish lozimki, berilgan Koshi masalasidagi

Fy)=— fixy) ==
Y Y

Bundan ko’rinadiki, ushbu

funksiyalarning (x,,0) nuqtada uzluksizligi buziladi. Ammo, berilgan Koshi

masalasi yagona yechimga ega. Demak, Koshi teoremasidagi shartlar Koshi
masalasi yechimi mavjud va yagona bo’lishi uchun yetarli shartlardir. Koshi
masalasi yechimining yagonaligidan f(x,y) unksiyaning uzluksizligi va y
o’zgaruvchi bo’yicha Lipshits shartini qanoatlantirishi kelib chigmaydi.
Lemma-1 (Gronuolla). Faraz qilaylik, [x,,x] kesmada u(x), v(x) funksiyalar

uzluksiz va manfiy bo’lmasin. Agar ular uchun, ushbu



Tu(t)v(t)dt

X0

u(x)< A+ , 420 (5)

} (6)
tengsizlik bajariladi.
Isbot. Aytaylik, 4> 0, x> x, bo’lsin. U holda (5) tengsizlikda modul ishorasini

tashlab va uni v(x) ga ko’paytirsak,

baho o’rinli bo’Isa, u holda

}Cv(t)dt

X0

u(x) < Aexp{

L ™)
A+ [u(t)v(t)dt

X0

hosil bo’ladi. Oxirgi (7) tengsizlikni ushbu

%[ A+ )jcu(t)v(t)dt j = u(x)v(x)

)

munosabatdan foydalanib

d[A + }Cu(z)v(z)dt

j <v(x)dx

A+ )fcu(t)v(t)dt

X0

ko’rinishda yozish mumkin. Bu tengsizlikning ikkala tomonini integrallab

|

Tv(t)dt

X0

m[A + fu(r)v(z)drj ~InA< fv(r)dz

X0 X0

munosabatni hosil gqilamiz. Bundan

}Cv(t)dt

X0

A+ }Cu(t)v(t)dt < Aexp{ }Cv(t)dt} =4 exp{

X0 X0

kelib chigadi, lemma shartidagi (13) tengsizlikka asosan

Tu(t)v(t)dt

! |

baho hosil bo’ladi. Bu baho 4> 0, x < x, larda ham o’rinli. Chunki x < x, larda
(13) tengsizlikm quyidagi

u(x)< A+

= A+ }Cu(t)v(t)dt < Aexp{

X0




u(x)< A- Tu(t)v(t)dt = A+ xjou(t)v(t)dt

X0 X

ko’rinishda yozish mumkin. Bundan ham

u(x) < Aexp{ xjov(t)dt} = Aexp{ ]Cv(t)dt}
x X
kelib chigadi.
Agar A=0 bo’lsa, u holda u(x)=0 bo’ladi. Hagiqatan ham
u(x)<e+ Tu(t)v(t)dt , Ve>0
bo’lsa, (14) dan 0
u(x)<eg exp{ ]Cv(t)dt}
X0

bahoga ega bo’lamiz. Bundan ¢ - +0 da u(x)<0 tengsizlikni olamiz, bu esa

u(x) 20 shartga zid. Shuning uchun #(x)=0. =



2-§. Koshi masalasining korrektligi.

Quyidagi
d
d—y=f1<x,y>, y(xg) =y, (1)
X
d
Y e v =3 @)
X

Koshi masalalarini qaraylik. Aytaylik, y (x), j=12, xel[x,—h,x,+h]
funksiyalar bu Koshi masalalarining yechimlaridan iborat bo’Isin. Bu yerda
h= min(a;%j, M, = m}§x|fj (x,y)
Ta’rif-1. Agar Ve >0 soni uchun 36 > 0 som topilib ushbu
4G = £ )| < 6, s -y < s (3)
tengsizliklari bajarilganda
|y1(x)—y2(x)|<5, x—x0|£h 4)
baho o’rinli bo’lsa, Koshi masalasi korrekt deyiladi.
Teorema-1. Aytaylik = {(x,y) eR*:|x—xp|<a, [y-yo|< b} sohada

, J=1,2, M =max(M,;M,).

fi(x,y) va f,(x,y) funksiyalar uzluksiz bo’lib, y o’zgaruvchi bo’yicha
Lipshits shartini qganoatlantirsin. U holda d_y: f(x,¥), y(xy)=y,Koshi
X

masalasi korrekt bo’ladi.
Endi, ushbu

D f, )=, 5)
X

Koshi masalasining y = y(x,x,,y,) yechimini boshlang’ich shartga uzluksiz
bog’ligligini o’rganamiz. Buning uchun quyidagi Koshi masalasini ham
qaraymiz:

dy

o) %) =Jo. (6)
X

Ta’rif-2. Agar Ve>0 soni uchun 35>0 soni topilib |y, —¥|<35
tengsizligi bajarilganda
|y(x) — )7(x)| <g, Vxe[xy—h, xy+h]
baho o’rinli bo’lsa, (5) Koshi masalasining yechimi boshlang’ich shartga
uzluksiz ravishda bog’liq deyiladi.

Teorema-1 dan quyidagi natijalar kelib chigadi.
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Natija-1. Agar f(x,y) funksiya Koshi teoremasining shartlarini qanoatlantirsa,
u holda (5) masalaning yechimi boshlang’ich shartga uzluksiz ravishda bog’liq
bo’ladi.

Aytaylik, (1), (2) masalalarda y" = y5* bo’lsin, u holda
dy
dx
dy
dx
munosabatlarga ega bo’lamiz.
Natija-2. Agar f (x,y), j=1,2 funksiyalar Koshi teoremasining shartlarini

:ﬁ(xny): y(‘XO):yO:

:fZ(‘xny): y(‘XO):yO

qanoatlantirsa, u holda Koshi masalasining yechimi differensial tenglamaning
o’ng tomoniga nisbatan uzluksiz ravishda bog’liq bo’ladi.



3-§. Differensial tenglama yechimining parametrlarga va boshlang’ich
shartlarga bog’liqligi.

Biror fizik jarayonni tavsiflovchi differensial tenglama parametrlarga
(Jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza fizik kattaliklar) bog’liq
bo’ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real masalalarda aniq o’lchamini
hisoblashning 1mkoni yo’q, odatda taqribiy hisoblanadi. Ma’lum jarayonni
tavsiflovchi differensial tenglamani keltirib chigarish jarayonida ham xatolikka yo’l
qo’yiladi.

Shuning uchun differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun, uning
yechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog’liq bo’lishi kerak, ya'ni
parametrlarning kichik o’zgarishiga differensial tenglamaning yechimi ham mos
ravishda kichik o’zgarishi lozim.

Teorema-1. Agar f(x,y,A) funksiya

Pz{(x,y,/l)eR3 : |x—x0| <a,

y—y0|£b |/1—/20|£c}
sohada aniqlangan uzluksiz bo’lib, uzluksiz f(x,y,4) va f;(x,y,4) hosilalarga

ega bo’lsa, u holda ushbu
V'= 1534, y(x, )=, (D
Koshi masalasining y = y(x,A) yechimi uchun quyidagi tasdiqlar o’rinli:
1. (x,A)-0’zgaruvchilarning uzluksiz funksiyasidan iborat bo’ladi.

2. YA v ) uzluksiz funksiya bo’lib,

oA
du _of(xy,2) (X, 2) u(x, A)=0
dx dy oA Y

Chizigli differinsial tenglamani qanoatlantiradi. Bunda

: b
|x — x| < h= mm(a,ﬁj, M= m}§x|f(x,y,i)|.

Isbot. 1. Ixtiyoriy VA, 4, €[4, — ¢, 4, + ¢] nuqtalarni olib, quyidagi
V'=1x6yA), (X, 4) =y, 2)
V=1 A), V(X% A4) =y, 3)
Koshi masalalarini qaraylik. Shu bilan bir qatorda, ularning yechimlarini mos
ravishda y(x,4,) va y(x,4,) orqali belgilaylik.
Teorema shartiga ko’ra, f/(x,y,A4) va f;(x,y,4) funksiyalar P sohada
uzluksiz bo’lganliklari uchun shunday 3N, >0, N, >0 sonlari topilib,
1, A <N |f(xn DS N,
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Bu munosabatlardan foydalanib quyidagi
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[f Gy, 4) = [ (3,3, 4)] =
0<0<1, Y(x,y,,4), (x,y,,A)e P
[f Gy, ) = Fy B\ =160, A +0(2, = W) |4 = 4| <N, |4 - 4,

V(x,y,A4)(x,y,4,)€P
baholarni olamiz. Ushbu

VA = vy + [ (000 A), A )

>

fy'(x:yl +‘9(y2 _yl)aﬂ’)‘ ) |y1 _y2| SNI |y1 )

>

V) = 3y + [ S0, 2), 2

integral tenglamalardan foydalanib

|y('xsll) - y('xsﬂz)|

ayirmani baholaymiz:

<

|y(X,ﬂ,|) - y(X,/AtZ)| =

[ 7030 A, A= [ 10,300, 2), 1)

< < +

[1F @yt 20, 2) = £, 9(0,2,),2)|

[lF @@ 2).2) = £ 9 2).4)|di

+ <N +

[1F @y 2).0) = £t 30, 4,),2,)|at

[ly.2) = v 2)\ar

+ N, |A = 4| |x = x| <N, |4 - 4,|-h+ N,

[, 2) = 0.2,

0

Demak |y(x, 4)— y(x,4,)| funksiya quyidagi

(e 4) = Y6, )| SN A = 4| A+ N,

[lye,2) = (e, 2)\de

tengsizlikm qanoatlantirar ekan. Bunda, quyidagi
u(x)=|y(x,4) = ¥(x, )|, v()=N,, A=N, |4 = 4|-h
belgilashni olib, Gronuolla tengsizligidan foydalansak
V0, 4) = y(x, )| S N, |4 = 4| he™
baho hosil bo’ladi. Agar ixtiyoriy V& >0 soni uchun 6(g)> 0 sonini ushbu

-Nh
ge !

N,k
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ko’rinishda tanlasak, u holda |4, — 4,| < & tengsizligi bajarilganda

|V, 4) = y(x, 4,)| < N,8he™" =&, Vx e[x, —h,x, + h], VA, 4 €[4, —c, 4 +¢]
bahoning o’rinli bo’lishi kelib chigadi. Bu esa y(x,4) yechimning (x,A)
o’zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz ekanligini bildiradi. Teoremaning birinchi qismi
isbotlandi.
2. Aytaylik y=y(x,4) (1) masalaning yechimi bo’lsin. U holda
y=y(x,4+ A1) funksiya ushbu
dy(x,A+AA)
dx
Koshi  masalasining yechimi  bo’ladi.  y=y(x,4)-yechimning orttirmasi
Ay(x,A)=y(x,A+AL)— y(x,A) bo’lgani uchun hamda
DD~ Fayx, A ), 303D = 3, ®
o’rinli ekanligini inobatga olib ushbu
dly(x,A+Ad)— y(x,4)]

= f(x,y(x,A+AA), A+ AA), y(x,,A+Ad) =y, 4)

= (0, (X, A+ AL), A+ AL)— f(x,y(x,4),4)

dx
tenglikka ega bo’lamiz. Bu tenglikni
dAy(x,A)
— JY(x,A+AL),A+AL) = f(x, (X, 4),4) (6)
X
Ay(%,,A) =0 (6")

ko’rinishda yozish mumkin. Adamar lemmasiga (M.V. Fidaryuk “OObIkHOBEHHBIE
middepeHcnanbHele  ypaBHeHus — kKitobining  106-108  betlari) ko’ra (6)
tenglamaning 0’ng tomonini quyidagicha yozish mumkin:

AAYNA) _ a2y + GAA

dx

ya’'ni
4D oD - 7)
dx\ AL AL
Ushbu y(x,4) va y(x,4+AA) funksiyalar bir xil (bitta) boshlang’ich shartlarni

qanoatlantirgani uchun

AL,
shartga ega bo’lamiz. (7) tenglamaning o’ng tomoni x, AA o’zgaruvchilar bo’yicha

uzluksiz va ﬁ o’zgaruvchiga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo’lgani
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uchun Adamar lemmasiga asosan £/, G funksiyalar ushbu Zl Z—Q
Y

funksiyalarning integralidan iborat. Yechimning parametrlarga
Ay

uzluksiz

uzluksiz

bog’ligligidan AL funksiya kichik |A4| larda uzluksiz. Shuning uchun quyidagi

chekli limit mavjud:

M0 AA oA
Yana Adamar lemmasiga asosan

imp <= (x,y,l)) lim G = 0.4

AA—0 8)/ A0 oA
: A : e
munosabatlarga ega bo’lamiz. Demak, u(x,4)= ayg; ) hosila quyidagi
du_of(xy.A) A
dx oy oA
differensial tenglamani va
(X, 4)
u(x,,A)= =0
(30 1) =22

boshlang’ich shartni qanoatlantirar ekan.
Misol-1. Quyidagi
dy =y +4lx+ 17, y(1LA)=24-1
dx
masala yechimining /,(x,A) hosilasini 4 =0 nuqtadagi qiymatini toping.
Yechish. Bu holda (8) tenglama ushbu

(8)

(8)

©)

(10)

@:2y-u+4x+2ﬂ,, u(l)=2
dx
ko’rinishm oladi. Bu yerda w(x,A)=),(x,4). Agar A=0 bo’lsa, (9) masala
quyidagi
dy 2
—=y", y(1,0)=-1
oY Y0

ko’rinishni oladi. Bu Koshi masalasini yechib y = —— funksiyani topamiz.
X

Bundan foydalanib (10) masalani A =0 da

du _ —zu +4x, u(l)=2

dx X

ko’rinishda yozish mumkin. Hosil bo’lgan chizigli tenglamani yechib

u=x>+x72
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ya’'ni
v, (x,ﬂ)|i:0 =X +x7
funksiyani topamiz.
Misol-2. Quyidagi
V=A1-x)+y-y", ¥(0,4)=0 (11)
Koshi masalasi yechimining y/,(x,4) hosilasini A =0 nuqtadagi qiymatini toping.
Yechish. Qaralayotgan holda (8) tenglama

d
d—z:[1—2y]u+1—x, u_ =0 (12)

ko’rinishni oladi. A =0 holda (11) masala
V=y=y". ¥(0)=0
ko’rinishda bo’lgani uchun y=y(x,0)=0 bo’ladi. Bundan foydalanib (12)

tenglama

du(x,0) =u(x,0)+1-x, u|x=0 =0

ko’rinishga keladi. Chiziqli tenglamani yechib
u(x,0)=x,ya’ni y,(x,0)=u(x,0)=x
ekanligini topamiz.
Endi, ushbu
V=10, y(x) =Y, (13)
Koshi masalasining y =¢(x,x,,y,) yechimin x,,y, boshlang’ich shartga nisbatan
silligligini o’rganamiz.
Teorema-2. Aytaylik f(x,y)va f](x,y) funksiyalar
Gz{(x,y)eR2 :|x—x0|£a, y—y0| Sb}

sohada uzluksiz bo’lsin. U holda, shunday 3%2>0 soni topilib, (13) Koshi
masalasining ushbu [x, —/4,x, + /4] oraligda aniqlangan y=¢(x,x,,y,) yechimi

uchun quyidagi tasdiglar o’rinli:
1 OP(x,%y,¥,) OP(X,Xy,¥,)

—xususly hosilalar uzluksiz funksiyalardan

a-x() ayO
iborat bo’lib, mos ravishda ushbu
du_Fuoex,n) o
d 2 x=x, >
x oy (14)
& _F oy
dx oy T

tenglamalarni qanoatlantiradi. Bu yerda
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oP(x,Xy,¥,)

>

u=u(x,x,,y,) =

ox,
0P(x,%, Y, ) (>
v=v(x,X,,¥,) = 270270
W,
2. ¢, ¢, -—aralash hosilalar uzluksiz.
Isbot. Avvalo ushbu
Y _ 0P(X, Xy, Yy) _ OV(X, %, ¥,)
X, X, OX,
xususiy hosilani mavjudligini ko’rsatamiz. Buning uchun quyidagi yordamchi
V=1, v(x)=n (16)

Koshi masalasini ham qaraymiz. Berilgan (13) Koshi masalasining y = y(x,x,,,)
yechimi 7 =[x,—A,x,+A] oraligda mavjud. Shu bilan bir qatorda (16) Koshi
masalasining yechimi y = y(x,x,,),), x€[x, —h,x,+h]=1, oraligda mavjud. Bu
yechimlar boshlang’ich shartlarga nisbatan uzluksiz bo’lgani uchun, ushbu
|J/(x:x0:J/0) - Y(X:XO:)/1)| < |J/0 - Y1|6L|x_x0|
baho o’rinli, ya'ni |y, — 3| =0 da|y(x,x,.y,)— ¥(x,x,, )| =0 munosabat o’rinli
bo’ladi.
Bundan tashqari (13) va (16) Koshi masalalari quyidagi

, xelnl

V%0, 20) = Yo + [ £ 00,5, 3,
5 (16)
Y%, ) = ¥+ [ 150, 3l

integral tenglamalarga ekvivalent. Shu bilan bir qatorda z(x) funksiyaga nisbatan
ushbu

Z(.X) — 1 + J. af(t:y(t:‘xoayo)) Z(f)df
. Oy
integral tenglamam ham qaraylik. Yuqoridagi integral tenglamalardan foydalanib
quyidagi ayirmani hisoblaymiz:
WX, X0, Vo) = (X, X0, 1) = ()Y = W) =

= = )+ [[F (050,300 = 1@ 9%, y)) ] dt -

zZ(O)dt(yy — y) =

(v =) - J'af(f:y(t:xwyo))
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of (t, Y(1,%,,Y,))
oy

{ (LY(E,x0, ) = F (Y%, 3,)) — Z(t)(yo—yl)}dﬁ

& '—.x

of (1, y(t,%,,Y,))

P” (W1, x4, ) = (x4, 1)) + a(V(x, X0, V), (%, %,,3,) ) dt —

I
!—.x

&

_ I o (1, Y(t,%y, 1))
y

Z(t)(yo - yl)dt

Xo

ya’'ni
Y(x, %4, V0) = V(. %0, 1) — 2(X0 Y — W) =
_ jﬁ of (4, Y(1,%5,¥,))

Py [t %0, 1) — (.30, 31) — 20Ny, — ¥ ]t +

+J.05[y(t,x0,yo),y(t,xo,yl)]dt

Xy

Bu yerda o cheksiz kichik miqdor, ya’ni a[y(z,x,,¥,),3(t,x,,3,)] =0 munosabat
o’rinli bo’ladi, qachonki|y(x,x,, y,) — ¥(x,x,,3,)| =0 bo’lsa, bu esa |y, — y,| >0da
o’rinli. Oxirgi (17) tenglikni X.¥,))| €L, L>0 tengsizlikdan foydalanib,

baholaymiz:
|y(x,x0,y0) = Y(x,x0, 1) — 2(x0)( Y, _y1)| <

, _ (18)
< LI [100.%0.30) = 103, 30) = 2003 = 3k + (|3, = 1))

%o

Bu yerda | Vo — y1| — 0 da yechimning boshlangich shartga uzluksiz bog’ligligidan

V(X X0, Vo) = (X, %5, 0,) =0
bo’lishi, bundan esa 0’z navbatida

a[y(t"xoﬁyO):y(t:XO:yl)] —> 0
kelib chigadi. Oxirgi (18) munosabatga Gronuolla tengsizligini qo’llasak quyidagi
baho kelib chiqadi:

u(x) = |y(t,x0,y0) —V(t, %, ¥,) = z(t)Y, — yl)|

v(x) - L’ A= 5(|y0 - le

V0.3 30) = 10503 = 2003, = 3] S 0]y, =y e
Bu bahodan |y, — y,| - 0 da

|y(t:x0:yo) = W, %0, ) — (DY — y1)| —0
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa, 0’z navbatida
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|y(t:xo:yo)_y(t:x0:y1)|

= (x)+o(1)
Yo~ N
ekanligini bildiradi. Bundan, ushbu w xususiy hosilaning mavjudligi va
Yo
Z(.X) — ay(x9x0:y0) — a(”(x:xoayo)
Y, Wy

tenglik kelib chigadi. Teoremaning qolgan bandlari ham xuddi shunday isbotlanadi.
Misol-3. Ushbu
V=4 +1, y(0)=0
Koshi masalasi yechimining z = y’l|l:0 qiymatini toping.
Yechish. Avvalo 4 =0 bo’lgan holda
y'=1y(0)=0
masalaning y(x,0)=x yechimini topamiz. So’ngra f(x,y,A)= Ay +1 tenglikdan
i =21y, i =y?
oy oA
munosabatlarni aniglaymiz. Endi yuqoridagi munosabatlardan foydalanib quyidagi
@A) I y+ L
dx oy oA
z(0,4)=0
differensial tenglamani tuzib olamiz:
Z(x,A)=2Ayz+y*
{Z(O, A)=0
Bu tenglamada y o’miga y = y(x,0)=x ni qo’yib quyidagi

{Z’(x, A)=2Axz+x°

z(0,4)=0
masalani hosil qilamiz. Bu yerda 4A=0 deb ushbu
Z(x,0)=x"
{Z(0,0) =0
masalaning yechimini topamiz;
x3
z(x,0)= 3

3

Bu funksiya y,(x,4)|,_, = 2(x,0) = % biz izlayotgan qiymatni beradi.

Ikkinchi tomondan berilgan tenglama o’zgaruvchilarga ajraladigan
differensial tenglama bo’lgani uchun, uning yechimini topish mumkin:
17



dy 1
————=dx, ——arct \/Z =X+c
Nayy el

1 1
0)=0— —=aqarct \/I =X, y=—=Ig\AX
¥(0) TaeeNAy=x.y ﬁg‘/_

Agar y = y(x,4) ni quyidagi

Y(x,2) = y(x,0)+ ¥, (x, )| _ - A+0(2)
ko’rinishda yozsak, u holda
1 X =
X, A)=—F=tg(NAx)=x+A—+0(4
» >ﬁg<fx>x T +0()

hosil bo’ladi.

Yugoridagi teorema-1 da bayon qilingan tasdigni quyidagicha umumlashtirish
mumkin,

Teorema-3. Agar f(x,y,A) funksiya P sohada Koshi teoremasining

shartlarini  ganoatlantirib, x,y,4  o’zgaruvchilar bo’yicha m>2 marta
differensiallanuvchi bo’lsa, u holda (1) masalaning y(x,4) yechimi x,A
o’zgaruvchilar bo’yicha differensiallanuvchi bo’lib, A o’zgaruvchi bo’yicha m
marta differensiallanuvchi bo’ladi. Bundan tashqari y(x,4) yechimni A" ning
darajalari bo’yicha Teylor formulasiga yoyish mumkin:
(%, A) = 1, (x) + Aat, (x) + A1, () + .+ A" (X)+0(A™)  (19)
Misol-4. Ushbu

V(@) ==-222, y()=1 (20)
y
masala y(x,A) yechimining A4 bo’yicha yoyilmasini 4> gacha aniqlikda toping.
Yechish. Berilgan tenglama o’ng tomoni
fry,2)===22x,
y
vy >0 sohada barcha tartibli hosilalarga ega. 4 =0 da berilgan masala ushbu
, X
yi=—, yD=1
y

ko’rinishni oladi. Bu masala y(x,0)=x yechimga ega. Berilgan masalaning
yechimini

Y0, A) =10y () + A (%) + Aauy () + 0(A)
ko’rinishda izlaymiz. Bu yerda u,(x)= y(x,0)=x. Shuning uchun yuqoridagi
yoyilma ushbu
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(6, A) = x + A (x) + 2, () + 0o(A)

ko’rinishni oladi. (21) yoyilmani (20) tenglamaga qo’yamiz:

Endi ushbu
X B 1 B
x+Au + Au, . 1+ AT + ATy +
(z 5 j [z jz
=l —u +—u,+ .. |+ =+ | —..=
X X X
A A’ At
=l-—u ——u, +—u"+..
X X X
yoyilmadan foydalanib,
2 2
1+ Au, + A% +...:1—%u1 —%uz +%u1 —

X

1+ Au + 2%u, + .= —2x7

X+ Au, + ACu, +
yLA) =11+ Au,(D)+ Pu,()+. +=1=
u,(1)=0,u,(1)=0,... .

tenglikni hosil qilamiz. Bundan ushbu

ul'(x):—u(x) 2x%, u(1)=0,

0= W o,

21

(22)

(23)

Koshi masalalarini topamiz. Avvalo (22) tenglamaning bir jinsli qismining umumiy
yechimini topamiz:

)

du,  u _ dy dx

A x u, X

Iny, =-Inx+Inc; u,(x)= Ly
x

So’ngra (22) tenglamaning xususiy yechimini topamiz:

_ s
ui(x)=ax’; u, (x)=3ax>,
3
ax
2 2
3ax* =———-=2x",
X
2 2 2
3ax” =—ax” —2x",

3a=-a-2,4a=-2 az—%

Demak, biz 1zlagan xususiy yechim quyidagi
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3
X

“_1(x)=—7

ko’rinishda bo’lar ekan. Bundan va boshlang’ich shartdan foydalanib (22) Koshi

masalasining yechimini topamiz:

3
X

ul<x>=§—7; u(1)=0,

c——=O,c=l,
2

1 X
u(x)y=—-——.
(%) 5

Endi quyidagi

(L_i 2
du, u, \2x 2
—=—"4+— ", (1)=0
dx x x? ()
masalaning yechimini topamiz. Bu tenglamani yechish uchun, avvalo uning bir
Jinsli qismini yechamiz:
ﬂz—u—zzuz(x)zg :
dx X X
Endi, bir jinsli bo’lmagan differensial tenglmaning yechimini Lagranj usulidan
foydalanib topamiz:

c(x) c'(x) 1

MZ(X):—: u;(.X):— _ZC(.X),
X X X
23]
c'(x 1 1 2x 2
RGN Y ) e o S G
X X X
1Y
, 2x 2 11 1, 11 X
C(.X)Z = 7T <X =T ZXt—,
X x{4x” 2 4 4x 2 4
de() _ 1 1«
dx 4 2 4°
1 1, x°
c(X)=————-—X"+—+c¢,
) 8x* 4 24 !
1 1 1, x°
u,(x)=—(¢,—-—-——x"+—
2() 1 8 2 4 24):
uz(l):O:cl—l—l+L: ,



+_
3 8 4 24

Demak, (21) formulaga asosan berilgan (20) masalaning y(x,4) yechimi uchun

u,(x)= l(l—L—lxz x j

quyidagi

2 3x 8 4 24

asimptotik yoyilma o’rinli bo’lar ekan.

3 5 =
y(x,/i)=x+/1(2i—x—j+/12(i—i—lx+x—j+o(iz)
X
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4-§. Kichik parametrlar usuli

1. Quyidagi
dy
Ezf(xlylg)l Y(xo)z)’O (1)

Koshi masalasining yechimini y(x,&) orqali belgilaylik.
Aytaylik, ushbu (£ =0)

dy
a=f(X,y,0), y|x=x0 = Yo (2)

Koshi masalasining y = y,(x), x e/ =[0,/] yechimi mavjud va yagona bo’lsin. U
holda quyidagi tasdiq o’rinli.
Teorema-1. Agar g >0 yetarli kichik son bo’lsa, u holda |g|<g,

tengsizlikm  qanoatlantiruvchi  barcha & lar  uchun (1) masalaning
w(x,g), xel=[0,/] yechimi mavjud bo’lib, ixtiyorty VN 21 larda quyidagi

Y(x,8)=y,(x)+ey, () +..+&"7y, + Ry (x,8) (3)
yoyilma o’rinli bo’ladi. Bu yerda qoldiq had ushbu
IRy (x,8)|<cye, xel, e<g, (4)

tengsizlikni qanoatlantiradi. ¢, —0’zgarmas soni x va £ larga bog’liq emas.
Isbot. Ushbu y,(x) funksiyani ma’lum deb qaraymiz. U holda (3) yoyilmani

golgan hadlarini qanday aniglash mumkinligim ko’rsatamiz. Buning uchun (3)
yoyilmani (1) differensial tenglamaga qo’yib

y]( ) - Jj N
ZE +0(e™)= 1| x, ) &y, () +0("),e )
7=0
munosabatm hosil qilamiz. Bu tenglikning o’ng tomonidagi funksiyani &
parametrning darajalari bo’yicha O(g") aniglikgacha Teylor formulasiga yoysak,

N-1
j of (x,v,,0 of(x,v,,0
f (’“ ey + 0<e”>,e> = £, y0(2),0) + %yme fLEND
j=0

1
(N +1)!
munosabat hosil bo’ladi. U holda V,(x) ga nisbatan (2) Koshi masalasi hosil

G © o) 3, (0,00 +0(e)
&

bo’ladi. y,(x)—uchun esa ushbu

d of (x, 70,0 0f (%, Y0, 0
y;(cx): ! (xa;] ° )yl(x)é"l‘%’ Y1(x0) = 0 (6)
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Koshi masalasiga ega bo’lamiz. Bu esa birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamadir. Shuning uchun uning yechimi / =[0,/] oraliqgda mavjud va yagona.
Qolgan barcha y,(x), y,(x),... hadlar uchun ham quyidagi
dy.(x) _ 9f (%, ¥0,0)
dx dy
chizigli differensial tenglamaga ega bo’lamiz. Bunda F#, —ma’lum funksiyalar. Bu

Yn(x)e + Fn(x: Vo (%), ---:yN—l(x)):yn(xO) =0 (7)

differensial tenglamalar bir-bindan faqat o’ng tomoniga farq qiladi. (7)
ko’rinishdagi Koshi masalalarining har birisining x € [ =[0,/] oraligda aniglangan
yechimi mavjud va yagona bo’lib, u y (x)e C®(I)-cheksiz differensiallanuvchi

funksiyadan 1borat bo’ladi.
Teorema-2. Faraz qilaylik:

1. f(x,y:g) va f,(x,y,&) funksiyalar G={0<x<L|y|<b,

g|<&,} sohada

uzluksiz va tekis chegaralangan, ya’ni
lf(x.y, &)l <M, |f3;(x,y,s)|§[,
bo’lsin.
2. Ushbu
d
&= (53,0, 70 =,
X

Koshi masalasining y,(x), xe[0,/] yechimi mavjud va yagona bo’lib,
D={(x,y)eR*:0<x<], | y| <b} sohaga tegishli bo’lsin. U holda, har bir yetarli

kichik ¢ lar uchun
D feye) 0.0)=,
X
Koshi masalasining x€[0,/] oraligda aniglangan yagona y(x,£)=y,(x) yechimi
mavjud va u G sohaga tegishli bo’ladi hamda
lim , (x) = y, (x),x €[0,/]

munosabat x ga nisbatan tekis bajariladi.

Isbot: Quydagi
Z:(X) = Y, (%) = 3o (%)
belgilashdan foydalansak, ushbu

L~ 5,7, + 3,0.8) — £ (53 ()

Z,(0)=0

Koshi masalasiga ega bo’lamiz. Bu masalaga ekvivalent bo’lgan integral tenglama
tuzamiz:
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X

Z.(x) = f [F (6, Ze(0) + Yo (6), &) — F (&, y0(6), 0)]dt

0
Oxirgi tenglikning 0’ng tomonini quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

Ze(x) = fU(t, Ze(x) + yo(t), ) = f (L, ¥0(0), €)]dt + F(x, €)
0

bunda

Flxe) = f [F (6, y0(0), &) — F (6,70 (0), 0)]dt
0

ko’rnishda bo’lib, ushbu

|F(x,8)|<a(e)
tengsizlikni qanoatlantiradi, chunki f(x,y,&)— & parametrga nisbatan uzluksiz. Bu
yerda a(¢)- cheksiz kichik miqdor, ya’ni

£i_r)r01F (x,£)=0.

Endi Z_(x) funksiyani baholaymiz:

+ |F(x, 8)| <L dt + a(x).

Z,(0) <[ 2,0+ 7 (0),8) = [y, (1), )]t [7.()

Bu tengsizlikka Gronuolla lemmasini qo’llasak
|Z,(x)| < a(e)e™,x€[0,1]
baho kelib chiqadi. Bundan esa Z_(x) funksiyaning nolga tekis yaqinlashishi kelib

chiqadi.m
2. Fizikaning bir qator masalalari quyidagi
d
£ = [(x.y) ®)
X
Y5 =¥, 9)

kichik parametrli Koshi masalasi y=y(x,&) yechimning &—0dagi limiti
mavjudligini o’rganishga keltiradi.

Agar (8) differensial tenglamani
dy

E%f(x,y) (10)
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ko’rinishda ifodalasak, u holda bu tenglamaning o0’ng tomonidagi
F(x,y,s) =1f (x,y) funksiya s =0 da uzilishga ega. Shuning uchun bu yerda
S

y (x,s) yechimning s parametrga nisbatan uzluksiz bog’ligligi hagidagi teoremadan
foydalanib bo’Imaydi.
Bunday ko’rinishdagi differensial tenglamalarni o’rganishda |s| parametrning
kichik qgiymatlarida (8) tenglamada sy hadni tashlab, ushbu sy =f (x,y)
differensial tenglamaning taqribiy yechimi sifatida s =0 dagi

f(xy)=0 (11)
tenglamaning ildizini (yechimini) olish mumkinmi degan savolning tug’ilishi tabiiy.
Aytalik (11) tenglama fagat bitta y =d(x) ildizga ega bo’lib, s >0 bo’lsin. Ko’rinib

turibdiki € -0 da (10) differensial tenglama yechimining % hosilasi, f(x,y)=0

shartni ganoatlantiruvchi har ganday nuqtalarda absolyut giymati bo’yicha cheksiz
ortadi. Bundan kelib chigadiki (10) tenglama integral chizig’ining f (X,y) ®0

bo’ladigan nuqtalariga o’tkazilgan urinmalar, s 0da OY o0’q yo’nalishiga parallel
ravishda intiladi, ya’ni agar f (x,y) >0 bo’lsa, u holda (10) tenglamaning y(x,s)

: o : . d
yechim x o’sishiga mos o’sadi, chunki Ey >0. Agar f(x,y)<0 bo’lsa, u holda

: : : . d :
y(x, &) yechim x oshgan sari kamayadi, chunki Ey <0 (chizma-1 qarang):

Yy\

Chizma-1
Quydagi ikki holni garaylik:
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a) Aytaylik har bir tayinlangan x va y o°’zgaruvchilaming ortishi natijasida
f (x,y) funksiya (11) tenglama y =y(x) ildizining grafigidan o’tishda ishorasini +
dan - ga o’zgartirsin. U holda (11) tenglamaning y =y (x) ildizi turg’un bo’lib (8)
differensial tenglamaning y(x,s) yechimi s~ 0 da y =y(x) ga yaginlashadi

(chizma-1ga garang).
b) Aytaylik har bir tayinangan xva y o’zgarnvchilarning ortishi natijasida

f (x,y) funksiya (11) tenglama y =y (x) ildizining grafigidan o’tishda ishorasini -
dan + ga o’zgartirsin. U holda (11) tenglamaning y =y(x) ildizi noturg’un bo’lib
y (x,s) yechimni tagriban y (x) bilan almashtirib bo’Imaydi (chizma-2 ga garang).

Yuqoridagi (11) tenglamaning vy =y(x) ildizi turg’un yoki noturg’unligini
tekshirishda quyidagi yetarlilik shartlaridan foydalanish magsadga muvofiqdir.

1 Agar (11) tenglama y =y(x) ildizi ustida

df(Ay) <0
dy y=y(x)

shart bajarilsa, u holda y =y(x) ildiz turg’un bo’ladi.

2. Agar (11) tenglama y =y(x) ildizi ustida

f(xy)  sg
dy y=y(x)
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shart bajarilsa, u holda y = y(x) ildiz noturg’un bo’ladi.

Shu jarayonlarni tavsiflovchi misollar qaraylik.

Misol-1. Ushbu
5)/' :'xz _y: y(‘xo):yOJ ‘xe[‘xosoo)

Koshi masalasining y, (x)=y(x,¢), €>0 yechimini ¢ >+0 da y=x?funksiyaga
yaqinlashishini ko’rsating.

Yechish: avvalo ushbu
fxy)=x>—y

funksiyani tuzib olamiz. Agar £ =0 bo’lsa, u holda berilgan differensial tenglama
quyidagi

f(‘xay)zon‘xz_y:()

ko’rinishni oladi. Bu tenglamani yechib, uning y=x" ildizini topamiz. So’ngra
quyidagi shartdan:

ACH ) I TP _
o 2 T [8y (x y)]yzx2 1<0.

7f(x,y)=0 tenglamaning y=x" ildizi turg’un bo’lishi kelib chiqadi. Shuning

uchun

lim y, (x) = x*, x & (x,,0)

munosabat o’rinli bo’ladi.

Bu fikrga, berilgan Koshi masalasining yechimini to’g’ridan-to’g’ri topish bilan
ham kelish mumkin.

Haqiqgatdan ham quydagi

%
Y.(X)=y(x,8)=(y, —x. +2ex, —2&)e ¢ +x° —2ex-2¢&’
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funksiyay(x0) =y0 boshlang’ich shartni va berilgan differensial tenglamani
ganoatlantiradi. Ko’rinib turibdiki, agar x e (x0,82) bo’lsa u holda

X—x0

lime s =0,xe (xnm)

sM+0
munosabat o°’rinli bo’ladi. Shuning uchun ham ys(x) yechimning ko’rinishidan

X—X0

Iirr])ys(x) = Iirp[(yo — X2  +2sx0— 2s2)e £ +X2 —2xs +2s2]= X2, X
munosabat kelib chigadi, ammo bu yaginlashish tekis emas. Chunki agar S sonini
x0< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi qilib tanlasak, u holda s # +0 da quyidagi

funksiya
X0

e s MO, [x[ma)
nolga tekis yaginlashadi. Shuning uchun s*+0 day (X) x2, xe[S, ga) tekis
yaqinlashadi. Bu holda [x0,S] kesma chegaraviy gatlam vazifasini o’taydi (chizma-
3 ga garang).

Misol-2. Ushbu
sy =y —X, s>0
Y(x0) =Y0
Koshi masalasining y =y(x,s) yehimini s *# +0 da y = x funksiyaga
yaqginlashishini ko’ rsating.
Yechish: Avvalo ushbu
f(xY)=Y—x
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funksiyani tuzib olamiz. Agar & =0 bo’lsa, u holda berilgan tenglama
f(x,y)=0,y-x=0
ko’rinishni oladi. Bu tenglamani yechib uning y=x ildizimi topamiz. So’ngra
quyidagi yetarlilik shartlarini tekshiramiz:
TEI) Ly s
y oy
Bundan f(x,y)=0 tenglamaning y=x 1ildizi noturg’un bo’lishi kelib chiqadi.

_=+1>0.
y=x

Shuning uchun ¢ -+0 da y.(x)= x, xe(x,, ) yaqinlashish bo’lmaydi. Bu

fikrga berilgan Koshi masalasi yechimini topish orqali ham kelish mumkin:
X—Xo

Ve(x) = (o —x9—€)e ¢ +x+¢

Ko’rinib turibdiki € — +0 da
x_xO
e ¢ - 00,xe(xg, )

munosabat o’rinli. Shuning uchun £ — +0 da
Y, (x) 25 x, x € (x,,0)
yaqinlashish bo’maydi.
2. Endi, ushbu
ey +ay= f(x), x[0,]] (12)
¥(0) =Y,

ko’rinishdagi Koshi masalasini qaraylik. Bunda £>0, a=0 va f(x)—[0,/]
oraligda berilgan uzluksiz funksiya.

Berilgan (12) Koshi masalasining yechimini y_(x)=)(x,¢) orqali, £¢=0
bo’lgan holdagi yechimini esa y,(x)=y(x,0) orqali belgilaylik. U holda y_(x)
funksiyaning & —+0 dagi limiti y,(x)=a ' f(x) funksiyaga xe€[0,/] oraliqda
yaqinlashishi mumkinligini o’rganamiz.

Teorema-3. Agar a >0 bo’lsa, u holda har bir x €(0,/] larda

lim 7, (9= 7,(0). 7o) = £(x) (13)

munosabat bajariladi.
Isbot. Berilgan (8) Koshi masalasining yechimini

V()= yo(x) + z,.(x) (14)
ko’rinishda izlaymiz. Bunda z_(x) quyidagi
£z () +az,(x) =~ f(x) (15)
a

2,(0)= 3, —~ £ (0)
da
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Koshi masalasining yechimidan iborat. Bu chizigli tenglamani yechib

—X

l \ ':T(l'X)
zs(x):eS M)-af(o) -i\] fV)dt
formulani topamiz. U holda

ys(x) =Yo(x) + Yo- _f(0) €S +0(s), s —+0 (16)
baho o’rinli bo’ladi. Chunki s —+0 da

X X X a
ij S'(t'x)f '(tydt <—max|f '(X)[Jes dt =
0 n :

( .
=s maxf '(x)\ 1- e

a v Yy
baho o’rinli. Agar (16) tenglikda s — +0 da ushbu

s <s maXf (x)|

lime s =0, Vxe (0,11, a>0

s—+0

munosabatni inobatga olsak, undan (13) kelib chigadi. Ammo s — +0 da x e (0,l]

oraliqda e_asa (a>0) funksiya nolga tekis yaginlashmaydi. Yuqoridagi (16)
munosabatdan ko’rinadiki, agar ae [2,1], 0<S <I (5 - ixtiyoriy tayinlangan son)
bo’lsa, u holda

ys(X)~ YO(x), s —+0
tekis yaginlashish o’rinli bo’ladi. Berilgan [0,I] oraligda yff(x),s —+0 da

Yo(x) = %f (x) funksiyaga tekis yaginlashmaydi.
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Agar a<0 bo’lsa y_(x) funksiya £ - +0 da y, (x) ga yaqinlashmaydi.
Ushbu [0,6], 0<& </ kesmaga chegaraviy qatlam deyiladi (morpanndsbmM

CJIOEM).
Endi bu holatni atroflicha tekshiraylik. Buning uchun berilgan (12)
differensial tenglamani ushbu

gy =F(x,y), F(x,y)=f(x)—ay
1
ko’rinishda yozib olamiz. U holda y:=y,(x)=—f(x) funksiya /7(x,y)=0
a

tenglamaning ildizi bo’ladi. Bu ildizni turg’unlikka tekshiraylik:

Mzi(f(x)_ay):_a
Ay y
Agar a >0 bo’lsa,
E|y=yo(x):_a<0

munosabat bajariladi. Bu holda y =y, (x) funksiya 7(x,y) tenglamaning turg’un

ildiz1 bo’ladi. Shuning uchun (13) munosabat bajariladi.
Agar a <0 bo’lsa, u holda
F, |y=yo(x): —a>0

munosabat o’rinli bo’ladi. Bu holda y = y,(x) funksiya /'(x,y)=0 tenglamaning
noturg’un ildizi bo’ladi. Shuning uchun «a <0 holda (13) munosabat bajarilmaydi.
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5-§. Kichik parametrli Shturm — Liuvill chegaraviy masalasi.

1. Quyidagi

u’" +[A+ef(x)]Ju=0, (D)
u(0) =0, u(l) =0 (2)
chegaraviy masalani qaraylik. Bu yerda ¢ — kichik parametr. Agar e=0
bo’lsa, u holda biz ushbu
u'+u=0 3)
u(0)=0,u(1)=0
chegaraviy masalaga ega bo’lamiz. Bu chegaraviy masalaning ortanormal xos
funksiyalari va xos qiymatlari
u,(x) =V2sinnnx, n=1.23,.. (4)
A, = n®m? (5)
ko’rinishda bo’lishi ma’lum. u,(x),n = 1,2,3, ... funksiyalar quydagi
1
| 4 Gtk (3 = S 6)

0
ortonormallashtirish shartini ganoatlantiradi. Bu yerda &,,, — Kroneker simvoli:

1, m=n
6"”‘_{0, m#%n

Juda kichik & uchun (1), (2) chegaraviy masalaning u,(x, &) —x0s
funksiyalarini va 4, (¢) — xos qiymatlarini quydagi
Uy (x,€) = V2 sinnmx + euy, (x) + €2u,, (x) + 3u,5(x) + - (7)
(&) =n?m? + el + %5 + 305+ - (8)
ko’rinishda izlaymiz. Bu (7) va (8) tengliklarni quydagi
un (%, €) + [An () + ef (D ]un(x, €) = 0,
u,(0,e) =0, u,(1,6) =0
chegaraviy masalaga qo’yamiz
—(nm)*V2 sinnmx + sull; (%) + - + [(nm)? + edpy + - + f ()] *
x [V2sinnmx + eup; (%) + €2upz (%) + e3ups(x) .| = 0
Bu yerda ¢ —kichik parameter darajalari oldidagi koeffitsiyentlarmi nolga
tenglashtirib quyidagi
Up1 () + () >y (X) = —F () Uno (%) = Analno (%),
un1(0) =0,  up(1)=0 9

u‘,nlz(x) + (TlT[)Zunz (X) = _f(x)unl(x) - Anlunl (X) - Anzuno(x)
Unz2(0) =0,  upp(l)=0 (10)
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u‘,n’B(x) + (TlT[)Zun3 (X) = _f(x)unz(x) - Anlunz (X) - Anzunl(x) - Anzuno (X),
Un3(0) =0,  up3(1) =0 (11)
chegaraviy masalalarga ega bo’lamiz.
Bunda

Uno(x) = V2 sinnmx.

Aytaylik u,,(x) — funksiyalar, ushbu u,o(x) = V2sinnmx ortonormal xos
funksiyalar orqali Furye qatoriga yoyilsin deylik. U holda

Uy (x) = z Ay, V2 sin nmx (12)
m=1
yoyilmaga ega bo’lamiz. Ravshanki u,;(x) berilgan u,,;(0) =0, u,;(1) =0
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Endi  (12) tenglikni (9) differensial
tenglamaga qo’yib

z V2m2(n2 — m2®)ay,, sinnmx = —V2f(x) sinnmx — V21, sinnmx

tenglikni  keltirib  chiqaramiz. Bu tenglikning ikki tomonini /2 sin kmx
funksiyaga ko’paytirib, so’ngra 0 dan 1 gacha integrallab , xos funksiyalarning
ortonormallanganligidan foydalansak , ushbu

2 (n® = k?)any = —Fpie — Ap1 O (13)
munosabat hosil bo’ladi. Bu yerda

Foe =2 f f(x) sinnmx sin knx dx. (14)
0
Agar (13) tenglikda n = k bo’lsa, u holda
Ay =—FE,, =2 f f(x)sin? nmx dx. (15)

0
Agar (13) tenglikda n # k bo’lsa, u holda

Fnk
Ank = _7T2(n2 _ kz) (16)

o’rinli bo’ladi. Qaralayotgan holda u,;(x) funksiay quydagi
Fok
Uy (%) = — z V2sinknx + a,, V2 sinnmx (17)

VA n2(n2 — k2)
n
formula bo’yicha hisoblanadi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi a,, hozircha
noma’lum bo’lib, uning gqiymatini u,;(x) ning normalashtirish shartda topish
mumkin.

Endi (10) chegaraviy masalani qaraymiz. Faraz qilaylik
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Uy (x) = z by V2 sinrmx (18)
r=1

ko’rinishda bo’lsin. Ravshanki u,,(x) funksiya aniqlanishiga ko’ra u,,(0) =0,
U,n(1) =0 chegaraviy shartlarni gqanoatlantiradi. Ushbu u,,(x), u,,(x) va
Uno(x) funksiyalarning ifodalarini (10) tenglamaga qo’yib

2 z:(n2 —r2)\2b,, sinrnx = — z Ay V2 (x) sinrmx
r=1

r=1

— z Ay Ay V2 sinrmx — A,,V2 sinnmx (19)
r=1
tenglikni hosil qilamiz. Bu (19) tenglikning ikki tomonini V2 sin kmx
funksiyaga ko’paytirib O dan 1 gacha integrallasak va ortonormallash shartini
inobatga olib, ushbu

o

nZ(nZ - kz)bnk = z Ay Fior — QuicAny — An2 60k (20)

r=1
munosabatni olamiz . Agar k = n bo’lsa, uholda
)LZ=—Za F, =z Fur . (21)
n nr T TL_Z(nZ _ TZ)
r+n r+n

formula o’rinli bo’ladi.
Agar k #n bo’lsa, u holda (20) tenglikdan
_ Fnkar annFnk anFnk
by = 2(n2 — 2Y(12 — 12)  72(n2 — 12) 174(n2 — k2)2 (22)
in(n k?)(n? —r?) mw?(n?—r?) n*(n?-k?)
r+n
formula kelib chigadi. Bu yerda by, —hozircha noma’lum.
Endi yuqorida topilganlardan foydalanib (11) chegaraviy masalani yechamiz.
Faraz qilaylik

Uyz(x) = z ds V2 sin smx
s=1

ko’rinishda bo’lsin. Ravshanki u,3(x) funksiya aniglanishiga ko’ra u,3(0) = 0,
U,3(1) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. U holda (11) tenglik quyidagi
korinishni oladi:

2 Z:(n2 — 52)V2d,,s sinsmx = — z bns V21 (x) sin smx —
s=1

s=1
co co

— z bps Ay V2 sin smx — z Aps Ao V2sinsmx — A 3V2sinnmx  (23)
s=1 s=1
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Bu (23) tenglikning ikki tomonini v2 sinkmx funksiyaga ko paytirib 0 dan 1
gacha integrallasak va ortonormallash shartini inobatga olib, ushbu

7T2(Tl2 - kz)dnk = - z bns st - bnklnl - anklnz - An36nk (24)
s=1

tenglikni hosil bo’ladi. Agar k = n bo’lsa, u holda

Apz = — z bns Frs — bpyndn1 — Qupiny = — z bnsFys — Qpndnz =

S¥n

_z F z Fnstr _ annFns _ anFns
ns m2(n2 — s2)(n2 —r2) mw2(n2—12) mw*(n2— s2)2

s#n r£En
. 2 a Fnr
nn 7'[2(7’12 — 7"2) )

r¥n

formula o’rinli bo’ladi. Agar k # n bo’lsa, (24) tenglikdan

b kﬂnl ankﬂnz
d, =—— E b..F n =
nk 7-[Z(kz _ nZ) £ ns Fks + 7-[Z(kz _ nZ) 7-[Z(kz _ nZ)

— 1 z F z FnsEs‘r _ annFns _ anFns +
7-[Z(kz — nZ) ks 7-[Z(nZ — SZ)(nZ — T‘Z) 7-[Z(nZ — T‘Z) n4(n2 — 52)2
S#En r£n

+ bnann _ an z Fnkar _ annFnk _ anFnk
7-[Z(kz _ nZ) 7-[Z(kz _ nZ) 7-[Z(nZ _ kZ)(nZ _ T‘Z) 7-[Z(nZ _ T‘Z) n4(n2 _ k2)2
r£n

7rz(n2 k?) z 7rz(n2 —7r2) (25)
formula keib chiqadi. Bu yerda dnn-hozucha noma’lum son.
Quyidagi
f(uno + gUpy + 2y, + 3uys)2dx =1 (26)
normallashtirish shartidan foydalanib,
1
funounldx =0 (27)
0
1
f(ZunOunz +u2)dx =0 (28)

f(Zunlunz + 2UpolUyz3)dx =0 (29)
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tengliklarni topamiz. Bunda u,y(x) funksiyaning normallashgani inobatga
olinadi. Yugqoridagi (27) shartdan a,, = 0 ekanligi kelib chigadi. Bundan
tashqari (28) tenglikdan foydalanib

bon = =3 )-8 = =5 ) (e kZ))2 (25)

k*n k*n
formulani hosil qilamiz. (29) shartdan esa

d _ b _ Fnk Fnkar anFnk
nn =~ Anibnk = 72(n2 — k2) m2(n2 — k2)(n2 —12) n*(n? — k2)?
T+n

k#n k#n

formulani hosil gilamiz. Shuning uchun (7) va (8) munosabatlarni quydagicha
yozish mumkin:

F,
u,(x,e) =V2sinnmx — ¢ E 2(+kk2)\/2 sin kmx +
F E_F FZ
nk kr nnt nk nk .
y {[Z 2% — k2)(n? — r2)  mi(n? _kz)zl\lz sin kmx — 2—4( ey V2 smnnx}
*n TEN

+e3

Z 1 ZF Z FTLSFST _ FTLTLFTLS +F Zl( FTLT )2 _
n2(k? — n?) kes m2(n? —s2)(n? —r2) wt(n? — s2)? ken 2\m2(n? —r?)
k+n S#En S rER

-F Z Fnkar _ anFnk Z 2 sin kmx
nn nZ(nZ — kZ)(nZ — T'Z) 7-[4(n2 — kZ)Z nZ(nZ kZ) nZ(nZ — T'Z)
rEn

+ Fnk Z Fnkar _ anFnk \/Esin nx
T[Z(nZ — kZ) ~ T[Z(nZ — kZ)(nZ — T'Z) 7-[4(n2 — kZ)Z
rEn

+ o(e3).

A (&) = n?m? — eFy, + &2 -

2 Fnstsr _ annFns _ anFns
ns 7-[Z(nZ _ 52)(n2 _ r2) 7-[Z(nZ _ r2) 7-[4(n2 _ 52)2

+ 0(e%)

S#+n

2. Endi yuqoridagi masaladan bir muncha umumiyroq bo’lgan holni

qaraymiz.
Ushbu
y'+eqx)y=21y, 0<x<m (1)
{y'(O) —hy(0) =0 @)
y'(m) —Hy(m) =0

chegaraviymasalani garaylik. Bu yerda q(x)eC'[0,x] bi marta uzluksiz
differinsiallanuvchi funksiya bo’lib, h va H haqiqiy sonlar, >0 kichik parameter.
Bu bo’limda (1), (2) umumiy chegaraviy shartli Shturm-Liuvill masalasining A,(€)
x0s qiymatlari va yy(x,¢e) ortonormal xos funksiyalarining kichik parametr € ga
nisbatan asimptotikalari o(e*) aniglikda Relay — Shredinger usuli yordamida
keltirilib chigarilgan.

Ushbu
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—y"=2y, 0<x<m (3)
{y'(O) —hy(0)=0 @)
y'(m) —Hy(m) =0
chegaraviy masalaning, ya’ni e=0 bo’lgn holidagi (1) +(2) masalaning xos
qiymatlarini 1,5 = 4,,(0) orqgali, ortonormal xos funksiyalarini = y,o(x) =
Yn(x,0) orqali belgilaymiz.

Ma’lumki, Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatlari haqiqiy
bo’lib uning har xil xos qiymatga mos keluvchi xos funksiyalar o’zaro ortoganal
bo’ladi. Shu bilan bir qatorda (4) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyorty
f(x)eC?[0,r] funksiya uchun quyidagi teorema o’rinli:

Teorema. (Yoyilma haqida). Agar f{x)eC?[0,x] ushbu
{f’(O) —hf(0) =0
f'(m)—Hf(m) =0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya bo’lsa, u holda quyidagi

FO) =) anyn(), o
n=0
tasvir o’rinli bo’ladi. Bu yerda vy, (x) funksiyalar (1), (2) chegaraviy masalaning
ortanormallangan xos funksiyalari bo’lib, a,, koeffitsiyentlar ushbu

a, = | f(t) yn(B)dt
/

tenglik bilan aniqlanadi. (*) qator tekis va absolyut yaginlashuvchi bo’ladi'|

Berilgan (1)+ (2) chegaraviy masalaning y,, (x, €) ortaganal xos funksiyalarni va
An(x, €) x0s giymatlarni mos ravishda ushbu
Yn(X,€) = Yno(x, €) + €Yn1 (%) + 2Yna (X) + %Yz (x) + 0(£%) (5)
In(%,€) = Ao (X, €) + 41 (X) + €2 A2 (X) + £2 A2 (%) + 0(7) (6)
ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda y,; (x), ¥n2(X), ¥n3(x) hozircha noma’lum
funksiyalar bo’lib, 4,4, 4,2, 4,3 miqdorlar noma’lum sonlar.
Yugqoridagi (1)+(2) masalada y = y,(x, ) val = 1,,(x, €) deb olib, ularning
o’rniga (5) va (6) ifodalarni qo’ysak, quyidagi chegaraviy masalalar ketma-ketligi
hosil bo’ladi:

"o o_
—Jno — Ano)’no

y‘;lO(O) — hyno(0) =0 (7)
lelo (1) = Hypo(m) = 0

! Teorema isbotini A.B. Hasanov “Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari nazariyasiga kirish” 1-qism.{ “Fan”
nashriyoti, Toshkent 2011} 135-betdan garash mumkin.
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—Yn1 — noYn1 = —q(X)Yno + An1¥no
Yn1(0) = hy,;(0) =0 (8)
Y1 () = Hypy () = 0
—Yn2 = noYnz = —q(X)Yn1 + An1Yn1 + A2z
Yn2(0) = hy,,(0) = 0 )
Y2 () = Hypp () = 0

—¥n3 — AnoYnz = —q(X)Vn21 + An1Vnz + An2¥n1 + AnzYno
Yn3(0) = hyn3(0) =0 (10)
Y3 () — Hyps () = 0
Ko’rinib turibdiki (7) chegaraviy masala (3)+(4) bilan bir xil. Shuning uchun (8)
chegaraviy masaladan, avvalo y,,; (x) funksiyani va 1,,; sonni topamiz. So’ngra (9)
chegaraviy masaladan y,,, (x) funksiyani hamda 4,,, sonni aniqlaymiz va bu
topilganardan foydalanib (10) chegaraviy masaladan y,,;(x) funksiyani hamda 4,3
sonni topamiz.
Aniqglanishiga ko’ra y,; (x) funksiya (2) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
Shuning uchun uni ushbu

o

Yn1(x) = z AmYmo (%), Anm = Yn1» Ymo) (11)

n=0

ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda (f , g) orqali f(x) va g(x) funksiyalarning L,(0,1)
fazodagi skalyar ko paytmasi belgilangan. Bu yoyilman differensiallab, quyidagi

o

Via = ) Yo (12)
m=0
tenglikni hosil qilamiz. Agar (11) va (12) ifodalarni (8) chegaraviy masaladagi
differinsial tenglamaga qo’ysak, undan

co

z Anm [_yrl;lO (X) = 2noYmo (X)] = CI(X))’no (x) + An1Yno(X)

m=0
munosabatlar kelib chigadi. Bu tenglikning ikki tomonini y,,(x) ga ko’paytirib,
hosil bo’lgan ifodani [0,7] oraligda integallab, ushbu
Vi3 T

- f Y0 (Yo ()X = Amg f Yo G0 (X = oS

0 0
munosabatlardan foydalansak, quyidagi
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Y Y

D" | Amo [ 3moCOk0GIx = g [ YmoGIyi0 ()
m=0 0 0
Vi A

=~ | 4G (Y0 + 2 [ FroIPio G

0 0
tenglikka ega bo’lamiz. Bu yerda

S = {O, m=+k
mk =11, m=k
Bunda m = k deb {y,(x)} funksiyalarrning ortonormal sistemani tashkil qilishini
inobatga olsak, ushbu

e o = o) = — f 400 Y0 (Yo ()X + Ay f Yo @yro(dx  (13)
0 0

formula hosil bo’ladi. Agar (13) da k # n deb olsak, undan

Ank = ﬁan (14)
tenglik kelinb chigadi. Bu yerda
n
e = [ 4OV G (I
0
Yugqoridagi (13) tenglikda n = k deb,
n
At = Qo G = [ 40O o GY (15)

0

ekanligini topamiz. (13) tenglikdan foydalanib, (11) yoyilmani quyidagi ko’rinishda
yozish mumkin:

1
Yn1 (X) = E 1T —1 9nk Yko (X) + ApnYno (X) (16)
Tk no kO

Bu tenglikdagi a,,, hozircha noma’lum son bo’lib, uning qiymati y,,; (x)
funksiyalarning normallashtirish shartidan foydalanib topishimiz mumkin.
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Endi navbatdagi (9) chegaraviy masalani qaraylik. Bundagi y,,, (x) funksiya ham
(2) chegaraviy shartlarnmi qanoatlantiradi. Shuning uchun uni

Y2 () = D buyio (), bt = Omas Vo) (17)
=0

ko’rinishida izlaymiz. Yuqoridagi (11) va (17) yoyilmani (9) ga qo’ysak,
- z bnlyl,:) (X) - AnO z bnlylo (X)
=0 =0

= _CI(X) z AniYio (X) + Anl AniYio (X) + Anzyno (X)
=0 =0
munosabatlar kelib chigadi. Bu tenglikning ikki tomonini y,,(x) ga ko’paytirib,
hosil bo’lgan ifodani [0,t] oraligda integallab, ushbu

—¥io (X) = AioY10(%)
munosabatdan foydalanamiz. Natijada quyidagi

(o] 1 T
b [ 20 [ 700G = Ao | 10 CIMRo I
=0 0 0
[o%s) T
== o [ 4GIPOCIH0 ()
=0 0
co 1 i
+ s ) ant [ oGV @I + Ay [ Yo G0 ()
=0 0 0

tenglikka ega bo’lamiz. Bunda [ = k deb, ushbu

co

nic ko = Ano) = = ) @il + s O + B (18)
1=0
munosabatni olamiz. Oxirgi (17) tenglikda n # k bo’lsa, u holda
1 - A 1Ank
bk = 7——— ) @y + 57—

—_— 19
o — ong (19)

formula hosil bo’ladi. Agar (14) va (15) formulalarni e’tiborga olsak, u holda (18)
tenglik quyidagi ko’rinishni oladi:

Ani9ik Annnk QnnYnk
b = z + - . 20
Ay YT 7y vy Rl ey e ey TS G

Ao— A
n0 s0 =0
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Yugqoridagi (18) tenglikda n = k bo’lsa, undan

co

2
k1
A2 = z U Qi — A1 gk = Z—Ako ~ 1o

=0 l£n

kelib chigadi.

Endi (20) formuladan foydalanib, (17) tasvirni quyidagicha yozamiz:

9,9 Annd Dn
Yn (x) = I + - y (x)
’ r;c l;tzn (AnO o ARO) (AnO o AIO) AnO N AkO (AnO o ARO)Z N
+ bnnyno(x)- (21)

Bunda b,,,, hozircha noma’lum son.

Endi navbatdagi (10) chegaraviy masalani qaraylik. Bundagi y,,5(x) funksiya ham
(2) chegaraviy shartlarmi qanoatlantiradi. Shuning uchun uni

yn3(x) = z dnsyso(x): dps = (yn3: ysO) (22)
5s=0

ko’rinishida izlaymiz. Yuqoridagi (11), (17) va (22) shartlarni (10) tenglamaga
qo’yib,

- z dnsys”() (X) - AnO z dnsyso (X) = _CI(X) z bnsyso (X) + Anl z bnsyso (X)
s=0 s=0 s=0 s=0

o

+An2 AnsYso (X) + An3yn0 (X) (23)

s=0
munosabati hosil qilamiz. Ushbu
—¥io (X) = Ai0Y10(x)

tenglikka ko’ra (23) munosabat quyidagi ko’rinishni oladi:
z dps(Aso — Ano) Yso(x) = —q(x) z bpsyso(x) + Ay z bpsyso(x)
s=0 s=0 s=0

o

+An2 AnsYso (X) + An3yn0 (X)
s=0
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Bu tenglikning har ikkala tomonini y,,(x) ga ko’paytirib [0, 7] oraliqda
integrallaymiz. Natijada quyidagi

0 T T
> s | As0 [ 35000W0GIE = Ao [ B0 P0G
s=0 0 0
[e's] T o T
== b [ 4GV 0 + As b [ Yoo ()
s=0 0 s=0 0
co 1 i
*hna D ns | 7000 (I + s [ pro (ko)
s=0 0 0
tenglikka ega bo’lamiz. Bunda s = k deb, ushbu
Ak (Ao — Ano) = — z brsQsic + An1bnk + An2@ni + An30nk (24)

s=0

munosabatni olamiz. Oxirgi (23) tenglikda n = k bo’lsa, u holda

Az = z bnsQsn — Anibnn — An2Qpn = z brsQsn — An2Qnn (25)
5s=0

S¥n

formula hosil bo’ladi. Agar (20) formulani e’tiborga olsak, u holda (25) formula
quyidagi ko’rinihni oladi:

Gniqis AynQns GnnYns
Ans = Z Z + - — Apa 26
" ( (Ano —As0)(Ano — o) Ano —Aso (Apo — Aso)z) Asn n20nn (26)

s#¥n \M#n

Agar (24) tenglikda n # k bo’lsa, undan

1 C A 1bnk Anzank
d =—Zb I 27
Ay T U A T WL P @7

kelib chigadi. Yuqorida topilgan b, va a,; koeffetsiyentlarni hamda 4,,; va 4,,,
sonlarni (27) qo’ysak, u quyidagi ko’rinishni oladi:
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d K = z z nlqls + annqns _ qnnqns q i
S
" Ako (Ao = 250) o = A0) Ao = Aso (A o — Ago)?

S¥n

+ qnn z Ani9ik + AnnQnk _ Qnn9nk
AkO - AnO =n (Ano - Ako)(lno - AZO) AnO - AkO (Ano - Ako)z

ban .k

in
28
Moy z Too— 0 oo — kg (26)
d - hozircha noma’lum son.
Quyidagi
Y
| Dr002) + £ + 29 (0) + £y () + 0Pl = 1
0
normallashtirish shartidan foydalanib, ushbu
Y
|y Gdx =0, (29)
0
Y
| 292003 00) + Oy 021 = 0 (30)
0
Y
| (292203200 + 2075 N = 0 (31)
0
munosabatlarni topamiz. (29) shartdan
Apn =0 (32)
kelib chigadi. Bundan foydalanib, (16) tasvirni ushbu
Y1 (%) = (Z 1 nk yk0x> (33)
ek no kO

ko’rinishda yozib olamiz. Hosil bo’lgan (21) va (33) tasvirlarni (30) shartga
qo’yib, quyidagi

o = zz(zno—xko) “2 0. &Y

k¥n
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tenglikka ega bo’lamiz. Demak (21) tasvirni (32) va (34) dan foydalanib,
quyidagicha yozish mumkin:

_ Aniik AnnYnk
() =) (Z Cro = ) hro = A10) oo — Ako)2> Vo)

nxk lin

2

Ank
X). 35
Zk;t (An() _Ako)z ynO( ) ( )
n

Yugqorida topilgan (33), (35) formulalardan hamda (22) tasvirdan foydalanib d,,,,
sonni topamiz.

d,.., = — Z ;q Z ik _ Ann9nk
. Ao = Ako " I#n (Ao = ko) Ao — 410)  (Ano — Ako)?

k+n

Yugqoridagi topilgan ma’lumotlar asosida (5) va (6) yoyilmalar quyidagi
ko’rinishni oladi:

Yn(,€) = Yo (6,€) + ezﬂ o () +

2

A9k nn9nk 1 qnk
e Y Y - () sy GO+
VA {[ o = 210) o — 1) G = Ao )Zly K T 2 Cono — Ar0)? 7™
n \Li=n
s nn9ns

A E=r ) — :

{ki ( — o ( ( oo = 250) Omo = 1) Gmo — Asa)? ) 4

+ q Z A ik _ an9nk Z qnl
" o (/1n0 - /1,{0)(/1”0 - /110) (/1n0 - Ako)z (/1k0 nO) /1 /110

Ank 2 Qnk Tni ik _ Qnnnk
" T Z ans) Yo ()~ { Ano = Axo (Z (Ao = Ako) (Ano = A10) (Ao — Ako)z)} Yno (x)>}

S¥+n

+ o(e?)

An(x, &) = Ap0(x, e)+eqnn+e ZL+
Ako — Ao

l#£n

z z nidis _ Annfns Qsn + 0(83)
(Ano SO)(AHO - /110) (Ano - ASO)Z o

s#n \l#n

3. Yugqoridagi badlarda h va H sonlar chekli bo’Iganda kichik parametrli
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining A, (&) xos qiymatlari va y, (x, €)
ortanormal xos funksiyalarining kichik parametr £ ga nisbatan asimptotalari o(&3)
aniqlikda keltirib chiqarilgan edi. Quyida biz bu sonlarning ixtiyoriy bittasi cheksiz
bo’lgan holni qaraymiz.

Agar (2) chegaraviy shartlarda H = o va h = 0 deb tanlasak, u holda (1)+(2)
chegaraviy masala quyidagi ko’ rinishni oladi:
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{—y" +eq(x)y=21y, 0<x<m (36)
y'(0) =0, y(m)=0
Bizga ma’lumki, ushbu

—y"=1y, 0<x<m

=0 yim=o 57

chegaraviy masalaning, ya’ni € = 0 bo’lgan holdagi (36) masalaning xos qiymatlari
va ortanormal xos funksiyalari

1 2 1
Ao = (n+ 5)2, Vo = \/;cos (n + 5) X, n=0,12.. (38)

ko’rinishda bo’ladi. Berilgan (36) chegaraviy masalaning y;,, (x, €) ortanormal xos
funksiyalarni va 4,,(x, €) xos qiymatlarni mos ravishda ushbu

Yol ) = j%cos (m )%+ 7 ) + 29000 + €330 + o) (39)

L,(x,&) =(n+ %)2 + el (x) + €22,5(x) + 22,5 (%) + 0(£3) (40)
ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda y,; (x), ¥n2(X), ¥n3(x) hozircha noma’lum
funksiyalar bo’lib, 4,,;, 4,5, 4,3 miqdorlar esa noma’lum sonlar.

Yugqoridagi (36) masalada y = y,(x, &) vald = 4,(x, €) deb olib, ularning 0’rniga
(39) va (40) ifodalarni qo’ysak, quyidagi chegaraviy masalalar ketma-ketligi hosil
bo’ladi:

” 1 2 1 2 1
—yp1 — (N + 5)2)’n1 = —q(x)\/;cos (n + E)x + )Lnl\/;cos (n + 5) X (41)
y‘;ll(o) = OJ ynz(T[) =0

" 1\2 2 1
—Yn2 — (n + 5) Yn2 = _Q(x)ynl + Anlynl + Anz\/; Ccos (n + 5) X (42)
y‘;lZ(O) =0, yp(m@=0

—Vn —(n+1)2y = —q(X)Vn2 + 1p1Vn2 + 2n2Vn1 + 4 \/Zcos (n+l)x
n3 2 n3 n2 nin2 n2 nl n3 - 2 (43)
lels (0)=0, yp3(m)=0

Avvalo, (41) chegaraviy masaladan, y,; (x) funksiyani va 4,,; sonni topamiz.
So’ngra (42) chegaraviy masaladan y,,,(x) funksiyani hamda 4,,, sonni aniqlaymiz
va bu topilganardan foydalanib (43) chegaraviy masaladan y,,;(x) funksiyani
hamda 4,3 sonni topamiz.

Aniqlanishiga ko’ra y,; (x) funksiya (41) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
Shuning uchun uni ushbu
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- 2 1 2 1
Vo (x) = ZO Ay, p- cos (m + E) X, Aum = | Vn1, j; cos (n + E) X (44)
m=

ko’rinishida izlaymiz. Bu yoyilman differensiallab, quyidagi

. - 12 2 1
Vni = — ZO Apm(m + ? %cos (m + E) X (45)
m=

tenglikni hosil qilamiz. Agar (44) va (45) ifodalarni (8) chegaraviy masaladagi
differinsial tenglamaga qo’ysak, undan

i anm\/%[(m+%)2—(n+%)2] cos<m+%>x:—q(x)\/gcos<n+%>x
m=0
+/1n1\/%cos<n+%>x

munosabatlar kelib chigadi. Bu tenglikning 1kki tomonini \E coS (k + %) xga

ko’paytirib, hosil bo’lgan ifodani [0,r] oraliqda integallab, xos funksiyalarning
ortonormallanganligidan foydalansak , ushbu

1 1
((k + E)Z - (Tl + E)Z) Apk = _Fnk + An16nk (46)

munosabat hosil bo’ladi. Bu yerda
1

2 1 1

Fu = —f q(x) cos (k + —) X COS (n + —) x dx. (47)

s 2 2
0

Agar (46) tenglikda n = k bo’lsa, u holda

1

2 1
A =E,, = %f q(x) cos? (n + E) x dx. (48)
0

Agar (46) tenglikda n # k bo’lsa, u holda
Fnk

(n+3)2 = (k +5)?
o’rinli bo’ladi. Qaralayotgan holda y,;(x) funksiay quydagi

_ Fu 2 1 z z
Yn1(x) = Z (k +%)2 e +l)2j;cos <k + 2>x + annj;cos <n + 2>x (50)

k¥*n 2

Ank = (49)
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formula bo’yicha hisoblanadi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi a,, hozircha
noma’lum bo’lib, uning qiymatini y,,(x) ning normalashtirish shartda topish
mumkin.

Endi (42) chegaraviy masalani qaraymiz . Faraz qilaylik

Voo (x) = i by, \/%cos (r + %) X (51)

ko’rinishda bo’lsin. Ravshanki y,,(x) funksiya aniglanishiga ko’ra (42)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. Ushbu y,,,(x), Y1 (X) va y,e(x)
funksiyalarning ifodalarini (10) tenglamaga qo’yib

C 2 1 1 1 © 5 1
Z)bnrj;[(r+§)2 - (n+§)2] COS<7‘+§>3€ == —Zanrq(X)j;cos<r+z>x
r= r=
- 2 1 2 1
+ z Apy Ay |—cos (7‘ + —) x+ A,, |—cos (r + —) x (52)
r=1 T 2 n 2

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikki tomonini \Ecos (k +%)x funksiyaga

ko’paytirib 0 dan 1 gacha integrallasak va ortonormallash shartini inobatga
olib, ushbu

o

12 12
((k + E) —(n+ E) ) by = — z Ay Fir + Qnicdng + An260k (53)

r=1
munosabatni olamiz . Agar k = n bo’lsa, uholda

Fnk2
Az = z Ay Fyr = z (54)

1 1..°
rEn rEn (n+7)2 - (k+7)2
formula o’rinli bo’ladi.
Agar k #n bo’lsa, u holda (53) tenglikdan

b = z Foge Fer _ APk
Gt -+9?) (497 - +27) (k+d) - (n+3)

_ anFnk (55)

(43~ (+3))

formula kelib chigadi. Bu yerda by, —hozircha noma’lum.
Endi yuqorida topilganlardan foydalanib (43) chegaraviy masalani yechamiz.

Faraz qilaylik
- 2 1
Vn3(x) = z dys \/:cos (s + E) x (56)
T
s=1
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ko’rinishda bo’lsin. U holda (43) tenglik quyidagi korinishni oladi:

i((s+%)2—(n+%)2>dns\/%cos(s+ ) i nsq(x)\/:cos(s+;) +

s=1

< 2 1 < 2 1 2 1
+ans Ap1 |—cos (s+—)x+ Aps Apy |—cos (s+—)x+ln3 — Cos (n+—)x
4 s 2 pr s 2 s 2

S= =

Bu tenglikning ikki tomonini \Ecos (k +%)x funksiyaga ko’paytirib 0 dan 1

gacha integrallasak va ortonormallash shartini inobatga olib, ushbu

12 172 N
((k +3) —(m+3) ) dp = — Z bus Fis + bnidn1 + An2@ni + AnzOni (57)

s=1

tenglikni hosil bo’ladi. Agar k = n bo’lsa, uholda

n3 - z bns Fns bnnlnl ann n2 — z bnans annlnz (58)
SFn
formula o r1n11 bo ladi. Agar k # n bo’lsa, (57) tenglikdan
Tl An an An
dpi = 1 zbnsts Lt + 1 Ll 1 (59)
(n +—>2—(k+2> = (k+2—(+3? (k+32—(n+3)7
formula keib chiqadi. Bu yerda d,,-hozircha noma’lum son.
Quyidagi
f()’no + EYp1 T gzynz + g3yn3)2dx =1 (60)

normallashtirish shartidan foydalanib,

f YnoYn1dx =0 (61)
0
1
f (oY + ¥21)dx = 0 (62)
0
1
f(ZYnﬂ’nz + ZynoynB)dx =0 (63)

tengliklarni topamiz. Bunda y,(x) funksiyaning normallashgani inobatga
olinadi. Yuqoridagi (61) shartdan a,, = 0 ekanligi kelib chigadi. Bundan
tashqari (62) tenglikdan foydalanib
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1 1 Fo
bpn =—= arzlkz__ zn 2
2 2 1 1
kzn kzn \(n +§) —(k +§)

formulani hosil qilamiz. (63) shartdan esa

dpp = — z Ak bk

k#n
formulani hosil qilamiz.

1
2 F,; cos k+2)
nl( ) =
e r;c (+—)2—(k+—)

T

2 1 1
A1 = By Fpge = %f q(x) cos (n + E) X COS (k + E) xdx
0

Fi,
Az = z 1

1
l£n (Tl + 7)2 - (l + 7)2

Yy () = Z (Z . 1Fanzk

S\E (9 - k+ D)+ 9~ L+

— FonFu Fcos <k +l>x
(n+3)? — (k +5))? 2
1 F’ f cos(n D)

kezn (0 + —)2 —(k+ 2)2)2
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(44)

(45)
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y"“’”zk;[(n%f—(ﬂ%f <;<;<<n+%f<s+%>2’§<fn+;f<k+%>2>

+ Fun (Z () - 0+ D)+ - (D)) () (e ;)2)2>
+ Fre _ Z ZF’EI =+ % Z a,%s) \/%cos (k + %) X

) (D Ry - &

‘[wfi(u%f <;<<n+%f(u%f)((n%fo%ﬁ
<<n+;>2<k+;>z>z)]j;m<n+f>x] h

;ln3 =Z Z - - - ianls - - - —— ZnnFns — an (49)
s#n l¢n<(n+7) - (S+7) )((n+7) - (k +7) ) ((n+%) — (5+%) )

Bu topilganlarni (39) va (40) olib borib qo’ysak, (36) masalaning o(&?)

aniqlikdagi ortanoral xos fuksiyasi va xos qiymati hosil bo’ladi

3. Quyidagi
ey'"+ay' +by=0, e>0,ab+0 (%)

y0) =y, ¥y(0)=y,, |yl +1y2l >0 (%)

chegaraviy masala yechimini ¢ — +0 dagi holatini o’rganamiz.
Berilgan (*)+(**) chegaraviy masala yechimini y.(x) orqali, ushbu
ay' +by =0
y(0) =y,
Koshi masalasi yechimini esa yy(x)orqali belgilaymiz.
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Teorema-1. Aytaylik a <0 bo’lsin. U holda (*) + (**) chegaraviy
masalaning . (x) yechimi mavjud va yagona bo’lib, har bir
x € [0,1 — 6] larda

Ye(x) = yo(x), € > +0
munosabat o’rinli bo’ladi. Bundan tashqari, ixtiyoriy x € [0,1 — §],
0 <6 <1 da quydagi yaqinlashtirish
Ye(x) = yo(x), € > +0
tekis bajariladi.
Isbot. Ushbu
e +al+b=0
xarakteristik tenglamaning A, = 1,(x), 1, = A,(x)ildizlarni yetarli kichike >

2
0 (s < Z—b) uchun haqiqiy va har xil bo’ladi. Shuning uchun (1) tenglamaning
umumiy yechim

Ve(x) = ci()e™™ + cy(e)ets

ko’rinishda bo’ladi. Qaralayotgan holda e?t # e?2 bo’lganligi uchun yetarli
kichik € >0 da (*)+ (**) chegaraviy masalaning yechimi mavjud va
yagona bo’lib, u quyidagi

1

ye(x) = oh —okz

L _ ok [(ae?z — B)eM* + (aetr — p)e’?¥]

ko’rinishda bo’ladi.
Ushbu

m
(1+x)m=1 +?x+o(x2)

formuladan foydalanib ¢ — +0 da

3 _—a+\/a2—4£b_ b+
1= e =Ty o(¢)
—a —Va? — 4¢b a b
Azz =—_+_+0(€)
2& £ a

munosabatlarni topamiz. Endi quydagi ayirmani baholaymiz:
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<

() = yo ()| = [(aez — B)e?s* + (aeh — B)et*] — qe

eh — el

b
pet* — qe"a*eh oh2

<

b
{|—ae’11x + qe a”

— qgeM|et2(x-1)
oz — oh +|e'12—e/11| +|B — aetsle }

Ko’rinib turibdiki, shunday A; > 0, A, > 0 sonlar topilib, ixtiyoriy x € [0,1]
va barcha € > 0 lar uchun

b
fe’* — qe"a’eM

< A, |,8—ae’11| <A,

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib ¢ — +0 da quyidagi

etz — oM = eh2[1 + 0(e)] = e(‘%Jf%) [1+ 0(8)],

b
= |ale @ x0(e) < Az0(¢)

baholarni olamiz. Bu yerda A3 > 0.

Endi , ushbu

Y00 = yo(0)| < Aret a[1+o(e)] +
+[1 + 0(e)] {Ag,o(s) + ae(FrR)E D 4 o(g)]}

bahoga ega bo’lamiz.

Agar a<O0 bo’lsa, u holda |y.(x)—ye(x)| ayirma &—-+0 da
yuqoridagi tengsizliklarning oxirgi hadiga bog’liq holda o’zgaradi. Aniqrog’l
€ —>+0 da

Ve (%) = yo(x)| = 0
munosabat har bir 0 < x <1 da bajariladi. Bundan tashqari
max]ye (x) = yo(x)| = 0

munosabat esa, har bir 0<x<1-6§, 0<x <1 dao’rinli bo’ladi.
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Bu teoremadan kelib chiqadiki a < 0 holda (*)+ (**) chegaraviy masala
uchun har bir [1—6,1], 0<x <1 kesma chegaraviy qatlam vazifasini

o’taydi.
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Xulosa
Biror fizik jarayonni tavsiflovchi  differensial  tenglama

parametrlarga (jumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza
fizik kattaliklar) bog’liq bo’ladi. Bu parametrlarning qiymatlarini real
masalalarda aniq o’Ichamini hisoblashning imkoni yo’q, odatda taqribiy
hisoblanadi. Ma’lum jarayonni tavsiflovchi differensial tenglamani
keltirib chiqarish jarayonida ham xatolikka yo’l qo’yiladi. Shu maqsadda
differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun, uning yechimi
parametrlarga uzluksiz ravishda bog’liq bo’lishi  kerak, ya’'ni
parametrlarning kichik o’zgarishiga differensial tenglamaning yechimi
ham mos ravishda kichik o’zgarishi lozim.

Mazkur bitiruv malakaviy ishida avvalo, hosilaga nisbatan
yechilgan birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaga qo’yilgan Koshi
masalasining korrektligi ko’rsatilgan. Bundan keyin kichik parametrli
birinchi tartibli differinsial tenglamaga qo’yilgan Koshi masalasini
yechish usullari bayon qilingan. Shu bilan bir gatorda kichik parametrli
Shturm — Liuvill chegaraviy masalasi ham o’rganilgan.
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