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ВВЕДЕНИЕ 
 

 Настоящее  учебное  пособие предназначено для студентов бакалавров  
Ташкентского Химико-технологического института по следующим направле-
ниям: 

В Сопротивление материалов под термином прочностной надёжности 
следует понимать общие принципы расчётов, принятые в механике деформи-
руемого твердого тела, в частности, в сопротивлении материалов, то есть рас-
чёты на прочность, жёсткость и устойчивость. Прикладная механика преду-
сматривает все формы учебной работы: лекции, практические занятия, лабора-
торные работы, курсовое проектирование, самостоятельную работу студентов. 
 Целью настоящего учебного пособия, является самостоятельное закреп-
ление и углубление знание, полученных при изучение основ сопротивления ма-
териалов, являющегося составной частью общего курса прикладной механики. 
Выполнение рассматриваемых задач позволит студентам получить первые на-
выки самостоятельных расчётов прочностной надёжности брусьев, которые яв-
ляются основными конструктивными элементами механизмов машин произ-
водств химической, пищевой технологии  и строительных конструкций, а глав-
ное, овладеть методом расчёта, который для всех видов деформаций является 
однотипным.  

Суть самостоятельной работы заключается в построении эпюр внутрен-
них  силовых факторов при расчётах на прочность и жёсткость брусьев для ос-
новных видов деформаций растяжения, кручения, изгиба. 
 Таким образом  самостоятельная работа студентов сводится к   выполне-
нию расчётно-графических работ, которые в данном методическом указании 
сокращены до минимума и в то же время пригодны для разных специальностей, 
в учебных планах которых такие работы предусмотрены.  
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1 ЛЕКЦИИ. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
1.1 Задачи сопротивления материалов 

Детали машин и элементы конструкций и сооружений, с которыми имеет 
дело инженер в своей практике, помимо других качеств, должны обязательно 
обладать определенными прочностью, жесткостью и устойчивостью. 

При этом повышение прочности детали достигается обычно увеличением 
ее размеров, в то время как в целях экономии материалов необходимо стре-
миться к их уменьшению. 

Итак, первая задача: определение оптимальных размеров элементов кон-
струкций, обеспечивающих их прочность при заданном распределении внеш-
них сил. 

В отличие от теоретической механики, сопротивление материалов рас-
сматривает задачи, в которых наиболее существенными являются свойства де-
формированных тел, а законы движения тела как жесткого целого не только от-
ступают на второй план, но в ряде случаев являются попросту несущественны-
ми. 

В сопротивлении материалов широко применяются методы теоретической 
механики (в первую очередь статики), а также используются данные из разде-
лов физики, высшей математики и др. дисциплин. 

Под воздействием нагрузок происходит изменение размеров и формы (де-
формация) тел и может произойти или разрушение их, или превышение допус-
тимой деформации, в результате чего эксплуатация детали станет невозможной. 
Способность элемента конструкции сопротивляться деформации называется 
жесткостью. 

Вторая задача: изучение деформирования различных материалов под на-
грузкой и их расчет на жесткость. 

Деформации конструкций в виде сжатых стержней незначительны, пока 
величины этих нагрузок не достигнут так называемых критических значений. 
Превышение этих значений приводит к резкому выпучиванию стержня и поте-
ре его устойчивости. 

Третья задача: расчет элементов конструкций на устойчивость.   
Способность элемента конструкции сохранять под нагрузкой свои перво-

начальные размеры и форму называют устойчивостью. При этом потеря устой-
чивости может происходить при нагрузках, безопасных с точки зрения потери 
прочности элемента. 

Основоположником сопротивления материалов считается знаменитый 
итальянский астроном и инженер Галилео Галилей, опубликовавший в 1638 го-
ду работу «Беседы и математические доказательства, касающиеся двух новых 
отраслей науки, относящихся к механике и местному движению». 

В 1660 г. английский ученый Роберт Гук установил закон, согласно кото-
рому деформации упругого тела пропорциональны действующему на него уси-
лию. 

Бурное развитие дисциплины началось в конце XVIII века с развитием 
промышленности и транспорта. Следует отметить российских ученых: И.П. 
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Кулибина, Д.И. Журавского, Л. Эйлера, Ф.С. Ясинского, Н.А. Белюбского и др. 
Из числа иностранных ученых того периода: Коши, Кулона, Ламе, Мора, Пуас-
сона, Юнга и др. Из современного периода следует назвать отечественных уче-
ных: Н.М. Беляева, В.В. Болотина, Н.Н. Давиденкова, А.А. Ильюшина, Ю.Н. 
Работнова, С.В. Серенсена, В.И. Федосьева, А.Н. Верещагина и др. 

1.2 Реальная конструкция и расчетная схема 
Приступая к расчету конструкции, следует пре-

жде всего установить, что в данном случае является 
существенным, а что можно отбросить, т.к. оно не 
повлияет на работу системы в целом. 

Предположим, необходимо произвести расчет 
на прочность каната, поднимающего груз (рис. 1.1, 
а). Тогда в первую очередь необходимо учесть силу 
тяжести поднимаемого груза, ускорение,  с которым 
он движется, а при большой высоте подъема и вес 
самого каната.  

В то же время можно заведомо отбросить влия-
ние температуры окружающей среды, аэродинамиче-
ское сопротивление и другие подобные факторы. В 
итоге рождается какая-то обобщенная схема (рис. 
1.1, б). 

Реальный объект, освобожденный от несуще-
ственных особенностей, называется расчетной схе-
мой. 

Для  одного  и  того  же объекта может быть выбрана не одна, а несколько 
расчетных схем в зависимости от того, какая сторона вопроса интересует ин-
женера.       

1.3 Основные допущения в сопротивлении материалов 
При выборе расчетной схемы необходимо прежде всего учитывать сле-

дующие допущения: 
1. Схематизация свойств материала. Материал конструкции считается: 

сплошным, т.е. заполняет весь объем без пустот в пределах установленных гра-
ниц; однородным, т.е. свойства материала по всему объему одинаковы; изо-
тропным, т.е. свойства материала по всем направлениям одинаковы. 

2. Материал конструкции работает в пределах идеальной упругости. Уп-
ругость – свойство тела восстанавливать свои первоначальные размеры и фор-
му после снятия нагрузки. Деформации, исчезающие после снятия нагрузки, на-
зываются упругими, в отличие от пластических или остаточных деформаций, 
которые не исчезнут после снятия нагрузки. 

3. Принцип начальных размеров (принцип относительной жесткости) – 
деформации элементов под нагрузкой малы по сравнению с размерами самого 
тела. 

Это позволяет при составлении уравнений равновесия рассматривать кон-
струкцию как недеформированную, имеющую те же размеры, какие она имела 
до нагружения. 
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4. Принцип суперпозиции (наложения) или принцип независимости дейст-
вия сил: результат воздействия на элемент системы сил равен сумме результа-
тов этих сил, приложенных отдельно в любой последовательности. 

Этот принцип тесно связан с законом Гука для системы. Если система линей-
на, то этот принцип к ней применим, если нелинейна – неприменим. 

Например, определим укорочение тела от воздействия сил 1F  и 2F  (рис. 
1.2). 
 

 
Рис. 1.2 

Приложив вначале 1F , мы получим укорочение 

111)( FKF =δ ; теперь снимем 1F  и приложим 2F ; 
укорочение 222 )( FKF =δ ; ( 1K  и 2K  – коэффи-
циенты, зависящие от свойств материала и геомет-
рии тела). 

Тогда полное укорочение 

( ) ( ) 221121 FKFKFF +=+= δδδ . 

Приложив же вначале 2F , а затем  1F , мы в итоге 
получим вышенаписанную формулу, т.е. результат 
останется прежним. 

5. Принцип Сен-Венана: в точках нагруженного тела, удаленных от мест 
приложения нагрузок, внутренние силы мало зависят от способа приложения  
этих нагрузок. 

 
Рис. 1.3 

      Позволяет заменить распреде-
ленные нагрузки сосредоточен-
ными. 

В итоге для схем а) и б) ока-
зывается справедливой расчетная 
схема в) (рис. 1.3) 

6. Упрощения формы элементов конструкций. 
Тело, у которого один размер (длина) много больше двух других (попереч-

ные размеры), называют брусом (рис. 1.4, а). К ним относятся балки, валы, оси, 
рычаги, тяги и др. 

 
Рис. 1.4 

а) 

б) 

в) 
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Тело, у которого два размера много больше третьего (толщины) и очерче-
ны криволинейными поверхностями, называют оболочкой. К ним относятся 
стенки котлов, резервуаров, сосудов, баллонов с сжиженным газом, купола зда-
ний и др. 

Если поверхности прямолинейные, то такие элементы относят к пласти-
нам: плиты перекрытий, плоские крышки, днища резервуаров и др. (рис. 1.4, б). 

Тела, у которых все три размера одного порядка, называют массивами. Это 
фундаменты зданий, основания машин, шаровые опоры, катки и др. (рис. 1.4, 
в). 

1.4 Внешние и внутренние силы. Метод сечений 
Нагрузки по отношению к нагруженному ими телу являются внешними 

силами. Различают сосредоточенные ( F ) и распределенные силы ( q ), мо-
менты сил ( М ) и силы реакций. Сосредоточенные силы ( F ) – это внешние 
силы, передаваемые на тело через площадку, размеры которой очень малы по 
сравнению с размерами этого тела. Например, давление колес на рельсы. Изме-
ряют в единицах силы (кг, Н). Распределенные силы ( q ) − это силы, прило-
женные непрерывно по длине или площади тела. Например, собственный вес 
бруса представляет нагрузку, распределенную по его длине, а вес снега на пло-
ской крыше – распределенную нагрузку по площади крыши. Измеряют q  в 
кг/м, кг/м2, Н/м, Н/м2, соответственно.  Сосредоточенные силы, приведенные к 
заданной точке конструкции, вызывают также сосредоточенные моменты или 
пары сил М . Измеряют М в кг·м, Н·м. 

Статические нагрузки – нагрузки, величина которых возрастает от нуля 
до их максимального значения медленно (ускорениями можем пренебречь). 

Динамические нагрузки – это нагрузки, изменяющиеся со значительным 
ускорениями: внезапные (наезд колеса локомотива на мост); ударные (удар 
копра по забиваемой свае); повторно-переменные (давление пара, повторно пе-
редаваемое на шток поршня паровой машины). 
    

 
Рис. 1.5 

Пусть дано тело (рис. 1.5, а), на-
груженное статически уравнове-
шенной системой сил. Применим 
метод сечений: рассечем тело и 
отбросим, например, левую 
часть. На оставшуюся правую 
часть, кроме внешних сил, будут 
действовать внутренние силы, 
которые мы по правилам теоре-
тической механики приведем к 

главному вектору R  и главному 

моменту М относительно цен-
тра тяжести сечения О (рис. 1.5,  

а) 
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1.5 Понятия о напряжениях 
Напряжения – это интенсивность внутренних сил, приходящихся на еди-

ницу площади. Используя рис. 1.5, б, возьмем в пределах сечения точку К   и  
выделим  вокруг  нее  элементарную  площадку  А∆  (рис. 1.6, а). 

На этой площадке возникает внутренняя сила R∆  произвольного направ-
ления. 

Среднее напряжение СРР  в точке К  будет равно  

  .
A
RРСР ∆

∆
=                                     (1.1) 

Полное напряжение в точке К  получим по формуле: 

              .lim
0 A

RР
A ∆

∆
=

→∆
                                  (1.2) 

 
Рис. 1.6 

Разложив полное напряжение по трем 
взаимно перпендикулярным осям, полу-
чим напряжения: по оси 

Z  (нормали ( n ) к плоскости сечения) – 
нормальное напряжение σ , а по осям, 
лежащим в плоскости сечения ( ух, ), 
соответственно касательные напряжения 

ух ττ , . 
  

1.6 Понятия о линейных  и угловых деформациях тела 
Точки тела при его нагружении меняют свое положение – получают пере-

мещения. Так например, точки ВА, (рис.1.7) переместились в положение 
',' ВА . Расстояние между ними S  из-

менилось и стало SS ∆+ . 
Среднее относительное удлинение 

на отрезке АВ   

                .
S
S

СР
∆

=ε             (1.3) 

В той же точке А , но по другому  
направлению  деформация будет другой. 

Рассмотрим прямой угол CDL  в 
недеформированном теле. После дефор-
мации тела точки переместятся соответ-

а) 

б) 

Рис. 1.7 
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ственно в положения ',',' LDC . Угол изменится. В пределе, приближая точки 
C  и L  к точке D , получим разность углов 

                              )'''(lim
01

LDCCDL
S

CDL ∠−∠=
→

γ .                (1.4) 

Величину CDLγ  называют угловой деформацией или углом сдвига в точке 
D  в плоскости CDL . В координатных плоскостях углы сдвига обозначают 

yzхzху γγγ ,, . 
 
Вопросы для самоконтроля 
 
1. В чем состоит задача расчета на прочность? На жесткость? На устойчи-

вость?  
2. Что называется брусом, оболочкой, пластинкой, массивным телом?  
3. Что называется осью  бруса?  
4.  Что представляет собой расчетная схема сооружения и чем она отлича-

ется от действительного сооружения?  
5. По каким признакам и как классифицируются нагрузки?  
6. Что представляет собой интенсивность распределенной нагрузки?  
7. Каковы размерности сосредоточенных сил и моментов, а также интен-

сивностей распределенных нагрузок?  
8. Что представляют собой внутренние силы?  
9. Какие внутренние усилия (внутренние силовые факторы) могут возни-

кать в поперечных сечениях бруса и какие виды деформаций с ними связаны?  
10. В чем сущность метода сечений?  
11. Что называется касательным, – нормальным напряжением?  
12. Какова зависимость между полным, нормальным и касательным на-

пряжениями в точке в данном сечении?  
13. Какие деформации называются линейными и какие угловыми?  
14. Какие основные предпосылки положены в основу науки о сопротивле-

нии материалов?  
15. В чем состоит принцип независимости действия сил?  
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2 ЛЕКЦИИ. РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ ПРЯМОГО БРУСА 
2.1 Определение продольных сил в статически                                 

определимых системах 
Центральным растяжением (сжатием) называют такой вид деформации, 

при котором в поперечных сечениях бруса возникают только продольные силы 
N , для определения которых достаточно условий статического равновесия. 

Растягивающие продольные силы считаются положительными, а сжи-
мающие – отрицательными.  

На рис. 2.1, а представлена схема бруса, нагруженного осевыми силами. 
Для контроля правильности расчета продольных сил определим реакцию R в 
заделке, направив ее на растяжение по отношению к брусу. Используя уравне-
ние равновесия и выбрав положительное направление продольной оси бруса Z
, получим 

          ∑ = 0Z ;   023 =+−+ FFFR ;    FR 2−= .                 (2.1) 
Минус в ответе означает, что реакция направлена не на растяжение, как мы 

выбрали, а на сжатие. 

 
Рис. 2.1 

Для определения продольных сил применим метод сечений. 
1. Разбиваем брус на силовые участки I, II, III. Проводим на каждом уча-

стке произвольные поперечные сечения и отбрасываем части бруса. 
2. Заменяем действие отброшенных частей бруса на оставшиеся на каж-

дом участке неизвестными продольными силами ,,, 321 NNN  направив их от 
сечений, т.е. на растяжение (рис. 1, б, в, г). 

3. Для каждого из участков составляем уравнение равновесия: 
Участок I (рис. 2.1, б) ∑ = 0Z ; 1N 0=+ F ; 1N = – F ; 

      а)                   б)              в)              д) е) ж) 

г) 
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Участок II (рис. 2.1, в) ∑ = 0Z ; 2N F2− 0=+ F ; 2N = F ;         (2.2) 

Участок III (рис. 2.1, г) ∑ = 0Z ;  3N− + 0=R ; 3N = F2− . 
Отсюда имеем ∑= ii FN ,                                                              (2.3) 

т.е. продольная сила N  в произвольном сечении бруса численно равна алгеб-
раической сумме проекций на продольную ось всех внешних сил, приложенных 
по одну сторону от рассматриваемого сечения. 

Это вывод позволит нам в дальнейшем определять продольные силы N  
без использования описанной процедуры составления уравнений равновесия. 
Так например, согласно (2.3) для участка II получаем  

                                         FFFN =+−= 22 .    
4. По полученным данным строим график распределения продольных сил 

по длине бруса – эпюру продольных сил (рис. 2.2, д). для построения эпюры 
проводим базовую линию (ось бруса) и, выбрав масштаб, откладываем на каж-
дом участке величины продольных сил. Т.к. на схемах рис. 2.1, б, в, г продоль-
ные силы были направлены на растяжение, то знаки в ответах поле решений 
уравнений равновесия (2.2) указывают: (+) – растяжение, (–) – сжатие. На эпю-
рах проставляют значения найденных продольных сил, их знак и наносят 
штриховку перпендикулярно оси бруса. 

Из анализа эпюры N  вытекает следующее правило ее проверки: в попе-
речных сечениях бруса, в которых приложены внешние активные ( F ) или ре-
активные ( R ) силы, на эпюре продольных сил возникают скачки, равные по 
величине этим нагрузкам. 

2.2 Напряжения в поперечных сечениях бруса 
Для определения нормальных напряжений воспользуемся гипотезой пло-

ских сечений Бернулли: сечения плоские и нормальные к продольной оси бруса 
до деформации остаются плоскими и нормальными к этой оси и после дефор-
мации. 

Смысл гипотезы демонстрируется рис. 2.2. 
 

 
Рис. 2.2 

Вырежем из этого бруса двумя нормальными к его оси сечениями элемент 
длиной dZ и условно закрепим его левым торцом. При приложении нагрузки в 
нем возникает продольная сила N . Т.к. сечения I  и II элемента параллельны в 
силу гипотезы плоских сечений, то во всех его точках удлинения dZ∆ будут 
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одинаковы и, следовательно, продольная сила N  будет равномерно распреде-
лена по сечению, вызывая только нормальные напряжения 

          









= 22 ,,

мм
н

м
н

A
Nσ ,                                (2.4) 

где А  – площадь поперечного сечения бруса, м2. 
Для примера, показанного на рис. 2.1, напряжения по участкам I, II и III 

будут равны: 

                 A
F

A
N

A
F

A
N

A
F

A
N

IIIIII

2;; 321 −====−== σσσ .          (2.5) 

Эпюра нормальных напряжений σ  строится аналогично эпюре продоль-
ных сил (рис. 2.1, е). Для стержня постоянного сечения она имеет такой же вид, 
как и эпюра продольных сил. А для ступенчатого бруса эпюра σ  будет иметь 
скачки не только в сечениях, в которых приложены внешние осевые нагрузки, 
но и в местах изменения поперечных размеров. 

2.3 Продольные и поперечные деформации.                               Коэффи-
циент Пуассона 

Под действием силы F  брус длиной l  удлиняется на величину l∆ , кото-
рую называют полным или абсолютным удлинением (при сжатии – укорочени-
ем) (рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3 

Из рассмотрения рисунка видим  
     lll −=∆ 1  [м].                                 (2.6) 

При растяжении l∆ >0, при сжатии l∆ < 0. 
Так как согласно гипотезе плоских сечений Бернулли (см. раздел 2.2) по 

всей длине в любой точке поперечного сечения бруса возникают одинаковые 
удлинения, то и линейные деформации будут одинаковы и равны 

  l
l∆

=ε   или  %100
l
l∆

=ε .                                 (2.7) 

При растяжении (или сжатии) бруса меняются и его поперечные размеры. 
Из рис. 2.3, б абсолютное сужение бруса: 

  1bbb −=∆     [м].                                      (2.8) 

а)                                                б) 
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Причем при растяжении бруса  b∆  < 0, а при сжатии –  b∆  >0. Тогда относи-
тельная поперечная деформация: 

b
b∆

='ε    или  %100'
b
b∆

=ε .                                  (2.9) 

Опыт показывает, что в пределах применимости закона Гука при растяже-
нии (сжатии) поперечная деформация 'ε  прямо пропорциональна продольной 
деформации  ε , но имеет обратный знак:  

  µεε −=' .                                                (2.10) 
Коэффициент µ  называется коэффициентом Пуассона. На основании 

формулы (2.10) принимают: 

ε
εµ '

= .                                               (2.11) 

 Коэффициент Пуассона изменяется в пределах 0≤  µ ≤0,5 и для каждого 
материала является постоянной величиной, характеризующей упругие свойства 
материала. Например: для пробки  µ = 0; для сталей µ = 0,25 ÷ 0,30; для рези-
ны и парафина µ = 0,5. 

В 1660 г. английский ученый Р. Гук вывел закон, который в настоящее 
время формулируется так: деформация прямо пропорциональна вызвавшему ее 
напряжению, т.е. 

   Е
σε =   или εσ Е= ;       





2м
нЕ .                         (2.12) 

Величину Е называют модулем продольной упругости (модулем Юнга). 
Это физическая величина постоянная материала, характеризующая его упру-
гость. Чем больше значение Е , тем меньше, при прочих равных условиях (на-
грузке, длине, площади), продольная деформация бруса, т.е. тем материал 
жестче. 

2.4 Перемещения при растяжении и сжатии бруса 
Для определения абсолютного удлинения (укорочения) бруса воспользу-

емся примером рис. 2.2, б и формулами (2.12), (2.7) и (2.4): 

                 Е
σε = ;                 dZ

dZ∆
=ε ;            A

N
=σ . 

Разделив после преобразований переменные и проинтегрировав по длине 
бруса l , получим:  

dZ
dZ∆

ЕA
N

= ;  EA
lN

EA
dZNdZl

ee
=

∆
=∆=∆ ∫∫ .                  (2.13) 

Произведение ЕА  называют жесткостью поперечного сечения бруса на рас-
тяжение (сжатие). 

Если брус состоит из нескольких участков n разной длины, нагруженных 
сосредоточенными силами, то его полное абсолютное удлинение (укорочение) 
будет равно алгебраической сумме удлинений (укорочений) всех участков: 
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∑
=

=∆++∆+∆=∆
n

i
n

ii

ii

AE
lNllll

1
...21 .                     (2.14) 

Определим полную абсолютную деформацию бруса, показанного на рис. 
2.1, а. Зная продольные силы  ,,, 321 NNN  согласно (2.2) с учетом формулы 
(2.14) получим: 

EA
Fl

EA
Fl

EA
Fl

EA
Fl

EA
lN

EA
lN

EA
lN

llll 22321
321 −=−+−=++=∆+∆+∆=∆ . 

Построенные эпюры перемещений δ  сечений бруса производят от заделки 
(или от любого конца, если брус не защемлен): 

      0=аδ ;   EA
Fllb

2
3 −=∆=δ ;    EA

Fl
EA
Fl

EA
Fllc −=+−=∆=

2
2δ ; 

  EA
Fl

EA
Fl

EA
Flle

2
1 −=−−=∆=δ .                              (2.15) 

Выбирают масштаб и откладывают перемещения каждой точки (сечения) с 
учетом знаков. Полученную эпюру штрихуют (рис. 2.1, ж). Анализируя (2.15), 
видим, что перемещение любого поперечного сечения бруса численно равно уд-
линению (укорочению) части бруса, расположенного между заделкой и этим 
сечением. Например, перемещение сечения d  равно: 

               EA
Fl

EA
Fl

EA
Fl

EA
lFllld 2

3
2
12023 −=−+−=∆+∆+∆=δ . 

Перемещение сечения d  показано на эпюре δ  (рис. 2.1, ж). 
2.5 Коэффициент запаса прочности. Допускаемые напряжения 

Расчет на прочность бруса на растяжение и сжатие выполняется по опас-
ной точке, т.е. нарушением прочности конструкции считают возникновение хо-
тя бы в одной точке предельных напряжений     ( ПРσ  ), при которых в пластич-
ном материале возникают заметные остаточные деформации, а в хрупком мате-
риале – первые признаки разрушения. Для пластичного материала при статиче-
ском нагружении принимают ТПР σσ =   (предел текучести), а для хрупкого – 

ВПР σσ =  (предел прочности) (см. формулы 3.5, 3.6 – 3.10 и 3.11 раздела 3). 
Итак, для того чтобы конструкция была прочной, наибольшее расчетное 

значение maxσ  в ней не должно превышать предельного  

     
ПР

σσ ≤max .                                      (2.16) 
Это выражение иногда называют физическим условием прочности. Для на-

дежной работы конструкция должна обладать определенным запасом надежно-
сти, запасом прочности, т.к. фактические нагрузки и свойства материала реаль-
но могут существенно отличаться от принятых для расчета. При этом все эти 
факторы, снижающие прочность конструкции, носят непредвиденный, случай-
ный характер. Следовательно, нельзя допускать чтобы расчетное напряжение 

maxσ  приближалось к предельному. Для обеспечения надежности конструкции 
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вводят коэффициент запаса прочности, равный отношению предельного на-
пряжения к расчетному напряжению 

  maxσσ ПРn = .                                       (2.17) 
На основе опыта проектирования и эксплуатации конструкций устанавли-

вают минимально необходимые величины коэффициентов запаса прочности 
(далее – запаса прочности). Эти величины называют допускаемыми или норма-
тивными коэффициентами запаса и обозначают [ ]n . Расчетный запас прочно-
сти должен быть не ниже допускаемого, т.е. с учетом (2.17) условие прочности 
принимает вид 

  ≥=
maxσ

σ ПРn [ ]n .                                      (2.18) 

Перепишем выражение (2.18) в виде 

  [ ]n
ПР

σ
σ ≤max   или [ ]σσ ≤max .                      (2.19) 

Это выражение называют условием прочности по нормальным напряжени-
ям. 

Напряжение          [ ]σ  = ПРσ / [ ]n   −                                        (2.20) 
допускаемое напряжение, т.е. напряжение при котором обеспечивается безо-
пасная работа конструкции с надлежащим (нормативным) запасом прочности. 

В «Справочнике машиностроителя» рекомендуют пользоваться для опре-
деления коэффициента запаса произведением трех частных коэффициентов 

                 [ ]n  = 321 nnn ⋅⋅ ,                                      (2.21) 
где 1n  – коэффициент, учитывающий неточность в определении нагрузок и на-
пряжений (при повышенной точности определения параметров принимают 1n  = 
1,2 ÷ 1,5, при меньшей точности 1n  = 2 ÷3,  

2n – коэффициент, учитывающий неоднородность материала, его повышенную  
чувствительность к механической  обработке (принимают 2n  = 1,2 ÷ 2,2); 3n  – 
коэффициент, учитывающий условия работы, степень ответственности детали 
(принимают 3n  = 1÷ 1,5). 

В машиностроении на основании практики конструирования, расчета и 
эксплуатации машин и сооружений для пластичных материалов при статиче-
ской нагрузке принимают [ ]n  = 1,4 ÷ 1,6; для хрупких материалов – [ ]n  = 2,5 ÷ 
4,0.  
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Таблица 2.1 
Материалы Допускаемые напряжения [ ]σ , МПа 

растяжение [ ]σ  + сжатие [ ]σ  – 
Сталь: 
СтО и Ст2 
Ст3 
Стали углеродистые 
конструкционные 
Дюралюминий 
Чугун серый 
СЧ 12-28 
Бетон  
Сосна вдоль волокон 
Текстолит  

 
140 
160 

 
60 – 250 
80 – 150 

 
20 – 30 
0,1 – 0,7 
7 – 10 

80 – 150 

 
140 
160 

 
60 – 250 
80 – 150 

 
70 – 110 

1 – 9 
50 – 70 
80 – 150 

Это является достаточно очевидным,  т.к.  хрупкие  материалы  более чув-
ствительны к различным случайным повреждениям. Кроме того, непредвиден-
ное повышение напряжений для пластичного материала может вызвать лишь 
небольшие остаточные деформации, а для хрупкого последует разрушение. 

Вопрос о выборе требуемого коэффициента запаса при динамических, 
ударных и переменных нагрузках будет рассмотрен ниже в соответствующих 
разделах курса, а более предметно будет обсуждаться в курсе деталей машин. 

Выше, в таблице 2.1, приведены ориентировочные значения допускаемых 
напряжений для некоторых материалов. 

2.6 Расчет на прочность при растяжении (сжатии) 
Условие прочности по нормальным напряжениям (2.19) с учетом формулы 

(2.4) примет вид 

[ ]σσ ≤=
A

Nmax .                                     (2.22) 

Это выражение называют условием прочности на растяжение и сжатие. 
Здесь имеется в виду допускаемое напряжение на растяжение [ ]σ + или на 

сжатие [ ]σ –. Если материал одинаково сопротивляется растяжению и сжатию, 
то допускаемое напряжение обозначают [ ]σ . 

Условие прочности (2.22) должно быть составлено для опасного сечения. 
Если оно для этого сечения выполняеться, то тем более будет выполнятся для 
всех остальных сечений. 

Опасное сечение – сечение, в котором напряжения наиболее близки к пре-
дельным, т.е. принимают наибольшие значения – maxσ . 

Пользуясь условием (2.22), можно решать следующие задачи: 
1. Проверочный расчет: определяют по заданным нагрузкам и размерам 

поперечного сечения расчетные напряжения АN /=σ  и сравнивают их с до-
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пускаемыми [ ]σ  согласно условию (2.22). При этом фактические напряжения 
не должны отклоняться от допускаемого более чем на 5%, т.е. 

  
[ ]

[ ] %5%100 ±≤
−

=∆
σ
σσσ .                          (2.23) 

Перенапряжение недопустимо с точки зрения прочности, а недонапряже-
ние приводит к перерасходу материала. 

2. Проектировочный расчет: по известным нагрузке и допускаемому на-
пряжению определяют размеры поперечного сечения бруса. Из условия (2.22): 

                              [ ]σ
NА ≥ .                                           (2.24) 

3. Определение допускаемой нагрузки по известным размерам поперечного 
сечения бруса и допускаемому напряжению находят с учетом (2.22) 

                    [ ] [ ]σАN = .                                       (2.25) 
После определения внутренней продольной силы N  устанавливают мето-

дом сечений ее связь с внешней нагрузкой, т.е. определяют ее допускаемое зна-
чение. 

2.7 Расчет статически неопределимых систем                                                
по допускаемым напряжениям 

Системы, для которых число реакций и внутренних силовых факторов 
превышает число независимых уравнений статического равновесия, называют 
статически неопределимыми. 

Разность между числом неизвестных и числом независимых уравнений 
равновесия называют степенью статической неопределимости. 

Статически неопределимыми могут быть как короткий брус, так и шар-
нирно-стержневые системы, работающие на растяжение и сжатие. Шарнирно-
стержневые системы – системы, образованные стержнями, связанными в узлах. 

Для решения таких систем составляют дополнительные уравнения – усло-
вия совместности перемещений. Число последних должно быть равно степени 
статической неопределимости системы.  

Рассмотрим принципы составления уравнений перемещений и раскрытия 
статической неопределимости на ряде примеров. 

Пример 2.1. Для составного ступенчатого бруса, состоящего из меди и стали 
и нагруженного сосредоточенной силой  F  (рис. 2.4, а), определить внутренние 
продольные силы и построить их эпюры, если известны модули упругости  мате-
риала:  для стали СЕ , для меди МЕ . 

Решение: 
1. Составляют уравнение статического равновесия: 

  ∑ = 0Z ;     0=+− DB RFR .                        (2.26) 
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Рис. 2.4 

Задача один раз статически 
неопределима, поскольку обе реак-
ции могут быть определены только 
из одного уравнения. 
 2. Условие совместности пе-
ремещений должно выразить тот 
факт, что общая длина бруса не ме-
няется, т.е. перемещения, напри-
мер, сечения 

      0=+ R
D

F
D δδ .       (2.27) 

Используя закон Гука (2.12), с 
учетом того факта, что перемещения 
какого-либо поперечного  сечения   
бруса   численно  

равны удлинению или укорочению его участков, расположенных между задел-
кой В  и «перемещающимся» сечением D , преобразуют уравнение (2.27) к 
виду: 

                   02

222
=−−

AE
lR

EA
lR

AE
lF DD

M
.                         (2.28) 

Отсюда                           FRD 33,0= .                                       (2.29) 

Подставив (2.29) в (2.26), определяют 

                            FFFRFR DB 67,033,0 =−=−= .              (2.30) 

Тогда, применив метод сечений, согласно выражению (2.3), получают: 

                                  DDC RN −= ;  BВC RN = . 

Приняв для наглядности решения 

llM = ;  llc 2= ; CM AA 4= ;  MC EE 2= , 

с учетом (2.29) получают          FRN DDC 33=−= , 

a с учетом (2.30) получают  FRN BВC 8,0== . 
Эпюра продольных сил N показана на рис. 2.4, б. 
Расчет на прочность после этого выполняют согласно условию прочности 

(2.22). 

 б)  а) 
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Пример 2.2. Определить усилия в упругих стержнях (в функции угла α ), 
имеющих одинаковую жесткость на растяжение ЕА , длину l   и удерживаю-
щих невесомый абсолютно жесткий брус АВ , нагруженный силой F  (рис. 2.5, 
а).  

Решение. 
1. Вводят внутренние усилия 1N  и 2N  и составляют условия статического 

равновесия:  

       .02;0 sin2 =⋅+−=∑ aNFaaNm iA α                    (2.31) 

Рис. 2.5 

Возможно составление 
еще двух уравнений равнове-
сия: ∑ = 0х ; ∑ = .0у  Но они 
не нужны для решения во-
проса, поставленного в задаче. 
В итоге имеются четыре неиз-
вестных ( 1,, NHR AA  и 2N ) и 
три уравнения равновесия. 
Задача один раз статически 
неопределима. 

2. Представляют систему в 
деформированном виде (рис. 
2.5, б). Шарниры С   

и В  переместятся в положение 'С  и 'В  относительно шарнира А . 
Используя принцип начальных размеров (см. раздел 1.3), можно считать, 

что перемещения 1δ  и 2δ  происходят перпендикулярно брусу АВ . Из подо-
бия треугольников 'АСС  и 'АВВ  получают: 

                   2δ / 1δ = а2 / а ,                                      (2.32) 

                    1δ = 2δ /2.                                          (2.33) 

Из рис. 2.5, б следует:      1δ = 1l∆ .                                          (2.34) 
На рис. 2.5, в показан в увеличенном виде КВВ '∆ , из которого следует 

                  2δ = αsin/2l∆ .                                                            (2.35) 
Подставив формулы (2.34) и (2.35) в (2.33), получают 

                       1l∆ = αsin2/2l∆ .                                   (2.36) 
Используя закон Гука в виде (2.13), записывают (2.33) в виде: 

           αsin22
2211

EA
lN

АE
lN
= .                                    (2.37) 

Отсюда                               αsin/21 NN = .                                        (2.38) 

б) в) 

  а) 
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Подставив (2.38) в (2.31), находят значение 2N , а затем, подставив полу-
ченную величину в (2.38), вычисляют значение 1N . 

Анализируя формулы (2.28) и (2.37), можно сделать выводы: 
а) усилия в статически неопределимых системах зависят на только от ве-

личины внешних нагрузок и геометрических величин, характеризующих форму 
и размеры конструкции, но и от соотношения жесткостей сечений ЕА  ее эле-
ментов или, если материал последних одинаков, от соотношения площадей их 
сечений, тогда как в статически определимых системах усилия зависят лишь 
только от нагрузок и геометрических характеристик – формы и размеров конст-
рукции; 

б) для статически неопределимой системы в общем случае нельзя добиться 
равенства напряжений во всех элементах и, следовательно, требование обеспе-
чить в каждом из них напряжения, равные допускаемым, неосуществимо. 

2.8 Температурные напряжения 
Из физики известно, что при нагревании (охлаждении) увеличиваются 

(уменьшаются) линейные размеры бруса. Эти деформации определяются по 
формуле: 

               ltlttlt ∆=−=∆ αα )( 12 ,                               (2.39) 
где α – коэффициент линейного расширения материала бруса, 1/град; 
       1t  и 2t  – начальная и конечная температуры стержня, ºС; 

       l – длина стержня, м. 
      Если нет препятствий (рис. 2.6, а), то при нагревании произойдет лишь уве-
личение размеров бруса (это учитывают при укладке рельсов и т.п.). Внутрен-
ние усилия при этом не возникают (пока не закроется, например, зазор между 
рельсами). Если брус заделан обеими концами (рис. 2.6, б), то возникают сжи-
мающие усилия Х , поскольку заделки препятствуют его удлинению. Уравне-
ние равновесия: ∑ = 0Z ;  – Х + Х = 0; Х ≡ Х . Отсюда следует, что система 
самоуравновешена, т.е. внутренние силы возникают при отсутствии внешних 
нагрузок и для их определения уравнений равновесия недостаточно. 

 
Рис. 2.6 

Система статически неопределима. Составим условие совместности пере-
мещений, геометрический смысл которого – равенство нулю перемещений, на-
пример, сечения В  от воздействия температуры и от реакции Х . С учетом 
формул (2.13) и (2.39) получим: 

а) б) 
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0=∆+∆ x
t ll   или  .0=−∆

EA
Хlltα  

Откуда                          tEAХ ∆=α .                                           (2.40) 

Температурные напряжения с учетом формулы (2.4):   

         tE
A
Х

t ∆== ασ .                              (2.41) 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какие случаи деформации бруса называются центральным растяжением или 
сжатием?  
2. Как вычислить значение продольной силы в произвольном поперечном сече-
нии бруса?  
3. Что представляет собой эпюра продольных сил и как она строится?  
4. Как распределены нормальные напряжения в поперечных сечениях цен-
трально растянутого или сжатого бруса и чему они равны?  
5. Как используется гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли) для выясне-
ния закона распределения нормальных напряжений в поперечном сечении рас-
тянутого (сжатого) бруса?  
6. Как строится график (эпюра), показывающий изменение (по длине оси бруса) 
нормальных напряжений в поперечном сечении бруса?  
7. Что называется полной (абсолютной) продольной деформацией? Что пред-
ставляет собой относительная продольная деформация? Каковы размерности 
абсолютной и относительной продольной деформаций?  
8. Что называется модулем упругости Е ? Как влияет величина модуля Е  на 
деформации бруса?  
9. Что называется жесткостью бруса при растяжении (сжатии)?  
10. Как формулируется закон Гука? Напишите формулы абсолютной и относи-
тельной продольной деформации бруса?  
11. Что происходит с поперечными размерами бруса при его растяжении и сжа-
тии?  
12. Что называется коэффициентом поперечной деформации (коэффициентом 
Пуассона) и какие он имеет значения?  
13. Как определяются продольные перемещения точек бруса при ступенчато 
переломанном сечении и продольных силах, постоянных в пределах отдельных 
участков?  
14. Что представляет собой эпюра продольных перемещений?  
15. Какое действие нагрузки называется статическим?  
16. Что называется допускаемым напряжением? Как оно выбирается для пла-
стичных и хрупких материалов?  
17. Что называется коэффициентом запаса прочности и от каких основных фак-
торов зависит его величина?  
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3 ЛЕКЦИИ.ОСНОВНЫЕ МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА                                   
КОНСТРУКЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ 

3.1 Назначение и виды испытаний 
 Для изучения свойств материалов и установления значения предельных 
напряжений (по разрушению или по наступлению пластических деформаций) 
производят испытания образцов материалов вплоть до их разрушения. Испыта-
ния проводят при нагрузках следующих категорий: статической, ударной и 
циклической (испытания на выносливость). 

По виду деформаций образцов: испытания на растяжение, на сжатие, на 
кручение и на изгиб. 

Кроме того, проводят испытания материалов в обычных (нормальных) ус-
ловиях, при высоких (низких) температурах, в агрессивных средах и т.д. 

Для получения достоверных данных все испытания материалов ведут в со-
ответствии с Государственными стандартами (ГОСТами). 

Основным видом испытаний конструкционных материалов, дающим наи-
большую информацию об их свойствах, являются статические испытания на 
растяжение и сжатие. 

3.2 Диаграммы растяжения 
Образцы для испытаний на растяжение чаще выполняют цилиндрическими 

(рис. 3.1, а); из листового материала обычно изготавливают плоские образцы 
(рис.3.1, б). 

Рис. 3.1 
В цилиндрических образцах с начальной площадью 4/2

00 dА π=  согласно 
ГОСТу должно быть выдержано следующее соотношение между расчетной 
длиной 0l  и диаметром 0d : у длинных образцов         0l  =10 0d ; у коротких – 0l  

= 5 0d . 
Эти соотношения можно выразить в другой форме, учитывая, что 

000 13,1/4 ААd == π . Так например, для длинного образца  

                    0l =10 0d 013,1 А= .                               (3.1) 

а) б) 
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В качестве основных применяют образцы с диаметром 0d = 10 мм. Допуска-
ется применение образцов других диаметров, пропорциональных основному. 
Для плоских образцов при определении расчетной длины 0l  применяют диа-

метр равновеликого круга, т.е. π/4 00 Аd = , где tbА ⋅=0  – площадь попе-
речного сечения плоского образца (рис. 3.1, б). 

Длина рабочей части принимается: для цилиндрических образцов l  = 1,05 
÷ 1,2 0l ; для плоских – l = 0l + (1,5 ÷ 2,5 0А ). Для уменьшения концентрации 
напряжений переход от рабочей части образца к захватным головкам выполня-
ется конусным или по радиусу. 

Диаграммы растяжения. При растяжении образцов из различных материа-
лов установлено, что некоторые из них разрушаются после значительных пласти-
ческих деформаций. Другие материалы −  при очень малых пластических де-
формациях. 

Материалы первой группы называют пластичными, а второй – хрупкими. 
Следует отметить, что это разделение является условным, т.к. один и тот же мате-
риал в зависимости от ряда обстоятельств (напряженное состояние, температура, 
скорость нагружения и пр.) может вести себя как пластичный или как хрупкий. 
Поэтому правильнее говорить о пластичном или хрупком состоянии материалов. 

Типичными представителями пластичных материалов являются: углеро-
дистые стали, незакаленные легированные стали, медь, свинец, алюминий, а 
хрупких – чугун, закаленная легированная сталь, бетон, камень, стекло и др. 

При испытании образцов на растяжение автоматически вычерчивается 
кривая в координатах растягивающая нагрузка – удлинение ( lF ∆− ), которую 
называют диаграммой растяжения. 

На рис. 3.2 схематически изображены диаграммы растяжения образцов из 
четырех металлов: 1 – малоуглеродистой стали; 2 – легированной стали; 3 – ме-
ди; 4 – чугуна. Таким образом диаграммы растяжения типа 1, 2, 3, характерны 
для пластинчатых, а типа 4 – для хрупких материалов. На рис. 3.2 и далее ин-
декс (+) относится к растяжению, а индекс (–) – к сжатию. 
 Рассмотрим диаграмму 1 – типовую диаграмму растяжения пластично-
го материала. Отметим следующее: 

1. На участке ОА  до нагрузки )( AПЦ llF ∆≤∆  сохраняется пропорцио-

нальная зависимость между нагрузкой F  и удлинением  l∆ , т.е. справедлив 
закон Гука. После разгрузки образца деформации исчезают. 

2. При  All ∆>∆  в образце появляются остаточные деформации, не исче-
зающие после снятия нагрузки, а при Сll ∆=∆  наступает явление общей теку-

чести, состоящее в том, что при постоянной нагрузке TF  абсолютные удлине-
ния растут. Горизонтальный участок CD  диаграммы называется площадкой 
текучести. 
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                                       Рис. 3.2                                                Рис. 3.3 

Кроме того, при All ∆>∆   на полированной поверхности образца появля-
ются линии, наклоненные под углом, близким к 45º к его продольной оси, и на-
зываемые линиями Чернова-Людерса (рис. 3.4, а). Они представляют собой 
микроскопические неровности, возникающие вследствие сдвигов в тех плоско-
стях кристаллов материалов, где возникают наибольшие касательные напряже-
ния maxτ (см. раздел 4.3, формулу (4.6)). 

 
Рис. 3.4 

В результате сдвигов по наклонным плоско-
стям образец и получает остаточные деформа-
ции. Механизм образования их упрощенно пока-
зан на рис. 3.4, б. В действительности картина 
намного сложнее, т.к. деформирование проис-
ходит не в плоскости, а в объеме. 

В результате деформации площадь   попе-
речного  сечения образца начнет уменьшаться, 
причем пока Сll ∆<∆   незначительно и ее мож-

но считать равной первоначальной 0А− . При 

Dll ∆>∆  уменьшение площади будет нарастать. 

а)  б) 
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3. При дальнейшем деформировании образца ( ED lll ∆<∆<∆ ) сопротив-
ление образца на участке DK возрастает до maxF . На образце появляется мест-

ное сужение – шейка (рис. 3.5, а). 
Уменьшение наименьшей площади 
шейки ( 4/2

ШШ dА π= ) при дальней-
шем деформировании приводит к раз-
рушению образца при разрF  в точке L. 
Следует отметить, что после достиже-
ния maxF  деформация образца проис-
ходит на небольшой его длине Шl  (рис. 
3.5, а) и вследствие быстрого нараста-
ния сужения шейки нагрузка разрыва 

разрF < maxF . На рис. 3.5, б показана 
зона разрыва: на разорванных частях 
возникают кратер и конус, образующие 
которых составляют с осью образца 
угол примерно 45º. Но известно, что на 

таких площадках возникают maxτ . Следовательно, вязкое разрушение носит 
сдвиговой характер. 

Условная диаграмма растяжения (диаграмма условных напряжений). 
Следует особо отметить, что при испытании нескольких пропорциональных об-
разцов из одного и того же материала получают серию диаграмм растяжения, 
каждая из которых характеризует свойства не материала, а каждого отдельного 
образца (рис. 3.3). Для того чтобы можно было сравнить результаты испытаний, 
диаграммы растяжения перестраивают в другой системе координат: напряже-
ние – относительные удлинения, т.е. ( 00 // llAF ∆=−= εσ ), где 0A – первона-
чальная площадь поперечного сечения образца, 0l  – первоначальная (расчет-
ная) длина образца соответственно. Такую диаграмму называют условной диа-
граммой растяжения (диаграммой условных напряжений). Условность ее за-
ключается в том, что при растяжении площадь поперечного сечения образца 
постоянно уменьшается и особенно значительно в момент его разрыва (для 
пластичных материалов – до 50%). Таким же образом изменяются и удлинения. 
Поэтому говорить о истинности напряжений в этом случае нельзя. 

На рис. 3.6, а представлена условная диаграмма растяжения ( εσ − ) для 
пластичного материала – малоуглеродистой стали (по диаграмме растяжения 1, 
рис. 3.2). 

На участке ОА   деформации растут пропорционально напряжениям.  
Наибольшее напряжение, до которого материал следует закону Гука, назы-

вается пределом пропорциональности: 
            0/ АFПЦПЦ ++ =σ .                                       (3.2) 

Рис. 3.5 

а) 

б) 

в) 
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Величина ПЦσ  зависит от той степени точности, с которой начальный 

участок ОА  можно рассматривать как прямую. За ПЦσ  принимается напряже-
ние, при котором σε dd /  увеличивается на 50% по сравнению со значением в 
начале координат. 

 
Рис. 3.6 

 

 
Рис. 3.7 

На рис. 3.7 показано его практическое 
определение. 

Из диаграммы следует, что модуль 
продольной упругости характеризуется 
выражением 

  εσα /== tgЕ .            (3.3) 
Наибольшее напряжение, до которого ма-
териал не получает остаточных деформа-
ций, называется пределом упругости             

    0/ АFУУ =σ .               (3.4) 

Значение Уσ  определяют по появлению остаточных деформаций в пре-
делах ОСТε  = 0,001 ÷ 0,005%. 

Для стали Ст. 3, например, ≈ПЦσ 210 МПа, а ≈Уσ 220 МПа. Т.е. разница 
между ними невелика и на практике не делают обычно различия между ними. 

Необходимо отметить, что ПЦσ  и Уσ  трудно поддаются определению и 
резко изменяют свои значения в зависимости от условно принятых норм на 
угол наклона касательной к участку при определении ПЦσ  и на остаточную 

деформацию – при определении Уσ . Поэтому в справочники данные по +ПЦσ  

и +Уσ  не включаются. 
Следующей более определенной характеристикой является предел текуче-

сти – напряжение, при котором происходит рост деформации без заметного 
увеличения нагрузки: 

     0/ АFТТ ++ =σ .                                      (3.5) 
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Для стали Ст3 Тσ = 230 МПа.  
У большинства пластичных материалов площадка текучести на диаграмме 

отсутствует (рис. 3.2, кривые 2, 3). За предел текучести в таком случае прини-
мается условно величина напряжения, при котором остаточная деформация 

ОСТε = 0,2%; обозначают 2,0σ  (рис. 3.8). В справочниках индекс 0,2 опускают и 

обозначают при растяжении  +Тσ , а при сжатии – −Тσ . 
 

 
Рис. 3.8 

Отношение максимальной силы, 
которую может выдержать образец, к 
его начальной площади поперечного се-
чения называется пределом прочности 
(временным сопротивлением): 

        0/max АFВ ++ =σ .         (3.6) 
Существенно заметить, что Вσ  не является 
напряжением, при котором разрушается  
образец.   Это   условная   

величина, которая из-за простоты ее определения прочно вошла в практику  как  
основная  сравнительная характеристика прочностных свойств материала. Для 
стали Ст. 3    Вσ = 380 МПа.  

После разрыва, соединив разорванные части образца и измерив расстояние 
между рисками на нем, соответствующими первоначальной расчетной его дли-
не 0l , получают длину образца после разрыва 1l . 

Тогда относительное остаточное  удлинение при разрушении (рис. 3.2): 

%100
0

01

0 l
ll

l
lОСТ −

=
∆

=ε .                              (3.7) 

Относительное остаточное сужение при разрушении 

                            %100
0

0 ⋅−= А
АА Шψ ,                               (3.8) 

где 4/2
ШШ dА π=   – площадь поперечного сечения шейки в месте разрыва. 

Эти два параметра являются характеристиками пластичности материала. 
Условно принимают: если после разрыва δ > 5%, то материал считают пла-
стичным; если же δ < 5%, то – хрупким. Например, для пластичной стали Ст. 3 
δ ≈  25 – 27%. 

Чем больше ψ , тем материал пластичнее. Например, для стали Ст. 2 вели-
чина ψ = 55 – 65%, а для стали 40ХН – ψ  = 10%.  

Как уже отмечалось выше, наибольшее удлинение возникает в месте раз-
рыва. Оно называется истинным удлинением при разрыве. Диаграмма растяже-
ния, построенная с учетом уменьшения площади поперечного сечения образца, 
называется истинной диаграммой растяжения (см. кривую ''KOCD ). Построе-
ние этой диаграммы бывает необходимо при теоретическом анализе операций 
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глубокой штамповки, т.е. при решении задач образования больших деформа-
ций. Истинное напряжение в момент разрыва ШИСТ АFразр /=σ  (рис. 3.6). 

Методы определения ИСТε  подробно описаны в учебниках. Здесь мы на этом 
не будем останавливаться. 

Наклеп. На участке DE  происходит упрочнение материала, т.е. сопротив-
ление деформированию возрастает (рис. 3.6, а). Если образец разгрузить в пре-
делах этого участка, например, в точке L , то разгрузка будет следовать закону 
Гука по линии LМ , параллельной линии ОА. Образец получит пластическую 
(остаточную) деформацию ОСТε  (участок ОМ ) и упругую деформацию Уε  
(участок 'ММ ), исчезающую при разгрузке образца. При повторном нагруже-
нии образца диаграмма деформирования опять будет следовать закону Гука до 
точки L  и будет получена диаграмма МLЕК  (рис. 3.6, б). Новый предел теку-
чести Тσσ >2,0 , а остачное удлинение после разрушения δδ <' . 

Явление повышения предела пропорциональности материала и уменьше-
ния его остаточной деформации при разрыве (и повышение его хрупкости) на-
зывают наклепом. 

Явление наклепа можно усилить, если наклепанный образец нагрузить по-
вторно лишь через достаточно большое время. В этом случае повысятся не 
только ПЦσ , Тσ , но и Вσ . Такой прием называют естественным старением 
материала. Старение можно ускорить термической обработкой материала (ис-
кусственное старение). 

Следует помнить, что наклеп, вызванный растяжением, понижает при по-
следующей работе этого материала на сжатие значения −ПЦσ , −Уσ  и −Тσ    – 
эффект Баушингера.   

Явление наклепа как положительное часто используют в технике. Напри-
мер, чтобы уменьшить провисание проводов, их предварительно вытягивают, 
создавая напряжения σ  в диапазоне ++ << ВТ σσσ . В случаях, когда наклеп 
нежелателен, т.к. он повышает хрупкость материала, его можно устранить отжи-
гом детали в печи. 

Разрыв образца из хрупкого материала (рис. 3.2, диаграмма 4) происходит 
при незначительных удлинениях без образования шейки (рис. 3.5, в). Хрупкое 
разрушение происходит по сечению, в котором возникают наибольшие нор-
мальные напряжения, при этом остаточное удлинение при разрыве не превы-
шает δ = 0,015%. Закон Гука   уже  при   малых   напряжениях  не выполняется.  
Однако при  
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Рис. 3.9 

практических расчетах в пределах рабочих 
напряжений криволинейную часть диа-
граммы заменяют хордой ОА  и считают 
модуль упругости Е  постоянным,  а  мате-
риал – следующим закону Гука (рис. 3.9). 
При этом получают в качестве характери-
стики прочности предел текучести 

                   0/max АFВ ++ =σ .               (3.9) 
Теоретический предел прочности, вы-

численный на основе учета межатомного  
взаимодействия,  составляет  

ЕТ
В 1,0≈σ , т.е. для стали ≈Т

Вσ 20 ГПа = 20·109 Па. К теоретической прочности 
можно приблизиться двумя путями: а) создать материалы, свободные от внут-
ренних дефектов кристаллических решеток – дислокаций, по которым и проис-
ходит разрушение. Получены уже нитевидные кристаллы длиной 3 ÷ 4 мм 
(«усы») железа с пределом прочности Вσ  =15·109 Па; б) создать в материале, 
как это ни парадоксально, возможно больше нарушений в кристаллической ре-
шетке путем сочетания пластической деформации (наклепа) с термообработкой 
или путем нейтронного облучения. При этом из кристаллической решетки вы-
биваются атомы, т.е. создаются вакансии, или атомы без места – внедренные 
атомы. Это приводит к затруднению сдвиговых деформаций, а в итоге к по-
вышению предела прочности. 
места – внедренные атомы. Это приводит к затруднению сдвиговых деформа-
ций, а в итоге к повышению предела прочности. 

3.3 Диаграммы сжатия 
Образцы для испытания на сжатие. Испытания на сжатие проводятся на 

цилиндрических или призматических образцах при соотношении высоты и 
наименьшего поперечного размера 3/ ≤bh . Образец из пластичного материала 
не разрушается, а принимает бочкообразную форму (рис. 3.10, а). Поэтому 

−maxF  для таких материалов не существует, следовательно, не существует и 
предел прочности  −Вσ . 

 
Рис. 3.10 

а) б) в) 
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Условная диаграмма сжатия ( εσ − ) представ-

лена на рис. 3.11        (диаграмма 1). До тех пор, по-
ка Аεε < , справедлив закон Гука; при  Вεε ≥  
начинается процесс текучести. 

Единственной характеристикой проч-ности для 
пластичных материалов при испытании на сжатие 
является предел текучести, равный, согласно фор-
муле (3.5), 

   0/ АFТТ −− =σ .                                        (3.10) 
При этом для подавляющего большинства материалов +=− ТТ σσ , т.е. они 

одинаково работают на растяжение  и сжатие. 
Бочкообразность формы при сжатии обусловлена тем, что между опорны-

ми плоскостями машины и торцами образца существуют силы трения. 
Образец из хрупкого материала разрушается, оставаясь практически ци-

линдрическим, по сечению, составляющему с его осью угол, близкий к 45º (рис. 
3.10, б).  
Условная диаграмма сжатия показана на рис. 3.11   
(диаграмма 2). Характеристикой  прочности  для  
хрупкого  материала является  предел прочности, 
вычисляемый с учетом формулы (3.9): 
 0/max АFВ −=−σ .         (3.11) 

Для устранения влияния сил трения на ре-
зультаты испытания на сжатие используют об-
разец Лихарева с коническими торцевыми сече-
ниями. Такой образец и схема сил, действую-
щих на него, показаны на рис. 3.10, в, где f  – 
коэффициент трения между материалом образца 
и опорами, а ftg =α .  

В этом случае в образце будет реализовано 
одноосное (линейное) напряженное состояние (см. раздел 4.3) и его форма в 
процессе испытания останется цилиндрической. 

Хрупкие материалы, как правило, на сжатие работают значительно лучше, чем 
на растяжение – у них −Вσ = (3 ÷ 5) +Вσ  . 

Примечание: существуют материалы, которые лучше работают на растя-
жение, чем на сжатие, и для них  +Вσ > −Вσ . Это древесина, древесно-слоистые 
пластинки, некоторые пластмассы. 

В итоге следует отметить, что при испытании на растяжение и сжатие по-
лучают следующие величины, характеризующие механические свойства мате-
риалов, которые можно условно разбить на три группы: 

а) характеристики упругости: Е  и µ ; 
б) характеристики прочности: ВТ σσ ; ; 

Рис. 3.11 

Рис. 3.12 
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в) характеристики пластичности: ψδ ; . 
Некоторые материалы обладают различными  свойствами   в   разных на-

правлениях – анизотропные материалы. На рис. 3.12 показаны условные диа-
граммы растяжения для типично анизотропного материала – сосны. Сопротив-
ление сосны вдоль волокон (диаграмма 1) значительно больше, чем поперек во-
локон (диаграмма 2). Так, вдоль волокон на сжатие −Вσ  = 35 – 40 МПа, Е = 
1,1·104 МПа; поперек волокон −Вσ = 5 МПа, Е = 5·102 МПа (Модуль Юнга). 

3.4 Влияние времени на деформацию. Последействие. Ползучесть. Ре-
лаксация 

Деформации некоторых материалов и напряжения в них, особенно с изме-
нением температуры, изменяются во времени. Это явление называется ползуче-
стью. Если к такому материалу приложена нагрузка, то деформации в нем сна-
чала нарастают быстро, а затем все медленнее, пока нарастание не прекратится. 
Такой частный случай ползучести называется пластическим последействием. 
Например, труба паропровода непрерывно изменяет свой диаметр. 

 Если после снятия нагрузки через некоторый промежуток времени перво-
начальные размеры тела полностью восстанавливаются, то такое поведение ма-
териала называют упругим последействием. 

Другим частным случаем ползучести является релаксация – процесс умень-
шения напряжений в материале при неизменной величине первоначально создан-
ной в нем упругой деформации, например, уменьшение со временем усилия (на-
пряжений) в затянутых болтах. 

3.5 Механические свойства пластмасс 
Пластмассы – искусственные смолы, в которые, как правило, введен какой-

либо наполнитель (древесный, стекловолокнистый, металлический порошок и 
др.).  

Достоинствами их являются малый удельный вес, высокая стойкость к аг-
рессивным средам, малая теплопроводность, хороший внешний вид изделий, 
простота технологии их изготовления. 

В зависимости от наполнителя пластмассы подразделяют на композицион-
ные и слоистые. 

Основные группы пластмасс работают в интервале от –200 до +250 ºС. 
Большинство пластмасс анизотропны. 

Важнейшими из пластмасс являются текстолит и древесно-слоистые пла-
стинки,  применяемые в машиностроении для изготовления зубчатых колес и 
подшипников; стекловолокнистые анизотропные материалы (СВАМ), имеющие 
весьма большие перспективы применения для изготовления  электроизоляции, 
кузовов автомобилей,  корпусов 
резервуаров и т.п. 

СВАМ – высокопрочный материал. Предел прочности для различных его 
композиций +Вσ = 500 ÷ 900 МПа, модуль упругости  Е = 0,35·105 МПа, т.е. 
материал достаточно жесткий. 
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4 ЛЕКЦИИ.ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО                                                                   
И ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

4.1 Понятия о напряженном состоянии. Компоненты напряжен-
ного состояния в точке 

В теле, нагруженном системой внешних сил nFFF ,...,, 21 , через произ-
вольную точку К , взятую в его объеме, проведем секущую плоскость 1 и от-
бросим, например, левую часть (рис. 4.1). 

Тогда в этой точке возникнут по направлению внешней нормали n  к се-
чению 1 нормальные напряжения σ и касательные напряжения τ , лежащие в 
плоскости этого сечения. В любой другой плоскости, например, в сечении 2, в 

точке К  возникнут другие значения напряжений 'σ  и 'τ . 

 
                      Рис. 4.1                                                         Рис. 4.2 

Совокупность нормальных и касательных напряжений, возникающих на 
бесчисленном множестве площадок, проведенных через заданную точку нагру-
женного тела, характеризует напряженное состояние (далее в тексте – НС) в 
этой точке. 

Выделим вокруг точки  К  тремя взаимно перпендикулярными сечениями 
элементарный объем (рис. 4.2). В общем случае каждый вектор полного напря-
жения в любой площадке можно разложить на три составляющие по осям 

УХ ,  и Z (см. раздел 1.5). Получим девять напряжений, которые называют 
компонентами НС в точке. При этом в силу закона парности касательных на-
пряжений (см. раздел 4.3): УZZУXZZXУХХУ ττττττ −=−== ;; . 

В итоге получим шесть независимых компонент НС: три нормальных и три 
касательных напряжения. 

Уравновешивающие их напряжения, возникающие на невидимых гранях 
элементарного объема, на рисунке не показаны. 

Индексы у касательных напряжений расшифровывают так: ХУτ  – вектор 
расположен в площадке нормальной к оси Х  и направлен вдоль оси У . 
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4.2 Понятия о главных напряжениях. Виды напряженных  
состояний 

Среди бесчисленного множества  площадок, проходящих через заданную 
точку нагруженного тела, всегда можно провести три взаимно перпендикуляр-
ные площадки, на которых будут отсутствовать касательные напряжения. Такие 
площадки называют главными площадками. Нормальные напряжения, возни-
кающие на этих площадках, называют главными напряжениями. 

Их обозначают              321 σσσ >> .                                        (4.1) 
Это неравенство – алгебраическое. 

Например, имеют три главные напряже-
ния σ = 0; σ = –140 Н/мм2 (сжатие); σ = 
100 н/мм2 (растяжение). После расстанов-
ки индексов получают: 1σ = 100 н/мм2; 

2σ =0; 3σ = –140 Н/мм2.  
Площадки, на которых отсутствуют 

главные напряжения, называют иногда  
нулевыми площадками. Различают с уче-
том зависимости (4.1) три вида НС: а) од-
ноосное или линейное – это НС, в котором 
лишь одно главное напряжение не равно 
нулю (рис. 4.3, а); б) двухосное или плос-
кое – НС, в котором два главных напря-
жения не равны нулю (рис. 4.3, б); в) 
трехосное или объемное – это НС, в кото-
ром все три главные напряжения не равны 

нулю (рис. 4.3, в). 
На рис. 4.3 точками отмечены площадки, свободные от главных напряже-

ний (нулевые площадки). Вследствие наличия нулевых площадок одноосное и 
плоское НС удобно изображать в плоскости чертежа, что показано на рис. 4.3, 
а, б справа. 

4.3 Линейное напряженное состояние 
Элементы, находящиеся в линейном НС, встречаются в элементах конст-

рукций, работающих на изгиб, но чаще – на растяжение и сжатие. 
Рассмотрим брус, испытывающий растяжение силами F  и имеющий 

площадь поперечного сечения А  (рис. 4.4, а). 
В любой площадке, перпендикулярной к продольной оси бруса, как из-

вестно, возникают нормальные напряжения (касательные напряжения отсутст-
вуют): 

       AFAN //1 ==σ ; 2σ =0; 3σ = 0.                         (4.2)  
 

Рис. 4.3 

а) 

б) 

в) 
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Рис. 4.4 
Вырежем из бруса элемент и покажем наклонную площадку, имеющую 

площадь             αα cos/АА = .                                       (4.3) 
Наклон площадки определяется острым углом α  между осью бруса и 

нормалью αn  к площадке. Условимся считать угол α  положительным, если он 
откладывается против часовой стрелки. По этой площадке возникают равно-
мерно распределенные полные напряжения αα ANР /=  или, с учетом (4.2) и 
(4.3), 

                              ασααα coscos)/(
1

== ANР .                        (4.4) 

Проектируя αР  на нормаль n  и на плоскость сечения, получим с учетом 
(4.4); 

                 ασασ αα
2

1 coscos == Р ;                              (4.5) 
ασαασατ αα 2sin)2/(sincossin 11 =⋅== P .            (4.6) 

Проанализируем полученные формулы. При α = 0º (рис. 4.4, а; площадка 
I): 1σσα = ; ατ = 0. При α  = 90º (рис. 4.4, а площадка II): ασ  = 0; ατ = 0. При 

α  = 45º: 2/1σσα = ; 2/
1max

σττα ±== . 
Нетрудно заметить, что нормальные напряжения связаны с сопротивлени-

ем материала бруса отрыву одной части от другой, тогда как касательные на-
пряжения связаны с сопротивлением сдвигу этих частей. 

Определим напряжения по площадке, перпендикулярной площадке αА , 
т.е. при αβ = +90º. Подставив угол β  в (4.5) и (4.6), получим: 

               ( ) ασασσ β
2

1
02

1 sin90 ⋅=+= сos ;                          (4.7) 

а) б) 
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   ( ) ασαστβ sin
2

90sin
2

101 −=+= .                          (4.8) 

Сложив левые и правые части (4.5) и (4.7), получим 

       1
2

1
2

1 sincos σασασσσ βα =⋅+⋅== ,                       (4.9) 
т.е. сумма нормальных напряжений по двум взаимно перпендикулярным пло-
щадкам равна главному напряжению и не зависит от угла наклона этих площа-
док. 

Сравнивая формулы (4.6) и (4.8), находим, что 
                          βα ττ −= .                                         (4.10) 

Это равенство выражает закон 
парности касательных напряжений: 
на взаимно перпендикулярных пло-
щадках возникают одинаковые по ве-
личине, но направленные в противо-
положные стороны (к ребру или от 
ребра) касательные напряжения. При-
чем касательное напряжение  счита-
ется положительным, если оно на-
правлено по часовой стрелке по от-
ношению к вырезанному элементу (в 
нашем случае 0,0 <> βα ττ ). 

Следует напомнить, что, если 
при одноосном НС возникают сжи-

мающие главные напряжения, то в расчетах по формулам (4.5) – (4.8) исполь-
зуют 3σ  со знаком минус при этом 21 σσ = = 0. 

Пример 4.1. Определить нормальные и касательные напряжения на на-
клонных площадках для элементов, показанных на рис. 4.5. Для схемы на рис. 
4.5, а: 21 σσ = = 0; 3σ = – 4 МПа. По формулам (4.5) и (4.6) получим: 

                       ( ) МПа99,230cos4cos 022
3 −=−== ασσα ; 

                       ( ) МПа73,1302sin
2
42sin

2
03 −=⋅−== αστα . 

Для схемы рис. 4.5, б: 
                     ( ) МПа99,230cos4)(cos 022

1 =−=−= ασσα ; 

                     МПа73,1)30(2sin
2
4)(2sin

2
01 −=−=−= α

σ
τα . 

Для схемы рис. 4.5, в: 21 σσ = = 0; 3σ = – 4 МПа; 
                  ( ) МПа99,230cos)4()(cos 022

3 −=−−=−= ασσα ; 

( ) МПа73,1302sin
2
4)(2sin

2
03 =−−=−= α

σ
τα . 

          а)               б)                  в) 
Рис. 4.5 
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С учетом принятых правил знаков для ασ  и ατ  откладываем их на рас-
четных схемах рис. 4.5. 

4.4 Плоское напряженное состояние 
При исследовании плоское (двухосное) НС встречается в конструкциях, ра-

ботающих на изгиб, кручение и сложное сопротивление. 
Различают два типа задач плоского НС: 
а) прямая задача:  в  точке  известны  положения главных площадок и со-

ответствующие им главные напряжения. Требуется найти нормальные и каса-
тельные напряжения по площадкам, наклоненным под заданным углом к глав-
ным; 

б) обратная задача: в точке известны 
нормальные и касательные напряжения, дей-
ствующие по взаимно перпендикулярным 
площадкам. Требуется найти главные напря-
жения и положение главных площадок. 
 Прямая задача плоского напряженного 
состояния. Рассмотрим элемент (рис. 4.6), по 
граням которого возникают растягивающие 
главные напряжения 21 σσ >  ( 3σ = 0). Требу-
ется определить ασ  и ατ  по наклонной 
площадке. Причем угол наклона площадки α  
всегда берется острый и отсчитывается от на-

правления большего в алгебраическом смысле главного напряжения (в данном 
случае от 1σ ).  Напряжения  ασ   и  ατ   по этой площадке будут вызываться 
как от 1σ , так и от 2σ . Применяя принцип суперпозиции (см. раздел 1.3), т.е. 
рассматривая данное плоское НС как наложение двух ортогональных одноос-
ных НС, можем записать 

                       III
ααα σσσ += ,                                  (4.11)                                                  

                       III
ααα τττ += ,                                   (4.12)                                             

где I
ασ  и I

ατ  – напряжения, вызванные 1σ ;  

      II
ασ  и II

ατ  – напряжения, вызванные 2σ . 
От воздействия 1σ   на основании формул (4.5) и (4.6) получим  

                  ασσα
2

1 cos=I ; α
σ

τα 2sin
2

1=II
.                        (4.13) 

Для определения II
ασ  и II

ατ  от воздействия следует учесть, что между на-

правлением 2σ  и нормалью αn  образуется отрицательный угол (90º–α ). 
Тогда, согласно формулам (4.5) и (4.6), получим 
                [ ] ασασσα

2
2

02
2 sin)90(cos =−−=I ; 

Рис. 4.6 
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[ ] .2sin
2

)90(2sin
2

201 ασαστα −=−−=II                    (4.14) 

Подставив (4.13) и (4.14) в (4.11) и (4.12), получим 

             ασασσα
2

2
2

1 sincos += ;                              (4.15) 

          .sin
2

21 ασστα
−

=                                     (4.16) 

Напомним, что сжимающие главные напряжения подставляются в эти 
формулы со знаком минус, а угол  α  отсчитывается от алгебраически большего 
главного напряжения. 

Определим напряжения по площадке, взаимно перпендикулярной с задан-
ной площадкой. В этом случае угол между нормалью βn  к ней и направлением 

1σ  составит 
                                            )90( 0 αβ −−= . 
Подставив в формулы (4.15), (4.16) вместо α  угол β , получим  

                ασασσ β
2

2
2

1 cossin += ;                            (4.17) 

                       .2sin
2

21 ασστ β
−

−=                                 (4.18) 

Проанализируем полученные формулы. Складывая левые и правые части 
(4.15) и (4.17), обнаруживаем, что 

                                       21 σσσσ βα +=+ , 
т.е. сумма нормальных напряжений по двум взаимно перпендикулярным пло-
щадкам не зависит от наклона этих площадок и равна сумме главных напряже-
ний. 

Из формулы (4.16) или (4.18) видим, что касательные напряжения дости-
гают наибольшей величины при α  = ± 45º, причем  

                 2
21

max
σστ −

±= .                                (4.19) 

Как и в одноосном напряженном состоянии, также справедлив закон пар-
ности касательных напряжений, что подтверждают формулы (4.16) и (4.18). 

Обратная задача плоского напряженного состояния. Как мы увидим в 
дальнейшем, определение главных напряжений является необходимым проме-
жуточным этапом при ведении расчета на прочность в сложном НС. На практи-
ке в абсолютном большинстве случаев положение одной из главных площадок 
в исследуемой точке может быть указано заранее. На ней может быть известно 
и значение главного напряжения или же это главное напряжение будет равно 
нулю (плоская задача НС). Рассмотрим условие равновесия треугольной приз-
мы, показанной на рис. 4.7, а. 
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Рис. 4.7 

Пусть УХ σσ > , α > 0. Угол α  отсчитываем от направления большего 

напряжения Хσ до нормали αn  к площадке BD , площадь которой обозначим 
dA  (рис. 4.7, б).  

Тогда площадь вертикальной грани ВС  будет αcos⋅dA , а горизонталь-
ной грани CD  –  αsin⋅dA . Спроектируем все силы, возникающие по граням 
призмы, на нормаль αn  и на касательную αt  к грани BD : 

                      0=∑ αn ;                                         

              
;0sin)sin(cos)sin(

sin)cos(cos)cos(
=−+

++−
αασαατ

ααταασσα

dAdA
dAdAdA

УУХ

ХУX  

               0=∑ αt ; 

               
.0)sin(sin)sin(

cos)cos(sin)cos(
=−+

++−
αασαατ

αατααστα
соsdAdA

dAdAdA

УУХ

ХУX
 

Поделив оба уравнения на dA  и введя функции двойных углов, получим:     
ατασασσα 2sinsincos 22

ХУУX −+= ;                       (4.20) 

                       ατασστα 2cos2sin
2 ХУ

УX +
−

= .                       (4.21) 

Так как на главных площадках касательные напряжения отсутствуют, то оп-
ределим их положение, приравняв нулю формулу (4.21): 

                  ,222 0
ХУ

ХУ

УХ

ХУtg
σσ

τ
σσ

τα
−

=
−

−=                           (4.22) 

где 0α  – угол между направлением большего напряжения Хσ  и нормалью к 

главной площадке, по которой возникает главное напряжение maxσ . Направ-

а)     б) 
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ление главного напряжения minσ  будет определяться углом ( 0α + 90º). Третье 
главное напряжение, перпендикулярное плоскости (рис. 4.7, б) равно нулю. 

Для определения 
min
maxσ  подставим угол 0α  из формулы (4.22) в (4.20) и по-

сле преобразований получим: 

             ( ) 22 4
2
1

2min
max ХУУХ

УХ τσσσσσ +−±
−

= .                    (4.23) 

Следует обратить внимание, что если одно из главных напряжений, вы-
численных по формуле (4.23), окажется отрицательным, то их обозначают 1σ  и 

3σ , а 2σ = 0; если оба главных напряжения окажутся отрицательными, то их 

обозначают  2σ  и 3σ , а 1σ = 0. 

Следует помнить, что maxσ  всегда проходит через квадрант, в котором τ  
сходятся к ребру элемента. 

С учетом формул (4.19) и (4.23) максимальные касательные напряжения 
будут равны: 

        22 4)(
2
1

max ХУУХ
τσστ +−±=  .                         (4.24) 

4.5 Деформации при объемном напряженном состоянии. Обобщенный  
закон Гука 

Совокупность линейных и угловых деформаций, возникающих по различ-
ным осям и в различных плоскостях, проходящих через заданную точку нагру-
женного тела, называют деформированным состоянием в точке. 

Анализ деформированного состояния показывает, что оно обладает свой-
ствами, совершенно аналогичным свойствам напряженного состояния в точке. 
Среди множества осей, проведенных через заданную точку, существуют три 
взаимно перпендикулярные оси, в системе которых угловые деформации отсут-
ствуют. Эти оси называют главными осями деформированного состояния, а ли-
нейные деформации в этой системе осей – главными деформациями и обозна-

чают 21,εε  и 3ε . 
При одноосном НС согласно закону Гука продольная деформация 

      Е/σε = ,                                         (4.25) 
а поперечная                           )/(' Еσµε −= .                                   (4.26) 

Пусть дан элементарный объем сbа ×× , по граням которого возникают 

растягивающие главные напряжения 21,σσ  и 3σ  (рис. 4.8). Вследствие дефор-
мации ребра элемента удлиняются соответственно на bа ∆∆ ,  и с∆ . Тогда глав-
ные деформации определятся как 

                             с
с

b
b

а
а ∆

=
∆

=
∆

= 321 ;; εεε . 
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С другой стороны, под действием напряжения  1σ  ребро получает удлине-
ние согласно (4.25) 

  Е
1

11
σε = .                                                    (4.27) 

В то же время по отношению к направлениям 2σ  и 3σ  ребро а  является 
поперечным размером и в нем согласно (4.26) возникают укорочения 

 Е
2

12
σ

µε −=
Е

3
13

σ
µε −= .         (4.28) 

Используя принцип суперпозиции (см. 
раздел 1.3), с учетом (4.27) и (4.28) получим 

                                   

( )[ ]3211312111
1 σσµσεεεε +−=++=

∆
=

Еа
а

 .       

 
где jiε – деформация в направлении напряже-

ния iε , вызванная действием напряжения jε . 
Аналогично получим выражения для дру-

гих главных деформаций. В итоге 

( )[ ]3211
1 σσµσε +−=
Е , 

      ( )[ ]1322
1 σσµσε +−=
Е ,                                            (4.29) 

                               ( )[ ]1233
1 σσµσε +−=
Е . 

Формулы (4.29) называют обобщенным законом Гука для изотропного те-
ла. Сжимающие напряжения подставляют в формулы со знаком минус. Из 
формул (4.29) легко получают закон Гука для плоского и одноосного НС, при-
равняв соответствующие напряжения нулю. 

Выражения (4.29) справедливы не только для главных направлений, но и 
для любых трех взаимно перпендикулярных осей: 

                                              ( )[ ]ZУХХ Е
σσµσε +−=

1
, 

  ( )[ ]ZХУУ Е
σσµσε +−= 3

1
,                                      (4.30) 

                                              ( )[ ]УХZZ Е
σσµσε +−=

1
. 

Определим объемную деформацию. До деформации объем элемента 
аbcV =0 . После деформации объем его изменится: 

Рис. 4.8 
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                          )()()( ccbbaaV ∆+⋅∆+⋅∆+=  или, 
пренебрегая произведениями малых деформаций: 
                     )1( 3210 εεε +++=∆+∆+∆+= VabcbaccababcV . 

Используя полученные выражения, получим для относительного объема 

           321
0

0 εεεε ++=
−

=
V

VV
V .                          (4.31) 

Подставляя из формулы (4.29) значения 21,εε  и 3ε  в (4.31), получим 

         ( )321
21 εεεµε ++

−
=

EV .                           (4.32) 

Из формулы (4.32) следует, что для изотропного тела коэффициент Пуас-
сона не может превышать µ  = 0,5. Если для материала µ  = 0,5 (резина), то от-
носительное изменение объема 0=Vε ; также, если сумма трех главных напря-
жений равна нулю, то изменения объема при упругой деформации не произой-
дет, т.е. 0=Vε . Кроме того, Vε  зависит не от соотношения между главными 
напряжениями, а лишь от их суммы. Следовательно, если к элементу прило-
жить средние напряжения ( ) 3/321 σσσσ ++=СР , то относительное 
изменение объема не изменится и выразится формулой: 

КE
СР

СРV
σ

σµε =
−

= 321
,                                 (4.33) 

где ЕК /)1(3 µ−=  называют объемным модулем упругости материала. С обзо-
ром различных типов напряженных состояний, возникающих в различных эле-
ментах конструкций, можно ознакомиться самостоятельно (см. [1], с 245 – 249). 

4.6 Потенциальная энергия деформации 
Приложим к стержню внешнюю статическую нагрузку (медленно 

возрастающую от нуля до своего максимального значения). Эта нагрузка 
вызовет удлинение стержня (рис. 4.9). 

При таком нагружении силами инерции перемещающихся масс можем 
пренебречь, а следовательно, можно считать, что деформация стержня не будет 
сопровождаться изменением кинетической энергии. Когда под действием 
внешней статической нагрузки тело деформируется, точки приложения внеш-
них сил перемещаются и потенциальная энергия положения груза уменьшается 
на величину, численно равную работе, совершенной этими нагрузками. 
Согласно закону сохранения энергии, потенциальная энергия груза и его опус-
кания преобразуется в потенциальную энергию упругой деформации стержня 
(рассеянием энергии за счет тепловых и электромагнитных явлений 
пренебрегаем). При разгрузке стержня за счет накопленной в нем 
потенциальной энергии совершается работа. Это свойство широко используется 
в технике при проектировании пружин и др. конструкций. 
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Таким образом, потенциальная энергия деформации численно равна работе 
внешних сил, затраченной при упругой де-
формации тела: 

        WU = .                    (4.34) 
В случае простого растяжения в пределах 

упругости работа внешних сил очевидно будет 
равна площади треугольника (рис. 4.9). Тогда с 
учетом (4.34) 

       2
lFU ∆⋅

= .                  (4.35) 

Удельная потенциальная энергия 

 
22
σε

=
∆⋅

=
⋅

==
lA
lF

lA
U

V
U U ,          (4.36) 

где AlV =  – объем стержня. 
Используя закон Гука ( Е/σε = ), полу-

чим: 

       
Е2

2σ U = .                        (4.37) 

Величину потенциальной энергии дефор-
мации, приходящуюся на единицу объема те-
ла, называют удельной потенциальной энерги-

ей деформации. 
Для ее вычисления выделим элемент в виде единичного объема (рис. 4.10) 

по граням которого возникают 21  , σσ  и 3σ . Поскольку площади граней равны 

единице (например, А = 1 см2), то усилия iN , действующие в них численно 

равны 21  , σσ  и 3σ  ( АN ii σ= ). Каждая  сила  
производит работу на своих перемещениях, ко-
торые получают грани вследствие деформации 
элемента. 
      Эти перемещения в данном случае чис-
ленно равны главным удлинениям 21,εε  и 3ε
, т.к. ребра имеют единичную длину (

lll   ,⋅=∆ ε = 1). 
Используя принцип суперпозиции, на 

основании (4.36) получим: 

 
222

332211 εσεσεσ
++= U .             (4.38) 

Рис. 4.9 

Рис. 4.10 
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Подставив 21, εε  и 3ε  из обобщенного закона Гука (4.29) в (4.38), оконча-
тельно получим для удельной потенциальной энергии: 

                  [ ])(2
2
1

133221
2
3

2
2

2
1 σσσσσσµσσσ ++−++=

Е
 U .          (4.39) 

4.7 Удельная потенциальная энергия формоизменения 
При деформации элемента (рис. 4.10) изменяются как его объем, так и 

форма (из кубика он превращается в параллелепипед). Тогда  
    ФV UUU += .      Откуда      VФ UUU −= ,                   (4.40) 

где VU  и ФU  – соответственно, удельная потенциальная энергия изменения 
объема и изменения формы. 

Эти выражения потребуются в дальнейшем при изучении вопросов, свя-
занных с пластическими деформациями и предельными состояниями. Деление 
внутренней потенциальной энергии на две указанные составляющие условно и 
производится по следующему принципу (рис. 4.11). Каждое из главных напря-
жений представим в виде суммы двух величин: 

';';' 332211 σσσσσσσσσ +=+=+= СРСРСР .  (4.41) 

Тогда заданное НС можем представить как сумму двух НС: всестороннего 
растяжения ( ) 3/321 σσσσ ++=СР  и второго НС, дополнительного до ос-

новного ( ',' 21 σσ  и '3σ ). 
 

Рис. 4.11 
При всестороннем растяжении очевидно, что элемент будет изменять 

только объем, а форма его останется прежней. Тогда из (4.33) и (4.39) получим: 
2

321
2 )(

6
21

2
)21(3;)21(3 σσσµσµσµε ++

−
=

−
=

−
=

EEE CPVСРV U . (4.42) 

Складывая левые и правые части (4.41) для второго дополнительного НС, 
получим 

     CPσσσσσσσ 3''' 321321 −++=++ .                             (4.43) 
Основываясь на выводах раздела 4.5, подставив (4.42) в (4.33), получим 
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                                ( ) .0'''21
321 =++

−
= σσσµε

EV                         

Т.е. во втором дополнительном НС изменение объема Vε  отсутствует, а 
следовательно, изменяется только форма элемента. Тогда, подставив в формулу 
(4.40) выражения (4.39) и (4.42), получим после преобразований для удельной 
потенциальной энергии формоизменения: 

        )(
3

1
133221

2
3

2
2

2
1 σσσσσσσσσµ

−−−++
+

=−=
ЕVФ UUU , 

или                                                                                                 (4.44) 

               ( ) ( ) ( )[ ]2
13

2
32

2
216

σσσσσσµ
−+−+−

+
=

ЕФ
1U . 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какое напряженное состояние называется пространственным (трехос-

ным), плоским (двухосным) и линейным (одноосным)?  
2. Каково правило знаков для нормальных и касательных напряжений?  
3. Сформулируйте закон парности касательных напряжений?  
4. Чему равна сумма нормальных напряжений на любых двух взаимно 

перпендикулярных площадках?  
5. Что представляют собой главные напряжения и главные площадки? Как 

расположены главные площадки друг относительно друга?  
6. Чему равны касательные напряжения на главных площадках?  
7. Как определить главную площадку, по которой действует главное на-

пряжение maxσ  в общем случае плоского напряженного состояния?  
8. Чему равны наибольшие значения касательных напряжений в случае 

плоского напряженного состояния?  
9. Напишите формулы, выражающие обобщенный закон Гука.  
10. На основе какого из допущений, принятых в курсе сопротивления мате-

риалов, составлены выражения обобщенного закона Гука?  
11. Выведите формулу относительного изменения объема при пространст-

венном напряженном состоянии. Какова размерность относительного измене-
ния объема?  

12. Что называют полной удельной потенциальной энергией деформации и 
из каких частей она состоит?  

13. Какова размерность удельной потенциальной энергии?  
14. В каких пределах применимы формулы для определения объемной де-

формации и потенциальной энергии? 
 
 
 
 
 

 

44 
 



5 ЛЕКЦИИ.ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕННЫХ                                               
СОСТОЯНИЙ (ГИПОТЕЗЫ ПРОЧНОСТИ) 

В случае одноосного напряженного состояния (далее НС) задача определе-
ния предельного НС решается просто: по диаграммам растяжения или сжатия 
для данного материала выбирают соответствующие предельные напряжения: 

предел текучести Тσ  для пластичного материала и предел прочности Вσ  для 
хрупкого материала. 

Для оценки прочности любого сложного НС необходимо знать величину 
главных напряжений предельного НС, ему подобного, которые могут быть оп-
ределены лишь экспериментально. Практически это выполнить нельзя по двум 
причинам: 1) отсутствие испытательных машин, позволяющих создавать любые 
НС; 2) невозможность проведения бесчисленного множества опытов по опре-
делению значений главных напряжений предельных НС при их произвольных 
соотношениях.  

Предположение о равнопрочности разнотипных НС (сложного и одноос-
ного) называют теорией или, точнее, гипотезой прочности (далее по тексту – 
ГП).  

Одноосное НС, равнопрочное сложному, называют эквивалентным НС, а 
его главное напряжение – эквивалентным напряжением ЭКВσ . 

На основании сформулированного выше предположения равнопрочности 
устанавливают зависимость 

       ),,( 321 σσσσ fЭКВ = .                                 (5.1) 
Для этого вводят гипотезу о преимущественном влиянии на прочность ма-

териала того или иного фактора: полагают, что нарушение прочности материа-
ла при любом НС наступит только тогда, когда величина этого фактора достиг-

нет некоторого предельного значения. Если величина ЭКВσ найдена, то расчет 
на прочность проводится как расчет при одноосном НС. Условие прочности не-
зависимо от принятой ГП записывается одинаково: 

                   [ ]nn ЭКВПР ≤= σσ /                                 (5.2) 
или, с учетом (5.1),  

[ ]σσσσσ ≤= ),,( 321fЭКВ ,    где [ ] [ ]n
ПРσσ = .              (5.3) 

Суть изложенного поясняется рис. 5.1. 

 
Рис. 5.1 
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 В настоящее время при расчете на прочность используют несколько ГП, 
взаимно дополняющих друг друга. 

5.2 Гипотезы хрупкого разрушения 
Хрупкое разрушение – разделение тела на части без возникновения какой-

либо поддающейся измерению пластической деформации. 
Первая ГП – наибольших нормальных напряжений (теория Галилея): на-

пряженные состояния (сложное и одноосное) равнопрочны по хрупкому разру-
шению, если у них равны наибольшие растягивающие напряжения, т.е. 

          += Вσσ1 ,                                           (5.4) 

где +Вσ  – предельное напряжение (предел прочности на растяжение). 
С учетом (5.4) получим условие прочности 

       [ ]+≤= σσσ 1
I
ЭКВ ,   где   [ ]

n
В+=+

σσ .                     (5.5) 

Если материал имеет различные допускаемые напряжения на растяжение и 
сжатие, то используют также: 

[ ]−≤= σσσ 3
I
ЭКВ ,   где   [ ]

n
В−=−

σ
σ .                   (5.6) 

Рассмотренная ГП утверждает, что два других главных напряжения не 
влияют на прочность материала. 

Опытная проверка показала, что ГП может быть использована при опреде-
ленных условиях лишь для весьма хрупких материалов (серый чугун, гипс, 
стекло, керамика). 

Вторая ГП – наибольших растягивающих деформаций (теория Мариотта): 
напряженные состояния (сложное и одноосное) равнопрочны по хрупкому раз-
рушению, если у них равны наибольшие растягивающие деформации: 

                            0
max εε = ,                                             (5.7) 

где 0ε  – деформация элемента из этого же материала при одноосном растяже-
нии. 

Условие прочности примет вид 
  [ ]εε ≤max .                                           (5.8) 

На основании обобщенного закона Гука (4.37) и закона Гука на растяжение (
Е/σε = ) с учетом (5.3), формула (5.8) примет вид 

                                         [ ] [ ]
ЕЕ
σσσµσ ≤+− )(1

321                                

или                               [ ]σσσµσσ ≤+−= )( 321
II
ЭКВ .                        (5.9) 

Опытная проверка указывает, что эта ГП дает удовлетворительные резуль-
таты лишь для некоторых хрупких материалов (легированный чугун, высоко-
прочные стали после низкого отпуска) в случае следования ими закону Гука. 
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5.3 Гипотезы пластичности 
Третья ГП – гипотеза наибольших касательных напряжений (теория Ку-

лона): напряженные состояния (сложное и одноосное) равнопрочны по появле-
нию недопустимых пластических деформаций, если в них равны наибольшие 
касательные напряжения, т.е. 

                                                0
maxmax ττ = , 

где 0
maxτ  – наибольшие касательные напряжения при одноосном растяжении. 

Условие прочности: [ ] nПР /max τττ =≤ .                                  (5.10) 
На основании формулы (4.19) и условия (5.5) получим              

[ ]
222

)( 31 σσσσ
=≤

−
n
ПР

  или  [ ]σσσσ ≤−= 31ЭКВ .                    (5.11) 

Рассмотренная ГП хорошо подтверждается опытами для пластичных мате-
риалов, одинаково работающих на растяжение и сжатие. Недостатком ее явля-

ется отсутствие учета влияния на прочность главного напряжения 2σ , что при-
водит к расхождениям между теорией и экспериментом до 15%. 

Четвертая ГП – гипотеза удельной потенциальной энергии формоизмене-
ния: напряженные состояния равнопрочны по появлению недопустимых пла-
стических деформаций, если у них равны удельные потенциальные энергии из-
менения формы: 

                                             0
ФФ UU = ,              

где 0
ФU  – удельная потенциальная энергия изменения формы при одноосном 

растяжении. 
Условие прочности примет вид    [ ] nUUU ФФФ /000 =≤ . 
При одноосном растяжении в предельном состоянии Тσσ =1 ,    02 =σ ,  

03 =σ . Тогда из (4.46) получим: 

              
20

3
1

ТФ Е
U σµ+= .                                  (5.13) 

Условие наступления пластических деформаций в материале получим, прирав-
няв (4.46) и (5.13): 

                     [ ] 22
13

2
32

2
21 3

1)()()(
6

1
ТЕЕ

σµσσσσσσµ +
=−+++−

+
.          

Тогда с учетом (5.3) условие прочности примет вид 

[ ] [ ]σσσσσσσσσ =≤−+−+−=
n

ТIV
ЭКВ

2
13

2
32

2
21 )()()(

2
1

.    (5.14) 

Четвертая ГП учитывает все три главные напряжения и, следовательно, 
точнее третьей ГП. Отклонение значений главных предельных напряжений, 
найденных экспериментально, от найденных по четвертой ГП в основном не 
превышает 5%. Третью и четвертую ГП можно рекомендовать для расчета на 
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прочность конструкций из пластичных материалов, одинаково работающих на 
растяжение и сжатие, и для всех НС. 

5.4 Теория предельных состояний. Теория Мора и ее применние 
Теорию Мора называют чаще пятой теорией прочности:  напряженные 

состояния равнопрочны, если при одновременном увеличении их главных на-
пряжений в n  раз их круги Мора коснутся предельной огибающей (где n  – ко-
эффициент запаса прочности). 

По условию эквивалентности (5.3) коэффициенты запаса прочности при 
сложном НС и одноосном НС равны. Тогда гипотеза прочности Мора имеет вид 
(вывод ее опускаем): 

                 [ ]+≤−= σνσσσ 31
V
ЭКВ .                                 (5.15) 

Если материал имеет одинаковые значения предела текучести на растяже-
ние и сжатие, то в формуле (5.15) ν = 1 и III

ЭКВ
V
ЭКВ σσ = . Для хрупких материа-

лов, если принят одинаковый коэффициент запаса прочности n  на растяжение 
и сжатие, принимают 

           [ ]
[ ] .

−−

++ =⋅=
σ
σ

σ
σν

ПР

ПР n
n

                           (5.16) 

Наилучшие результаты теория прочности дает для НС при             1σ > 0 
(растяжение) и 3σ < 0 (сжатие). 

Эта теория прочности применяется для расчета на прочность как хрупких, 
так и пластичных материалов, неодинаково работающих на растяжение и сжа-
тие. 

Ее недостаток − не учитывает главное напряжение 2σ . 
Новые теории прочности. Проф. Н.Н. Давиденков и проф. Я.Б. Фридман 

предложили единую теорию прочности, которая объясняет разрушение мате-
риала в результате как отрыва, так и сдвига и может поэтому использоваться 
при любом виде НС. Она получена объединением второй (5.9) и третьей (5.11) 
гипотез прочности. Допускаемое состояние должно удовлетворять тогда двум 
условиям прочности: 

       [ ]εε ≤1 ;  [ ]ττ ≤max .                               (5.17) 
Заслуживает также внимание и обобщение энергетической  гипотезы 

прочности (5.14) для использования ее не только для пластичных, но и для 
хрупких материалов, предложенное П.П. Баландиным. Более подробно с этой и 
другими гипотезами прочности можно ознакомиться по учебникам. 

Вопросы для самоконтроля 
1. Что называется предельным  состоянием материала?  
2. Какими напряжениями характеризуется наступление опасного состояния 

для пластичных и для хрупких материалов?  
3. Какие напряжения называют эквивалентными?  
4. Почему определение прочности в случаях сложного (плоского или про-

странственного) напряженного состояния приходится производить на основе 
результатов опытов, проводимых при одноосном напряженном состоянии?  

48 
 



6 ЛЕКЦИИ.СДВИГ. КРУЧЕНИЕ БРУСА КРУГЛОГО                                                                                                                                                                                                                                           
ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

6.1 Чистый сдвиг.  Закон Гука при сдвиге 
Сдвигом  называют вид деформации, при котором в поперечных сечениях 

бруса возникают лишь  поперечные (перерезывающие силы) силы ( yQ  или xQ ). 
 Примером такого действия может служить перерезывание ножницами 
прутьев, пластин (рис. 6.1, а).  Элемент abcd  после деформации примет вид 

''dabc  (рис. 6.1,б). На его гранях  возникнут  
касательные  напряжения от поперечных сил  

FQ = . 
 Принимая с некоторым допуще-нием, что 
возникающие  касательные  напряжения τ  рас-
пределены по площади поперечперечного сече-
ния (площади среза)   равномерно, получают   

                         A
Q=τ .                        (6.1) 

Эта формула  широко  применяется  в  ин-
женерной  практике при расчете на срез болтов, 

заклепочных и сварных соединений, шпонок и пр. (для бетона и дерева также 
применяют термин –  скалывание). Чистый сдвиг – плоское напряженное со-
стояние (НС), при котором на гранях элемента возникают лишь касательные 
напряжения   (рис. 6.2, а). 

Найдем величину и направление главных  напряжений при помощи урав-
нений  (см. методику расчета – раздел 4.4.).  Решение    представлено на рис. 
6.2. 

Поскольку      в   данном случае 0== βα σσ , ττα −= , ττβ = , то на осно-
вании формулы (4.23) получим τσ =1 ; τσ −=3 ; 02 =σ , а главные площадки  

будут  наклонены  к  граням элемента abcd  под углом 
α = 45°, что следует из фомулы (4.22) при 0== βα σσ . 
             Рассмотрим  деформацию элемента abcd . По-
скольку на гранях его нет нормальных  напряжений, то 
нет и удлинений. Диагональ ''ca , совпадающая с на-
правлением 1σ  удлиняется, а диагональ ''db , совпадаю-
щая с направлением 3σ  - укорачивается. Получим ромб 

'''' dcba . 
Закрепим элемент нижней гранью (рис. 6.3).  

новим связь между касательными напряжениями τ  и  
вызываемыми ими  угловыми деформациями – углом сдвига γ . 

    Рис.  6.1 

Рис. 6.2 
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Из 'CDC∆  следует,  что a
Stg ∆=γ . 

Учитывая малость    угла сдвига γ  можно 
считать, что   γγ ≈tg .    Тогда 

            2
S∆=γ  .                     (6.2) 

Относительная линейная деформация ε   
диагонали AC  равна          

     00 45cos45sin
''

⋅∆==∆= a
S

AC
CC

l
lε , 

где 00 45cos45cos''' SСССС ∆== , 
                                                          045sinаАС = . 

С учетом зависимости (6.2) окончательно получим: 
                                   2

γε = .                                                     (6.3) 

Теперь воспользуемся обобщенным законом Гука, учитывая, что главное 
напряжение σ1 возникает по направлению диагонали AC , т.е. 1εε = . Тогда 
учитывая, что τσ =1 , 02 =σ , а τσ −=3  с учетом формулы (4.37) получим 

( )[ ] ( )( )[ ]τµτσσµσεε −+−=+−== 011
3211 ЕЕ  

или                                          ( )τµε += 121
Е .                                                   (6.4) 

 Подставив  (6.4) в (6.3), получим  

                 ( )µτ
+

= 12
Е    или   γτ G= ,                                 (6.5) 

где  ( )[ ]µ+= 12EG  – коэффициент пропорциональности, который называют 
модулем упругости при сдвиге (модуль упругости второго рода) и его размер-
ность [H/м2, Н/мм2]. Выражение  (6.3.) называют   закон Гука при сдвиге. В нем 
независимы величины E  и µ , а значение  G  получают расчетом или из опыта. 

6.2 Кручение. Построение эпюр крутящих моментов 
 Брус испытывает кручение, если в его поперечных сечениях возникает 
лишь внутренний крутящий момент ZT . 
 Прямой брус, вращающийся на опорах и работающий на кручение, назы-
вают валом. 

В ряде случаев внешние крутящие моменты KM  определяются по 
величине передаваемой мощности N  и известном числе оборотов  вала в 
минуту n . Тогда получим: а) если мощность N  задана в лошадных силах  
(л.с.), то:               

n
NM K 7162≅ [Н⋅м];      (6.6.) 

Рис. 6.3 
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б) если мощность N  задана в 
киловаттах (кВт), то:  

   n
NM K 9736≅  [Н⋅м].      (6.7) 

       Внешние крутящие  мо-менты 
передаются на вал в  местах посадки 
на него зубчатых колес шкивов и т.п. 
      Внешние  крутящие мо-менты 

KM  на расчетных схемах обознача-
ют обычно стрелками или двумя 
кружочками: кружочек   с   точкой   
(например, в сечении  С , рис. 6.4) 
означает начало стрелки  на нас;  
кружочек с крестиком − конец стрел-
ки от нас. 
 Для определения внутренних 

крутящих моментов ZT  (далее по тексту – крутящих 
моментов) применяют  метод сечений. 
  Принимаем следующее правило знаков для 
внутреннего крутящего момента ZT : крутящий мо-
мент ZT   в сечении вала считается положительным, 
когда внешний крутящий момент KM  вращает  от-
сеченную часть   со  стороны сечения  (рис. 6.5). 
  Определение    крутящих моментов рассмотрим   

на  примере  (рис.6.4).  Вал  СВ  установлен  на  опорах 
ВА, , которые не препятствуют его вращению. Поэтому силовыми участками 

будут участки, по длине которых интенсивность внешних моментов не будет 
изменяться – здесь три участка: DECD,  и EB . Применив метод сечений и 
правило знаков для ZT  (рис. 6.5), получим для сечений (направление взгляда на 
схеме показано стрелками): 

участок CD : MMT KZ 5
1

−=−= ; 
участок DE :   MMMMMT KKZ 385

21
=+−=+−= ,  ZT  = ∑ KМ ; (6.8.) 

участок EB : 0=ZT . 
На основании зависимости (6.8): внутренний крутящий   момент в произ-

вольном сечении вала равен алгебраической сумме внешних крутящих момен-
тов,  действующих  по одну сторону   от сечения.                        

Эпюра крутящих моментов T  представлена   на рис. 6.4, в. 
Правило проверки эпюры ZT : в  сечениях  вала,  в  которых приложены  

внешние  крутящие  моменты,  на эпюре ZT  возникают скачки  на величину 
этих моментов. 

Рис. 6.4 

Рис. 6.5 
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6.3 Определение напряжений в стержнях круглого поперечного сечения. 
Расчет на прочность 

Рассмотрим стержень круглого поперечного сечения диаметром d , нагру-
женного внешним крутящим моментом KM  (рис. 6.6). Прямоугольная сетка, 
нанесенная на его поверхности, после деформации превратится в сетку, со-
стоящую из параллелограммов, что свидетельствует о наличии касательных на-
пряжений на их гранях, т.е. напряженное состояние в  любой точке   представ-
ляет  собой чистый сдвиг. 

Примем следующие гипотезы:  
1. Все поперечные сечения   остаются плоскими и после деформации.  
2. Радиусы поперечных сечений остаются прямыми и после деформации.  
3. Расстояния между  поперечными сечениями после деформации не изме-

няются.  

 
                 Рис. 6.6                                                Рис. 6.7 
Вырежем двумя поперечными сечениями z  и dzz +  часть стержня и   за-

крепим левым торцом (рис. 6.6). 
В элементе dz  радиусом ρ  выделим цилиндрический cлой, образующая 

ab   которого после деформации займет положение /ab  под воздействием кру-
тящего момента ZT , который для элемента dz  можно считать внешним крутя-
щим моментом. Поперечные сечения повернутся взаимно на угол ϕd  [рад]. 
Обозначим    

                             dzdϕθ = ,                                               (6.9) 
где  θ – относительный угол закручивания [рад/м]. 

Из рис. 6.7 cледует: dzbb ⋅=γ'  или  ϕρ dbb ⋅=' . Приравняв  правые 
части, подучим с учетом выражения (6.9): 

ρθϕργ == dz
d .                                        (6.10) 

Элемент dz    испытывает чистый сдвиг, следовательно справедлив закон 
Гука при сдвиге (6.5). Для слоя   с  радиусом ρ  получим   с учетом зависимо-
стей (6.5) и (6.10):    

                                ρθγτ GG == ,                                        (6.11) 
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 т.е. касательные напряжения в сечении меняются по линейному закону. 
Установим зависимость между крутящим моментом ZT  и касательными 

напряжениями в поперечном сечении (см. рис. 6.7.): 
                                                       ( )ρτdAdTZ =  
или с учетом (6.11): dAGdT

Z
2θρ= . 

Откуда              ∫ ==
A

Z JGdAGT ρθρθ 2 ,                                    (6.12)                                                                                 

где  ∫=
A

dAJ 2ρρ  – полярный момент инерции (см. раздел 6.1). 

Из (6.12)  получим формулу для определения относительного угла закру-
чивания     

                                      
ρ

θ GJ
TZ= .                                       (6.13) 

Подставив (6.13) в (6.11) получим формулу для определения в любой 
точке поперечного сечения: 

                          ρτ
ρJ

TZ= ,                                       (6.14) 

где ZT  – крутящий момент в сечении, в котором определяют напряжения [Н·м]; 
 ρJ   – полярный момент инерции поперечного сечения для круга [м4]; 
 ρ  – радиус слоя поперечного сечения, в котором определяют напряже-

ния. 
Из (6.14) следует, что наибольшие напряжения возникают в точках конту-

ра поперечного сечения при 2max d=ρ .  Эпюра τ  представлена на рис. 6.8, а.   
По формуле  (6.14) получим                                                     

ρρ
τ W

Td
J
T ZZ =⋅= 2max ,                                  (6.15) 

 где maxρρρ JW =  –     полярный момент сопротивления    поперечного сече-
ния.                     

Для круга диаметра  d    полярный мо-
мент сопротивления равен:  

3
34

max
2,016232 ddddJW ≈=== ππ

ρ
ρ

ρ
.      (6.16) 

Для кольца наружного диаметра  D   и 
внутреннего диаметра  d    (рис. 6.8, б) по-
лучим: 

( ) ( )434
344

max
12,011623232 CDCDDdDJW −≈−=−== 







 πππ
ρ

ρ
ρ

 

,    (6.17) 
где DdС /= . 

Расчет на прочность при кручении.  Наибольшие напряжения возникают в  
опасном сечении вала – сечении, в котором возникает наибольший по абсолют-
ной величине внутренний крутящий  момент 

а)                    б) 
Рис. 6.8                      
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maxZZ TТ = . 
Условие прочности  [ ]ττ ≤max  с учетом формулы (6.15) имеет вид 

                        [ ]ττ
ρ

≤= W
TZmax

max .                                     (6.18) 

Допускаемое напряжение на кручение, как и при других видах деформа-
ции, определяют по формуле 

                              [ ] [ ]nПР /ττ = ,                                          (6.19) 
где ПРτ  – предельное напряжение ( Тτ  – для пластичных и Вτ  – для хрупких 
материалов), а [ ]n  – коэффициент запаса прочности. 
 Т.к. данных испытания различных материалов на кручение значительно 
меньше, чем на растяжение, то [ ]τ  принимают из опыта по [ ]σ . Так, например, 
для стали  [ ]τ  ≅  0,5 [ ]σ , для чугуна [ ]τ  ≅  [ ]+σ . 
 Также как и при растяжении и изгибе  при расчете на прочность при кру-
чении возможны следующие  три  вида задач, различающихся формой исполь-
зования условия прочности (6.18.): 

Проверочный расчет – выполняется по формуле (6.18) для опасного сече-
ния вала.  

Проектировочный расчет – подбор размеров сечения вала. Из формулы 
(6.18) с учетом (6.16) получают для круга: 

                             [ ]
3

2,0
max
τ

ZT
d ≥ ;                                         (6.20) 

для кольца с учетом (6.17) имеют 

                               [ ]( )3
412,0

max
C

T
D Z

−
≥ τ ,                                 (6.21) 

где DdС /=  – заданное отношение диаметров. 
Определение допускаемой нагрузки.  Из формулы (6.18) получают  

                               [ ] [ ]τρWTZ ≤ .                                       (6.22) 
6.4 Деформации и перемещения при кручении валов. Расчет на жесткость 

 Полный угол закручивания ϕ  бруса на участке длиной l  на основании 
формул (6.9) и (6.13) равен 

                                 
ρ

θϕ GJ
lTdz Z

l
=∫= ,                                  (6.23) 

где – ρGJ  жесткость поперечного сечения при кручении,[Н⋅м2; Н·мм2] 
 Если стержень (вал) имеет несколько участков одинакового диаметра и на-
гружен рядом крутящих моментов, то полный угол закручивания будет равен 
алгебраической сумме углов закручивания каждого участка, т.е. 

                         ∑
=

=+++=
n

i
n

ii

ii
JG
lTZ

1
21 ...

ρ
ϕϕϕϕ .                       (6.24) 
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 Условие жесткости вала на кручение, выражающее условие, чтобы наи-
больший относительный угол закручивания не превосходил допускаемого зна-
чения, с учетом формулы (6.13) имеет вид 

                              [ ]θθ ρ ≤= GJTZmaxmax ,                              (6.25) 
где [ ]θ  – допускаемый относительный угол закручивания на единицу длины ва-
ла, [рад/м, град/м].  

Например, для валов в зависимости от их конструкции и типа нагрузки 
принимают [ ]θ  в пределах 2,6⋅10–3÷3,5⋅10–3 рад/м или 0,15÷2° на 1 м длины ва-
ла. 
 После подбора диаметра вала по формулам проектировочного расчета 
(6.20) или (6.21) необходимо проверить вал на жесткость по формуле (6.25). 
При его выполнении расчет на этом заканчивают. Если условие жесткости не 
выполняется, то, например, для круглого сечения корректируют диаметр вала 
по формуле полученной из (6.25): 

     ρρ GJTJ Zmax≥  или [ ]4
max 1,0 θGTd Z≥ .                (6.26) 

 Эпюру перемещений при кручении строят на основе определения углов за-
кручивания для каждого участка стержня (вала), вычисленных по формуле 
(6.23). 
 Если стержень закреплен одним концом, то эпюру ϕ  строят от этого не-
подвижного сечения. Если рассматривается вал (вращающийся стержень), то 
принимают какое-либо сечение за условно неподвижное. 
 Например, для вала, жесткостью ρGJ , показанного на рис. 6.4, а принима-
ем за условно неподвижное – сечение С . По формуле (6.23) получаем для уча-
стков вала: 

ρρϕ GJMlGJlT
DCZDC 5−== ; 

ρρϕ GJMlGJlT
EDZED 3== ; 0=BEϕ . 

 Вычисляем углы поворота граничных сечений ED,  и B  относительно се-
чения С : 

0=
С

ϕ ; ρϕϕ GJMlDCD 5−== ; 

ρρρϕϕϕ GJMlGJMlGJMlEDDE 235 −=+−=+= ; 

ρϕϕϕϕ GJMlЕВЕЕВ 2−==+= . 
 Эпюра ϕ  представлена на рис. 6.4, г. 

6.5 Рациональная форма поперечного сечения при кручении 
 Из всех сечений, имеющих одинаковый полярный момент сопротивления 

ρW , рациональным будет сечение с наименьшей площадью, т.е. обеспечиваю-
щее наименьший вес бруса при заданном KM . Рациональность формы оцени-
вают обычно безразмерной характеристикой, называемой удельным моментом 
сопротивления при кручении 3 AWK ρω =  (А – площадь поперечного сече-
ния). Чем больше значение Kω , тем рациональнее сечение. Например, для пря-
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моугольника (при bh 2= ) Kω  = 0,18; для круга Kω  
= 0,21; для кольцевого сечения (при 7,0=C ) Kω  = 
0,37; (при 9,0=C ) Kω  = 1,52. 

6.6 СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ  ЗА-
ДАЧИ ПРИ КРУЧЕНИИ 

  Порядок раскрытия статической неопредели-
мости при кручении такой же, как при растяжении 
и сжатии (см. раздел 2.8). 
 Рассмотрим на примере стержня, нагруженно-
го внешним KM  и защемленным обоими концами 
(рис. 6.10, а). 
 В заделках возникнут реактивные моменты 

АМ  и BM . Статика дает лишь одно уравнение: 
0=∑ Zm ; АМ  – KM  + BM  = 0.                      (6.27) 

  Задача один раз статически  неопределима.    Для ее решения отбросим б-
росим,   например,   левую  заделку,    заменив ее действие неизвестным момен-
том  АМ  (рис. 6.10, б).    Составим    дополнительное уравнение – условие со-
вместности  перемещений,   выражающее  мысль,  что  по ворот сечения  от  
внешнего  крутящего момента KM  и от  воздействия реактивного момента АМ  
по условию задачи запрещен, т.е. равен нулю:  

0=Аϕ ; 0=+ AK M
A

М
А ϕϕ .                          (6.28) 

 С учетом зависимости (6.23): 

         
ρ

ϕ GJ
aM KM

А
K 2= ; 

ρ
ϕ GJ

аМ АМ
А

А 3−= .                       (6.29)  

      Подставив (6.29) в (6.28) получим: 

   032 =−
ρρ GJ
aM

GJ
aM AK ; KА ММ 3

2= .                   (6.30) 

Статическая неопределимость раскрыта. Из уравнения (6.31)  с учетом 
(6.30) получим:   

         KKKAKB MMMMMM 3
1

3
2 =−=−= .                (6.31) 

Для построения эпюры крутящих моментов ZT , согласно (6.8) получим: 

на участке AC : KAZ MMT 3
2

1
−=−= ;                                        (6.32) 

на участке CB : KKKKAZ MMMMMT 3
1

3
2

2
=+−=+−= . 

Эпюра ZT  представлена на рис. 6.11, в. 
Построим эпюру углов закручивания: по условию задачи сечение A  не 

может закручиваться, т.е. 0=Аϕ . С учетом (6.36) с использованием формулы 
(6.23) получим: 

Рис. 6.9 
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0=Аϕ ; 
ρρ

ϕϕϕ GJ
aM

GJ
aТ

KZ
СААС 3

20 1 ⋅−=−=+= ; 

03
2

3
22

2 =+−=+=+=
ρρρ

ϕϕϕϕ GJ
aM

GJ
aM

GJ
aТ

KKZ
СВССВ . 

Эпюра ϕ  представлена на рис. 6.11, г. Задача решена правильно, т.к. вы-
полняется условие – угловые перемещения сечениям A  и В  запрещены, т.е. 

0== ВА ϕϕ . 
Вопросы для самоконтроля 

1.Какой случай плоского напряженного состояния называют чистым сдви-
гом?  

2. Чему равны величины главных напряжений при чистом сдвиге?  
3. Как деформируется при чистом сдвиге элементарный объем?  
4. Что называют абсолютным сдвигом, относительным сдвигом, углом 

сдвига?  
5. Как записывается закон Гука при сдвиге?  
6. Как определяют модуль сдвига  
7. Что понимают под кручением?  
8. Каков порядок построения эпюры крутящих моментов?  
9. По какой формуле определяют напряжения при кручении? Как они рас-

пределяются по высоте сечения?  
10. Что называется полным и относительным углом закручивания?  
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7 ЛЕКЦИИ. ИЗГИБ ПРЯМОГО БРУСА. РАСЧЕТ НА ПРОЧ-
НОСТЬ 

7.1 Общие понятия и определения. Виды изгибов 
       Изгибом называют вид дефор-
мации, при котором в поперечных 
сечениях бруса возникают внутрен-
ние изгибающий момент М  и по-
перечная сила Q . 
 Брус, работающий на изгиб, 
называют балкой. Главными пло-
скостями балки называют плоско-
сти, проходящие через главные 
центральные оси (см. раздел 8) по-
перечного сечения и продольную 
ось бруса (рис. 7.1). 

Силовой плоскостью  называ-
ют плоскость, в которой приложена 

внешняя нагрузка.  Линию пересечения силовой плоскости с поперечным сече-
нием балки называют силовой линией.     

При изгибе балки ее продольная ось деформируется: волокна расположен-
ные на выпуклой стороне растягиваются, а на вогнутой  стороне − сжимаются. 
Слой балки, в котором не возникают при изгибе деформации растяжения – сжа-
тия называют нейтральным слоем, а линия пересечения этого слоя с попереч-
ным сечением балки – нейтральной линией (осью). 

Если силовая плоскость совпадает с одной из главных плоскостей балки, 
то изгиб называют прямым   или   плоским (рис. 7.1, а). Если силовая плоскость 
не совпадает ни с одной из главных плоскостей, то такой изгиб называют ко-
сым (рис. 7.1, б). Если в поперечных сечениях балки возникает только внутрен-
ний изгибающий момент, то изгиб называют чистым. Если в поперечных сече-

Рис. 7.1 
а) б) 

Рис. 7.3 

а) 

б) 

в) 
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ниях балки возникают внут-
ренние изгибающий момент 
и поперечная сила, то изгиб 
называют поперечным. Сле-
дует отметить, что как чис-
тый, так и поперечный изги-
бы могут быть прямыми и 
косыми. 
 Балка,  лежащая на 
двух опорах, называется    
двухопорной балкой. На 
расчетных схемах показы-
вают только продольную 
ось балки    (рис. 7.2, а). Ес-
ли балка имеет свисающие с 
опор концы (или один ко-
нец), то это балки с консо-
лями или  консолью) (рис. 
7.2, б, в). 

Балка,  заделанная (защемленная) одним  концом – консоль  (рис.  7.2, г). 
Участок  балки   между  опорами называют пролетом. В соответствии с прави-
лами теоретической механики на схемах рис. 7.2 показаны возникающие  от 
действия    внешних нагрузок опорные   реакции, в шарнирно-неподвижной  
опоре A , шарнирно-под-вижной опоре В  и в  защемлении A . 
7.2 Характер напряжений при изгибе. Определение изгибающего момента 

и поперечной сил 
Рассмотрим прямой поперечный изгиб двухопорной балки АВ  (рис. 7.3, 

а). 
 Применив метод сечений, рассечем балку в сечении z  и отбросим правую 
часть.  Действие отброшенной части на оставшуюся заменим возникшими в 
этом сечении внутренней поперечной  силой yQ  и внутренним  изгибающим  
моментом xM  (относительно  оси x ) (далее по тексту:  поперечная  сила и  из-
гибающий момент). Из анализа схем (рис. 7.3) видно, что при данной  плоской  
схеме нагружения балки других внутренних силовых факторов в этом сечении 
не возникает. 
 От  воздействия yQ  и xM  в  поперечном  сечении  возникают напряжения 
(рис. 7.3, в): от  yQ  –   касательные  напряжения τ  в  плоскости сечения и в на-
правлении оси y ; от xM  – нормальные   напряжения  σ , причем  в верхней 
части балки сжимающие, а в нижней – растягивающие. Чтобы  вычислить на-
пряжения в любом поперечном сечении балки необходимо знать распределение 

yQ  и xM  по длине балки,  построив  эпюры этих силовых факторов.        
  Из уравнений статического равновесия для отсеченной части балки полу-
чим: 

Рис. 7.2 
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                                     ∑ = 0y ; 01 =−− yQFyA ; 

        AyFQy −= 1 или ∑
=

=
n

i
iy FQ

1
,                              (7.1) 

 т.е. поперечная сила в произвольном сечении балки численно равна алгебраи-
ческой сумме всех активных и реактивных сил, взятых по одну сторону от это-
го сечения. 

     ∑ = 0Cm ; ( ) 01 =+−+⋅− xMazFzyM A ; 

( )azFzyMM Ax −−⋅+= 1  или ∑
=

=
n

i
iИЗMM x

1
,          (7.2) 

т.е. изгибающий момент в произвольном сечении балки численно равен алгеб-
раической сумме моментов от всех активных и реактивных сил, взятых по одну 
сторону от этого сечения относительно его центра тяжести. 

Условимся о правилах знаков для определения yQ  и xM , т.е. о правилах с 
каким знаком следует подставлять внешние нагрузки в уравнения (7.1) и  (7.2)  
(рис. 7.4). 

Определение знака поперечной силы по рис. 7.4, а в уравнениях (7.1) 
обычно не вызывает затруднений. Для определения знака изгибающего момен-
та надо представить,  что балка защемлена (рис. 7.4, в)  в  том  сечении,  где  
определяется xM , а действительные опоры балки надо отбросить, заменив их 
действие реакциями. Если приложенные нагрузки вызовут сжатие верхних во-
локон, то эти нагрузки дают положительный  изгибающий момент и наоборот.  
Это правило сжатого волокна, т.е. при принятом правиле знаков эпюра изги-
бающих  моментов  всегда будет находиться со стороны  сжатых   волокон. 

Для более быстрого запоминания правил,  по-видимому, может быть по-
лезен мнемонический прием: 

а) для  yQ  – «правило руля»: сечение – это центр «рулевого колеса»; если 
силы F  поворачивают  «руль» вправо, то  это правильно (положительно) (при 
принятом правостороннем движении в стране),  и наоборот... 

Рис. 7.4 

а) б) в) 
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б) для xM  – «правило эмоций»: при улыбке мышцы (внешние силы) при-
поднимают концы рта вверх, т.е. верхние волокна сжаты и таким образом эти 
силы вызывают положительный изгибающий  момент и наоборот...  Причем  за 
сечение  принимаем вертикальную ось симметрии рта. 
7.3 Зависимость между изгибающим моментом, поперечной силой и интен-

сивностью распределенной нагрузки 
Рассмотрим балку, нагруженную произвольной распределенной нагрузкой 

( )zfq =   (рис. 7.5, а). 
Выделим из бруса элемент длиной dz  и приложим  слева и справа попе-

речные силы yQ  и ( yQ  + ydQ ) и изгибающие моменты xM  и ( xM  + xdM ), 
соответственно, приняв направления этих силовых факторов положительными 
в соответствии с выбранными выше  правилами знаков (рис. 7.5, б). В пределах 
малого участка dz  нагрузку     q  принимаем распределенной равномерно. 
  Составим уравнения равновесия: 

∑ = 0y ; 0=−−⋅+ yyy dQQdzqQ ; 

∑ =0Cm ; 02 =++⋅−⋅−− xxyx dMMdzdzqdzQM . 

Произведя упрощения и отбросив произведение величин высшего порядка 
малости,  получим  

qdzdQy = ,                                         (7.3)   
т.е. первая производная от поперечной силы по длине балки равна интенсивно-
сти   распределенной   нагрузки;  

yx QdzdM =                                        (7.4) 
из второго уравнения, т.е. первая производная от изгибающего момента по дли-
не балки равна поперечной силе. 

Эти соотношения действительны, когда абсцисса поперечного сечения 
балки возрастает от  левого конца балки. 

Полученные зависимости позволяют получить при любой внешней нагруз-
ке следующие правила проверки эпюр yQ  и xM : 

Рис. 7.5 
а) б) 
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1. На участках балки, где q  = 0, эпюры yQ  ограничены прямыми, парал-
лельными базе (продольной оси балки), а эпюра xM  – наклонными прямыми.  

2. На участках, где q  ≠ 0, эпюры yQ  ограничены прямыми, наклонными к 
базе, а эпюры xM  – параболами, направленными 6 выпуклостью навстречу 
действию q .  

3. В сечениях балки, где эпюра yQ   меняет знак (слева направо) с (+) на (–
), на эпюре xM  экстремум максимум и наоборот...  

4. На участках балки, где эпюра yQ  = 0, эпюра xM   – прямая, параллель-
ная базе.  

5. На участках балки, где эпюра yQ  > 0, эпюра xM  возрастает слева на-
право, и наоборот....  

6. В сечениях балки, где приложены внешние активные и реактивные со-
средоточенные силы, на эпюре yQ  возникают скачки на их величину и в на-
правлении этих сил, а на эпюре xM  – изломы, направленные навстречу этим 
силам.  

7. В сечениях балки, где приложены сосредоточенные моменты, на эпюре  
xM   возникают скачки на их величину и в направлении этих моментов.  

8. Эпюра yQ  является диаграммой производной от эпюры xM . Следова-
тельно, ордината на эпюре  yQ  в  любом  сечении  равна тангенсу угла наклона 
касательной к эпюре  xM   в этом сечении балки. 

7.4 Построение эпюр поперечник сил и изгибающих моментов 
Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 7.1. Построить эпюры yQ   и xM  для консольной балки (рис. 7.6, 

а). 
Чтобы не определять реакции в 

опоре A, строим  эпюры от  правого 
конца балки  в следующем порядке.     
Разобьем балку АВ  на участки I и II, 
в пределах которых законы измене-
ния yQ  и xM  остаются постоянны-
ми. Границами участков являются: 
начало и конец балки, точки прило-
жения внешних сосредоточенных сил 
(включая опорные реакции), начало и  
конец приложения распределенных 
сил q . Выберем начало координат на 
правом конце балки В  и на основа-
нии формул (7.1) и (7.2) и правил 

Рис. 7.6 

а) 
 
 
б) 
 
 
в) 
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знаков, составим выражения для yQ  и xM  в произвольных сечениях z  для ка-
ждого участка. Участок I ( )lz ≤≤ 10 : 

11 2 qzqlqzFQy +−=+−= ; 222
2
1

1
1

11
zqqlzzqzFzM x −=−= ; 

здесь qz  – равнодействующая распределенной нагрузки q  в пределах отрезка 
длиной z ; она приложена посредине этого  отрезка и поэтому момент ее отно-
сительно  сечения 1z  равен )2( 1

1
zqz− . 

При 1z  = 0; yQ  = qlF 2−=− ;  xM  = 0; 

при 1z  = l ; qlqlqlQy −=+−= 2 ; xM  = 2
2

2 5,122 qlqlql =− . 

Участок II ( lzl 22 ≤≤ ): qlqlqlqlFQy −=+−=+−= 2 , 
т.е. поперечная сила yQ  на участке II не зависит от 2z  (конец приложения на-
грузки q  совпал с началом этого участка. 
                  ( ) ( ) 2

2222 222 qllzqlqlzMlzqlFzM x −−−=−−−= ; 
при 2z  = l ; ( ) 222 5,022 qlqlllqlqlM x =−−−= ; 
при 2z  = l2 ; ( ) 22 5,12222 qlqlllqllqlM x =+−−⋅= . 

Выбрав масштаб, строим эпюры 
поперечных сил yQ  и изгибающих мо-
ментов xM  (рис. 7.6, б, в), а затем про-
веряем правильность их получения (см. 
раздел 7.3). 

Пример 7.2.  Построить эпюры yQ  
и xM  для двухопорной балки (рис. 7.7, 
а). Решение задачи:  

Определяем опорные реакции: 

0=∑ Bm ; 02
1

11 =−−− MlqllyА ; 

( ) ( ) кНlMqlyA 3044024202 2
1

2
1 =−⋅=−=

; 
0=∑ Am ; 022

11 =−− MqllyB ; 
( ) ( ) кНlMqlyB 5044024202 2

1
2

1 =+⋅=+= . 
Проверка: ∑ = 0y ; 01 =+− BA yqly ; 30 – 20⋅4 + 50=  

= 0. 
 Разбиваем балку на cиловые участки I и II; составляем выражения для yQ   
и xM : 

Участок I ( мlz 40 11 =≤≤ ): 

1qzyQ Ay −= ; 22
11 qzzyM Ax −= ; 

Рис. 7.7 

а) 

б) 

в) 
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при 1z  = 0; кНyQ Ay 30== ;  

xM  = 0; при 1z  = м4 ; yQ  = 30 – −20⋅4 = –50кН ; 

xM  = 30⋅4 – 20⋅42/2 = –40 мкН ⋅ . 
Построив эпюру yQ видим, что она меняет знак c (+) на  (–), т.е. на участ-

ке I на эпюре xM  необходимо определить экстремум. Согласно  (7.4) получим: 

01 =−== ∗qzyQdz
dM

Ay
x ; мq

yz A 5,120
30

1 ===∗ . 

Тогда: мкНqzzyM Ax ⋅=⋅−⋅=−⋅= ∗∗ 25,225,1205,1302 22
11max . 

Участок II ( мlz 20 22 =≤≤ ): yQ  = 0; xM  = мкНМ ⋅−=− 40 . 
Эпюры yQ  и xM  показаны на рис. 7.8, б, в. 

7.5 Определение нормальных напряжений при чистом изгибе балки 
Рассмотрим консольную балку произвольного поперечного сечения, по-

стоянного по длине,  нагруженную в вертикальной плоскости моментом M   
(рис. 7.8,а). При такой нагрузке yQ  = 0, а xM  = = M . 

  При прямом чистом изгибе балки справедливы: 
1. Гипотеза плоских сечений  Бернулли – сечения плоские и нормальные к 

оси балки до деформации остаются плоскими и нормальными к ее оси и после 
деформации. 

2. Гипотеза о ненадавливаемости волокон: нормальные напряжения в  про-
дольных  сечениях балки не возникают. 

Т.к. поперечные силы yQ  = 0,  то можно предположить, что не возникают 
в плоскости поперечных сечений и касательные напряжения. 

Двумя поперечными сечениями z  и z  + dz  вырежем из балки элемент 
длиной dz  (рис. 7.8, б). На его торцах возникнут изгибающие моменты xM , 
которые вызовут деформацию изгиба (рис. 7.8, в): продольная ось z  (волокно 
ОО ) изогнется и получит радиус кривизны ρ , длина же слоя  ОО не изменит-
ся, т.е. ОООО ='' . Поперечные сечения при этом взаимно повернутся на угол 
θd . Волокно ab , расположенное на расстоянии y  от продольной оси z  (от 

слоя ОО ), удлинится и займет положение ''ba . 

Рис. 7.8 

а)                                    б)                     
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Относительное удлинение волокна ab : 
( )

ρθρ
θρθρε y

d
ddy

OO
OOba

ab
abba

l
l =−+=−=−=∆= ''

''''//
.      (7.5) 

Т.к. каждое волокно согласно принятым выше гипотезам испытывает од-
ноосное напряженное состояние, то, применив закон Гука, получим с учетом 
(7.5):        

                                     ρεσ yEE == .                                        (7.6) 

Таким образом, нормальные напряжения распределяются по линейному 
закону. Определим их из условия равновесия элемента балки (рис. 7.9). При 
равновесии должны соблюдаться шесть уравнений равновесия: 1. Т.к. внутрен-
ние силы dAσ  перпендикулярны осям x  и y , то ∑ = 0y ; ∑ = 0x . 2. ∑ = 0z  
или 0=∫

A
dAσ . 

Используя (7.6), получим  

xSEydAЕ
A ρρ =∫ , 

но 0≠E ; ∞≠ρ  (ось балки изогнута). Следовательно, ∫ ==
A
ydASx 0  [м3].                 

Статический момент площади xS  равен нулю относительно центральной 
оси. Следовательно, нейтральная ось при изгибе совпадает с центральной осью 
поперечного сечения. 

3. Уравнение 0=∑ Zm  обращается в тождество, т.к. внутренние силы dAσ  
параллельны оси z . 

4. Уравнение 0=∑ ym  дает ( )∫ =
A

xdA 0σ . Используя формулу (7.6), полу-

чим     

0=∫ =
A

xyJExydAE
ρρ . 

Т.к. 0≠ρЕ , то тогда центробежный момент инерции  

∫ ==
A

xydAxyJ 0 . Тогда x  и y  – главные оси сечения, а момент xM  

должен лежать в главной плоскости, что и выполняется. Отсюда следует: сило-

   Рис. 7.9                            Рис. 7.10                                        
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вая   линия и   нейтральная   ось взаимно перпендикулярны. 
5. Приравниваем нулю сумму моментов сил относительно оси x : 0=∑ xm

; ( ) 0=∫+−
A

xdAM x σ ; с учетом (7.6) получим: 

    xx JEdAyEM
A
∫ == ρρ

2   или  
x
x

EJ
M=ρ

1 ,                    (7.7) 

где ρ1  – кривизна нейтрального слоя балки; xEJ  –  жесткость поперечного 
сечения балки на изгиб относительно оси x . Уравнение (7.7) называют основ-
ным уравнением изгиба. 

Подставив (7.7) в (7.6), получим искомую формулу: 

                                                   yJ
M

x
x=σ ,                                         (7.8) 

где xM  –  внутренний изгибающий момент в сечении, в котором определяют 
σ  [Н⋅м]; xJ  – осевой момент инерции поперечного сечения относительно ней-
трального слоя [м4]; y  – расстояние от нейтрального слоя до слоя, в котором 
определяют напряжения [м]. 

Эпюра нормальных напряжении σ  в соответствии с формулой (7.8) пред-
ставлена на рис. 7.10. Наибольшие напряжения возникают в крайних волокнах, 
наиболее удаленных от нейтральной оси поперечного сечения балки. 

7.6 Расчет на прочность по нормальным напряжениям 
Расчет балок на прочность проводят для опасного сечения – сечения, в ко-

тором xM  имеет наибольшее значение. Для балок из пластичных   материалов 
(рис. 7.12,а), для которых [ ] [ ]−+ = σσ , симметричных относительно нейтраль-
ной оси ( 2maxmax hyy == −+

) условие прочности на основании (7.8) примет 
вид 

         [ ]σσ ≤=⋅==
x
x

x
x

x
x

W
Mh

J
MyJ

M
2maxmax ,                    (7.9) 

где maxyJW xx =  –  осевой момент сопротивления или момент сопротивле-
ния при изгибе. Этот параметр является геометрической характеристикой попе-
речного сечения балки, определяющей ее прочность при изгибе. 

Для хрупких материалов допускаемые напряжения на растяжение и сжатие 
неодинаковы (например, для чугуна [ ] [ ]−+ ÷= σσ 53 ). Поэтому для таких балок 
применяют сечения несимметричные относительно нейтрального слоя (рис. 7.1, 
б). В таком случае необходимо нагружать балку так, чтобы −+ 〈 maxmax yy , и со-
ставлять два условия прочности:            

а) по наибольшим растягивающим напряжениям (точка B ) 

                          [ ]+++ ≤= σσ maxmax yJ
M

x
x ;                            (7.10) 

б) по наибольшим сжимающим напряжениям (точка А) 

  [ ]−−− ≤= σσ maxmax yJ
M

x
x .                            (7.11) 
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Рис.  7.11 

 Значения maxyJW xx =  для простейших сечений следующие: 
для прямоугольника (рис. 7.13, а) 

            6212
23 bhhbhWx == ; 6212

23 hbbhbWy == ;                  (7.12) 

для круга (рис. 7.12, б)  

                      3
34

1,032264 ddddWW yx ≈=== ππ ;                    (7.13) 

для кольца (рис. 7.2, в) 
( )4

344
13226464 CDDdDWW yx −=−== 









 πππ ; DdC = ; 

или                         ( )43 11,0 CDWW yx −≈= .                             (7.14) 
Для прокатных профилей (двутавры, швеллеры и др.) xW  и yW  указаны в 

таблицах сортамента. 

 
Рис. 7.12 

Из условий прочности (7.9) – (7.11) вытекает три типа задач:  
а) проверочный расчет: зная максимальный изгибающий момент maxxM  в 

опасном сечении балки, размеры и форму поперечного сечения, определяющие 
величину xW  и свойства материала, т.е. [ ]σ , получают для пластичных мате-
риалов 

          [ ]σσ ≤=
x

x

W
M max

max .                             (7.15) 

Для хрупких – используют формулы (7.10) и (7.11); 
б) проектировочный расчет: зная maxxM  и  [ ]σ , подбирают поперечное 

сечение из (7.15) 
                      [ ]σmaxxx MW ≥ .                                (7.16) 

  а)   б) в) 

67 
 



Для хрупких материалов определение размеров поперечного сечения вы-
полняют при заданном соотношении размеров методом приближений, проверяя   
затем   выполнение условий прочности (7.10) и (7.11); 

в) определение допускаемой нагрузки: для пластичных материалов из 
формулы (7.15):   

                      [ ] [ ]σxx WM ≤ .                                    (7.17) 
 Зная связь между xM  и нагрузкой (по построенной эпюре xM ), опреде-
ляют допускаемую внешнюю нагрузку. 

Для хрупких материалов определяют наименьший из двух [ xM ] из формул 
(7.10) и (7.11), а далее поступают так, как сказано в предыдущем абзаце.  

7.7 Рациональные формы сечения балок 
Сечения балок, материал которых одина-

ково работает на растяжение и сжатие, должны 
быть прежде всего симметричны относительно 
нейтральной линии, чтобы  −+ = maxmax σσ .  

На рис. 7.13, а представлена эпюра σ, по-
строенная по известной формуле (7.6): 

( )yJM xx=σ . Рассмотрим прямоугольник 
(рис. 7.13, б).  

 Найдем часть изгибающего момента xM , 
воспринимаемого половиной площади сечения 
(дважды заштрихована). Для всей площади  се-

чения  имеет  место зависимость (7.7): xx EJM=ρ1 . Для половины  площади   
сечения  это  выражение примет  вид:  ''1 xx EJM=ρ ,  где '

xJ   –  осевой мо-
мент инерции половины площади сечения  (дважды заштрихованной). Прирав-
няв правые части этих выражений, получим 

                          
x
x

x
x

J
J

M
M ''

= ,                                    (7.18) 

где ( ) 341222 43' aaaJ x =⋅= ; ( ) 3321242 43 aaaJ x =⋅= . 
Таким образом, подставив (7.19) в (7.18), получим, что центральная поло-

вина площади поперечного сечения воспринимает '
xM ,  составляющий 1/8 от 

xM . Такая форма не является рациональной при изгибе балки. 
Изменим форму сечения, сохранив его первоначальную площадь (рис. 

7.13,в). Используя формулы (7.12), вычислим осевые моменты сопротивления 
до и после изменения формы поперечного сечения: 

( ) 3
3

3
16

6
42 aaaWx == ; 3

44

15
121

2
5

12
8

12
1252

max

'''' aaaa
y
JW x

x =−⋅== 









. 

Их отношение, xx WW ''  = 1,51. Следовательно, вследствие увеличения ''
xW  

по сравнению с первоначальным xW , явившегося результатом переноса мате-
риала из нейтрального слоя на периферию (т.е. без увеличения веса балки), 

Рис. 7.13 

а)   
 

в) 
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максимальный изгибающий момент, который может быть воспринят изменен-
ным сечением, возрос в 1,51 раза (см. формулу (7.18). 

Стремление к рациональному использованию материала балок, привело к 
созданию прокатных профилей в виде двутавров, швеллеров (рис. 7.14, а, б),  
клепанных (сварных) металлических и клееных деревянных балок (рис. 7.14, в, 
г). 

Рис. 7.14 
Возможны исключительные случаи уменьшения прочности балок в ре-

зультате увеличения площади их поперечных сечений. Например, приварив к 
прямоугольнику полосы сверху и снизу, получают уменьшение maxyJW xx =  
(рис. 7.14,д). Это происходит за счет того, что степень увеличения xJ  при этом 
меньше степени увеличения maxy . С другой стороны с уменьшением площадей 
круга и квадрата (рис.  7.14,е,ж) их моменты сопротивления xW  окажутся мак-
симальными. 

Рациональность сечений оценивают безразмерным  параметром 
3 AWxx =ω . Сечение при этом считается тем рациональнее, чем больше его 

xω . Например, для  круга – xω  = 0,141;  для кольцевого сечения xω   = 0,294 (
C  = 0,7); для двутавра №20 – xω  = 1,35. 

Балки, материал  которых неодинаково работает на растяжение и сжатие 
(хрупкие  материалы)  и у  которых  обычно ( )[ ]+− ÷= σσ 53B , должны иметь се-
чения, несимметричные относительно нейтральной оси (рис. 7.11, б). 

Чтобы балка была равнопрочной в зонах растяжения и сжатия, их форма 
должна удовлетворять условию 

                                     [ ]
[ ]−

+

−

+ = σ
σ

max

max

y
y

,                                      (7.19)  

которое вытекает из условий прочности (7.10) и (7.11). 
Вопросы для самоконтроля 
1.Что называется прямым и косым изгибом?  
2. Что называется чистым и поперечным изгибом?   
3. Какие  внутренние  усилия возникают в  поперечных сечениях бруса в 

общем случае действия на него плоской системы сил?   
4. Какие правила знаков приняты для каждого из внутренних усилий?   
5. Как вычисляется изгибающий момент в поперечном сечении  бруса?   
6. В  каком  порядке отроятся эпюры Q и М ?  

а)         б)         в)         г)          д)             е)              
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8 ЛЕКЦИИ.ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЕЧЕ-
НИЙ 

8.1 Основные геометрические характеристики сечений 
При проверке прочности и жесткости элементов конструкций необходимо 

знать особые геометрические характеристики поперечных сечений (рис. 8.1): 
а) статические моменты 

             ∫=
A
ydASx ;     ∫=

A
xdASy ;       [м3]                      (8.1)   

б) осевые моменты инерции 
     ∫=

A
dAyJx

2 ;     dAxJ
A

y ∫= 2 ;      [м4]                     (8.2) 

        в) полярный момент инерции относительно начала координат 
                      dAJ

A
∫= 2ρρ ,   [м4],                                     (8.3) 

т.к. 222 ух +=ρ , то (8.3) с учетом (8.2) принимает вид 
                        yx JJJ +=ρ ,  [м4];                                    (8.4) 

г) центробежный момент инерции 
                        ∫=

A
xydAJxy ,  [м4].                                     (8.5) 

Статические моменты и центробежные моменты инерции сечений могут 
быть положительными, отрицательными и равными нулю. Осевые и полярный 
моменты инерции всегда положительны. Центральными моментами инерции 
называют моменты, вычисленные относительно центральных осей. 

Осевые и центробежный моменты составного сечения относительно цен-
тральных осей СХ  и СУ  равны алгебраической сумме моментов инерции со-
ставляющих сечений, вычисленных относительно этих осей. 

Например, для рис. 8.2: 
      

III

C

II

C

I

CC XXXX JJJJ −+= ;                                  (8.6) 

          
III

C

II

C

I

CC УУУУ JJJJ −+= ;                                    (8.7) 

      Рис.  8.1                                          Рис. 8.2 
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III

CC

II

CC

I

CCCC УXУXУXУX JJJJ −+= .                    (8.8) 
8.2 Определение центра тяжести составного сечения 

Центральной осью называется ось, относительно которой статический мо-
мент сечения равен нулю. Центральные оси всегда проходят через центр тяже-
сти сечения. Если сечение имеет ось симметрии, то центр тяжести находится на 
этой оси. Если этих осей две или больше, то центр тяжести находится в их пе-
ресечении. 

Координаты центра тяжести составного сечения (рис. 8.2) определяются 
по формулам относительно вспомогательных осей Х , У : 

           
321

332211

ААА
УАУАУА

А
S

Х X
С ++

++
==

∑
∑

,                          (8.9) 

           
321

332211

ААА
ХАХАХА

А
S

У У
С ++

++
==

∑
∑

                     (8.10) 

где 1Х , 1У , 2Х , 2У , 3Х , 3У  – координаты центров тяжести элементарных се-

чений, взятые относительно выбранных вспомогательных осей Х , У . 
Для упрощения вычислений в качестве вспомогательных осей можно вы-

бирать центральные оси одного из сечений так, чтобы центры тяжести осталь-
ных элементарных сечений оказались в первом их квадранте. 

Необходимо помнить, что при вычислении статических моментов элемен-
тарных сечений, координаты их центров тяжести подставляют в расчетные фор-
мулы (8.9) и (8.10) с учетом их знака относительно выбранных вспомогательных 
осей. При этом статические моменты и площади суммируются алгебраически, 
т.е. подставляются со знаком «минус» для вырезанных площадей (см. раздел 
8.7). 

8.3 Зависимость между моментами инерции при параллельном переносе 
осей 

Если оси Х , У  параллельны центральным осям СХ , СУ  (рис. 8.3), то 
моменты инерции вычисляют по формулам: 

AnJJ
СXX

2+= ,                                     (8.11) 

       AmJJ
СУУ

2+= ,                                     (8.12) 

                      nmAJJ
ССУXXУ += ,                               (8.13) 

где CXJ , CУJ , CCУXJ  – осевые и центробежный моменты инерции, соответ-
ственно, вычисленные относительно собственных центральных осей сечения; 
        n  и m – расстояния (с учетом знаков) между центральной осью СХ  и осью 

Х , центральной осью СУ  и осью У , соответственно. 
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Из анализа (8.11, 8.12, 8.13) видим, что моменты инерции относительно 
собственных центральных осей СХ  и СУ  имеют наименьшую величину. 

  
                  Рис. 8.3                                                         Рис. 8.4 

8.4 Зависимость между моментами инерции при  повороте осей 
Если оси U , V  повернуты по отношению к исходным осям СХ , СУ  на 

угол α  (рис. 8.5), то 
   ααα 2sinsincos 22

XУУXU JJJJ −+= ;          (8.14) 

ααα 2sincossin 22
XУУXV JJJJ −+= ;           (8.15) 

αα 2cos2sin
2 ХУUV JJJJ УX +
−

= .                    (8.16) 

Эти формулы справедливы только для осей с общим началом координат. 
Положительный угол α  отсчитывается против часовой стрелки. 

8.5 Определение положения главных осей и главных моментов инерции 
Главными осями называют оси, относительно которых центробежный мо-

мент инерции равен нулю, а осевые моменты инерции принимают экстремаль-
ные значения ( maxJ , minJ ) и называются главными моментами инерции. 

Через любую точку для любого сечения проходят, по крайней мере, две 
главные оси. Если сечение имеет ось симметрии, то эта ось и ось, ей перпенди-
кулярная и проходящая через центр тяжести, являются главными центральны-
ми осями сечения. Если осевые моменты инерции относительно двух главных 
центральных осей равны между собой, то все оси, проходящие через эту точку, 
также являются главными, а моменты инерции относительно этих осей одина-
ковы по величине (например, для круга, квадрата). 

Приравняв (8.16) к нулю, получим 
                 ,22 0

XУ

ХУ

JJ
Jtg
−

=α                                  (8.17) 

где 0α  – угол, на который надо повернуть оси Х , У , чтобы получить поло-
жение главных осей. 

Главные моменты инерции определяют по формулам (8.14) и (8.15) после 
подстановки в них 0α  с учетом знака или по формуле: 
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    ( ) 22

min
max 4

2 ХУУX
УX JJJ

JJ
J +−±

+
= .                 (8.18) 

Однако при подсчете моментов инерции по формуле (8.18) обычно возни-
кают затруднения в определении, какой из полученных моментов инерции UJ , 
а какой VJ , и поэтому предпочтительнее определять их по формулам (8.14) и 
(8.15). 

Если сложить почленно левые и правые части формул (8.14) и (8.15), полу-
чим с учетом (8.4): 

        ρ
JJJJJ

УXVU =+=+ .                           (8.19) 

Эта формула полезна при проверке правильности определения главных 
центральных моментов инерции сечения. 

8.6 Моменты инерции простых сечений 
1. Прямоугольник (рис. 8.5, а). Вычислим осевые моменты инерции сече-

ния относительно главных центральных осей Х , У . 
Используя формулы (8.2) и учитывая, что bdydA = , получим 

      12/
2/

2/

322 ∫∫
+

−
===

h

hA
X bhdyybdAyJ .                     (8.20) 

Аналогично                    12/3hbJУ = .                                     (8.21) 
2. Круг (рис. 8.5, б). Вычислим полярный момент инерции относительно 

центра тяжести круга, используя формулу (8.3) и принимая за dA  площадь 
бесконечно тонкого кольца толщиной ρd , т.е. ρπρ ddA ⋅= 2 . Тогда  

44422 1,032/2/2
0

ddrddJ
r

A
≈==== ∫∫ ππρρπρρρ .     (8.22) 

Учитывая формулу (8.19), получим УX JJJ 22 ==ρ . 

Отсюда 444 05,064/4/2/ ddrJJJ УX ≈=== = ππρ .           (8.23) 
3. Кольцо (рис. 8.5, в). Осевые моменты равны согласно формул (8.6) и 

(8.7) разности моментов инерции кругов диаметров D  и d . Тогда  
)1(64/64/64/ 2444 cDdDJJ УX −=−= = πππ .       (8.24) 

где Ddс /= . 
Аналогично полярный момент инерции 

)1(32/32/32/ 2444 cDdDJ −=−= πππρ .               (8.25) 
4. Треугольник (рис. 8.5, г). Вычислим вначале осевой момент инерции от-

носительно оси 1Х . Принимаем за dA  площадь трапеции BCLM , преобразо-
вав ее в прямоугольник  

dybdA y= , 
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где yb  – ширина прямоугольника при координате 0у . 

Рис. 8.5 
Из подобия треугольников ( hbуby // = ) получим hybbу /= ; тогда с 

учетом (8.20) 

4/
0

332

1
∫∫ ===
h

A
X bhdyy

h
bdAyJ ,    12/3hbJ y =             (8.26) 

Определим момент инерции относи-
тельно центральной оси Х ; используя 
формулу (8.11), получим 

  

3623
2

4

323
2

1

bhbhhbhAnJJ XX =





−=−= .                    

(8.27) 
Относительно оси У  осевой момент 

инерции определяют по выше изложен-
ной методике. 

5. Прокатные профили. Значения 
геометрических характеристик для этих 
сечений представлены в таблицах, назы-
ваемых сортаментом прокатных профи-

лей. (см. Приложения 1, 2 и 3). 
8.7 Порядок расчета составного сечения 

Рассмотрим сечение, имеющее две оси симметрии (рис. 8.6). Разбиваем это 
составное сечение на элементарные: I , II – прямоугольники, III круг.  

Решение.  
1. Определение центра тяжести. В качестве вспомогательных осей выбира-

ем оси круга 3Х , 3У . В этом случае координата центра тяжести СХ = 0,  т.к.  

Рис. 8.6 

74 
 



центр    тяжести сечения  должен   быть  на  оси симметрии 3У . На основании 
формулы (8.10) получим: 

, 68,1
76,1244
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π

;    смУ 51 −= ;   смУ 12 −= ;   03 =У . 

Проводим центральные оси СХ , СУ . Эти оси являются главными цен-
тральными осями сечения (см. раздел 8.5). 

2. Определение главных центральных моментов инерции. Для определения 
главных центральных моментов инерции применим формулы параллельного 
переноса (8.11 – 8.13), а также формул (8.6, 8.7) и (8.23): 
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где 1n = –3,32 см; 2n = 0,68 см; 3n = 1,68 см. 

Так как оси 1У , 2У , 3У , СУ  совпали, то главный центральный момент 

инерции всего сечения относительно оси СУ  определим как алгебраическую 
сумму осевых моментов составляющих сечений: 
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Вопросы для самоконтроля 
1. Как определяются координаты центра тяжести составного сечения?  
2. Каким свойством обладают центральные оси сечения?  
3. Что представляет собой статический момент сечения, полярный, осевой 

и центробежный моменты инерции? Их свойства.  
4. Какая зависимость существует между полярными и осевыми моментами 

инерции сечения относительно двух взаимно перпендикулярных осей?  
5. Какая зависимость существует между осевыми моментами инерции от-

носительно любой пары взаимно перпендикулярных осей, проходящих через 
центр тяжести сечения?  
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9 ЛЕКЦИИ.ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В БАЛКАХ ПРИ 
ИЗГБЕ 

9.1 Прогиб и поворот сечения балки 
При действии внешних сил, расположенных в одной из главных плоско-

стей инерции балки, наблюдается искривление ее оси в той же плоскости, т.е. 
происходит плоский изгиб. 

На рис. 9.1, а изображена искривленная ось балки, защемленной одним 
концом и нагруженной на другой конец сосредоточенной силой. Центр тяжести 
О какого-либо сечения с координатой х перемещается в точку О1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Перемещение ОО1 центра тяжести сечения по направлению, перпендику-
лярному к оси балки, называется прогибом балки в этом сечении и обозначает-
ся буквой y. 

При деформации балки сечение, оставаясь плоским, поворачивается по 
отношению к своему прежнему положению. На рис. 9.1, б показаны сечения О 
− О1 и В − В1 до и после перемещения. 

Угол θ , на который каждое сечение поворачивается по отношению к сво-
ему первоначальному положению, называется углом поворота сечения. 

Выберем систему координат, которой будем в дальнейшем пользоваться. 
Начало координат расположим в одной из точек оси балки, которую всегда бу-
дем принимать за ось х; ось y будем направлять перпендикулярно оси балки 
вверх. При таких условиях уравнение 

 )(xfy =                                                       (9.1) 
представляет собой уравнение кривой, по которой изогнется ось балки. Каса-
тельная к изогнутой оси балки (рис. 1.1, б) в точке О1 составит с осью х угол 
поворота поперечного сечения относительно первоначального положения. С 
другой стороны, тангенс угла, образованного касательной к кривой ( )xfy =  с 
осью х, равен 

                                                        dx
dytg =θ .                                                     (9.2) 

 На практике для стальных балок в зависимости от их назначения ставят, 
чтобы прогиб не превосходил 0,001÷0,004 доли пролета. Отсюда углы поворота 
θ  бывают очень малыми углами, обычно не больше 1º. Для таких углов можно 
считать, что тангенс угла равен углу, выраженному в радианах 

а) б) 
Рис. 9.1 
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                                                        dx
dy=θ ,                                                       (9.3) 

т.е. угол поворота сечения равен первой производной по х от прогиба у в этом 
сечении. 
 Таким образом, задача изучения деформаций балки сводится к получе-
нию уравнения изогнутой оси ( )xfy = ; зная его, мы можем вычислить диффе-
ренцированием и угол поворота для любого сечения балки. 

9.2 Дифференциальное уравнение изогнутой оси 
 Для того чтобы получить величину прогиба у как функцию от х, устано-
вим зависимость деформации балки от внешних сил, изгибающих ее, от ее раз-
меров и материала. Используем формулу изгибающего момента 

                                                      ρ
EJM =                                                      (9.4) 

и распространим ее на общий случай изгиба, т.е., пренебрегая влиянием попе-
речной силы на деформации балки, запишем 

                                                  ( )
( )

EJ
хМ

х =ρ
1 ,                                                   (9.5) 

где   ( )xρ  − радиус кривизны участка изогнутой оси балки между двумя смеж-
ными сечениями на расстоянии х от начала координат; ( )хМ  − изгибающий 
момент в том же счении; EJ – жесткость поперечного сечения балки. 

 На рис. 9.2. изображено изменение ра-
диусов кривизны по мере изменения изги-
бающего момента. 

Для получения уравнения изогнутой оси 
необходимо использовать математическую 
зависимость между радиусом кривизны оси и 
координатами ее точек x и y: 

2

2

32

1 .
( )

1

d y
dx

x dy
dx

ρ
= ±

  +  
   

                   (9.6) 

         Подставляя это значение для кривизны )(1 xρ  в формулу (9.5), получаем 
дифференциальное уравнение, связывающее х, y, М(х) и ЕJ: 

                                            

2

2

32

( ) .

1

d y
M xdx

EJdy
dx

± =
  +  

   

                                    (9.7) 

Это и есть дифференциальное уравнение изогнутой оси или «дифференци-
альное уравнение упругой линии». 

Рис. 9.2 
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Для большинства практически встречающихся задач величина dxdy  − 
угол поворота сечения балки очень мала, что позволяет пренебречь ее величи-
ной по сравнению с единицей в формуле (9.7) и эта зависимость упростится: 

2 2

2 2

( ) , ( ).d y M x d yили EJ M x
dx EJ dx

± = =  

Это уравнение называется приближенным дифференциальным уравнением 
изогнутой оси балки. 

Правило знаков для изгибающего момента установлено независимо от на-
правления координатных осей, вторая же производная положительна, если в сто-
рону положительной оси у обращена вогнутость кривой, и отрицательна – если 
выпуклость (рис. 9.3). 

При направлении оси у вверх в уравнении (9.8) следует оставить плюс, а 
при направлении вниз – знак минус. 

Условимся в дальнейшем всегда ось у направлять вверх и дифференци-
альное уравнение (9.8) и писать в виде: 

                                              
2

2 ( ).d yEJ M x
dx

=                                            (9.9) 

Для получения из дифференциального уравнения изогнутой оси уравне-
ния прогибов ( )y f x=  необходимо произвести интегрирование уравнения (9.9). 
Выражение для ( )M x  является функцией от х, поэтому интегрируя, получаем 

( ) ;dyEJ M x dx C
dx

= ⋅ +∫  

интегрируя второй раз, будем иметь 
( ) ( ) .EJy dx M x d x Cx D= + +∫ ∫  

Мы получим уравнение углов поворота 
                           1 ( )dx M x dx C

dy EJ
θ  = = ⋅ + ∫                    (9.10) 

и уравнение прогибов 
                       1 ( ) .y dx M x dx Cx D

EJ
 = + + ∫ ∫                   (9.11) 

Постоянные интегрирования С и D для каждого примера определяются в 
частном порядке из так называемых граничных условий, зависящих от спосо-
бов закрепления балки. 

(9.8) 

Рис. 9.3 
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9.3 Интеграл Мора 
Рассмотрим вывод общей формулы для определения перемещений при из-

гибе. 
Определим прогиб в точке К двухопорной балки, изображенной на рис. 

9.4, а. 
                                                                                                                                    
 
 
 

Для упрощения вывода показываем только одну силу, но выражение, ко-
торое будет получено, справедливо при любых нагрузках. 

Приложим к ненагруженной балке в точке К некоторую силу Т (рис. 9.4, 
б). Состояние балки при ее нагружении силой Т называют вспомогательным, 
или фиктивным, так как в действительности его не существует и нужно лишь 
оно для вывода формулы перемещений. Определим работу внешних сил и 
энергию деформаций для вспомогательного состояния балки. 

Работа силы Т на перемещении KT∆  (здесь первый индекс указывает точ-
ку, в которой определяется перемещение, а второй – причину, вызвавшую это 
перемещение) определяется по теореме Клапейрона: 

                                                   1 .
2T KTA T= ⋅∆                                      (9.12) 

Соответствующая энергия деформации определяется по формуле: 
                                                  

2

,
2

i

xT
T

xl

M dzU
EJ
⋅

= ∑∫                                      (9.13) 

где xTM  − изгибающий момент в произвольном сечении балки, возни-
кающий от действия силы Т. 

Конечно, ,T TA U=  т.е. 

                                              
21 .

2 2
i

xT
KT

xl

M dzT
EJ
⋅

⋅∆ =∑∫                                   (9.14) 

Приложим к балке, нагруженной силой Т, заданную силу F (рис.9.4, в). 

 

а) 

б) 

в) 

Рис. 9.4 
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 Точка K получит дополнительное перемещение KT∆ , и сила Т совершит 
дополнительную работу: 

                                                   KFТF ТА ∆⋅= .                                       (9.15) 

В этом выражении нет множителя 2
1 , т.к. в процессе нагружения балки 

силой F сила Т была уже приложена и ее величина не изменилась. Сила F со-
вершит работу по перемещению FF∆  точки ее приложения: 

                                                 FFF FA ∆⋅= 2
1 .                                       (9.16) 

Энергия деформации, соответствующая нагружению балки силой F (рис. 
9.4, а), равна  

                                          
∑∫

⋅=
il x

x
EJ

dzMU F
F 2

2 .                                        (9.17) 

При этом FF UA =  или                ∑∫
⋅=∆⋅

il x

x
EJ

dzMF F
FF 22

1 2 .                                    (9.18) 

Полная работа внешних сил представляется как сумма трех слагаемых: 
                     

KFFFKTTFFТ TFTAААА ∆⋅+∆⋅+∆⋅=++= 2
1

2
1 .      (9.19) 

Энергию деформации при совместном действии сил Т и F найдем по 
формуле (9.13), принимая FТ ххх МММ += , вычисляя изгибающие моменты на 
основе принципа независимости действия сил: 

                                       ( )
∑ ∫

⋅+=
il x

xx
EJ

dzMMU FT
2

2 .                              (9.20) 

Раскрывая скобки и приравнивая правые части выражений (9.19) и (9.21), 
получим: 

                ∑∫
⋅⋅+∑∫

⋅+∑∫
⋅=

il x

xx

il x

x

il x

x
EJ

dzMM
EJ

dzM
EJ

dzMU TFFT
22

22 .         (9.21) 

KFFFKT TFT ∆⋅+∆⋅+∆⋅ 2
1

2
1  = +∑ ∫

⋅+∑ ∫
⋅

il x

x

il x

x
EJ

dzM
EJ

dzM FT
22

22
 

                                  + ∑∫
⋅⋅

il x

xx
EJ

dzMM TF .                                      (9.22) 

Первое и второе слагаемое левой части равны соответственно первой и 
второй суммам интегралов правой части. Отсюда получаем 

                               KTT ∆⋅  = 
∑∫

⋅⋅

il x

xx
EJ

dzMM TF .                               (9.23) 

Для определения искомого перемещения KF∆  разделим обе части полу-
ченного выражения на фиктивную силу Т, тогда  

                                  ∑∫
⋅

=∆
il x

x
x

EJ
dzT

MM T
F

KF
.                                     (9.24) 

Величина TM Tx  имеет размерность длины и представляет собой изги-
бающий момент в произвольном сечении балки, вызванный действием силы, 
равной безразмерной единице и приложенной в той точке, где определяется пе-

80 
 



ремещение. Обозначим этот момент М1 и назовем его единичным моментом. 
Опускаем индекс х у изгибающего момента от заданных сил, окончательно по-
лучаем следующую формулу для определения перемещений, называемую фор-
мулой или интегралом Мора: 

                                             ∑ ∫
⋅

=∆
il xEJ

dzМM F
KF

1 .                                       (9.25) 

 Если определению подлежит не прогиб, а угол поворота какого-либо по-
перечного сечения, то к разгруженной балке прикладываем в этом сечении не 
единичную силу, а безразмерный единичный момент. 
 После вычисления интеграла Мора знак плюс говорит о том, что направ-
ления прогиба или угла поворота соответствуют направлению приложенной 
единичной силы или единичного момента. Знак минус укажет, что эти направ-
ления взаимно противоположны. 
 Если учитывать как изгибающие моменты, так и поперечные силы, то ин-
теграл Мора будет иметь вид 

                              
∑∫

⋅
=∆

il xEJ
dzМM F

KF
1  + ∑ ∫

⋅⋅⋅

il
GA

dzQQk F 1 ,                       (9.26) 

где  QF и Q1 – соответственно выражения поперечных сил от заданной нагрузки 
и от единичной силы для поперечного сечения балки, а k – коэффициент, зави-
сящий от формы поперечного сечения балки. 
 В том случае, если жесткость поперечного сечения балки постоянна по 
всей длине или на отдельных участках, формула (9.25) перепишется как 
                                                    1

1 .
i

KF F
x l

M M dz
EJ

∆ = ⋅ ⋅∑ ∫                                  (9.27) 

Пример. Необходимо определить прогиб посередине пролета и угол по-
ворота сечения на левой опоре балки (рис. 9.5, а). 
 
                                                                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

а) 

б) 

в) 

Рис. 9.5 
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Для определения перемещения по методу Мора составляем уравнение из-
гибающих моментов для участков I и II балки, при чем для I участка начало ко-
ординат принимаем на левой опоре, а для II – на правой: 

1 1

2 2

(0 / 2);
2

(0 / 2).
2

I
F

II
F

FM z z l

FM z z l

= ⋅ ≤ ≤

= ⋅ ≤ ≤
 

Прикладываем к ненагруженной балке посередине пролета единичную си-
лу (рис. 9.5, б) и составляем выражения единичных моментов, выбирая начало 
координат как при составлении FM : 

1 1

2 2

1 (0 / 2);
2
1 (0 / 2).
2

I
F

II
F

M z z l

M z z l

= ⋅ ≤ ≤

= ⋅ ≤ ≤
 

Подынтегральные выражения для I и II участков одинаковы, поэтому дос-
таточно определить лишь интеграл для участка и результат удвоить. 

=⋅∑ ∫ ⋅=∆= dzMMEJV
ilx

FKFKF 1
1  

322
1

2
2 3

11
0

1

2 z
EJ
FdzzzF

EJ x

l

x
⋅=⋅⋅⋅∫ ⋅= ∫ =

2

0 48
3l

xEJ
Fl . 

 Положительный результат указывает, что прогиб направлен в сторону 
единичной силы, т.е. вниз.  
 Для определения угла поворота в левой опоре в точку А прикладываем 
единичный момент (рис. 1.5, в). Уравнения единичного момента составим от-
дельно для I и II участков, по-прежнему принимая начало координат в первом 
случае на левом, а во втором – на правом конце балки. 

11
11 zlМ I ⋅−=    ( )20 1 lz ≤≤ ; 

22
1 zlМ II ⋅=    ( )20 2 lz ≤≤ . 




















∫ ∫ ⋅⋅⋅+−=∆=
2

0

2

0
221

1
1

1
212

1 l l

AFАF dzzlzFdzl
zzE

EJx
θ  = 

xx EJ
lFlFlFlF

ЕJ 1624224282
1 2222 ⋅=⋅+⋅−⋅= 










. 

 Знак плюс указывает, что сечение поворачивается в направлении единич-
ного момента, т.е. по часовой стрелке. 

9.3 Вычисление интеграла Мора по способу Верещагина 
А.М. Верещагин предложил упрощенное вычисление интеграла Мора: 
                                       ∫

⋅= ⋅l

xEJ
dxMM F

0

0

δ , 
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т.к. единичной силой бывает либо сосредоточенная нагрузка, либо пара сил, то 
эпюра сил М0 оказывается ограниченной прямыми линиями. Поэтому вычисле-

ние ∫
l

F dxMM
0

0 .  при 9.6.: 

 Пусть эпюра изгибающих моментов от внешних нагрузок МF имеет кри-
волинейное очертание (рис. 9.6, а), а эпюра изгибающего момента от единич-
ной нагрузки М0 прямолинейное (рис. 9.6, б). Произведение М⋅dx можно рас-
сматривать как элемент dω площади эпюры МF, заштрихованной на рис. 9.6, а, 
а ордината М0 равна:        

αtgxМ ⋅=0 .                                                             
 

 

 
 
 
 
 
 
Вопросы для самоконтроля 
1. Как записывается основное дифференциальное уравнение изогнутой оси 

балки? 
2. Почему оно является приближенным? 
3. Как выбирается знак уравнения правой части? 
4. Какими основными величинами характеризуется деформация балки 

при изгибе? 
5. Как записывается интеграл Мора для вычисления деформаций при из-

гибе? 
6. С помощью каких условий находятся произвольные постоянные, полу-

чающиеся в результате двукратного интегрирования дифференциального урав-
нения изогнутой оси? 

7. Какова их размерность и физический смысл? 
8. При каком условии заранее можно сказать, что оба постоянные должны 

быть равны нулю? 
9. В чем смысл графоаналитического метода Верещагина исследования 

деформаций при изгибе? 
10. Какие балки называются фиктивными? 
11. Какую размерность имеют фиктивные силы и фиктивные изгибающие 

моменты? 
 

Рис. 9.6 
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10 ЛЕКЦИИ. ВНЕЦЕНТРЕННОЕ РАСТЯЖЕНИЕ  
(СЖАТИЕ) 

Весьма часто продольная нагрузка бывает приложена не в центре тяжести 
поперечного сечения стержня, а смещена с некоторым эксцентриситетом отно-
сительно главных осей сечения (рис. 10.1, а). 

Рис.10.1 
Применим метод сечений, определим в любом поперечном сечении 

стержня продольную силу N=F и изгибающие моменты, равные относительно 
оси х 

F FMx F y N y= ⋅ = ⋅  
и относительно оси у 

F FMy F x N x= ⋅ = ⋅ . 
Поэтому напряжение в любой точке поперечного сечения с координатами 

х и у будет определяться по формуле 
.N Mx y My x

A Jx Jy
σ ⋅ ⋅
= + +  

Для сечений имеющих выступающие угловые точки, экстремаль-
ные напряжения определяются по формуле: 

,N Mx My
A Wx Wy

σ = ± ±  

где x yW иW  - моменты сопротивления сечения относительно осей х и у. 
Наибольшее положительное напряжение будет в точке Е (рис. 10.1, б), т.к. 

здесь суммируются растягивающие напряжение от центрального напряжения и 
растягивающие напряжения от изгиба в двух плоскостях: 

Wy
My

Wx
Mx

A
N

E ++=σ . 

Наибольшее отрицательное напряжение будет в точке D: 
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Wy
My

Wx
Mx

A
N

D −−=σ . 

При этом они могут получиться как растягивающими, так и сжимаю-
щими. 

Условие прочности по растягивающим напряжениям:  

[ ]PP Wy
My

Wx
Mx

A
N σσ ≤++= . 

Если точка приложения силы находится на одной из главных осей сече-
ния, например на оси у, то предыдущая формула упрощается: 

[ ]PP Wx
Mx

A
N σσ ≤+= . 

При произвольной форме сечения для определения положения опасных 
точек необходимо найти положение нулевой линии. Уравнение нулевой линии 
получим, приравняв напряжение нулю: 

000 =
⋅⋅

+
⋅⋅

+
yx J

ххN
J

ууN
A
N FF

, 

где х0 и у0  − текущие координаты точек нулевой линии. 
Введем обозначение: АJi xx /2 = ; AJi yy =2 . 

Величины A
Ji x

x = ;  A
Ji y

y =   называются радиусами инерции сечения от-

носительно осей х и у. 

.01 2
0

2
0 =










++

xy i
yy

i
xx

A
N FF  

Так как  ,0≠
A
N

 то  
0 0

2 2 1 0.F F

y x

x x y y
i i

+ + =  

Это и будет уравнение нулевой линии. Е = 0 можно представить в виде 
уравнения прямой в отрезках: 

0 0 1,x y
a в
+ =  

где 
2 2

,y x

F F

i ia b
x y

= − = −  представляют собой отрезки, отсекаемые нулевой линией 

на осях х и у. 
Пример. Чугунный короткий стержень прямоугольного поперечного се-

чения, изображенный на рисунке 10.2, сжимается продольной силой F, прило-
женной в точке А. 

Требуется: 1) вычислить наибольшее растягивающее и наибольшее 
сжимающее напряжения в поперечном сечении, выразив величины этих на-
пряжений через F и размеры сечения; 2) найти допускаемую нагрузку F при 
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заданных размерах сечения и допускаемых напряжениях для чугуна на сжатие 
[ ] 100C МПаσ =  и на растяжение [ ] 30C МПаσ = . 

Решение. Определим положение нулевой линии. Для этого воспользуем-
ся формулами 

2 2

0 0; .y x

F F

i ix y
x y

= − = −  

Координаты точки приложения силы (точки А) будут следующими: 
80 12040 0,04 , 60 0,06 .

2 2 2 2F F
b hx мм м y мм м= = = = = = = =  

Квадраты радиусов инерции определим по 
формулам: 

2 2

3 3
5 4

3 3
5 4

5
2 3 2

4

5
2 3 2

4

, .

0,08 0,12 1,15 10 .
12 12

0,12 0,08 0,5 10 .
12 12

1,15 10 1,2 10 .
96 10

0,5 10 0,52 10 .
96 10

yx
x y

x

y

x

y

JJi i
A A

bhJ м

h bJ м

i м

i м

−

−

−
−

−

−
−

−

= =

⋅
= = = ⋅

⋅ ⋅
= = = ⋅

⋅
= = ⋅

⋅
⋅

= = ⋅
⋅

 

Определяем отрезки, которые нулевая линия 
отсекает на осях х и у.  

3
3

0

3
3

0

0,52 10 13 10 13 ;
0,04

1, 2 10 20 10 20 .
0,06

x м мм

y м мм

−
−

−
−

⋅
= − = − ⋅ = −

⋅
= − = − ⋅ = −

 

Откладываем на оси х – х0, а на оси у – у0 и проводим через полученные 
точки нулевую линию n – n (рис. 10.2). Видим, что наиболее удаленные точки 
сечения - это точка А в сжатой области и точка В в растянутой области. Коор-
динаты этих точек следующие: А (0,04; 0,06), В (–0,04; –0,06). Определим вели-
чину напряжения в этих точках, выразив их через силу F: 
























−−− ⋅

⋅+
⋅
⋅+

⋅
−=⋅+⋅+−= 33422 1052,0

04,004,0
102,1

06,006,01
1096

1 F
i

xx
i

yy
A
F

yx

AFAF
Аσ  = 

    = –73,75 F. 

=
⋅
−⋅+

⋅
−⋅+

⋅
−=⋅+⋅+−= 


















−−− 33422 1052,0

)04,0(04,0
102,1

)06,0(06,01
1096

1 F
i

xx
i

yy
A
F

yx

ВFВF
Вσ  

= 52,92 F. 
Напряжение в точке А не должно превышать допускаемое напряжение 

на сжатие [ ]Сσ , а напряжение в точке В не должно превышать допускаемое на-
пряжение на растяжение [ ]Рσ , т.е. должно выполняться условие 

Рис. 10.2 
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[ ]СА σσ ≤ , [ ]РВ σσ ≤  или 
73,75F ≤  100, 52,92 F ≤  30. 
Из первого выражения величина F  

75,73
100≤F  = 1,356 Мн. 

92,52
30≤F  = 0,567 Мн. 

Принимается нагрузка наименьшая из двух найденных, т.е. [ ]F  = 567кн. 
Вопросы для самоконтроля 

1. В каких случаях возникает внецентренная деформация?     
2. В каких точках поперечного сечения стержня возникают величины 

наибольших напряжений и каким образом они вычисляются при внецентрен-
ном растяжении или сжатии?    

3. Какая линия называется нейтральной линией и что она делает с площа-
дью поперечного сечения стержня?   

4. Какова величина напряжения на нейтральной линии?        
5. Какой квадрант пересекает нейтральная линия в поперечном сечении 

по отношению к точке приложения внешней нагрузки?    
6. Каким образом определяется положение нейтральной линии?    
7. Из какого выражения определяется величина радиуса инерции попе-

речного сечения относительно центральных осей? 
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11 ЛЕКЦИИ.КОСОЙ ИЗГИБ 
Косой изгиб возникает в том случае, когда внешние силы перпендикуляр-

ны оси стержня, не лежат в плоскости, проходящей через ось его поперечного 
сечения. 

В этом случае возникающий в поперечном сечении изгиб можно разло-
жить на два изгибающих момента, действующих в плоскостях, проходящих че-
рез главные оси сечения. 

Таким образом, косой изгиб можно рассматривать как сочетание двух 
плоских изгибов во взаимно перпендикулярных плоскостях. 

 
Рис. 11.1 

При косом изгибе нормальное напряжение в любой точке сечения равно 
алгебраической сумме напряжений от изгиба в обеих плоскостях. 

Рассмотрим точку С, имеющую координаты х и у относительно главных 
осей (рис. 11.1). 

В этом сечении: 
а) в вертикальной плоскости с нейтральной осью х 

sin ;x BM F l F lϕ= ⋅ = ⋅  
б) в горизонтальной плоскости с нейтральной осью у 

cos ;y ГM F l F lϕ= ⋅ = ⋅  
где ;B ГF F  − вертикальное и горизонтальное соотношение силы F, l – 

единица балки, ϕ  − угол наклона силовой плоскости относительно х. 
При изгибе в вертикальной плоскости в верхней половине балки и точке С 

возникают растягивающие напряжения, внизу − сжимающие: 

x

x
J

yM ⋅=1σ , 

где  y – расстояние от нейтральной оси х до точки С; 
       Jx – момент инерции сечения относительно x. 

В горизонтальной плоскости  
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y
у J

xM=2σ , 

где  x – расстояние от оси y до точки С; 
       Jy – момент инерции сечения относительно оси y. 

y

y

x

х
J

хM
J

уM +=σ . 

Если сечение имеет выступающие угловые точки, для хmax и уmax достига-
ются одновременно (прямоугольник, двутавр), то наибольшие по абсолютной 
величине напряжения возникают в этих точках: 

y

y

х

х
W
M

W
M ±±=σ , 

где в
JWh

JW y
y

x
x

2;2 ==  – моменты сопротивления сечения относительно осей 

х и у .  
Опасными будут те угловые точки сечения, где суммарное σ  будет од-

ного знака . Точка В и точка Е   

y

y

х

х
W
M

W
M

B +=σ ;            
y

y

х

х
W
M

W
M

Е −−=σ . 

Для сечения произвольного очертания, не имеющего выступающих уг-
ловых точек  (рис. 11.2), необходимо найти «опасное сечение», т.е. точки сече-
ния, в которых будут действовать наибольшие по величине растягивающие и 
сжимающие напряжения. 

Это производится следующим образом. 

 
Рис.11.2 

В начале производится определение нейтральной линии при косом изги-
бе, т.к. геометрическое место точек, в которых нормальное :0=σ  т.е. линия, 
разделяющая растянутую и сжатую части сечения. 

Уравнение нейтральной оси получим из условия, что нормаль 
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ные напряжения в точках, лежащих на этой оси, равны нулю. Обозначим 
координаты этих точек 0 0x и y ; подставив эти величины вместо х и у, мы должны 
получить для σ  значение, равное нулю: 

0 0cos sin0 ,
y x

M x M y
J J
ϕ ϕ⋅ ⋅ ⋅

= − −  

сокращая на  − М, получим 
0 0cos sin 0.

y x

x y
J J
ϕ ϕ⋅ ⋅

− =  

Это и есть уравнение нулевой линии, она является прямой, проходящей 
через центр тяжести сечения при 0 00; 0.x y= =  Тангенс угла наклона нейтральной 
линии равен абсолютной величине отношений 0 0x к y : 

0

0

,xtg
y

α =  

Из уравнения нейтральной линии получаем 

0

0

.y

x

Jxtg tg
y J

α ϕ= =  

Таким образом,  положение нейтральной оси зависит не от величины си-
лы F, а лишь от угла наклона плоскости внешних сил к оси х и от формы сече-
ния. 

Вопросы для самоконтроля 
1) В каких случаях возникает косой изгиб? 

2) Как вычисляются нормальные напряжения в точках поперечного сечения 
при косом изгибе с помощью принципа сложения действия сил? 

3) Почему в точках сечения одинаково удаленных от нейтральной линии на-
пряжения должны быть одинаковы?  

4) Что собой представляет нейтральная линия?  
5) Как записывается уравнение нейтральной линии?  
6) Через какую точку сечения проходит нейтральная линия при косом изгибе и 

что она делает с этим сечением?  
7) Как определяется угол наклона нейтральной линии? 
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12 ЛЕКЦИИ. КРУЧЕНИЕ С ИЗГИБОМ 
 Одновременному действию кручения и изгиба особенно часто подверга-
ются детали машин, передающие вращательное движение, т.е. валы. При расче-
те валов, а также других элементов конструкций, испытывающих одновремен-
но действие кручения и изгиба (рис. 12.1), влиянием поперечных сил пренебре-
гаем, т.к. соответствующие им касательные напряжения в опасных точках вала 
невелики по сравнению с касательными  напряжениями  от кручения и нор-
мальными напряжениями от изгиба. 

Рис. 12.1 
Опасным сечением будет сечение у заделки, т.к. здесь наибольшие МИЗ и 

МКР   (рис.12.1).  В этом сечении опасными будут точки А и В, наиболее уда-
ленные от нейтральных осей. 

Рассмотрим точку А.  В ней наибольшие maxτ  и maxσ . 
По площадке продольного сечения нормальные напряжения отсутству-

ют, а касательные (в силу закона парности сил) имеют ту же величину, что и в 
поперечном сечении. 

Так как напряженное состояние двухосновное, то для проверки прочно-
сти применяем третью или четвертую теории прочности: 

Рис. 12.2 
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22
3,1 4

2
1

2min
max τσσσσ +±== . 

Условие прочности по третьей гипотезе прочности (гипотеза наиболь-
ших касательных напряжений): 

[ ]σσσσ ≤−= 31ЭКВ . 

Подставляя сюда значения 1σ  и 3σ , получаем: 

[ ]στσσ ≤+= 22 4ЭКВ . 

Учитывая, что  WxW
Wx

M
Wx
M КРИЗ 2;

2
; === ρτσ , получаем  

[ ]σσ ≤
+

=
Wx

MM КРИЗ
ЭКВ

22

. 

Отсюда получаем зависимость для подбора сечения: 

[ ] РАС
ЭКВГИЗ

КРИЗ ММM
MM

Wx =+
+

= 22
22

;
σ . 

Если вал изгибается в двух плоскостях  - горизонтальной и вертикаль-
ной, то  

22
ВГИЗ МММ += ; 

3
3

1,032 ddWx ≈= π ; 

[ ]
3

1,0 σ
ЭКВMd ≥ . 

По четвертой гипотезе прочности (гипотезе удельной потенциальной 
энергии измерения формы) условие прочности для плоского напряженного со-
стояния записывается следующим образом: 

[ ]σσσσσσ ≤−+= 31
2
3

2
1ЭКВ . 

Подставим сюда 1σ  и 3σ  через σ   и τ : 

[ ]

[ ].75,0

;3

22

22

σσ

στσσ

≤
+

=

≤+=

Wx
ММ КРИЗ

ЭКВ

ЭКВ

 

Подбор сечения: 

[ ] .
75,022

σ
⋅+

= КРИЗ MM
Wx  

По четвертой теории прочности 22 75,0 КРИЗЭКВ ММM += . 
Определение скручивающего момента, передаваемого на вал. 
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При известной мощности N и числе оборотов n скручивающий момент 
определяется как 

n
NKМ K = . 

N - л. сил.   n - об/ мин; то K = 7162 

( )мн7162 ⋅==
n
NM К .  

Если  N – квт, n - об/ мин, K = 9736 

( )мн9736 ⋅==
n
NМ К .    

Если  N - квт.  n - рад/с, то K = 1  ( )кнм
ω
NМ К = . 

Пример (рис. 12.3). Определить диаметр вала. 
 Определяем скручивающие моменты на шкивах: 

 300
1271627162 1

1 == n
NТ  = 286,48 н·м; 

 2
12

2
1

3,2 == NN  = 6 л.с.; 

300
6716271622

32
⋅=== n

NTT  = 143,24 н·м. 
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Рис. 12.3 
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 Строим эпюру крутящих моментов по участкам вала, используя метод 
сечений (рис. 12.3, а.). 

I участок: 
2 143,24 .I

KPM T н м= = ⋅  
II участок: 

2 1 143,24 286,48 143,24 .II
KPM T T н м= − = − = − ⋅  

Определим напряжение ветвей (рис. 12.4): 

1
1

1

2
2,3

2

2 2 286,48 572,96 .
1

2 2 143,24 477,47 .
0,6

TF н
D

TF н
D

⋅
= = =

⋅
= = =

 

Определяем давление на вал в точках крепления шкивов от действия 
суммарных сил напряжения ветвей: 

1 1

2,3 2

3 3 572,96 1718,88 .
3 3 477,47 1432,41 .

R F н
R F н
= = ⋅ =
= = ⋅ =

 

Постоим эпюры изгибающих моментов от действия вертикальных сил 
(эп. yM ) и от горизонтальных сил (эп. xM ). Для этого представим вал как двух-
опорную балку и рассмотрим ее отдельно под воздействием вертикальных сил, 
а затем и горизонтальных усилий внешних нагрузок. 

Определяем опорные реакции в вертикальной плоскости из условий стра-
тегического равновесия: 

10; ( ) 0;A BM R a y a b c= ⋅ − + + =∑  
1

1

1718,88 0,2 343,78 .
0,2 0,3 0,5

0; ( ) ( ) 0;

B

B A

R ay н
a b c

M R b c y a b c

⋅ ⋅
= = =

+ + + +

= − + + + + =∑
 

1 ( ) 1718,88(0,3 05) 1375,1 .
0,2 0,3 0,5A

R b cy н
a b c
⋅ + +

= = =
+ + + +

 

Проверка: 10; 0;A By y R y= − + − =∑  
1375,1 1718,88 343,78 0;
1718,88 1718,88 0;

0 0.

− + − =
− + =

=
 

 Направления и величины реакций в вертикальной плоскости определены 
верно. 
 Вычисляем значения изгибающих моментов в сечениях С, А, Е, K, В и 
строим эпюру (рис. 12.3, б). 

Рис. 12.4 
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 0,, =ВАСМ ; ayМ AK ⋅−=  = –1375,1·0,2 = –275,02 н·м. 
 суМ ВЕ ⋅−=  = –343,78·0,5 = –171,89 н·м. 
 Определяем опорные реакции балки в горизонтальной плоскости: 
 0=∑ АМ ; ( ) ( ) 032 =++−++⋅− cbaxbaRaR B ; 

 ( ) ( )
5,03,02,0

3,02,041,14322,041,143232

++
++⋅−=

++
++⋅−= cba

baRaRxB = 429,72 н. 

 0=∑ ВМ ; ( ) ( ) 02
32 =⋅−+++++− cRcbaxcbаR A ; 

 ( ) ( )
5,03,02,0

5,041,14325,03,02,0241,14322 32

++
⋅+++⋅=

++
⋅+++= cba
cRcbaRxA

=2435,3 н. 

Проверка: ∑ = 0х ; 032 =−+− BA xRxR ; 
                  1432,41 – 2435,1 + 1432,41 – 429,72 = 0; 
  2864,82 – 2864,82 = 0; 
  0 = 0. 
 Находим значения изгибающих моментов и строим по этим точкам эпю-
ру хМ  (рис. 4.3, в). 
 0, =ВСМ ; aRМ А ⋅= 2  = 1432,41·0,2 = 286,48 н·м. 
 ( ) 94,852,01,2435)2,02,0(41,14322 =⋅−+⋅=⋅−+= axaaRМ AK  н·м. 
 схМ ВЕ ⋅−=  = –429,72·0,5 = –214,86 н·м. 
 Далее, зная величины изгибающих моментов в горизонтальной и верти-
кальной плоскостях, геометрически складываем их значения в тех же самых ха-
рактерных точках и получаем значения суммарных изгибающих моментов 
∑М  по формуле: 
 22

ух МММ ИЗ +=∑ . 
 0, =ВСМ ; А

А хММ =∑  = 286,48 н·м. 

 22 02,27594,85 +=∑ KМ  = 288,13 н·м. 

 22 89,17186,214 +=∑ ЕМ = 275,16 н·м. 
 По полученным величинам строим эпюру суммарных изгибающих мо-
ментов (рис. 12.3, г). 
 Находим опасное сечение по величине максимального эквивалентного 
момента из третьей теории прочности: 

∑ += 22
КРИЗЭКВ МММ . 

 Это значение будет в точке K. 
22 24,14313,288 +=ЭКВМ  = 321,77 н·м. 

 Из условия прочности определяем диаметр вала: 

[ ]
3

6
3

10801,0
77,321

1,0 ⋅⋅
=

⋅
= σ

ЭКВMd  = 3,43·10-2 м = 34,3 мм. 

Принимаем d  = 35 мм. 
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Вопросы для самоконтроля 
 1. Какие напряжения возникают при совместной деформации кручения и 
изгиба и как они вычисляются?  
 2. Как записывается условие прочности по третьей и четвертой гипоте-
зам прочности через главные напряжения?  
 3. Где находится опасное сечение вала и как оно определяется?  
 4. Каким образом определяется диаметр вала из условий прочности по 
третьей и четвертой гипотезам прочности?  
 5. Какие коэффициенты принимаются при расчете величин крутящего 
момента при различных единицах измерения передаваемой мощности и задан-
ном числе оборотов?  
 6. Опишите порядок расчета диаметра вала при кручении с изгибом. 
 

97 
 



13 ЛЕКЦИИ.УСТОЙЧИВОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ  
КОНСТРУКЦИЙ 

Из теоретической механики известно, что равновесие абсолютно твердого 
тела может быть устойчивым, безразличным и неустойчивым. Например, шар, 
лежащий на вогнутой поверхности, находится в состоянии устойчивого  равно-
весия.    Если сообщить  ему  небольшое отклонение от этого положения и от-
пустить, то он снова возвратится в свое исходное положение  (рис. 13.1, а).    
Шар, лежащий на горизонтальной поверхности, находится в состоянии  безраз-
личного    равновесия  (рис. 13.1, б).  Будучи   отклоненным   от положения 
равновесия,   он в положение исходное не возвращается. Шар, лежащий на вы-
пуклой поверхности, находится в состоянии неустойчивого равновесия (рис. 
13.1, в). Будучи отклоненным от первоначального положения, он в это место 
никогда самостоятельно не вернется. 

Аналогичный пример с длинным стержнем при действии сравнительно 
небольшой осевой сжимающей силы (меньше некоторого критического значе-
ния) находится в состоянии устойчивого равновесия (рис. 13.2, а). 

Рис. 13.1 
Если незначительно изогнуть его какой-нибудь поперечной нагрузкой и 

затем эту нагрузку убрать, то стержень вновь примет свою прямолинейную 
форму равновесия. 

При значении сжимающей силы, превосходящей или равной критической 
величине, теряется прямолинейная форма равновесия, которая оказывается при 
этом устойчивой (рис. 13.2, б). 

До тех пор пока сжимающая сила меньше критической, прогибы стержня 
будут незначительные, но при приближении этого значения будут неограни-
ченно возрастать (рис. 13.2, в). 

Наименьшее значение сжимающей силы, при котором сжатый стержень 
теряет способность сохранять прямолинейную форму равновесия, называется 
критической силой FКР . 
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Рис. 13.2 

Определив критическую силу, необходимо установить допускаемую си-
лу, действующую на сжатый стержень, которая меньше критической: 

[ ] [ ],У

КР

n
FF =  

где [nу] – коэффициент запаса устойчивости. 
Величина коэффициента запаса устойчивости принимается несколько 

больше коэффициента запаса прочности, так как учитывает дополнительные 
неблагоприятные обстоятельства: начальную кривизну стержня, эксцентриси-
тет приложенной нагрузки и т.д. 

13.1 Определение критической силы 
Величина критической силы по обобщенной формуле Эйлера определя-

ется как 

( )
,2

2

l
EIF MIN

КР
⋅

=
µ

π
 

где µ − коэффициент приведения длины стержня, зависящий от способа закре-
пления  (рис. 5.3). 

 
             µ = 2                          µ = 1                           µ = 0,7             µ = 5  
 
 
 
                                            
 
 
 

 
Рис. 13.3 

Формулой Эйлера не всегда можно пользоваться, т.к. ее вывод которой 
основан на законе Гука. Закон же Гука справедлив в зоне упругой деформа-
ции, пока напряжения не превосходят предела пропорциональности. 

Предел применимости формулы Эйлера определяется по критическому 
напряжению, возникающему в поперечном сечении стержня под воздействием 
критической силы:  
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,
)( 2

min
2

АА
Fкр

кр
µ
ΕΙπσ ==  

где    А – площадь поперечного сечения стержня; 

A
Imin

min =ι  − наименьший радиус инерции поперечного сечения 

стержня, тогда 

.2

min

2








 ⋅
=

i

E
КР

µ

πσ  

Величина λµ
=

⋅

mini


 называется гибкостью стержня.  

Отсюда       2

2

λ
πσ E

КР = . 

Формула Эйлера применима при условии  

предКР
E σ

λ
πσ ≤= 2

2

, 

где предσ – напряжение предела пропорциональности материала стержня. 
Условие применимости формулы Эйлера в виде  

пред
n

E λ
σ
πλ =≥

2

, 

где предλ  − предельная гибкость стержня для материала, из которого он изго-
товлен. 

Классический пример для определения предельной гибкости малоугле-
родистой стали:  200n МПаσ = ;  ;102 5 МПаЕ ⋅=     

,100
200

10214,3 52

=
⋅⋅

=предλ  

т.е. если мы получаем гибкость стержня из малоуглеродистой стали более или 
равную 100 единиц, то для определения критической силы применяется фор-
мула Эйлера. Если же гибкость стержня меньше предельного значения гибко-
сти, то для нахождения величины критической силы используют формулу 
Ясинского: 

( ),λвaAFКР −=  
где а и в – эмпирические коэффициенты равные   

 а  = 310 МПа; в  = 1,14 МПа. 
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 Вместо двух формул Эйлера и Ясинского, определяющих диапазон гиб-
костей, удобнее иметь одну формулу, используемую при любой гибкости для 
определения допускаемой нагрузки: 

[ ] [ ]АF Cσϕ= , 

где [ ]Cσ  - допускаемое нормальное напряжение на сжатие; ϕ  - коэффициент 
продольного изгиба, зависящий от материала и гибкости стержня (табл. 13.1). 

Таблица 13.1 
Гибкостьλ  ϕ  для 

сталей 
Ст. 1, Ст. 2, 
Ст. 3, Ст. 4  

сталей 
Ст. 5 

Стали повы-
шенного   ка-
чества 

чугуна дерева 

0 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 

1,00 
0,99 
0,96 
0,94 
0,92 
0,89 
0,86 
0,81 
0,75 
0,69 
0,60 
0,52 
0,45 
0,40 
0,36 
0,32 
0,29 
0,26 
0,23 
0,21 
0,19 

1,00 
0,98 
0,95 
0,92 
0,89 
0,86 
0,82 
0,76 
0,70 
0,62 
0,51 
0,43 
0,37 
0,33 
0,29 
0,26 
0,24 
0,21 
0,19 
0,17 
0,16 

1,00 
0,97 
0,95 
0,91 
0,87 
0,83 
0,79 
0,72 
0,65 
0,55 
0,43 
0,35 
0,30 
0,26 
0,23 
0,21 
0,19 
0,17 
0,15 
0,14 
0,13 

1,00 
0,97 
0,91 
0,81 
0,69 
0,57 
0,44 
0,34 
0,26 
0,20 
0,16 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

1,00 
0,99 
0,97 
0,93 
0,87 
0,80 
0,71 
0,60 
0,48 
0,38 
0,31 
0,25 
0,22 
0,18 
0,16 
0,14 
0,12 
0,11 
0,10 
0,09 
0,08 

Для определения площади поперечного сечения получаем формулу: 
[ ]
[ ].С

FА
σϕ

=  
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а)                           б) 
 
                                                                                         d 
 
 
                                                                 2d  
          

 
 
 
 
 

 

F 

 l 

у 

2d 
х 

 
Рис. 13.4 

Пример:  

 l = 4 м; F = 500 кН; [ ]σ = 160 МПа; µ  = 1; предπ = 100; Е = 2·105 МПа. 
 При данной схеме закрепления стального стержня, нагруженного про-

дольной силой F  (рис. 13.4, а), необходимо найти размеры поперечного сече-
ния (рис. 13.4, б) и величину критической силы, а также коэффициент запаса 
устойчивости. 

Для определения площади поперечного сечения используем формулу: 
[ ]
[ ]σϕ
FА = . 

Так как коэффициент снижения допускаемого напряжения неизвестен, то 
расчет будем вести методом последовательного приближения и первое значе-
ние коэффициента возьмем среднее: 1ϕ  = 0,5. 

Выразим гибкость колонны через площадь сечения: 

mini
l⋅

=
µλ , 

A
J

i min
min = , 

4
4443

28,1
64

14,3
12

16
6412

)2(2
min ddddddJ =

⋅
−=−

⋅
=

π
, 

2
2

2
2

215,3
4

14,34
4

22 ddddddA =−=−⋅=
π

, 

215,3
Ad =  

215,3
66,066,0

215,3
28,1

2

4

min
Ad

d
di === . 

Отсюда 
AA
87,10

66,0
215,341

=
⋅⋅

=λ . 
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Первое приближение 1ϕ  = 0,5. Вычисляем площадь поперечного сечения: 
[ ]
[ ] .1025,6

101605,0
500 23

3
1

мFА −⋅=
⋅⋅

==
σϕ

 

Определяем гибкость стержня 

.138
1025,6

87,1087,10
3
=

⋅
==

−A
λ  

Обращаемся в табл. 13.1 и находим истинное значение 
коэффициента I

1ϕ  для полученной нами гибкости                  
λ = 138, используя метод линейного интерполирования. 
Для этого выписываем значения коэффициента ϕ  из вто-
рого столбца табл. 13.1., соответствующих значений гиб-
костей λ = 130 и λ = 140. Видим, что при изменении гибкости λ  на 10 единиц, 
ϕ  изменяется на 0,04 единицы. Наша же гибкость отличается от λ = 130 на 8 
единиц. Это изменение коэффициента ϕ , приходится на 8 единиц гибкости, 
найдем из пропорции, обозначив его через х . 

10 : 8 = 0,04 : х  

Отсюда:                               03,0
10

04,08
=

⋅
=х , 

т.е., при изменении  λ  на 8 единиц ϕ  изменяется на 0,03. 
Тогда I

1ϕ = 0,40 – 0,03 = 0,37. 
Сравниваем 1ϕ  и I

1ϕ : 

%26%100
5,0

37,05,0%100
1

11
1 =⋅

−
=⋅

−
=∆

ϕ

ϕϕ
ϕ

I

. 

Допускаемое расхождение между ними должно быть не более 5%, у нас же 
значительно больше, поэтому делаем второе приближение. 

                              435,0
2

37,05,0
2

11
2 =

+
=

+
=

Iϕϕϕ . 

Определяем площадь поперечного сечения при новом значении 2ϕ = 0,435. 

[ ] .1018,7
10160435,0

500 23
3

2
мFА −⋅=

⋅⋅
=

σϕ
 

Вычисляем гибкость стержня 

                               
3

10,87 10,87 128.
7,18 10А

λ
−

= = =
⋅

 

Опять обращаемся к табл. 5.1 и, подобно первому приближению, уточняем 
значение ϕ . 

                  41,08
10

40,045,045,02 =⋅
−

−=Iϕ . 

Определяем погрешность между 2ϕ  и I
2ϕ  

λ  ϕ  
120 0,45 
130 0,40 

λ  ϕ  
130 0,40 
140 0,36 
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%.5%1,6%100
41,0

41,0435,0%100
2

22
2 >=⋅

−
=⋅

−
=

ϕ

ϕϕ
ϕ∆

I

 

Проводим третье приближение: 

423,0
2

41,0435,0
2

33
3 =

+
=

+
=

Iϕϕ
ϕ . 

Определяем площадь поперечного сечения при 3ϕ = 0,423. 

[ ]
23

3
3

1039,7
10160423,0

500 мFА −⋅=
⋅⋅

=
σϕ

. 

Вычисляем гибкость стержня: 
                               126

1039,7

87,1087,10
3
=

⋅
==

−А
λ . 

Обращаемся к табл. 5.1 и уточняем значение ϕ . 

                  3
0, 45 0,400,45 6 0,4.

10
Iϕ −
= − ⋅ =  

Сравниваем 3ϕ  и I
3ϕ : 

λ  ϕ  
120 0,45 
130 0,40 

3 3
3

3

0, 423 0,42100% 100% 0,7% 5%.
0,423

Iϕ ϕ
ϕ

ϕ

− −
∆ = ⋅ = ⋅ = <  

Получим допустимую погрешность. 
Принимаем площадь поперечного сечения стержня 24109,73 мА −⋅= ,   
λ  = 126. 

4
273,9 10 4,8 10 .

3,215 3,215
Ad м

−
−⋅

= = = ⋅  

Так как предельная гибкость для стали 100предλ = , а полученная 126λ = , т.е. 
больше предельной, то для выполнения критической силы применим формулу 
Эйлера: 

( )2
2

min
l
JЕ

Fкр ⋅

⋅⋅
=

µ
π ; 

( ) 46424 1079,6108,42,128,1min мdJ −− ⋅=⋅== ; 

( )

2 5 6 6
6

2
3,14 2 10 10 6,79 10 0,848 10 848 .

1 4крF Н кН
−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = ⋅ =
⋅

 

Определяем коэффициентом устойчивости: 
848 1,7.
500

кр
у

F
К

F
= = =  

Вопросы для самоконтроля 
1. В чем заключается явление потери устойчивости сжатого стержня?  
2. Что называется гибкостью стержня?  
3. Какой вид имеет формула Эйлера, определяющая величину критической 

силы?  
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14 ЛЕКЦИИ.РАСЧЕТ ПЛОСКИХ СТАТИЧЕСКИ  
ОПРЕДЕЛИМЫХ РАМ 

 Для заданной схемы рамы (рис. 14.1), необходимо определить величины 
внутренних усилий N, Q, M и построить их эпюры при внешней нагрузке q = =2

м
кН , высоте рамы h = 4 м, длине рамы l = 5 м. 

Рис.14.1 
Решения задачи начинаем, как и в двухопорных балках, с определения 

произвольно направленных реакций в шарнирных опорах из уравнений стати-
стического равновесия. 

20; 0; 6,25 .
2A B B

lqllM ql x h x кН
h

= − ⋅ = = =∑  

0; 0; 6,25 .x B A A BF x x x x кН= − − = = − = −∑  
Знак минус у реакции Ax  говорит о том, что истинное направление этой 

реакции – в противоположную сторону. 
0; 0; 2 5 10 .y B BF y ql y ql кН= − = = = ⋅ =∑  

Определение внутренних усилий осуществляется также с использованием 
метода сечений по участкам рамы. 

Рис.14.2 
1. Участок АС: 6, 25 .AC AN x кН= =  
2. Участок СD: 2 5 10 .CDN ql кН= − = − ⋅ =  
3. Участок BD: 6,25 .BD BN x кН= − = −  
Отрицательная величина продольных сил откладывается внутри контура 

оси эпюры, а положительные значения – снаружи от контура эпюры (рис. 6.2). 
Построение эпюры Q 

Величина поперечных сил по прежнему правилу знаков на участках. 
1. Участок АС: 1 10 z l≤ ≤   
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1

1

1 0

0

; 0.

2 5 10 .
AC z

z

Q qz Q

Q ql кН
=

=

= =

= = ⋅ =
 

2. Участок CD: 6,25 .CD AQ x кН= =  
3. Участок BD: 10 .BD BQ y кН= − = −  

   
       Рис.14.3 

Значение величины поперечных сил откладывается на эпюре (рис. 14.3) анало-
гично правилу построения эпюр продольных сил. 

Строим эпюру изгибающих моментов 
1. Участок АС: 1

1 1 10 . .
2AC
zz l M qz≤ ≤ = −

   
 

1 10 1
50; 2 5 25 .

2 2
A C
z z

lM M ql кН м= == = − = − ⋅ = − ⋅  

2. Участок CD: 
2

2 20 . .
2CD A
lz h M q z x≤ ≤ = − − ⋅  

2

2

2 2

0

2 2

52 25 .
2 2

52 4 6,25 50 .
2 2

C
z

D
z h A

lM q кН м

lM q h x кН м

=

=

= − = − ⋅ = − ⋅

= − − ⋅ = − ⋅ − ⋅ = − ⋅
 

3. Участок BD: 3 30 . .BD Bz l M y z≤ ≤ = ⋅  
3 30 10; 10 5 50 .B D

z z BM M y l кН м= == = ⋅ = ⋅ = ⋅  

Рис.14.4 
Значение величины изгибающих моментов откладываются на сжатых во-

локнах (рис. 14.4). 
Для проверки плоских статически определимых рам существует узловая 

проверка, смысл которой заключается в том, что любой вырезанный узел с при-
ложенными к нему внутренними усилиями и внешними нагрузками находится в 
положении статического равновесия (рис. 14.5). 

Узлом называется соединение двух и более стержней. 
Для проверки вырежем узел D и проверим его на условие равновесия. 

0; 0;x BD CDF N Q= − + =∑   6, 25 6,25 0;− + =  0 0.=  
0; 0;y BD CDF Q N= − =∑  10 10 0;− =  0 0.=  

0; 0;D BD CDM M M= − =∑   50 50 0;− =  0 0.=  
Условия равновесия выполняются, следовательно, величины внутренних 

усилий определены верно. 
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15 ЛЕКЦИИ.СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ СИСТЕ-
МЫ ПРИ ИЗГИБЕ 

Статистически неопределимой называют такую систему, для решения ко-
торой одних уравнений статики недостаточно, т.к. она имеет лишние связи, при 
удалении которых из статистически неопределимой получается статистически 
определимая и геометрически не изменяемая система. Геометрически неизме-
няемой называется такая система, изменение которой возможно лишь в  связи с 
деформацией ее элементов. 

Число лишних связей определяет степень статистической неопределимо-
сти системы. За лишние можно принимать как внешние, так и внутренние свя-
зи. Степень статической неопределимости определяется по формуле: 

3,C x= −  
где С – степень статической неопределимости; 

х – число неизвестных связей; 
3 – число уравнений статики для плоской системы. 

15.1 Метод сил 
Метод сил является одним из методов, позволяющий раскрыть статиче-

скую неопределимость в следующей последовательности: 
1. Определяем степень статической неопределимости системы. 
2. В заданной раме выявляем лишние связи, при отбрасывание которых 

рама остается геометрически неизменяемой и статически определимой. Систе-
ма, полученная из заданной путем удаления лишних связей и внешних нагру-
зок, называется основной системой – ОС. 

3. В направлении отброшенных связей прикладываем пока неизвестные 
усилия х1, х2, х3 и т.д. (по числу лишних связей). Система с заданной нагрузкой 
и лишними неизвестными называется эквивалентной системой – ЭС. 

4. Неизвестные усилия в эквивалентной системе определяют из условия 
равенства нулю перемещений по направлениям  внешних связей. Эти условия 
составляют в определенной (канонической) зависимости и называются  кано-
ническими уравнениями метода сил. 

5. После определения неизвестных усилий раму рассчитываем как ста-
тически определимую. 

Составление и решение канонических уравнений 
методом сил 

Общий вид канонических уравнений для n раз статически неопредели-
мой системы имеет вид: 
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В первом уравнении δ11  − перемещение точки приложения первого 
лишнего неизвестного по его направлению, вызванное действием единичного 
значения этого неизвестного. Произведение δ11⋅x1  − перемещение той же точки 
по тому же направлению, вызванное истинным значением силы x1. 

Второй член δ12⋅x2 есть перемещение той же точки по тому же направле-
нию, вызванное силой x2. 

 Свободный член уравнения P1∆  представляет перемещение той же точки 
по тому же направлению, вызванное внешней нагрузкой. 

Вся левая часть первого уравнения представляет суммарное перемеще-
ние точки приложения силы x1 в эквивалентной системе по направлению этой 
силы, вызванное всеми силами, которое равно нулю, т.к. в заданной системе 
оно равно нулю.  

Второе уравнение выражает то условие, что суммарное перемещение 
точки приложения силы x2 равно нулю.  

Второе уравнение выражает то условие, что суммарное перемещение 
точки приложения силы x2 по направлению этой же силы от всех воздействий 
равно нулю. Смысл остальных уравнений аналогичен.  

Вычисление перемещений производим по способу Верещагина: 

∑=
=

n

i x
ii EJ

ycii
1

ωδ ;  ∑=∆
=

n

i

р

xEJ
yci

ip
1

ω ; 

∑==
xEJ

ycik
kiik

ωδδ ; 

здесь   kω  и iω  − площадь эпюр изгибающих моментов; 
 iM  и kM  в основной системе в i-том и k-том единичных состояниях; 
 рω  − площадь эпюры изгибающих моментов рМ  от внешних нагрузок в 
основной системе; 
 ciу  и kiy  − ординаты эпюр iM  и kM , взятые под центрами тяжести их 
площадей. 
 Их следует брать с прямолинейных эпюр, не имеющих перегибов на 
длине участка. Для простоты вычисления сложные эпюры изгибающих момен-
тов могут быть разбиты на простейшие фигуры: прямоугольник, треугольник, 
параболические треугольники, площади ω  и положение центра тяжести кото-
рого даны в табл. 15.1. 

Для предложенной схемы (рис. 15.1) плоской статически неопределимой 
рамы требуется найти величину лишней неизвестной связи и построить оконча-
тельные эпюры внутренних силовых факторов N, Q и M. 
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Таблица 15.1 

 
Рис.15.1 

Определяем степень статистической неопределенности: 
3; 4 3.C x C= − = −  

Получили систему один раз статистически неопределимой. 
Каноническое уравнение: 

11 1 1 0.pxδ ⋅ + ∆ =  
Выбираем основную (рис. 15.2) и эквивалентную (рис. 15.3) системы. 

Далее определяем коэффициент канонического уравнения и его свобод-
ный член. Для этого строим по точкам эпюру изгибающих моментов 1M  (рис. 
15.5), от действия единичной силы 1 1x = , приложенной к основной системе 
(рис. 15.2), по направлению действия лишней связи 1x  (рис. 15.4), а также эпю-
ру изгибающих моментов PM  (рис. 15.7), от действия внешних нагрузок, при-
ложенных к основной системе (рис. 15.6). 

 
Рис.15.2   Рис.15.3 
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Рис.15.6   Рис.15.7 

2

1 2 5

6

40; 4 4 32 .
2 2

32 .
2

lM M ql кН м

lM ql кН м

−= = − = − ⋅ = − ⋅

= = ⋅
 

Вычисляем величину коэффициента канонического уравнения и его сво-
бодного члена: 

1 1 1 2

' ' ' '
1 2

11 .M C M C C

x x

y y y
EJ EJ

ω ω ω
δ

⋅ ⋅ + ⋅
= =
∑  

Формулы для вычисления площадей эпюр изгибающих моментов и поло-
жения их центров тяжести берем из таблицы 7.1. 

1

' '
1 4 3 12; 3.Cyω = ⋅ = =  

2

' '
2

1 23 3 4,5; 3 2.
2 3Cyω = ⋅ ⋅ = = ⋅ =  

11
12 3 4,5 2 45 .

x xEJ EJ
δ ⋅ + ⋅

= =  

1 2 3 41

'' '' '' '' '' '' '' ''
1 2 3 4

1 .pM C C C CC M
p

x x

y y y y y
EJ EJ

ω ω ω ω ω⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
∆ = =

∑  

1

'' ''
1

1 4 32 42,67; 0.
3 Cyω = ⋅ ⋅ = =   

2

'' ''
2

13 32 96; 3 1,5.
2Cyω = ⋅ = = ⋅ =  

3 4

'' '' '' ''
3 4

1 2 32 32; 3.
2 C Cy yω ω= = ⋅ ⋅ = = =  

1
42,67 0 96 1,5 32 3 32 3 144 .p

x xEJ EJ
⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

∆ = =  

Рис.15.4 Рис.15.5 
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Определяем неизвестную реакцию 1x  из канонического уравнения: 
1

1

45 144 0;
144 3,2 ,
45

x

x Кн

+ =

= − = −
 

 
т.е. действительное направление реакции Ax  
в противоположную сторону (рис. 7.1). 

Получили статически определимую 
систему (рис. 
15.8). 

Определя-
ем опорные реакции точки В из условия статиче-
ского равновесия: 

0; 0;x A BF x x= − + =∑  
3, 2 .B Ax x кН= =  

0; 0;y BF y ql= − =∑  
4 4 16 .By ql кН= = ⋅ =  

2 240; 3,2 3 4 41,6 .
2 2B A
lM x h q кН м= ⋅ + = ⋅ + = ⋅∑  

2 243,2 3 4 41,6 .
2 2B A
lM x h q кН м= ⋅ + = ⋅ + = ⋅  

 
Строим эпюры , ,N Q M  по участкам стержня: 

1. Участок АС: 3,2 .AC AN x кН= − = −  
2. Участок CD: 4 4 16 .CDN ql кН= − = − ⋅ = −  
3. Участок BD: 3,2 .BD BN x кН= =  
 
 
 
1. Участок АС: 1 20; 4 4 16 .Q Q ql кН= = = ⋅ =  
2. Участок CD: 3 4 3, 2 .AQ Q x кН= = − = −  
4. Участок BD: 5 6 16 .BQ Q y кН= = − = −  
1. Участок АС: 1 0;M =  

2 2

2
44 32 .

2 2
lM q кН м= − = − = − ⋅  

2. Участок CD: 3 2 32 .M M кН м= = − ⋅  
4 3 32 3,2 3 22,4 .AM M x h кН м= + ⋅ = − + ⋅ = − ⋅  

3. Участок BD: 5 4 22,4 ;M M кН м= = − ⋅  
6 41,6 .BM M кН м= − = − ⋅  

15.8 

 

15.10 

15.11 
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Для проверки правильности построения окончательной эпюры изгибаю-
щих моментов М определим горизонтальное перемещение точки А, перемножив 
эпюру М на эпюру 1M . Это перемещение должно быть равно нулю. 

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 .M C M
A

x x

y y y y y y
EJ EJ

ω ω ω ω ω ωδ
⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= =  

11
1 4 32 42,76; 0;
3 Cyω = ⋅ ⋅ = =  

22
1 13 (32 22,4) 14,4; 3 1;
2 3Cyω = ⋅ − = = ⋅ =  

33
122,4 3 67,2; 3 1,5;
2Cyω = ⋅ = = ⋅ =  

44
1 22, 4 4 44,8; 3;
2 Cyω = ⋅ ⋅ = =  

55
1 41,6 4 83,2; 3.
2 Cyω = ⋅ ⋅ = =  

42,67 0 14,4 1 67,2 1,5 44,8 3 83,2 3 249,6 249,6 0.A
x xEJ EJ

δ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ −
= = =  

 Вопросы для самоконтроля 
1. Какие системы являются статически неопределимыми?  
2. По какой формуле определяется степень статической неопределимо-

сти?  
3. Какой метод позволяет раскрыть статическую неопределимость?  
4. Какова последовательность метода сил при раскрытии статической 

неопределимости?  
5. Как записываются канонические уравнения метода сил в общем виде 

для n раз статически неопределимых систем?  
6. Что обозначают коэффициенты канонических уравнений и свободные 

члены?  
7. Каков физический смысл произведений коэффициентов канонических 

уравнений на неизвестные силы?  
8. Какое условие выражают канонические уравнения метода сил?  
9. Как вычисляются коэффициенты канонических уравнений и свобод-

ные члены?  
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16 ЛЕКЦИИ.ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК  
СОПРОТИВЛЕНИЯ  УСТАЛОСТИ 

1. Неустановившийся (изменение напряжений в пролете моста от движе-
ния по нему трамвая, машин, пешеходов и т.д.). 

2. Установившийся (изменение напряжения в шатуне во вращающейся 
вагонной оси). 

3. Из различных видов установившихся переменных напряжений наи-
большее значение имеют циклические напряжения. 

16.1 Циклические напряжения 
Циклом изменения напряжения называется однократная смена напряже-

ний (от наименьшего к наибольшему и обратно). Если такой цикл во время ра-
боты детали непрерывно повторяются, то напряжения в ней называются цикли-
ческими (рис. 16.1). 

max ( )P илиσ τ − наибольшее по абсолютной величине напряжение цикла. 

min ( )P илиσ τ  − наименьшее значение напряжения цикла. 
min

max

Pr
P

=  − отношение наименьшего значения напряжения цикла к наи-

большему, взятое с учетом знака, называется характеристикой цикла или коэф-
фициентом асимметрии цикла: -1<r<1. 

max min
max

1 ,
2 2m

P P rP P+ −
= =  

где mP  − постоянная составляющая цикла или среднее напряжение цикла. 
Полуразность тех же напряжений называется переменной составляющей 

цикла или амплитудой напряжений цикла. 
Асимметричные циклы 

 
 
 
 
 
 
  
 Знакопостоянный цикл. Напряжение меняется только по величине. 

 
 
 
 

Рис. 16.1 
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Пульсирующий (от нулевой) цикл. Знако-
постоянный цикл напряжений меняется 
от нуля до какого-то наибольшего значе-
ния. 
 
 
 
 
 

Постоянное напряжение. 
 
 
 
 

Знакопеременный цикл: напряже-
ние меняется по величине и по знаку. 
 
 

Симметричный цикл – знакопере-
менный цикл при одинаковый значениях 
нижнего и верхнего напряжения. 
 
 

16.2 Условия прочности при переменных напряжениях 
Для определения условий прочности одной переменной напряжений не-

достаточно, для образования трещины необходимо, чтобы действительная ве-
личина небольшого значения колеблющегося напряжения превзошла опреде-
ленную границу – предел усталости или предел выносливости. 

Пределом выносливости rP  будет называться небольшая величина пе-
риодически меняющегося напряжения, которой материал может противостоять 
практически долго без появления трещин усталости. 

Обозначается ( )r r rP илиσ τ  со знаком внизу, указывающим характеристику 
цикла. 

Р-1 – предел выносливости и при несимметричном цикле r = −1. 

Таким образом, образование трещин обусловлено: 
1. Периодическим колебанием между определенными крайними преде-

лами. 
2. Превышением наибольшими действительными напряжениями преде-

ла выносливости. 
Условие прочности выражает, что наибольшие действительные напря-

жения DPmax   должны быть с некоторым запасом меньше предела выносливости  
Pr.  

Рис. 16.2 

Рис. 16.3 

Рис. 16.4 

Рис. 16.5 
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,max
r

rD

k
PP ≤  

где rk − коэффициент запаса прочности. 
В настоящее время пределы выносливости для материала определяются 

лишь чисто практически. 
Величина этого предела зависит: 

1) от материала; 
2) от типа деформации;  
3) от степени деформации. 

Также появление трещин зависит от величины местных напряжений, воз-
никающих в местах нарушения первоначальной формы. 

Для сталей напряжения предела выносливости при изгибе составляют 
половину от предела прочности: 

( ) Вσσ 5,04,01 ÷≈− . 
Для высокопрочных сталей  

Вσσ
6
14001 +=−   (МПа). 

Для цветных материалов − в более широких пределах: 
( ) Вσσ 5,025,01 ÷≈− . 

При кручении в условиях циклических напряжений 

11 56,0 −− = στ . 
Для хрупких материалов (высоколегированные стали, чугун) 

11 −− = στ . 
Для определения коэффициента запаса прочности, характеризующейся пе-

ременными нормальными σ  и касательными τ  напряжениями, используем 
следующую зависимость для определения коэффициента запаса прочности: 

222
111

τσ kkk
== , 

где k − коэффициент запаса прочности; kσ , kτ  − коэффициенты запаса прочно-
сти в предположении, что действуют только нормальные напряжения или толь-
ко касательные напряжения, которые определяются формулами: 

;1

am
n

k
σ

εβ
σψ

σ

σσ

σ
σ

σ
⋅+⋅

= −     ,1

am
n

k
τ

εβ
τψ

τ

ττ

τ
τ

τ
⋅+⋅

= −  

где аσ , mσ  − амплитудное и среднее напряжения рабочего цикла; 

      1−σ  − предел выносливости материала при симметричном изменении нор-
мальных напряжений; 

       σψ  − коэффициент влияния асимметрии цикла; 
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       σn  − эффективный коэффициент концентрации напряжений; 

       σε  − масштабный коэффициент; 
       σβ  − коэффициент состояния поверхности. 

Аналогично для коэффициента по касательным напряжениям kτ .  
Искомый коэффициент запаса прочности находим из выражения 

.
22
τσ

τσ

kk
kkk
+

⋅
=  

Пример. В опасном сечении вала с диаметром d= 40 мм, действуют крутя-
щий момент KPM  = 300 Н·м и изгибающий момент  ИЗM = 250 Н·м. Для него 
предел прочности Bσ = 550 МПа, а предел текучести  Tσ  = 260 МП и он не име-
ет концентраторов напряжений (резких переходов диаметров, выточек, канавок, 
а также его поверхность чисто обработана резцом. Требуется определить коэф-
фициент запаса прочности вала, приняв нормальные напряжения изгиба изме-
няющимися по симметричному циклу, а касательные напряжения от кручения – 
по пульсирующему циклу. 

Коэффициенты концентрации напряжений и масштабные коэффициенты 
можно считать одинаковыми для нормальных и касательных напряжений. 

1. Определяем максимальные нормальные и касательные напряжения:    

МПаПа
d

М
W
М ИЗ

X

ИЗ 8,39108,39
04,014,3
3225032 6

max 33 =⋅=
⋅
⋅

=
⋅
⋅

==
π

σ ; 

3 3
6

max
16 300 16 23,9 10 23,9 .

3,14 0,04
КР КРМ М Па МПа

W dρ

τ
π

⋅ ⋅
= = = = ⋅ =

⋅ ⋅
 

1. Предел текучести при кручении 

1 0,6 0,6 250 156 .Т
k МПаτ σ= ⋅ = ⋅ =  

2. Предел выносливости на кручение при симметричном цикле 

1 0, 22 0,22 550 121 .В
k МПаτ σ− = ⋅ = ⋅ =  

4. Предел выносливости на изгиб при симметричном цикле 

1 0, 4 0,4 550 220 .В
И МПаσ σ− = ⋅ = ⋅ =  

5. Коэффициент концентрации напряжений 
400 550 4001,2 0,2 1,2 0,2 1,227.

1100 1100
Bn nσ τ

σ − −
= = + = + =  

6. Масштабный коэффициент 
)3(1,02,1 −+== dτσ εε , 

где d  − в сантиметрах 
1,2 0,1(4 3) 1,3.σ τε ε= = + − =  

7. Коэффициент состояния поверхности берем (см. [2], стр. 404) 
σβ = 0,9.τβ =  
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8. Определяем коэффициент запаса прочности по нормальным напряжени-
ям 

,27,5
8,39

3,19,0
227,10

220
=

⋅
⋅

+
=σk

 

где mσ = 0; аσ = maxσ , т.к. имеем симметричный цикл. 
9. Определяем коэффициент запаса прочности по касательным напряжени-

ям  

0=τψ ; max 23,9 11,95 ,
2 2а m МПаττ τ= = = =  

т.к. касательные напряжения изменяются по пульсирующему циклу 
.6,9

95,11
3,19,0

227,10

121
=

⋅
⋅

+
=σk  

10. Общий коэффициент запаса прочности 

2 22 2

5,27 9,6 3,28.
5,27 9,6

k kk
k k
σ τ

σ τ

⋅ ⋅
= = =

++
 

11. Коэффициенты запаса σk  и τk  по отношению к пределу текучести 
равны 

;53,6
8,39

260
max

===
σ
σ

σ
Тk  

;52,6
9,23

156
max

===
τ
τ

τ
Тk  

.6,4
52,6653

52,653,6
22
=

+

⋅
=k  

Отсюда видно, что коэффициент по усталостному разрушению ниже, чем 
коэффициент запаса прочности по текучести. 

Вопросы для самоконтроля 
1. Назовите типы напряжений по характеру изменений?       
2. Что называется циклом напряжения?  
3. Чему равна величина постоянной составляющей цикла и ее переменная 

составляющая?  
4. Как выглядят диаграммы асимметричных циклов? Как они называются?  
5. Что является величиной предела выносливости? Какими обстоятельст-

вами обусловлен характер образования трещин?  
6. Как выражается условие прочности при циклических напряжениях?  
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17-18 ЛЕКЦИИ. ДИНАМИКА КОНСТРУКЦИЙ 
17.1 Свободные колебания 

 Чаще всего нагрузки на конструкции бывают динамическими. От них 
возникают ускоренные движения масс и инерциальные силы. В большинстве 
случаев динамические нагрузки вызывают колебания систем. 

Колебания могут быть свободными или вынужденными. 
Если систему вывести каким-либо импульсом из состояния равновесия, а 

затем этот импульс устранить, то она будет совершать свободные (собствен-
ные) колебания, во время который происходит непрерывный обмен кинемати-
ческой энергии и энергии деформации.  

При непрерывном действии переменной во времени вынуждающей (воз-
мущающей) силы ( )tF  система совершает вынужденные колебания. 

Отношение значения какого-либо динамического фактора динS  (внутрен-
ние силы или перемещения), вызванного силой ( )tF , к аналогичному статиче-
скому фактору стS , вызванному статически действующей силой maxF , называет-
ся динамическим коэффициентом. 

дин
д

ст

SK
S

= . 

Так как в конструкциях всегда имеются силы сопротивления (трения), по-
глощающие энергию, свободные колебания совершаются не бесконечно, а со 
временем затухают. Фактор затухания влияет и на вынужденные колебания и, в 
частности, на динамический коэффициент. 

Основными характеристиками являются частоты и формы собственных 
колебаний. 

Эти характеристики зависят от числа степеней свободы системы. 
Под динамической свободой понимается возможность перемещений масс 

с учетом имеющихся связей и характера деформаций элементов системы. 
Число степеней свободы дn  плоской системы равно удвоенному числу со-

средоточенный масс (рис. 9.1), поскольку каждая сосредоточенная масса обла-
дает на плоскости двумя степенями свободы, если считаются возможными все 
виды деформации системы. Если какие-то виды деформации невозможны, то дn  
уменьшается. Обычно в плоских рамах и балках перемещения точек определяет 
деформациями изгиба. 

В общем случае при двух сосредоточен-
ных массах, 4.дn =  Но перемещение вдоль 
балки равно нулю; так как жесткость сечения 

;EA = ∞  
2.дn =  Число степеней свободы с распре-

деленной массой равно ∞ .  В расчетах распре-
деленную массу заменяют на сосредоточенную. 
Колебания системы с одной степенью свободы 

Рассмотрим пространственную модель системы с одной степенью свобо-
ды – массу (m), подвешенную на невесомую пружину и нагруженную возму-

Рис. 17.1 
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щаемой силой F(t) (рис. 17.2), представляющей производную функцию от вре-
мени t. 

Пусть пружина обладает жесткостью IIC r=  (податливость пружины 
1

II C
δ = ). В дальнейшем эта пружина будет определять любую упругую связь 

системы. 

 
 
 

Для описания движения массы составим общее динамическое уравнение 
равновесия. Будем рассчитывать перемещение (У), от которого перемещения 
массы, когда она находилась до действия силы F(t). Положительные перемеще-
ния У, скорости - IУ , ускорения - IIУ , а также положительные силы будем счи-
тать направленными вниз. 

 
Рис.17.3 

При отклонении массы (m) на величину (У) на нее, кроме возмущающей 
силы будут действовать восстанавливающая сила * ,F C У= − ⋅  сила инерции 

,IIJ m У= − ⋅  и сила сопротивления CR , которая также зависит от [ ]( )Сt R t . Все си-
лы направлены в сторону, противоположную отклонению (У): 

( ) ( ).II
C tmУ CУ R F t+ + =                                                 (17.1) 

Дифференциальное уравнение движения 
При отсутствии вынуждающей силы F(t)  и силы сопротивления ( )CR t  по-

лучим однородное дифференциальное уравнение свободных колебаний: 
0,IImУ CУ+ =                                                       (17.2) 

решение которого имеет вид: 
0

( ) 0 cos sin ,t
yy y t tω ω
ω

= +                                              (17.3) 

где 0y  и '
0y  -  отклонения массы и скорость ее движения в начальный мо-

мент времени t=0. 

Рис. 17.2 
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C
m

ω =  - круговая частота колебаний системы. 

Скорость движения массы в любой момент времени: 
' '
( ) 0 0 costy y t y tω ω= − + . 

Выражение (9.3) можно преобразовать как 
( ) sin( )ty A tω ϕ= + ,                                                   (17.4) 

где А и ϕ  - амплитуда и фаза колебаний (рис. 17.3). Как следует из (17.3) 
и (17.4), функция ( )ty  описывает незатухающий колебательный процесс, повто-
ряющийся через промежуток 2 /T π ω=  - периодические колебания. Такие коле-
бания называются гармоническими. В конструкциях роль условий жесткости 
выполняет величина, обратная податливости – одиночному перемещению 11δ ; 

1/C δ= ; тогда 111/ mω δ= . 

112 .T mπ δ=                                                      (17.5) 
17.2 Затухание колебаний 

Сила сопротивлений CR  может быть постоянна либо пропорциональна 
отклонению или скорости и т.д. Рассмотрим случай, когда CR пропорциональна 
скорости равной 'yα  (α  - коэффициент пропорциональности). 

Тогда из второго дифференциального уравнения: 
.0'" =++ Cyymy α  

Разделим выражение на m 
;02 2'" =++ yeyy ω  

где 
m

e
2
α

=  - коэффициент затухания; 
m
C

=ω  - круговая частота свобод-

ных колебаний без затухания. 
Коэффициент  е можно определить, если известны отношения соседних 

амплитуд, колебаний и частота ω . Для местных конструкций ,)08,0016,0( 1ω÷=e  
где 1ω  - круговая частота свободных затухающих колебаний. 

Чаще ;ω<e  
);sin( 1 ϕω += − tAey et  

.22
1 e−= ωω  

Для слабогасящих колебаний (в воздухе) 1ωω ≅ . 
17.3 Вынужденные колебания системы 

Вынужденные колебания системы с одной степенью свободы 
Действие переменной во времени возможной силы )(tF  можно предста-

вить в виде суммарного действия отдельных импульсов (рис. 17.4): 
.FdtdS =  

Если затухания не учитывать, то согласно первому дифференциальному 
уравнению вынужденных колебаний с одной степенью свободы, будет иметь 
вид:  
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.)(2"

m
F

yy t=+ω  

 
 
 

Решение этого неоднородного уравнения состоит из общего интеграла 
(уобщ.) однородного уравнения 2 и частного решения (участ.). 

Обозначим )(0)( / tt FmF =  и, объединяя общий и частный интегралы, получа-
ем уравнение движения: 









++⋅+

⋅
+

−
++= ...cos1

2
1sincos1sincos

22

3
"

03
'

020
0

0)( ttFttFtFtytyy t ωω
ωω

ωω
ω

ωω
ω

ω      (17.10) 

где "
0

'
00 ,, FFF  - начальные параметры, представляющие собой функцию )(tF  

и ее производную в начальный момент времени t=0. Для системы, находящейся 
в состоянии покоя, перед приложением силы )(tF  - 0y  и 0" =y . 

Рассмотрим действия различных вынужденных сил. 
1. Постоянная сила FF t =)(  (рис. 17.5). 
Если сила F приложена внезапно и действует долговременно, то при 

;01
00 == yy  уравнение движения будет: 

);cos1(2)( t
m

Fy t ω
ω

−=  

поскольку 
1

0F  и 0
11

0 =F  (при F=const). 

Т.к. 
C
F

m
F

=2ω
 - статическое перемещение, 

 
 
то ).cos1()( tyy cmt ω−=  
Следовательно, наибольший (амплитудный) динамический коэффициент 

равен: 

Рис. 17.4 

Рис. 17.5 
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д 2.SK
S

= =  

 
 
Если сила F внезапно приложена в мгновение 0tt = , а затем в мгновение 

1tt =  внезапно снята, то можно представить силы Р как приложенные силы (-Р) 
в мгновенье 1t , в этом случае получаем уравнение движения при 1tt > : 

[ ],cos)(cos 12)( ttt
m

Fy t ωω
ω

−−=  

после преобразования: 





 −



=

2
sin)5,0sin(2 1

12)(
ttt

m
Fy t

ωωω
ω

. 

Из этого уравнения следует, что при  
1)3,0sin( 1 =− tt ωω , 

1
12sin 0,5 2sinд

tK t
T

ω π  = ⋅ =  
 

 

и, в частности, при кратковременном действии силы ( 6/1 Tt ≤ ) max 1дK ≤ . 
Периодически изменяющаяся сила (вибрационная нагрузка). 
Если на массу тела действует сила, изменяющаяся по гармоническому за-

кону 
tFF t ⋅= θsin)( , 

где F – амплитуда силы, 
θ  - ее круговая частота, 
то уравнение движения 







 −⋅

−
= tt

m
Fy t ω

ω
θθ

θω
sin

)( 22)( , 

max 2

2

1

1
дK

θ
ω

=
−

. 

Следовательно, при 0/ →ωθ . Кд – быстро возрастает, а при 1/ =ωθ  Кд ∞= . 

Рис. 17.6 
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Явлением сильного нарастания амплитуд при ωθ →  называется ре-
зонансом. Острый резонанс сглаживается с ростом величины 

ω
γ l2
= , l – коэф-

фициент затухания; ω  - круговая частота свободных колебаний. 
17.4 Напряжение при ударе 

Явление удара получается в том случае, когда скорость рассматриваемой 
части конструкции или соприкасающихся с ней частей изменяется в очень ко-
роткий период времени. При забивке сваи, 

,
48

3

max
X

cC EI
Qlf ==δ  

.48
3l

EIC X=  

Таким образом, потенциальная энергия будет определяться следующим 
образом: 

2

22
1

CCC
CQU δδ == . 

В основу формулы заложены две предпосылки: 
1. Справедливость закона Гука. 
2. Постоянный от нуля до окончательного значения рост силы Q, напря-

жения РС  и пропорциональных им деформаций Cδ . 
Реакция системы С на действия упавшего груза Q (назовем ее РД) являет-

ся следствием деформации δд, она растет от нуля до окончательной, макси-
мальной величины. 

РД=δдС. 
Общий метод расчета на динамическую нагрузку основан на принципе 

Даламбера, по которому всякое движущееся тело может рассматриваться как 
находящееся в состоянии равновесия, если к действующим на него внешним 
силам добавить силу инерции, равную произведению массы тела на его ускоре-
ние  направленную в сторону, противоположную ускорению. 

То есть, если можно определить силу инерции, то можно для определения 
внутренних усилий применять метод сечений уравнения статического равнове-
сия. 

Если силу инерции определить сложно 
(удар), для определения динамический напряжений 
и деформаций используют закон сохранения энер-
гии. 

17.5 Вычисление напряжений при 
равноускоренном движении 

Груз весом Q поднимает вверх с ускорением 
а (рис. 9.9). Определить напряжение в канате, не 
учитывая вес каната. 

Используем принцип Даламбера. Приклады-
ваем к грузу силу инерции: 

  

Рис. 17.9 
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a
q
Qma =  

и направляем вниз. 
Применяем метод сечений. Делаем разрез А-А и отбрасываем верхнюю 

часть. Усилие в канате обозначаем Nдин.. Т.к. напряжения при центральном рас-
тяжении равномерно по сечению каната σдин – динамическое напряжение в ка-
нате 

Nдин.= σдинА. 
Проектируем все силы на ось y. 

0дин
QA Q a
q

σ
 

⋅ − + ⋅ = 
 

 

1 0дин
aA Q
q

σ
 

⋅ − + = 
 

 

1дин cm дин
Q a K
A q

σ σ
 

= + = 
 

 

A
Q

cm =σ  - напряжение статическое от действия груза. 

17.6 Определение перемещений и напряжений при ударе 
Рассмотрим продольный удар груза Q по недвижимому стержню, падаю-

щего с высоты H (рис. 9.10), скорость груза определяем по формуле свободного 
падения 

gHV 2= . 
Скорость за очень короткий промежуток времени t=0 и величину силы 

инерции теоретически трудно определить. Здесь применяем закон сохранения 
энергии и следующие допущения. 

1. Напряжение при ударе не превосходит предела пропорциональности, 
т.е. справедлив закон Гука. 

2. Тела после удара не отделяются друг от друга. 
3. Масса стержня считается малой по сравнению с массой ударяющего 

тела и в расчет не принимается. 
4. Потерями части энергии, перешедшей в теплоту и в энергию колеба-

ний, пренебрегаем. 
Приравнивая работу падающего тела к потенциальной энергии деформа-

ции стрежня. 
Работа: ( )динW Q H l= + ∆ , 
где динl∆  - перемещение в точке удара, т.е. укорочение стержня. 
Потенциальная энергия деформации при сжатии стержня: 

2

2
динl EAU

l
∆

= . 

Получаем: 
2

( )
2

дин
дин

l EAQ H l
l

∆
+ ∆ = . 
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Умножаем обе части на 2l и разде-
лим на ЕА: 

2 2 2 0
2дин дин

Ql Qll l H
EA l

∆ − ⋅ ∆ − ⋅ = . 

CTl
EA
Ql

∆=  - укорочение стрежня от 

статически приложенной нагрузки. Тогда 
2 2 2 0дин CT дин CTl l l l H∆ − ∆ ⋅∆ − ∆ ⋅ = , отсюда 

  
2 2дин CT CT CTl l l H l∆ ∆ + ∆ + ⋅∆ ,  

21 1дин CT CT дин
CT

Hl l l K
l

 
∆ = ∆ + + = ∆ ⋅  ∆ 

,  

21 1дин CT CT дин
CT

H K
l

σ σ σ
 

= ⋅ + + = ⋅  ∆ 
. 

Из этих формул видно, что величины динамического напряжения и пере-
мещения зависят от величины статической деформации ударяемого тела. 

Для снижения величины удара применяют прокладки (резиновые, пру-
жинные и т.д.), которые дают большие деформации и не должны превосходить 
критических напряжений. 

Частные случаи. 
1. Если Н=0, т.е. внезапное приложение нагрузки: 

2дин CTl l∆ = ∆ ; 
2дин CTσ σ= . 

2. Если высота падения Н во много раз больше статической деформации 
CTl∆ , то 

2 21 1дин
CT CT

H HK
l l

= + + ≈
∆ ∆

. 

Пример. На двух балках двутавро-
го сечения № 16 (рис. 17.11, а) установ-
лен двигатель весом Q=2,0 т, делающий 
n=400 об/мин. Центробежная сила инер-
ции, возникающая за счет неуравнове-
шенности вращающихся частей двигате-
ля, равна Н=1,2 т. Собственный вес ба-
лок и силы сопротивления можно не 
учитывать. Требуется найти: 1) частоту 
собственных колебаний 0ω ; 2) частоту 
изменения возмущающей силы ω ; 3) ко-
эффициент нарастания колебаний β ; 4) 
динамический коэффициент дK ; 5) наи-
более динамическое нормальное напря-

жение в балках дσ . 

Рис. 17.10 

Рис. 17.11 
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Решение. Определяем частоту собственных колебаний 0ω . Для упругих 
систем с одной степенью свободы без учета собственного веса она определяет-
ся по формуле: 

CTy
F

=0ω , 

где CTy  - перемещение точки приложения веса двигателя при статическом дей-
ствии этого груза; 
g – ускорение силы тяжести. 

Величину статического прогиба CTy  определим, воспользовавшись мето-
дом сил. 

Определяем реакции опор от действия силы Q. 
.

3
1;0

3
;0 QRlRlQM BBA ==⋅+−=∑  

.
3
2;0

3
2;0 QRlQlRM AAB ==−⋅−=∑  

Строим эпюру изгибающих моментов FM  от внешних нагрузок по точкам 
(рис. 17.11, б). 

.0;67,0152
9
2

3
1

3
2

3
;0 4311 =⋅=⋅⋅===== MMmQlRMMM A  

X

MCM
CT EJ

y
y F∑ ⋅

= 1
ω

, 

где 
FMω  − площадь грузовой эпюры; 

1MCy  − ордината на эпюре изгибающего момента 1M  под центром тяжести 
площади грузовой эпюры FM ; 

6102 ⋅=E  кг/см2  − модуль упругости первого рода; 
XJ  − осевой момент инерции площади поперечного сечения относитель-

но центральной оси Х. 
Для двух балок двутаврого сечения № 16 8732 ⋅=XJ  см3. 

X

CC
CT EJ

yy
y 21 21 ωω +

= , 

552
1 1075,161067,0105,0

2
1

⋅=⋅⋅⋅⋅=ω  кг∙ см2 ; 2033
3
2

1
=⋅=Cy  см, 

552
2 105,331067,0101

2
1

⋅=⋅⋅⋅⋅=ω  кг∙ см2; 2033
3
2

2
=⋅=Cy  см, 

029,0
8732102

20105,33201075,16
6

55

=
⋅⋅⋅

⋅⋅+⋅⋅
=CTy  см, 

184
029,0
89,9

==ω  с-1. 

2. Определяем частоту изменения возмущающей силы: 
9,41

30
40014,3

30
=

⋅
==

nπω  с-1. 

3. Определяем коэффициент нарастания колебаний: 
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4. Определяем динамический коэффициент: 
1,2 1,0551 1 1,63

1,2д
HK

Q
β⋅ +

= + = + = . 

5. Определяем наибольшее динамическое нормальное напряжение в бал-
ке: 

max
д д CT д

X

MK K
W

σ σ= ⋅ = , 

где maxM  − момент сопротивления площади поперечного сечения 2х балок 

№ 16  1092 ⋅=XW  см3 . 
50,67 101,63 501

2 109дσ
⋅

= =
⋅

 кг/ см2=50,1 МПа. 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Какие колебания систем являются свободными и какие вынужденными? 
2. Как определяется величина динамического коэффициента? 
3. Что понимается под динамической свободой и как определяется число 

степеней свободы плоской системы? 
4. Как записывается дифференциальное уравнение свободных колебаний 

системы с одной степенью свободы и что обозначают слагаемые этого 
уравнения? 

5. Чему равна круговая частота колебаний системы и ее период? 
6. Как выглядит дифференциальное уравнение затухающих колебаний и от 

чего зависит коэффициент затухания? 
7. Как записывается в общем виде уравнение движения вынужденных коле-

баний и какова его зависимость от действия различных возмущающих 
сил? 

8. Какое явление называется резонансом? 
9. Как определяется величина динамической силы при ударе? 
10.  Какие допущения принимаются при ударе? 
11.  Каковы общие приемы вычисления напряжений при ударе? 
12.  Чему равна величина динамического коэффициента при ударе и его за-

висимость от отношения высоты, с которой падает тело, к статической 
деформации от этого же тела? 

13.  Каким образом в практике снижается величина динамических напряже-
ний? 

14.  Каким образом определяются величины напряжений и динамического 
коэффициента при равноускоренном напряжении? 
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	,   или
	73,75F   100, 52,92 F   30.
	Из первого выражения величина F
	= 1,356 Мн.
	= 0,567 Мн.
	Принимается нагрузка наименьшая из двух найденных, т.е.   = 567кн.
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	12 лекции. КРУЧЕНИЕ С ИЗГИБОМ
	Рис. 12.1
	Подставляя сюда значения   и  , получаем:
	Учитывая, что   , получаем   .
	Подставим сюда   и   через    и  :
	Подбор сечения:
	По четвертой теории прочности  .
	Определение скручивающего момента, передаваемого на вал.
	N - л. сил.   n - об/ мин; то K = 7162
	Определяем скручивающие моменты на шкивах:
	= 286,48 н м;
	= 6 л.с.;
	Строим эпюру крутящих моментов по участкам вала, используя метод сечений (рис. 12.3, а.).
	Рис. 12.3
	I участок:
	II участок:
	Определим напряжение ветвей (рис. 12.4):
	Определяем давление на вал в точках крепления шкивов от действия суммарных сил напряжения ветвей:
	Постоим эпюры изгибающих моментов от действия вертикальных сил (эп.  ) и от горизонтальных сил (эп.  ). Для этого представим вал как двухопорную балку и рассмотрим ее отдельно под воздействием вертикальных сил, а затем и горизонтальных усилий внешних ...
	Определяем опорные реакции в вертикальной плоскости из условий стратегического равновесия:
	Проверка:
	Направления и величины реакций в вертикальной плоскости определены верно.
	Вычисляем значения изгибающих моментов в сечениях С, А, Е, K, В и строим эпюру (рис. 12.3, б).
	Рис. 12.4
	;   = –1375,1 0,2 = –275,02 н м.
	= –343,78 0,5 = –171,89 н м.
	Определяем опорные реакции балки в горизонтальной плоскости:
	;  ;
	= 429,72 н.
	;  ;
	=2435,3 н.
	Проверка:  ;  ;
	1432,41 – 2435,1 + 1432,41 – 429,72 = 0;
	2864,82 – 2864,82 = 0;
	0 = 0.
	Находим значения изгибающих моментов и строим по этим точкам эпюру   (рис. 4.3, в).
	;   = 1432,41 0,2 = 286,48 н м.
	н м.
	= –429,72 0,5 = –214,86 н м.
	Далее, зная величины изгибающих моментов в горизонтальной и вертикальной плоскостях, геометрически складываем их значения в тех же самых характерных точках и получаем значения суммарных изгибающих моментов   по формуле:
	.
	;   = 286,48 н м.
	= 288,13 н м.
	= 275,16 н м.
	По полученным величинам строим эпюру суммарных изгибающих моментов (рис. 12.3, г).
	Находим опасное сечение по величине максимального эквивалентного момента из третьей теории прочности:
	.
	Это значение будет в точке K.
	= 321,77 н м.
	Из условия прочности определяем диаметр вала:
	= 3,43 10-2 м = 34,3 мм.
	Принимаем   = 35 мм.
	Вопросы для самоконтроля

	1. Какие напряжения возникают при совместной деформации кручения и изгиба и как они вычисляются?
	2. Как записывается условие прочности по третьей и четвертой гипотезам прочности через главные напряжения?
	3. Где находится опасное сечение вала и как оно определяется?
	4. Каким образом определяется диаметр вала из условий прочности по третьей и четвертой гипотезам прочности?
	5. Какие коэффициенты принимаются при расчете величин крутящего момента при различных единицах измерения передаваемой мощности и заданном числе оборотов?
	6. Опишите порядок расчета диаметра вала при кручении с изгибом.
	13 лекции.УСТОЙЧИВОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ
	КОНСТРУКЦИЙ
	13.1 Определение критической силы

	Рис. 13.3
	= 310 МПа;   = 1,14 МПа.
	Вместо двух формул Эйлера и Ясинского, определяющих диапазон гибкостей, удобнее иметь одну формулу, используемую при любой гибкости для определения допускаемой нагрузки:
	,
	где   - допускаемое нормальное напряжение на сжатие;   - коэффициент продольного изгиба, зависящий от материала и гибкости стержня (табл. 13.1).
	Таблица 13.1
	Для определения площади поперечного сечения получаем формулу:
	Рис. 13.4
	Пример:
	= 4 м;  = 500 кН;  = 160 МПа;   = 1;  = 100;  = 2 105 МПа.
	При данной схеме закрепления стального стержня, нагруженного продольной силой   (рис. 13.4, а), необходимо найти размеры поперечного сечения (рис. 13.4, б) и величину критической силы, а также коэффициент запаса устойчивости.
	Для определения площади поперечного сечения используем формулу:
	.
	Так как коэффициент снижения допускаемого напряжения неизвестен, то расчет будем вести методом последовательного приближения и первое значение коэффициента возьмем среднее:  = 0,5.
	Выразим гибкость колонны через площадь сечения:
	,
	,
	,
	,
	.
	Отсюда  .
	Первое приближение   = 0,5. Вычисляем площадь поперечного сечения:
	Определяем гибкость стержня
	Обращаемся в табл. 13.1 и находим истинное значение коэффициента   для полученной нами гибкости                   = 138, используя метод линейного интерполирования. Для этого выписываем значения коэффициента   из второго столбца табл. 13.1., соответс...
	10 : 8 = 0,04 :
	Отсюда:                                ,
	т.е., при изменении    на 8 единиц   изменяется на 0,03.
	Тогда  = 0,40 – 0,03 = 0,37.
	Сравниваем   и  :
	.
	Допускаемое расхождение между ними должно быть не более 5%, у нас же значительно больше, поэтому делаем второе приближение.
	.
	Определяем площадь поперечного сечения при новом значении  = 0,435.
	Вычисляем гибкость стержня
	Опять обращаемся к табл. 5.1 и, подобно первому приближению, уточняем значение  .
	Проводим третье приближение:
	.
	Определяем площадь поперечного сечения при  = 0,423.
	.
	Вычисляем гибкость стержня:
	.
	Обращаемся к табл. 5.1 и уточняем значение  .
	Получим допустимую погрешность.
	Принимаем площадь поперечного сечения стержня  ,
	= 126.
	Так как предельная гибкость для стали  , а полученная  , т.е. больше предельной, то для выполнения критической силы применим формулу Эйлера:
	;
	;
	Определяем коэффициентом устойчивости:
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	ОПРЕДЕЛИМЫХ РАМ
	Строим эпюру изгибающих моментов
	15.1 Метод сил

	Составление и решение канонических уравнений
	методом сил
	Вопросы для самоконтроля
	16.1 Циклические напряжения
	Асимметричные циклы

	16.2 Условия прочности при переменных напряжениях

	Для высокопрочных сталей
	При кручении в условиях циклических напряжений
	Вопросы для самоконтроля

	17-18 лекции. Динамика конструкций
	17.1 Свободные колебания
	Чаще всего нагрузки на конструкции бывают динамическими. От них возникают ускоренные движения масс и инерциальные силы. В большинстве случаев динамические нагрузки вызывают колебания систем.
	Колебания системы с одной степенью свободы


	17.2 Затухание колебаний
	17.3 Вынужденные колебания системы
	17.4 Напряжение при ударе
	17.5 Вычисление напряжений при равноускоренном движении
	17.6 Определение перемещений и напряжений при ударе
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