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Kirisiw

Pitkeriw ganigelik jumustin aktualligi. Funkcionalliq analiz hazirgi
zaman matematikasiin ayriqsha tarawlarinin biri. Ol matematikanin bir neshe
tarawlari, atap aytganda matematikaliq analiz, funkciyalar teoriyasi, integral
ham differencial tenlemeler teoriyasi, variaciyaliq esap shegaralarinda, olardin
tasinikleri ham metodlarin uliwmalastiriliwi natiyjesinde XX asirdin basinda
payda boldi. Hazirgi waqitta funkcionalliq analiz matematika ham fizikanin tarli
bolimlerinde ken tarde qollanilmagqta.

Funkcionalliq analizdin ayrigsha abzalliqlarinan  biri  quramali
funkcionalliq kenisliklerdi metrika, norma ham skalyar kobeyme jardeminde
apiwayiraq, jagst uyrenilgen kenisliklerge, maselen tuwri siziqqa qolay tarizde
sawlelendirip tyreniwden ibarat. Funkcionalliq analizde si1zighh funkcional
ham sizigli operator tasinikleri ulken ahmiyetke iye. Biraq ayirim maseleler
sheksiz kenisliklerdegi siziqli bolmagan funkcionallar ham operatorlard:
uyreniwge alip keledi.

Bul pitkeriw ganigelik jumisi sizigli kenisliklerde differencialliq esap
elementlerin ayreniwge arnalgan.

Pitkeriw ganigelik jumistin magseti ham waziypalarn. Bul pitkeriw
ganigelik jumistin maqgseti sizigh kenisliklerde differencialliq esap elementlerin
uyreniwden ibarat. Pitkeriw ganigelik jumistin magsetinen kelip shigip,
tomendegi waziypalar belgilep alindi:

- siziqli kenislikti ayreniw;

- normalangan kenislik ham ogan baylanisli misallard: ayreniw;

- kashli ham kuashsiz differenciallardi aniglaw;

- joqart tartipli tuwind1 ham differenciallard: esaplawdi ayreniw;

- ekstremalliq maselelerdi sheshiwdi ayreniw.

Pitkeriw qanigelik jumistn ob’ekti. Sizighh ham normalangan
kenislikler, funkcionallarga baylanisl teoriyaliq maselelerden ibarat.

Pitkeriw ganigelik jumistin teoriyaliq ham ameliy ahmiyeti sonin

3



menen belgilenedi, alingan natiyjeler matematikaliq analiz pani boymnsha

bakalavrlarga ham magistrlarga arnawli Kkurslar sholkemlestiriwde ameliy
ahmiyetke iye.

Pitkeriw qganigelik jumastin kélemi ham duzilisi. Pitkeriw ganigelik
jumus Kirisiw ham juwmaglaw boélimlerinen, eki bap ham alti paragrafdan,

sonday — aq paydalanilgan adebiyatlar diziminen ibarat.

Birinshi paragrafta siziqhh kenislik aniqlamasi berilip, ogan baylanish
muisallar keltirilgan.

Ekinshi paragrafta normalangan kenislik, norma tasinigi kiritilgen, Banax

kenisligine aniqlama berilgen, olarga baylanisli misallar sheship korsetilgen.

Ushinshi paragrafta siziql: uzliksiz funkcionallar tasinigi kiritilgen.
Tortinshi paragrafta kuashli differencial, kuashsiz differencial, shekli
6simler formulasi berilip, teoremalar keltirilgen.

Besinshi paragrafta  joqari tartipli tuwindi ham differenciallar, Teylor

formulasi keltirilgen, olarga baylanish teoremalar, misallar berilgen.

Altinshi paragrafta sizigli bolmagan funkcionalliq analizdin tiykarg:

maselelerinin biri  funkcionallardin ekstremumlarin tabiw maselesi qaralip,

ekstremumnin zararli ham jetkilikli shartleri keltirilgen, misallar korsetilgen.



I-BAP. TIYKARGI MAGLIWMATLAR
1-§. Cizaqh kenislik. Masallar
Meyli galegen M kopligi berilgen bolsin. Eger MxM  kopliginin galegen
R, tles kopligin ajiratip alsaq, onda M kopliginde ¢ binarliq gatnas berilgen
dep ataladi. Amgiraq qilip aytganda, eger (a,b) juphq R, kopligine tiyisli
bolsa, onda a element b elementke binarliq qatnasta delinedi. Bul
elementlerdin binarliq gatnasta ekenligi ag@b koriniste belgilenedi.

Misallar 1. Birdeylik qatnasi &  binarliq gatnasga misal boladh.

Haqiyqgattan da, eger acb<> a =b dep alsaq, onda
R,={(a,a):(aa)e MxM,VaecM}cMxM.
R, kopligin adette MxM koépliginin diagonali delinedi ham A kérinisinde
belgilenedi.
2. m kopliginde berilgen galegen » ekvivalentlik gatnas binar gatnas

boladi. Basgasha qilip aytganda, ekvivalentlik gatnas refleksivlik, simmetriyaliq
ham tranzitivlik shartlerin qanaatlandiriwshi binar gatnas.

Qandayda bir E kopliginde ExE kopliktin har bir (x,y ) elementine E
kopliktin x ham y elementlerdin qosindis1 dep ataliwshi ham x + y korinisinde

belgileniwshi E kopliktin elementin saykes qoyiwshi binar gatnas berilgen
bolip, bul gatnas tomendegi shartlerdi ganaatlandirsin:
vV X, VY, ze E:

1.x+y=y+x (qosindinin kommutativligi);

2.(X+Yy)+z=x+(y+2z) (qosindinin associativligi);

3. E kopliginde sonday € element bar bolip, V XeE ushin x+68=Xx
tenligi orili ( @— nollik element dep ataladi).

4. Qalegen x € E ushim, sonday —xe E  element bar bolip x + (—x) =6

tenligi ormli (— x element x ga garama-qarsi element dep ataladi).



Sonin menen birge K maydannan alingan galegen o san ham

galegen xeE element ushin axelL (x elementtin o sanga koébeymesi)

element aniglangan bolip, tomendegi shartler orinlansin:
Va,feK ham V x,ye E :

5. a(fx)=(ap)x;

6. a (X+Yy)=ax+ay;

7. (a+p)x=ax+pBX;

8. 1. x=x.

Usi shartlerdin barligin qanaatlandiriwsh1 E kopligi K maydan ustinde
aniqlangan siziqli yamasa vektorliq kenislik dep ataladi. Siziglt Kenislik

elementlerin vektorlar yamasa nogatlar dep ataymiz. Eger K =R (R-barliq
haqiyqiy sanlar kopligi) yamasa K =C (C-barlig kompleks sanlar kopligi)
bolsa, onda E, saykes tuarde, haqiyqiy yamasa kompleks sizighh kenislik dep
ataladi.

Misallar 1. R kopligi adettegi qositw ham kobeytiw amellerine garata

s1ziql kenislik bolad.

2. n sandagr haqiyqy sanlardih muamkin  bolgan  barliq
X:(le X o peeen Xy ) jiynaglart  kopliginde qostw ham sanga kobeytiw
amellerin

(X0 X oo X )+ (Y1 VoV o )= X+ Y 1 X+ Y oy e X+ Y 0 ),
(X, X e Xy ) =la X, @ Xy, X, )
korinisinde aniglasaq, bul koplik sizigh kenislik boladi. Bul kenislik n 6lshemli
arifmetikaliq kenislik delinedi ham R " korinisinde belgilenedi.

Aniglama. L ham L™ lar sizigh kenislikler bolip, olar arasinda
tomendegi shartlerdi ganaatlandiriwshi  6z-ara bir manisli saykeslik ornatilgan
bolsin:

XX, yoy
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boliwinan (X,ye L; x%, y el )
X+y<>Xx +y°
ham
ax<ax”
bolwi kelip smgadh (VaeK ). Onda L ham L~ lar 6z-ara izomorf kenislikler
delinedi.

Misal ushin, n olshewli R" haqiyqiy arifmetikaliq kenisligi menen
darejeleri n—1 den ulken bolmagan barliq haqiygiy koefficientli kop agzalilar
kenisligi adettegi gqosiw ham skalyar sanga koébeytiw amellerine salistirganda
izomorf kenislikler bolad.

L sizigh kenisliktin =~ X, X,,...., X, elementleri berilgende, hesh
bolmaganda birewi nolden 6zgeshe bolgan « ,, « ,, ....,a , sanlar bar bolip,

o X+, X, +....+a, X, =0 tenligi orinl bolsa, onda x, Xx,,...., X, ler sizigh

garezli elementler delinedi. Eger o X, +a,X, +....4a,X, =0 tenliginen

n'n
oy =a,=....=a,=0 tenligi kelip shigsa, onda x,, X,,...., X, elementler
s1z1qh garezsiz elementler dep atalad:.

L Kkenislik elementlerinin x, vy, ....sheksiz sistemasinin galegen ules

sistemas: s1ziqli garezsiz bolsa, onda berilgen sistema siziql garezsiz dep
atalad.

Eger L kenisliginde n sandagi sizigl garezsiz elementlerdi tabiw
muamkin bolip, galegen n+1 sandag: elementleri sizigh garezli bolsa, onda L
kenislik n olshemli delinedi. Eger L de galegen sandag sizigh garezsiz
elementlerdi tabiw mumkin bolsa, onda L sheksiz 6lshemli kenislik dep atalad:.
n olshemli L kenisliktin n sandagi galegen siziglt garezsiz elementlerinin

sistemasin, bul kenisliktin bazisi dep ataymiz.



L" koplik L sizigh kenisliktin tles kopligi bolsin. Eger galegen x,yel’
ham galegen «, S K sanlar ushin ¢ x+Syel’ bolsa, onda L' koplik L din
ules kenisligi dep atalad.

L sizigl kenislik bolip, & onin nollik elementi bolsin. Tek gana nollik
elementten ibarat {@} koplik L din en kishkene ules kenisligi boladi. Bul
kenislikti nollik tles kenislik dep ataymiz. Sonin menen birge L kenislikti de
6zinin ules kenisligi sipatinda garaw muamkin. Bul eki ules kenislikler L din
ozlik emes tules kenislikleri delinip, bulardan basga tules kenislikler 6zlik dep
ataladi.

Ules kenisliklerdin galegen sistemasinin kesilispesi tles kenislik bolad.

Haqiygattan da, {A | (y 1, 1—qalegen koplik) sistema L sizigl kenisliktin

ules kenislikleri sistemas: bolsin. Qalegen X, yeﬂ A, elementler ham galegen
Ve

a,f sanlar ushin  ax+pyeA (Vyel) qatnast onnh. Onda

ax+pye[ A, gatnasi daorinli, yagny (A, koplik ules kenislik boladi.
Ve Ve

L s1zigl kenislikte gandayda bir bos bolmagan S koplik berilgen bolsin.
S koplikti 6z ishine algan en kishkene ules kenislik, S kopliktin sizigl gabig:
dep atalad: ham ol adette L(S) korinisinde belgilenedi. L(S) kenisligi S ti 6z
ishine aliwshi barliq tles kenisliklerdin kesilispesinen ibarat boladi. Basgasha
qilip aytganda, L (S) kenisligi tomendegi korinistegi elementlerden ibarat :

i=1

bunda o ;e K , a; €S, 1<i<n, n-qalegen (x ga garezli) natural san.

Misallar 1. L gandayda bir sizigh kenislik bolip, x onin nolden 6zgeshe

elementi bolsin. {/Ix, AeK } elementler kopligi bir olshemli sizigh tles

kenislik bolad1. Eger L din 6lshemi birden alken bolsa, onda {1 x, AeK }=L.



2. [a,b] segmentte amglangan barhq képagzalilar képligin P[a,b |
koriniste belgilesek, onda bul képlik C[a,b | min tles kenisligi bolad:.
3. 1,,C,, c, m, R” kopliklerdin barlig1 sizigl kenislik bolip, har biri

6zinen keyindegisinin ules kenisligi boladi.

L sizigh kenislik bolip, L" onin gandayda bir ules kenisligi bolsin. Eger
X,yelL elementlerdin ayirmasi L' Kkenisligine tiyisli bolsa, onda bul
elementlerdi ekvivalent dep ataymiz. Ekvivalentlik gatnas refleksiv,

simmetriyaliq ham tranzitiv bolgan1 ushin, ol L di o6z-ara kesilispeytugin
klasslarga ajiratadi. Bunday klasslar kopligi L din L’ boyinsha faktor kenisligi

dep atalad: ham L L' faktor

L" korinisinde belgilenedi. £ ham 7 klasslar L

kenisliktin elementleri bolip, xe ham yen bolsin. & ham 7 klasslardin
qosindist dep, x + y elementin 6z ishine ahwshi v klassqa; & klass ham o san
kobeymesi dep, « x elementin 6z ishine aliwshi klassga aytamiz. Bul ameller
natiyjesi x ham Y ler ornina galegen basga x'e& ham y'en elementlerdi
alganda da o6zgermeydi. Sonday qilp, L\L’ faktor kenisliginde qosiw ham
skalyar sanga kobeytiw amelleri amiglanadi. Bul ameller sizigl kenislik

aniglamasindag barhq shartlerdi ganaatlandiradi. Sonhqtan, har bir L|L" faktor

kenislik s1zigh kenislik bolad.

Eger L sizigh kenislik n olshemli bolhip, onin L’ ules kenisligi k

olshemli bolsa, onda L

L" faktor kenisliktin 6lshemi n—k ga ten.
L s1iz1igh kenislikte aniglangan g sanl funkciya funkcional dep ataladi.
Eger barhg x,yeL elementler ushin g (x+y) =g (X)+9g (y) tenligi orinh

bolsa, onda ¢ additiv delinedi. Qalegen « san ham barlig xeL ushin

g (ax)=a g (x)tenligi orinli bolsa, onda g ni birtekli dep ataymiz.

Kompleks sizigh kenislikte aniglangan g funkconal galegen o san ushin

g (e x)= a g (x) tenalikti ganaatlandirsa, onda ol tayinles birtekli dep atalad:.
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Additiv ham birtekli funkcionald: sizighh dep ataymiz. Basgasha qilip
aytganda, L sizigh kenislikte aniglangan g (x) funkcional galegen x,yelL
elementler ham «, g sanlar ushin g(ax+8y)=a g (x)+£ g(y) tenligin
ganaatlandirsa, onda ol sizigh delinedi.

Misallar.1. X = (X;, X5, ..., X ;) € R" bolip,

a=(a;, a,,..,a,)

tayinlangan » sandag sanlardin galegen jiynag: bolsa, onda
f (X):Z ai X;
i=1

korinisinde amglangan sawleleniw z" de sizigl: funkcional boladi. Haqryqatinda
da, galegen

X=X, Xo s ooy Xn )y Y=(Y1. Y2, o, Y, )eR"

elementler ham galegen «, £ sanlar ushin

fax+py)=Ya (ax+fy)—adax+pay —af 0+f ().

2. C [a,b] kenisliginde s1zigli funkcional sipatinda

b

I[x]=]x(t)dt

a

integralin garaw mumkin. Bul funkcionaldin sizighh ekenligi integraldin

gasiyetlerinen kelip shigadu.

3. k-—tayinlangan on putin san bolsin. |, kenisliktin galegen

X=X, X5y een y, Xpy, ... ) €lementi ushin f | (x) =x, dep alsaq, bul funkcional
sizighh  boladi. Haqiyqatinda da, qalegen X=(X;, X5, ... , X, .-.),
Yy=(Yys Yo, .. , Y,)el, elementler ham galegen «, f sanlar ushin

f lax+py)=ax+By,=af )+ (y)

tenligi orml.
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L sizigh kenisliktin o6zlik H tles kenisligi ushin sonday x, €L element
tabilip, L=L(H, x, ) tenligi ornli bolsa (bunda L(H,x, ) — H koplik ham
X, elementtin s1zigh qabig1), onda H giperules kenislik dep ataladi. L s1zigh
kenisliktegi x+H (xeL, H —uleskenislik) korinistegi koplikke gipertegislik
dep ataymiz.

H=g (0) giperules kenislik g funkcionaldin yadros: dep atalad: ham
Ker g Kkoriniste belgilenedi.

L haquyqiy sizigh kenisliktin gandayda bir L, ules kenisliginde f, sizigh
funkcionali berilgen bolsin. Eger L kenisliginde amglangan f funkcionali
ushin x e L, bolganda f(x)= f,(x) tenligi orinl bolsa, onda f funkcional1 f,
funkcionaldin dawami dep atalad.

L sizigh kenisliginde aniglangan p funkcional berilgen bolip, galegen
X,y € L elementler ham barliqg « €[0,1] sanlar1 ushin

plax+(1-a)y) < ap(X) + (L -a)p(y)
tensizligi orinli bolsa, onda p funkcionali dones dep ataladi. Eger galegen
x e L elementler ham barlig « >0 sanlart ushin p(ax) = op(X) tenligi orinh
bolsa, onda p funkcional on-birtekli delinedi. On-birtekli dones funkcionaldi

qisgasha birtekli-dones dep ataymiz.

Misallar.

1.Qalegen L sizigh kenisliktin nollik elementi birden-bir ekenligin
dalillen.

Sheshiliwi: Kerisinen boljayiq, yagniy L sizigh kenisliktin eki 6, ham 6,
nollik elementleri bar bolsin. Onda nollik element aniglamasi ham gosiw
amelinin kommutativliginen

6,=60+6,=0,+6,=0,.
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2. Eger L sizigh kenisliktin nolden ozgeshe x elementi ushin
Ax = px tenligi orinli bolsa, onda 2 ham x4 sanlarinin 6z-ara ten ekenligin
dalillen.
Sheshiliwi. Ax = px tenliginin eki tarepinede — x elementin gossak
(A —u)x=0 tenligi kelip shigadi. Eger A= u bolsa, onda sizigl kenislik
aniglamasindag:  5-aksiomadan (41— ) J(A—u)x]=x=0 tenligine iye
bolamiz. Bul garama-garsiligtan A = x tenligi kelip shigadi.
3. Eger L siziqh kenisliktin x, y elementleri ham nolden 6zgeshe A4 sam

ushin Ax = Ay tenligi orinli bolsa, onda x ham y elementlerdin 6z-ara ten
bolatuginin dalillen.

Sheshiliwi. Ax = Ay tenliginin eki tarepinede — Ay elementin qossaq
A(x-y)=0 tenligine Iye bolamz. A#0 bolganhqgtan
AHAX—-y)=x-y=0,yagny x=y.

4. Haqiyqiy sanlar maydaninda aniglangan ham t ozgeriwshige garezli
barhq kopagzallar sizigh kenisliginde t*+1, t* +t, 1 vektorlar sistemasinin

s1z19l1 qabig1 ganday bolad:?
Sheshiliwi. Qalegen a, B,y haqiyqiy sanlar ushin

a(t® +1)+ B(t° +t) +y = (a+ B)t° + Bt+a + ytenligi  ornli  bolganhqtan
berilgen sistemanin sizigh gabigr hagquyqry Kofficientli barliq kvadrat ush

agzalilardin si1ziql kenisliginen ibarat bolad:.
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2-§. Normalangan kenislik tasinigi

K maydanda berilgen X sizigh kenisliktin har bir x elementine teris
bolmagan || x| haqiyqiy sani saykes goyilgan bolip, bul saykeslik tomendegi
shartlerdi gaanatlandirsin:

1.|x|=0 < x=0;

2.|Ax|=| 4| x| (VieK, VxeX);

3[x+yl <|x]+[y] (Vx,yeX).
Onda X ti normalangan kenislik dep ataymiz. ||x|| san bolsa x elementtin
normasi dep ataladi.

Eger p(x,y) arqali |[x—y| samn belgilesek, onda o (x,y) metrika
boladi. Haqiyqatinda da,

D p(xy)=[x-y[=0 o x=y;

2) p(y)=lx-yl= (-L)y =) = -2y ~xl=ly-x=p (y.x)

3) p (X, y)=|x=y|=|x-z+z-y|<|x-z|+|z-y|=p (X, 2)+p (z,y)
Demek, galegen normalangan kenislik metrikaliq kenislik bolad: eken. Sonin
ushin metrikaliq kenisliklerde kKiritilgen tusiniklerge normalangan kenisliklerde
de amqglama beriw mamkin. X normalangan kenislik bolip, x,eX bolsin.
Oray1 X, nogatta ham radius: r>0 ge ten ashiq (tuy1q) shar dep

S, (% )={xeX [x=x|<r} (S, (x)={xeX :|x=%|<r})
kopligine, orayi X, nhogatta ham radiust r>0 ge ten sfera dep
o (% )={xeX : [ x=x,|=r | kopligine aytiladi. x, nogatth & >0 dégeregi
dep S,(x,) ashig sharga aytamiz ham oni O, (X, ) kériniste belgileymiz.
Dogerek tasinigi kiritilgennen keyin urimiw, limit, jekkelengen nogatlar; izbe-
izliktin jiynaghligi, fundamental izbe-izlik, kopliktin tuyigqlamw koépligi,
kopliktin ishi, ashiq koplik, tuyiq koplik tasiniklerine  metrikaliq

kenisliklerdegidey aniglama beriledi.
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Tolig normalangan kenislikti Banax kenisligi dep ataymz.

X normalangan kenislik bolip, Y kenislik X ti 6z ishine aliwsh: banax
kenisligi bolsin. Eger [X]=Y bolsa, onda Y kenislik X tia toltirwshis: dep
ataladi.

Normalangan L kenisliktin L, s1ziql ules képligi tuyiq bolsa, onda L, di
L din ules kenisligi dep ataymiz.

{x,} sistemani 6z ishine alwshi en Kishi tuyiq tles kenislik, ust
sistemanin s1zigh gabig: dep ataladi ham L({x, }) keériniste belgilenedi. Eger
L({x, })= L bolsa, onda {x,, } sistema toliq delinedi.

Misallar.

1. Haquqry sanlar kenisligi R de normanm: | x|=|x| korinisinde kiritiw
mumkin ekenligin korsetin.

Sheshiliwi. Norma aksiomalarin tekseremiz.

||x||=|x|=0 < x=0;

2) [ ax|=[ 2x|=[ || x|=| 4[] x];

3) [ x+yl=lx+y| < x|+ y[=]x]+]y]-

2. n olshemli R" kenisliginde normani

Ix|= > %2 (x=(%. %0 . %, )
k=1

korinisinde kiritiw mamkin ekenligin dalillen.

Sheshiliwi.

1) [ x| = /Zn:xkzzo & X =X,=...=X,=0 < x=0;
k=1

2) \MXH:\/Z(lxk)Z:\/;ﬂzxkzz\/ﬂzgxkzz\l\”x”;

k=1

3) Qalegen x=(X,, Xo, .., X, ),  Y=(V1, Y5, ..., ¥, ) elementler ushin

14



(éxk Vi jz=i X ykz—%ii(xk Yi=Yi % )2

n
k=1 k=1 k=1 i=1

tenligi orinli. Bul tenlikten Koshi-Bunyakovskiy tensizligi kelip shigadt:

n n n
HX+yH2:Z (Xk+yk )2=Z Xk2+22 Xy yk"’Z ykz <
k=1 k=1 k=1 k=1
n , n ) n ) n ) n , n 2 )5
<Y X A2 XS DN = NS LD Ve -
k=1 =) k=1 k=1 k=1 k=1
= ([ x[+] yI)?

tensizligin jaza alamiz. Natiyjede,
Ix+yl<lx[+ly]-
3. C[a, b ] kenisliginde normani

[ T l=max|f(t)]

a<t<b
korinisinde aniglaymiz. Normanin aksiomalarin tekserin.
Sheshiliwi.

1) | f|=max| f(t)=0 < f=0;

ast<b

2) |4 f=max|(2f)(t)]=max(|a]f(O)=[2] ]:
asts< ast<

3) Qalegen f , geC[a, b]funkciyalarl ushin

[CF+g ) (D)= F(O+a()]<| F()[+]g (t)]<

<max| f (t)\+mtai)<\g(t)\=H fllol
astc<

ast<b
Natiyjede, | f +g| <| f | +] 9| tensizligine iye bolamiz.
Anmiglama. Tolig normalangan kenislik Banax kenisligi yamasa B

kenislik dep atalad: ham normalangan kenislikler ishinde ulken ahmiyetke iye.
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3-§. S1iz1igh uzliksiz funkcionallar
Bizge E sizigh topologiyaliq kenisligi berilgen bolsin. Eger har bir x e E

elementke gandayda bir f(x) (hagiyqry yamasa kompleks) san saykes qoyilgan
bolsa, onda E kenisliginde f funkcional anmglangan delinedi. Bul funkcional
ushin
f(x+y)=f(x)+ f(y) (x,yeE) (additivlik)
ham
f(ax): of (X) (X eE; aeR samaca aeC ) (birteklilik)
tenlikleri orinli bolsa, onda ol s1zigh funkcional dep atalad.

Amglama. E kenisligine tiyisli x, nogat alinganda, galegen & >0 sanm
ushin x, nogattin sonday U dogeregi bar bolip, bul dégerekten alingan barliq x
nogatlar ushin

() f(x) <& (1)
tensizligi orinl bolsa, onda f funkcional x, nogatta uzliksiz delinedi. Eger f
funkcional E kenisliginin har bir nogatinda uzliksiz bolsa, onda ol E
kenisliginde uzliksiz delinedi.

E Kenisliginde aniglangan f, ham f, sizigh funkcionallardin qosindisi
dep

f(x)= f,(x)+ f,(x),xeE
korinisinde amiglangan f funkcionalga aytiladi ham f; + f, korinisinde
belgilenedi.

f, sizigh funkcionaldin « sanga kobeymesi dep f(x)= of,(x), x e E
korinisinde amglangan f funkcionalga aytammz ham oni of, kérinisinde
belgileymiz.

Si1zigl: funkcionallardin gosindisi ham sanga kébeymesi sizigh funkcional

bolatugini ayqin korinedi. Sonih menen birge, sizigh topologiyaliq kenislikte
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aniglangan sizigh uzliksiz funkcionallardih gosindist ham sanga kobeymesi
s1zigh zliksiz funkcional bolad.

E sizigh topologiyaliq kenisliginde amiglangan barliq sizigh uzliksiz
funkcionallar kopligi jogarida korsetilgen usil menen gosiw ham sanga
kobeytiw amelleri boyinsha sizigl: kenislik bolatuginin tekseriw gqryin emes. Bul
s1ziqh kenislik E ge tayinles kenislik delinedi ham E * korinisinde belgilenedi.

Z normalangan Kkenislik bolganda f funkcionaldin X, € Z noqgatta
uzliksizligine tomendegishe aniglama beriw mamkin: galegen & > 0 sani1 ushin,
sonday &>0 sam tabihp, [x—Xo|<d& tensizligi orinli  bolganda
| f(x)— (%) < & tensizligi ornls.

Z normalangan kenislikte orayr nul” nogatta ham radius: birge ten tuyiq
sharga Z kenisliktin birlik shart dep ataymiz. Birlik shar adette Z, Kkorinisinde

belgilenedi.

f funkcional Z normalangan kenislikte Gzliksiz bolsa, onda sup|f(x)

xeZ,
sanina f funkcionaldin normast delinedi ham | f| korinisinde belgilenedi. Bul
jerde normanin ush shartin tekserip koriw giyin emes. Demek, Z normalangan
kenislikke tayinles bolgan Z* kenislikte normalangan kenisliktin adettegi
strukturasin  Kiritiw muamkin. Z* Kenisliktegi normaga saykes keliwshi
topologiyaga us: kenisligindegi kushli topologiya delinedi. Kushli topologiya
boyinsha jiynagliligt: kashli jiynagliliq dep ataymiz

Funkcionaldin normas: ushin tomendegi tenlikler orinli:

f(x
HfH:sup‘ (x) = sup| f (x) = sup| f (x).
ez x| xez, 1

Eger sonday 6zgermes C sani bar bolip, barlig x € Z elementler ushin
[F(x) <Clx| )
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tensizligi orinli bolsa, onda f funkcional Z Kkenisliginde shegaralangan

delinedi.

1-misal. Eger f funkcional E sizigh topologiyaliq kenisliktin gandayda
bir x tochkasinda uzliksiz bolsa, onda ol E kenisliginde uzliksiz bolatuginin
dalillen.

Sheshiliwi. E kenisliginen galegen y element, maydannan qalegen
g£>0 san alip, x nogattin (1) shartti ganaatlandiriwshi v dogeregin alayiq.
U —x kopligi 0 din dogeregi bolganhgtan V =U +(y —x) kopligi y nogattin
dogeregi boladi. Bul dogerekten galegen z nogat alayig. Onda

1f(z)- f(y)=|f(z—y+x-x)=|f(z—y+x)— f(x)
tenliginen ham z—-y+x elementtin U kopligine tiysli ekenliginen

......

ushin (13.1) shartti qanaatlandirad: eken.

2-misal. f funkcionaldin E kenisliginde tzliksiz boliwi ushin nul®
nogattin f funkcional shegaralangan bolgan dogereginin bar boliwi zarar ham

jeterli ekenligin dalillen.

Sheshiliwi. Zarurligi. f funkcional 0 nogatta tzliksiz bolsa, onda galegen
¢>0 san ushin 0 nogattin |f(x) <e tensizlik orinl bolatugin dégeregi bar

bolad:.

Jeterligi. 0 nogattin U dogereginde f funkcional shegaralangan bolsin.

Onda sonday C shekli san1 bar bolip, U doégerekten alingan galegen x element

ushin |f(x) <C tensizligi orinh bolad:. Natiyjede galegen & >0 san ushin, 0

nogattia gu dogereginde | f(x) < & tensizligi orinlt boladh.

18



3-misal. R® kenisliginde amglangan z=ax+by funkcionah R
maydaninda si1zigh bolama?
Sheshiliwi. z = f(t) bolsin, bunda t =(x,y). Qéilegen t, =(x,, y,) ham
t, =(X,, y,) nogatlar ushin
f(at, + Bt,) = alax + %, )+ bl(ay, + By, ) =
= aax, + by, )+ Blax, +by,) = of (t,)+ fF (t,) .
Demek, berilgen funkcional hagiyqiy sanlar maydaninda siziglh bolad: eken.
4-misal. Qalegen additiv funkcional ushin F(6)=0, F(-x)=—F(x)
tenliklerinin orinli ekenligin korsetin.
Sheshiliwi. F(0) =F(@+0)=F(©@)+F()=2F(9), yagmy F()=0.
0= F(#) = F(x—x)=F(x)+ F(-x). Natiyjede, F(-x) = —F(x).
5-misal. Qalegen additiv funkcional ushin f (Ax) = Af (x) tenliginin orinh

ekenligin korsetin, bunda A racional san.

Sheshiliwi. n natural sani1 ushin

f(nx)= f[x+x+...+xJ: f(X)+ f(X)+...+ T(x) =nf ().

n n

Natiyjede, A = m (m,n e N) bolganda
n

f(Ax) = f(mszf 1x+1x+...+1x :mf(lxj:
n n n n_ n

m

:m*nf(lxj:m* f(n*li:Tf(x):xf(x).

n n n n n

A<0 bolganda  f(—x)=—f(x) tenliginen paydalanamiz, yagniy
f(Ax)= f(=(=Ax)) = = (= Ax) = —(=2) F (x) = Af (x).
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6-misal. f funkcional Z normalangan kenislikte uzliksiz bolsa, onda

dalillen.

element birlik sharga tiyisli boladu.

X
[

Sheshiliwi. x=0 bolganda
T3} _

I [HXHJ

bolganda | f (x) <| f|-|x| tensizliktin eki tarepide nul® bolad.

Sonligtan _sup\f( ) =[], yagmy |f(x)<]|f|-|x]-

XG]_
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I1-BAP. SiziQLi KENISLIKLERDE DIFFERENCIALLIQ ESAP
ELEMENTLERI
4-§. Kuashli ham kashsiz differenciallar

Kushli differencial (Freshe differenciali). Meyli, X, Y- normalangan
kenislikler ham F- X kenislikti Y kenislikke sawlelendiriwshi ham X
kenisliktin bazi bir G X ashiq ules koliginde amqlangan sawlelendiriw

bolsin. Eger V &>0 sanushin 35 >0 sanitabilip, ||| <& tensizlikten

|F(x+h)— F(x)— L.h|<e|h (1)
tensizlik kelip shigatuginday L, € L(X,Y) shegaralangan sizigli operator:

tabilsa, onda bul sawlelendiriwdi berilgen x e G nogatta differenciallaniwshi
deymiz. Bul gisqasha
Fx+h)—F(x)—L.h=o0(h) (2)
koriniste jaziladi.
(1) den x nogatta differenciallaniwshi sawlelendiriw usi nogatta

uzliksiz bolatugim kelip shigadi. L s anlatpa (har bir heX wushin Y
kenisliktin elementi bolatugin) F  sawlelendiriwdini  x nogattag: kuashli
differenciali (yaki Freshe differenciali) dep ataladi. L, sizigh operatordin 6zi
F sawlelendiriwdin x nogattag: tuwindisi, amqragi, kashli tuwindist dep
ataladi. Biz bul tuwindint F'(x) simvoli menen belgileymiz.

Eger F sawlelendiriw x noqatta differenciallaniwshi bolsa, onda
tuwind: jalgi1z birew boladi. Haqiygatinda da, L; e L(X,Y), i=1,2 operatorlar
ushin |L,2— L,h|=o(h) tenliktek L, =L, bolganda gana orinli.

Endi tuwindinin amglamasinan tikkeley kelip shigatugin geypara
elementar faktlerdi aniglaymiz.

1. Eger F(x)=y, =constbolsa, onda F'(x)=0 (yagniy bul jagdayda
F'(x) nol'lik operator).

2. Uzliksiz sizigh L sawlelendiriwdin tuwindisi 6zine ten:
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L'(x) = L(x) (3)
Tomendegi ahmiyetli natiyje 6z- 6zinen tasinikli emes.
3. (Quramali funkciyanin tuwindis). Meyli, X,Y,Z- normalangan
kenislikler, U(x,)- x, € X noqat dogeregi, F - bul dogerekti Y kenislikke
sawlelendiriwshi sawlelendiriw, y, =F(xy), V(y9)- yo €Y nogat dogeregi

ham G — bul dogerekti Z kenislikke sawlelendiriwshi sawlelendiriw bolsin.

Eger F sawlelendiriw x, € X noqatta, al G sawlelendiriw y, €Y nogatta

differenciallaniwshi bolsa, onda H =G F sawlelendiriw (x, € X noqattin bazi

bir dogereginde aniglangan) x, € X noqatta differenciallaniwshi ham
H'(xg)=G"(y9) F'(xg). (4)

4. Meyli, F,G- X ti Y ke sawlelendiriwshi eki uzliksiz sawlelendiriw
bolsin. Eger F,G sawlelendiriwler x, nogatta differenciallaniwshi bolsa,
onda F+G ham «-F (a— baz bir san) sawlelendiriwleri de us1 nogatta
differenciallaniwshi bolip,

(F+G)(xg)=F'(xy)+G'(xp) (5)
ham
(a-F)(xg)=a-F'(x)) (6)
tenlikler ormli.

Kushsiz differencial (Gato differenciali)). Meyli, F jane X ti Y ke

sawlelendiriwshi sawlelendiriw bolsin.

DF(x, h) :%F(xﬁ h)| i =
_lim F(x+th)—F(x)
t—0 t

limit F sawlelendiriwdin x noqgattag: (2 6simdegi) kashsiz differencial: yaki
Gato differenciali dep ataladi, bul jerde jiynagliiqti Y Kkenisligindegi norma

boyinsha jiynaqliliq sipatinda tasiniw kerek.
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DF(x, h) kushsiz differenciali % boyimsha siziqli bolmaw1 da mamkin.
Eger bunday siziqliliq bar, yagnty DF(x, h)=F(x)h tenlik ormnl bolsa, bul
jerde F!- shegaralangan sizigh operator, onda bul operator kushsiz tuwindi
(yaki Gato tuwindis1) dep ataladi.

Kushsiz tuwindilar ushin quramali funkciyan: differenciallaw haqqindag:

teorema, uliwma aytganda, orinli emes ekenin eskertip 6temiz.
Shekli 6simler formulasi. Meyli, O- X kenisliktegi ashiq koplik ham
[xy,x] Kesindi O koplikte toliq jatgan kesindi bolsin. Meyli, F- X ti Y ke

sawlelendiriwshi, O koplikte aniglangan ham [x,,x] kesindinia har bir
noqatinda F, Kushsiz tuwindiga iye sawlelendiriw bolsmn. Ax=x—-x, dep
belgilep ham géalegen ¢ € Y * funkcionalin alip, 0<7<1 de aniqlangan

f (@) =p(F(x +1 Ax))
sanli funkciyani garaymiz. Bul funkciya ¢ boyinsha differenciallaniwshi.
Haqiyqgattan da,

f+Ar)— f(1) (F(xo +1t Ax + At Ax) — F(xq +t Ax)
At I At

anlatpada ¢ 1zliksiz siziglt funkcional belgisi astinda limitke 6tiw mumkin.

)

Natiyjede
J'@) = p(F(xo +1 Ax) Ax)
tenlikke iye bolamiz. f funkciyaga [0, 1] kesindide shekli 6simler formulasin
qollanip,
FM=7O)+ 1@, (0<6<1)

yagniy
P(F(x) = F(xq)) = @(F/(xy + 0 Ax) Ax) (7)

formulaga iye bolamiz. Bul tenlik galegen ¢ Y * funkcional ushin ormli (6

shama, albette, ¢ ge garezli). (u) formuladan
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o(F 00— F o)) <ol suplFG +0 50 |-fox] (@
tensizlikke iye bolamiz. Endi nol den 6zgeshe ¢ funkcionaldi

P(F(x) = F(x)) = o] - [F (x) - F (o)
bolatuginday qilip tanlap alamiz (bunday funkcional Xan- Banaxtin

teoremasinin saldar1 boyinsha bar). Usinin menen birge (8) formuladan

|F(x) - F(x, )HﬁosgpluF; (xg +6 Ax)| - [ Ax| 9
<f<

tensizlikke iye bolamiz. Bul tenlikti sanli funkciyalar ushin shekli o6simler
formulasinin analogi sipatinda garaw mumkin.
(9) formulani
x— F(x)—Fl(xy) Ax
sawlelendiriwge gollanip,
[F ) = F(x,) — F./(%,) AX] <
< OSl;plch'(x0 +6 AX) — F/ (%, )||- | Ax| (10)

tensizlikke iye bolamiz.
Kuashli ham kushsiz differenciallamwshiliq arasindagi baylanis. Kushli

ham kushsiz differenciallaniwshiliq hatte shekli 6lshemli kenislikler ushin da

har quyl tasinikler boladi. Haqiygatinda da, sanl:  f(x) = f(x,,...,x,) funkciya
ushin n>2 jagdayda galegen tayinlangan %= (h,...,h,) ushin %f(x-l—th)

tuwindinia bar boliwinan bul funkciyanin differenciallaniwshilig, yagniy onin
f(x+h)— f(x) osimin siziqh (2 boyinsha) bolegi menen # ga garata tartibi
birden ulken sheksiz kishi qosindisi korinisinde jaziw mumkinligi, kelip

shigpayd:.

Bul jerde en apiwayi misal sipatinda eki 6zgeriwshili
x3x

142

——, (x;,x,)#(0,0

f(x19x2): x14+x2 ( 1 2) ( )

0, (x,%,)=(0,0)

(11)
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funkciyani1 garaw mamkin. Bul funkciya tegisliktin hamme nogatlarinda

( (0,0) nogatinda da) uzliksiz. (0,0) nogatinda kuashsiz differencial bar ham

nol ge ten, sebebi

41 3
im fO+t) =) _ . 4t4h1 h22 -
t—0 t t-0 { h1 +1 h2

Usinin menen birge bul differencial (11) funkciyania (0, 0) nogattag: 6siminin

s1z1ql1 bas bolegi bolmaydi. Haqiyqatinda da, eger 4, = hlz dep alsaq, onda

o SOk QO L K1

>0 |7 C=0opd [p2 gt 2

Birag eger F sawlelendiriw kashli tuwindiga iye bolsa, onda ol kushsiz

tuwindiga da iye bolip, kashli ham kuashsiz tuwindilar 6z- ara ten boladi.
Haqgiygatinda da, kashli differenciallaniwshi sawlelendiriw ushin
F(x+th)—F(xX)=F'(xX)(t h)+o(t h) =t F'(x) h+o(t h)
ham
F(x+th)—-F(x)
4

=F'(x)h +@—>F’(x) h.

F sawlelendiriwdin  kuashsiz  differenciallantwshiligian  kuashli
differenciallaniwshilig1 kelip shigatugin shartlerdi aniglaymiz.

1- teorema. Eger  x, noqattin bazi1 bir U dogereginde F
sawlelendiriwdin  F!(x) kushsiz tuwindisi bar bolip, bul doégerekte x
6zgeriwshinin  x, noqatta uzliksiz (operatorliq) funkciyasi bolsa, onda x,
nogatta kashli F'(x,) tuwndi bar ham ol kushsiz tuwindiga ten.

Differenciallaniwshi funkcionallar. Biz X normalangan kenislikti Y
normalangan kenislikke sawlelendiriwshi F  sawlelendiriwdin differenciali
tasinigin berdik. Bunday sawlelendiriwdin har bir x nogattagr F'(x)
tuwindist X ti Y ke sawlelendiriwshi siziglt operator, yagniyy L (X ,Y)
kenislik elementi. Dara jagdayda, eger Y- sanlar kosheri bolsa, onda F- X
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te san manislerdi gabillaytugin funkciya, yagniy funkcional. Sonih menen birge

F  funkcionaldin x, nodgattagi tuwindist siziqli funkcional (x, nogatga

garezli), yagniy X * kenislik elementi.
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5-§. Joqarn tartipli tuwindir ham differenciallar

Joqart tartipli tuwindilar.  Meyli, F:X — Y- differenciallaniwshi
sawlelendiriw bolsin. Onin  F'(x) tuwindist har bir xe X ushin L(X,Y)
kenislik elementi, yagnty F' - X kenislikti L (X,Y) siziqli operatorlar
kenisligine  sawlelendiriwshi  sawlelendiriw.  Eger bul sawlelendiriw

differenciallaniwsh1 bolsa, onda onin tuwindist F  sawlelendiriwdin ekinshi

tuwindis1 dep ataladi ham F" simvoli menen belgilenedi. Solay etip, F"(x)-
X kenislikti  L(X,Y) kenisligine sawlelendiriwshi siziqli operatorlardin
L(X, L(X,Y)) kenisliginin elementi boladi. Bul kenisliktin elementleri
bisizigh sawlelendiriwler dep atalatugin sawlelendiriwler korinisinde qolayli
ham korgizbeli interpretaciyaga iye ekenin korsetemiz.

Eger X kenislikten alingan har bir x, x" elementlerdin tartiplesken
jupligina toémendegi shartler orinlanatuginday qilip y=B(x,x")eY element

saykes qoyilgan bolsa, onda X kenislikti Y kenislikke sawlelendiriwshi
bisiziqli sawlelendiriw berilgen deymiz
1) X kenislikten alingan galegen x,, x,,x;,x5 elementler ham galegen
a, [ sanlar ushin
B(a x; + B xy,x1)=a B(xy,x1) + B B(xy,x1),
B(xj,a x; + B x3)=a B(x;,x1)+ B B(x,x3);
2) Qalegen x,x"e X ushin
B, x)| < M ] -] (12)
tensizligin qanaatlandiratugin on M sani tabilad.
Bul shartlerdin birinshisi B sawlelendiriw 6zinin eki argumentinin har
birewi boyinsha siziqli ekenin anlatadi~ ekinshi shart B sawlelendiriw
argumentlerinin jiynagi boyinsha uzliksizligi menen ten kushli ekenin korsetiw

qlyin €mes.
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(12) tensizlikti qanaatlandiratugin M sanlardin en Kishisi B bisizigh
sawlelendiriwdin normas: dep ataladi ham |B| dep belgilenedi.

Bisizigli sawlelendiriwler ustindegi sizigli ameller adettegi usil menen
anigqlanadi ham adettegi qgasiyetlerge iye. Solay etip, X  kenislikti Y

kenislikke sawlelendiriwshi bisizighh sawlelendiriwlerdin o6zleri de sizigh
normalangan kenislik duzedi, bul kenislikti B(X?,Y) dep belgileymiz. Eger
Y toliq kenislik bolsa, onda B(X?2,Y) kenislik te toliq.
L(X, L(X,Y)) kenisliginin har bir 4 elementine
B(x, x")=(A4x) x' (13)

tenligi jardeminde B(X?,Y) kenislik elementin saykes qoytw muamkin. Bul
saykeslik si1zigh bolatugini 6z- 6zinen tasinikli. Ol izometriyaliq ta bolatuginin
ham L(X, L(X.,Y)) kenisligin  putkil B(X?%,Y) kenislikke
sawlelendiretuginin korsetemiz. Haqiyqatinda da, eger y = B(x, x") =(A4x) x’

bolsa, onda

!

’
X

<4

<[] Il

X

bunnan

|IB|< A. (14)
Ekinshi tarepten, eger B  bisizigh sawlelendiriw berilgen bolsa, onda
taymlangan xe€X ushin x'— (4x) x"'=B(x,x") sawlelendiriw X ti Y
ke sawlelendiriwshi siziqli sawlelendiriw boladi.

Solay etip, har bir xeX elementke L(X,Y) Kkenisliktin Ax
elementi saykes qoyiladi~ Ax tin x tan sizigh garezli bolatugin 6z- 6zinen
malim, yagnity B bisizigh sawlelendiriw L (X, L(X,Y)) Kenisliktin baz: bir
A elementin aniglaydi. Sonin menen birge B sawlelendiriw 4 boyinsha (13)

formula jardeminde tiklenetugini ham

HAXH = supH(Ax) x| = suleB(x, x")
<

[t |1

<[B]- ||
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bolatugini tasinikli, bunnan
|4| < B. (15)

(14) ham (15) tensizliklerden |A|=|B| bolatugin: kelip shigadi. Solay etip,
B(X?,Y) ham L(X, L(X.Y)) kenislikler arasindag1 saykeslik sizigli ham
izometriyalig, demek, 6z- ara bir manisli. Usinin menen birge L(X, L(X.,Y))
kenisliktin obrazi patkil B(X?,Y) kenisligi.

F"(x) ekinshituwind: L (X, L(X,Y)) kenisliktin elementi bolatuginin
bilip alip edik. Hazir gana jogarida aytilganlar boyinsha F"(x) tuwindin
B(X?,Y) kenisliktifi elementi dep esaplawimiz mamkin.

Elementar misal qaraymiz. Meyli, X,Y- saykes tarde m,n o6lshemli

shekli olshemli Evklid kenislikleri bolsin. Onda X ti Y ke sawlelendiriwshi

har bir sizigh sawlelendiriwdi bazi bir (nxm)- matrica menen amglaw

muamkin. Solay etip, F: X —Y sawlelendiriwdin F'(x) tuwindist matrica
(xe X tan garezli) boladi. Eger X,Y kenisliklerde bazisler, misali, X ta
e,...,e, ham Y te f},..., f,, saylap alingan bolsa, onda

xX=xe +..+x,e,, yv=wfi+..+y,[,

Sonda y=F(x) sawlelendiriwdi

yl =F1(x1, ...,xm),

korinisinde jaziw mumkin ham

»m
ox;  ox,
F'(x)=| .. .
oy, o,
ox, ox,,
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2
Bul jagdayda F"(x) ekinshi tuwindi nxmxm Olshemli 4, = 0"k
shamalar jiynagi menen amiglanadi. @, ;; shamalardin bunday jiynagin

m
bk,j = Zak,ijxi
i=1

formula menen amglangan X kenisligin L(X,Y) kenisligine
sawlelendiriwshi s1ziqli sawlelendiriw yaki
n
Yk = Zak,ijxix;
i, j=1
formula menen aniglangan X ti Y ke bisizigl sawlelendiriw sipatinda garaw
muamkin.

F: X —Y sawlelendiriwdin ashinshi, tortinshi ham uliwma » — tartipli
tuwindisi tasinigin, » — tartipli tuwindini (n —1) — tartipli tuwindinin tuwindisi
sipatinda aniglap, Kiritiw mumkin. Somin menen birge »n— tartipli tuwindi
L(X, L(X,..., L(X,Y))) kenislikti elementi bolatugini da 6z- 6zinen malim.
Ekinshi tuwind: ushin jargizilgen pikirlewlerdi takirarlap, bul kenisliktin har bir
elementine X ti Y ke N(X",Y)- n— sizigh sawlelendiriwler kenisliginin
elementin saykes gqoyiw mamkin. Bunda » — sizigh sawlelendiriw  degende

X ten alingan (x',x",...,x"™) elementlerdin tartiplesken sistemalar: menen
Y kenislik elementleri arasindag: har

bir x) element boyinsha, basga elementler tayinlanganda, sizigl ham bazi bir

M >0 ushin

4

X

!
x .

HN(x', x",.,x™)

‘SM -...-Hx(")

tensizlikti qanaatlandiratugin saykeslikti tusinemiz. Solay etip, F: X —>Y

sawlelendiriwdin »n — tartipli tuwindisin -~ N(X",Y) Kkenislik elementi dep

esaplaw mamkin.
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Jogar tartipli differenciallar. Biz F cawlelendiriwdin (kashli)

differencialin 2e X elementke F'(x) siziql operatordi gollaniw natiyjesi,
yagniy dF =F'(x)h sipatinda aniglagan edik. Ekinshi tartipli differencial
d*F =F"(x)(h, h), yagniy F"(x)eB(X?*,Y) sawlelendiriwge saykes kvadrat
anlatpa sipatinda aniglanadi. Usigan ugsas d"F = F" (x)(h, h, ..., h), yagniy
F™(x)  sawlelendiriwdegi (4, h,...h)e X x X x..x X elementtin ¥
kenisliktegi obrazi bolatugin elementi » — tartipli differencial dep atalach.
Teylor formulast.  F  cawlelendiriwdin kuashli differenciallaniwshilig
F(x+h)—F(x) ayiwrmam siziqlh agza menen |h| ke garata birden jogar

tartipke iye gosiliwshinin gosindisi sipatinda jaziw mumkinligin anlatadi. Sanh
funkciyalar ushin Teylor formulasinin analog:r bolgan formula bul fakttin
uliwmalastiriliwi bolad.

2-teorema. Meyli, F: X —Y- baz1 bir Gc X oblast’ta amglangan

ham F®™(x) tuwindi Gc X oblast'ta bar ham x  6zgeriwshinia ten

6lshemli uzliksiz funkciyasi bolsin. Onda

F(x+h)—F(x)=F'(x) h+ %F"(x) (h,h)+ ..+
' (16)
+ i'F(”) x) (h, by ..., 1) + @(x, }),
n:

teflik orinly, bul jerde |w(x, A)|=o(|A]").
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6-§. Ekstremallig maseleler
Siziglt bolmagan funkcionallig analizdin tiykargr maselelerinin biri

funkcionallardin ekstremumlarin tabiw bolip tabiladi.

1. Ekstremumnin zararli shartleri. F haqiyquy funkcional X
Banax  kenisliginde aniglangan bolsin. Eger x,e X noqattin bazi bir
dogeregindegi galegen x ushin F(x)—F(x,)>0 (F(x)-F(x,)<0) tensizlik
orinlansa F funkcional x, nogatta minimumga (maksimumga) iye dep ataladi.

Maksimum ham minimum nogatlart F ushin ekstremum noqatlar: dep atalad:.
Matematikaliq analizdan malim, n  o6zgeriwshili f  funkciya

Xq =(xf,x§,...,x,?) nogatta ekstremumga iye bolip, differenciallaniwshi bolsa,

onda df =0, yagniy

of ot _ ot
ox, OX,  OX,

boladi. Ekstremumnin bul zararli sharti galegen normalangan kenislikler ushin
da orinl.

1-teorema. Differenciallaniwsht F funkcional x, nogatta ekstremumga
iye boliw1 ushin onin x, noqattag: differenciali har bir h da nolge ten boliwi
zarar, yagniy

F'(x,)h=0
Dalillew. F differenciallaniwshi bolgan: sebepli
F(x, +h)—F(x,)=F'(x,)h+o(h)

boladi. Eger F'(x,)h bazi bir he X ushin nolden 6zgeshe bolsa, jeterli
darejede kishi A hagqiyqly san ushin F'(x,)(ih)+o(4h) anlatpanin belgisi
F'(x,)(4h) tin belgisi menen birdey boladi. F'(x,) sizigh funkcional bolgam
ushin ~ F'(x,)(Ah)=AF'(x,)h.  Demek, eger F'(x,)h=0  bolsa,

32



F(x, +h)—F(x,) ayirma h galegen kishi bolganda on bolwi da, teris boliwi

da mamkin, yagniy x, nogatta F ekstremumga iye emes.

Misallar. 1. C[a,b] kenislikte tomendegi

0= f(tx(0)at

funkcionald1 qaraymiz. Eger f funkciya birinshi tartipli uzliksiz tuwindilarga

iye bolsa, F funkcional C[a,b] kenislikte differenciallantwshi.

Haqiyqatinda da,
b
F(x+h)—F(x)=[[f(t.x+h)— f(t,x)]dt =
a
b
= [ £,(t,)h(t)dt +o(h)
Bunnan

b

dF = [ f,(t,x(t))h(t)dt

a

Eger galegen heCla,b] ushm dF =0 bolsa, onda f,(t,x)=0 bolad.
Haqiyqatinda da, galegen x(t)eCl[a,b] ushin f,(t,x) funkciya t ga garata
uzliksiz. Eger ol baz1 bir t, €[a,b] ushin nolden 6zgeshe bolsa, yagniy méselen,
f.(t;,x(t,))>0 bolsa, onda t, din bazi bir (a, ) dégereginin har bir t
noqatinda da f (t, x(t))>0. Demek, tomendegi

h(t)—{ (t—a)p-t), a<t<p

10, qalg'an te[a,b] ushin

funkciyan alsaq, onda

1.t x)n()dt >0
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boladi. Bul garama-garsihq f,(t,x)=0 ekenligin koérsetedi. f,(t,x(t))=0
tenleme F funkcional ekstremumga iye boliwi mamkin bolgan iymek sizigtin

tenlemesi bolad;.

2. C[a,b] kenislikte basga funkcionald alamiz:

F(x)=ﬁK(fl,éz)x(él)x(éz)déldéz

bul jerde K(&,&,) funkciya K(£,&,)=K(&,,&) shartti qanaaatlandiriwshi

uzliksiz funkciya. Soninan

(1) F) = (6 £ 08 )+ D)

SOV R ERE FELES | CRE S EVIEAR

+X(& (&1, dg, + ﬁ K(&,62)h(&,)déde, =
LGSR e YA VERVEN S

+ ﬁ K(&. & h(& (&, )dgds, = 2?? K(&, & (& N(&, )d&dE, +

bb

+[[K(&.&N(En(E,)dgds,

aa

bb
bunnan dF = 2_[ J K(&,,& X(&E)h(E,)dEdE,. Temek, xeCla,b] skcrpemym

aa

noqati bolsa, onda galegen h e C[a,b] ushin
bb
[[K(G.&X(En(&,)dsds, =0

bolad:. Bunnan 1-musaldagiday, qalegen &, <[a,b] ushin

b

[K(&.&)(&)dg =0

a

tenlik kelip shigadh.
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X ga garata bul tenlemenin bir sheshimi x=0. Basga sheshimlerdin bar-
jog ekenligi K(&,&,) funkciyaga baylanish ham gosimsha tekseriwlerdi talap
etedi.

2. Ekstremumnin jetkilikli shartleri. n 6zgeriwshili funkciyan: garaymiz.
df =0 shartti ganaatlandirnwshi x, :(xf,xg,...,xg ) nogatta ekstremmunin bar

boliwi ekinshi differencialga baylanisl, yagniy tomendegiler orinli:

1) Eger f(x,X,,...x,) funkciya (xfxg xo) nogatta minimumga

1 \n
(maksimumga) iye bolsa, ham d*f bar bolsa, onda bul nogatta d®f >0
(d?f <0) bolad.

2) Eger (xl0 JXa e xr‘f) nogatta tomendegi
n 2
df =0, d*f=> d°f

i k=10X; OX,

dx.dx, >0 (<0) (Ji:dx; #0)

gatnaslar orinli bolsa, onda f(x) funkciya bul nogatta minimumga

(maksimumga) iye boladk.

Basgasha etip aytqanda, df =0 shartti qganaatlandiriwshi noqatta
minimum (maksimum) bolwi ushin d?f >0 (d?f <0) bohw: zararli shart,

d2f >0 (d2f <0) bolwi jetkilikli shart.

Endi us1 maselelerdi galegen Banax kenisligindegi funkcionallar ushin

koremiz.

2-teorema. X Banax kenisliginde aniglangan F hagiyqry funkcional

X, € X noqattin bazi bir dogereginde uzliksiz ekinshi tartipli tuwindiga iye

bolsin. Eger bul funkcional X, nogatta minimumga iye bolsa, onda galegen
he X ushin

F"(x, Xh,h)>0
bolad:.

Dalillew. Teylor formulasina muwapiq
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. 1.
F (%, + )= F(x,) = F (6 )b+ F (g X h) + of [
Funkcional x, nogatta minimumga iye bolgan: ushin 1-teoremaga kore
F'(x,)h=0, yagmy

1.
F (%, +h)= F(x,) = F(x Xn.h)-+ o) an
boladi. Eger bazi bir heX ushin F"(x,)h,h)<0 bolsa, onda
F"(x, Xeh, éh)=£?F"(x, (h,h)  tenlikke  kore  F"(x,)h,h)<0  shartti

ganaatlandirnwshi h vektordmn normasin qalegenshe kishi etip tanlap ahw
mamkin. Biraq |h| kishi bolganda %F"(xo)(h,h)+ oQ\hHZ) anlatpania belgisi

F"(x, Xh,h) anlatpanin belgisi menen birdey boladi, yagny

F(x, +h)—F(x,)<0
Bul X, nogattin minimum nogat ekenligine qarama-garsi. Demek,
F"(x, Xh,h)<0 dep alganmmiz naduris, yagniy F"(x, )h,h)>0 boladi. Teorema
dalillendi.

Ekstremumnin bar boliwinin jetkilikli shartin Banax kenisligine tuwridan-
tuwri 6tkiziw mamkin emes. Yagny F"(x,)h,h)>0(h=8) bolsa, x, nogatta
minimum boliwi shart emes.

Misal. I, kenislikte funkcionald: tomendegishe kiritemiz:

[e 0] 2 o0
F(X)=ZX—”—ZX§, X=X, Xp,...)€l,
n=1 N n=1
€ nogatta birinshi differencial nolge ten, sebebi
o0 2 0
Fo+h)-F(0)=3 " - > n
n=1 n n=

ham
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o0 h2 [}
> -y o
P LU= P el
weo W wee ]
0 |2
Ekinshi differencial bolsa ZZh—’; gatarga ten, yagniy galegen h ushin on
n:ln
bolad:.
Birag 6 nogatta funkcional minimumga iye emes. Haqiyqatinda da,
F(9)=0,
1 1 1
F(0,0,...,H,O,...):$—F<O

yagniy noldin galegen dogereginde sonday x nogat bar,
F(x)<F(0)
boladi.
Keltirilgen misaldan korinip tur, funkcional bazi bir nogatta ekstremumga

iye boliw1 ushin kushlirek shartler kerek.

Eger B(x,y) bisizigh funkcional bolsa, B(x,x) funkcional x ga garata

kvadratliq funkcional dep ataladi. Eger sonday c>0 san bar bolip, galegen
xe X ushin B(x,x)>c|x|* tensizlik orinlansa, B(x,x) kvadrathq funkcional

kashli on dep atalad:.

3-teorema. X Kkenisliktegi F funkcional x, nogatta minimumga iye

boliwi ushin tdmendegi shartler jetkilikli:
1) dF(x,)=0;

2) d*F(x,) kushli on kvadrathq funkcional.

Dalillew. & of sand: sonday tanlaymiz, |h|<e& bolganda (1) formuladag:
O(”th) san ushin omhzu)<%”h”2 tensizlik orinlansin; bul jerde ¢ san sonday,

onm ushin d?F(x, \h,h)>c|h|’ boladi. Bul jagdayda (17) formulaga kore

HhH < & ushin
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1.
F (%, +h)= F(x,) =2 F(x 0uh)-+ o)
> Zalhf” - 2on” =l >0

bolads, yagniy x, minimum nogati. Teorema dalillendi.
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Juwmaglaw

Funkcionalliq analizdin ayrigsha abzalliglarnan  biri  quramali
funkcionalliq kenisliklerdi metrika, norma ham skalyar kobeyme jardeminde
apiwayiraq, jagst uyrenilgen kenisliklerge, maselen tuwri siziqqa qolay tarizde
sawlelendirip ayreniwden ibarat. Funkcionalliq analizde sizighh funkcional

ham siziglt operator tasinikleri ulken ahmiyetke iye. Biraq ayirim maseleler
sheksiz kenisliklerdegi siziglh bolmagan funkcionallar ham operatorlard:
uyreniwge alip keledi.

Bul pitkeriw ganigelik jumisi sizigli kenisliklerde differencialliq esap
elementlerin ayreniwge arnalgan.

Pitkeriw ganigelik jumista siziqhh Kkenislik aniqlamasi berilip, ogan

baylanisli misallar keltirilgan, normalangan kenislik, norma tasinigi kiritilgen,

Banax kenisligine aniqlama berilgen, olarga baylanisli musallar sheship

korsetilgen. Kushli differencial, kashsiz differencial, shekli 6simler formulasi

berilip, teoremalar keltirilgen, jogar tartipli tuwindi ham differenciallar, Teylor
formulas1 keltirilgen, olarga baylanisli teoremalar, misallar berilgen. Siziqh
bolmagan funkcionalliq analizdin tiykargi maselelerinin biri funkcionallardin

ekstremumlarin tabiw maselesi qaralip, ekstremumnin zarurli ham jetkilikli

shartleri keltirilgen, misallar korsetilgen.
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