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1. Постановка задачи.  Пусть полупространство 0>z  заполнено 

неоднородной пористой средой. Уравнения распространения сейсмических 

SH волн с учетом поглощения энергии, обусловленной коэффициентом 

межкомпонентного трения ( )b z , имеют вид [6,7] 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,s tt z l t tz
z u z u z b z u vρ µ ρ= − −  (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,l tt l t tz v z b z u vρ ρ= −  (2) 

Здесь u  и v  - компоненты векторов скоростей смещений частиц упругого 

пористого тела и жидкости с парциальными плотностями ( )s zρ  и ( )l zρ

соответственно. Предположим, что пористая среда покоится при 0 :t <  

 0 0 0,tt tu u
= =

= =  (3) 

 0 0 0.tt tv v
= =

= =  (4) 

Пусть на границе 0=z  приложена сила: 

 ( )0 ,z zu tµ δ
=

=  (5) 

Здесь ( )tδ  - функция Дирака. 

 Требуется по информации (5) и по заданным один раз непрерывно 

дифференцируем положительным функциям ( )zsρ , ( )zµ , непрерывным 

положительном функциям ( )zlρ , ( )zb определить дважды непрерывно 

дифференцируемые функции  ( ) ( ), , ,u t z v t z  из (1) – (4). Такую задачу будем 



называть прямой динамической задачей для уравнений SH волн  в пористой 

среде. 

 Используя методику предложенную в [5] для обратной задачи теории 

упругости, построим регуляризирующий алгоритм следующей обратной 

задачи: 

Задача 1. Требуется по информации  

 ( )0 ,zu tφ
=

=  

восстановить  ( )zµ из (1) – (5)  (при этом считаются известными остальные 

функции ( ) ( ) ( ), ,s lz z b zρ ρ ). 

3. Сведение задачи (1) – (5) к канонической форме.  Введем вместо z  

координату x : 
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где ( ) ( )
( )z
zzc

s
t ρ

µ
=  есть скорость распространения  поперечных сейсмических 

волн в пористой среде. 

После перехода к координату  x , скорость распространения 

сейсмических волн в пористой среде становится равной единице. Так как  

 1 ,
tz c x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

то уравнения (1), (2) имеют канонический вид 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )ln , 0,l

tt xx x t t
s

x
u u u b x u v x

x
ρ

σ
ρ

′− = − − >  (6) 

 ( )( ), 0,tv b x u v x= − >  (7) 

 0 0
0,tt t

u u
= =

= =  (8) 

 0 0,tv
=

=  (9) 

 ( ) ( )0 0 .x xu tδ σ
=

=  (10) 

В формуле (6) ( ) ( ) ( )sx x xσ µ ρ=  - акустическая жесткость, 0.σ >  Далее 

предположим, что выполнены 



0 00 0 000 ( ) , 0 ( ) ,s s s l l lx x               0 000 ( ) .b b x b              (11) 

Теперь обратная задача 1 переформулируется следующим образом: 

пусть на отрезке [ ]T,0  задана функция  

 ( ) [ ]0 , 0, ,xu t t Tφ
=

= ∈  (12) 

и требуется определить ( ) [ ], 0, 2x x Tσ ∈ . Обозначим через А оператор 

решения прямой задачи, [ ]1A ln , 0, 2C Tφ σ σ= ∈  и обозначим через Ф образ 

пространства [ ]1 0, 2C T  при отображении А. 

Следуя работам [1, 2, 3-5], можно показать, что Ф – множество в 

[ ]1 0,C T , определенное равенством 

 [ ] ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )}2

2 221
20, 2 2

0, : 0 0, 0, 0, ,
T T

L T T T
C T t s t s dtds L Tφ φ ψ φ ψ ψ ψ

− −
′Φ = ∈ < + − ≥ ∀ ∈∫ ∫  

причем оператор А является гомеоморфизмом [ ]1 0,C T на Φ . 

4. Регуляризирующий алгоритм задачи (6)–(10). Пусть вместо 

функции  σφ lnA=  известно ее приближенное значение  [ ]TC ,0~ 1∈φ , .φ φ δ− ≤%  

Если Φ∈φ , то в силу непрерывности 1A−  на Ф в качестве приближенного 

значения σ  можно взять [ ]φσ ~exp~ 1−= A . Будем предполагать, что 

[ ] ( ) 00~,,0~ 1 <∈ φφ TC , но, вообще говоря, не принадлежит множеству Ф.  

Естественный метод нахождения  приближения в этом случае состоит в 

построении отображения  [ ] [ ] ( ){ }1 1: 0, 2 , 0, : 0 0R C T C Tφ φΦ → Φ = ∈ <% % , 

аппроксимирующего обратный оператор А-1 на Ф и определенного на всем 

множестве Φ~  [1, 2, 3-5].  

Прежде всего покажем, что оператор А действует из  [ ]2/,01 TC  в [ ]TC ,01

, причем ( ) ( ) ( )ln 0 1 0 0A σ σ= − < . Пусть [ ]1 0, 2C Tσ ∈ . Будем искать решение 

задачи (6) – (10) в классе кусочно-гладких функций вида 

 ( ) ( ) ( ), , ,u x t t x u x tθ ∆= −  

 ( ) ( ) ( ), , .v x t t x v x tθ ∆= −  



Здесь ( )tθ  - функция Хевисайда, ∆∆ vu ,  - сужения vu,  на замкнутую область 

( ){ } ( )∆∈≤≤=∆ ∆∆
1,,0:, Cvutxtx . 

Тогда из (6) – (10) вытекает, что при любом 0>T  сужения vu,  на 

треугольник ( ) ( ){ },0:, xTtxtxT −≤≤≤=∆  которые будем обозначать снова 

через  vu, , должны удовлетворять соотношениям  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )ln , 0 ,l

tt xx x t t
s

x
Lu u u u b x u v x t T x

x
ρ

σ
ρ

′≡ − = − − < < < −  (13) 

 ( )( ) , 0 ,tv b x u v x t T x= − < < < −  (14) 

 0 0, 0 ,x xu t T
=

= < <  (15) 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )0 21, , 0 2,

0

x l

s

b y y
dy

yu x x e x T
x

ρ
ρ

σ σ

−∫
= − ≤ ≤  (16) 

 0 0, 0 2tv x T
=

= ≤ ≤  (17) 

Нетрудно видеть, что задача (13) – (17) эквивалентна уравнениям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1, 0 ln ,
2 2 2

x t x

t x

t x t xu x t w w w d U d
ξ

ξ
σ ξ ξ ξ ζ ζ

+ −

− +

+ −    ′= + − − +   
    ∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )/ 2 / 2

0 0

1 1ln , ln ,
2 2

t x t x t x t x
d U d d U d

ξ ξ

ξ ξ
σ ξ ξ ξ ζ ζ σ ξ ξ ξ ζ ζ

+ + − − − −′ ′+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )/ 2

0 0

1 , ,
2

t x t x b sl

t x
s

b d W b e u s ds d
ξ ζ ξ ζ

ξ

ρ ξ
ξ ξ ξ ζ ξ ξ ζ

ρ ξ
+ + − − −

− +
+ − −∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )/ 2

0 0

1 , ,
2

t x t x b sl

s

b d W b e u s ds d
ξ ζ ξ ζ

ξ

ρ ξ
ξ ξ ξ ζ ξ ξ ζ

ρ ξ
+ + − − −− − −∫ ∫ ∫  

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )/ 2

0 0

1 , , ,
2

t x t x b sl

s

b d W b e u s ds d
ξ ζ ξ ζ

ξ

ρ ξ
ξ ξ ξ ζ ξ ξ ζ

ρ ξ
− − − − −− −∫ ∫ ∫  (18) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

, ,
t b x t su x t b x e u x s ds− −= ∫  (19) 

где ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )0 2, , 1 0 .
x l

s

b y y
dy

y
x tU u W u x x e

ρ
ρω σ σ

−∫
= = = −  Дифференцируя (18) по x  иt, 

получаем интегральные уравнения на функции  ( ) ( ) ( )txutxWtxU ,,,,,  решение 

которые существует и единственно в ( )( )TC ∆ . Подставляя ( ) ( ), , ,U x t W x t  (18), 

найдем решение ( ),u x t  (из класса 1C ) задачи (13), (15), (16). Подставляя 



( ),u x t  в (19), найдем решение ( ),v x t  задачи Коши (14), (17). Отсюда в 

частности вытекает, что  функция ( )
0=

=
x

utφ  будет из [ ]TC ,01  и ( ) ( ) 00/10 <−= σφ

, т.е. Φ∈ ~φ . 

Покажем теперь, что уравнение Φ∈= φφσ ,lnA , эквивалентно 

уравнению Вольтерра. Для этого введем в рассмотрение банахово 

пространство Z  вектор – функций  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , , , , , ,z x t z x t z x t z x z x=  

непрерывных на ( )T∆ , с естественно определенной операцией умножения на 

скалярные функции из ( )( )С T∆  и нормой 

 { }1 2 3 4max , , , .z z z z z=  

В Z  выделим подмножество 0
~Z , состоящее из вектор – функций вида  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 1 1 1, , , , 2 ,1 0 ,
2 2 2 2

z x t P x t t x t x t x t x xφ φ φ φ φ φ φ φ ′ ′ ′ ′ ′= ≡ + − − + + − ∈ Φ 
 

%

    
(20) 

Очевидно, между 0
~Z и Φ~  имеется взаимно – однозначное соответствие. Если 

в (20) ϕ ∈ Φ% ,  то будем писать 00
~Zz ∈ . Определим оператор 

{ }0:,: ≥=→× ++ ttRZRZM  формулами  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 0
, , , , ,

x
M z x t f z z t x z t x dα α ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + − + − + +  ∫  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 1 1 2 20

1 , , , ,
2

x l

s

b z t x z t x z t x z t x
ρ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ρ ξ

+ + − + − + + + − + − + −∫  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) }2 20 0
, ,

t x t xb t x s b t x sb e z s ds b e z s ds d
ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

+ − − +− + − − − − + −− −∫ ∫  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 12 0
, , , , ,

x
M z x t f z z t x z t x dα α ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + − − − + +  ∫  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 1 1 2 20

1 , , , ,
2

x l

s

b z t x z t x z t x z t x
ρ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ρ ξ

+ + − − − + + + − − − + −∫  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) }2 2
0 0

, ,
t x t x

b t x s b t x sb e z s ds b e z s ds d
ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ
+ − − +

− + − − − − + −− +∫ ∫  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){1 13 0 0

, 2 , ,2 , 2
x x l

s

M z x f z z x d b z x
ρ ξ

α α ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ρ ξ

= − + − +∫ ∫  



 ( ) ( ) ( )( ) ( ) }
2 2

2 20
, 2 ,

x b x sz x b e z s ds d
ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

− − − −+ − − ∫  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )44 0
, , ,

x
M z x f z z dα α ξ ξ ξ= −∫  (21) 

где ( ) ( )( )2 2
3 4 3 4, 1 1f z z z z zα α α= + + . 

Лемма 1. Уравнение ( ) 000
~,0, ZzzMzz ∈+= , разрешимо в Z  тогда и 

только тогда, когда 0 .z Z∈  

Таким образом, установлено, что решения уравнений Φ∈= φφσ ,lnA , и 

( ) 000
~,0, ZzzMzz ∈+= , равносильны. Пусть теперь вместо функции Φ∈φ  

задано ее приближенные значение δφφφ ≤−Φ∈
~~~ , причем для простоты 

будем считать, что ( ) ( )0~0 φφ =  (неравенство ( ) ( )0 0φ φ≠ %  не вносит 

принципиальных изменений). В терминах функций φPz =0  и φ~~
0 Pz =  это 

означает, что 0000
~~, ZzZz ∈∈  и δ≤− 00

~zz . Если 0z  не принадлежит в 0Z , то по 

лемме 1 уравнение ( )0,0 zMzz +=  не имеет решений. 

Перейдем к исследованию регуляризованного уравнения 

( ) 0,,0 >+= ααzMzz . Пусть rB  - шар  в Z радиуса r , 

{ }: ,rB z Z z r= ∈ ≤  

и  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4max sup , , , , , , .
x t T x

z x z x t z x t z x z x z Z
≤ ≤ −

= ∈  

Лемма 2.  1. ( )ZRZCM ;1
+×∈ , т.е. оператор М непрерывен из +× RZ  в Z  и 

имеет непрерывные частные производные ( ) ( )αα α ,,, zMzM z . 

2. Для любых 0, >∈ αZz  

 ( ) ( ) ( ) [ ]1
0

, , 0, / 2 ,
2

xcM z x z d x Tα ξ ξ
α

≤ ∈∫  (22) 

где  ( ) ( )00
,0

,00
001 2121, bTbTc

s

l +









+=

ρ
ρ

α . 

3. Для любых 0, 0, ,r rr z B y B     

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 0
, , , , , 0, / 2

x
M z M y x c r T z y d x Tα α α ξ ξ− ≤ − ∈∫  (23) 



где ( ) ( ) ( )00,
2 00 00

0,

, , 1 4 1 2 / 2 .l

s

c r T r b T b
ρ

α α α α
ρ

 
= + + +  

 
 

Рассмотрим теперь регуляризованное уравнение  

 ( )0 , .z z M z α= +  (24) 

Теорема 1. Пусть Zz ∈0 . Тогда для любого 0>α в Z  существует 

единственное решение ( )αz  уравнение (24), более того как функция 

параметра α  оно непрерывно дифференцируемо в +R  и  

 ( ) ( )0 1exp / 4 .z z c Tα α≤  (25) 

Доказательство. Установим сначала априорную оценку (25). Пусть 

( ) Zz ∈α - решение, отвечающее значению 0>α . Из неравенства (22) следует, 

что 

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1
0 0

, 0. 2 ,
2

xcz x z z d x Tα α ξ ξ
α

≤ + ∈∫  (26) 

и оценка (25) получается применением неравенство Гронуолло к (26).  

Покажем единственность решения. Пусть ( ) ( ) Zyz ∈αα ,  - два решение 

уравнения (24).  

Поскольку оба решения лежат в шаре ( ) ( ) ( )0 1, exp 4rB r z c Tα α α= , то на 

основании леммы 2 их разность ( ) ( ) ( )ααα yzw −=  удовлетворяет неравенству  

( ) ( ) ( )( ) [ ]2 0
, , , 0, 2 ,

x
w x c r T z y d x Tα α α ξ≤ − ∈∫  

которое для любых 0α >  имеет единственное ( ) ,0=αw  т.е. ( ) ( )αα yz = . 

Докажем существование решения методом последовательных 

приближений, имеем  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0
0 0, , 0,n nz z M z n z zα α α+ = + > =  (27) 

Используя неравенство (22) и принцип индукции, нетрудно показать, что для 

любого 0n ≥  

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 1

0

1 exp 4 ,
! 2

kn
n

k

c xz x z z c T
k

α α
α=

 ≤ ≤ 
 

∑  

т.е. все приближения лежат а шаре ( )αrB . 



Рассмотрим последовательность ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ααα nnn zzw −= +1 . Имеем 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1

0 3 30, , ,
4
c Tw M z c z cα α
α

= ≤ =  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )11
2 0

, , , , , 1,
xn nn nw M z M z c r T w d nα α α α α α α α ξ ξ−−= − ≤ ≥∫  

и следовательно, для любого 0n ≥  

( ) ( ) 2
3 0

1
! 2

n
n c Tw c z

n
α  ≤  

 
 

Отсюда вытекает, что ряд  ( ) ( )∑
∞

=

+
0

0
n

nwz α  мажорируется сходящимся числовым 

рядом 

( ) ( )2 / 22
0 3 0 30

0

1 1
! 2

n
c T

n

c Tz c z z c e
n

∞

=

 + = + 
 

∑  

и, следовательно, последовательность 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 0

0
,

n
n n m

m
z z M z z wα α α α+

=

= + = + ∑  

сходится в Z . Поскольку все ( ) ( ) ( )αα r
n Bz ∈ , то 

 ( ) ( ) ( ) ( )lim .n
rn

z z B αα α
→∞

= ∈  

Переходя в (27) к пределу, в силу непрерывности оператора ,M получаем что 

z  - решение уравнения (24). 

Непрерывная дифференцируемость решения ( )αz  вытекает из теоремы 

о неявной функции [8]. Действительно, согласно лемме 2 оператор 

( ) ( )0: , , ,G Z R Z G z z z M zα α+× → = − − , имеет непрерывные производные 

zz MIGMG −=−= ,αα . При этом для любых ( ) ( ) ZZzGRZz z →×∈ + :,,, αα  имеет 

ограниченный обратный оператор (в силу того, что ( )α,zM z  - линейный 

непрерывный оператор Вольтерра). Следовательно, по теореме о неявной 

функции ( ) ( )ZRCz ,1
+∈α . Теорема доказана. 

Рассмотрим случай  00 Zz ∈ . Тогда согласно лемме 1 в Z  существует 

единственное  решение ( )0z  уравнения 

 ( )0 ,0z z M z= +  



(единственность решения следует из единственности исходной обратной 

задачи [3, 4]). Следовательно, если 0 0z Z∈ , то уравнение (24) разрешимо в Z  

единственным образом для любых 0α ≥ . Нетрудно видеть, что в этом случае 

решение ( )αz  будет непрерывно дифференцируемым на замкнутой полуоси 

R+ . Действительно, по теореме 1 достаточно доказать гладкость ( )2αz  в 

окрестности точки 0=α . Последнее вытекает опять из теоремы о неявной 

функции, поскольку существует решение уравнения ( ) ( )ZRZCGzG ,~,00,~ 1
+×∈= , 

где ( ) ( )2, , ,G z G zα α=% , и оператор ( )( )0,0~ zG  имеет ограниченный обратный. 

Сформулируем этот результат как следствие из теоремы 1. 

Вернемся теперь к исходной задаче. Итак, нам известна функция Φ∈ ~~φ  

такая, что ( ) ( ) Φ∈≤−= φδφφφφ ,~,0~0 . Следовательно, 00 ZPz ∈= φ и 

δφ ≤−∈= 0000
~,~~~ zzZPz . 

Рассмотрим уравнение   ( )0 , .z z M z α= +%  

По теореме 1 при 0α >  оно имеет единственное решение в Z . Обозначим его 

через ( ).z α%  Решение уравнения   ( )0 , , 0z z M z α α= + >  обозначим через ( )αz . 

Напомним, что ( )0z  соответствует точному решению обратной задачи. 

Функция ( )αz~  порождает оператор ( ) ( )αα zzRZRZR ~,~~,~: 00 =→× + . Следующая 

теорема, по сути, утверждает что этот оператор является регуляризирующим 

для уравнения ( )0 ,0z z M z= + . 

Теорема 2. Пусть 0δ δ≤ . Тогда существует функция  

( ) ( ] ( )0 0
0, , 0, lim 0C

δ
α δ δ α α δ

→
∈ > = , 

такая, что   ( ) ( )
0

lim 0 0z z
δ

α
→

− =% . 

Из доказательства теоремы, что оператор R  будет равномерно 

регуляризирующим оператором на любом подмножестве lZ0  множества 0Z

вида ( ){ }lzlZzZ l <∈= 0000 : . 
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ГОВАК МУХИТДА SH ТУЛКИНЛИ ТЕНГЛАМА УЧУН ТЕСКАРИ 

ДИНАМИК МАСАЛАНИНГ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯСИ 

Аннотация – Компанентлараро  ишқалинишда энергия юқотилиши 

содир бўладиган суюқлик тўлдирилган ғовок муҳитда бир улчовли SH 

тўлқинли тенглама учун бир тескари масалани регуляризацияланган 

алгоритми қурилди. 

Annotation – It is built regulative algorithm of one inverse problem for 

univariate equation SH waves in saturated by liquid porous ambience, in which 

occurs the loss to energy at between component frictions. 

 

 


