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Лекция № 1. Определители 2 и 3 порядков, их свойства. Мино-

ры и алгебраические дополнения. Определители  n-го порядка.  

Решение систем линейных уравнений методом Крамера 

Определители 2 и 3 порядков 
 

Рассмотрим таблицу чисел: 










dc

ba
 

Число   = ad - bc  называется  определителем 2 порядка, соот-

ветствующим данной таблице чисел.  Итак: 

cbda
dc

ba
  

Например: 

  93213
13

23



  

Рассмотрим теперь таблицу из 9 чисел: 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

Определителем 3 порядка, соответствующим данной таблице 

чисел, называется число: 

332112113223312213

133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa





 

Выражение в правой части получается следующим образом: 

произведение чисел, расположенных на главной диагонали и два 

произведения чисел, стоящих на линиях, параллельных главной 

диагонали на элемент, стоящий в противоположном углу, берутся 

со знаком плюс. Три произведения, которые строятся по такому же 

правилу, но относительно побочной диагонали, берутся со знаком 

минус. Схематически это правило может быть изображено следу-

ющим образом: 
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     «+»    «-» 

Это правило вычисления определителя 3-го порядка называется 

правилом Сариуса. 

Пример. Вычислить определитель: 

213

132

131 

  

Решение: 

91219296

213

132

131







 
 

Свойства определителей 3-го порядка: 

 

1. Транспонирование, т.е. замена строк столбцами не меняет 

значения определителя. Доказательство проводится непосредствен-

ным вычислением: 

332112113223312213

133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa





 

333211331221132231

231231133221332211

332313

322212

312111

'

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa




 

Мы видим, что    

2. При перестановке двух строк (или двух столбцов) определитель 

меняет знак. 

Пусть: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  
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’ - определитель, полученный из  перестановкой первой и 

второй строк: 

333231

131211

232221

'

aaa

aaa

aaa

  

 

Это свойство легко проверяется непосредственным вычислени-

ем. 

3. Общий множитель элементов какой-либо строки (или столб-

ца) можно вынести за знак определителя: 

 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

k

aaa

aaa

akakak

  

 

4. Определитель, у которого элементы некоторой строки (или 

столбца) равны нулю, равен 0. 

 

0000

333231

131211



aaa

aaa

 

 

5. Определитель, имеющий две равные строки (или два равных 

столбца), равен нулю. 

Действительно, 

 

0331211321311311213

321113311312331211

333231

131211

131211





aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

 

 

Миноры и алгебраические дополнения 

 

Определение. Минором определителя третьего порядка, соот-

ветствующим некоторому элементу определителя, называется 

определитель второго порядка, который получится, если вычерк-
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нуть строку и столбец, на пересечении которых стоит данный эле-

мент. Минор, соответствующий элементу аij , обозначается Мij 

Например, в определителе: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  

Минор  М21 , соответствующий элементу  а21, будет равен: 

;32133312

3332

1312

21 aaaa
aa

aa
M   

Минор, соответствующий элементу а33: 

2221

1211

33
aa

aa
M   

Определение. Алгебраическим дополнением некоторого эле-

мента определителя третьего порядка называется соответствующий 

ему минор, взятый со знаком плюс, если сумма номеров строки и 

столбца, на пересечении которых стоит данный элемент, чётная, и 

со знаком минус, если эта сумма нечетная. Алгебраическое допол-

нение элемента  аij  обозначается  Аij. 

Таким образом:  Aij = (-1)i+jMij 

Пусть  

512

321

143



  

   

  10
21
43

1

165
52
31

1

33

33

21

12
















A

A

 

Рассмотрим дальнейшие свойства определителей третьего по-

рядка. 

6. Сумма произведений элементов некоторого ряда (строки или 

столбца) на соответствующие алгебраические дополнения равна 

определителю, а сумма произведений элементов некоторого ряда на 

алгебраические дополнения параллельного ряда равна нулю. 

Определитель 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  можно записать в виде: 
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     

131312121111

312232211331233321123223332211

332112113223312213133221312312332211

AaAaAa

aaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaaaaa







 

где   31,j,iAij    - алгебраическое дополнение элемента  aij 

Итак, мы получили, что определитель  может быть представлен 

в виде:   

 = a11A11 + a12A12 + a13A13 

Такое представление называется разложением определителя по 

элементам первой строки. Аналогичное разложение можно напи-

сать по отношению к любой строке или столбцу. Итак, имеют ме-

сто разложения определителя: 

 = a11 A11 + a12 A12 + a13 A13     по 1-ой строке 

 = a21 A21 + a22 A22 + a23 A23  по 2-ой  строке 

 = a31 A31 + a32 A32 + a33 A33  по 3-ей  строке 

 = a11 A11 + a21 A21 + a31 A31  по 1-ому  столбцу 

 = a12 A12 + a22 A22 + a32 A32  по 2-ому  столбцу 

 = a13 A13 + a23 A23 + a33 A33  по 3-ему  столбцу 

Таким образом, определитель равен сумме произведений эле-

ментов какого-либо ряда на соответствующие алгебраические до-

полнения. 

Если в определителе  - элементы 1-ой строки заменить элемен-

тами  2-ой строки, то алгебраические дополнения 1-ой строки не 

изменятся и мы получим определитель: 

333231

232221

232221

aaa

aaa

aaa

  

’ = a21 A11 + a22 A12 + a23 A13 

Но такой определитель будет содержать две одинаковые строки 

и поэтому по свойству 5 он будет равен нулю: 

 

a21 A11 + a22 A12 + a23 A13 = 0 

Аналогично, можно получить ряд других равенств, выражаю-

щих свойство: сумма произведений элементов некоторого ряда на 

алгебраические дополнения параллельного ряда равна нулю. 

7. Если элементы некоторого ряда (строки или столбца) пред-

ставляют собой сумму двух слагаемых, то определитель может 
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быть представлен в виде суммы двух определителей: первый из них 

имеет в указанном ряду первые слагаемые, второй- вторые. 

Пусть 

a11 = a’
11 + a”

11 ;   a12 = a’
12 + a”

12 ;   a13 = a’
13 + a”

13 

 

333231

232221

"

13

'

13

"

12

'

12

"

11

'

11

aaa

aaa

aaaaaa 

  

Разложим определитель по элементам первой строки: 

     

333231

232221

"

13

"

12

"

11

333231

232221

'

13

'

12

'

11

13

"

1312

"

1211

"

1113

'

1312

'

1211

'

11

13

"

1313

'

1312

"

1212

'

1211

"

1111

'

11

13

"

13

'

1312

"

12

'

1211

"

11

'

11

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

AaAaAaAaAaAa

AaAaAaAaAaAa

AaaAaaAaa









 
 

8. Величина определителя не изменится, если к элементам неко-

торого ряда прибавить соответствующие элементы параллельного 

ряда, умноженные на одно и то же число. Прибавив к элементам 

второй строки элементы первой, умноженные на k, получим опре-

делитель  ’ 

333231

132312221121

131211

'

aaa

akaakaaka

aaa

  

Вследствие свойства 7, этот определитель можно представить в 

виде суммы двух определителей: 







333231

232221

131211

333231

131211

131211

333231

232221

131211

333231

131211

131211

333231

232221

131211

1

'

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

k

aaa

aaa

aaa

aaa

akakak

aaa

aaa

aaa

aaa

 

(Определитель  1 = 0 , так как имеет две равные строки) 
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Определители  n-го порядка 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

...

...

21

22221

11211


  

Определитель четвертого порядка есть число, получающееся 

следующим образом:   



444341

343331

242321

12

444342

343332

242322

11

44434241

34333231

24232221

14131211

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

 

434241

333231

232221

14

444241

343231

242221

13

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a   

Определители III-го порядка в правой части равенства – это ал-

гебраические дополнения элементов  a11 ,  a12 ,  a13и  a14. Аналогич-

но, можно записать разложение определителя IV-го порядка по 

элементам любой строки и столбца.Все свойства определителей II-

го и III-го порядков справедливы для определителей высших по-

рядков. 

На практике, используя свойство 8, преобразуют определитель к 

такому виду, чтобы все элементы некоторого ряда, кроме одного, 

обратились в нуль. Затем определитель разлагается по элементам 

этого ряда. 

Пример. Вычислить определитель четвертого порядка  

1613

3213

1210

0112







  

Решение. Получим нули в первой строке. Для этого ко второму 

столбцу прибавим третий, из первого вычтем удвоенный третий. 

Затем разложим данный определитель по первой строке: 

038498174

179

311

13  4

)1(

1679

3211

1234

010  0

1673

3213

1230

010  2

1613

3213

1210

0112

31 

























 
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Решение систем линейных уравнений методом Крамера 
 

Рассмотрим систему 3-х линейных уравнений с 3-  неизвестны-

ми: 















3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

где  x,  y  и  z - неизвестные. 

Определитель 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  , 

составленный из коэффициентов при неизвестных, называется 

определителем системы. Если этот определитель не равен 0, систе-

ма имеет единственное решение. Обозначим: 

33231

22221

11211

33331

23221

13111

33323

23222

13121

;;

baa

baa

baa

z

aba

aba

aba

y

aab

aab

aab

x   

Решение системы находится по формулам: 
















z
z

y
y

x
x ;;  

Эти формулы называются формулами Крамера. 

Пример: решить систему уравнений методом Крамера: 















;83

,2232

,22

zyx

zyx

zyx

 

Решение: 

;82292123

113

232

121





  

;844242326

118

232

122





x  
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;16416616122

183

222

121





 y  

;243221812424

813

232

221

 z  

;1
8

8





x ;2

8

16





y .3

8

24





z  

Методом Крамера можно решать системы n линейных уравне-

ний с n-неизвестными, когда определитель системы не равен нулю. 

 

Лекция №2.  Матрицы. Действия над ними. Обратная матрица. 

Решение систем линейных уравнений матричным способом 

Матрицы. Определение. Прямоугольная таблица чисел, состо-

ящая из m-строк и n-столбцов, называется прямоугольной матрицей 

размера mxn. 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

...

...

...

21

22221

11211

 

Числа:   njmjiaij ,1;,1,    называются элементами матри-

цы. 

Матрица, число строк которой равно числу её столбцов, назы-

ваются квадратной. Например, матрица  








32

41
 - квадратная матри-

ца 2-го порядка. 

Матрицу, имеющую одну строку, называют матрицей-строкой, 

матрицу, имеющую один столбец, называют матрицей-столбцом. 

Так, матрица  431  - матрица-строка; а матрица:  

 
















0

4

1

 - матрица-столбец. Матрица, все элементы которой равны 0, 

называется 0-матрицей. 

Матрицы обозначаются одной заглавной буквой, например: 
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;;

333231

232221

131211

32

22

12

31

21

11




































bbb

bbb

bbb

B

a

a

a

a

a

a

A  

Если  А – квадратная матрица, например: 



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

то определитель этой матрицы - это определитель: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A   

Матрица, определитель которой не равен нулю, называется не-

вырожденной. Если же определитель матрицы равен нулю, то мат-

рица называется вырожденной. 

Например, матрица  









63

21
A  вырожденная, т. к. определитель 

этой матрицы:  0
63

21
A  

Две матрицы А и В называются равными, если они имеют оди-

наковое число строк и одинаковое число столбцов, и их соответ-

ствующие элементы равны. 

Так, если 


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  и  


















333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

B , то А=В, если: 

а1 = b11 ,  a12 = b12 ,  a13 = b13 ;  a21 = b21 ;  a22 = b22;  a23 = b23 

 

Действия над матрицами 

 

1. Умножение матрицы на число: 

Если  









232221

131211

aaa

aaa
A  ,  то матрица  А  определяется так: 











232221

131211

aaa

aaa
A




  

2. Сумма двух матриц А и В одинаковых размеров: 
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например, 









232221

131211

aaa

aaa
A  и  










232221

131211

bbb

bbb
B , определяется следую-

щим образом: 

























333332323131

232322222121

131312121111

bababa

bababa

bababa

BA  

Если О-нуль матрица, то для любой матрицы А: 

А + О = А 

Легко видеть, что сложение матриц подчиняется перемести-

тельному и сочетательному закону: 

1)  А + В = В + А 

2)  (А + В) + С = А + (В + С) 

3. Умножение матриц: 

Пусть:       









232221

131211

aaa

aaa
A ;  



















3231

2221

1211

bb

bb

bb

B  

Тогда произведение матриц А и В определяется следующим об-

разом: 






















322322221221312321221121

321322121211311321121111

babababababa

babababababa
ABC  

Mы видим, что элементы произведения матриц   jiij bac 11 …

jiji baba 3322  . Заметим, что можно перемножать такие матрицы 

А и В, что число столбцов одной равно числу строк второй. 

Пример.   Пусть   






















43

21
  ;  

12

31
BA  

Найдем произведение матриц АВ и ВА 




































85

1410

43

21

12

31
AB  




































55

13

12

31

43

21
BA  

Мы видим, что произведение АВ≠ВА, т.е. произведение матриц 

не подчиняется переместительному закону. 

Умножение матриц подчиняется сочетательному закону, т.е.: 

(А + В) С = АС + ВС 
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Квадратная матрица вида 









10

01
E  называется единичной мат-

рицей II-ого порядка; 


















100

010

001

E  - единичная матрица III-его по-

рядка 

Легко проверить, что при умножении любой квадратной матри-

цы А на единичную матрицу равно матрице А: 

АЕ = ЕА = А 

Очевидно, что:   1)(  E  

 

Обратная матрица 

 

Пусть А - квадратная матрица, 0A . Матрица В называется 

обратной к матрице А, если: 

АВ = ВА = Е 

Матрица, обратная к матрице А обозначается А-1, т.е.: 

А А-1= А-1 А = Е 

Покажем, что если 0A , то для нее существует обратная мат-

рица А-1. Для определенности рассмотрим квадратную матрицу А 

3-его порядка. Пусть Аij – алгебраические дополнения элементов аij. 

Покажем, что обратная матрица имеет вид: 



























A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

332313

322212

312111

1                                             (*) 

Найдем произведение: 





























































100

010

001

332313

322212

312111

333231

232221

131211

1

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

aaa

aaa

aaa

AA  

Таким образом, обратная матрица А-1 имеет вид (*): 

Пример:      Пусть  


















410

321

231

A  

Найти обратную матрицу А-1. Найдем определитель матрицы А: 
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2112328

410

321

231

A  

Вычисляем алгебраические дополнения: 

1138
41

32
11 


A   4

40

31
12 


A  

1
10

21
13 


A    10

41

23
21 A  

4
40

21
22 A    1

10

31
23 A  

13
32

23
31 


A    1

31

21
32 


A  

5
21

31
33 


A    





























21

5

21

1

21

1
21

1

21

4

21

4
21

13

21

10

21

11

1A  

Найдем произведение АА-1 : 

EAA 






























































100

010

001

21

5

21

1

21

1
21

1

21

4

21

4
21

13

21

10

21

11

410

321

231
1

 
 

Решение систем линейных уравнений матричным методом 

 

Пусть дана система трех линейных уравнений с тремя неизвест-

ными: 















3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

                              (2.1) 

Рассмотрим матрицу системы  


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  и матрицы – 

столбцы неизвестных и свободных членов: 
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

















z

y

x

X ;  


















3

2

1

b

b

b

B  

Очевидно, что: 

























































zayaxa

zayaxa

zayaxa

z

y

x

aaa

aaa

aaa

AX

333231

232221

131211

333231

232221

131211

 

Используя определение равенства матриц, можем записать дан-

ную систему в виде:  







































3

2

1

333231

232221

131211

b

b

b

zayaxa

zayaxa

zayaxa

 

Следовательно, данная система может быть записана в виде: 
BAX                                                   (2.2) 

Это уравнение называется матричным уравнением.Если матри-

ца А-невырожденная, т.е. 0A , тогда существует обратная мат-

рица А-1. Умножим обе части (2) на А-1 

  BAAXA   11
 

Используя сочетательный закон, мы можем написать: 

  BAXAA   11
 

Так как A-1A = E и EX = X , то получаем решение матричного 

уравнения в виде: 

BAX  1
 

 

Лекция №3. Ранг матрицы. Элементарные преобразования 

матриц. Теорема Кронекера-Капелли. Метод Гаусса 

 

Ранг матрицы. Элементарные преобразования матриц. Рас-

смотрим прямоугольную таблицу чисел, состоящую из m-строк и n-

столбцов (матрицу размера mxn). 























mnmm

n

n

a...aa

............

a...aa

a...aa

A

21

22221

11211

 

Пусть nkmk  , . Выделим в этой матрице произвольное k-строк 

и k-столбцов. Из элементов, стоящих на пересечении этих строк и 

столбцов составим определитель k-го порядка. Все такие определи-

тели называются минорами  k-го порядка матрицы А. 
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Пример: в матрице   


















1540

1102

2423

A  все миноры 3-го порядка 

равны нулю. Действительно, 

     0

 1   4   0

1   0   2

2   2   3

     0

 1   4   0

1   1    2

2   4   3

      0

 1   5    4

1    1    0

2   4   2

     0

 5   4   0

1   0   2

4   2   3

  

Но, существует минор 2-го порядка, отличный от нуля. 

Например,  минор 0
02

23
  

Определение. Рангом матрицы называется наивысший порядок 

минора этой матрицы, отличный от нуля. 

В рассмотренном выше примере ранг матрицы равен двум. Ранг 

матрицы А обозначается r(A). Таким образом, если ранг матрицы 

равен r, то среди миноров r-го порядка есть минор, не равный ну-

лю, а все миноры порядка r +1 равны нулю. 

При вычислении ранга матрицы выполняют следующие элемен-

тарные преобразования: 

1) транспонирование, т.е. замена строк столбцами; 

2) умножение всех элементов какой-либо строки (столбца) мат-

рицы на одно и то же, отличное от нуля, число. 

3) прибавление к элементам какой-либо строки (столбца) мат-

рицы соответствующих элементов другой строки (столбца), умно-

женных на одно и то же число. 

4) перестановка двух строк (столбцов). 

Определение. Матрицы, получающиеся одна из другой при 

элементарных преобразованиях называются эквивалентными. Эк-

вивалентные матрицы не равны между собой, но, как можно дока-

зать, они имеют одинаковые ранги. 

Теорема. Каждую матрицу А ранга r путем элементарных пре-

образований можно привести к виду: 

 




































































0.........

0.........

...10...

0

0

0

0

0

0

............

......10

.........1

...

............

...

...

21

22221

11211

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  
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где через* обозначены элементы матрицы, стоящие выше диа-

гонали. 

Доказательство: перестановим строки или столбцы, чтобы в 

верхнем левом углу стоял элемент, неравный нулю. Пусть это бу-

дет '

11a  
 





























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

~

21

22221

11211

 
 

Разделив элементы первой строки на '

11a  получим: 

 





























mnmm

n

n

a...aa

............

a...aa

a...a

A
~

21

22221

1121

 
 

Из 2-ой строки вычтем первую, умноженную на '

21a ; из 3-ей 

строки вычтем 1-ую, умноженную на '

31a , из m-ой строки 1-ую, 

умноженную на '

1ma . 

Получим: 

















































 1

2

222

112

0

0

1

0

0

1

A
...

a...a

............

a...a

a...a

A
~

mnm

n

n

 
 

A1- матрица, содержащая (m-1) строк и (n-1) столбцов. Значения 

элементов 1-ой строки несущественны (элементы, обозначенные *) 

А1 - матрица, содержащая (m-1) строк и (n-1) столбцов. Значения 

элементов первой строки несущественны.  (элементы, обозначен-

ные *). 

К матрице А1 применим тот же прием. Получим матрицу А2 и 

т.д. 
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Мы приведем матрицу А к виду 





























00...000

00...000

...1...000

.......001

........01

..........1

A  

Очевидно, ранг этой матрицы равен r.  Следовательно, r(А)=r. 

 

Теорема Кронекера-Капелли 

 

Рассмотрим систему m линейных уравнений c  n неизвестными. 



















bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

nnmnmm

\nn

nn

...

......................................

...

...

2211

22222121

11212111

     (1) 

Обозначим через А матрицу, состоящую из коэффициентов при 

неизвестных 
nx...,x,x 21
. 



















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211

     (2) 

Пусть  



















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

A
~

  

  

  

21

222221

111211







     (3) 

 

Матрица A
~

 называется расширенной матрицей системы. 

Определение. Система уравнений, имеющая решение, называ-

ется совместной. 

Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений 

совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы А  равен рангу 

матрицы A
~

 (т.е. ранг матрицы системы равен рангу расширенной 

матрицы)  )A
~

(r)A(r   

Если n)A
~

(r)A(r  , то система имеет единственное решение; 

если же n)A
~

(r)A(r   система имеет бесчисленное множество ре-

шений.  
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Пример. Исследовать следующую систему уравнений на сов-

местность 















2749

42253

6372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Найдем ранги матриц А и Ã , производя элементар-

ные преобразования над ними. 

















































































































































0   0 0  0

  111  1151  0

1  1   2-    1

0   0 0  0

1511   0

1  1   2-      1

1   5  11  0

1511   0

1  1  2-      1

1   5  11  0

137   2

1  1  2-      1

1   5  11  0

112    1

1  3  7      2

1   5  11  0

225    3

1  3  7      2

7149

2253

1  3  7  2

A

 

 2)A(r  



















2  7149

4  2253

6  1  3  7  2

A
~  

Будем выполнять те же элементарные преобразования над мат-

рицей A
~

 
































































































































0      0    0  0 0

1110    11111510

2-     1 1 2 1

0      0    0  0 0

10    15110

2-     1 1 2 1

10  1    5  11 0

10    15110

2-     1 1 2 1

10  1    5  11 0

6    1372

2-     1 1 2 1

10  1    5  11 0

2    1121

6     1 3 7 2

10  1    5  11 0

4    2253

6     1 3 7 2

A
~

 

 2)A
~

(r       Итак, )A
~

(r)A(r   

Следовательно, данная система уравнений совместна и имеет 

бесчисленное множество решений 42  )A
~

(r)A(r  (4- число неиз-

вестных). 

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений  



















0

0

0

2211

2222121

1212111

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

nmnmm

nn

nn

...

......................................

...

...

 



















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211



















0  

0  

0  

21

22221

11211

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A
~






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Ясно, что )A
~

(r)A(r   

Значит, система линейных однородных уравнений всегда сов-

местна 

Если )A
~

(r)A(r  =n, то единственное решение будет 

x1=x2=…=xn=0 

Если )A
~

(r)A(r  <n система имеет бесчисленное множество ре-

шений. 

 

Метод  Гаусса 

Рассмотрим систему m-линейных уравнений с n-неизвестными 

x1, x2,…,xn. 

;

...

...

,...

,...

2211

22222121

11212111



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 
 

Определение. Системы уравнений, имеющие одинаковые ре-

шения, называются равносильными. 

Не трудно заметить, что следующие преобразования приводят 

данную систему к равносильной: 

1.       Перемена местами любых двух уравнений. 

2. Умножение обеих частей уравнения на одно и то же, не равное 

нулю число. 

3. Прибавление к обеим частям одного уравнения соответству-

ющих частей другого, умноженных на одно и то же число. 

Эти преобразования называются элементарными преобразова-

ниями системы. 

Заметим, что элементарные преобразования можно производить 

над расширенной матрицей системы. 























m21

222221

111211

b    ...    

...

b    ...    

b    ...    

~

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  

Перестановкой строк можно добиться того, что элемент, стоя-

щий в левом верхнем углу матрицы A
~
, отличен от нуля: 

1. Разделим первую строку матрицы A
~
 на a11: 



22 

 



















 



m21

222221

1112

b    ...    

...

b    ...    

b    ...        1

~

mnmm

n

n

aaa

aaa

aa

A  

Из второй строки вычтем первую, умноженную на a21; из треть-

ей строки вычтем первую, умноженную на а31 и т. д., из m-той 

строки вычтем первую строку, умноженную на аm1, в результате че-

го получим матрицу. 



























m2

2222

1112

b    ...    0

...

b    ...    0

b    ...     1

mnm

n

n

aa

aa

aa

 

С матрицей 





























m32

333332

222322

1

b    ...    

...

b    ...     

b    ...     

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

  

произведем преобразования, 

аналогичные проделанным выше. 

Продолжая процесс, мы приведем матрицу A
~

 к одному из сле-

дующих видов: 





















n

n

n

d

dсс

dссс

  ...   1  ...    0   0   0

...

     ...      1  0

    ...      1

  .1
2223

111312

- ступенчатая матрица (P<n). 

или 





















n

n

n

d

dсс

dссс

     1  ...    0   0   0

...

    ...      1  0

    ...      1

  .2
2223

111312

- треугольная матрица. 

Исходная система приведется к равносильной системе: 

В 1-ом случае: 























,...                     

...

,...                      

,...           

,...

333

223232

113132121

pnpnp

nn

nn

nn

dxсx

dxсx

dxсxcx

dxсxcxcx























,                                   

...

,...                      

,...           

,...

333

223232

113132121

pn

nn

nn

nn

dx

dxсx

dxсxcx

dxсxcxcx

 

В первом случае система имеет бесчисленное множество реше-

ний, во втором – единственное решение. 

Таким образом, если после элементарных преобразований си-

стема уравнений приводится к системе с матрицей ступенчатого 

вида, то это означает, что данная система совместна и имеет бес-
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численное множество решений; если же данная система уравнений 

приводит к системе с треугольной матрицей, то она совместна и 

имеет единственное решение. 

Пример. Решить систему уравнений 















;52

,1223

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Произведем элементарные преобразования над рас-

ширенной матрицей системы 

 































































































9530

4210

5211

9530

14850

5211

1112

1223

5211

5211

1223

1112
~
A  












































3100

4210

5211

3100

4210

5211

 















;3               

42      

,52

3

32

321

x

xx

xxx















;152

,242

,3

321

32

3

xxx

xx

x

 
 

Ответ. x1=1, x2=2, x3=3. 

 

Лекция № 4. Элементы векторной алгебры. Векторы. Линей-

ные операции над векторами. Действия над векторами, задан-

ными в координатной форме. Деление отрезка в данном отно-

шении 

 

Элементы векторной алгебры. Векторы. Определение. Век-

тором называется направленный отрезок прямой.Вектор обознача-

ется: АC,AB,b,a       


 и т.д. А - начало. В, С – конец.. Длина вектора 

называется его модулем и обозначается а,АВ


  . Вектор, начало ко-

торого совпадает с его концом, называется 0-вектором и обознача-

ется символом 0

. Векторы, параллельные одной прямой, называют-

ся коллинеарными. Два вектора bиa


   называются равными, если 

они имеют одинаковые модули и одинаковое направление. В этом 

случае пишут ba


 . 

Векторы, параллельные одной плоскости, называются компла-

нарными. Заметим, что два вектора всегда компланарны. 
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Линейные операции над векторами. 

1.Умножение вектора на число. Произведением вектора a


на 

число λ называется вектор ac


 , коллинеарный вектору a


, имею-

щий длину ac


   и направленный в ту же сторону, что и вектор 

a

, если λ>0, и противоположно a


, если λ<0. Так, например, 2 a


 есть 

вектор, направленный в ту же сторону, что и вектор a


, и имеющий 

длину, вдвое большую, чем вектор a


. Вектор -2 a


 есть вектор, 

направленный противоположно вектору a

 и имеющий вдвое боль-

шую длину, чем вектор a

. 

Умножение вектора на число обладает  

распределительным свойством 

 ba)ba(


   

и сочетательным свойством  
 )a(a)(


2121    

2. Сложение векторов.Пусть a

 и b


 два произвольных вектора. 

Возьмем произвольную точку О и построим вектор aOA


 ; затем 

построим вектор, OBb 


, поместив его начало в конце вектора a


. 

Вектор OB , соединяющий начало первого с концом второго, назы-

вается суммой этих векторов и обозначается ba


 .Ту же самую 

сумму векторов можно получить иным способом. Отложим от точ-

ки О векторы aOA


  и bOC


 . Построим на этих векторах, как на 

сторонах, параллелограмм ОАВС. 

Вектор OB , служащий диагональю параллелограмма, является, 

очевидно, суммой векторов a

 и b


 обозначается ba


 . 

 Сумма двух векторов обладает переместительным свойством: 

abba


  
Это видно из рисунка: 

 
Понятие суммы векторов можно обобщить на случай любого 

конечного числа слагаемых. Из произвольной точки О откладываем 

вектор, равный первому слагаемому. В конце первого вектора по-

мещаем начало второго, в конце второго – начало третьего и т.д.  

Вектор, соединяющий начало первого с концом последнего, яв-

ляется суммой данных векторов. 
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Нетрудно видеть, что сложение векторов обладает сочетатель-

ным свойством; т.е. )cb(ac)ba(


  

3. Вычитание векторов. Разностью двух векторов ba


  назы-

вается такой вектор c


, что сумма 

acb


 . Из определения сложе-

ния векторов вытекает правило 

построения вектора-разности. От-

кладываем векторы aOA


  и bOB


  из общей точки О. Вектор BA , 

направленный от конца b


 к концу a


, является разностью векторов. 

Если на векторах a

 и b


, отложенных из общей точки О построить 

параллелограмм ОАСВ, то вектор OC , совпадающий с одной диа-

гональю параллелограмма, равен сумме ba


 , а вектор BA . совпа-

дающий с другой диагональю – разности ba


 . 

Пусть l  - произвольная ось, AB  - вектор в 

пространстве.Опустим из точек А и В перпенди-

куляры на ось l . A  - проекция точки А, B  - 

проекция точки В на ось l . Пусть 
1x  - координата 

точки A , 
2x  - координата точки B . 

Разность 
21 xxx   между координатами проекций конца и 

начала вектора AB  на ось l  называется проекцией вектора AB  на 

эту ось. Если вектор AB  образует острый угол   с осью l , то про-

екция х положительна, если 

же этот угол тупой, то про-

екция отрицательна. 

Проекция вектора AB  на ось                   

l  обозначается ABnpl  

Нетрудно видеть, что cosABABnpl  . Приведем некоторые 

свойства проекций. 

1. Проекция суммы нескольких векторов на одну и ту же ось 

равна сумме их проекций   bnpanp)ba(np LLL


  

2. При умножении вектора на число его проекция на данную ось 

умножается на это число  anp)a(np LL


   
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Теперь находим направляющие косинусы вектора. 

Пусть a

 - вектор в пространстве, начало которого 

совпадает с началом декартовой системы коорди-

нат. Пусть  ,,  - углы, образуемые вектором a


 с 

координатными осями Ох, Оу, Ozсоответственно. 

Косинусы углов, образуемых вектором с осями 

координат, называются направляющими косину-

сами этого вектора. 

Обозначим проекцию вектора a


 на ось Охчерез Х, на ось Оу- 

через У, на ось Oz- через Z. Тогда, как известно cosaX 


, 

cosaY 


, cosaZ 


; откуда мы находим направляющие коси-

нусы вектора a

. 

a

X
cos    

a

Y
cos    

a

Z
cos   

Нетрудно видеть, что  1222   coscoscos  

Заметим, что проекции единичного вектора a
  1a


 совпадают с 

его направляющими косинусами. cosX  , cosY  , cosZ  . 

 

Действия над векторами, заданными в координатной форме 

Пусть k,j,i


   - единичные векторы, направ-

ленные по осям декартовой прямоугольной 

системы координат; a


 - произвольный вектор 

в пространстве. Пусть начало этого вектора 

совпадает с началом координат. Построим па-

раллелепипед, диагональю которого является 

вектор OM . 

Вектор PMOPOMa 


 jyixOBOAOP


  

   kZjYiXa


  

x, y, z- проекции вектора a

 на координатные оси OX, OY, OZ. 

1. Пусть дан вектор kZjYiXa


 , тогда 

kZjYiXa


   Таким образом, при умножении вектора 

на число все его проекции умножаются на это число. 

2. Пусть  
kZjYiXb

kZjYiXa




222

111



  , 

тогда    k)ZZ(j)YY(iXXba


212121  . 
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Таким образом, при сложении векторов соответствующие про-

екции складываются, при вычитании векторов соответствующие 

проекции вычитаются. Зная проекции вектора, легко найти выра-

жение для его модуля. так как вектор OMa 


 является диагональю 

параллелепипеда, то мы можем написать, что  
222

222

ZYXOCOBOAOMa 
  

Таким образом, модуль вектора равен квадратному корню из 

суммы координат его проекций на оси координат. 

Рассмотрим теперь вектор AB , начало которого 

А имеет координаты 
111 z,y,x , а конец В имеет коор-

динаты 
222 z,y,x ; т.е. );z,y,x(A 111 )z,y,x(B 222

Вектор 

OAOBAB   
Но при вычитании векторов соответствующие 

проекции вычитаются, т.е. 

 121212 ;; zzyyxxAB   

Тогда  2

12

2

12

2

12 )zz()yy()xx(AB   

Пусть в пространстве даны две точки );z,y,x(A 1111 )z,y,x(A 2222
.  

Расстояние d  между точками 
1A  и 

2A  находится как модуль век-

тора 21 AA  

    12121221 ;; zzyyxxAA  . 

Итак   2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxd   

Расстояние между двумя точками ),(),,( 222111 yxMyxM на плоско-

сти вычисляется по формуле  2
12

2
12 )()( yyxxd   

Деление отрезка в данном отношении 

Пусть даны 2 точки ),,( 111 zyxA  и )z,y,x(B 222
 и точка С на отрез-

ке АВ, такая что 
CB

AC ; т.е. точка С делит отрезок АВ в отношении 

 . 

Требуется найти координаты x, y, z точки 

Очевидно, что CBAC  . Найдем С. 

 111 ;; zzyyxxAC  ,   

 zzyyxxCB  222 ;;  

   )();();(;; 222111 zzyyxxzzyyxx    
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Из равенства векторов следует равенство соответствующих про-

екций 















zzzz

yyyy

xxxx







21

21

21

  














21

21

21

zzzz

yyyy

xxxx







 

Отсюда  



























111

212121 zz
z;

yy
y;

xx
x  

Если точки ),( 11 yxA  и ),( 22 yxB  - точки на плоскости, то для ко-

ординат точки С имеют место формулы  ;
1

;
1

2121



















yy
y

xx
x  

Если С является серединой отрезка АВ ( 1 ), то координаты 

точки вычисляются по формулам 
222

212121 zz
z;

yy
y;

xx
x








  

Аналогично, если точки ),( 11 yxA  и ),( 22 yxB  - точки на плоско-

сти, то для координат точки С имеют место формулы

 ;
yy

y;
xx

x
22

2121 



  

Пример. Даны точки А(3,-1,2), В(-4,2,0). Найти координаты 

точки С(x,y,z), делящей отрезок АВ в отношении 3:1. 

3
CB

AC
   














































2

1

4

032

1

4

5

31

231

1

4

9

31

)4(33

1

21

21

21













zz
z

yy
y

xx
x

 

 Итак, )
2

1
,

4

5
,

4

9
(C

 .
 

Лекция №5. Скалярное произведение векторов. Векторное про-

изведение векторов. Смешанное произведение векторов. Гео-

метрический смысл смешанного произведения 

Скалярное произведение векторов 

Определение. Скалярным произведением двух 

векторов a


 и b


 называется число, равное произведе-

нию модулей векторов на косинус угла между ними. 

Скалярное произведение обозначается ba

  или 

)b,a(

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Итак cosba)b,a(


 . 

Рассмотрим физическую задачу, решение которой приводится к 

скалярному произведению векторов. 

Пусть материальная точка М движется по прямой от точки А до 

точки В. Путь, проходимый при этом, равен S. Допустим, что на 

точку М действует постоянная по величине и направлению сила F 

под углом φ к направлению перемещения. Тогда работа 

)S,F(SFcosFSA


   

Таким образом, работа постоянной силы на прямолинейном 

участке равна скалярному произведению вектора силы на вектор 

перемещения. 

Можно придать формуле для скалярного произведения другой 

вид. 

   cosba)b,a(


  

   bnpcosb a




 anpcosa b


  

Следовательно, anpbbnpa)b,a( ba


 , т.е. скалярное произведе-

ние двух векторов равно произведению модуля одного вектора, 

умноженному на проекцию другого на направление первого. 

Рассмотрим основные свойства скалярного произведения: 

1. Скалярное произведение векторов обладает переместитель-

ным свойством 

)a,b()b,a(


  

2. Скалярное произведение векторов обладает сочетательным 

свойством относительно скалярного множителя  )a,b()b,a(


  

3. Скалярное произведение двух векторов обладает сочетатель-

ным свойством 

)c,b()c,a()c,ba(


  

4. Скалярное произведение двух ненулевых векторов равно ну-

лю тогда и только тогда, когда векторы взаимно перпендикулярны. 

5. 
2

a)a,a(


  т.е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его 

модуля. 

Пример. Дан вектор bac


2 , причем 


60)b,a(;2b;3a 


   

Найти c


.    

Решение.   
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131612944

4422

22

2





bcosbaa

)b,b()b,a()a,a()ba,ba(c






 

Следовательно, 13c


 

Пусть даны два вектора kZjYiXb ;kZjYiXa


222111  . Тогда  

)k,k(ZZ)j,k(YZ)j,j(YY)j,i(YX)i,k(XZ

)i,j(XY)i,i(XX)kZjYiX)(kZjYiX()b,a(




2121212121

2121222111




 

Заметим теперь, что 1 i)i,i(


, 1 j)j,j(


,  1 k)k,k(


. 

Так как векторы k,j,i


 взаимно перпендикулярны, по свойству 4   

0 )j,k()k,j()i,k()i,k()k,i()i,j()j,i(


 

Тогда для скалярного произведения имеем 

  
212121 ZZYYXX)b,a( 


. 

Пример 1. Найти скалярное произведение векторов bac


 2  и 

bad


3 , если    312101 ,,b,,,a 


. 

Решение. Найдем вектор      110312202  ,,,,,,c


 и вектор 

     1037936101 ,,,,,,d 


Скалярное произведение 

  131013170  )()(d,c


. 

Пример 2. Даны векторы ),,(b),,(a 304   231 


. Найти anpb


 

Решение. 

5304 222  )(b 3;2031(-4))b,a(


 
5

2


b

)b,a(
anpb 




. 

По определению скалярное произведение cosba)b,a(


  

Из этой формулы   
ba

)b,a(
cos 





    
Если  

   222111 Z,Y,Xb  ,Z,Y,Xa 


, то  
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

ZYXZYX

ZZYYXX
cos




 . 

Если ba


 , то 0cos . 

Следовательно, условие перпендикулярности двух векторов 

имеет вид:    0212121  ZZYYXX . 

Пример. Являются ли векторы    331b  123  ,,,,,a


 перпенди-

кулярными. 

Решение. Проверим, выполняется ли условия перпендикуляр-

ности: 
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   0212121  ZZYYXX  
   0313213  )()()(  

Значит вектора a

 и b


 перпендикулярны.  

Два вектора a


 и b


 параллельны, если ba


 , где α-любое дей-

ствительное число. Если    222111 Z,Y,Xb  ,Z,Y,Xa 
 ,то 

   222111 Z,Y,XZ,Y,X   

Отсюда следуют равенства: 

21

21

21

ZZ

YY\

XX













    
2

1

2

1

2

1

Z

Z
  ;

Y

Y
  ;

X

X  

Так как α – любое число, мы получим условие параллельности 

двух векторов 

2

1

2

1

2

1

Z

Z
  

Y

Y
  

X

X
  

Пример 1. Даны векторы, ),,m(b),,,(a 106  531


. При каком значении 

m вектора a

 и b


 параллельны? 

Решение.     
10

5

6

31


m
; 

2

11


m
 т.е  2m  

Таким образом, ba


 при m=2. 

Пример 2. Дан треугольник с вершинами 

),,(C),,,(B),,,(A 210 312 011 Найти ABC . 

Решение. Найдем векторы BA  и BC ;  321  ,,BA ;  

 102  ,,BC . 

70

5

514

5

102321

130221

222222







)()()()()(

)()()()(

BCBA

)BC,BA(
cos  

  
70

5
arccos . 

Векторное произведение векторов. Определение. Векторным 

произведением двух векторов a


 и b


 называется такой третий век-

тор c


, который определяется следующим образом 

1.  ac


 ,   bc


 . 

2. Направление вектора c


 таково, что векторы a


, b


 и c


 образуют 

правую тройку векторов, т.е. если смотреть с конца вектора c


, то 

кратчайший поворот от вектора a


 к вектору b


 видим совершаю-

щимся против часовой стрелки. 
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3.  ,)b,asin(bac





 т.е. модуль вектор-

ного произведения двух векторов равен 

площади параллелограмма, построенного на 

векторах a


 и b


 как на сторонах. Векторное 

произведение векторов a


 и b


 обозначается

  

 ba


 . 

Рассмотрим основные свойства векторного произведения: 

1. При перестановке сомножителей векторное произведение ме-

няет свой знак       abba


 . 

2. Векторное произведение обладает сочетательным свойством 

относительно скалярного множителя   

     bababa


   

3. Векторное произведение обладает распределительным свой-

ством. 

 
4. Векторное произведение двух векторов равно нулю тогда и 

только тогда, когда векторы коллинеарны. Отсюда, в частности, 

следует, что векторное произведение    0 aa


 

Пример. Известно, что 
3031  ,b,a . 

Найти.  )ba()ba(


232  . 

Решение. Найдем  

             
 ba

bababbbaabaa)ba()ba(








7

346432232

    5103031777232 ,sinsinbaba)ba()ba( 


  

Пусть даны два вектора kZjYiXb ;kZjYiXa


222111   

Предварительно найдем все парные произведения единичных век-

торов k,j,i


 

Так как векторное произведение коллинеарных векторов равно 

нулю, то  

         0 kkjjii


. 

Рассмотрим, например, произведение  ji


 . Найдем его модуль  

  190 


sinjiji . 

     cbcac)ba(



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Вектор  ji


  перпендикулярен векторам i


 и j


, т.е. направлен 

вдоль оси Oz. Так как тройка векторов должна быть правой, то он 

направлен в сторону положительного направления оси Oz. Отсюда 

следует, что этот вектор совпадает с вектором k

, т.е.   kji


 . 

Аналогично можно получить, что   ikj


 ;   jik


 , и следова-

тельно,  

      jki;ijk;kij


  

         
           

kXYYXjXZ

ZXiYZZYiZYjZXiYZkYXjXZkXY

kkZZkjZYkiZXjkYZjjYYjiYX

ikXZijXYiiXXkZjYiXkZjYiXba









)()

()()()()(

)()(

212121

212121212121212121

212121212121

212121222111









 
22

11

2121
Z  Y

Z  Y
YZZY 

 
22

11

2121
Z  X

Z  X
XZZX 

 
22

11

2121
Y  X

Y  X
XYYX 

 

Значит,   k
Y  X

Y  X
j

Z  X

Z  X
i

Z  Y

Z  Y
ba



22

11

22

11

22

11
 . 

Полученное выражение справа на основании свойства опреде-

лителя можно записать следующим образом: 

 
222

111

Z  Y  X

Z  Y  X

k  j  i

ba






 

Пример 1. Найти векторное произведение векторов 

kjia


 32  и kjib


32  . 

Решение.    

  kjikji

kji

ba





777

21

3 2

31

1 2

3 2

1 3

32-1

132

    











  

Пример. Найти площадь треугольника с вершинами в точках 

А(2,3,1), В(-1,0,1) С(1,-1,0). 

Решение. Найдем векторы АСAB  и . 

   033 ,,AB     141  ,,AC  

Теперь найдем векторное произведение  ACAB   

  kjikji

kji

ACAB




933
41

33

11

03

14

03

141

033 

















  

Площадь треугольника АВС равна половине площади паралле-

лограмма, построенного на векторах AB  и AC .  
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Найдем   99933 222  )(ACAB
 .
 599

2

1
ABCS (квадр ед.) 

Смешанное произведение векторов.   Определение. Смешан-

ным произведением трех векторов c,b,a


 называется их векторно-

скалярное произведение.Здесь первые два вектора b,a

 умножаются 

векторно, затем полученный вектор скалярно умножается на третий 

вектор c


. Обозначается cba

  

 cbacba


  

Пусть kZjYiXc;kZjYiXb ;kZjYiXa


333222111   

Найдем 

  k
Y  X

Y  X
j

Z  X

Z  X
i

Z  Y

Z  Y

Z  Y  X

Z  Y  X

k  j  i

ba






22

11

22

11

22

11

222

111   

 









22

11

22

11

22

11

Y  X

Y  X
;

Z  X

Z  X
;

Z  Y

Z  Y
ba
  

Найдем скалярное произведение вектора  ba


  на вектор c


, т.е. 

смешанное произведение cba

 .Используя формулу скалярного 

произведения получим  

  3

22

11

3

22

11

3

22

11
Z

YX

YX
Y

ZX

ZX
X

ZY

ZY
cbacba 
  

Легко видеть, что полученное выражение является разложением 

определителя 

321

321

321

ZZZ

YYY

XXX
 по элементам третьей строки. Итак, 

 cba


321

321

321

ZZZ

YYY

XXX
 

т.е. смешанное произведение трех векторов равно определителю 

третьего порядка, в строках которого находятся проекции пере-

множаемых векторов. 

1. 0 cba


тогда и только тогда, когда векторы c,b,a


 компла-

нарны. 

Действительно, пусть c,b,a


 компланарны. Без ограничения 

общности можно сказать, что эти векторы лежат в одной плоско-

сти. Тогда вектор  bad


  перпендикулярен плоскости этих векто-

ров и, следовательно он перпендикулярен вектору c


.Тогда скаляр-

ное произведение  
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    0 cbac,d


 

т.е. смешанное произведение компланарных векторов равно ну-

лю.Обратно, если смешанное произведение равно нулю, то векторы 

компланарны. Действительно, если бы эти векторы были бы не-

компланарны, то на них можно было бы построить параллелепипед 

ненулевого объема abcV   

2. abcbcacabbacacbcba

 . 

Геометрический смысл смешанного произведения. Предпо-

ложим, что векторы c,b,a


 не лежат в одной плоскости. На этих век-

торах, как на ребрах, построим параллелепипед. Построим также 

вектор  bad


 , модуль которого равен площади S основания па-

раллелепипеда. 

 
Смешанное произведение      coscos cScbacbacba


 , 

где φ – угол между векторами  bad


  и c


. Если 
2


   и h высота 

параллелепипеда, то cosch


  

Таким образом,    hScba 


 

Но объем параллелепипеда ShV  , следовательно, объем парал-

лелепипеда  

cbaV

  

Если 
2


  , то 0cos  и hcosc 


.Следовательно, в этом слу-

чае cbaV

 .  Итак, окончательно получаем  Vcba 


 т.е. 

 cbaV

 . 

Таким образом, смешанное произведение трех векторов с точ-

ностью до знака равно объему параллелепипеда, построенного на 

этих векторах, как на ребрах.Так как три вектора c,b,a


 компланар-

ны тогда и только тогда, когда их смешанное произведение равно 

нулю,  то условие компланарности трех векторов есть равенство 

нулю их смешанного произведения: 0 cba


 



36 

 

Если )Z,Y,X(c),Z,Y,X(b),Z,Y,X(a 333222111

 , то в координатной форме 

условие компланарности трех векторов имеет вид 

321

321

321

ZZZ

YYY

XXX
0  

Пример 1. Являются ли векторы 

kjic;kjib;kjia


612343223   компланарными. 

Решение. Найдем смешанное произведение cba

  

0364818483618

612  3

4  32

231









 cba


 

Следовательно, векторы c,b,a


 компланарны. 

Пример 2. Вычислить объем пирамиды с вершинами А(1,3,4), 

В(2,4,0),  С(-3,0,1), D(-2,-4,1) 

Решение. Найдем векторы AD,AC,AB  

     373334411  ,,AD;,,AC;,,AB  

Найдем смешанное произведение векторов  

9112213611299

373

334

411









 ADACAB  

   
6

1
1591

6

1
пирV  (кв.ед.) 

 

Лекция №6. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.  

Уравнение прямой, проходящей через две точки. Нормальное 

уравнение прямой. Расстояние от точки до плоскости. Угол 

между двумя прямыми. Уравнение пучка прямых 

 

 Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Определе-

ние. Уравнение прямой – это уравнение, связывающее координаты 

x и y любой точки, лежащей на прямой. 

Определение. Угловым коэффициентом прямой называется 

тангенс угла наклона этой прямой к оси Оx.Угловой коэффициент 

обозначается через k.Тогда, 
2211  tgk;tgk  . Итак, угловой коэф-

фициент обозначается ktg  .Если - острый угол, то k>0, если - 

тупой угол, то k<0, если =0 прямая параллельна оси Ох и  k=0, ес-

ли 
2


  , то прямая не имеет углового коэффициента. Напишем 
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уравнение прямой, имеющей угловой коэффициент, равный k и от-

секающий отрезок величины b на оси OY. 

Пусть M(x,y)- произвольная точка прямой. 

Рассмотрим треугольник MBN; он прямоугольный. Очевидно, 

что MBN , xBN;byMN;k
BN

MN
tg        Значит k

x

by



, откуда по-

лучаем уравнение   

bkxy                                                      (6.1) 

Это и есть уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

Рассмотрим уравнение прямой, проходящей через данную точку 

в данном направлении. 

Дана точка )y,x(M 111
, k – угловой коэффици-

ент. Написать уравнение прямой, проходящей 

через точку )y,x(M 111
 и имеющей угловой ко-

эффициент k.Пусть M(x,y) – произвольная точка 

прямой. Рассмотрим треугольник M1MN: 

k
xx

yy
;tg

NM

MN







1

1

1

     

Откуда получаем искомое уравнение: 

)xx(kyy 11         (6.2) 

Уравнение прямой, проходящей через две точки 

Пусть даны две точки )y,x(M 111
 и )y,x(M 222

. Написать уравне-

ние прямой, проходящей через эти точки. 

Угловой коэффициент k определим из тре-

угольника M2M1N: 
 

12

12

1

2

xx

yy

NM

NM
tgk




   

Подставим полученное значение k в урав-

нение (2): 

)xx(
xx

yy
yy 1

12

12
1 




  

Разделим обе части уравнения на 
12 yy  : 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









 

Запишем полученное уравнение в виде: 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








               (6.3) 
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Это и есть искомое уравнение прямой, проходящей через две 

точки. 

Исследуем  общее уравнение прямой. Уравнение вида  

Ax+By+C=0            (6.4)  

называется общим уравнением прямой. 

а). Пусть 0B , тогда это уравнение можно записать в виде: 

B

C
x

B

A
y   

Это и есть уравнение прямой с угловым коэффициентом, т.е. 

уравнение  вида bkxy   (1), где  
B

C
b;

B

A
k     

Так как уравнение (1) есть уравнение прямой, то и уравнение (4) 

есть также уравнение прямой. 

б). Если В=0, мы получаем 
A

C
x  . Это есть уравнение прямой, 

параллельной оси Оу. 

Пример 1. Написать уравнение прямой, проходящей через точ-

ку ),(M 131   и образующей угол 135  с положительным направлени-

ем оси Ох. 

Решение. Найдем угловой коэффициент искомой прямой: 
14545180135   tg)(tgtgk  

Тогда искомое уравнение примет вид )x(y 31   или   
02  yx . 

Пример 2. Написать уравнение прямой, проходящей через две 

точки: ),(M 121   и ),(M 412   

Решение. Искомое уравнение будет  
14

1

21

2








 yx  или 
5

1

3

2






 yx  

3). Найти угловой коэффициент прямой  5x-3y+6=0. 

Решение. Запишем уравнение прямой в виде уравнения прямой 

с угловым коэффициентом: 2
3

5
 xy . Откуда, 

3

5
k  

Дана точка )y,x(M 111
 и вектор )B,A(n


. Написать уравнение пря-

мой, проходящей через точку 
1M , перпендикулярно вектору )B,A(n


. 

Пусть )y,x(M  - произвольная точка прямой. 

Очевидно, что векторы MM 1  и n


 перпендику-

лярны: nMM


1 . 

Условие перпендикулярности двух векторов – 

это равенство нулю их скалярного произведения: 
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  01 n,MM


 

   

      0,

;;;

111

111





yyBxxAnMM

BAnyyxxMM




 

Итак, получаем уравнение  

    011  yyBxxA      (6.5) 

Уравнение (5) можно записать в виде Ax+By+C=0,  где 

11 ByAxC   

Таким образом, коэффициенты А и В в общем уравнении пря-

мой являются координатами вектора, перпендикулярного к этой 

прямой. Вектор )B,A(n


 называется нормальным вектором прямой. 

Пример. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

),(M 321  , перпендикулярно вектору ),(n 43


. 

Решение. Используем уравнение (5) 3(x+2)+4(y-3)=0 Оконча-

тельно, 3x+4y-6=0 

Пусть требуется написать уравнение прямой, отсекающей на 

координатных осях Ох и Оу отрезки величин a 

и b соответственно. 

Заданная прямая проходит через две точки 

A(a,0) и B(0,b). Используем уравнение пря-

мой, проходящей через две точки: 

b

y

a

x

b

y

a

ax

b

y

a

ax

















1              

      ;
0

0

0  

Окончательно, получаем        1
b

y

a

x
                (6.6) 

Пример. Дана прямая 2x-3y-6=0. Привести это уравнение к 

уравнению в отрезках на осях. 

Чтобы получить отрезок a, отсекаемый на оси ОХ, нужно поло-

жить в данном уравнении y=0; чтобы получить отрезок  b – х=0. 

y=0;  2x-6=0;  2x=6;  x=3;  т.е. a=3 

x=0;  -3y-6=0;  -3y=6; y=-2;  т.е. b=-2 

Искомое уравнение примет вид: 1
23





yx  

Нормальное уравнение прямой 

Пусть известно расстояние р от прямой до 

начала координат, и угол α, образуемый пер-

пендикуляром к прямой и положительным 
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направлением оси Ох. Требуется написать уравнение прямой. 

Пусть )y,x(M  - произвольная точка прямой, )sin,(cosn 0


- еди-

ничный нормальный вектор прямой. 

Найдем скалярное произведение  0n,OM


.По определению ска-

лярного произведения:   cosnOMn,OM  00

 ,где   - угол между век-

торами 0nиOM


.Но OMnpcosOM;n n0
10




  Следовательно, мы 

получим   рOMnpn,OM n 
00



. 
   sinycosxn,OM 0


 

Итак, мы получаем уравнение рsinycosx    или, оконча-

тельно, 

   0 рsinycosx                   (7) 

Пусть Ax+By+C=0 – общее уравнение прямой.Умножим его на 

некоторый множитель M: 0 MCMByMAx ,чтобы уравнение пря-

мой имело нормальный вид:  

 sinMB;cosMA  . 

Но 122   cossin . Из этого условия находим множитель М: 

2222

22222 1
   

1
   1

BA
M;

BA
M;BMAM





  

Знак перед дробью выбирается противоположным знаку С( для 

того, чтобы МС было отрицательным). 

Пример. Привести уравнение прямой 5x-12y+26=0 к нормаль-

ному виду. 

Решение. Находим множитель 
13

1

125

1

22



M  

Выбираем знак минус. Умножаем данное уравнение на 
13

1
М : 

получаем нормальное уравнение прямой 02
13

5
 y

13

12
x

 
 

Расстояние от точки до прямой 

Дана точка )y;x(M 000
 и прямая 

Ax+By+C=0. Найти расстояние от точки 

)y;x(M 000
 до прямой Ax+By+C=0. 

Пусть )y;x(M 111
 - основание перпендику-

ляра, опущенного из точки 
0M  на прямую. Найдем скалярное про-

изведение   nMMcosnMMn,MM



010101  , так как nMM




01
. 
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  1100101001 ByAxByAx)yy(B)xx(An,MM 


 

Точка )y;x(M 111
 лежит на прямой. Поэтому ;CByAx 011   т.е. 

CByAx  11
. Итак, имеем     CByAxdnn,MMMM,n  000101


, 

(d – расстояние от точки 
0M  до прямой, т.е. 01MMd  ). 

Отсюда , 
22

0000

BA

CByAx

n

CByAx
d







   

Окончательно, получаем формулу для вычисления расстояния 

от точки до прямой   
22

00

BA

CByAx
d




 . 

Пример. Даны вершины треугольника АВС: А(-1,0); В(2,-1); 

С(3,2). Найти длину высоты, опущенной из вершины А. 

Решение. Длина высоты, опущенной из вершины 

А на сторону ВС – это и есть расстояние от точки А 

до прямой, проходящей через точки В и С. 

Уравнение 

ВС: )x(y;
yx

;
yx

231    
3

1

1

2
    

12

1

23

2














  

3x-y-7=0 уравнение ВС 10
10

10

19

70113










)(
ADd . 

Угол между двумя прямыми 

Пусть на плоскости даны две прямые 
2211   bxky;bxky  . 

Обозначим через φ- угол между двумя 

прямыми 
12   . 

Тогда по известной формуле тригоно-

метрии  

21

12

21

12
12

11 kk

kk

tgtg

tgtg
)(tgtg














  

Итак, тангенс угла между двумя прямыми вычисляется по фор-

муле 

21

12

1 kk

kk
tg




  

Ясно, что две прямые будут параллельны, если их угловые ко-

эффициенты будут равны, т.е. условие параллельности двух пря-

мых:  
21 kk   
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Если две прямые перпендикулярны, т.е. угол 
2


  , мы получим 


2


 tgtg .Это будет иметь место, когда  01 21  kk , т.е. 

 121 kk Итак, условие перпендикулярности двух прямых:

 121 kk . 

Пусть прямые заданы общими уравнениями: 0111  CyBxA  и 

0222  CyBxA .Вектор )B;A(n 111


 прямой 0111  CyBxA .Вектор 

)B;A(n 222


 прямой 0222  CyBxA . 

Угол между данными прямыми равен углу между нормальными 

векторами прямых:
21

21

nn

)nn(
cos 




 Окончательно, получаем  

 
2

2

2

2

2

1

2

1

2121

BABA

BBAA
cos




 . 

Прямые будут параллельны, если их нормальные векторы па-

раллельны. Условие параллельности двух прямых будет иметь вид: 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
  

Если 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 , то прямые совпадают.Условие перпендику-

лярности двух прямых – есть условие перпендикулярности нор-

мальных векторов 
02121  BBAA  

Пример 1. Составить уравнение прямой, проходящей через точ-

ку М0(-1,3), параллельно прямой 2x-5y+6=0. 

Решение. Так как искомая прямая должна быть параллельна 

данной, то нормальный вектор данной прямой является нормаль-

ным вектором искомой прямой. Зная нормальный вектор ),(n 52 


 и 

точку М0(-1,3), мы можем написать уравнение искомой прямой 
000  )yy(B)xx(A  

2(x+1)-5(y-3)=0 

Окончательно получаем 2x-5y+17=0 

Пример 2. Составить уравнение прямой, проходящей через точ-

ку М0(-3,2) перпендикулярно прямой  x-3y-7=0. 

Решение. Условие перпендикулярности двух прямых 
02121  BBAA  

Мы имеем A1=1; B1= - 3.Условие перпендикулярности будет 

выполнено, если A2=3; B2=1. Действительно,  01331   
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Значит, нормальный вектор искомой прямой ),(n 132


.Уравнение 

искомой прямой  3(x+3)+1(y-2)=0 

Или, окончательно,    3x+y+7=0 

Уравнение пучка прямых 

Совокупность прямых, проходящих через некоторую точку, 

называется пучком прямых с центром в этой точке. 

Если 0111  CyBxA  и 0222  CyBxA  - уравнения двух пере-

секающихся прямых, то уравнение  

0222111  )CyBxA()CyBxA(  , 

где   и β любые числа, не равные нулю одновременно, называется 

уравнением пучка прямых, проходящих через точку пересечения 

данных прямых, причем при α=0 получаем уравнение второй пря-

мой, при β=0 получаем уравнение первой прямой. 

Пример. Написать уравнение пучка прямых, проходящих через 

точку пересечения прямых x-2y+3=0 и 2x+3y-1=0  и точку М1(-1,2). 

Решение. Запишем уравнение пучка прямых в виде  
   013232  )yx(yx   

(Разделим обе части уравнения на 0 ; ) 

Так как искомая прямая проходит через точку М1(-1,2), то ее ко-

ординаты удовлетворяют уравнению этой прямой. 

3

2
     032

0123123221









;

))((

 

Подставив полученное значение λ в уравнение пучка, получим  

0132
3

2
32  )yx(yx   или x+1=0 

Лекция №7. Плоскость в пространстве. Приведение общего 

уравнения плоскости к нормальному виду. Расстояние от точки 

до плоскости. Угол между двумя плоскостями 

Плоскость в пространстве.  Рассмотрим уравнение плоскости, 

проходящей через данную точку, перпендикулярно данному векто-

ру. 

Пусть дана точка М0(x0,y0,z0) и вектор )C,B,A(n


. Написать урав-

нение плоскости, проходящей через точку М0, перпендикулярно 

вектору n

. 
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Пусть М(x,y,z) – произвольная точка плоскости. Очевидно, что 

вектор nMM



0

 для любой точки М плоскости.Тогда скалярное про-

изведение 

0)()()(;0),(

);;();,,(.0),(

0000

00000





zzCyyBxxAMMn

zzyyxxMMCBAnMMn




                       (7.1) 

Уравнение (7.1) есть искомое уравнение плоскости. Вектор n


 

называется нормальным вектором плоскости. 

Пример. Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку М0(-1,3,-2) перпендикулярно вектору )1,4,3(n


. 

Решение. Искомое уравнение будет 

3(x+1)+4(y-3)+(z+2)=0 

Окончательно получим :  3x+4y+z-7=0 

Уравнение вида (7.1) может быть приведено к виду: 

Ax+By+Cz+D=0 

где  D=-Ax0-By0-Cz0 .  Покажем, что уравнение вида  

Ax+By+Cz+D=0,                                         (7.2) 

где  D – любое число является уравнением плоскости. Представим 

это уравнение в виде (7.1) 

0)(  CzBy
A

D
xA  

Это есть уравнение плоскости, проходящей через точку перпен-

дикулярно вектору ),,( CBAn


. Значит уравнение вида (7.2) является 

уравнением плоскости. Оно называется общим уравнением плоско-

сти. 

Пусть даны три точки М1(x1,y1,z1), M2(x2,y2,z2) и M(x3,y3,z3); 

M(x,y,z) – Произвольная точка плоскости. 

Рассмотрим векторы: 
31211

; ; MMMMMM  

Для любой точки М плоскости эти векторы компланарны, т.е. 

лежат в одной плоскости. 

);;( );;;( );;;( 13131331121212211111 zzyyxxMMzzyyxxMMzzyyxxMM   
 

Условием компланарности трех векторов является равенство 

нулю их смешанного произведения, т.е. 031211  MMMMMM  

Это условие в проекциях можно записать так: 

  0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

                     (7.3) 
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Пример. Написать уравнение плоскости, проходящей через три 

точки М1(-3,0,2), М2(1,4,3) и М3(2,-1,-1) 

Решение. Искомое уравнение будет иметь вид 

0

21132

23431

23







 zyx

 

Разложив этот определитель по первой строке, получим 

0)2(2417)3(11

0)204)(2()512()112)(3(

0
15

44
)2(

35

14

31

14
)3(
















zyx

zyx

zyx

 

Окончательно получим,     11x-17y+24z-15=0 

Найти уравнение плоскости, если расстояние от начала коорди-

нат до этой плоскости равно р, )cos,cos,(cos0 n


 - единичный нор-

мальный вектор плоскости   (  cos,cos,cos  - направляющие коси-

нусы нормали к плоскости) 

Пусть М(x,y,z) – произвольная точка плоскости;  zyxOM ,,  - ра-

диус вектор точки М. rOM  . Рассмотрим скалярное произведение 
),(),( 00 nrnOM


  

По определению скалярного произведения 

pOMnpnOMnr n 
0

cos),( 00 


.(здесь  - угол между век-м 0  и  nOM


). 

Таким образом, мы получим,  

pnr ),( 0


                                     (7.4) 

Это и есть нормальное уравнение плоскости в векторной форме. 

Напишем его в координатной форме.  

Так как     cos,cos,cos;,, 0nzyxr


 , то мы получим уравнение 

0coscoscos  pzyx       (7.5') 

Это – нормальное уравнение плоскости в координатной форме. 

Приведение общего уравнения плоскости к нормальному виду 

Дано уравнение плоскости Ax+By+Cz+D=0.  Умножим его на 

некоторое число М: МAx+МBy+МCz+МD=0, чтобы полученное 

уравнение стало нормальным pMDMMBMA   ;cos ;cos ;cos  но 

1coscoscos 222   . Следовательно, МА2 + МВ2 + МС2 = 1. Откуда 
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находим 
222

2 1

CBA
M


  или  

222

1

CBA
M


 .  Знак перед дро-

бью выбираем противоположным знаку свободного члена D. 

Пример. Привести уравнение плоскости 3x+4y-12z+26=0 к 

нормальному виду.  

Решение. Найдем множитель М:  
13

1

144169

1



M  

Так как D=26>0, выбираем знак "минус", и умножим данное урав-

нение плоскости на  
13

1
  

02
13

12

13

4

13

3
 zyx  

Это и есть нормальное уравнение плоскости. 

Расстояние от точки до плоскости 

Пусть дана точка М0(x0,y0,z0) и плоскость Ax+By+Cz+D=0. 

Найти расстояние d от данной точки до данной плоскости. 

Пусть М1 – точка пересечения перпендикуляра к плоскости, 

опущенного из точки М0. Рассмотрим скалярное произведение 

нормального вектора плоскости ),,( CBAn


 на вектор 01MM . 

010101 cos),( MMnMMnMMn 


  

Но  1010100101

222 ;; ; ; zzyyxxMMdMMCBAn 


 

(Вектор 01MMn


, поэтому угол 


 )MM,n( 01


  равен или 0 или 180,  и  

следовательно, 1cos  ) 

Таким образом, 

dCBAMMn  222

01 ),(


 

Но  )()()()(),( 11100010101001 CzByAxCzByAxzzCyyBxxAMMn 


 

Так как точка М1(x1,y1,z1) лежит на плоскости 

Ax1+By1+Cz1+D=0 или DCzByAx  )( 111
 

Итак, мы получаем  DCzByAxMMn  00001 ),(


 

Или  

dCBADCzByAx  222

000  

Откуда 

222

000

CBA

DCzByAx
d




  

Окончательно, получаем формулу для расстояния от точки до 

плоскости 
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222

000

CBA

DCzByAx
d




  

Пример. Найти расстояние от точки  М0(1,-2,3)  до плоскости  

2x-2y+z-4=0 

Решение. 

3

5

1)2(2

43)2(212

222





d  

Пусть плоскость отсекает на координатных осях Ox, Oy, Oz от-

резки, величины которых равны a,b,c соответственно.( 0,, cba ). 

Написать уравнение этой плоскости. 

Пусть Ax+By+Cz+D=0 – общее уравнение плоскости. Заметим, 

что 0D .  Точка А(а,0,0) лежит на плоскости, следовательно, ее ко-

ординаты удовлетворяют уравнению плоскости. 

000  DCBaA  

Откуда находим DaA   или 
a

D
A  . Аналогично, из условия, 

что точки В(0,b,0) и C(0,0,с) – точки плоскости,  находим 
b

D
B   и 

c

D
C  . 

Подставляя полученные значения А,В и С в общее уравнение 

плоскости,  получим 

0 Dz
c

D
y

b

D
x

a

D
 

Разделив обе части на –D, получим  01
c

z

b

y

a

x
или, оконча-

тельно 

1
c

z

b

y

a

x                                       (5) 

Угол между двумя плоскостями. Угол между двумя плоско-

стями 01111  DzCyBxA  и 02222  DzCyBxA можно вычислить как 

угол между нормальными векторами этих плоскостей. 


 ),( 21 nn


  

   22221111 ,,  ;,, CBAnCBAn 


; 
 

21

21 ,
cos

nn

nn





  

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




  

Пример. Найти угол между двумя плоскостями 2x-y+3z-2=0 и 

x+3y-2z+4=0. 

Решение. Воспользуемся формулой 
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2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




  

   2,3,1  ;3,1,2 21  nn


 

2

1

1414

7

)2(313)1(2

)2(33)1(12
cos

222222








  

3

2

32

1
arccos


   

2. Две плоскости параллельны, если нормальные векторы этих 

плоскостей параллельны. 

Следовательно, условие параллельности двух плоскостей имеет 

вид: 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
  

3. Две плоскости перпендикулярны, если нормальные векторы 

этих плоскостей перпендикулярны. Следовательно, условие пер-

пендикулярности двух плоскостей имеет вид: 
0212121  CCBBAA  

Пример 1. Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку М0(3,-1,2)параллельно плоскости 7x-y+3z-12=0 

Решение. Уравнение плоскости, проходящей через точку М0(3,-

1,2) будет иметь вид:  0)2()1()3(  zCyBxA  

Используем условие параллельности:  

 ;3 ; ;7

317
       ;3 ;1 ;7. 111

2

1

2

1

2

1

kCkBkA

k
CBA

CBAk
C

C

B

B

A

A







 

Получим 0)2(3)1()3(7  zkykxk . Разделив обе части урав-

нения на к получим: 7(x-3)-(y+1)+3(z-2)=0 или 7x-y+3z-28=0 

Заметим, что мы могли взять с самого начала за нормальный 

вектор искомой плоскости нормальный вектор данной плоскости. 

Пример 2. Определить при каком значении   две плоскости 

перпендикулярны: 

2x+  y-3z+1=0 и 5x+y-3z-2=0 

Решение. 
   

19    ;0910

0)3(3152

3,1,5  ;3,,2 21















nn

 

Пример 3. Составить уравнение плоскости, проходящей через 

две точки М1(1,-1,3) и М2(-1,0,2)перпендикулярно к плоскости 2x-

y+3z-1=0 
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Решение. Напишем уравнение 

плоскости, проходящей через данную 

точку М0(x0,y0,z0) перпендикулярно дан-

ному вектору. 

За данную точку можно взять любую 

из точек М1 или М2: 
0)3()1()1(  zCyBxA  

Ясно, что нормальный вектор искомой 

плоскости ),,( CBAn


 будет перпендикулярен векторам )3,1,2(1 n


 и 

)1,1,2(21 MM , т.е. он будет направлен по векторному произведению 

векторов 1n


 и 
21MM / 

Найдем   ji

kji

MMnn





42

112

312211 



 ;    )0,4,2( n


 

Искомое уравнение будет : -2(x-1)-4(y+1)+0(z-3)=0 

Окончательно получим: x+2y+1=0 

Лекция №8. Кривые второго порядка. Окружность. Эл-

липс. Гипербола. Парабола 

Определение. Кривой второго порядка называется кривая, вы-

ражающая аналитическое уравнение второй степени. 

022  FEyDxCyBxyAx  

В частности, это уравнение может определять окружность, эл-

липс, гиперболу или параболу. 

Окружность 

Определение. Окружностью называется геометрическое место 

точек, одинаково удаленных от одной точки, называемой центром. 

Если точка С(a,b) - центр окружности, М(x,y) - 

произвольная точка окружности и R - ее радиус, то 

мы можем написать: 

   R)by()ax(CM  22  

или   222 R)by()ax(   

Пример. Найти радиус окружности  01212822  yxyx  

Решение. 012366164 22  )y()x(  или окончательно 

6464 22  )y()x(  
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Следовательно, радиус окружности  R=8. 

Эллипс 

Определение. Эллипсом называется геометрическое место то-

чек на плоскости, сумма расстояний от которых до двух данных то-

чек, называемых фокусами, есть величина постоянная. 

Если F1 и F2 - фокусы, М - произвольная точка эллипса, то  
constMFMF  21

 

Чтобы вывести уравнения эллипса введем систему координат 

следующим образом: проведем ось ОХ слева направо через фокусы 

F1 и F2, ось ОУ направим перпендикулярно оси ОХ через середину 

отрезка F1F2. 

 

Пусть F1(-c,0), F2(c,0), M(x,y) - произвольная 

точка эллипса. По определению constMFMF  21
. 

Обозначим эту константу через 2а, т.е.  
aMFMF 221   

22

2

22

1 0  0 )y()cx(MF;)y()cx(MF   

Тогда  a)y()cx()y()cx( 200 2222   

Избавимся от иррациональности в уравнении: 

   222
2

22 )0()(2)0()(  ycxaycx  

Возводя в квадрат обе части,найдем:  

222222222

2222222

2)(442

)()(44)(

yccxxycxaayccxx

ycxycxaaycx




 

или      cxaycxa 44)(4 222     т.е.             cxaycxa  222)(  

Возводя снова в квадрат, получим: 

   

22242222

2224222

22
2

22

2)2(

2))((

)(

xccxaayccxxa

xccxaaycxa

cxaycxa







 

или 

)()( 22222222

224222222

caayaxca

xcayacaxa




 

Разделив оба части на  )( 222 caa  , получим: 
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.1
)(

.1
)()(

)(

22

2

2

2

222

22

222

222














ca

y

a

x

caa

ya

caa

xca

 

Обозначим   

Тогда получим    .1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

Это и есть каноническое уравнение эллипса. Число 2a называет-

ся большой осью эллипса, 2b - малой осью эллипса; a называется 

большой полуосью эллипса, b - малой полуосью эллипса. 

1. Так как координаты x и y входят в уравнение в квадратах, эл-

липс симметричен относительно осей координат. Оси координат 

называются осями симметрии эллипса. 

2. Найдем y из уравнения эллипса  

)xa(
a

b
y;

a

x

b

y 22

2

2
2

2

2

2

2

      1 
  
откуда )xa(

a

b
y 22   

Отсюда находим область определения функции у: 

ax;ax;xa      0 2222   D(y)=[-a;a] 

3. Если в уравнении эллипса положить у=0, мы имеем 

ax;
a

x
   1

2

2

 

Это значит, что эллипс пересекает ось Oх в точках A1(-a,0) и 

A2(a,0) 

Полагая x=0, мы получим 1
2

2


b

y
 или by  , т.е. эллипс пересека-

ет ось Оу в точках B1(0,-b) и B2(0,b). 

Точки A1, A2, B1 и B2 называются вершинами эллипса. 

Опр. Отношение
a

c
  называется эксцентриситетом эллипса. 

Так как ac   для эллипса, то 1 . Эксцентриситет характеризу-

ет степень вытянутости эллипса вдоль оси Ох. 

Действительно,  
2

2

2

2

22

1 












a

b

a

ba

a

c
  

Если b<<a ( значительно меньше чем а) 1 . 

При 1  эллипс значительно вытянут вдоль оси Ох. 

Таким образом, чем ближе эксцентриситет к еденице, тем эл-

липс более вытянут вдоль оси Ох.  

Если b=a, 1  и эллипс вырождается в окружность. 

)caca;ca(bca  22 0  22222
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Определение. Прямые 


a
x   называются директрисами. 

Так как a
a

  


 1  и прямые 


a
x   проходят вне эллипса. 

Определение. Расстояние от любой точки М эллипса до фоку-

сов F1 и F2 называются фокальными радиусами точки М и обо-

значаются r1 и r2: 

2211    rMF;rMF   

Верно следующее утверждение: отношение фокального радиуса 

точки М к расстоянию до соответствующей директрисы постоянно 

и равно эксцентриситету   
2

2

1

1

d

r

d

r
. 

Пример 1. Составить каноническое уравнение эллипса, зная, 

что: 

а)  полуоси его равны a=4; b=2 

б) расстояние между фокусами  6 и большая полуось равна 5 

в)  малая полуось равна 3 и эксцентриситет 
2

2
  

Решение. а) a=4; b=2 

Каноническое уравнение эллипса: 
1

416

22


yx

 

б)  Расстояние между фокусами 2c=6, большая полуось а=5 

Найдем с=3;  16925222  cab . 

Значит, каноническое уравнение эллипса . 
1

1625

22


yx

 

в)  b=3;  
2

2
 ;    22222   ;  ; bacbac

a

c
 ;  

18  ;182  ;
2

19
  ;

2

2 222

2

222







aaa
a

a

a

ba
 

Искомое уравнение   1
918

22


yx  

Пример 2. Дано уравнение эллипса: 422516925 22  yx . Вы-

числить длины осей, координаты фокусов и эксцентриситет. 

Решение. Разделим обе части данного уравнения на 4225: 

1
4225

169

4225

25
22


yx  

  

Получим   1
25169

22


yx  
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Значит a=13; b=5 

13

12
  12  14425169222 

a

c
;c;bac 

 
Итак, длины осей равны 2а=26; 2b=10; расстояние между фоку-

сами 2с=24 и эксцентриситет 
13

12
  

Гипербола 

Определение. Гиперболой называется геометрическое место 

точек плоскости, разность расстояний от которых до двух данных 

точек, называемых фокусами, есть величина постоянная. 

Чтобы вывести уравнение гиперболы введем систему координат 

таким же образом как и при выводе уравнения эллипса. Ось ОХ 

направим через фокусы, ось ОУ направим перпендикулярно оси 

ОХ через середину отрезка 
21FF . 

Пусть F1(-c,0), F2(c,0) – фокусы, М(х,у) – 

произвольные точки гиперболы. Тогда по опре-

делению гиперболы:  aMFMF 221   

Найдем 22

2

22

1   y)cx(MF;y)cx(MF   

Тогда  ay)cx(y)cx( 22222   

Избавимся от иррациональности в уравнении: 

   222
2

22 )(2)( ycxaycx   

Возводя в квадрат оба части,найдем:  

   222
2

22 )(2)( ycxaycx   

222222222

2222222

2)(442

)()(44)(

yccxxycxaayccxx

ycxycxaaycx




 

Или  

222

222

)(

)(444

ycxaacx

ycxaacx




 

Возводя снова в квадрат, получим: 
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   

)()(

22

)2(2

)(

22222222

22222224222

22224222

2
2222

acayaxac

yacacxaxaacxaxc

yccxxaacxaxc

ycxaacx









 

Разделив оба части на  )( 222 aca  , получим: 

1
)()(

)(
222

22

222

222









aca

ya

aca

xac
 

1
)( 22

2

2

2





ac

y

a

x
 

Для гиперболы 2с>2а (разность любых двух сторон треугольника 

меньше третьей стороны) т.е. c>a, значит 022  ac . 

Обозначив 222 bac  , получим уравнение  1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

Это и есть каноническое уравнение гиперболы. 

Введем понятие асимптоты кривой. 

Прямая линия называется асимптотой кривой, если расстояние 

от переменной точки на кривой до прямой стре-

мится к нулю при неограниченном удалении 

точки кривой от начала координат. Покажем, 

что прямые x
a

b
y   являются асимптотами ги-

перболы. 

 Из треугольника МPN:  cosMNMP;cos
MN

MP
   

α – постоянный угол для любой точки кривой. 

Поэтому расстояние от точки кривой до прямой стремится к ну-

лю, если стремится к нулю разность ординат кривой к прямой.Из 

уравнения гиперболы находим  22 ax
a

b
y  . Покажем, что 

прямая x
a

b
y   является асимптотой ветви гиперболы 22 ax

a

b
y  . 

Найдем предел:  

0lim

))((
lim

)(lim)(lim

22

222

22

2222

2222





















axx

axx

a

b

axx

axxaxx

a

b

axx
a

b
ax

a

b
x

a

b

x

x

xx

Аналогич-
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но, можно показать, что прямая x
a

b
y   является асимптотой ветви 

гиперболы 22 ax
a

b
y  . 

Так как координаты х и у входят в уравнение гиперболы в квад-

ратах, то гипербола симметрична относительно осей координат. 

Оси координат являются осями симметрии гиперболы. 

Выразим у из уравнения гиперболы 

2222

2

2
2

2

2

2

2

       1 ax
a

b
y;ax

a

b
y;

a

x

b

y
  

y определено при 022  ax , т.е. при ax   

Таким образом, кривая определена при ax  . 

При у=0  х= a . Гипербола пересекает ось ОХ в точках A1(-a,0) 

и A2(a,0) 

Точки A1(-a,0) и A2(a,0) называются вершинами гиперболы. 

Число 2а называется действительной осью гиперболы, а – дей-

ствительной полуосью. 

При х=0 22 by  . Это значит, что гипербола не пересекается с 

осью ОУ. Число 2b называется мнимой осью гиперболы, b- мнимой 

полуосью. 

При  yx     . Прямые x
a

b
y   являются асимптотами 

гиперболы. Построим гиперболу. 

Определение. Число, равное 
a

c
 , называется эксцентрисите-

том гиперболы. 

Эксцентриситет гиперболы ε>1, так как с>a. 

Определение. Прямые 


a
x   называются директрисами ги-

перболы. Так как ε>1, директрисы 


a
x   проходят между верши-
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нами А1 и А2. 2211    rMF;rMF   называются фокальными радиусами 

точки М гиперболы. 

Если d1 и d2 – расстояния от точки М гиперболы до левосторон-

ней и правосторонней директрис соответственно, то 
2

2

1

1

d

r

d

r . 

Пример 1. Написать каноническое уравнение гиперболы, зная, 

что 

а)  полуоси гиперболы равны 4 и 2. 

б) действительная ось равна 6, и гипербола проходит через точ-

ку (8,-3) 

в) асимптоты гиперболы xy 2  и расстояние между фокусами 

равно 10. 

Решение.  а)  а=4, b=2. Уравнение гиперболы 1
416

22


yx . 

б)  2а=6, а=3, 1
9 2

22


b

yx
. Так как гипербола проходит через 

точку (8,-3), координаты этой точки удовлетворяют уравнению ги-

перболы 

;b  ;b3   ;
b

3   ;
b

   ;
b

39
99

141
9

16

64 22

222
  

Искомое уравнение   1
39

22


yx  

в)  асимптоты гиперболы xy 2 102 с  

Уравнения асимптот x
a

b
y  , значит,  2

a

b
 

Известно  2с=10, т.е. с=5 













2

25

   

22

222

a

b

ab

;acb  

Решаем полученную систему уравнений 

;
b

a
;

ab

a
;

ab

a
;

ab

aa



































52

5
   

2

5
   

2

255
   

2

254 2222

 

Искомое уравнение гиперболы   1
205

22


yx

 

Пример 2.  Дана гипербола 1
169

22


yx

 

Вычислить: а) координаты фокусов 

   б) эксцентриситет 

   в) записать уравнения асимптот и директрис 
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Решение.  

а)  а=3; b=4; 25169222  bac ; с=5 

Координаты фокусов  F1(-5,0) и F2(5,0) 

б)  
3

5
     ;

a

c
.  в) уравнения асимптот: xy

3

4
 ;  уравнения 

директрис: 
5

9
x  

Парабола 

Определение. Параболой называется геометрическое место то-

чек плоскости, равноудаленных от данной точки, называемой фо-

кусом, и данной прямой, называемой директрисой. 

Обозначим расстояние между фокусом F и директрисой через p 

(p называется параметром параболы).  

Введем систему координат следующим 

образом: пусть ось Оx проходит через фо-

кус F перпендикулярно директрисе, ось Оy 

проходит перпендикулярно оси Оx через 

середину отрезка NF (N – точка пересече-

ния оси Оx с директрисой). 

Если M(x,y) – любая точка параболы. то MK=MF 

Найдем 
22

   
2

   
2

2222 p
xy)

p
x(;

p
xMK;y)

p
x(MF   

Возведем обе части последнего уравнения в квадрат: 

pxy

p
pxxy)

p
x(

p
xy)

p
x(

2

42

22

2

2

222

22

22





























 

Уравнение pxy 22   - называется каноническим уравнением па-

раболы. 

 

Так как координата у входит в уравне-

ние параболы в квадрате, парабола симмет-

рична относительно оси ОХ. 

При х=0   у=0, т.е. парабола проходит 

через начало координат. 
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При  yx     

Определение. Расстояние от любой точки параболы до фокуса 

называется фокальным радиусом точки и обозначается через r. 

Пример 1. Составить уравнение параболы, зная, что: парабола 

симметрична относительно оси ОХ и 

а) расстояние фокуса от вершины равно 3 

б) проходит через начало координат и точку М(1,-4) 

Решение. 

а) pxy 22  ; 6   3
2

 p;
p

 

Искомое уравнение   xy 122   

б) pxy 22  . Так как точка М(1,-4) принадлежит параболе, то ее 

координаты удовлетворяют уравнению параболы.  16=2p;  p=8. 

Искомое уравнение xy 162   

   

Лекция № 9. Функция одной переменной. Способы задания 

функции. Основные элементарные функции. Числовая после-

довательность. Монотонность, ограниченные последовательно-

сти. Предел числовой последовательности 

Определение. Если каждому значению переменной величиных 

соответствует определенное значение другой переменной величины 

у, то переменная у называется функцией от переменной х и мы пи-

шем у = f (х). 

При этом х  называется независимой переменной или аргумен-

том. 

Определение. Совокупность всех значений независимой пере-

менной х, для которых функция  уопределена называется областью 

определения этой функции. 

Пример 1. Найти область определения функции y = 2x9  

Решение. Эта функция определена при  9-x  ≥ 0,   т.е.  x2  ≤  9.  

Отсюда  IxI ≤ 3  или –3≤ x ≤ 3 

Способы задания функции 

1. Аналитический способ. Если функциональная зависимость 

выражена в виде формулы y = f (x), то говорят, что она задана ана-

литически. 

Например. 4-xy  ,  y = ln ( 1 –x)  и  т.д. 
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2. Табличный способ. 

Х 
Х

1 

Х

2 

Х

3 

…

.. 
 

Х

n 

У 
У

1 

У

2 

У

3 

…

.. 
 

У

n 

В первой строке таблицы -  значения аргумента; во второй – со-

ответствующие значения функции. 

3. Графический способ. Функциональная зависимость между Х  

и  У  задается в виде графика. 

Примером  графического изображения функции является так 

называемая барограмма (запись самопишущего прибора – барогра-

фа), дающая графическое изменение атмосферного давления в за-

висимости от времени. 

Основные элементарные функции 

1. Степенная функция y = xα, α – действительное число. 

а.    - целое положительное число. Функция определена на 

  . ,    т.е. D(y) =   .  

Графики cтепенной функции при некоторых значениях    имеют 

вид : 

а)  - четное   б)   - нечетное число. 



60 

 

В случае когда  <0 функция определена при всех значениях x , 

кроме  x = 0,  т.е. D(y) =   ),(,  00  

2.   Показательная функция.  y = аx ,   а  > 0;  a ≠ 1.  Область 

определения  

D(y) =   . , область значений  Е(y) =  ,0 .  

3. Логарифмическая функция. у = logax;    а > 0 ; a ≠ 1 

Область определения  D(y) =  ,0   область значений  Е (y) = 

  .  

4. Тригонометрические функции. y=sinx, y=cosx, y=tgx,     

y=ctgx. 

Опр. Функция y=f(x) называется четной, если f(-x)=f(x) и нечет-

ной, если f(-x)=-f(x) 

Функции sinx, tgx, ctgx – нечетные, функция cosx – четная, т.е. 

sin(-x)= -sinx ;    tg(-x)= -tgx ;    ctg(-x)=ctgx.; cos(-x)= cosx. 

Определение. Функция f(х) называется периодической, если 

существует такое число Т , что     f(х+Т) =f(х). Наименьшее такое 

положительное число называется периодом функции. 

Функции sinx и cosx – периодические с периодом Т=2; функ-

ции tgx и ctgx периодические с периодом  . Таким образом:  

sin(х+2)= sinx cos(x+2 )= cosx tg(x+)=tgx ctg(x+)=ctgx 

 Графики тригонометрических функций 
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5. Обратные тригонометрические функции.1) y=arcsinx - 

функция обратная к y=sinx. Область определения D(y)=[-1;1];  об-

ласть значения Е(y)= [-/2; /2]. 

2) y=arсcosx-функция обратная к y=cosx.Область определения 

D(y)= [-1; 1], область значения Е(y)=[0; ]. 

3) y=arctgx-функция обратная к y=tgx . Область определе-

нияD(y)=(- ; );  область значений Е(y)=(-/2; /2) 

4) y=arcctgx – функция обратная к  у=ctgx .  

Сложная функция. Элементарные функции. Пусть y- 

функция от u, т.е.  y=f(u), a u- есть функция от  x, т.е.  u= (x). Тогда  

y=f ((x))  называется сложной функцией от x. ( сложная 

функция от х – это есть функция от функции x ). 

Например:  y=sinx     здесь     y=u ,  где  u=sinx 

 

Определение.   Элементарная функция – это функция, которая 

может быть предоставлена в виде одной формулы вида y=f (x) , где 

выражение в правой части составлено из основных элементарных 

функций и констант посредством конечного числа операций сло-

жения, вычитания, умножения, деления и операции образования 

сложной функции. 

Примеры: x1tgy  ;   y= cos2x / ln (x2 – x + 2 )   и т.д. 

Числовая последовательность. 

Монотонность, ограниченные последовательности. 

Предел числовой последовательности 

Определение. Если каждому натуральному числу n соответ-

ствует определенное действительное число xn, то мы говорим, что 

задана числовая последовательность  {xn}. 
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Числа xn (nN) называются  членами числовой последователь-

ности. 

Числовая последовательность может быть задана формулой об-

щего члена. Мы будем рассматривать бесконечные числовые по-

следовательности.  

Определение:   Число  а называется пределом числовой после-

довательности, если для любого числа > 0, как угодно малого, су-

ществует такой номер последовательности N=N() (зависящий от ) 

что члены последовательности с номерами n>N удовлетворяют не-

равенству Ixn – aI<  

Если а – есть предел числовой последовательности { xn }, то 

пишут   

limxn = a 

Это неравенство можно записать в виде  двойного неравенства:  

-<xn –a<   или  a - <xn<a +. 
C геометрической точки зрения эти неравенства показывают, 

что для сколь угодно малой  - окрестности точки а  может быть 

указан номер последовательности с номерами n>N  будут внутри 

интервала (а -  , а +  ) 

Вне этого интервала будет конечное число членов числовой по-

следовательности. 

Пример.   Доказать, что 2/3 является пределом числовой после-

довательности { xn }  если xn=(2n-3) / (3n+2) 

Пусть  - любое малое положительное число и   axn , т.е. 






3

2

23

32

n

n  

Решив это неравенство, получаем n>13.3. Значит N=13. Начиная 

с n=14 члены последовательности xnудовлетворяют неравенству 


3

2
n

x , это значит, что 
3

2



n

n
xlim  

Определение: Числовая последовательность {xn} называется  

невозрастающей, если xn>xn +1, для любого nN 

Определение:  Числовая последовательность называется не 

убывающей, если  xn<xn +1, для любого nN. 

Определение:  Числовая последовательность { xn } называется 

ограниченной сверху, если существует такое число М , что xn<М 

для любого nNи числовая последовательность { xn }называется 
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ограниченной снизу, если существует такое число m, что xn>m для 

любого nN 

Теорема:   Всякая неубывающая числовая последовательность, 

ограниченная сверху, имеет конечный предел  limxn = а, (a<M)  и 

всякая не возрастающая числовая последовательность, ограничен-

ная снизу , имеет конечный предел. 

 

Лекция №10. Число е. Предел функции в  точке и на   бесконеч-

ности.  Бесконечно большие функции. Бесконечно  малые и их  

основные свойства. Основные теоремы о пределах. Первый и 

второй замечательные пределы. Сравнение бесконечно малых 

 

 Число е 

Рассмотрим числовую последовательностьхn=(1+1n)n. 

Покажем, что эта последовательность возрастает и ограничена 

сверху. Тогда на основании теоремы предыдущей лекции она будет 

иметь конечный предел.На основании формулы бинома  Ньютона 

  nkn
xx

k

knnn
x

nnn
x

n
nnxx 



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


 
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
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1
1(
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)1()1(1
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)2)(1(1

!2

)1(1
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1
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32

n

n

nnn

n

k

nnknnnn

nnnn

nk

knnn

n

nnn

n

nn

n
n

n

n

k

n

































     (1) 

Мы видим, что 2nx для любого n. 

Докажем, что эта последовательность ограничена сверху. 

3
2/11

1
1

)2/12/12/11(1
2

1
2/12/12

!

1

!3

1

!2

1
2 2

1

2









 n

nn
n

x

 
Выражение в скобках представляет собой сумму членов беско-

нечно убывающей геометрической прогрессии. 

Итак,    32  nx , то есть последовательность   n

n nx )/11(  огра-

ничена снизу и сверху. 

Теперь покажем, что эта последовательность монотонно возрас-

тает. 
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Рассмотрим 1

1 )
1

1
1( 




 n

n
n

x .  Разложим 1nx  по формуле бинома 

Ньютона и запишем в   виде (1) 

)
1

1()
1

2
1()

1

1
1(

)!1(

1
)

1

2
1)(

1

1
1(!3/1)

1

1
1(!2/121






















n

n

nnnnnn
xn        (2) 

Каждое слагаемое в разложении 1nx больше соответствующего 

слагаемого в разложении nx .Причём в (2) на одно  слагаемое боль-

ше(все слагаемые положительны). Следовательно, 1 nn xx . 

Итак, последовательность  nx =  nn)/11(   возрастает и ограниче-

на. Следовательно, она имеет конечный предел. 

Предел этой последовательности обозначается буквой е:
еxn

n



lim

.
 

Ясно,  что 32  е . Установлено, что е есть иррациональное чис-

ло. Его приближённое  значение 718281.2e  

Предел  функции в  точке 

Пусть функция )(xf определена  в  окрестности точки а.  

Определение: Число в называется пределом функции у=f(x)  

при х, стремящимся к а, если для любого, как угодно малого поло-

жительного числа  , можно  указать такое положительное  число

)(  , что для всех х , удовлетворяющих неравенству  ax вы-

полняется неравенство  bxf )(  

Если b есть предел функции у=f(x) при х, стремящимся к а, то 

пишут   bxf
ax




)(lim  

 

 

 

 

 

 

 

Геометрическая интерпретация определения предела функции 

в точке 

Неравенство  ax можно записать в виде   ax или  

  axa .Соответственно, неравенство bxf )(  равносильно 
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двойному неравенству:   bxf )( или   bxfb )( то есть, для 

х, удовлетворяющих неравенству    axa  будет выполнятся 

неравенство   bxfb )( . 

Таким образом, если bxf
ax




)(lim , то для значений х, лежащих меж-

ду a и a , соответствующие значения функции лежат внутри 

полосы, ограниченной прямыми  by  и  by  

Предел функции  на бесконечности 

Определение: Число b называется пределом функции f(x) при х, 

стремящимся к бесконечности, если для любого числа 0
найдётся такое число N0, что при 

х>N bxf )(  

В этом случае пишут bxf
x




)(lim  

Геометрическая интерпретация: 

Для х; удовлетворяющих нера-

венству х>N, соответствующие зна-

чения функции f(x), удовлетворяют 

неравенству bxf )(   или   

  bxfb )( . 

Таким образом, если bxf
x




)(lim , то для любого положительного 

числа , найдётся такое число N , что при х>N соответствующие 

значения функции будут находиться в полосе от b-  до b+ 

Бесконечно большие функции 

Определение: Функция у=f(х) называется бесконечно большой 

при ax  , если для любого  числа М>0 , как угодно большого, 

найдётся  такое число >0, что при х, удовлетворяющих неравен-

ству ax  >M 

В этом случае пишут 


)(lim xf
ax

. 

Геометрическая интерпретация: 

Неравенство  ax равносильно неравен-

ствам:-<x-a<     и     a-<x<a+ 

 Итак, если 


)(lim xf
ax

,то это значит, что для 

любого, как угодно большого числа М, 
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найдётся такая окрестность точки а: (а-, а+), что при х, лежащих 

в этой окрестности, соответствующие значения функции будут по 

абсолютной величине больше М, т. е. Mxf )(  

Ограниченные функции. Определение: Функция f(x) называ-

ется  ограниченной в некоторой области изменения х, если суще-

ствует такое число   М>0, что для всех   х  из этой окрестности
Mxf )(  

Определение: Функция f(x) называется ограниченной при  х, 

стремящимся к а, если существует окрестность точки х=а, что в 

этой  окрестности функция f(x)  ограничена. 

Теорема: Функция, имеющая  конечный предел при х, стремя-

щимся к а, ограничена при  ax  . 

Доказательство: Пусть bxf
ax




)(lim , для любого >0  неравенство

bxf )( < выполняется в - окрестности точки х=а.Из  этого нера-

венства следует двойное  неравенство b-<f(x)<b+ или  bxf )(  

Это означает, что f(x) ограничена при х, стремящемся к а. 

Бесконечно малые и их свойства 

Определение: Функция, предел  которой при ax  (или )x  

равен нулю, называется бесконечно малой при ax  или )( x т.е. 

f(x)- бесконечно малая при ax  , если 0)(lim 


xf
ax

Бесконечно малые  

обозначаются (х), (х) и т.д. 

Теорема 1:  Алгебраическая сумма  двух бесконечно малых есть 

бесконечно малая, т. е., если(х) и (х)- две бесконечно малые при 

ax   (или )x , то (x)x)(    - бесконечно малые при ax   

Теорема 2:  Произведение бесконечно малой функции на функ-

цию, ограниченную при ax  (или )x есть бесконечно малая. 

Следствие 1: Произведение двух бесконечно малых есть вели-

чина бесконечно малая т.е., если (х) и (х)- бесконечно малые, то 

(х) и (х)- бесконечно малые  

Следствие 2: Произведение постоянной на бесконечно малую 

есть бесконечно малая, т.е., если (х)- бесконечно малая, то С(х), 

где С= const, есть бесконечно малая. 

Теорема 3:  Если (х)- бесконечно малая при ха (или х) 

тоf(x)
)(

1

x
  есть бесконечно большая. 



67 

 

Теорема 4:  Частное 
)(

)(

xf

x
 от деления бесконечно малой на 

функцию, предел которой отличен от нуля, есть величина беско-

нечно малая. 

Теорема 5:  Если bxf
ax




)(lim (или х) то f(x)=b+, где - беско-

нечно малая при ха (или х), и   обратно,  если f(x) может  

быть представлена в виде:F(x)=+,где b=const, - бесконечно ма-

лая при ха (или х), то )()(lim 


илихbxf
ax

. 

Основные теоремы о пределах 

Теорема 1. Предел алгебраической суммы двух, трех и вообще 

конечного числа функций равен алгебраической сумме пределов 

этих функций 

  )x(flim)x(flim)x(flim)x(f)x(f)x(flim
n

axaxax
n

ax 
 

2121
(или x ) 

Теорема 2. Предел произведения двух, трех и вообще конечного 

числа функций равен произведению пределов этих функций, т.е. 
  )x(flim)x(flim)x(flim)x(f)x(f)x(flim

n
axaxax

n
ax 

 
2121

 

Пример.  Найти )x)(x(lim 2

x
272

3



 

Решение.  
11272272

333



)x(lim)x(lim)x)(x(lim

x

2

x

2

x
 

Теорема 3. Предел частного двух функций равен частному пре-

делов этих функций, если предел знаменателя не равен нулю. 

0
2

2

1

2

1  )x(flimесли      ,
)x(flim

)x(flim

)x(f

)x(f
lim  

Вычислим следующие пределы: 

1. 
12

5

1  x

4-x
lim
x   

Решение.   
3

1

12

45

12

5

1







 x

4-x
lim
x

 

2. 
52

5
3 



 xx

x2xx
lim

23

x   
Решение.  

2

5

)
51

2(

)
12

5(x

lim
52

x2xx5
lim

32

3

2

3

3

23














xx
x

xx

xx xx
 

3. 
xx

xx
lim
x 



 3

2

1

12
 

Решение.  0
2

0

1

1

11

112

1

2

13

2

1
















 )x(x

)x(
lim

)x)(x(x

)x(
lim

xx

xx
lim

xxx
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Теорема 4. Если между соответствующими значениями трех 

функций выполняются неравенства )x(f)x(f)x(f
1 2

  и 

b)x(flim)x(flim
axax




21 , то b)x(flim
ax




 

Теорема 5. Если функция )x(fy  неотрицательна, т.е. 0y  и 

bylim
ax




, то 0b  

Теорема 6. Если две функции )x(fи    )x(f
1 2 удовлетворяют нера-

венству )x(f)x(f
1 2

  и 11
b)x(flim

ax



,  22

b)x(flim
ax




, то 21
bb   

Первый замечательный предел 

1
 x

xsin
lim

0x
 

Функция  
x

x  sin
 f(x)  не определена при х = 0. Найдём предел 

этой функции при 0x . 

Рассмотрим окружность единичного радиуса. 

Пусть 0 <x<π /2  

Дуга АВ численно равна централь-

ному углу x, выраженному в радианах, а 

отрезок АВ численно равен Sinx. Из ри-

сунка видно, что  площади треугольни-

ка АОВ, сектора АОВ и треугольника 

АОС  удовлетворяют неравенствам 

AOСсектAOB
 S  S  S    т.е. 

sinx;
2

1
  sinxOB · OA 

2

1
  S

AOB


 

;tgxCSx;RxS
Cсект

2

1

2

1

2

1

2

1
 

 

tgxxили  sinx  tgx
2

1
 x

2

1
 sinx

2

1
 ½ 

Разделим все члены на Sinx (Sin х> 0, т.к. 0 <х<π/2). Получим 

xcos
 

sinx

х
 1

1
  или 1  

x

x sin
  cosx  .(Это имеет место для х, удовлетворя-

ющих условию х > 0). Заметим, что это верно и для х< 0. Действи-

тельно, сos (-х) =         сos х и sin (-x)/(-x) = sinx/x. Но 
1  1 lim 1  cosx lim

0x0x



 

Следовательно, функция sinx/x заключена между двумя функци-

ями, имеющими один и тот же предел 1. Таким образом, на основа-

нии теоремы о пределах 1 
x

sinx
lim

0x



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Примеры. Найти пределы: 

1. 
x

tgx
 lim

0x
 

Решение: 1
x1

sinx
lim

xcosx

sinx
lim

x

tgx
 lim

0x0x0x









 

2. 
sin5x

sin3x
lim

0x
 

Решение: 
5

3

5

3







 x

x
lim  

5x3xsin5x

5x3xsin3x
lim

sin5x

sin3x
lim

0x0x0x
 

3. 
2

3

0x x

xcos-1
 lim


 

Решение:  

4

6
4

4

3

2

111
2

22








 x

x
2sinlim

x

)(
x

2sin

 lim
x

)xcoscosxcosx)(1-(1
 lim

x

xcos-1
 lim 2

0x

2

0x2

2

0x2

3

0x

 

 

Второй замечательный предел 

  e.  )
x

1
(1 lim x

x



 (число ℮) 

Было доказано, что предел числовой последовательности 























n

n

1
1  при  n   равен е, т.е.   e.  )

n

1
(1 lim n

n



 

1. пусть x  Найдём   e.  )
x

1
(1 lim x

x



 

Каждое действительное значение х заключено между двумя 

натуральными числами: n и n + 1, т.е.    n ≤ х <n +1 

Тогда будут выполняться неравенства 1/n ≥ 1/х > 1/n+1,  
nxn )

n
()

x
()

n
(

1

1
1

1
1

1
1 1


   

Перейдём к пределу в последних неравенствах: 

n

n

x

x

n

n
)

n
(lim)

x
(lim)

n
(lim

1

1
1

1
1

1
1 1









 

(т.к. при  x  n ) 

ee)
n

()
n

(lim)
n

(lim n

n

n
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Значит и e)
x

(lim x

x




1
1  



70 

 

2. Пусть x . Введём новую переменную х = - (t +1). При 

t x  

e)
t

()
t

(lim)
t

t
(lim)

t

t
(lim)

t
(lim)

x
(lim t

t

t

t

)t(

t

)t(

t

x

x
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

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

















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1
1

1
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1
1
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Мы доказали, что e)
x

(lim x

x




1
1  

Итак, e)
x

(lim x

x




1
1

 

     Этот предел называется вторым замечательным пределом. 

Ниже приводится график функции 

x)
x

(y
1

1  

Замечание. Второй замечатель-

ный предел в наиболее общей форме 

можно записать:  

e)(lim 




 

1
1

0
 

Примеры. Найти пределы: 

1.   )
n

1
(1 lim 12n

n




  

 

Решение: 22n

n

2n

n

12n

n
e)

n

1
(1 ))

n

1
((1 lim)

n

1
(1 )

n

1
(1 lim  )

n

1
(1 lim 






 

2.  )
x

5
(1 lim 12x

x




  

Решение: 10eelim  ])
x

5
(1 [lim  )

x

5
(1 lim

1)(2x 
x

5

x

1)(2x 
x

5
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x

12x

x
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
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




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3. 4 -3x

x
)

1-2x

32x
( lim




 

Решение: 

6
43

12

4

e])
1-2x

4
[(1 lim)

1-2x

41-2x
( lim)

1-2x

32x
( lim

)x(
x4
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x

4 -3x

x

4 -3x

x





 



 

 

Натуральные логарифмы. Логарифм по основанию e = 

2,7182.... называется натуральным логарифмом:Log℮ х = Ln х. 

Так, если y = lnх, то х = ℮y . Установим зависимость между 

натуральными и десятичными логарифмами. Прологарифмируем 

равенство х = ey по основанию 10. 

lgx = lg ℮y,  lgx = ylg ℮ , но y = lnx, значит lgx = lnx∙ lge 
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Таким образом, если известен натуральный логарифм, число 

можно найти его десятичный логарифм и наоборот. 

М = lge = 0,434294 называется модулем перехода от натураль-

ных логарифмов к десятичным. 

Итак, lgx = M ∙ lnx. Натуральные логарифмы выражаются через 

десятичные так: lnx = 1/Мlgx, где 1/M = 2,302585 

 

Сравнение бесконечно малых 

Мы знаем, что бесконечно малая – это функция, предел которой 

равен нулю. Пусть даны две бесконечно малые α(x) и β(x).  

Определение. Две бесконечно малые α(x) и β(x) называются 

бесконечно малыми одного порядка, при àx   (или x ) если  









)x(

(x)
lim

ax
 

Пример.  Пусть α(x) = (1–x); β(x) = 1–x2     

Найдём  
2

1

1

1
2







 x

x
lim

)x(

(x)
lim

1x1x 


 

Это значит, что функции α(x) = 1–x и β(x) = 1-x2  являются бес-

конечно малыми одного порядка при 1x  . 

Определение. Бесконечно малая α(x) называется бесконечно 

малой высшего порядка по сравнению с бесконечно малой β(х), при 

àx    (или x ) если 
 )x(

(x)
lim

ax 


 

Пример.  Пусть α(х) = sin2x, β(x) = x. Тогда  

001 



 x

xsinxsin
lim

x

xsin
lim

)x(

(x)
lim

0x

2

0x0x 


 

Определение. Бесконечно малая α(x) называется бесконечно 

малой к-того порядка относительно бесконечно малой β(х) при 

àx   если  




A;A ;A
)x(

(x)
lim

kax
0




 

Определение. Если 1
 )x(

(x)
lim

ax 


, то α(х) и β(х) называются беско-

нечно малыми одного порядка при àx  .  

Обозначается так:  α(х) ~ β(х). 

Примеры.  
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1. sinx ~ x при 0x  . Действительно 1
 x

xsin
lim

0x
 

Отсюда следует, что arcsinx ~ x. При 0x   

2. tgx ~ x при 0x   т.к. 1
 xcosx

sinx
lim

x

xtg
lim

0x0x
 

Следовательно, arctgx ~ x при 0x  . 

3. Ln (1+x) ~ x при 0x   

Действительно, 111
11

1





eln)xln(lim)xln(

x
lim

x

)xln(
lim x

0x0x0x
 

2. ℮ X–1 ~ x при 0x  . 

1
1

1
1

1

1
1

1
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Лекция №11. Непрерывность функции в точке. Разрывы. Клас-

сификация точек разрыва. Теоремы о функциях непрерывных 

в точке. Свойства функций непрерывных на отрезке 

 

Непрерывность функции в точке 

Пусть функция у=f(x) определена в некоторой точке х0 и окрест-

ности этой точки. В точке х0значение функции будет у=f(x0). Дадим 

аргументу х приращение Δх. Новое значение аргумента будет х+Δх. 

Функция получит приращение Δу. Это можно записать так: 

у+Δу=f(х+Δх)  Отсюда: Δу=f(х0+Δх)-f(х0) 

Определение. Функция y = f(x) называется непрерывной в точ-

ке x0 если эта функция определена в какой- нибудь окрестности 

точки x0 и если  

lim
∆х→0

∆у = 0 

То есть бесконечно малому приращению аргумента соответ-

ствует бесконечно малое приращение функции.  

Пользуясь выражением для ∆у, можно записать также, что 

 

lim
∆х→0

[f(x0 + ∆x) − f(x0)] = 0 

Или, иначе, 

lim
∆х→0

f(x0 + ∆x) = f(x0) 

Если обозначить   х0 + ∆х = х, последнее равенство можно пере-

писать так: 
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lim
х→x0

f( x) = f(x0) 

Итак, определение непрерывности функции можно сформули-

ровать следующим образом: Функция y = f(x) называется непре-

рывной в точке x0 если она определена в какой- нибудь окрестности 

этой точки и если предел функции при  х → x0 существует и равен 

значению функции при х = x0 

lim
х→x0

f( x) = f(x0) 

Функция называется непрерывной в интервале, если она непре-

рывна в каждой его точке. 

 

Точки разрыва функции. Классификация точек разрыва 

 

Определение. Если в какой либо точке x0 функция не является 

непрерывной, то точка x0 называется точкой разрыва функции, а 

сама функция разрывной в этой точке. 

Пусть х→х0, оставаясь все время слева от х0 , то есть будучи 

меньше х0. Если при этом условии значения функции f(x) стремится 

к пределу, то он называется левым пределом функции f(x) в точке 

х0 , аналогично определяется и правый предел. Левые и правые 

пределы обозначаются соответственно 

lim
x→x0
x˂x0

f(x) = f(x0 − 0) 

lim
x→x0
x˃x0

f(x) = f(x0 + 0) 

или  

lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0)и lim
x→x0−0

f( x0) = f(x0 − 0) 

 Для левых и правых пределов, когда они существуют и конеч-

ны возможны случаи: 

1) f(x0-0)= f(x0+0)≠ f(x0) 

2) f(x0-0) ≠ f(x0+0) 

Точкой разрыва первого рода функции f(x) называется такая 

точка x0, в которой выполняются одно из условий 1) или 2). 

 Все остальные точки разрыва называются точками разрыва 

второго рода. 

Примеры.  

1) Функция  у = 
1

х
 разрывна при х = 0. Действительно при х 

= 0 функция не определена:  
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lim
x→+0

1

x
= +∞ ;    lim

х→−0

1

х
= −∞ 

2) Функция у = 2
1

х;   

lim
x→+0

2
1

x = ∞;     lim
х→−0

2
1

х = 0.   

При х = 0 функция не определена. Следовательно, функция раз-

рывна при х=0. 

Ниже приводим некоторые свойства непрерывных функций. 

Основные теоремы о непрерывных функциях 

Теорема 1. Сумма конечного числа непрерывных функций есть 

функция непрерывная. 

Доказательство. Пусть f1(х) и f2(х) – функции непрерывные на 

[а,b]. Тогда     
   )()()(lim)(lim)()(lim 02012121

000

xfxfxfxfxfxf
xxxxxx




 

Следовательно, функция f1(х) + f2(х) непрерывна в точке х0.  

Теорема 2. Произведение конечного числа непрерывных функ-

ций есть непрерывная функция. 

Теорема 3. Частное от деления двух непрерывных функций есть 

функция непрерывная во всех точках, в которых знаменатель не ра-

вен нулю.  

Теорема 4. Непрерывная функция от непрерывной функции 

есть также непрерывная функция. Так, если y=f(u),u=φ(x). φ(x) – 

функция. непрерывная в точке х0, а функция у=f(u) непрерывна в 

точке u==φ(x0), то сложная функция y=f(φ(x)) непрерывна в точке 

х0. В силу теоремы 1-4 мы получаем, что все элементарные функ-

ции непрерывны во всех точках, в которых они определены.  

 

Теоремы о функциях, непрерывных на отрезке 

Определение. Функция у=f(x) называется непрерывной в ин-

тервале (а,b), если она непрерывна в каждой точке этого интервала.  

Определение. Если функция f(x) определена в точке а  и   
)()(lim

0
afxf

ax



 

то  функция f(х) называется непрерывной в точке acправа.  

Определение. Если функция f(x) определена в точкеb  и   
)()(lim

0
bfxf

bx



 

то  функция f(х) называется непрерывной в точке bcлева. 
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Определение. Если функция у=f(x) непрерывна в интервале 

(а,b), а в точке a непрерывна справа, а в точке b непрерывна слева, 

то функция f(x) называется непрерывной на oтрезке [a,b].  

Теорема 1. Если функция у=f(x) непрерывна на некотором от-

резке [a,b], то на отрезке [a,b] найдётся по крайней мере одна точка 

х=х1 такая, что f(x1)≥f(x) и найдётся по крайней мере одна точка х2, 

что f(x2)≤f(x) для любой точки хЄ[а,b],х≠х1. Значение f(x1) будем 

называть наибольшим значением функции f(x) на отрезке [a,b], 

f(x2)-наименьшим.  

 

Кратко, эту теорему можно сформулировать так:  

Непрерывная на отрезке [a,b] функция принимает на этом от-

резке свое наибольшее и  наименьшее значения.  

 

Будем обозначать: M – наибольшее, m- наименьшее значение 

f(x) на [а,b]. 

Теорема 2. Пусть функция y=f(x) непрерывна на отрезке [а,b] и 

на концах этого отрезка принимает значения разных знаков, тогда 

между точками а и bнайдётся хотя бы одна точка х=с, в которой 

значение функции равно нулю, т.е. f(c)=0. 

Эта теорема имеет простой геометрический смысл. График не-

прерывной функции, принимающей значения разных знаков на 
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концах отрезка [а,b] т. е. f(a)f(b)<0, пересекает ось Ох по крайней 

мере в одной точке.  

Теорема 3. Пусть функция y=f(x) определена на отрезке [а,b]. 

Если на концах этого отрезка функция принимает неравные значе-

ния f(a)=A, f(b)=B, то каково бы ни было число С между А и В 

найдётся такая точка х=с, заключённая между а и b, что f(c)=C.  

 

Следствие теоремы 3. Непрерывная на отрезке [а,b] функция по 

крайней мере один раз принимает значение, заключённое между её 

наименьшим и наибольшим значениями.  

Лекция №12. Производная, ее геометрический и механический 

смысл. Производные основных элементарных функций 

 

Пусть функция y = f(x) определена в точке х0и некоторой ее 

окрестности. Составим приращение функции в точке х0, соответ-

ствующее приращению аргумента х: 

у = f (x0 + x) – f (x0) 

Определение. Производной функции у = f (x) в точке х0 называ-

ется предел отношения приращения функции у в этой точке к со-

ответствующему приращению аргумента, когда последнее стремит-

ся к нулю. 

Производная функции у = f (x) в точке х0обозначается )( 0xf   

Итак, по определению,    

x

)x(f)xx(f
lim

x

y
lim)x(f

xx 











00

00
0

 

Производная функции f (х) в любой точке х некоторого множе-

ства обозначается )x(f  . Для обозначения производной применя-

ются и другие обозначения y', y'x, 
dx

dy . 

Определение. Нахождение производных функций называется 

их дифференцированием. 

Примеры: Найти производные функций, пользуясь определе-

нием. 

1. y = x2. Находим приращение функции: 

y = (x + x)2 - x2 = x2 + 2xx + x2 - x2  = 2xx + x2 

xxx
x

xxx

x

xxx

x

y
y

xxxx
2)2(lim

)2(
lim

2
limlim

00

2

00


















 

2. xsiny  . Составим приращение функции: 



77 

 

x
x

x
x

x

x

x
x

x

x

y
y

x
x

x

x

xxx

x

xxx
xxxy

xxx
cos)

2
cos(2

sin2

lim

)
2

cos(
2

sin2

limlim

)
2

cos(
2

sin2cossin2sin)sin(

000








































 

Геометрический смысл производной 

Пусть на плоской кривой задана точка М0, Рассмотрим другую 

точку М этой кривой и проведем секущую М0М. Пусть точка 

М0фиксированная, а точка М перемещается по кривой, неограни-

ченно приближаясь к точке М0.  

Предельное положение секущей называется касательной. 

Пусть задан график непрерывной функции y = f (x). Рассмотрим 

секущую, соединяющую неподвижную точку М0  и точку М, не-

ограниченно приближающуюся к точке М0. Найдем угловой коэф-

фициент секущей М0М. 

k= tg  = y / x 

Угловой коэффициент касательной. 

)(limlim 0
00

xf
x

y
tgk

xx
kac








  

Итак, угловой коэффициент касательной к графику функции y = 

f (x) в точке с абсциссой х0  равен значению производной этой 

функции в точке х0.  

Уравнение касательной и нормали.Уравнение прямой, прохо-

дящей через точку М0 (х0, у0) и имеющей угловой коэффициент к, 

имеет вид у – у0 = к (х – х0). 

Так как f' (x0) есть угловой коэффициент касательной к кривой  

у = f (x) в точке с абсциссой х = х0, то уравнение касательной будет 

иметь вид: 

у – f (x0) = f' (x0)(x – x0) или у = f (x0) + f' (x0)(x – x0), где f (x0) = у0 
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Определение: Нормалью к кривой у = f (x) в точке М0 (х0, у0) 

называется прямая, перпендикулярная к касательной к этой кривой, 

проведенной в точке М0 (х0, у0) 

 

 

 

 

 

  

 

Так как условие перпендикулярности двух прямых имеет вид 

k1•k2 = -1 (где k1и k2 - угловые коэффициенты этих прямых), то уг-

ловой коэффициент нормали k = - 1/f' (x0). Тогда уравнение норма-

ли будет иметь вид:        У = f (x0) – (1/ f' (x0))∙(х – х0)  

Пример: Написать уравнение касательной и нормали к парабо-

ле у = х2в точке М0 (2;4)  

Решение: Найдем f'(х) = 2х; f' (2) = 4; f (2) = 4. 

Уравнение касательной: у = 4 + 4(х- 2) или у = 4х – 4 

Уравнение нормали: у = 4 – ¼(х – 2) или у = - ¼х + 9/2  

Механический смысл производной 

Пусть материальная точка движется по прямой по закону S=S(t), 

где t – время, а S(t) – путь, проходимый за время t. Возьмем некото-

рый момент времени t0  Путь, проходимый к этому моменту време-

ни S0 = S(t0). Поставим задачу: определить скорость в момент вре-

мени  t0.  

Рассмотрим другой момент времени t+t. Путь, пройденный к 

этому моменту, будет S(t + t). За промежуток времени t=t-t0 точ-

ка прошла путь 

S(t)=S(t+t)-S(t). 

Средняя скорость движения Vср. за промежуток времени t, 

Vср.=S/t. 

Пусть t0 – фиксированное, а t меняется.  

Определение: Скоростью V0 в данный момент t0 называется 

предел средней скорости, когда 0t  , т.е. )('lim)( 0
0

00 tS
t

S
VtV

t








. Та-

x 

y 
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ким образом, скорость точки в данный момент t0  равна производ-

ной от пути S(t) по времени t при  t=t0 . 

V(t0)= S'(t0) 

Производные основных элементарных функций 

Производные функции у=sinx, y=cosx. Мы доказали, что про-

изводная sinx равна cosx, т.е. (sinx)=cosx 

Найдем производную функции y=cosx. По определению: 

(cosx)= 
0

lim
x

 (cos(x+x)-cosx)/x=
0

lim
x

 [(-2sin(x+x-

x)/2sin(x+x+x)/2]/x= 

=-lim [-sin(x/2)]/(x/2)sin(x+_x/2)=-sinx.   Итак, (cosx)=- sinx. 

 Производная логарифмической функций. у=logax 

Найдем y=loga(x+x)- logax    (logax)= 

(loga (x+x) - loga x)/x=
0

lim
x

1/x(loga (x+x)- loga x)= 

0
lim
x

(loga [(x+x)/x]1/x )=
0

lim
x

 loga ((1+x/x)x/x )1/x = loga e1/x 

Итак, (loga x)=(1/x)lna.  В частности, (lnx)=1/x 

Основные правила дифференцирования 

1. (Cu)=0; u=u(x), C=const 

2. (u+v)=u+v ; u=u(x) v=v(x) 

3. (uv)=uv+vu ; 

4. (u/v)=(uv-vu)/v2 

Производные функций  y=tgx;  y=ctgx 

По правилам дифференцирования 

1. y=tgx; (tgx)=(sinx/cosx)=((sinx)cosx-(cosx)sinx)/cos2x= 

=(cos2x+sin2x)/cos2x=1/cos2x.    Итак,(tgx)=1/cos2x 

2. y=ctgx; (cosx/sinx)=((cosx)sinx-cosx(sinx))/sin2x=(-sin2x-

cos2x)/sin2x= 

=-(cos2x+sin2x)/sin2x=-1/sin2x 

Обратная функция. Производная обратной функции. Пусть 

дана возрастающая или убывающая функция y=f(x). Пусть f(a)=c, 

f(b)=d. Пусть для определенности f(x) – возрастающая функция. 

Будем рассматривать значения у как значения аргумента, а значе-



80 

 

ния х как значения функции. Получаем х=(у), эта функция назы-

вается обратной для функции  y=f(x). Верна следующая теорема. 

Теорема: Если возрастающая (или убывающая) функция y=f(x) 

непрерывна на отрезке (а;b), то обратная функция х=(у) будет 

возрастающей (или убывающей) и непрерывной на отрезке (c;d). 

Заметим, что обратная функция находится решением уравнения 

y=f(x) относительно х. 

Теорема (о дифференцировании обратной функции): Если 

для функции y=f(x) существует обратная функция x=(y), которая в 

рассматриваемой точке у имеет производную (у),((у)≠0), то в 

соответствующей точке х функция y=f(x) имеет производную f(x), 

равную 1/(у), т.е. f(x)=1/(y). 

Доказательство: Придадим у приращение у, тогда функция x 

получит приращение  х=(у+у)-(у). При у≠0, х=0, т.к. (у)- 

монотонная функция.Рассмотрим: у/х=1/(х/у)  

Так как (у)- непрерывная функция, то х0 при у0. Пере-

ходя к  

пределу в последнем равенстве при у0, получим 

y

xx

y

yx












1
limlim

00
. 

То есть yx=1/xy  или  y(x)=1/(y). 

Производные обратных тригонометрических функций. 

y=arcsinx 

Обратная функция x=siny. По формуле для производной обрат-

ной функции найдем. 

(arcsinx)=1/(siny)=1/cosy=1/(1-sin2y)1/2 =1/(1-x2)1/2. Итак, (arcsinx)= 

1/(1-x2)1/2 =
2x1

1
 

1. y=arccosx 

Обратная  функция  x=cosy. (arccosx)=1/(cosy)=1/-siny=-1/(1-

x2)1/2  Таким  образом, (arccosx)= -1/(1-x2)1/2 = - 
2x1

1
. 

2. y=arctgx 

Обратная  функция  x=tgy,  
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(arcctgx)=1/(tgy)=1/(1/cos2y)=1/(1+tg2y)=1/(1+x2). Итак, 

(arctgx)=1/(1+x2) 

3. y=arcctgx 

Обратная  функция  x=ctgy, (arcctgx)=1/(ctgy)=1/(-1/sin2y)=-

1/(1+ctg2y)=-1/(1+x2) .  Таким образом, (arcctgx)=-1/(1+x2). 

Производная показательной функции.  y=ах , а0, а1. 

x=logay- обратная функция. По формуле для производной об-

ратной функции находим. 

(ax)=1/(logay)=1/(1/ylna)=ylna=axlna.Итак, (ax)=axlna 

В частности (ех)=ех. 

Лекция №13. Производная сложной, параметрически заданной 

и неявной функции. Производная степенной функции. Произ-

водная степенно - показательной функции. Гиперболические 

функции и их дифференцирование. Таблица производных 

Докажем, что если функция у=f(x) дифференцируема в точке 

х0(т.е. имеет в этой точке производную), то она непрерывна в этой 

точке.  

Пусть существует f '(x0). По определению, f '(x0)=
0

lim
x x

y
 

По теореме о пределе функции  
x

y




= f '(x0)+α, где α – бесконеч-

но малая при  x ,  тогда xx)x(fy  
0 ,  найдем 

0
0

00



)xx)x(f(limylim

xx



 

А это означает, что функция f(x) непрерывна в точке x0. 

Производная сложной функции 

Пусть u=φ(x), y=f(u), тогда y=f(φ(x)) есть сложная функция от х. 

Теорема. Пусть функция u=φ(x) имеет производную в точке x0, 

а функция y=f(u) имеет производную в точке u0=φ(x0), тогда слож-

ная функция y=f(φ(x)) имеет производную в точке x0,и имеет место 

формула y'x= y'y∙u'x,,т.е. производная сложной функции равна про-

изводной этой функции по промежуточному аргументу, умножен-

ной на производную этого промежуточного аргумента по конечно-

му аргументу.  
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Доказательство. Дадим аргументу x0 приращение Δx. Тогда u 

получит приращение Δu, а y получит приращение Δy. 

Рассмотрим отношение 
x

y




. Мы можем представить это отно-

шение в виде  

x

u

u

y

x

y













  

Пусть x . Тогда u , так как φ(x) непрерывна в точке x0 , 

Перейдем к пределу в обеих частях равенства при x . ( u ) 

x

u

u

y

x

y
y

xxx
x
















 000
limlimlim  

Получим xux
uyy   
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Производная степенной функции 

)(xy 0   

Можно записать xlnexy   . Тогда по формуле для производ-

ной сложной функции: 
1lnln )ln(    xexey xx  

Таким образом, производная степенной функции (x)'=x-1 

Пример. Найти производную функции у x  

Решение. 
x

xy
2

1

2

1 1
2

1




 

Гиперболические функции и их дифференцирование 

1. Функция y=shx
2

xx ee 
  называется гиперболическим синусом. 

А. Гиперболический синус – функция нечетная 

Б. График функции проходит через начало координат. 

В. Можно построить график гиперболического синуса путем 

графического вычитания графиков xey   и xey   и делением на 2 

их разности.  

2. Функция у=chx )
ee

y(
xx

2


 называется гиперболическим коси-

нусом 

График этой функции можно получить путем сложения графи-

ков и деления их на 2. 

3. Гиперболический тангенс y=thx.   thx=shx/chx (
xx

xx

ee

ee
y








 ) 

Свойства функции. 

А. Гиперболический тангенс нечетная функция. 

Б. График симметричен относительно начала координат. 

В. График проходит через начало координат. 

Г. Предел этой функции при x равен 1. 

4. Гиперболический котангенс  y=cthxcthx=chx/shx (
xx

xx

ee

ee
y








 ) 

А. Область определения ),(),(  00  

Б. Гиперболический котангенс-  нечетная функция 

В. График функции симметричен относительно начала коорди-

нат 

Г. Предел функции при x  равен   

Д. Предел функции при x  равен  . 
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Производные гиперболических функции определяются форму-

лами  

(shx)′= (
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
)′= 

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
= chx;         (thx)′= 

1

𝑐ℎ2𝑥
; 

(chx)′= shx; (chx)′=
1

𝑠ℎ2𝑥
; 

Логарифмическое дифференцирование 

 

Функцию вида   y = [𝑓(x)]𝜑(x) , 𝑓(х)>0, где и основания и показа-

тель изменяются вместе с независимой переменной, называют   

степенно-показательной. Простейшим примером такой функции 

является функция                   y=u (x)v(x). 

Найдем y’(x).  Для этого логарифмируем  обе части выражения 

по основанию  e, тогдаlny = v(x)∙ln (u(x)) 

Дифференцировав последнее равенство, получим 

1

𝑦
∗y =v  (x) ∙ln (u(x)) +v(x) ∙ ∙u  (x) 

Окончательно имеем, 

 

Параметрическое задание функции 

Пусть даны два уравнения  









)(

)(

ty

tx




      (1) 

где  ,t . Каждому значению t из отрезка  , соответ-

ствуют значения x и y, (т.е. каждому значению t соответствует 

определённая точка плоскости). При изменении t от  до   точка 

описывает на плоскости определенную кривую. 

Уравнение (1) называется параметрическим уравнением кривой, 

t называется параметром. Мы видим, что каждому значению x со-

ответствует определенное значение y. Таким образом, уравнения 

(1) определяют y как функцию от x.Такой способ задания функции 

называется параметрическим. 

Производная функции заданной параметрически 

Пусть функция у от х задана параметрическими уравнениями  
  t(t);y(t);x  
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Пусть функции )t(),t(   имеют производные )t(),t(   , функция 

)t(  имеет обратную функцию (x)Фt  , которая также имеет произ-

водную. Тогда функция  у от х, заданная параметрически, имеет 

производную 
t

t

x
x

y
y




  

Докажем эту формулу. Функцию у от х можно рассматривать 

как сложную функцию от х.Следовательно, (x))Ф(t);t(y   , слож-

ная функция от х. 

По правилу дифференцирования сложной функции xtx
tyy   

Но функция (x)Фt   - обратная к функции )t(x  . Поэтому 

x
t

t

x

1/
  

Таким образом,
x

yy
t

tx /

// 1
    т.е.    

x

y
y

t

t

x /

/

/

  

Пример 1. Задана  функция 








tsinay

tcosax

3

3

3

3

20  t  

Найти производную y
x

/

 

Решение. Находим  xt=-3acos2tsinty'
t=3asin2tcost 

По формуле 
x

y
y

t

t

x /

/

/

   находим   tgt
tta

tta
y

x





cossin3

cossin3
2

2
/  

Производная функции, заданной неявно 

Неявная функция – это функция, заданная уравнением F(x,y)=0, 

т.е. таким образом, что каждому значению х из некоторого множе-

ства поставлено в соответствии такое значение у, что F(x,y)=0 

Теорема. Производная от неявной функции F(x,y)=0 

вычисляется по формуле 






y

x

F

F
y . 

Доказательство: Для приращения неявной функции по х и у 

имеем 
0),(),(  yxFyyxxF  

Производим тождественные преобразования и переходим к 

пределу при 0,0  yx , тогда: 
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0lim
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lim
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
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
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

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
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
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x

y

y

yxFyyxF
F

x

y

y

yxFyyxF
F

x

yxFyyxF

x

yyxFyyxxF

x

yxFyyxFyyxFyyxxF

xy
x

y
x

x

y
x

y
x

y
x

 

Отсюда имеем  0





yFF yx
или







y

x

F

F
y .  

Пример 1. Найти производную функции у, заданной неявно 

уравнением   x2y+y3+lny=0 

Решение. Дифференцируем обе части, имея в виду, что у есть 

функция от х  (x2y)'+(y3)'+(xlny)/=0       2xy+x2y/+3y2y/+lny+xy//y=0 

Откуда  y/(x2+3y2+x/y)=-2xy-lny  
yxyx

lny2xy
-y






22 3
 

Таблица производных простейших элементарных функций 

1.               2.  

(                                3. ,            

4. (𝑎𝑢)′ = 𝑎𝑢 ∗ 𝑙𝑛𝑎 ∗ 𝑢′              5. .       

     6.                         7.         

      8.                         9.         

     10.                              11.          

      12.                      13.        

       14.                     15.  

Лекция №14. Производные высших порядков. Дифференциал 

функции. Применение дифференциала в приближённых вы-

числениях. Инвариантность формы дифференциала. Геометри-

ческий смысл дифференциала 

Производные высших порядков 

Пусть имеем функцию y=f(x). Пусть эта функция дифференци-

руема в некотором интервале (а,b). 

Вообще говоря, значения производной зависят от x, т. е. произ-

водная f/(x) есть функция от х. Дифференцируя эту функцию, полу-
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чаем вторую производную от функции f(x), т.е. f //(x). Так, если 

f(x)=x4 то f/(x)=4x3, f//(x)=12x2. 

Производная от второй производной называется производной 

третьего порядка или третьей производной и обозначается y/// или 

f///(x). Вообще, производной n-го порядка от функции f(x) называет-

ся производная от (n-1)-ой производной, т.е.                (f(n-1)
x)/=f(n)

x. 

Производные n-го порядка некоторых элементарных функций 

1. f(x)=ekx..f/(x)=kekx, f//(x)=k2ekx…, fn(x)=knekx. 

2. f(x)=sinx.    f/(x)=cosx, f//(x)=-sinx…, fn(x)=sin(x+πn/2) 

3. f(x)=cosx .  f/(x)=-sinx, f//(x)=-cosx …,fn(x)=cos(x+πn/2). 

Правила дифференцирования распространяются на случай про-

изводных n-го порядка: (Сu)(n)=Cu(n); (u+v)(n)=u(n)+v(n) 

Производная n-го порядка для произведения двух функций вы-

числяется по формуле Лейбница. Чтобы вывести эту формулу, мы 

найдем сначала производные 1,2,3 и 4-го порядков, затем устано-

вим закономерность. 

y=uv,  y/=u/v+uv/ ;  y//=u//v+2u/v/+v//u;   y///=u///v+3u//v/+3u/v//+uv/// 

Закон заключается в следующем: (u+v)п разлагается по формуле 

бинома Ньютона и в разложении показатели степеней для u и v за-

меняются указателями порядка производных, причем нулевые сте-

пени u и v означают сами функции u и v. Таким образом,  

(uv)n=unv+nun-1v+…+uvn 

Это и есть формула Лейбница. 

Производные высших порядков функций, заданных парамет-

рически 

Пусть у, функция от х, задана параметрически уравнениями 









)(

)(

ty

tx




 ,t   Мы знаем, что 

x

y
y

t

t

x /

/

/

  

Тогда   

   x

xyxy

xx

xyxy
t

x

y
y

ttt

t tttttt

t

tttttt

x

t

xx /

1

//

/

3

//////

/2

//////

/

/

// 

















  

Заметим, что при нахождении у//
xx, удобнее воспользоваться тем, 

что y//
xx=(y/

x)/
x=(y/

x)/
tt/

x(не используя полученную выше формулу для 

второй производной). 
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Дифференциал функции 

Пусть функция )(xfy   дифференцируема на отрезке [a;b]. По 

определению производная этой функции в некоторой точке отрезка 

[a;b]  

x

y
xf

x 





lim

0

)(  

На основании теоремы о пределе функции мы можем написать 

равенство 





 )x(f

x

y
 

где   - бесконечно малая при 0x . Умножив обе части по-

следнего равенства на x , получим 
xxxfy  )(  

Так как в общем случае 0)(  xf  слагаемое   x)x(f   - есть беско-

нечно малая одного порядка с x , а слагаемое x  - есть бесконеч-

но малая высшего порядка по сравнению с   x , так как  

0limlim
00











xx x

x  

Таким образом, приращение функции y   представляется в виде 

суммы двух слагаемых, из которых первое линейно относительно

x , а второе – есть бесконечно малая высшего порядка, чем x  и 

следовательно, бесконечно малая высшего порядка по сравнению с 

первым слагаемым. 

Первое слагаемое  xxf  )( называется главной частью прираще-

ния функции. 

Определение: Выражение xxf  )( называется дифференциалом 

функции. 

Таким образом, дифференциалом функции называется главная 

часть приращения функции, линейная относительно x

.Дифференциал функции обозначается dy  или )(xdf . Итак,
)(xdfdy   

Найдём дифференциал функции xdxdyxxdyxy  ;;  

То есть: xdx  Таким образом дифференциал независимого пе-

ременного равен его приращению. 

Выражение дифференциала любой функции )(xf    будет иметь 

вид: 
dxxfdy )(  
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Отсюда 
dx

dy
xf  )( , то есть производная  )(xf    - это есть отноше-

ние дифференциала функции к дифференциалу независимой пере-

менной. 

Примеры: Найти дифференциалы следующих функций при 

произвольных значениях  x  и x  

1.
3)( xxf  .  Решение:  dxxdxxxdf 23 3)()(   

2. xxf 2ln)(  .Решение:   
x

xdx
dxxxdf

ln2
)(ln)( 2   

3. Найти дифференциал функции:   
3xy      при 1.0;10  xx  

Решение: 301.0*100*33)( 23  xxxxdy  

Применение дифференциала в приближённых вычислениях 

Если функция )(xf   дифференцируема в некоторой точке x  то 

её приращение y  может быть представлено в виде 

xxxfy  )(  
где xxf  )( - есть дифференциал функции  в точке  x  

Так как xd - есть бесконечно малая высшего порядка, чем пер-

вое слагаемое, в приближённых вычислениях мы можем заменить 

приращение функции y  дифференциалом  dy . 

dyy   то есть dyxfxxf  )()( . Откуда 
xxfxfxxf  )()()(  

Это формула для приближенного вычисления. 

Примеры: Найти приближённое значение функции, пользуясь 

дифференциалом. 

1. Найти   sin310  .   Решение:  

180360

2
1;

6
30;sin)(


  xxxxf  

xxf cos)(   по формуле xxfxfxxf  )()()( . Находим     

180
*30cos30sin31sin
  ,   85.05.031sin 

 

2. Найти значение 3 28 .     Решение: 1;27;)( 3  xxxxf ;  

03.3
27

1
31*

)27(*3

1
2728;

3

1
)(

3 2

33

3 2


x
xf  
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Инвариантность формы дифференциала 

Пусть )(),( xuufy  .тогда ))(( xfy   - сложная функция от x . 

Найдём дифференциал этой функции. dxuxfdy x'*))(( , но  dudxu x ' . 

Поэтому  duufdy )( .  Таким образом, дифференциал сложной 

функции имеет такой же вид, как и в случае если бы u  являлось не-

зависимой переменной.Это свойство дифференциала называется 

инвариантностью. 

Геометрический смысл дифференциала 

Пусть функция )(xf дифференцируема в некоторой точке 

);( yxM .  

Рассмотрим график этой функции. 

 

 

 

 

 

 

По определению дифференциал функции xxfdy  )(  

Из треугольника  PMN :  )(; xf
MN

PN
tg

MN

PN
  MNxfPN )( , но  

xxfPNxMN  )(; ,  то есть  PNdy   

Таким образом, дифференциал функции )(xf , соответствующий 

данным значениям x  и dx  равен приращению ординаты касатель-

ной к кривой )(xfy   в точке x . 

Дифференциалы высших порядков 

Определение: Дифференциал от дифференциала функции 

называется вторым дифференциалом или дифференциалом второго 

порядка. Дифференциал второго порядка обозначается )(2 xfd  . 

Итак, dxdxxfdxxfddydyd ))(())(()(2  . Так как dx  не зависит 

от  x , мы можем написать 22 ))(())(( dxxfdxdxxfdyd  вместо  

2)(dx  пишут 
2dx  
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Третьим  дифференциалом или дифференциалом третьего по-

рядка функции называется дифференциал от второго дифференциа-

ла. 
323 ))(()( dxxfyddyd   

Вообще дифференциалом n – ного порядка, называется диффе-

ренциалом от дифференциала (n-1) порядка. 

nnnnnn dxxfdxfyddyd ))(()()()( )()1(1    

 

Лекция № 15. Теоремы о функциях, дифференцируемых в ин-

тервале. (Теоремы Ролля, Лагранжа, Коши). Раскрытие не-

определённостей. Формула Тейлора и Маклорена. Разложение 

некоторых функций  по формуле Маклорена 

 

Теорема Ролля (о корнях производной 

Теорема. Если функция   )(xf   непрерывна на отрезке [a;b] и 

дифференцируема в интервале (a;b) и на концах отрезка принимает 

значения равные нулю, то есть 0)()(  bfaf , то найдется, по 

крайней мере, одна точка bca,cx  , в которой производная )(xf   

обращается в нуль, то есть 0)(  cf . 

Доказательство. Так как )(xf  непрерывна на отрезке, то она 

принимает на этом отрезке наибольшее и наименьшее значения. 

Пусть M  - наибольшее значение, m  - наименьшее значение  

)(xf  на отрезке [a;b]. 

1. Пусть mM  . В этом случае constxf )( . Тогда 0)(  xf  в 

любой точке отрезка и теорема доказана. 

2. Пусть теперь mM  . Тогда хотя бы одно из этих значений не 

равно нулю. Пусть для определённости 0M , и функция принима-

ет своё наибольшее значение при 0x , то есть Mcf )( . (Заметим, 

что bcac  , , так как 0)()(  bfaf ). 

Так как M – наибольшее значение )(xf , то 0)()(  cfxcf , 

как при 0x , так и при 0x . 
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Рассмотрим отношение 


 )()( cfxcf
 Ясно, что 

0
)()(




 cfxcf  при  0x . 0
)()(




 cfxcf  при  0x . По усло-

вию )(xf  дифференцируема в интервале (a;b) и, следовательно, 

дифференцируема в точке с. По определению производной   

0)(
)(

lim
0








cf
x

xcf

x

 при 0x . 0)(
)(

lim
0








cf
x

xcf

x

 при  0x    

Следовательно, внутри отрезка [a;b] нашлась точка cx  , в ко-

торой производная равна нулю. Теорема доказана.  

Эта теорема называется теоремой о корнях производной. 

Геометрический смысл теоремы. Если непрерывная кривая, 

имеющая в каждой точке касательную, пересекает ось OX  в двух 

точках: ax   и bx  , то найдётся хотя бы одна точка, в которой ка-

сательная параллельна оси OX . 

Замечание. Теорема остаётся справедливой, если условие 

0)()(  bfaf  заменить условием )()( bfaf  . 

Теорема Лагранжа. (О конечных приращениях) 

Теорема. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке [a;b] и 

дифференцируема в интервале (a;b), то внутри отрезка [a;b]  

найдётся по крайней мере одна точка c , bca  , что 

))(()()( abcfafbf  . 

Доказательство. Обозначим Q
ab

afbf




 )()(
 и рассмотрим вспо-

могательную функцию  

)()()()( axQafxfxF  . 

Функция )(xF  удовлетворяет всем 

условиям теоремы Ролля. Действительно, 

)(xF  непрерывна на отрезке [a;b], диффе-

ренцируема в интервале (a;b) и обращается в нуль на концах отрез-

ка. 
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Действительно, 0)()()()(  QaaafafaF  

0))()(()()(
)()(

)()()()( 



 afbfafbf

ab

afbf
abafbfbF  

Следовательно, найдётся точка c , bca   что 0)(  cF , то есть 

0)()(,)()(  QcfcFQxfxF . То есть

ab

afbf
cfQcf






)((
)(,)(  

Откуда ))(()()( abcfafbf  .  Теорема Лагранжа доказана. 

Геометрический смысл теоремы  

Лагранжа. 

tg
ab

afbf




 )()(
 

tg - угловой коэффициент хорды, соеди-

няющей точки  ))(,( afaA  и  ))(,( bfbB . 

)(cf   - угловой коэффициент касательной к 

кривой )(xfy   в точке графика с абсцис-

сой c . Таким образом, геометрический смысл теоремы Лагранжа 

состоит в следующем: Если во всех точках дуги AB  существует ка-

сательная, то на этой дуге найдётся точка C  между A и B , в которой 

касательная параллельна хорде, соединяющей точки A и B . 

Теорема Коши. (об отношении приращений двух функций) 

Теорема. Если функции )(xf и )(x  непрерывны на отрезке 

[a;b], дифференцируемы в интервале (a;b) и в интервале 0 )x( , то 

найдётся такая точка cx  , bca  , что  
)c(

)c(f

)a()b(

)a(f)b(f

 







 

Доказательство. Обозначим  Q
)a()b(

)a(f)b(f







. 

Заметим, что 0 )a()b(  , так как в этом случае )b()a(    и по 

теореме Ролля внутри отрезка [a;b] нашлась бы точка, в которой 

производная 0)(  x , что противоречит условию теоремы. 

Рассмотрим вспомогательную функцию  )x(Q)x(f)x(F   

Очевидно, что функция )(xF  удовлетворяет всем условиям тео-

ремы Ролля: )(xF   непрерывна на [a;b] , дифференцируема в (a;b) и 

0)()(  bFQF  

По теореме Ролля найдётся точка  c , bca  , что  0)(  cF  
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Найдём )()()( xQxfxF  . Тогда 0)()()(  cQcfcF    или 

0



 )c(

)a()b(

)a(f)b(f
)c(f 


, то есть  

)c(

)c(f

)a()b(

)a(f)b(f

 







 

Теорема доказана. 

Раскрытие неопределённостей. (правило Лопиталя) 

1. Раскрытие неопределённостей типа )
0

0
(  

Теорема. (правило Лопиталя) Если функции )(xf  и )(x  на 

некотором отрезке [a;b] удовлетворяют условиям теоремы Коши и 

обращаются в нуль при ax  , то есть 0)()(  aaf   и существует 

конечный предел отношения 
)(

)(

x

xf




 при ax  , то существует  

)(

)(
lim

x

xf

ax 

 и выполняется равенство. 

)(

)(

)(

)(
limlim

x

xf

x

xf

axax  






 

Доказательство. Пусть ];[ bax , ax  . Применим формулу 

Коши:   

bca
c

cf

ax

afxf

x

xf










 ;

)(

)(

)()(

)()(

)(

)(


 

Рассмотрим  

xca
c

cf

ax

afxf

x

xf

axaxax














;
)(

)(

)()(

)()(

)(

)(
limlimlim


. Поэтому при ax   бу-

дем иметь, что ac  .   

Значит,  
)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
limlimlimlim

c

cf

c

cf

c

cf

x

xf

axacaxax  
















 

Таким образом  мы доказали, что ;
)(

)(

)(

)(
limlim

c

cf

x

xf

axax  




  
И теорема 

доказана. 

 Замечание 1. Теорема применима и в случае, когда функции 

)(xf  и )(x  не определены в точке a , но 0)(lim 


xf
ax

 и 0)(lim 


x
ax

  

Замечание 2. Если 0)( af , 0)( a  и производные )(xf   и  

)(x  удовлетворяют условиям теоремы и 0)()(  xxf   , то  
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)(

)(

)(

)(

)(

)(
limlimlim

x

xf

c

cf

x

xf

axaxax  











    и т.д. 

Примеры. Вычислить следующие пределы, пользуясь правилом 

Лопиталя. 

1. 
xtg

x

x 2

7sin
lim

0   
Решение  5.3

2

7

2cos

2

7cos7

2

7sin

2
00

limlim 


x

x

xtg

x

xx

 

2. 
x

x

x

)1ln(
lim

0



    
Решение   1

1

1

1

)1ln(
limlim

00






x

x

x

xx

 

3. 
)1ln(

1sin
lim

0 x

xex

x 



   
Решение  2

1

11

1

00














x

xcose

)xln(

xsine x

x

x

x
limlim  

Замечание. Правило Лопиталя применимо и в случае, когда   

0)(lim 


xf
x

  и    0)(lim 


x
x

  

В этом случае замена t
x


1
 приводит к рассмотренному случаю. 

Пример. Найти 

x

x

x
1

sin

lim





. Решение: 














2

2

1

)(cos

1

sin

limlim

x

xx

x

x

xx

 

2. Раскрытие неопределённостей типа 











 

Теорема (правило Лопиталя) Пусть функции )(xf  и )(x  не-

прерывны и дифференцируемы при всех ax   в окрестности точки 

a , причём  0)(  x . 

Пусть 


)(,)( limlim xxf
axax

  и существует предел 

)(

)(
lim

x

xf

ax 





, тогда существует и предел  
)(

)(

)(

)(
limlim

x

xf

x

xf

axax  






 

Примем эту теорему без доказательства. 
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Замечание. Теорема применима для случая x . 

Рассмотрим примеры. Найти следующие пределы: 

1.  
2lim

xx e

x

   

Решение  0

2

1
22 limlim 

 xxxx xee

x
. 

2. 
)1ln(

2
lim

1 x

x
tg

x 



 .  Решение:   















2
sin

2
cos2

1

2

2
cos

1

2
)1(

1

1

2

2
cos

1

limlimlim
121

2

1 xxx

x

x

x

xxx 











 

Замечание. Другие типы неопределённостей: 

)();1();0();.0( 0    приводятся к неопределённостям типа 








0

0
 

или 











. 

Примеры: Найти следующие пределы: 

1. xx
x

lnlim
0   

Решение  
0

1

ln
ln limlimlimlim

0
2

1

0
1

00








x

x

x
xx

x

x

xxxx

 

Формула Тейлора и Маклорена 

Пусть функция у=f(x) имеет произведение до порядка n+1 

включительно в окрестности точки х=a. Поставим задачу: найти 

многочлен Рn(х) степени n, значение которого в точке а равно зна-

чению функции в этой точке, значение производной этого много-

члена до n-го порядка равны значениям соответствующих произ-

водных функций f(x) , т.е.  

 f(a),(a)P
n

 (a)f(a)P
n

 . . . (a)f(a)P (n)(n)

n
                                     (1) 

Будем искать многочлен Pn(x) в виде  

Pn(х)=С0+С1(х-а)+С2(х-а)2+...+Сn(х-а)n.                                    (2) 

Значения коэффициентов С1, С2, ... , Сn  находятся из условий (1) 

Рn (а)=С0=f(a);     С0=f(a) 

Найдём P'n(х)=С1+2С2(х-а)+3С3(х-а)2+...+nСn(х-а)n-1 
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P''n(х)=2С2+6С3(х-а)+12C4(х-а)2+...+n(n-1)Сn(х-а)n-2 

P'''n(х)=6С3+24C4(х-а)+...+n(n-1)(n-2)Сn(х-а)n-3 

.............................................................................. 

Pn
(n)(х)=n!Сn 

Найдём значения P'n(а),  P''n(а),  P'''n(а) ... Pn
(n)(а). 

P'n(а)=С1; P''n(а)=2С2;  P'''n(а)=6С3, .... , Pn
(n)(а)=n!Сn 

С1=f'(a)2С2=f''(a)6С3=f'''(a)   n!Сn=f(n)(a) 

С0 =f(а) ;   С1 =f '(а)     C2 =  f " (а)/ 2!    C3 =f'''(а)/3! .......Сn=f(n)(а)/n! 

Таким образом, 

Pn(x)= f(а)+ f '(а) (x-а)+ f " (а) (x-а)2/ 2! +f '''(а)(x-а)3 /3!+ ......+ 

f(n)(а)(x-а)n/n! 

Обозначим разность значений функции и многочлена через 

Rn(x). Тогда  

Rn(x)=f(x)-Pn(x) 

или в развёрнутом виде  

f (x)= f(а)+f '(а) (x-а)+f " (а) (x-а)2/ 2!......+ f(n)(а)(x-а)n/n! +Rn(x), 

где Rn(x) называется остаточным членом. Для тех значений х, при 

которых Rn(x) достаточно мало, многочлен Pn(x) даёт приближён-

ное значение функции. 

Одна из форм остаточного члена  

R(x)= f(n+1)  (с) (x-a)/(n+1)! 

Эта форма остаточного члена Rn(x)- называется формулой Ла-

гранжа. Здесь c заключено между  х и а, т.е.  

с=а+θ(х-а), 10  . Формула 

f(x)=f(а)+f'(а)(x-а)+f"(а)(x-а)2/2+..+f(n)(а)(x-а)n/n!+f(n+1)(с)xn+1/(n+1)! 

называется формулой Тейлора с остаточным членом в форме Ла-

гранжа. 

В частности, если а=0 , то получаем частный случай формулы 

Тейлора – формулу Маклорена: 
f(x)=f(0)+f'(0)x+f"(0)x2/2!+f'''(0)x3/3!+..+f(n)(0)xn/n!+f(n+1)(с) xn+1/(n+1)! 

Разложение некоторых функций  по формуле Маклорена 

1. f(x)=ex. 

Найдём f’(x)=ex; f’’(x)=ex; ......f(n+1)=ex 

f(0)=f' (0)=f'' (0)=...=f(n)(0)=1 

Тогда формула Маклорена для функции f(x)=ex имеет вид: 

еx  =1+x + x2/2!+x3/3!+....+ xn/n!+ e c x n+1/(n+1)! 
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Можно показать, что  Rn =  ecxn+1/(n+1)! 0 при .n   

Поэтому можно применять формулу Маклорена для ех для при-

ближённого вычисления значений этой функции. 

2. f(x)=sinx.  Найдём f' (x)=cosx;  

f'' (x)= -sinx;  f''' (x)= -cosx;  

f(iv)(x)=sinx.....f(v)=cosx.....f(n)(x)=sin(x+nπ/2) 

f(0)=0; f' (0)=1; f''0)=0;f''' (0)= -1;  f(iv)(0)=0;  f(v)=1 ..., 

f(n)(0)=sin(nπ/2) 

f(n+1)(c)=sin(c+(n+1)π/2). 

Формула Маклорена  
sin x = x - x3/3! +x5/5!- x7/7!+....+ sin πn xn / n! +sin (c+πn/2) x n+1/(n+1)! 

Здесь  также   lim Rn (x) =lim sin (c+πn/2) x n+1/(n+1)! = 0 

3. f(x)=cosx.  Найдём  f'(x)= -sinx; f''(x)= -cosx; f''' (x)=sinx;  

f(iv)(x)=cosx; f(v)(x)= -sinx;...... f(n)(x)=cos(x+ nπ/2). 

f(0)=1; f'(0)=0; f''(0)= -1;  f''' (0)=0; f(iv)(0)=1; f(v)(0)=0;..... 

f(n)(x)=cos (nπ/2); f(n+1)(c)=cos(c+ nπ/2) 

Формула Маклорена  
cosx = 1- x2/2!+x4/4!-.....+cos πn/2  xn/n! + cos( c+ πn/2) xn+1/(n+1)! 

и в этом случае, limRn(x)= limcos(c+πn/2) xn+1/(n+1)! =0 

    

Лекция № 16. Исследование поведения функции. Возрастание и 

убывание функции. Экстремумы функции. Наибольшее и 

наименьшее значение функции на отрезке 

  

Исследование поведения функции. Возрастание и убывание 

Определение. Функция f(x) называется возрастающей в интер-

вале (а,b), если для любых значений х1и х2 из этого интервала, х1 < 

х2, выполняется неравенство f(x1)<f(x2). Иными словами, функция 

f(x) возрастает в интервале (а,b), если большему значению аргу-

мента х соответствует большее значение функции.  

Аналогично определяется убывающая функция. 

Теорема (необходимое условие возрастания). Если функция f(x), 

имеющая производную в интервале (а,b), возрастает в этом интер-

вале, то её производная f’(x)≥0 на (а,b).и обратно, (достаточное 

условие возрастания) если функция f(x) непрерывна на отрезке [а,b] 

и дифференцируема в интервале (а,b) и f’(x)>0 в (а,b), то эта функ-

ция возрастает в (а,b). 
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Доказательство.  Необходимость. Пусть f(x) возрастает на 

(а,b). Рассмотрим отношение: 

f (x + Δx)- f(x)/ Δx  ;   x(а,b).Так как f(x) возрастает в (а,b), то 

f(x+Δx)-f(x)>0 при Δx>0 и f(x+Δx)-f(x)<0 при Δx<0.В обоих случаях 

f (x + Δx)- f(x)/ Δx>0. Следовательно, Limf (x + Δx)- f(x)/ Δx ≥0, но 

Limf (x + Δx)- f(x)/ Δx  = f'(x) , т.е f'(x) ≥0,     что и требовалось дока-

зать. 

Достаточность. Пусть теперь f' (x)>0 при всех хЄ(а,b). 

Рассмотрим два любых значения х1и х2, х1<х2,    х1, х2Є(а,b). 

По теореме Лагранжа о конечных приращениях f(x2)-f(x1)=f' 

(c)(x2-x1), х1<С<х2.  По условию  f' (c)>0, x2>x1, следовательно, f(x2)-

f(x1)>0 или f(x2)>f(x1). А это значит, что функция f(x) возрастает в 

интервале (а,b). 

Аналогичным образом доказывается теорема для убывающей 

функции.  

Геометрический смысл теоремы. Если в интервале (а,b) функ-

ция f(x) возрастает, то касательная к кривой y=f(x) в каждой точке 

образует острый угол с осью Ох. (в некоторых точках касательная 

параллельна оси Ох).  

Если функция f(x) убывает в интервале (а,b), то угол наклона ка-

сательной к кривой у=f(x)-тупой (в некоторых точках этот угол ра-

вен 0). 

Теорема позволяет определять интервалы возрастания и убыва-

ния функции.  

Рассмотрим примеры. Найти интервалы возрастания и убыва-

ния функции.  

1. у=x /(1-x2   Решение. D(y)=[-1;1].  Найдём производную. 

у'= x' /( 1- x2 )+ x(  1-x2 ) '= 1- x2 +x (2х)/2  1- x2 =  1-x2- x2/  1-x2 =  

1- x2 -x2/  1-x2  =  1-2x2/  1-x2 . Приравниваем производную нулю: 1-

2х2=0;  х2=1/2;  х=±1/ 2 . Таким образом, в интервале (-1; -1/ 2

)U(1/2; 1) функция убывает; в интервале (-1/ 2 ; 1/ 2 ) функция 

возрастает.  

2. у=lnx-arctgx  Решение.  D(y)= )(0, . Найдём у’= 1/x - 1/ 1+x2 

= 1+ x2- x / x ( 1+ x2) 

у'= 1+x2-x/x( 1+ x2) =0; 1+х2-х=0.  х2-х+1=0. D=1-4<0. 

Это значит, что х2-х+1>0 во всей области определения. Следо-

вательно, функция возрастает в интервале )(0, . 
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Экстремумы функции (максимум и минимум) 

Определение. Функция )(xfy   имеет в точке 0x  максимум, если 

существует такая окрестность точки 0x , что для всех точек x  из 

этой окрестности ( x= 0x ) выполняется неравенство )()( 0xfxf  . Число 

)( 0xf  называется максимумом функции )(xf . 

Определение. Функция )(xfy   имеет в точке 1x  минимум, если 

существует такая окрестность этой точки, что для всех точек x  из 

этой окрестности ( x= 1x ) выполняется неравенство )()( 1xfxf  . Число 

)( 1xf  называется минимумом функции )(xf . 

Определение. Максимумы и минимумы функции )(xf  называ-

ются ее экстремумами. 

Теорема (необходимое условие экстремума). Если дифферен-

цируемая функция )(xf  имеет экстремум в точке 1x , то ее производ-

ная в этой точке равна нулю, т.е. 0)( 1  xf  

Доказательство. Пусть для определенности функция )(xf  имеет 

в точке 1x  максимум. Тогда при достаточно малой абсолютной ве-

личине x  - 0)()( 11  xfxxf  

Рассмотрим отношение 
x

xfxxf



 )()( 11 . Очевидно, что 

0
)()( 11 





x

xfxxf
 при 0x  и 0

)()( 11 




x

xfxxf
 при 0x .По опреде-

лению производной 

)(
)()(

lim 1

11

0
xf

x

xfxxf

x







 

Таким образом, получим, что 0)( 1  xf  при 0x , и 0)( 1  xf  при 

0x  (по теореме о пределе).Так как )( 1xf   есть определенное число, 

то неравенства 0)( 1  xf  и 0)( 1  xf  совместимы, если 0)( 1  xf . Теоре-

ма доказана. 

Из доказанной теоремы следует, что если функция имеет произ-

водную при всех значениях x , то она может иметь экстремум толь-

ко в точках, в которых производная равна нулю. Обратное утвер-

ждение неверно. Производная от функции может обращаться в 

нуль в некоторой точке, но функция не имеет в этой точке ни мак-

симума, ни минимума. 

Например, функция 3xy   не имеет экстремума при 0x , хотя ее 

производная 23xy   обращается в нуль при 0x . 
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Возможен случай, когда в некоторой точке производная )(xf   не 

существует, но функция )(xf  может иметь в этой точке максимум 

или минимум.  Таким образом, функция может иметь экстремум в 

точках, где производная существует и равна нулю, и в точках, где 

производная не существует. 

Определение. Точки, в которых производная равна нулю или не 

существует, называются критическими точками. 

Теорема (достаточное условие экстремума). Пусть функция 

)(xf  непрерывна в некотором интервале, содержащем критическую 

точку 0x  и дифференцируема во всех точках этого интервала ( за 

исключением, быть может, самой точки 0x ). Если при переходе че-

рез точку 0x  слева направо производная меняет знак с плюса на ми-

нус, то в точке 0x  функция имеет максимум. Если при переходе че-

рез точку 0x  слева направо производная меняет знак с минуса на 

плюс, то в точке 0x  функция имеет минимум. 

Доказательство. Пусть при переходе через критическую точку 

0x  производная меняет знак с плюса на минус. Тогда для точек x , 

достаточно близких к точке 0x  будем иметь: 

0)(  xf  при 0xx  ;  0)(  xf  при 0xx   

Применим теорему Лагранжа к разности )()( 0xfxf  : 

))(()()( 00 xxcfxfxf  , где с лежит между x  и 0x  

1. Для 0xx  ,  00  xx ,  0)(  cf . Поэтому 0)()( 0  xfxf , т.е. 

)()( 0xfxf   

2. Для 0xx  ,  00  xx ,  0)(  cf . Поэтому 0)()( 0  xfxf , т.е. 

)()( 0xfxf   

Мы получили, что в точках, близких к точке 0x , слева и справа, 

значения функции меньше чем в точке 0x .Значит в точке 0x  функ-

ция )(xf  имеет максимум. Аналогично доказывается достаточное 

условие максимума. 

На основании рассмотренных теорем можно сформулировать 

правило для исследования функции на экстремум: 

1. Находим первую производную )(xf  . 

2. Находим критические точки, т.е. находим точки, где произ-

водная равна нулю или не существует. 

3. Исследуем знак производной слева и справа от критической 

точки. 
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4. Вычисляем значения функции в критических точках. 

Пример. Исследовать функцию 22 )12()(  xxxf  на экстремум. 

Решение: 1. Находим производную 

)6)(12(4)12(2)12(2)( 22  xxxxxxxxf . 

2. Приравниваем к нулю )(xf  :  0)6)(12(4  xxx  

Критические точки: 12    ;6   ;0 321  xxx  

3. Исследуем знак производной: При переходе через точки 0x  

и 12x  слева направо производная меняет знак с минуса на плюс, а 

при переходе через точку 6x  производная меняет знак с плюса на 

минус. 

Следовательно, в точках 0x  и 12x  функция имеет минимум, а 

в точке 6x  функция имеет максимум. 

4. Находим значение функции в критических точках: 
0)12()0(min  yyy    1296)6(max  yy  

Наибольшее и наименьшее значение функции 

Как мы знаем, непрерывная на отрезке функция принимает на 

этом отрезке свои наибольшее и наименьшее значения: 

Допустим, что М – наибольшее значение и m – наименьшее зна-

чения функции )(xf  на отрезке ],[ ba .Чтобы найти наибольшее и 

наименьшее значения непрерывной на отрезке ],[ ba  функции нужно: 

1. Найти критические точки, лежащие на отрезке ],[ ba . 

2. Определить значения функции в этих критических точках. 

3. Найти значение функции на концах отрезка. 

4. Из всех полученных выше значений функции выбрать 

наибольшее, оно будет наибольшим значением функции на отрезке. 

Из всех полученных выше значений функции выбрать 

наименьшее, оно будет наименьшим значением функции на отрез-

ке. 

Пример. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

)10()( xxxf  . 

Решение. Найдем область определения функции, решив нера-

венство 0)10(  xx .Область определения: ]10,0[)( yD .Значит нужно 

найти наибольшее и наименьшее значение функции на отрезке ]10,0[  

1. Находим производную: 
)10(

)5(

)10(2

210

xx

x

xx

x
y









 .  0y  при 5x  
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2. Находим 5)510(5)5( y  

3. Находим значения функции на концах отрезка 0)10()0(  yy  

4. Наибольшее значение М=5, наименьшее значение m=0. 

Лекция №17. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба. Асимп-

тоты. Полное исследование функций 

 

Выпуклость, вогнутость кривой. Точки перегиба 

Определение. Кривая называется выпуклой вверх на интервале 

),( ba , если все точки кривой лежат ниже любой ее касательной в 

этом интервале. 

Определение. Кривая называется выпуклой вниз на интервале 

),( ba , если все точки кривой лежат выше любой ее касательной в 

этом интервале. 

Кривую, выпуклую вверх, будем называть выпуклой, а кривую, 

выпуклую вниз – вогнутой. 

Теорема ( достаточное условие выпуклости). Если в точках 

интервала ),( ba 0)(  xf , то кривая выпукла в этом интервале. 

Доказательство. Пусть 0x  - произвольная точка интервала ),( ba . 

Проведем касательную в этой точке ))(,( 00 xfx . )(xfy   - это уравнение 

кривой. Пусть ))(()( 000 xxxfxfy   - уравнение касательной. Теоре-

ма будет доказана, если мы докажем, что разность 0 yy . Пред-

ставим разность ))(()()( 000 xxxfxfxfyy   в следующем виде: 

))(())(( 000 xxxfxxcfyy   

(к разности )()( 0xfxf   мы применили теорему Лагранжа). Здесь с 

лежит между x  и 0x . 

))()(()))(()(( 00100 xxxccfxxxfcfyy   

(применили теорему Лагранжа к разности )()( 0xfcf  ). Точка 1с  ле-

жит между с  и 0x .Таким образом, имеем ))()(( 001 xxxccfyy   

1. Пусть 0xx  . Тогда xccx  10 . Но в этом случае 00  xx , 

00  xс , 0)( 1  cf  по условию. И мы получим: 0 yy  

2. . Пусть 0xx  . Тогда xccx  10 . Но в этом случае 00  xx , 

00  xс 0)( 1  cf  по условию. И мы получим: 0 yy . Таким образом, 

мы доказали, что любая точка кривой лежит ниже любой ее каса-

тельной. Это значит, что кривая выпукла.Аналогично можно дока-
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зать, что если в интервале ),( ba  производная 0)(  xf , то кривая 

)(xfy   вогнута в интервале ),( ba . 

Определение. Точка кривой, отделяющая выпуклую часть гра-

фика от вогнутой, называется точкой перегиба. 

Теорема (достаточное условие перегиба). Пусть непрерывная 

кривая определяется уравнением )(xfy  . Если 0)( 0  xf  или )( 0xf   не 

существует и при переходе через значение 0xx   производная )(xf   

меняет знак, то точка кривой с абсциссой 0xx   есть точка перегиба. 

Доказательство. 1. Пусть 0)(  xf  при 0xx   и 0)(  xf  при 0xx  . 

Тогда при 0xx   кривая выпукла, а при 0xx   кривая вогнута, т.е. в 

точке 0xx   - перегиб. 

2. Если при 0xx  0)(  xf  и при 0xx  0)(  xf , то при 0xx   кривая 

вогнута, а при 0xx   выпукла. Тогда в точке 0xx   - перегиб. Теорема 

доказана. 

Пример. Найти точку перегиба графика функции xarctgxy   

Решение. Найдем производные y   и y   

2

2

2

2

2 11

11
1

1

1

x

x

x

x

x
y










  

2222

33

22

22

2

2

)1(

2

)1(

222

)1(

2)1(2
)

1
(

x

x

x

xxx

x

xxxx

x

x
y















  

Приравняем y   к нулю:  0   ,0
)1(

2
22




 x
x

x  

При 0x 0y , при 0x 0y .Следовательно, при 0x  график 

функции имеет перегиб.  000)0(  arctgyynep  

Асимптоты 

Определение: Асимптотой кривой называется такая прямая, что 

расстояние от точки М кривой до прямой при неограниченном уда-

лении точки М от начала координат стремится к нулю.Асимптоты 

бывают вертикальные и наклонные. 

1. Вертикальные асимптоты. Прямая х=а будет вертикальной 

асимптотой кривой у=f(x), если 


)(lim
0

xf
aV

 или 


)(lim
0

xf
aV

 

Пример. Кривая 
1


x

x
y  имеет вертикальную асимптоту х=1, 

таккак 
 1

lim
1 x

x

x
. 
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2. Наклонные асимптоты. Пусть у=kх+b наклонная асимптота, 

M(х,у)- точка кривой, N- точка, лежащая на асимптоте. MР- рассто-

яние от точки М до асимптоты. По определению асимптоты 

0lim 


MP
x

. Из треугольника MNP находим cos
MN

MP
, откуда 

cos

MP
MN  ; Тогда, если 0lim 


MP

x
, то 


MN

x
lim 0          и наоборот. 

Поэтому, чтобы прямая явилась асимптотой кривой, достаточно 

чтобы 0MN , т. е. абсолютная величина разности ординат асимп-

тоты и кривой стремилась к нулю при 0x  

Если уравнение асимптоты у=kх+b, то )()(
_

bkxxfyyMN   и 

0)()(limlim 


bkxxfMN
xx

 Найдём k и b.Вынесем х за скобки. Тогда 

будем иметь 0
)(

lim 










 x

b
k

x

xf
x

x
  Так как x , 0

)(
lim 











 x

b
k

x

xf

x
, но 

0lim 
 x

b

x
. Следовательно  0

)(
lim 







k

x

xf

x
, откуда 

x

xf
k

x

)(
lim


   (1).  Зная k, 

b найдём из условия, что   0)(lim 


bxkxf
x

 т.е.  xkxfb
x




)(lim     (2) 

Итак, y=kx+b, где k и b находятся по формулам (1) и (2) есть 

уравнение наклонной асимптоты. В частности, при к=0 мы получа-

ем горизонтальную асимптоту y=b. 

Пример. Найти асимптоты кривой 
14

2

3




x
xy  

Решение .  Вертикальные асимптоты находим из условия:      

4х2-1=0; 4х2=1; 
2

1
x  .  Прямые 

2

1
x  являются вертикальными 

асимптотами, так как    





  )12)(12(

lim
14

lim

3

0
2

12

3

0
2

1 xx

x
x
x

xx

; 



  )12)(12(

lim
)14(

lim

3

0
2

12

3

0
2

1 xx

x
x
x

xx

 





  )12)(12(

lim
14

lim

3

0
2

12

3

0
2

1 xx

x
x
x

xx

;





  )12)(12(

lim
)14(

lim

3

0
2

12

3

0
2

1 xx

x
x
x

xx

 

Уравнение наклонной асимптоты y=kx+b. 

 

Находим 
4

1

1
4

1
lim

)14(
lim

)(
lim

2

2

3











x
x
x

xxx xx

xf
k  
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  0

)
2

1
4(4

1
lim

)124(4
lim

4

1

124

3
lim)(lim 


























x
xxx

x

x
x

x

x

x
kxxf

x
b

 

Наклонная асимптота.  xy
4

1
  

Схема общего исследования функции 

Полное исследование функции включает: 

1. Нахождение области определения функции. 

2. Определение точек разрыва функции. 

3. Нахождение интервалов возрастания и убывания функции.  

4. Нахождение максимумов и минимумов функции.  

5. Определение интервалов выпуклости и вогнутости графика 

функции.  

6. Нахождение точек перегиба. 

7. Нахождение асимптот графика функции.  

8. Построение графика функции.  

Замечание. Полезно также предварительно некоторые особен-

ности функции: (если они имеются); чётность, нечётность, перио-

дичность, а также найти точки пересечения графика функции с 

осями координат. 

Примеры. Построить графики следующих функций, проведя 

предварительно её полное исследование. 

x

x
y

2
4

4


  

1. Область определения );()( yD  

2. Точек разрыва нет. 

3. Интервалы возрастания и убывания. 

Находим 
)

22

2
/

4(

416

x

xy



 . Находим критические точки:16-4х2=0; х=-

2, х=2. В интервале );2()2;(   функция убывает, в интервале (-2;2) 

возрастает. 

4. Находим экстремумы функции; y/=0 при х=+-2 

При переходе через точку х=-2 производная меняет знак с мину-

са на плюс, а при переходе через точку х=2 производная меняет 

знак с плюса на минус. Значит, при х=-2 функция имеет минимум, а 

при х=2 функция имеет максимум. 

Найдём Ymin=y(-2)=4(-2)/(4+4)=-1      Ymax=y(2)=4*2/(4+4)=1 
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5. Интервалы выпуклости и вогнутости графика функции. Нахо-

дим 

     x

x

x

xx

x

x

x

xy
xxx

2

)12(8

2

))4(4)4(2(
*4

2 2

2

*4
4(

416

444

4

)
3

2

3

22

/

22

2
//

















 
























  

Y//=0: 8x(12-x2)=0;  x=0;  x2=12;  32x  

График функции вогнутый в интервале );32()0;32(    и выпук-

лый в интервале )32;0()32;(   

6. При переходе через точки х=0 и 32x  вторая производная 

меняет знак; следовательно, график функции имеет перегиб в этих 

точках. 

Найдём у(0)=0; 
2

3
)32( y ;  

2

3
)32( y . Итак в точках М1(0;0); 

М2 )
2

3
;32(  ;  М3 )

2

3
;32(  график функции имеет перегиб. 

7. Вертикальных асимптот нет, т. к. функция всюду определена. 

Найдём наклонную асимптоту.  

2

)

( ) 4
lim lim 0

(4x x

f x x
k

x xx
 

  


  0
)4(

4
lim)(lim

2







x

x
kxxfb

xx  

у=0- горизонтальная асимптота.Заметим также, что при х=0 и 

у=0, т.е. график функции проходит через начало координат. 

Так как )(
4

4
)(

2
xy

x
xy

x



 , то функция чётная, и её график 

симметричен относительно начала координат. 

При х>0, y>0,  при x<0- y<0. График функции находится в пер-

вой и третьей четвертях. 

8. Учитывая все данные исследования, построим график функ-

ции. 

Лекция № 18. Неопределенный интеграл. Замена переменной. 

Интегрирование по частям 

Неопределенный интеграл 

Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на 

промежутке (a;b), если для всех x(a;b) выполняется равенство 

F(x) = f(x).Например, для функции x2первообразной будет функция 

x3/3.Если для F(x) установлено равенство dF(x) = f(x)dx, то F(x)  

первообразная для f(x), так как  
 

 xF
dx

xdF
xf  . 
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Рассмотрим две теоремы, которые называются теоремами об 

общем виде всех первообразных данной функции. 

Теорема 1. Если F(x) – первообразная для f(x) на (a;b), то 

F(x) + C, где C – число, тоже первообразная для f(x) на (a;b). 

Доказательство.  (F + C) = F + C = f + 0 =  f 

По определению F + C первообразная для f.Прежде чем рас-

смотреть теорему 2, докажем две вспомогательные теоремы. 

Вспомогательная теорема 1. Если функция g(x) постоянна на 

(a;b), то g(x) = 0. 

Доказательство. Так как g(x) = C, справедливы равенства: 

g(x) = C = 0 (здесь, как и ниже, через C обозначено произвольно 

выбранное число). 

Вспомогательная теорема 2 Если g(x) = 0 при всех x(a;b), 

то g(x) = C на (a;b). 

Доказательство. Пусть g(x) = 0 во всех точках (a;b). Зафик-

сируем точку x1(a;b). Тогда для любой точки x(a;b) по формуле 

Лагранжа имеем   g(x) – g(x1) = g()(x – x1)  

Так как (x; x1), а точки x и x1 принадлежат промежутку (a;b), 

то g() = 0, откуда следует, что g(x) – g(x1)=0, то есть 

g(x) = g(x1)=const.  

Теорема 2. Если F(x) есть первообразная для f(x) на проме-

жутке (a;b), а G(x) – другая первообразная для f(x) на (a;b), то 

G = F + C, где C – число. 

Доказательство. Возьмем производную от разности G – F: 

(G – F) = G – F = f – f = 0. Отсюда следует: G – F = C, где C 

число, то есть G = F + C. 

Множество всех первообразных для функции f(x) на проме-

жутке (a;b)называется неопределенным интегралом и обозначает-

ся f(x)dx. Если F(x) – первообразная для f(x), то f(x)dx = F(x) + C, 

где C – произвольное число. 

Вычисление неопределенного интеграла от заданной функции 

называется интегрированием. 
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Из определения неопределенного интеграла следует, что каждой 

формуле дифференциального исчисления F(x) = f(x) соответствует 

формула f(x) dx = F(x) + C интегрального исчисления. Отсюда по-

лучается таблица неопределенных интегралов: 

 

1)  dx = x + C; 7)  cosx dx = sinx + C; 

2)  x
dx=

1α

1α



x
(1); 8)   Cx

x

dx
tg

cos2
; 

3) Cx
x

dx
 ln ; 9)   Cx

x

dx
ctg

sin2
; 

4)  exdx =ex+C; 10) 

;ctgarc

tgarc
12

Cx

Cx
x

dx






  

5)  a
xdx =axlogae+C   (1) ; 11) 

;arccos

arcsin
1 2

Cx

Cx
x

dx







 

6)  sinx dx=-cosx + C; 12) 
 

C
xa

x

axax

dx






 ln

1
. 

 

Неопределенный интеграл обладает следующими свойствами: 

 

1) ( f(x) dx )=f(x); 4) d f(x)=f(x)+C ; 

2) f (x) dx= f(x)+C; 5) kf(x)dx=kf(x) dx; 

3) d f(x) dx= f(x)dx; 6) (f(x)+g(x))dx= f(x) dx+g(x) dx ; 

7)  Если f(x) dx = F(x) + C, то f(ax+b) dx =   CbaxF
a


1

(a 0). 

 

Все эти свойства непосредственно следуют из определения. 

 

Интегрирование методом замены переменной или способ под-

становок 

Пусть требуется найти интеграл  dxxf )( , причем непосредствен-

но подобрать первообразную для f(x) мы не можем, но нам извест-

но, что она существует. 
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Сделаем замену переменной в подынтегральном выражении, 

положив                                           )(tx  ,                                          (1) 

где )(t -непрерывная функция с непрерывной производной, имею-

щая обратную функцию. Тогда    dttdx )( . Докажем, что в этом 

случае имеет место следующее равенство 

   dtttfdxxf )())(()( 
                                           

(2) 

Доказательство:     )())(( xfdxxf . Правую часть равенства (2) 

будем дифференцировать по x как сложную функцию, где t-

промежуточный аргумент. 

;
)(

1
);(

tdx

dt
t

dt

dx







 
Таким образом имеем 

    );()]([)()]([))()(())()(( xftfttf
dx

dt
dtttfdttt tx     

Следовательно, производные по x от правой и левой частей ра-

венства (2) равны.При интегрировании иногда целесообразнее под-

бирать замену переменной в виде не x= (t),а      )(xt  . Пусть нуж-

но вычислить интеграл    


)(

)(

x

dxx




    здесь удобно, tx )( , dtdxx  )(  

  


cxct
t

dt

x

dxx
)(lnln

)(

)(





 

Пример 1:     xdxx cossin . xt sin , xdxdt cos . 

    cxctdttdttxdxx 2

3

2

3

2

1

sin
2

3

3

2
cossin  

Пример 2:   



 2

222

)(1

1

a

x

dx

axa

dx
,  

a

x
t  dx

a
dt

1
 adtdx   

    












c
a

x
arctg
a

carctgt
at

dt

at

adt

a

a

x

adt

axa

dx 11

1

1

1

1

)(1

1
222

2
222

 

  



cxxct

t

dt
dx
xx

x
ln3lnln

ln3

ln1
 

Интегрирование по частям 

Пусть u и v - две дифференцируемые функции от х. Тогда, как 

известно, дифференциал произведения uvвычисляется по следую-

щей формуле    vduudvuvd )(    отсюда интегрируя получим 

   vduudvuvd )(        или         vduuvudv                                            (1) 

формула (1) называется формулой интегрирования по частям. 
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Для применения этой формулы подынтегральное выражение 

следует представить в виде произведения одной функции на диф-

ференциал другой функции. 

1.Если под интегралом стоит произведение логарифмической 

или обратной тригонометрической функций на алгебраическую, то 

за u обычно принимают не алгебраическую функцию. 

2.Если     )()( xPxf n G(x),где G(x)-обратная тригонометрическая 

функция или f(x)=P n (x)log a x   т.е. интегралы вида: 

 nP (x)arcsinxdx,  nP (x)arccosxdx,   nP (x)arctgxdx,     arcctgxdxPn

или 

dx

arcctgx

arctgx

x

x

xPn

























arccos

arcsin

)(  

Пример 1. 

   



 c

x
x

x
xdxx

x
dx
x

x
x

x
V

x
dudx

x

dVxdxux
xdxx

22

1
ln

22

1
ln

2

1

2
ln

22
1

       ln
ln

222222

 

 












 cxxarctgxdx
x

x
xarctgx

x

dx
du

uarctgx

arctgxdx 2

2
2

1ln
2

1

1xv

dxdv
    

1

 

  






 







 dxexxxxxxe

xx
x

V

dxxxdV

due

ue
dxexx xx

x

x

x )5
3

1
()5

3

1
(

5
3

)52(

    )52( 2323

2
3

2

2

 
Задача  усложняется, поэтому за u надо брать   522  xxu  

2. Если под интегралом стоит произведение тригонометриче-

ской или показательной функции на алгебраическую, то за u обыч-

но принимают алгебраическую функцию. 
















 dx

e

ax

ax

xP
ax

n cos

sin

)(  

Пример 2.  







 dxxexe

eV

dVdxe

dxdu

xu
xdxe xx

x

x

x cossin
cos

sin
sin  

 







 xdxexe

eV

dxedV

xdxdu

xu
dxxe xx

x

x

x sincos
sin

cos
cos  

  xdxexexexdxe xxxx sincossinsin  

    cxxexdxexxexdxe xxxx )cos(sin
2

1
sin             cossinsin2  
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Лекция № 19. Интегрирование рациональных дробей.  

Разложение правильной рациональной дроби на простейшие 

 

Функция вида 
)(

)(

xQ

xP

n

m ,где  )( и  )( xQxP nm –многочлены степеней соот-

ветственно  m и n называются дробно-рациональной функцией или 

рациональной дробью. 

1) Если m<n, то дробь правильная 

2) Если mn, то дробь неправильная 

Если дробь неправильная, то разделив числитель на знаменатель 

можно представить данную дробь в виде суммы многочлена неко-

торой правильной дроби. Всякую неправильную и рациональную 

дробь можно представить в виде суммы   многочлена и правильной 

рациональной дроби,разделить числитель на знаменатель по прави-

лу деления монгочлена на многочлен. 

)(

)(
)(

)(

)(

xf

xF
xM

xQ

xP
n

n

m   

Здесь M(x)-многочлен; 
)(

)(

xQ

xP

n

m  -правильная дробь 

Интегрирование многочлена не представляет трудности и вся 

задача сводится к нахождению интеграла от правильной дроби. 

1)  
1

1
4

4





x

x
-неправильная     2)  

)1)(1(

92
3

2





xx

xx
-правильная  

3)  
34

1
2  xx

-правильная    4)  
xx

xxx

4

7852
3

234




-неправильная 

Oпределение: Правильные рациональные дроби видов  

1) 
ax

A


2)  

kax

A

)( 
 (k-целый положительный k≥ 2) 

3)  
qpxx

BAx




2

(корни знаменателя комплексные, т.е. D<0) 

4) 
kqpxx

bAx

)( 2 

  ( 2k )0
4

2

 q
p

 

называются простейшими дробями I, II, III, IV типов. 

Интегрирование простейших дробей типа I, II, III  не составляет 

большой трудности.  

 


caxAdx
ax

A
ln)1  

c
k

ax
AaxdaxAdx

ax

A
k

k

k








 




1

)(
)()(

)(
)2

1
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c
p

q

p
x

arctg
p

q

p
AB

qpxx
A

c
a

t
arctg
a

p
AB

at
A

at

dtp
AB

at

tdt
Adt

at

B
p

tA

dtdx

p
tx

a
p

qt
p

x
































 

4

2

4

)
2

(

ln
2

1
)

2
(

ln
2

)
2

(

)
2

(

2

4
       

2

22

2

22

222222

2
2

 
Пример 1. 






























4
7

4
3

4

4)1(3
1

1

4)1(

43

52

43
22222 t

dt

t

tdt
dt

t

t

dtdx

tx

tx

dx
x

x
dx

xx

x
 

c
x

arctgxxc
t

arctgt 



2

1

2

7
52ln

2

3

22

7
4ln

2

3 22  

Более сложных вычислений требует интегрирование простей-

ших дробей IV типа. 





dx

qpxx

BAx
k)( 2

 

c
k

at
atdat

A

at

atdA
J

k
k

k















 1

)(

2

1
)()(

2)(

)(

2

122
2222

22

22

 

c
atk

J
k





122 ))(1(2

1
 

 























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








 dt
at

t
J

a

dt
at

t

a
dt

at

at

a
dt

at

tat

aat

dt
j

kk

kkkkk

)(

1

)(

1

)(

1

)(

1

)(

22

2

12

22

2

222

22

222

222

222

 

1122

122122

122

22

2

22

2

)1(2

1

))(1(2

))(1(2))(1(2

))(1(2

1

)(
     

)(











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







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


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




kk

kk

k

k

k

J
katk
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atk

dt

atk

t

atk
V

dVdt
at

t

dudt

ut
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at

t

 

























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  





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



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Подставляя в интеграл 4-го типа найденные интегралы  J , kJ , 

получим  

212211222
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))(1(2)1(2

23
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


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













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Пример 2. 
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Пример 3. 
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Всякую правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP

n

m , где m<n можно 

разложить в сумму простейших дробей. Это разложение зависит от 

разложения знаменателя )(xQn  на линейные и квадратичные множи-

тели. 

Пусть  )()()()()( 22 SRxxqpxxbxaxxQn   

n  22 a, b, p, q, R, S – const, , , ,  - натуральные числа 

Теорема: Всякую правильную рациональную  дробь 
)(

)(

xQ

xP

n

m , где 

 )()()()()( 22 SRxxqpxxbxaxxQn      можно разложить в виде: 
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


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DxC

qpxx

DC

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP

n

m




















































 

Простым действительным линейным множителям знаменателя 

соответствуют простейшие дроби I,II типов, а квадратичным мно-

жителям соответствует I и IV типа. 

Итак, можно вписывать правило интегрирования рациональных 

дробей. 

1. Если рациональная дробь неправильная, то путем деления 

числителя на знаменатель выделить из нее целую часть и записать 

эту дробь как суммы этой целой части и правильной дроби. 

2. Знаменатель правильной дроби разложить на линейные и 

квадратичные множители. 

3. Правильную дробь разложить в сумму простейших дробей с 

неизвестными коэффициентами. 

4. Найти эти неизвестные коэффициенты. 

5. Найти интеграл от целой части и от полученных простейших 

дробей. 

Рассмотрим примеры. 

Пример 4.      


dx

xxx

xx

)13)(3)(2(

252520 2

 

)13)(3)(2()(  xxxxQ  Все корни действительные и различные в 

этом случае дробь  
)(

)(

xf

xF
 разлагается на простейшие дроби I типа 

 











dx

x

C
dx

x

B
dx

x

A
dx

xxx

xx

1332)13)(3)(2(

252520 2

 

1332)13)(3)(2(

252520 2














x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

)3)(2()13)(2()13)(3(252520 2  xxCxxBxxAxx  

Для нахождения A,B,C применим метод частных значений. 

при  x=-2      35А=105       А=3 

при  x=3       40В=80          В=2 

при 
3

1
x 25

3

25

9

20
)

3

8
(

3

7
 C ; c=5 

cxxx
x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxx

xx














 13ln

3

5
3ln22ln3
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2
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)13)(3)(2(

252520 2
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Пример 5. 



dx

xx

xx

)3()2(

22
2

2

)3()2()( 2  xxxQ  

Корни знаменателя действительны, причем некоторые из них 

кратные 
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


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
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xx

xx
 

)3()3)(2()2(22 22  xCxxBxAxx  

Метод частных значений: 22)3()3)(2()2( 22  xxxCxxBxA  

При x=2   5c=10; c=2; при x=-3; 25A  =5; 
5

1
A  

При x=0      4A-6B+3c=2; ;
5

4
;266

5

4
 BB  

    
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Пример 6. 
 )1)(1( 2 xx

xdx  

)1)(1()( 2  xxxQn
. Среди корней знаменателя есть комплексные 

неповторяющиеся (т.е. различные). 
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полагая x=1  2c=1; c=
2

1
полагая x=0  x=0  C-B=0;   B=C;   B=

2

1
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I-интеграл был рассмотрен в примере №2 IV типа. 

Из всего вышеизложенного следует, что интеграл от  рацио-

нальной функции может быть выражен через элементарные функ-

ции в конечном виде, а именно: через логарифмическую функцию-

в слу-чае I типа, через рациональную функцию-в случае II типа, че-

рез ло-гарифмическую и arctg-в случае III типа, через рациональ-

ную и arctg -в случае IV типа. 

Лекция № 20.  Интегралы от тригонометрических функций 

1. Рассмотрим интегралы вида   cosx)R(sinx,   ;)cos,(sin dxxxR  рацио-

нальная функция относительно функций. Такие интегралы приво-

дятся к интегралам от рациональной функции с помощью подста-
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новки  tg t
x


2
    (универсальная подстановка).   Выразим sinx, cosx, 

иdx через t. 

;
2

arctgt
x
     x=2arctgt;    dx=
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
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Пример.  
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Итак, интеграл вида I всегда может быть приведен к интегралу 

от рациональной функции с помощью универсальной подстановки. 

Но вычисление этих интегралов с такой подстановкой приводит 

к сложным преобразованиям. Покажем некоторые простые подста-

новки: 

1) Если интеграл имеет вид  xdxxR cos)(sin , то подстановка sinx=t , 

cosxdx=dt приводит этот интеграл к виду:     dttR )(  

2) Если интеграл имеет вид;  xdxxR sin)(cos ,  то он приводится к 

интегралу от рациональной функции заменой cosx=t, -sinxdx=dt. 

3) Если подинтегральная функция зависит только от tgx, то за-

мена tgx=t, x=arctgt, 

dx=
21 t

dt


приводит этот интеграл к интегралу от рациональной 

функции: .;
1

)()(
2t

dt
tRdxtgxR


   
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4) Если интегральная функция имеет вид: R(sinx, cosx), но sinx и 

cosx входят только  в четных степенях, то применяется та же под-

становка. tgx=t, так как sin 2 xи cos 2 x  выражаются рационально че-

рез tgx:  

 

cos ;
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22
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Пример:  
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
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1. Если подинтегральная функция является нечетной отно-

сительно sinx, т.е. а) R(-sinx.cosx)=-R(sinx.cosx), то t=sinx 

б) Если подинтегральная функция четная и относительно sinx и 

cosx 

R(-sinx,-cosx)=R(sinx,cosx),тоt=tgx. 

Пример  
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III. Рассмотрим интегралы вида  xdxx nm cossin  

а)числа m и n –целые и положительные , и хотя бы одно   из них 

нечетное число.  Пусть m=2k+1;   t=cosxsinxdx=-dt 

     dtttxdxxxxdxxxxdxx nnkknk k
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б)m и n –целые положительные и четные. Применяем формулы 

понижения степени   cos ;
2

2cos12 x
x


 sin ;

2

2cos12 x
x


 sinxcosx= ;

2

2sin x
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в)m и n –четные и хотя бы одно из них отрицательное. Здесь 

следует сделать замену tgx=t или ctgx=t 

Пример: 

;
5353

coscos

1

coscos

sin

cos

cos

1
1          

cos

sin

5353

42

22

2

24

2

2

2

2

6

2

c
xtgxtg

c
tt

dttdtt
x

dx

x
xtg

x

dx

x

x

x

dx
dt

x
xtgtgxt

dx
x

x









 
 

Произведения подинтегральной функции преобразуют в сумме 

по известным формулам:cosmxcosnx= ))cos()(cos(
2

1
xnmxnm   

sinmxsinnx= );)cos()(cos(
2

1
xnmxnm   

                       sinmxcosnx= );)sin()(sin(
2

1
xnmxnm   

  ;sin
k

1
coskxdx                               ;cos

1
sin ckxckx

k
kxdx  

Пример:     

1) ;4cos
12

1
8cos

16

1
)4sin8(sin

2

1
6cos2sin cxxdxxxxdxx    

2) ;4sin
8

1
2sin

2

1

2

1

2

4cos2cos
cos3cos cxxdx

xx
xdxx 


   

В функциях, интегралы от которых не выражаются через эле-

ментарные функции. 

Не всякая первообразная, даже тогда, когда она существует, вы-

ражается в конечном виде через элементарные функции. 

 

Например: 

dxe x


 2

        -интеграл Пуассона,  dxx
2cos      -интеграл Френеля  

dx
x

x


sin
      -интегральный синус,  dx

x

x


cos
      -интегральный ко-

синус    x

dx

ln
   -интегральный  логарифм,   dxe x


 22


   -интеграл 



120 

 

Лапласа,  все эти интегралы в конечном виде не выражаются и 

находят их приближенным способом. 

 

Лекция №21.  Интегралы от иррациональных функций 

 I. Рассмотрим интеграл    dxxxxR s

r

n

m

),...,,( R-рациональная функ-

ция. Пусть k-общий знаменатель дробей    
s

r

n

m
,..., . Сделаем подста-

новку:  dtktdxtx kk 1  ;   . Тогда каждая дробная степень x выражается 

через целую степень t и, следовательно, подинтегральная функция, 

преобразуется в рациональную функцию от t. 

Пример 1. 

cxx

cttdt
t

t
dttdt

t

t
t

t

dtt

t

dttt

tx

tx

dtddx

tx

x

dxx















































1ln
3

4

3

4

1ln
3

4

3

4

1
44)

1
(4

1
4

1

4
     

4
1

4

3

4

3

33

3

2
2

3

2
2

3

5

3

32

34

3

22

1

3

4

4

3

2

1

 

II. Рассмотрим интеграл вида 

dx
dcx

bax

dcx

bax
xR s

r

n

m

 















)...()(,  

Этот интеграл сводится к интегралу от рациональной функции с 

помощью подстановки. 
kt

dcx

bax





 k-общий знаменатель. Из этой замены найдем x и dx 

kk dtсxtbax  ;     
k

k

cta

bdt
x




  

dt
cta

cbdakt

dt
cta

cbcdtdctdakt
dt

cta

bdtcktctakdt
dx

k

k

k

kkk

k

kkkk

2

1

2

1

2

11

)(

)(

)(

)(

)(

)()(





















 

Заменяя x, dx и дробное выражение, получим интеграл от раци-

ональной функции. 

Пример 2.         Найти интеграл: 
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cxctxx

cttdttt
t

dttt

xt

dttdx

tx

x

xdx



















3 23 2

54
23

3

2

3

3

)3(
2

9
)3()3(

5

3

2

9

5

3
)3(3

3)3(

3

3

3

3  

III. Рассмотрим интеграл. 

  dxcbxaxxR ),( 2  

Такой интеграл приводится к интегралу от рациональной 

функции новой переменной с помощью следующих подстановок 

Эйлера. 

1. Первая подстановка Эйлера 

Если a>0, то полагаем    txacbxax 2 .  Возводим обе части 

в квадрат 222 2 txtaaxcbxax  . cttabx  2)2( . 

tab

ct
x

2

2




 , dt

tab

ctatabt
dx

2

2

)2(

)(2)2(2




 , t

tab

ct
atxacbxax 






2

2
2  

 Подставляя     cbxaxx 2,    и dx в интеграл    dxcbxaxxR ),( 2 , 

мы сведем  его к интегралу от рациональных функций от t. 

2. Вторая подстановка Эйлера.Если c>0, то полагаем 

2

2

222

2

2

2

:      2

ta

bсt
x

сtxtbax

xcсxttxcbxax

сxtcbxax












 

dt
ta

btcttac
dx

22

2

)(

)2(2)(2




 .   Подставляя     cbxaxx 2,    и dx в ин-

теграл    dxcbxaxxR ),( 2 , мы сведем  его к интегралу от рацио-

нальных функций от t. 

Пример 3.  dx
xxx

xx






22

2

1

11
.      

2

2

222

2

1

12
             ;21

121

11

t

t
xtxtx

xttxxx

xtxx









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2

2

2

2
2

2

2

2

22

2

2

22

2

22

22

22

2

1

2

1

1
111

1

1

1

12
1

1

12
11

)1(

222

)1(

2422

)1(

)12(2)1(2

t

tt

t

tt
xx

t

tt

t

ttt
t

t

t
xtxx

dt
t

tt
dt

t

ttt
dt

t

ttt
dx









































 

c
tt

dttdttdtt
t

tt

dt
ttt

ttttt

t
t

t

t

tt

dttttt
























 



53
)1(

)21(

)21(

)12)(1(

)1(2)1()2(

)1()
1

12
(

1

1

)222()2(

53
422

2

22

22

2222

22

22

2

222

 

3. Третья  подстановка Эйлера.  

Пусть и - действительные корни трехчлена    cbxax 2  

txcbxax )2(2   

Так как    ))((2   xxacbxax , то txxxa )())((   , 

22)())(( txxxa   , 
2

2

ta

ta
x







 

 IV. Рассмотрим интеграл     dx
cbxax

BAx






2
. 

dx

a

b

a

b
xa

a

Ab
Bdx

a

b

a

b
xa

a

b
x

A

dx

a

b

a

b
xa

B
a

Ab

a

b
xA

dx

a

b

a

b
xa

BAx

cbxax

dxBAx








































































42

1

2

42

)
2

(

42

2
)

2
(

42

)(

2222

22222

 

Если в этих интегралах произведем замену t
a

b
x 

2
, то первый 

из них приводится к интегралу от степенной функции 

cbxax
a

A

a

b

a

b
xa

a

A

a

b
at

a

A

a

b
at

a

b
atd

aA

dxdt
a

b
xt

I 










 

2
2

2
2

2

2
2

2
2

1
4

)
2

(
4

4

)
4

(
2

1

2 , 

а второй к табличному интегралу. 

Пример 5. 

cttt
t

dt

t

tdt

t

dtt

ttt

dtt

dtdx

txxt

xxt

xx

xdx
































1ln21
1

2
11

)2(

58444

)2(
2            2

)54(

54

22

222

2

2

2
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V. Во многих случаях для вычисления интегралов вида 

   dxcbxaxxR 2; ( 0a ) воспользуются тригонометрическими 

преобразованиями. Для этого из квадратного трехчлена выделяем 

полный квадрат и произведем замену
a

b
xt

2
 . Тогда 

)
4

(
2

22

a

b
catcbxax  . 

Рассмотрим всевозможные случаи: 

1. 0
4

,0
2


a

b
ca . В этом случае введем обозначения  2

2
2

4
, q

a

b
cpa    

тогда 2222 qtpcbxax  ; 

2. 0
4

,0
2


a

b
ca . В этом случае введем обозначения  

2
2

2

4
, q

a

b
cpa  , тогда 2222 qtpcbxax  ; 

3. 0
4

,
2


a

b
ca . В этом случае введем обозначения  2

2
2

4
, q

a

b
cpa   

тогда 2222 tpqcbxax  ; 

4. 0
4

,0
2


a

b
ca . Тогда  cbxax 2  не имеет смысла. 

Таким образом, интеграл    dxcbxaxxR 2; сводится к одному 

из интегралов     dtqtptR 222;
   

   dtqtptR 222;
   

   dttpqtR 222; .  

Первый из них с помощью замены tgz
p

q
t  , вторую 

zp

q
t

cos

1
 , а 

третью z
p

q
t sin  можно привести к рацион. функции от zsin  и zcos . 

VI. Интегралы вида: 


;
)( 2 cbxaxx

dx

  
Замена 

2
       ;

1
        ;

1

t

dt
dx

t
x

t
x    

Пример 6.  

;
4

31
arcsin

4

3
arcsin

)3(4

961667
    ;

1

167

22

22222

c
x

x
c

t

t

dt

tt

dt

ttt

tdtt

t

dt
dx

t
x

xxx

dx


























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Лекция  № 22. Определённый  интеграл.  Задачи,  приводящие  

к  определённому  интегралу. Формула  Ньютона-Лейбница. 

Замена  переменной  в  определённом  интеграле. Интегрирова-

ние по частям 

 

Задачи,  приводящие  к  определённому  интегралу 

Требуется  найти  площадь  любой  плоской  фигуры,  ограни-

ченной замкнутой  линией.Частный  случай:  Пусть  фигура  огра-

ничена  прямыми  х=а,х=b ,  осью  Ох  и  кривой  y=f(x),  причём   

f(x) ≥ 0.  Такая  фигура  называется  криволинейной  трапеци-

ей.Отрезок  [a , b]  разобьём  на  n  частей  точками  а=х0 ,  х1, ... , 

хn=b. Через  точки  деления  проведём  прямые параллельные    оси  

Оyи  получим  n  криволинейных  трапеций.Пусть  ΔS1 , ΔS2  ,ΔS3 , ..., 

ΔSn – площади  соответствующих  трапеций 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Найдем  площадь ΔSi.  Длина  отрезка     [xi-1 ,xi] считается  

настолько малым,  что ΔSi≈ f(ξi) Δxi .где    Δxi= хi-хi-1, 







n

i

ii
x

xfS
1

0max
)(lim   

при n→∞  точное  значение  площади  

Рассмотренная  задача  привела  к   определённому  интегралу. 

Определение  определённого  интеграла.  Пусть  дана  функ-

ция  у=f(x)  на  отрезке  [ a , b ]  непрерывная. 

Выполним  следующие  действия: 

)(xfy 

a b
a b

1ix ix
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1. Разобьём  отрезок  на  n – частей  

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b  [ x0 , x1 ] , [ x1 ,x2 ] ... [ xn-1 , xn]. 

2. В  каждом  из  отрезков   [ xi-1 ,xi ]  выберем  произвольно  по   

точке  ξi.  Находим   значение  функции  в   этих  точках  как  f(ξi) . 

Составим  произведение f(ξi)∆xi,где  ∆xi=xi- xi-1 

 

 

Пусть  n→∞, n- число  малых  отрезков,  причём  max │∆xi│→0 

0max0max

)(limlim


 
nn x

ii
x

n xf   

Определение. Конечный  предел  интегральной  суммы,  не за-

висящий  от  способа  разбиения  отрезка [а,b] на n- частей и от  

выбора  точек  ξi  в  каждой  из  них,  называется  определённым  

интегралом  от  функции f(х)  по  отрезку [а,b] 

 





n

i

b

a

ii
x

dxxfxf
i 1

0max
)()(lim   

здесь х–  интегральная переменная, f(х) – подынтегральная  функ-

ция,  f(х)dx– подынтегральное выражение, а – нижняя  граница  ин-

тегралов  или  нижний  предел, b– верхняя  граница  или  верхний  

предел 

Определение. Функция  у=f(х),  для  которых  существует инте-

грал называется интегрируемой  на  отрезке [а,b] 

Теорема. (О существовании  определённого  интеграла). 

Если  функция у= f(х)  непрерывна  на  отрезке  [а,b], то  она  

интегрируема  на  этом  отрезке. 

Условия  непрерывности  функции являются  достаточными  для  

существования  определённого  интеграла. 

В  общем  случае,  если  функция  ограничена  на  отрезке [а,b]  

и  имеет  конечное  число  точек  разрыва,  то  она  интегрируема. 

Свойства  определённого  интеграла. 

1. Если  поменять  местами  пределы  интегрирования,  то  ин-

теграл  изменит  свой  знак  

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

2.  

b

a

dxxf 0)(  

3.Постоянный  множитель  можно  вынести  за  знак  интеграла 





n

i

iini xfxfxfxf
1

2211 )()()()( 





n

i

iin xf
1

)(
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 

b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(  

4. Определённый  интеграл  от  суммы  или  разности  двух  

функций  равны  сумме  или  разности  двух  интегралов  от  этих  

функций 

 

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

5. Если [а,b] разбит  на  части  точкой с, где а<с<b, то  опреде-

лённый  интеграл  по  отрезку  [а,b]   равен  сумме  определённых  

интегралов  по  его  частям 

  

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()(  

Доказательство: Так  как  разбиение [а,b] выполняется  произ-

вольно , то и с можно  взять  за  с=хк 

     




b

a

b

c

n

ki

ii

b

a

n

i
x

ii
x

dxxfdxxfxfxfdxxf
ii

)()(lim)(lim)(
11

0max0max


 
6. Если  функция  не  отрицательна  на [а,b], то  определённый  ин-

теграл  также 

 

b

a

dxxf 0)(  

Доказательство: Так  как f(х)≥0  на  [а,b], то f(ξi)≥0,  f(ξi)∆x≥0, 

отсюда   

 


0)(lim
0max

ii
x

xf
i

  

7. Если f(х)≥φ(х)  на [а,b],  то   

 

Доказательство: Пусть f(х)≥φ(х)=>f(х)-φ(х)≥0  по  свойству 6. 

 

b

a

dxxxf 0))()((   

по свойству 4. 

 

 

8. Теорема  о  среднем. Если  функция у= f(х)  непрерывна  на  

[а,b] ,  то  внутри  этого  отрезка  существует  хотя  бы  одна  точка  

с,  для  которой  справедливо  равенство 

 
b

a

b

a

dxxdxxf )()( 

   

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxdxxfdxxdxxf )(0)(0)()( 
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 

b

a

abcfdxxf )()()(  

Доказательство: Так  как f(х)  непрерывна  на [а,b],  то  эта  

функция  имеет  наибольшее и  наименьшее  значения. М- 

наибольшее  значение, m- наименьшее  значение  для  всех  хє[а,b]    

m≤ f(х) ≤М. 

 

b

a

abMdxxfabm )()()(  

  

b

a

b

a

b

a

Mdxdxxfmdx )( ,      




b

a

Mdxxf
ab

m )(
1

 

Так  как  функция  непрерывная,  то  существует  точка  с,  для  

которых 

 


b

a

cfdxxf
ab

)()(
1

 

m≤ f (c )≤M,  f(с) – среднее  значение  функции. 

Так как  функция  непрерывна,  то  она  принимает  все  значе-

ния,  заключённые  между m  и М,  следовательно, при  некотором  

значении с  (а<ξ<b)  с=f(ξ) 

Определённый  интеграл  ∫f(x)dx  равен  площади  криволиней-

ной  трапеции. f(c) (b-a) – площадь  прямоугольника  с  основанием  

равным  длине  отрезка  [a,b] и высотой  равной  значению  функ-

ции  в  некоторой  точке. Итак, площадь  криволинейной  трапеции  

равна  площади  прямоугольника  с  тем  же  основанием. 

В этом  заключается  геометрический  смысл  теоремы  о  сред-

нем. 

Производная  от  интеграла  по  переменной  верхней  гра-

нице.  Пусть   дан  
b

a

dxxf )( , где  f(x)-  заданная  непрерывная  

ф/я  на [a , b]. Этот  интеграл  зависит  от  границ  интегрирования. 

Пусть   а–закреплена, а  b –меняется.  Обозначим  b  через  х,  а  

переменную  интегрирования  через  t. 

 

x

a

xIdtxf )()(  

Функция  I(x)  называется  интегралом  по  переменной  верхней  

границе. 
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Теорема:  Производная  интеграла  по  переменной  верхней  

границе  равна  подынтегральной  функции,  в  которой  перемен-

ная  интегрирования  заменена  верхней  границей: 

 
x

a

x xftdtfxI )()()(()(    

x

a

xfdxxf
dx

d
)()(  

Доказательство:  По  определению  
x

I
xI

x 




 0
lim)(  

 




xx

a

x

a

dttfdttfxIxxII )()()()(  

   
 



x

a

xx

x

x

a

xx

x

dttfdttfdttfdttf )()()()(  

Применим  к  последнему  интегралу  теорему  о   среднем 






xx

x

xcfxxxcfdttfI )())(()(   сЄ [ x , x+∆x ] 

)()(lim
0

)(lim
)(

limlim)(
000

xfcf
xc

xпри
cf

x

xcf

x

I
xI

cxxxx
































 

Итак,   
x

a

x xfdttfxI )())(()(  

Доказанная  теорема  является  одним  из  основных  в  курсе   

математического  анализа.  Эта  теорема  устанавливает  связь  

между  определённым  интегралом  и  производной. 

Формула  Ньютона-Лейбница 

Вычислить  определённые  интегралы  непосредственно  по  

определению  сложно  даже  для  простейших  функций.  На  прак-

тике   определённые  интегралы  находят  по  формуле  Ньютона-

Лейбница. 

Пусть дан 
b

a

dxxf .)(  Если  F(x) - одно  из  первообразных  для  

f(x),  то 

 

b

a

aFbFdxxf )()()(  

Формула  Ньютона-Лейбница  читается:  Определённый  инте-

грал  равен  приращению  первообразной  на  отрезке  интегриро-

вания. 
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Доказательство: По  определению    

x

a

xfdttf )()(  

 

b

a

cxFdxxf )()(  

Две  первообразные  отличаются  на  постоянную  I(x)=F(x)+c 

 

x

a

cxFdttf )()(      (1) 

Для  определения  постоянного  с  предположим  х = а, тогда 

 

a

a

cxFdttf )()(  

С = -F(x);следовательно, 

 

x

a

aFxFdttf )()()(  

Полагая  x = b,  получим  формулу  Ньютона-Лейбница, 

 

b

a

aFbFdxxf )()()(  

Примеры : 

1. 







1

1

1

1
2

)1(1
1

arctgarctgarctgx
x

dx
 

2.   







4

1

4

1

4

1
7ln2

1
]1ln7[ln

2

1
12ln

2

1

12

)12(

2

1

12
x

x

xd

x

dx
. 

Замена  переменной  в  определённом  интеграле 

Пусть  дан  определённый  интеграл  
b

a

dxxf )( ,  где  f(x)  непре-

рывна  на            [a, b]  и  пусть  х =  φ(x). 

Теорема:  Если  1.φ(α)=a,  φ(β)=b,   2. φ(t)  и  φ’(t) непрерывно  

при  t Є [α, β] то  

  

b

a

dtttfdxxf





 )()]([)(  

Доказательство:   Если  F(x) – первообразная  для  f(x)  ,  то 

  cxFdxxf )()(                   (2) 

  ctFdtttf ))(()()((              (3) 



130 

 

Из  (1)  получим   

b

a

aFbFdxxf )()()(

  
 Из (2) получим  

 








 )()())(())(())(()())(( aFbFFFtFdtttf  

Теорема  доказана. 

Пример:  

1.      










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2.  







t

tехпри
x

dx
dt

tхприxt
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111ln
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)122(
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4
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5

4
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5

4
52

1

4
52

1

4  
t

dtt  

Интегрирование  по  частям  в  определённом  интеграле 

Пусть  функции  u(x)  и  v(x)  дифференцируемы  на  [a, b] и 

d(uv)=udv+vdu, тогда справедлива следующая формула, которая 

называется  формулой  интегрирования  по  частям 

 

b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

Пример 1. 

  

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
2
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2
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0
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cos
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1
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0

2

0



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xxx  

2.  




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2
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1
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xvdxdv
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x

xduxu
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  






2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

ln
1

ln
1

ln

ln xxxxdx
x

xx
xvdx

x
du

dxdvxu

xdx

 

2

1

2

1

2

1

2

1

22 ln)(ln)(ln xxxxxdxx  

Лекция № 23. Применение определенного интеграла 

1. Площадь  плоской  фигуры 

а) Если  функция y=f(x) непрерывна  на  [a,b] и положительна  

f(x)>0, то  определённый  интеграл  от  этой  функции  на  отрезке 

[a,b] равен  площади  криволинейной  трапеции,  ограниченной  

кривой y=f(x), осью Ох и прямыми  х=а, х=b. 

Пример1.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

   y = 4x - x2;  x = 3;  y=0. 

 

 

 

Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями  

y=2x-x2; y=-x. 

Решение. Построим  фигуру  по  её  гра-

ницам y=2x-x2; у=1-1+2х-х2=1-(х-1)2 

Ветви  параболы  направлены вниз, вер-

шина  в  точке (1,1). 

Решая  систему, получим 

  

  

 

          

 

Пример 3. Вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями. 

у=eх, у=е-х ,  х=2. 

 
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



  

в) Если  кривая  задана  параметрическими  уравнениями 

 

 

 

 

Пример 4. Найти  площадь  фигуры  ограниченной  эллипсом. 

            







tby

taх

sin

cos
 

 

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t
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Знак  минус  получен  ввиду  изменения  направления  интегри-

рования. 

Пример 5.  Найти площадь  фигуры,  ограниченной  линиями  

r=sin4θ. Эта фигура называется четырёхлепестковой розой. Так  как  

r≥0,  то  sin4θ≥0  при        0≤4θ≤π,   0≤θ≤π⁄4 

  



4

0

4

0

2

2

8cos1

2

1
4sin

2

1

4

1

 




 ddS  







4

0

4

0

8sin
32

1

4

1

. 
S=4π 

Длина  дуги  кривой 

Пусть  функция  f(x)  непрерывна  на  [a,b]. Дуга  этой  кривой, 

где  А(а,f(a)), В (b,f(b))  определяется  как  предел  вписанной  в  неё  

ломаной,  когда длина максимальной  из  её  звеньев  стремится к 

нулю. 







n

i

i
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i 1

0max
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2

2

22 1
i
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x

y
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


  

По  теореме  Лагранжа  ∆yi=f(xi)-f(xi-1)=f ‘(ci)∆xi= 

20  t






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=∆xi
22 )]([1)

)(
(1 ii

i

ii cfx
x

xcf





 ,   где  xi-1<ci<xi          ∆xi=xi-xi-1 

Если f'(xi) непрерывно  на [a,b], то   )(1 xf        также  непре-

рывно,  отсюда  

  
 




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ii 1 1
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0max

)]([1)]([1lim)]([1lim

 

b

a

dxxyl 2)]([1  

Пример 6. 

1. Вычислить  длину  дуги  полукубической  параболы  у2=х3,  

заключенной  между  точками (0,0)  и  (4,8). 

3xy   

Решение. Функция  у(х)  определена  для х≥0. Поскольку  дан-

ные  точки  лежат  в  первой  четверти  у=х3/2. Отсюда 

xy
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4

9
11 2   

Следовательно:   
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4
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3  x  

Пример 7. Вычислить  длину  дуги  кривой  у=lncosx,  заклю-

ченной  между  точками  с  абсциссами  х=0;     х=π⁄4. 

Решение. tgxxy  )(   ,  то    
x

xtgy
cos

1
11 22  ; 

 
4

0

4

0 8

3
ln)

24
(ln

cos





tg

x
tg

x

dx
 

Длина  дуги  кривой с заданной  параметрической формой.  Если  

кривая  задана  уравнениями  в  параметрической  форме  х=φ(t), 

y=ψ(t) α ≤ π ≤ β и производные  φ'(t)  и  ψ'(t)  непрерывны  на  от-

резке [α,β],  то  длина  дуги  кривой  выражается  интегралом 
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  









 dtyxdtttL 2222 ))(())((  

Доказательство.   
















 
t

t

t

t

x

b

a
x

y
y

b

a

dttdx

dxyL










)(

)(

)(

1 2

 

   





















dtyxdtttdtt

t

t 22222 ))(())(()()
)(

)(
(1  

Пример 8. Вычислить  длину  астроиды  х=а∙cos 3t;y=a∙sin 3t. 

Решение:  х't=-3acos2t·sint       у't=3asin2t∙сost. Отсюда 

 ttattayx 24224222 cossin9sincos9  

tattatttta 2sin
2

3
cossin3)sin(cossincos9 22222 

 

 



2

0

2

0

6)11(32cos
22

3
42sin

2

3
4




aat
a

tdt
a

l  

Длина  дуги  в  полярной  системе  координат. Если  кривая  

дана в  виде r=r(θ)  θ 1≤θ≤θ2. Запишем уравнение  в  параметриче-

ском виде: 

















cos)(sin)()(sin)(

sin)(cos)()(cos)(

rryry

rrxrx

 

2222 )]([)]([  rryx  показать  самостоятельно 

 
2

1

22 )]([)]([





 drrL  

Пример9: Найти  длину  первого  витка  архимедовой  спирали  

β=aφ 

Решение. Первый  виток  архимедовой  спирали  образуется  при  

изменении  полярного  угла  от 0  до  2π. Поэтому:  

  

 


2

0

2

0

2222 1dadaaL ]142ln(
2

1
14[ 22  a  

  








t

dt

t

dt

t

tt

t

dt
dx

tgtx

dxx
322

2

coscoscos

cossin

cos

1  
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Вычисление работы (переменной силы). Пусть под действием 

некоторой силы F материальная точка М движется по прямой DS, 

причем направление силы совпадает с направлением движения. 

Задача. Найти работу, совершенную силой F при перемещении 

точки М из положения s = a в положение s = b 

1. Если сила F постоянна, то работа выражается произведением 

силы F на длину пути , т.е. 

A=F(b-a) 

2. Предположим, что сила непрерывно меняется в зависимости 

от положения материальной точки, т.е. представляет собой функ-

цию F(s), непрерывную на отрезке asb 

Разобьем отрезок [a ; b] на n произвольных частей с длинами 

 s1, s2, …….. , sn 

затем в каждом частичном отрезке [si-1;si] выберем произвольную 

точку i и заменим работу силы F(s) на пути  si ,             i = n,1  про-

изведением  F(i) si 

Это значит, что в пределах каждого частичного отрезка мы при-

нимаем силу F за постоянную, а именно F= F(i).В таком случае 

выражение F(i)Si при достаточно малом  si дает нам прибли-

женное значение работы силы F на пути si, а сумма 

Аn=


n

i

F
1

(i) si 

Будет приближенным выражением работы силы F на всем от-

резке [a ; b] .Очевидно Аn представляет собой интегральную сум-

му,составленную для функции F=F(s) на отрезке [a;b] .Предел этой  

суммы при max( Si)0 существует и выражает работу силы F(s) 

на пути от точки s=a до точки s=b. 

A= 
b

a

dssF )(  

 

Лекция  № 24. Несобственные  интегралы I и II родов 

 

Несобственные  интегралы  I рода. (интегралы   с   бесконеч-

ными    пределами) 

Рассмотрим    функцию   f (x), которая   определена    и  непре-

рывна   на полупрямой  ax +     . 

Рассмотрим    также   интеграл 
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I (R) = dxxf

R

a
R 

)(lim ,                                            (1) 

где Ra, который   по нашему   предположению    существует     (он 

также существует так как    функция    f(x) непрерывна    на  [a;b)). 

Итак, при наших   предположениях   на полупрямой aR +   за-

дана  функция    I (R), определенная соотношением (1). 

Исследуем  вопрос о  предельном    значении     функции I(R) 

при R , то есть вопрос о существовании предела  dxxf

R

a
R 

)(lim  

Определение. Если существует конечный предел  dxxf

R

a
R 

)(lim  

То этот предел  называется несобственным интегралом от функ-

ции f(x) на интервале[ a;+ ) и обозначается 

dxxf
a




)(  

Следовательно, по определению, имеем 

dxxfdxxf

R

a
R

a

 



 )(lim)(  

В этом случае будем говорить, что несобственный интеграл  

dxxf
a




)(

   
существует или сходится. 

Если I (R) при R не имеет конечного предела, то говорят, 

что dxxf
a




)( не существует или расходится. 

Геометрически,  в случае f(x)  0, несобственный интеграл 

dxxf
a




)( выражает площадь области , ограниченной кривой  y=f(x), 

осью абсцисс и ординатами х=а , х=в, то естественно считать , что 

несобственный интеграл dxxf
a




)( выражает площадь неограниченной 

области (бесконечной), заключенной между линиями y=f(x) ,х=а и 

осью абсцисс  
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Аналогично, определяются несобственные интеграллы и для 

других  бесконечных интервалов:  

dxxfdxxfdxxf
с

с










 )()()(  

Последнее равенство следует понимать так: если каждый из не-

собственных интегралов, стоящих справа, существует, то суще-

ствует (сходится ) по определению, интеграл стоящий слева 

Пример 1.    
2

1

ln2

1

ln2

1
lim

ln 223















 Re
dx

xx

dx

R
e

 

Пример 2. Установить при каких значениях  


1

x

dx
сходится и при 

каких расходится. 

Решение:  по определению для интеграла 


1

x

dx
имеем 

1.=1      




 1lnlnlim
1

R
x

dx

R
 

Следовательно, при =1 несобственный интеграл расходится . 

2. 



























1

1
1

1

1

1
lim

1

1 










если

еслиR

x

dx

R
 

Следовательно, мы получили что не собственный интеграл 


1 X

dx
                                          

сходится при >1 и расходится при 1 

Замечание. Для не собственных интегралов I рода при опреде-

ленных условиях действуют формулы замены  переменных и инте-

грирования по частям. 

Во многих случаях бывает достаточно установить сходится ли 

данный интеграл или расходится, и оценить его значения. 

Сформулируем теоремы, которые будут полезны в этом иссле-

довании. 

Теорема1. Если для всех х(ха) выполняется неравенство 0f(x 

(x) 

и если    dxx
a




)(  сходится, то    dxxf
a




)(  также сходится, при этом       




dxxf
a

)( dxx
a




)(  

Теорема 2.   Если для всех х (ха) выполняется неравенство     
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0f(x)(х) причем 


a
dxx)( расходится, то расходится и интеграл  




a

dxxf )(  

Определение. Если сходится интеграл 


a

dxxf )( , то 


a

dxxf )( назы-

вается абсолютно сходящимся. 

Определение. Интеграл 


a

dxxf )( называется условно сходящим-

ся, если он сходится, а интеграл 


a

dxxf )(   расходится 

Теорема 3.  Если 


a

dxxf )(  сходится, то сходится и интеграл 




0

)( dxxf  

Рассмотрим интеграл, который применяется при исследовании 

сходимости многих несобственных интегралов: 

0,lim
11

  






b

b x

dx

x

dx
I  

а) При 1 , 



















  1
1

lim
1

1

11
lim

1

1

1





  b

bx

x

dx
I

b

b

b

- расходится, 

б) При 1 , 
 1

lnlim
b

xI
b

- расходится, 

в) При 1
  














 1

1
1

1
lim

1

1
1b

I
b

- сходится. 

Итак,   







 



ñõîäèòñÿ

ðàñõîäèòñÿ

x

dx
I

.1

.1

1





 

Несобственные  интегралы II рода  (от разрывной функции) 

Пусть функция f(x) определена и непрерывна для axb, а в точ-

ке  х = b функция либо не определена либо терпит разрыв. В этом 

случае интеграл 
b

a

dxxf )( может не существовать т.к. f(x) не непрерыв-

на на отрезке [a; b].И говорить о нем как о пределе интегральных 

сумм нельзя. 

Определение.  Будем говорить, что   интеграл   
b

a

dxxf )(

 
от функ-

ции  f(x), разрывной  в точке x=b, сходится, если предел 



139 

 











b

a
dxxf )(lim

0

 

существует и он конечен. В противном случае, интеграл  от раз-

рывной функции расходится. 

Если функция терпит разрыв в левом конце,(то есть при х=а),то 

по определению 
b

a

dxxf )(  = 



b

a
dxxf


)(lim

0

 

Теорема 1. Пусть на отрезке [a; b] функция f(x) и (x)  терпит 

бесконечный разрыв в точке х = с и во всех точках отрезка [a;b], 

кроме х= с, выполняется неравенство (х) f(x)  0.Тогда: 

1. Если интеграл 
b

a

dxx)(  сходится, то сходится и интеграл 


b

a

dxxf )(  

2. Если интеграл 
b

a

dxxf )(  расходится, то расходится и интеграл


b

a

dxx)(  

Теорема 2.  Если 
b

a

dxxf )(  сходится, то сходится и интеграл 


b

dxxf
0

)(  

Также можно показать, что как в случае первого типа 








  расходится

сходится

x

dx
I

.1

.11

0





 
 

Лекция № 25. Функции нескольких переменных. Предел, не-

прерывность функции двух переменных. Полное приращение и 

полный дифференциал. Частные производные функции двух 

переменных. Частные производные сложной функции двух пе-

ременных  

  

Во многих вопросах геометрии, естествознания и т.д. приходит-

ся иметь дело с функциями двух, трех и более переменных. Рас-

смотрим примеры: 

1. Площадь прямоугольника S=xy  есть функция двух его сторон. 
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2. Объем прямоугольного параллелепипеда  V= xyz есть функция 

трех его измерений. 

 

Функции двух переменных  

Определение: Если каждой паре (х,у) значений двух независи-

мых переменных величин х и у из некоторой области D, соответ-

ствует определенное значение величины z, то z называется функци-

ей двух переменных х и у, определенной в области D. Символиче-

ски функция двух переменных  обозначается z=f(x,y) или u=f(x,y) и 

т.д. 

Функция двух переменных  может задаваться: 

1.  с помощью таблицы; 

2. с помощью формулы. Например z=xy и т.п. 

Определение: Областью определения функции двух перемен-

ных называется совокупностью пар (х,у), при которых существует 

z, определяемое по формуле  z=f(x,y)  

 Рассмотрим примеры: 

1. z= yx . Так как квадратный корень существует для неотрица-

тельных чисел, то 0 yx откуда yx  . 

Область определения данной функции -  это множество точек плос-

кости, лежащих ниже прямой у=х, включая и саму прямую. 

2. z= ln (1-x2-y2). Логарифм существует только для положитель-

ных чисел. Поэтому 1-x2-y2>0 или x2+y2<1.Область определения 

данной функции- это множество точек  плоскости, лежащих внутри 

круга радиуса 1, с центром в начале ко-

ординат, исключая точки самой окруж-

ности.  

Пусть данная функция z=f(x,y) опре-

делена в некоторой области D плоскости 

Оху. Тогда каждой паре значения х, у из 

области D соответствует по формуле 

z=f(x,y) некоторое значение z. 

Иными словами каждой точке P(x,y) из области D  соответствует 

точка пространства М(x,y,z). Геометрическое место таких точек 
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M(x,y,z)  называется графиком функции z=f(x,y).  График функции 

двух переменных представляет собой поверхность пространства.  

   z  

 

 

 

                                                             х 

 

         у 

 

 

Замечание: Функция z двух переменных х и у может быть зада-

на неявно в виде уравнения  F(x,y,z)=0  

 

Пределы и непрерывность функций двух переменных.  

Линии уровня 

 

Введем понятие окрестности данной точки.  

Определение: Окрестностью радиуса r данной точки М0 (х0,у0)  

на плоскости называется совокупность всех точек М(х, у)  удовле-

творяющих неравенству ryyxxMM  2

0

2

00 )()( , т.е. совокупность 

всех точек, лежащих внутри круга радиуса r с центром в точке М0 

(х0,у0) . 

Опредление: Число А называется пределом функции z=f(x,y) 

при стремлении точки М(х,у) к точке М0(х0,у0), если для любого 

числа ε>0 существует  такое число >0, что для  всех точек ММ0< 

выполняется неравенство /f(x,y)-A/< ε. 

Если число А является пределом функции при М(х,у)  М0 

(х0,у0), то пишут Ayxf
MM




),(lim
0

. 

Определение: Пусть функция f(x,y) определена в точке М0(х0,у0)  

и ее окрестности. Функция z=f(x,y) называется непрерывной в точке 

М0(х0,у0), если 

),(),(lim 00
0

yxfyxf
MM




                                       (1) 

 Если обозначим х=х0+х, у=у0+у, то равенство (1) можно за-

писать так 
),(),(lim 0000

0

yxfyyxxf
MM




 

или          0),(),(lim 0000
0




yxfyyxxf
MM

                                              (2) 
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Обозначим 22 yx  , ясно что при  х0, у0 0 

Выражение ),(),( 0000 yxfyyxxfz   называется полным при-

ращением функции f(x,y) соответствующим приращениям аргумен-

тов  х, у. Равенство (2) можно переписать в виде 0lim
0




z


. 

Определение: Функция, непрерывная в каждой точке некоторой 

области называется непрерывной в этой области . 

Определение: Линии уровня функции z=f(x,y)  называется мно-

жество точек плоскости Оху для которых данная функция имеет 

одно и тоже значение. Т.е. уравнение линии уровня f(x,y)=С , где С- 

некоторая постоянная  

Пример:  Так семейство линии уровня  22 yxz   есть окружно-

сти Cyx  22  (для С>0).  

Полное приращение и полный дифференциал. Частные произ-

водные функции двух переменных 

Пусть дана функция z=f(x,y), определенная в точке М(х,у) и в 

некоторой ее окрестности придадим х некоторое приращение х  

оставляя у постоянной. Тогда функция f(x,y) получит  приращение  

zx =f(x+x,y)-f(x,y)  которая называется частным приращением 

функции f(x,y) по х. Рассмотрим отношение 

 
x

yxfyxxf

x

z x








 ),(),(
. 

Определение: Предел отношения частного приращения функ-

ции f(x,y) по х к х при х, стремящемся к нулю (если предел су-

ществует), называется частной производной функции f(x,y) по  х и 

обозначается fx’(x,y), '

xz  или  xz  /  Итак по определению  

x

z

x

z x

x 








 0
lim . 

Аналогично вводится определение частной производной от 

функции f(x,y) по у. Придаем приращение аргумента  у, оставляя х 

неизменным. Разность   zy = f(x, y+y)- f(x,y)  называется частным 

приращением функции f(x,y) по у. 

Определение. Предел отношения частного приращения функ-

ции f(x,y) по у к приращению у, когда у стремиться к нулю 

называется частной производной функции f(x,y) по у и обозначает-

ся ),(' yxf y , '

yz  или  yz  / .Таким образом  
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y

z

y

z y

y 








 0
lim . 

Мы получили следующее правило дифференцирования функции 

двух переменных, частная производная по переменной х – это есть 

производная от функции, взятая по х в предположении что у=const,   

частная производная по у – это есть производная по у взятая в  

предложении, что х=const. 

Рассмотрим примеры. Найти частные производные по х  и по у  

1. z=3x2y –2xy2+y2,  

Решение: = 6ху-2у2      = 3x2-6xy2+2y 

2. Z=ln x/y,  

Решение: ,        . 

3. z=xу,  

Решение: ;        

Полное приращение и полный дифференциал функции двух 

переменных 

Пусть дана функция f(x,у), определенная в точке М(x,у) и ее 

окрестности. Выражение z=f(x+x, y+y)-f(x,y) называется пол-

ным приращением функции. Предположим, что f(x,y) в точке (x,y) 

имеет непрерывные частные производные. 

Представим z  в виде: 

z= f(x+x,y+y)-f(x,y)=(f(x+x,y+y)-f(x,y+y))+(f(x,y+y)-f(x,y)) 

Разность f(x,y+y)-f(x,y) можем рассматривать как разность 

двух значений функции зависящей только от y. По теореме Ла-

гранжа  

f(x, y+y)-f(x,y)= , 

где  заключено между у и у+у. 

К разности f(x+x,y+y)-f(x,y+у) также применим теорему Ла-

гранжа, тогда 

f(x+x, y+y)-f(x,y+у) =  

где  заключено между х и х+х. 

Таким образом,    z= +  

xz  / yz  /
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или       z= + +  

здесь                 ,  

это значит, что два последних слагаемых являются бесконечно ма-

лыми высшего порядка по сравнению с   . 

Сумма первых двух слагаемых есть выражение линейное отно-

сительно x и y. Это выражение является главной частью при-

ращения функции. 

 Определение. Функция z=f(x,y) называется дифференцируемой 

в данной точке, если ее полное приращение  в данной точке пред-

ставляет собой сумму двух слагаемых: выражение линейное отно-

сительно  и y, и величина бесконечно малая относительно x и 

y. Главная часть приращения функции, линейная относительно  

x и y называется полным дифференциалом и обозначается dz или 

df.  Итак  

+ . 

с точностью до бесконечно малых высшего порядка z dz 

Пример. Найти полный дифференциал и полное приращение 

функции z=x/y в точке (2,1), если х =0,1  у=0,2 

Решение. Полный дифференциал dz=f’x(x,y)x+f’y(x,y)y                                       

f ’x(x,y)=1/y;   f’y(x,y)=-x/y2 

f’x(2.1)=1;   f’y(2;1)=-2 

dz=1*0.1+(-2)*0.2=0.1-0.4=-0.3 

 Полное приращение z=f(x+x,y+y)-f(x,y)=2.1/1.2-2=-0.25 

 Замечание. Приращение независимых переменных x и y бу-

дем называть дифференциалами независимых переменных, и обо-

значаются dx и dy. 

Применение полного дифференциала в приближенных вы-

числениях 

 Так как z dz,  то f(x+x,y+y)  f’x(x,y,)+f’y(x,y)y+f(x,y). 

Эта формула для приближенного вычисления с помощью полного 

дифференциала. Зная значение функции в точке  М(х,у) можно 

найти  приближенное значение в точке М1(x+x,y+y). 

x
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Пример. Найти приближенное значение функции , в точке 

x, y, используя полный  дифференциал, если x=1, y=2, x=0.1 и 

y=0.2. 

  

Найдём ;  .  

. 

 

Частные производные сложной функции двух переменных 

Пусть z=f(u,v), u=u(x,y), v=v(x,y). Тогда z=f(u(x,y),v(x,y)) – 

сложная функция от переменных x и y. Предположим, что функция 

f(u,v) дифференцируема относительно переменных u и v, а функции 

u и v соответственно относительно переменных x и y. Если к  х 

придадим приращение х, то функции u и v соответственно 

принимают приращения  и . По формуле полного приращения  

. 

Разделим это равенство на х и переходим к пределу при . 

Так как при выполняется  ,  и ,  полу-

чим 

. 

Точно так же имеем  

. 

Пример: ;  

Решение:  Найдём 

 

Итак,  

Пусть z=f(x,y);  Тогда  - сложная функ-

ция одного аргумента t. Производная этой функции вычисляется по 

формуле . 

Пример: Найти , если , где x=tgt; y=t2-t. 

Решение. . Найдём  
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Таким образом,  

3.Пусть z=f(x,y), где   Тогда - сложная 

функция одного переменного x.   Производная  вычисляется по 

формуле: . 

Пример. Найти , если  где . 

Решение. . 

Найдем  

Тогда  

 

Лекция № 26.  Уравнения касательной плоскости и нормали 

поверхности. Частные производные высших порядков функции 

двух переменных  

 

Уравнения касательной плоскости и нормали поверхности 

Уравнение касательной плоскости поверхности зависит от 

уравнения самой поверхности.  

1) Пусть уравнение поверхности задано равенством . 

Тогда уравнение касательной плоскости проходящей через точку  

M0 (x0 , y0 , z0) имеет вид   

. 

2) Если уравнение поверхности задано неявным уравнением 

,  тогда уравнение касательной плоскости проходящей че-

рез точку  M0 (x0 , y0 , z0) имеет вид 

                  

Пример: Записать уравнение касательной плоскости 

поверхности проведенной в точке .  
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Уравнение поверхности задано неявно, поэтому предварительно 

находим производные  ,     и    в точ-

ке  

                     

 

 

 

Теперь найденные подставляем в уравнение касательной 

плоскости 
 

или     .  

Нормалью поверхности в некоторой точке М называется прямая 

проходящая через эту точку и перпендикулярная к касательной 

плоскости.  Уравнение нормали точно так же как уравнение каса-

тельной плоскости зависит от уравнения поверхности и записыва-

ется равенствами: 

1) В случае, когда поверхность задана явным уравнением 

z=f(x;y) ; 

2) В случае, когда поверхность задана неявным уравнением 

F(x;y;z)=0 получим уравнение 

. 

Например, нормаль поверхности для предыдущего примера 

уравнение нормали имеет следующий вид:    

 Частные производные высших порядков функции двух пере-

менных 

Пусть  z = f(x,y) – функция двух переменных  х и у. Частные 

производные   и   также являются функциями двух 

переменных х и у. Поэтому от них также можно находить частные 

производные:         

Производные    и   называются смешанными производными 
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второго порядка.  Производные второго порядка можно опять диф-

ференцировать;  

Например,      - производные третьего 

порядка. 

Вообще,  частная  производная  n-го порядка – это частная про-

изводная от производной (n-1) – го порядка. 

Примеры. Вычислить частные производные второго порядка от 

следующих функций: 

1. z  = x3y2 + 5x2y4 + 4y3  

Решение. =3x2y2 + 10 xy4;   =2x3y + 20x2y3 + 12y2   

 

 

2. z  = yx 

Решение.      

 

 

 

Возникает вопрос, при каких условиях производные второго по-

рядка  и   равны между собой.   

Определение. Производные  и   называется смешанны-

ми частными производными второго порядка. Для этих производ-

ных справедлива следующая теорема. 
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Теорема. Если функция z = f(x,y)  и ее частные производные ,  

,  и    определены и непрерывны в точке М(х,у) и в неко-

торой и окрестности, то в этой точке  

 

Примем эту теорему  без доказательства. 

 

Лекция №27. Экстремум функции двух переменных. Необходи-

мые и достаточные условия экстремума. Экстремум функции 

двух переменных 

Определение.  Функция f(x,y) имеет в точке М0(х0,у0) минимум, 

если для всех точек М(х,у), достаточно близких к точке М0(х0,у0) и 

отличных от нее, выполняется неравенство 

f(x,y)>f(x0,y0) 

Определение.  Функция f(x,y) имеет в точке М0(х0,у0) максимум, 

если для всех точек М(х,у), достаточно близких к точке М0(х0,у0) и 

отличных от нее, выполняется неравенство 

f(x,y)<f(x0,y0) 

Точки максимума и минимума функции называются и точками 

экстремума.  

Например, функция  z = x2 + y2  имеет  минимум в точке О(0;0) и  

Zmin= 0. 

Необходимое условие экстремума 

Теорема. Если функция z=f(x,y) имеет экстремум в точке 

М0(х0,у0), то в этой точке не существуют частные производные или 

ее частные производные первого порядка обращаются в нуль, т.е.  

    . 

Эти условия необходимые но не достаточные  для экстремума. 

Точки, где не существуют частные производные или равны ну-

лю называются критическими точками. 
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Достаточные  условия  экстремума 

Теорема. Пусть в некоторой области содержащей точку 

М0(х0,у0), функция f(x,y)  имеет непрерывные частные производные 

до третьего порядка включительно. Пусть точка М0(х0,у0) является 

критической точкой, т.е. 

  и  . 

Пусть     ;   ;   Δ=AC-B2, 

Тогда в точке М0(х0,у0) 

1) f(x,y) имеет максимум, если        Δ=AC-B2>0   и  А<0. 

2) f(x,y) имеет минимум если          Δ=AC-B2>0   и  А>0  

3) f(x,y) не имеет ни минимума , ни максимума,  

если Δ=AC-B2<0. 

4) Если Δ=AC-B2=0, то экстремум в точке М0(х0,у0) может 

быть, может и не быть. 

Примеры.  Найти экстремумы функции двух переменных 

1. z = х2 + ху + у2 - 3х - 6у 

Найдём частные производные первого порядка: 

 

Найдём критические точки: 

 

Из второго уравнения последней системы вычтем первое: 3у=9;  

у=3; тогда  2х+3=3;  2х=0; х=0. Критическая точка (0;3). Найдем   

     
   

А=2;   B=1;  C=2. Δ=AC-B2 = 4 – 1 = 3 > 0;    

A = 2 > 0. 

Следовательно, в точке (0;3) функция имеет минимум. 

2. z = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2 

Найдём        

Найдём критический точка из условий:   : 
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y=0;  x=1 

1) y=0;  6x2 + 10x = 0;  2x(3x + 5) = 0;  x = 0; x = -5/3 

Итак, М1(0;0),  M2( ; 0) – критические точки. 

2) х = 1;  6 - y2 + 10 = 0;   y2 = 16;  y = ±4. 

Итак, критические точки: М3(1; -4);   M4(1; 4) 

Находим        

В точке М1 (0; 0): A = 12∙0+10=10; B=-2∙0=0; C=-2∙0+2=2; 

∆ = AC – B2 = 10 ∙ 2 – 0 = 20 > 0;  A = 10 > 0 

Значит, в точке М1(0;0) функция имеет минимум: Zmin = 0 

В точке М2( ;0) F=12( )+10=-20; B=-2∙0=0; C=-2∙( ) +10 

=  + = 
   

∆ = AC – B2 = (-20)  - 0 = -  < 0; 

Так как  ∆ < 0 в точке М2( ; 0) функция не имеет экстремума. 

В точке  М3(1;-4): A=12∙1+10=22;  B=-2(-4)=8; C=-2∙1+2 = 0 

∆ = AC – B2 = 22 ∙ 0 –64 = - 64 < 0. 

В точке М3(1;-4): А=12∙1+10=22;  B=-2∙4=-8; C=-2∙1+2=0 

∆=AC–B2=22∙0–64=-64<0.  В точке М4 (1; 4)  экстремума нет. 
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