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Annotaciya

Bul lekciya teksti «Itimalli'glar teoriyasi’ pa’ni. Elementar waqi’yalar ken’isligi»
temasr'na arnalg’an bolr'p, lekciyada tiykarg'r’ tu’'sinikler anr'glamalar’ menen
tu'sindirip keltirilgen. Bul temanr’ tu’siniw ushr'n studentler matematikali’'q analiz
(jogarr’ matematika) kursi’'ni’'n’ ko’plikler ha’'m olar u’stinde a’meller tu’sinikleri menen
tol'g tanr'sgan bolrwlarr’ kerek. Lekciyada kiritigen ha’r bir jan’a terminge tiyisli
mi’sallar keltirilgen.

1-lekciya (2s.)
Itimall’glar teoriyas!’ pa’'ni. Elementar waqi’'yalar ken’isligi

Tayani'sh so’zler
Waqrya, elementar waqr'ya, elmentar waqi'yalar ken’isligi, tos’'nnanl’’ waqi’'ya,
isenimli wagi'ya, mu’mkin emes waql’ya.

Itimall’glar teoriyasi’ tosr’'nnanli’ qubrlrslardag’t’ (ha'diyselerdegi) nir'zamlrglardr
izertlewshi matematikalr’q ilim boli’p tabrladr’.

Tosr'nnanli’ ha'diyse (waqi'ya) degende ju’zege asr'wi’ ha’'m aspaw!’ mu’mkin bolg’an
ha’r ganday waqi’yani’ tu’sinemiz.

Ha'r qryl’ fizikal'g ha'm texnikali'’qg ma’selelerdi ilimiy jaqtan izertlegende
tosr'nnanl’ qubrirslar dep atal’'wshr’ ayri’'qsha tu'rdegi qubrli’'slar menen ushrrasrwg’a
tuwra keledi.

Tosrnnanli’ qubrl’s-bir srnawdr’ (ta’jiriybeni, eksperimentti) bir neshe ma’rte
ta’kirarlag’anda ha'r ret ha'r qr'yl’ o’tetug’i'n qubrlr’s boli’p tabrladr’.

Mr'sallar:
1.Bir deneni bir neshe ma’rte analitikal’'q ta’rezide o’lshew.
2.SamolettI’'n’ berilgen biyiklikte ushi'wi’ ha’m t.b.

Ta'biyatta tosr’nnanli’qg elementleri gatnaspaytug’r’'n bir de fizikali’'q qubr’li's joq desek
ga'telespeymiz.

Ha'zirgi waqr'tta itimallr’l’q metodlari’ gollani’lmaytug’i’'n ta’biyat ilimleri derlik joq...

Itimalli'glar teoriyasi’ basqa matematikali’q ilimler si'yaqgl’ praktikanr’n’ talabr’nan
kelip shi'ggan ha’m rawajlanbaqta.

Massali’'q tosrnnanli’ qubrli’slarg’a baylanr’sli’ ma’selelerdi sistemalr’ tu’'rde izertlep
baslaw ha'm sa’ykes matematikali’'q apparatti’'n’ payda bolrwi’ XVII a’sirge tiyisli. Ataqli’ fizik
Galiley XVII a’sirdin’ basr'nda fizikal’'q o’lshewlerdegi ga’teliklerdi tosi’'nnanli’ qubrlr's dep
garap ha’'m olardr'n’ itimalli’glar’'n bahalap, oni’ ilimiy jagtan izertlewge ha'reket etken.

Itimalli'glar teoriyasi’'ni’n’ ha’zirgi so’z mag’anasi’nda payda bol'wi’ XVII a’sirdin’
ortalari'na tiyisli boli'p, Paskal, Ferma ha’'m GyuygenslerdiQUMAR oyrnlar teoriyasr’
oblastI'ndag’t’ izertlewlerge baylani’slr’.

Son'g’’ jrllar’ texnikal’'q mashqalalard’’ sheshiwge baylani’'sli’ itimalli'glar
teoriyasI’ni’'n’ taza tarawlar’ pa’n si’pati’nda 0’z aldi’'na payda boli’p ati’r. Ma’selen «Massali’q
xr'zmet ko'rsetiw teoriyasi’», «Informaciyalar teoriyasi’», «Tosrnnanli’ processler teoriyasi’»
h.t.b.

Srnawg’'a qoyrlatug’r’'n tiykarg'’ sha’rt, on’'n’ mu’mkin bolatug'i'n na'tiyjesin
(agrbetin) ko'rsete biliwimizden ibarat. Biz s’'nawdi'n’ na'tiyjesin waqi'ya dep tu’sinemiz.
Srnaw ju’rgizilgende mu’'mkin bolatug’’'n na'tiyjelerdin’ tek birewi g'ana ju’zege asi'wi’'n
elementar waqgi'yadeymiz ha'm onl’ o; argall’ belgileymiz. Elementar waqi'yalar



jiklenbeytug'i'n (ajr'rati'lmaytug’i'n) wagi’'yalar,al sr'naw na'tiyjesi tek bir g’ana elementar
waql'’ya menen ko'rsetiledi.

Srnawdi'n’ mu'mkin bolatug’’n na'tiyjelerinin’ lo’pligin, yag'nr’y barl’'q elementar
wagl’'yalar ko’pliginelementar waqi’yalar ken’isligiep ataymi’z.

Oonr Q={w}={ 1, mz,...} arqal’ belgileymiz.
Mr'sallar:
1. Monetan!’ bir ret taslayr’q. Bul jag’'dayda

Q={G,C}={ o1, w}={ s, oc}.
2. Kubikti bir ma’rte taslayr’q. Bul jag’dayda

Q:{ ®1, W2, O3, W4, M5, 036}-
3. Monetanr’ u’'sh ma’rte taslayi’'q. Bul jag’dayda

Q={GGG,GGC,GCG,CGG,CCG,CGC,GCC,CCCl.
Elementar waqr'yalaf2 ko'pliginin’ ga’legen u’les ko’pligine tosi’'nnarlwagqi’ya yaki waqi'ya
dep ataladr’. Bul tastr'yr'qlavf2 shekli yamasa bolg’an jag'dayda ko’pliklerdin’ rasn klassr’
ushi'n g’ana duri’s boladr'.

Wagqr'yalardi’ A,B,C,... ha'ripleri menen belgileymizMa’selen, kubikti taslag’anda
barli'g mu'mkin bolg’an na'tiyjeler ko'pligiQ={ ®i, o2, ®3, ®4, ®s, ®e}-elementar waqi’yalar
ken'isligi. UsI’ Q ko’plikte anr'glang’an wag'i'yalardi’ qarasti’'ray:

a) Jup nomerli ochkolar A=, w4, ®g}waqi’yasr’n (ko’pligin) quraydi’ AJ Q.
v) Tag nomerli ochkolar B={1, w3, s} waqr’yasr’n (ko’pligin) quraydr’ B1 Q h.t.b.

Elementar waqr'yalar ken'isliginin’ geometriyaligy’'wretleniwi ganday da bir ken'islik
desek, onda elementar waqi’yalar usi’ ken’isliktwogatlar’’ boladr’.

Biz baglaytug'’'n wagqryalardi’ mi'naday u’'sh tge bo’liw mu'mkin: Isenimli
wagl’yalar, mu’'mkin emes wagqi'yalar ha’'m tosr'nnamiaqi’yalar.

Isenimli waqi'yadep anr'q bir S sha’rtler kompleksi (jr'ynag’r’)inlang’anda so’zsiz
ju’zege asatug’i’'n wagl’'yag’a aytr’'ladr’.

Ma'selen +28 temperturada «r’di'stag’’’ suw suyi'q jag'dayr'ntialadi’» degen isenimli
waqgi'ya. Bul jerde normal atmosfera bas’'mi’ ha’mwsli'n’ temperaturasi’ S sha'rtler
kompleksin quraydr’.

Mu’'mkin emes waqi'yalep S sha'rtler kompleksi orr’'nlang’anda hesh weqju'zege
aspaytug’r'n wagl’'yag’'a aytr’'ladr’.

Ma’'selen, jogarr’dag’t’ mi'saldag’t sha'rtlerderdi'stag’’ suw muz jag'dayrnda
boladr’» degen wagi’'ya mu’mkin emes waql’ya.

Tosrnnanli’ waqgr'yadep S sha'rtler kompleksi (ji'ynag't’) or’'nlangida ju’zege asrwr’
da ju’zege aspaw!’ da mu’'mkin bolg’an waqr'yag'didgdi’.

Ma’'selen monetani’ taslag’anda «gerb jag’r’'nrhi'g’rwi'»-tosr'nnanli’ wagi’ya.

Bekkemlew ushi’'n sorawlar:

Wagqt'ya tu'sinigin kiritin’.

Elementar wagi’'ya terminin galay tu’'sinesiz?

Elmentar waqi’'yalar ken’isligi dep nege aytami’'z?

Tosrnnanli’ waqr'ya degenimiz ne?

Isenimli waqr'ya dep qanday waqr'yalarg’a aytr'ladMi’sallar keltirin’.
Mu’mkin emes waqi'ya dep ganday waqi'yalarg’a dgdi’? Mi'sallar keltirin’.

oA WNE

A’debiyatlar: [1], | bap 81;2;3, [2]- [8].



Annotaciya

Bul lekciya teksti « Waql'yalar algebrasi’ ha’'m o -algebrasi. Aksiomalar.Itimalli'q
ken'isligi» temasrna arnalg’an bol’'p, lekciyada tykarg't' tu’sinikler ani’glamalarr
menen tu’'sindirip keltirilgen. Bul temanri’ tu’siniw ushrn studentler matematikali’q
analiz, sizigli algebra (jogar’’ matematika) kurslar’n’'n’ ko'plikler ha’'m olar u’stinde
a’'meller, algebranin’ aniglamasi tu’sinikleri menen tolr’'q tani’'sqan bolrwlar’’ kerek.
Lekciyada wagqiyalar u’stinre a’'meller geometriyalig su’wretlep ko’rsetilgen.

2-lekciya (2s.)
Wagqr'yalar algebrasi’ ha’'m o -algebrasi. Aksiomalar.ltimalli’q
ken'isligi

Tayani'sh so’zler
Waqr'yalar algebrasr’, wagiyalardin gosindisi, ayirmasi, ko’beymesi, o -algebrasi,
itimallr’g, itimall’'q ken’isligi.

Da’'slep bazr’ bir gosi'msha tu'siniklerdi kiritdgi Bir neshe wagqi'yalar berilgen
s'mawda wagqi'yalardr’n’ tol'g gruppas’n hasr’ltesli dep aytrladr, eger de sr'naw
na'tiyjesinde bul waqi'yalardan en’ bolmag’andaelir so’zsiz ju’'zege assa.

Bir neshshe wagqr'yalar berilgen si’'nawda birgefikdelinedi, eger de olard’'n’ ga’legen
ekewi bir waqgr'tta ju'’zege aspasa.

Bir neshshe wagqi'yalar berilgen s’'nawda ten’deykaniyatl’ delinedi, eger de bul
wagql'yalardi'n’ hesh biri galg’an basqgalar’'na &tlirg’anda ju’zege asi'wi’ art'gmash dep
garawg’a tiykar bolmasa.

Mr'sallar:
1.Monetan!’ taslag’anda gerb yaki cifr kelip shrrgir’.
2.Kubikti taslag’anda 1,2,4,6 ochkolar’ni’'n’ kelghr'g'’'wi’ h.t.b.

Endi waqgr'yalar u'stinde a'mellerdi ko'rip o’teyikBul a’'meller ko’plikler u’stindegi
a’'meller sryaql’ anr'glanadr’.

1) A ha’m B wagqgr’yalar’ni'n’ gosi'ndr’sl’ dep, bulvaqgr'yalardi'n’ en’ keminde birewine derek
bolg’an elementar waqi'yalardan du’zilgen waqigr@a ayti'ladi’. Oni’ A+B yamasa BB
arqal’ belgileydi.

Solay etip, wagr’'yalardr’n’ gosi'ndr’'s’’ degendaki A waqi'yasl’ yaki B waqi'yasr’,
yaki A ha’m B ekewi de ju’zege asatug’i'n waq!'yatu'sinemiz.

2) A ha’'m B wagqgi’'yalar’'ni’'n’ ko’beymesi dep,bir w&tti’'n’ o’zinde ha’'m A ha’m B g’a derek
bolg’an elementar waqi’yalardan du’zilgen waqi'ya@yti’'ladi’. Oni’ A-B yamasa AB arqal’’
belgileydi.

Demek, wagr'yalardi’'n’ ko'’beymesi degende ha’'m Aagvyasi’ ha’'m B waqr'yasr’
ekewinin’ de bir wagr'tta ju’zege asi'wi’'n tu’'sineém
3) A ha’'m B wagl’'yalar’ni’'n’ ayr'rmasi’ dep, A @ derek, al B g’a derek bolmag’an elementar
wag!'yalardan du’zilgen waqi'yag'a aytr’'ladi’.Onk-B yamasa A B arqali’ belgileydi.

Demek A-B wagl'yasi’ A wagl'yas’'ni’'n’ ju'’zege dpl B waqgl'yasrni’'n’ ju'zege
aspaw!’n bildiredi.

Barl'q elementar waqi’'yalar ko’pligi yag'ni’'{2 waqi’yasi’isenimli waqi'ya, al bir de
elementke iye bolmag’a@ bos ko’pligimu’mkin emes waqi’'yadep ataladr'.



A= Q\ A waqgr'yas’’ A wagl’yasi'na gqarama-garsi’ wagr'ya dagaladr’. A waqi'yasl’
wagl’yasi'n’n’ ju'zege aspaw!’n bildiredi.

Qarama-qgars!’ wagl'yalardr’n’ gosrndr’s’’ isenimaqi’ya, al ko’beymesi mu’'mkin
emes waql'ya boladr’:

A+A=Q, AA=Q.

Eger de A -B=0 bolsa, onda A ha’m B waqt’yalari’ birgeliksiz dep atalad!’.

A wagql'yasl’ ju'zege asqanda B wagl'yasl’ da s@z8'zege assa, onda A niI'n’ ju’zege
as’'wi’ B nI'n’ ju’zege asr'wr’'n ta’miynleydi yansa B waqi’si’ A waqr’'yasi’'n’n’ saldari’ dep
ataladr’ ha’m onr’ BJA arqalr’ belgileydi.

Eger de AIB ha'm BIA bolsa, onda A ha'm B wagqgi'yalar’ ten’ ku'shli yeasa
ekvivalent waqi'yalar dep ataladr’. Oni’ A=B depldikydi.

Wagqr'yalardi'n’ gosr'ndr’'si’ ha’'m ko’beymesinin’ra’qlamalari’nan tikkeley to’'mendegi
ten’liklerdin’ durr’'sl’g’t’ kelip shi'g’adr’:

A+A=A
A-A=A

Eger ha’'m BUA bolsa, onda
A+B=A
A -B=B

Jogarr'dag’’ waqr'yalar u’stinde keltiriigen tu’siklerdi to'mendegi geometriyali'q
tu’rde su'wretlewge boladr’

IR

A+B B A-B A

1-su'wret
Meyli Q-ga’legen elementar waqr'yalar ken'isligi, al F ‘ofhu’les ko’pliklerinin’ bazr’
bir klasr’ bolsi'n.
Eger de ga’legen A F, BOF waqryalar’ ushi'nQ F, A+BO F, A- BOF, A\BOF
bolsa, onda F wagi’'yalar algebrasi’ dep ataladunian @= Q\ QU F ekenligi kelip shr'g’adr’.
Eger de ALF, n=1,2,... bolg’anda

UADF, NAOF

bolsa, onda waqi’'yalar algebrasi’ F waqgi’'yalardoralgebrasi’ dep ataladr’.

Endi biz itimall'g tu'sinigin Kiritiwimizge bolad. Itimalli'g-waqgi’'yani'n’ ju’'zege
as’'wi'n’n’ mu’'mkinshilik da’rejesin xarakterleygii'n san.

Wagqr'yalar algebrasi’ F ke derek bolg’an ga’legerwaqgi’yasi'n’n’ itimalli'g’i’ dep
to’mendegi aksiomalar or’'nlanatug’i’'n P(A) sarflinkciyasr’na aytrladr’.
Al. Qa'legen Al F ushi'n P(AXO.
A2. PQ)=1
A3. SHekli additivlik aksiomasI’. Eger de A ha’'mvizaqi’yalari’ birgeliksiz, yag'n’'y A B= 0
bolsa, onda

P(A+B)=P(A)+P(B)



A4. U'zliksizlik aksiomasr’. Qa’'legen kemiwshi F ten'ag'an A U A, U...00 A ... izbe-

n— oo

izligi ushi’n ﬁﬂ =@ bolsa,onddim P(A,) =0 boladr.
n=1

ItimallI'qg P A1-A4 aksiomalari’'n ganaatlandi’'ratug bolsa ha’'m waqi’yalar ko'pligi F
algebra bol'w menen birge-algebra da bolsa, ond&,(F, P) u’shligi itimall’'q ken'isligi dep
ataladr’.
Endi A2-A4 aksiomalardan kelip shrg’atug’i’'n itedli'gt’'n’ bazi’ bir ga’siyetlerin
ko'rip o'teyik.

1. A+ A= Q bolg’'anlrgtan PA)=1-P(A).
2. Eger de bunda A desek RD)=0.

3. Qa’legen A ha’'m B wagt’'yalar’ ushi’'n P(A+B)+P(A){B)-P(AB).

Bug'an itimalli'glardr’ gosi'w teoremasi’ delinedi

Bekkemlew ushi’n sorawlar:

1.
2.
3.

4.

Wagr'yalar algebrasi’ dep nege aytami’z?
Itimalli'q terminininn’ anr’glamasi’n berin’.
Wagqr'yalardi'n’ qgosi'ndrs’ni’'n’  anrglamasir’'n
su'wretleniwin ko'rsetin’.

Wagr'yalardi'n’ aryrmasrn’'n’ anrglamasr’n
su'wretleniwin ko'rsetin’.

Wagqr'yalardi'n’  ko’beymesinin’  anrglamasrn
su'wretleniwin ko'rsetin’.

Itimalli'q ken'isligi dep nege aytami’z?

ayn’ ha’'m geometriyali’'q
aym” ha'm geometriyali’'q

ayt'n ha’'m geometriyal’'q



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Elementar waqr'yalardi'n’ diskret ken'isligi. Itimalli’qtrn’
klassikalr’'q, statistikal’'q ha’m geometriyali’'q anr'qlamalari’» temasi’na arnalg’an boli’p,
lekciyada tiykarg't’ tu'sinikler anrglamalari’ men en tu’sindirilip, al formulalalar bolsa
gatan’ matematikaliq iz-izlikte yesaplap shig’arip Kkeltirilgen. Kiritigen ha’r bir
formulag’a tiyisli misallar sheship ko’rsetilgen. Bul temanr’ tu’siniw ushi’'n studentler
matematikali’'q analiz, diskret matematika ha’'m logika, funkcionalliq analiz (jogarr
matematika) kurslari’'nr’'n’ tiykarg'’i tu’'sinikleri m  enen tol’q tani’sgan bolr’'wlari’ kerek.

3-lekciya (2s.)
Elementar waqi'yalardi’'n’ diskret ken’isligi. Itima Il’gtr’'n’
klassikali'q, statistikal’'g ha’m geometriyali’q anr’glamalarr’

Tayani'sh so’zler

Elementar wagqr'yalard’n’ diskret ken'isligi, itimallrgtrn’ klassikal’'q
anr'glamasr’, itimall'gt’n’ statistikal'g anr'gl amasr’, itimall'gt’'n’ geometriyali’'q
anr’glamasr’.

Eger elementar waqi’yalar ken’isligi shekli yamasanaql’ sandag’l’ elementar
wagl’'yalardan turatug’r’n bolsa, onda bul ken’iseklementar waqi’'yalardrn’ diskret ken’isligi
dep ataladr’.

Meyli Q-elementar waqr’yalardr’n’ diskret ken'isligi bols1 Eger deQ2 da

> P(a)=1

;0

bolatug’'r’'n teris emes ) sanli’ funkciyasl’ berilgen bolsa, onda elemeniaqi’yalardi’'n’
itimalli’glar’ berilgen dep aytr'ladr’.

A wagryasi'n’'n’ itimall’'g’ dep, AO Q bolg'anda to'mendegi formula menen
anr'glanatug’i'n P(A) sani'na aytr’'ladr’:

P(A) =Y P(w),AZ @ 3.9

wUA

Egerde A=@ bolsa, onda P(A)=0 boladr’. &) itimalli'glar’'n elementar itimalli'glar
dep ataymi’z.

Solay etip, A waqryasr’'n’n’ itimalli'g’r’ A wagyasi’'na derek elementar
wagl’'yalardrn’ itimall’glar’nr’n’ qosr'ndr’'srnaten’. Usr'layr’nsha anr’'glang’an itimall’'q Al-
A4 aksiomalar’’n ganaatlandi’'radr’.

Meyli elementar waqr’yalar ken'’islig2 o’z-ara ten’dey mu’mkinshilikli (ten’dey

itimalli'glarg’a iye bolg’an) n elementar waq!’'yatian ibarat bolsi’'n, yag'n'fR={o; o,...,
on}, P(01)=P@2)=...=P@n)=%



A waqgryas’ (A Q) k elementar waqi'yalardan ibarat bols’'n, yagnr
A={a @ . |
1 2 k

Onda (3.1) formula boyr'nsha
k
P(A) =2 P(e) =3+ +..+3=4
=1

Bunda k A g'a derek elementar waqgi’'yalar sani’, (ng’a derek elementar waqi’yalar
sanI’. Sonlr’gtan jogari'dag’t’ formulan’ ga’legeAl Q waqgi'yasl’ ushi'n to’'mendegishe
jazr'wg’a boladr

A g'a derdkm. waqryalar sani’| A |
P(A)= = : (3.2)
Q g'a derek elem. waqr'yalar sani{ Q|

Solay etip, A wagl'yasrni’'n’ itimall'g’’ A g'a derek elementar waqr'yalardrn’
sani'n’'n’ ul'wma elementar wagqi'yalardi’'n’ sandngatnasi’'na ten’ eken. (3.2) formula
boyr'nsha anr'glang’an itimall’qti'n’ anr’glamasitimalli'gt’'n’ klassikali’q anrglamasi’ dep
ataladr’.

Mr'sallar:

1. Abonent gqon’r'raw gr'lmagshi’ bolr'p, telefonm” nomerinin’ son’g’t’ eki cifr’'n umi't’p
galdr. Bul cifrlardi’ ha’r gryl’ ekenligin esinetu’sirip, olard’’ ta'wekelge aladi’. Al’'ng’an
cifrlardr’'n’ kerekli cifrlar bolrw itimalli'g’’'n tabr’n’.

2. Eki kubik taslang’an. SHr'ggan ochkolardi'n’sgmdi’si'n’'n’ 8 ge ten’ boli'w itimallr'g’rn
tabrn’.

3. YAshiktegi 10 detaldrn’ 7 detali’ jaramlr’. Taekelge al’'ng’an 6 detaldi’'n’ ishinde 4 detalr’
jaramlr’ bolrw itimalli'g’i’'n tabr'n’.

Itimall’'qt’n’ klassikal’'q anrglamasrnda siawdag’t’ elementar waqi'yalar sanr’
shekli dep uyg’ar’l’'p ha’'m bul elementar waqi'galbirdey imkaniyatli’ edi. Biraq praktikada
mu’'mkin bolg’an elementar wagr'yalard'n’ san’ #s&z bolg’an si'nawlar da ushr'rasadr’.
Sonday-aq, si'nawdr’'n’ juwmag’i’'n, ha’tte elementaraqgi’yalardi’'n’ sani’ shekli bolg’anda da,
birdey imkaniyatl’ elementar waqi'yalardi'n’ gosdi’'si’ tu’'rinde ko'rsetiwge mu’'mkinshilik
beretug’’n ul'wma metodlar jog. Soni'n’ ushr’n déamalli’'gt’n’ klassikal’'q anir’glamasr’
juda’ sheklengen.

Biz endi gollan'wg’a geyde qolayli’'raq bolg’atimalli’qt’'n’ basgasha anr'gqlamasi’n
beremiz. A wagr'yasi'n’'n’ sali’st’'rmalr’ jiyiligidep, A wagl’'yas!’ ju'zege asgan sI’'nawlar sanr’
k n’'n’ ul'wma sI'nawlar sani’ n ge qatnasi’na eiad’.

Solay etip, eger de MA) argal’ A wagryas’'ni’'n’ n sandag’l’ sr'nawldag’t
salr’'str'rmalr’ jiyiligin belgilesek, mi'na formulg'a iye bolami’z:

W, (A) =%, bunda 8W,(A)<1 ayqr'n.

[timall'gtr'n’ ha'm sali'sti'rmalr’ jiyiliktin® a nrgqlamalar’n sal’st’'rsaqg mr'nanr’
baygaymri’z: Itimalli’'gt’n’ klassikali’'q ani’'glamassi’nawlar hagi’ygattan da ju'rgiziliwi kerek
ekenligin talap etpeydi; Sali’'sti'rmalr’ jiyiliktihanr’'glamasr’ bolsa sr’nawlar haqir'ygattan da
jurgiziliwi kerek ekenligin talap etedi.

Basqgasha aytganda, itimalli'q s’'nawg’a shekeapksir’ladr,al sali’sti'rmalr’ jiyilikti
si'nawdan keyin esaplaydr’.

Birdey tu’'rdegi massali'q sI’'nawlarda ko’pshiliig'daylarda waqi'yani'n’ sali’str'rmalr’
jiyiliginin’ turagl’l’g’’ baygaladr’, yag’'nr’y sr'nawlar sani’ n jeterli da'rejede u’lken bolg’and
waqgryanrn’ salrst'rmalr’  jiyiligi Wy(A) bazi’ bir turaqgl’ P sanrn’n’ janrnda
terbeletug’'nl’g’t’ bayqaladr.UsI’ P sani'na dtatikal’'q maganadag’i’ A wagl’yasi'n’'n’
itimalli'g’r’ delinedi.




Mr'sali’: Monetanr’ taslawlardi’'n’ s’'nawlari’ bineshe ret ju’'rgizilip, ondag’’ gerb jag'i’'nr'n’
kelip shrgrwlar’nr’'n’ sani’ esaplang’an. Bir qesha s’nawlardi'n’ na'tiyjeleri mr’na tablicada

ko'rsetilgendey:

Srnaw ju’rgiziwshi Srnawlar sanr’ Gerb shr'g'rsanr’ Jiyilik
Byuffon 4040 2048 0,5069
K.Pirson 12000 6019 0,5016
K.Pirson 24000 12012 0,5005

Itimall’'qt’n’ klassikali'g anrglamasi’'n si'nawna’tiyjesinin’ sani’ sheksiz, ten'dey
mu’'mkinshilikli ta’jiriypbege qollan’'wg’a bolmaydl’’ Bunday jag'daylarda itimalli’'gtr’n’
geometriyal’g anr'glamasi’ golayl’. Onrn’ ushi'tiz G ko’pliginde nogat ten’ o’lshewli
bo’listiriigen dep uyg’arami’z, al onI’'n’ ganday dées ko’pligin g dep belgileyik. Onda ko'p
G oblastr'na dusmaldan taslang’an nogatt'n’ g shlaa tu’'siwin A waqi’'yasl’ dep belgilep,
onr’'n’ itimall’g’’'na mrnanday anr'glama beriwgéoladi’: g oblast’'na dusmaldan taslang’an
nogatti'n’ (A wagqi'yasr’) usi’ oblastga tu’siw itidli'g’t’’ g nI’'n’ o’lsheminin’ G oblasti'nr'n’
o’lshemine (uzr'nl’'g, maydan, ko’lem) gatnasi’nan’, yag'ni'y

o'lshemg |g|

P(A): =
o’lshem G| G|
- @
2-su’'wret

Mr'sali’: (Ushi'ras’'w haggrndag’’ ma’sele): Ekjoldas bir saat dawami’'nda ushi'rasr'wg’a
kelisken. Ushr'rasI’'w ornr'na burr'n kelgen adamreiisin 20 minut dawami’nda ku'tip turadr’,
al onnan keyin Kketip qaladi’. Eger de olardi’'n’rhgaysi’si’ ushrras’'w ornr’'na bir saat
aral’'g’’'ndag’’ ga’legen waqr't momentlerinde kei mu'mkin bolsa, eki joldast’n’
ushr'rasr'w itimall’'g’t’ nege ten’.

¥

60

20

0 20 60 .

3-su’'wret
Eki joldastI’n’ ushi'rasr’'w ornr’na keliw waqi’'tlamn sa’ykes x ha'm y arqall’ belgileyik:
0<x<60, G<y<60.
Sonda G={(x,y): 8x<60, Oxy<60}. A wagl'yasl’ eki joldast’n’ ushrrasrwr'n tdiretug’'r’'n
bolsa, onda olar tekx-y | <20 min. bolg’anda ushrrasadr’.



P(A) = =

Bekkemlew ushi’'n sorawlar:
1. Elementar waqi'yalardi’'n’ diskret ken’isligi dep geeaytami’z?
2. ltimallr'gtrn’ klassikalr’g anr’'glamasi’n keltirin
3. ltimallrgtrn’ statistikali’'q anr’'glamasi’'n keltin’ ha’m onr'n’ klassikali’'q anr’glamadan
pargi’n tu’sindirin’.
4. Itimallr'gt’n’ geometriyali’q anr’glamasi’n tu’'sidirin’.



Annotaciya

Bul lekciya teksti «SHa'rtli itimall’glar. Ko’'bey tiw teoremasi’. Wagqr'yalardi'n’
g'a’rezsizligi » temasi’'na arnalg’an bolr’p, lekciyada tiykarg'r’ tu'sinikler anr’qlamalarr’
menen tu’sindirip keltirilgen. Bul temanr’ tu’siniw ushi'n studentler matematikali’q
analiz, diskret matematika ha'm logika, funkcionallq analiz (jogar’ matematika)
kurslar’nr’n’ tiykarg'i tu'sinikleri menen tol’'qg tanr'sgan boli'wlar’ kerek. Lekciyada
kiritilgen ha'’r bir jan’a terminge tiyisli mr’salla r keltirilgen.

4-lekciya (2s.)
SHa’'rtli itimalli'glar. Ko’beytiw teoremasi’. Waql’ yalardi’'n’
g'a’rezsizligi

Tayani'sh so’zler
SHa'rtli itimalli'q, ko’beytiw teoremasi’, g’'a’rezs iz waqr’yalar.

Ayr'm jag'daylarda A waqryasr’'n’'n’ bazi’ bir Bwaqr'yasi’ ju'zege asqandag’l
itimall'g’rn esaplawg’a tuwra keledi. Bunday itafli’'qtr’ sha’rtli itimall’'q deydi ha’'m onr
P(AB) yamasa E(A) tu’rinde belgileydi.

Mr'sallar:

1. Qutrda 2 aq shar ha'm 1 qgara shar bar. Eki Adambirden shar aladi’. To’'mendeqgi
wagl’'yalar qarasti’'ri’ladr’:

A- birinshi adamda aqg shardr'n’ shr'g’r'wr’,

B-ekinshi adamda aq shardi’n’ shr'g’rwr’.

Eger de B wagqryasr’ jo’ninde hesh na'rse belgihimasa, onda A waqr'yasr’'nr'n’ itimall’'g’r’
£ ge ten'. Eger de B wagl'yasi'ni’n’ ju'zege asqaill belgili bolsa, onda A waqi'yasi’'ni'n’
itimall'g’ $ ge ten’ boladr’. Solay etip, P(A)%, P(AB)= 1

2.Eki kubik bir wagrtta taslang’an. Kelip shrqgamchkolardi'n’ gosrndr'sr’ jup ekenligi
ma’lim bolg’anda, olardi’'n’ gosr’ndi’si’ 8 ge teekenliginin’ itimalli'g’i’'n tabrn’.

Ochkolardrn’ qosrndr'si'n’'n’ 8 ge ten’ bol'wn bildiretug’i’'n wagr'yan’’ A arqalr’,
ochkolardr'n’ gosrndr'srni'n’ jup ekenligin bildetug'’'n waqr'yan’ B argali’ belgileyik.
Sonda:

Q={(,)): i,j=1,2,3,4,5,6},
A={(i,j): i+j=8, ij= 16},
B={(i.,j): i+j=2k, i,j= 16:k=16}}.
|2 |=36, | A|=5, | B| =18 bolg’anlrgtan, itimall’qt’'n’ klassikalr'q arglamasI’ boyrnsha

5 T 2 = é = 2
P(A)= 3., P(B)=s » P(/B)= 18 — 18 ™ P(B)

Bul jerde AB=A bolg'anl’gtan P(8B)="1%" dep jazrwg’a boladr.
Meyli elementar waqi'yalar ken’isligi o’z-ara tel®y mu’mkinshilikli n elementar
wagl'yalardan turatug’r'n bolsi’'n, yag'nr'y Q={w; o2..., on}, P(0))=%, i=1,n. Olard'n’

ishinde | @ |=n, |B|=k, |AB|=r bolsrn. Eger de B waqr'yasI’ ju'’zege asqan bolsnda
og’an derek k elementar waqi’'yalard’'n’ birewi jege asadr’. Sol waqr'tta A waqgi'yasI’ as’'wr’
ushr’n AB g'a derek bolg’an r elementar waqr'yalamt birewi ju'zege asadi’. Sonlr’qtan
klassikali’'q anr’glama boyi’nsha



f — 1 — P(AB)
P(AB)= k — T B(B)

Meyli { Q, F,P} itimall’'q ken’isligi berilgen bolrp, A,Bl1 F ha’'m P(A)>0 bolsi'n. A
wagl'yasi'n’'n’ B waqr'yasl’ ju’zege asqandaq!’ stiitimalli’g’r’ dep

P(AB)
P(AB)= "P(B) (4.1)

formulasi’ menen anrglanatug’i’'n itimall’'qga ayhi'z.
(4.1) formula sr'yagli’ P(A)>0 bolg’anda

P(5.) =550 (4.2)

formulasi’na iye bolamr’z. Bul formulalardan

P(AB) = P(A) [P(54) = P(B) [P(%) (4.3)
ekenligi kelip shr'g’adr’. Bul ten’lik ko’beytiw teremasi’ dep ataladi’ ha’'m onr’ to'mendegishe
ayt’'wg’a boladr’.

Qa’legen eki waqgr'yani'n’ ko’beymesinin’ itimallg’r’ olardr’'n’ birewinin’ itimall'g’rn
ekinshisinin’ birinshisi ju'zege asqandag’’ sh&’itimalli’g’’'na ko’beytkenge ten’.

Ko'beytiw teoremasr’'n indukciya boyi'nsha qa’legesandag’t’ waqr'yalardrn’
ko’beymesi ushi’'n ul'wmalastr’ri’'wg’a boladr’.

P(AA,..A)=P(A)P(A)-. P(Van.a.)

Bul ten’liktin’ da’lillileniwin oqrwshrlardr'n’ o’zlerine us’’nami’z.

A waqgl'yasi’ B wagl'yasi'nan g'a'rezsiz delinedigger de P(AB)=P(A) ten’ligi
or'nlansa. Eger A waqr'yasl’ B dan g’'a’rezsiz mlonda B waqgl'yasi’ da A dan g'a’rezsiz
boladr’. Bul jag'daydaP(8,) = P(B).

G’a’rezsiz waqgl’yalar ushr’'n ko’beytiw teoremasipiway!’ ko’rinske iye boladr’, atap
aytganda, eger de A ha’'m B wagl’'yalar’ o’z-ara’ggzsiz bolsa, onda

P(AB)=P(A)P(B)

Bul teoremanr’ to'mendegishe ul’'wmalasti’ri’'wgbladr’.
Eger de A, A,,... A, wagl'yalari’ g'a’rezsiz bolsa, onda

qu A) =QP(A)

Mr'sali’: Quti'da 2 ag ha’m 3 gara sharlar bar. Q@ian ta'wekelge gatari’'na eki shar al’nadr’.
Al'ng’an eki shardr’'n’ da aq shar bolr'w itimalg’r’'n tabr'n’.

A argall’ al'ng’an eki shar da aq boladi’ degeagnyana belgileyik. A waqr'yasi’ eki
wagl’'yani’n’ ko’beymesinen ibarat boladr’:
A=A;1- A, bunda A - birinshi ma’rte al'ng’an shar aqg shar,A&kinshi ma’rte ali’'ng’an shar
ag shar boladi’ degen wagqgi'ya.

Ko’beytiw teoremasi’ boyi'nsha:

Pr=P(AA,)=P(A)P(%)=2[3=01
UsI’ sha'rtlerde, biraq birinshi ma’rte al’'ng’aehar qutr'g’a qaytar’l’p sali’ni’p,
qutrdag’r’ sharlar aralasti’'ri’ladr’. Bul jag’daydA; ha’'m A, wagi’'yalari’ g’a’rezsiz boli’'p,

P(A)=P(A) [P(A)=2[2= 016



Bekkemlew ushi'n sorawlar
1. SHa'rtli itimall’'q dep ganday itimall’'qga aytr'éd’?
2.  ko’beytiw teoremasi’n ayti’p berin’ ha’m jaziko’rsetin’.
3. G’arezsiz wagl’'yalar dep gqanday waq!’'yalarg’aidati’?



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Wagqr'yalardr’n’ tol'g gruppasi. Tol'q itimall’qtin’
formulasr’.Bayes formulasI’» temasi’na arnalg’an bdai'p, lekciyada tiykarg'i’ tu'sinikler
anr'glamalar’ menen tu’'sindirip keltirilgen. Bul t emanr’’ tu’'siniw ushrn studentler
matematikali’'qg analiz (jogar’ matematika) kursi'ni’'n’ ko’plikler ha’'m olar u’stinde
a’'meller tu'sinikleri menen tol’'q tani’'sqan bolrw lari” kerek. Lekciyada kiritilgen ha'’r bir
jan’a terminge tiyisli mr’sallar keltirilgen.

5-lekciya (2s.)
Wagqr'yalardi'n’ toli'q gruppast’. Tolrg itimalli'q tr'n’
formulasi’.Bayes formulasr’

Tayani'sh so’zler
Wagqryalardrn’ tol’'q gruppasr’, birgeliksiz waqi’ yalar, gipotezalar, toli’'q
itimallrgtr’'n’ formulasr’, Bayes formulasr’.

Eger de H, H,,..., H, wagqgr’'yalar’’ jup-juptan birgeliksiz bolsa ha’mytH,+...+ Hy =Q
bolsa, onda birgeliksiz HH,,..., H, waqr'yalar’ waqgr'lardi’'n’ toli'g gruppasi’n has etedi
deymiz.

Jogarrdag’r’ tiykarg'l’ teoremalar- itimall'glah® gos’'w ha'm  ko’beytiw
teoremalarr’ni’'n’ saldarlari’ retinde tolr’'q itimlag formulasi’ dep atal’'wshr’ formulanr’ keltirip
shr'g’arayr’q.

Meyli Hy, Ha,..., H, wagr'yalar’ birgeliksiz waqi'yalardi'n’ tol’'qgruppasr’n hasr’l
etip, bul waqgr'yalardan birewi menen birge ju’zegeatug'i'n bazi’ bir A waqgi'yas’ni’'n’
itimalli'g’r'n tabr'w talap etiledi. Bul gruppani’nwagqr’yalari’'na a’'dette gipotezalar dep ataydr’.
Bul jag’dayda mi’'na formula ori’'nli’ boladr’:

P(A) =2 P(H)P(%) Ap
i=1
(5.1) formulag’a tolr’g itimall’qti'n’ formulasr’delinedi.
Dallillew: SHa'rt boyrnsha H+Hy+...+ H, =Q ZH:P(Hi)=1 ham A= Q- A=
i=1

Hi, Ha,..., Hy wagr'yalar’ birgeliksiz bolg’anli’gtan, M Hga..., HW/A wagr'yalar’ da
birgeliksiz boladr’.Onda itimallr’glardr’ qosr'w hian ko’beytiw teoremalari’ boyr'nsha

P(A)=P(HA+Hgat...+ HyA)= z P(H, A) = Z_ll P(H,)P(%)

Usr'ni’ da’lillew talap etilgen edi.
Mr'sallar:
1. Birdey u’sh qutr’ berilgen. Birinshi qutI'da 2jda’'m lgara shar, ekinshi quti'da 3 ag ha’'m 1
gara shar, u'shinshi qutI'da 2 ag ha’'m 2 gara shdrhar. Birew ta’'wekelge qutr’'dan birewin
tan’lap aladi’ ha’m onnan bir shar aladr’. UsI’rdfan shardi'n’ aq bolrwrni'n’ itimalli'g’rn
tabrn’.

Mi'na u’sh boljawdr’ (gipotezani’) garayr’q



—birinshi qutrni’ tan’law, H-ekinshi qutr’ni’ tan’law, H-u’shinshi quti’'n’ tan’law ha’'m A-
ag shar shrgrwshi’ waqgr'yani’ an’lats’'n. Ma'sshin’ sha’rti boyr’'nsha boljawlar birdey
imkaniyatl’ bolg’anlr’qtan

P(H)=P(H)=P(H)= 3
A waqr'yasr'ni’n’ usr’ boljawlardag’l’ itimallr’ g I sa'ykes:

P(%.) =% P(%.) =% POL) =1

Tolrg itimall'gtr’n’ formulasr’ boyr'nsha
P(A):%[%+l[ +1 [i:%

2. Ogrtrwshr’ jogar’ matematikadan si'naq ali'wshi'n 50 ma’sele tayarlag’an. Olardi'n’
ishinde differencial esabr'nan 20 ma’'sele, integedabi’'nan a’h ma’sele, itimalli’'glar
teoriyasr’nan 12 ma’sele bar. Student differenesdbi’nan a’h ma’sele, integral esabr’nan 15
ma’sele, itimall’glar teoriyas'nan 10 ma’sele she alatug’’'n bolsa, oni'n’ dus kelgen bir
ma’seleni sheship, si’'naq tapsr’ri'wrni’'n’ itimaly’i'n tabrn’.

To’mendegi boljawlardr’ kiriteyik:
H; —studentke ma’sele differencial esabi’'nan tu’sti,
H,- studentke ma’sele integral esabi’'nan tu’sti,
Hs- studentke ma’sele itimallr’glar teoriyasi’nangti.
A- student sr’naqg tapsi'rdr’.

SondaP(h)= =2 ,PH)= =%, P(H)=5=%
Sa’'ykes sha'rtli itimallr’glar:

P(4) =% =%, POn) =5=28, POu) = =2,

Sonlrgtan (5.1) formula boyr'nsha

1
21

P(A)=¢ 15+ 515+ 415=4= 086

Endi itimallrglardr’ ko’beytiw teorema5| ha’'m toqg itimall’qtr'n’ formulasrnin’
saldar’ retinde Bayes formulasi’ dep atal’wshibrmulani’ keltirip shr’g’arayr’q. Mrnaday
ma’seleni qarasti'rayi’q: O’z-ara birgeliksiz ~ waalardi’'n’ gruppas’ H, Ha,..., Hnq
berilgen.Bul boljawlardi'n’ s’'nawg’a shekemagi itath’glar’’ belgili boli’'p,olar sa’'ykes P(Hi,
P(H),..., P(H).Srnaw ju'rgizilip, na’tiyjede bazr-bir A waqrgsi’'ni'n’ ju'zege asrwr’
baygaladr’. Usi’ A waql'yasl’ ju’zege as’'wi’ mendwul boljawlardi'n’ itimall’glari’ galay

H.

o'zgeredi, basgasha aytganda ha'r bir boljaw uslﬁm A) sha'rtli itimalli’glardr’ tabayi’'q.

Itimalli’'glardr’ ko’beytiw formulasi’ boyr'nsha:

P(AH,) = P(A)P("4) =P(H,)P(5,)

Bunnan

P(H)P(Oh;)
P("/2) =5 =1.2,..)

Bundag'i’ P(A) ni’ tolr'q itimall’gt’'n’ formulasI’ menen an’latsaq
P(H)P(%,)

PC/D= S p(HP(,) 5.2)

Bul formulag’a Bayes formulasi’ dep ataladr’.
Mr'salr’:
1. Eki atqr'sh bir-birinen g'a’rezsiz bir nI’'shaniagha’r gaysi’st’ bir retten atadi’. Birinshi
atgr'sht’'n’ nr'shanag’a tiygiziw itimall’'g’t’ 0,8 ekinshisiniki 0,4. At'w tamam bolg’annan



keyin nI’'shanada bir tesik tabr’lg’an (A waqi'ygsiUsi’ tesiktin’ birinshi atqi’shqa tiyisli bolr’'w
itimall'g’r’'n tabr’'n’. Srnawg’a shekem mi’nadaydbjawlar boliI'wi’ mu’'mkin:
H, —birinshi atqi’shtiki de, ekinshi atqi’shtiki dgmeydi.
H.- eki atqi’shtiki de tiyedi,
Hs- birinshisiniki tiyedi, ekinshisiniki tiymeydi
H,4 —birinshisiniki tiymeydi, ekinshisiniki tiyedi.

Bul boljawlardrn’ itimalli'glarr’:

P(H.)= 0,2:0,6=0,12; Pgh+ 0,8-0,4=0,32;
P{H 0,8-0,6=0,48; Pgh+ 0,2:0,4=0,08.
Baglang’an A waqi'yasr’ni’'n’ usi’ boljawlardag’r’ shdli itimallr’glar’:

P(»%,) =0; P(%z) =0,
P(/,) =1, P(%.) =1.

Demek H ha'm H, boljawlarr’ joqga shr'g’adr’,al Hha’'m H,; boljawlar’nr'n’ sha'rtli
itimalli'glar’ Bayes formulasi’ boyr'nsha esapldadi’:

P(H/A) 04%]1?081]1 = g ’ P(H/A) 04E?EIJS%ED08EII

1
7
Solay etip, tesiktin’ birinshi atgi’shga tiyislob'w itimall’'g’’ ¢ g'a ten’ eken.

Bekkemlew ushi’'n sorawlar:

Wagqr'yalardi'n’ tolI’q gruppasi’ dep ganday shaértlori’'nlang’anda aytr’'ladr’?
Birgeliksiz waqr'yalar dep ganday waqi'yalarg’a idgdi’?

Gipotezalar degenimiz ne?

Tolrq itimall’qgtr’n’ formulasi’n jazi’p ko'rsetin?

Bayes formulasi’'n kelitirip shi'g’arrn’.

arwnE



Annotaciya

Bul lekciya teksti «G’a’rezsiz si’'nawlar izbe-izlgi. Bernulli sxemasr’. Binomial ha’'m
polinomial formulalar» temasrna arnalg’an bolr’p, lekciyada tiykarg'i’ tu’sinikler
anr'glamalar’ menen tu’'sindirip keltirilgen. Bul t emanr’ tu’'siniw ushrn studentler
matematikali’'q analiz, diskret matematika ha’'m logika, funkcionalliq analiz (jogarr
matematika) kurslari'n’'n’ tiykarg'i tu’'sinikleri m enen tol’'q tan’sgan bolrwlari’ kerek.
Lekciyada kiritilgen ha'’r bir jan’a terminge tiyisl i mr’sallar keltirilgen.

6-lekciya (2s.)
G’a’rezsiz sI’'nawlar izbe-izligi. Bernulli sxemasl’. Binomial ha’'m
polinomial formulalar

Tayani'sh so’zler
G’a’rezsiz srnawlar izbe-izligi, Bernulli formulasi’, binomial formula, binomial
bo’listiriw, polinomial.

Praktikada sr'nawlar tu'rli-tu’'rli qaytalani’p, tlirarlanr’p turadr’. Bunda eki jag'day
bolrwr’ mu'mkin: ju'rgizilgen si'naw na'tiyjesi alli'ng’i’ yaki kelesi s’'naw na'tiyjesine ya
g'arezsiz, ya g'arezli boladr’. Birinshi jag'daydg’a’rezsiz si'nawlar dep atalsa, ekinshi
jag’'dayda-g'a’rezli s’'nawlar dep ataladr’.

Itimall’glardi’ qosr'w ha'm ko’beytiw ga’deleri wqr'yalardi'n’ a’dewir quramalr’
kombinaciya itimalli’'glari’'n tabr'wg’a imkaniyat edi. Biz ha’zir tanr’'satug’’'n en’ a’piway!’,
soni'n’ menen birge en’ ken’ tagalg’an sxemalarang’a’rezsiz si’'nawlardi’'n’ ta’kirarlanr’'w
sxemas!’ yamasa Bernulli sxemas!’ dep atali'wskensa bol’p esaplanadr’.

Birer s'naw na'tiyjesinde A wagl'yasl’ ju'zege 1&g’ yaki aspawi’ da mu'mkin. A
wagqr'yas’'ni’n’ ju’zege asrw itimall’'g’rn P(A)=p ju’zege aspawrnr’n’ itimall’'g’'rn PA)=1-
p=q dep belgileyik.

Izbe-iz o’tkerilgen eki g'a’rezsiz si’/nawdi’'n’ mu’kin bolg’an na'tiyjelerin ko'reyik (1-tablica).

Srnawdi’n’ AA A A AA AA

na'tiyjeleri

ltimall'glar p° pq qp q
1-tablica

p*+2pg+d=(p+qy=1

Srnawlar sanr’, ma’selen u'shew bolg’anda da taprlayr’nsha pikir ju'ritip,

jogarrdag’r’'g’a ugsas
p*+ 3p°q+3pd+a=(p+ay=1

ekenligine iye bolami’z.

Endi ma’seleni ul'wma tu’rde anr’'qlawg’a boladr'.
Bernulli formulasr’. Eger ha’r bir s’'nawda waqgr'yan’'n’ ju'zege asi’vimalli’g’t’ turaqlr’
ha'm ol p g’a ten’ bolsa, onda n ret g’a’rezsinawlar ju’rgizgende usi’ waqgi'yani’'n’ da’l m ret
ju'zege asr'w itimall'g'’r’:

P.(m)=Cp"g"" (6.1)

formulasl’ menen esaplanadr’.

Bunr’ da’lillew ushi'n n ret g’'a’rezsiz sr'nawlgu’rgizgende A waqr’'yasi'ni’'n’ da’'l m
ret ju'zege asrwrni’'n’ ha’'m n-m ret aspawrn’nbarli’q mu'mkin bolg’an izbe-izligin
du’zeyik:



AAIHYBB UIB,....BB 1B 44 [I1H4.

m(pem) n—m( pem) n—m( pem) m(pem)

Bul izbe-izlik ag’zalar’ni'n’ bir-birinen ayr’'rmshrl’g’t’ tek ornalasr'w ta'rtibinde
g’ana bolrp tur, sonl’gtan on’ A wagryasl’ m tteA waqi'yas’ n-m ret ta’kirarlanr’p
almasadr’ dep garawg'a boladr’. Olardrn’ sarC™" ge ten’ bolg’anli’'qtan

P.(m)=Clp g™
Kelip shr'qgan formula binomial formula dep te atil. Sebebi (6.1) ten’liktin’ on’ jag'r
(px+q)’ binom’n’n’  jayrlmasrndag’ X" shamasrn'n’  koefficienti  boladr’.
P ©0),P @,...,P,(n) itimallrglar’n’'n’ izbe-izligi binomial bo’listiriw dep ataladr’.

>R (m=1

yamasa

(p+q)"=2Cl'p"g"" =1

m=0
Endi biz o’'tkergen n s’'nawdaAvaqgi’'yas’’ni’'n’ my ret, A, waqryasr’'ni’n’ n ret,..., A
wagryasi'n’'n’ mg ret ju'zege asrwi'n’'n’ itimall'g’rn tabayrq (m;+ mp+...+ me=n). Bul
itimall'gtr’ Pn(my, my,..., my) dep belgileyik. Bul itimalli’'g
{4, [[I4,A, [[[A4, [[[A4, [[[4}

my(pem)  mp(pem) m (pem)
tu'rindegi elementar wagqr'yalardi’'n’ itimall’'glani’n’ qgosrndi's’'na ten’. Bunday ha’r bir
elementar wagqryanrn’ itimall'g'r p* [ p;® [...[ p;* ko’beymesine ten’, al elementar
wagql’'yalardrn’

n!
sanr’ —_— polinomial koefficientine ten’ bolgia’qtan
mhmo!...my!
n!
my m my
P(my, ..., my=————— P [P, L., (6.2)
m!my!...mg!

(6.2) formula polinomial formula dep atalad’. Sbbebul ten’liktin® on’ jagr

( peXatpaxot...+pXk)  polinomrni'n’ jayrimasi’'ndag’t’ lel D(Zmz D--D(km‘ an’latpasrnr’'n’
koefficientleri boladr'.

Mr'sallar:

1. Elektroenergiyani'n’ bir sutka dawami’nda sdaip'wi'ni'n’ belgilengen normadan asi’p
ketpew itimall’'g’’ p=0,75 ke ten’. Jag’'n 6 suthken’ 4 sutkas’ dawaminda
elektroenergiyanr’n’ sarr’plani'wr'ni'n’ normadarsép ketpew itimalli'g’i’'n tabrn’.

2. Bazr’ bir elatl’ punkte sentyabr ayi'nda orteap penen 12 ku’'n jawrn jawadi’. Sentyabr
ayrnda dusmaldan al’'ng’an 8 ku'nnin’ ishinde 3’'hkde jawi'n jawatug’rnli’'g’i’'n’'n’
itimall'g’r'n tabr'n’.

3. Moneta 6 ma’rte taslanadr’. Gerb jag'i'n’'n’ 0,1,6 ma’rte kelip shrg’rwrni'n’ itimall’g’r
nege ten’?

4. Eki ten’ ku'shli shaxmatshr’ oynag’anda 4 paatign 3 partiyani’ ut’'w itimall’'g’t’ ko’p pe
yamasa 8 partiyadan 5 partiyani’ utr'w itimalli'gko’p pe?

Bekkemlew ushi’n sorawlar:



G’a’rezsiz sr'nawlar izbe-izligi dep gay waqi'tiayti’'ladr’?
Bernulli formulasi’'n jazrn'.

Binomial formula dep ne ushi’'n aytr'ladi’?

Binomial bo’listiriw degenimiz ganday bo’listiriw?



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Bernulli sxemasi’ ushi'n shekteoremalari’. Muavr-Laplasti'n’
lokallig ha’'m integralliq teoremalari. Puasson teoremasi» temasi'na arnalg’an bolrp,
lekciyada tiykarg'i’ tu’'sinikler anr'gqlamalar’ men en tu’sindirip keltirilgen. Bul temanr’
tu'siniw ushrn studentler matematikal’q analiz, diskret matematika ha’'m logika,
funkcionalliq analiz (jogari’ matematika) kurslari’ ni'n’ tiykarg'’i tu'sinikleri menen toli’q
tanr'sqan bolrwlar’’ kerek. Lekciyada kiritilgen h a’r bir jan’a terminge tiyisli mi’sallar
keltirilgen.

7-lekciya (2s.)
Bernulli sxemas!’ ushi’'n shek teoremalari’. MuavriLaplasti'n’
lokallig ha’'m integralliq teoremalari. Puasson teoremasi

Tayani'sh so’zler
Asimptotikal’'g juwrglasr'w, Muavr-Laplas teoremasr’,Laplast’'n’ lokalli'q
teoremas!’, Laplastr’n’ integralli’'g teoremasr’, Laplas funkciyas!’, Puasson formulasi’.

Biz jogarr’da n s’'nawda waqr’yan’’n’ m ma’rte juge asr’'wi’'n esaplaw ushi’'n Bernulli
formulasr’n keltirip shr'g’ard’q Bul formulani’ Kérip shi'g’arg’anda biz ha'r bir sr'nawda
wagl’'yanr’'n’ ju'zege asr’'w itimalli'g’i’'n turagli’dep uyg’ardi’g. Bernulli formulasi’nan, n nin’
u'lken ma’nislerinde paydalan’'w a'dewir gryrn ekligin an’sat ko’riwge boladr’, sebebi
og’ada u’lken sanlar menen a’meller ju’'rgiziwge tavkeledi.

Ma’selen, eger n=50, m=30, p=0,1 bolsa. Onda

50!
Pso(30)=———— (0,1°(0,9¥°  bolr'p, bunda
30!20!
50!=30 414 09310, 30!=26 525 28407, 20!=24 329 02a0*

Arnawli’ tablicalardan paydalani’p esaplawdi’ alde a’piwayr’lasti'r’'wg’'a boladr’,
degen menen bul jold’'n’ o'zi de biraz quramalihgay-aq aytarli’'gtay kemshilikke iye:
tablicalar juwr'qg ma’nislerdi 0’z ishine aladr’, son’ ushi’'n da esaplaw procesinde ga'telikler
jrynal’p, en’ juwmag’r’'ndag’t’ na'tiyje da’l ma’nmsinen a'dewir parg qrl'wr’ mu’mkin.
Mr'naday soraw tuwadi’:bizdi grzrqti'r'wshr’ itmalli’gtr’ Bernulli formulasi’nan paydalanbay-
ag esaplaw mu’'mkin emes pe? Mu’'mkin eken. Laplastdkall'q teoremasi’ s’'nawlar sanr’
jeterli ko’p bolg’anda n sr’'nawda waqgr'yan’'n’ m i@ ju'zege asrwrni'n’ itimall'g’rn
juwrg tabrwg’a mu'mkinshilik beretug'’'n asimptital’'q formulanr’ srpatlaydr. @(X)
funkciyasi’ f (x) funkciyasrnin asimptotikali'q juwrglasrwr’ dehedi, eger delim =1

[

bolsa). p5 bolg’an jag'day ushi'n asimptotikali’'q formula 1@’ Muavr ta'repinen
tabrig’an;

1783 j. Laplas on’ 0 ha'm 1 den o’zgeshe ga’legamshi’n ulrwmalasti’rg’an. Soni'n’ ushrn
ga’p etip atI'rg’an teoremani’ geyde Muavr-Laplasremasl!’ dep te ataydr’.



Laplasti'n’ lokall'g teoremasi'n’'n’ da’lilleniwia’dewir quramali’ bolg’anl’qtan onrn’
tek g’ana formulirovkasi’n berip, mi’'sal ko’rsetmvenen sheklenemiz.
Laplasti'n’ lokall'g teoremasr’. Eger A waqgi'yas’'ni'n’ ju’zege asr'w itimalli'g’ p ha'r bir
si'nawda turaql’ ha’m ol 0 ha’'m 1 den o’zgeshedaglonda A waqgi'yasr’ni’'n’ n s’'nawd!’ da’l
m ma’rtesinde ju’zege asr'w itimalli'g’’ shama mam

X2
| gl y 2 —_1
— m-np
funkciyasi'n’'n’ X = /mpq  bolg'andag’t’ ma'nisine ten’ (n ganshelli u'lkenolsa,

sonshelli da’l boladr’).

x2
Argument x tI'n’ on’ ma'nislerine sa’ykes keliwsh¢(x):ﬁe ? funkciyasrnrn’
ma’nisleri jaylasti’'ri’'lg’an tablicalar bar@(Xx) funkciyasr’ jup funkciya bolg’anlrgtan, yag'nr'y

@(—X) = @(X), x trn’ teris ma’nisleri ushi'n da tap sol tatdilardan paydalanami’z.
Solay etip,

P(M=-14(X), bunda X = =

npq
Mr'sali’: Eger A gr'yas’’ni’'n’ ha'r bir si'nawday’zege asi’'w itimall’'g’’ 0,2 ge ten’ bolsa, 400
si'mawdr’'n’ da’l 80 ma’rtesinde oni'n’ ju'’zege astitimalli’g’r’'n tabr'n’.

SHa'rt boyr'’nsha n=400, m=80, p=0,2; g=0,8.

P80 = Taagzms [#(X) =5 LP(X).

— 80-400D,2

Tablicadang(0) = 0,398¢ ekenin tabami’z. Demek P, (80) = 0,04986.

Eger de Bernulli formulasr’ boyr'nsha esaplasdgy,,, (80) = 0,0498 .

Meyli ja’ne n si'naw ju’rgizilgen bolr’p, olardi’nha’r birinde A waqr’'yasrni'n’ ju'zege
asr'w itimall'g’r’ p turagl’’ bolsr'n (O<p<1).

P.(my,my) itimall'gtr’, yag'n’'y A wagr'yasi’ n si'nawda« m; den m ge shekem»
juzege asadi’ degen itimall'qt’ qalay esaplasaladi’? Bug'an Laplasti'n’ integralli’'g
teoremasi’ juwap beredi.

Laplasti'n’ integralli'q teoremasr: Eger A wagi'yasrni’'n’ bir s’'nawdag’l’ ju'zege &aw
itimall'g’r’ p turagl’ ha'm ol 0 ha’m 1 den o’zgehe bolsa,onda,fn;,my) itimall’'q shama
menen mi’na ani’'q integraldr’n’ ma’nisine ten’:

XII 22
~ 1 2
Pa(my,mz) — Jorm ,[ ¢ dZ, (7.2)
X
| — m,; - np , I — m, — np
bunda X g ham X T

Bul jerde de arnawli’ tablicalardan paydalanarteblica

D(X) = ﬁj.[zdz’
0



funkciyasi’ ushrn Kkeltirilgen (bug’an Laplas funkasr’ delinedi). Tablicada F(x)
funkciyasi'n’'n’ x>0 ha’'m x=0 bolg’andag’i’ ma’nisti berilgen; x<0 ushr’'n da sol tablicadan
(@(—x) = —d(x) ekenligin esapga ali’'p) paydalanami’z.

Tablicadan paydalan’'w mu'mkin bolrwi’ ushrn @). an’latpani’ to’'mendegishe
tu'rlendiremiz:

0 2 XII )
27 1 o ny _ |
Pn(ml,mz) j EJAK dZ—CD(x ) CD(X )
X! 0
Solay etip
Pn(mg,mp) = @(x” ) - @(XI )

Mr'sal’: Detald’'n’ texnikal’'q qadag'alaw bo’lirmen o’'tpew itimalli'g’’ p=0,2 ge ten'.
TosI'nnan ali'ng’an 400 detaldi’'n’ ishinde tekserdgenleri 70 ten 100 ge shekem bolrwi'nrn’
itimall’'g’rn tabr’'n’. SHa'rt boyi'’nsha n=400, ,+80, m=100, p=0,2; g=0,8.

P40o(70,100= @(x") —D(x').

I — m;-np 70 - 400 [ ,2 —_ _
X = g /400 O ,20,8 1’25
I — my-np _— 100 -400 0,2 —
X —  Jnq T J400 ®,20,8 2,5

P0i(70,100= @(2,5) — @(—1,25) = @(2,5) + D(1,25).
Tablica boyrnsha®(2,5) =0,493¢:  @(1,25) = 0,394+

Izlep atr'rg’an itimall’g: Ro«(70,100)= 0,493&+ 0,3944=0,8882
Puasson formulasi’.Meyli g'a’rezsiz n si'nawlar ju'rgizilgen bolsi'mOlardi’'n’ ha’r birinde A
wagl'yasi'n’n’ ju'zege asr'w itimall’'g’’ p g’'a &€n’ bolsrn. Pn(m) itimall’'gtr’ anr'glaw
ushr’n Bernulli formulasi’nan paydalanami’z.

Eger de n jeterli ulken bolsa, onda Laplast’'nsimptotal’q formulasi’nan
paydalanami’z. Biraq, eger de waqgr'yan’'n’ ju'zegsi’'w itimall'g’r’ ju'da’ kishi (ma’selen
p<0,1) bolsa, bul formula jaramsr'z. Bunday jagldaga (n u’lken, p kishi) Puassonnrn’
asimptotikali'g formulasr’'nan paydalang’an golaylDemek, mi'naday ma’seleni qaraymi’z:
Srnawlar sanl’ og’ada ko’p bolg’anda ha'm ha'r Wrnawda waqgi'yanr’n’ ju'zege asr’'w
itimall’'g’r’ ju'da’ az bolsa, wagr'yan’'n’ da’l mma’rte ju’zege asi’'w itimalli’'g’i’'n tabr'w talap
etiledi. Mrna sha'rt ori'nlansi’'n dep uyg’arami’zip ko’beyme turaql’ ma’nisin saglasr’n,
yag'nr’y np=\ bolsi’n.

Bizdi qrzrqgtrr’wshr’ itimall’qti’ tabr’'w ushi’n Bernulli formulasi’nan paydalanami’z:

P(m)=C p"q" " "=qumP " A= p)" " =

— 12830 .In-m)[ n—(n—-m){n-2)(n-1)A] m _ n-m _ n(n-1)(n- 2)[I]l[[h (m 1)] n-m
- mICR2B0.{n-m) [ p (1 p) - p (1 p)

Bizde np3\, yag'ni'y p=4 bolg'anl’'gtan



Pn(m) — n(n-(n- Z)D][[h (m-1)] ( ) (1 ,1)n—m.

lim P (m) di tabayr'q. Sondd (m) =

~I; n(n-1)(n—-2){h—-(m-1)] m _A\h—-m _
= lim m! E,:F(l F) -

=4 I|m[1E(1 1)(]_ 2) {1 - m—l)(l A)n m =
Alim@=-4)"dim@-4)™" =207

mi!

Solay etip (a’piwayr’li’'g ushi’n= belgisin galdi’rami’z)

p(my=20"" (7.3)
Bug'an Puasson formulasl’ delinedi (massali'q u(lken) siyrek (p kishi) waqr'yalar
itimalli'g’r’).
Mr'sali. Zavod bazag’a 5000 si'patl’ buyr'm jo’'ttken. Jolda buyrmnrn’ za'lelleniw
itimall'g’’ 0,0002 ge ten’. Bazag'a 3 jaramsi’zup’'mni'n’ kelip tu’siwinin’ itimall'g’i'n
tabrn’.
SHa'rt boyi'’nsha n=5000, m=3, p=0,0002. On&anp=5000 0,0002=1 Demek

Poooo 3 = ol ’ =/_|1=A: 006.
P(m)= L0 / m=1,2,... itimall’glar’nr’n’ izbe-izligi Puason bo’listiriliwi dep ataladr’.

z P(m) = Z%E” =1 ekenligin an’sat ko’riwge boladr’.
m=0 m=0

Bekkemlew ushr’n sorawlar:

1. f(x) funkciyasr'ni’n’ asimptotikal’'q juwr'glaswi’ dep gasI’ funkciyag'a
aytrladr?

2. Muavr-Laplas teoremasi’'n ayti'n’.

3. Laplastr’n’ lokallI’'q teoremasr’, Laplasti'n’ iegralli’q teoremalar’ ganday
mag’anag’a iye?

4. Laplas funkciyasi'n jazI’p ko'rsetin’.

5. Puasson formulasr’n jazi'n’.



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Tosrnnanli’ shamalar. Bo’listriw funkciyasr’ ha’'m bo’listiriw
tr'g’rzlrg’r» temasr’na arnalg’an bol’p, lekciy ada tiykarg'i’ tu’sinikler anrglamalarr’
menen tu’sindirip keltirilgen. Bul temanr’ tu’siniw ushi'n studentler matematikali’q
analiz, diskret matematika ha'm logika, funkcionallqg analiz (jogar’ matematika)
kurslar’nr’n’ tiykarg'i tu’'sinikleri menen tol’'qg tanr'sgan boli'wlar’ kerek. Lekciyada
kiritilgen ha'’r bir jan’a terminge tiyisli mr’salla r keltirilgen.

8-lekciya (2s.)
Tosr'nnanl’ shamalar. Bo'listiriw funkciyasi’ ha’'m bo’listiriw
trg’rzirg’r

Tayani'sh so’zler
Tosrnnanli’ shama, diskret tosrnnanli’ shama, utiksiz tosrnnanli’ shama,
bo’listiriw nrzami’ , bo’listiriw gatar’ , Puasson bo’listiriwi, bo’listiriw funkciyasr’,
binomial bo’listiriw, bo’listiriw trg’rzli'g’r.

Biz burr’n,yag'nr’'y itimalli’glar teoriyasrn’'n’  tiykarg'r tu’'siniklerin
bayanlag’an’mi'zda og’ada a’hmiyetli tu’sinik bl esaplanatug’’'n tosrnnanli’ shama
tu’sinigin kiritken edik.

Ma’'selen, kubikti taslag’anda 1,2,3,4,5,6 santam birewi shr'g’r’wi’ mu'mkin edi.
TosI'nnanl’’ sebeplerge baylani’sli’ shr'ggan oclétdi’'n’ sanr’'n aldr’n-ala anr’glaw mu’mkin
emes. UsI’ mag’'anada ochkolar sanr’ tosi'nnanlamsh boli'p esaplanadr’; 1,2,3,4,5,6 sanlarr’
bul tos'nnanl’ shamani’'n’ gabr’l etiwi mu’mkinddg’an ma’nisler bol’p tabrladr’.

Tosrnnanli’ shamalep siI'naw na'tiyjesinde a’'welden belgili bolg’ara’nislerden anaw
yamasa mi'naw ma’nisti tosinnan gabr’l etiwi muimkolg’an shamag’a aytriladr’.

Mr'sallar:

1. U'sh ma’rtebe nI'shanag’a atgandag’r’ tiyiwlems';

2. Jan’adan tuwr’lg’an 100 na’'restenin’ ishindébafalar sanr’;

3. Bir sutka dawami’nda telefon stanciyasi’na kéliigken shaqi’ri’glar sanr’.

Bul Kkeltirilgen mr'sallard’'n’ u’shewinde de tosnanl’ shamalar’mr'z  sanap
shr'g’rwg’a bolatug'i’'n bo’lek-bo’lek ma'nislerdgabr’l etedi. Bunday tosi’'nnanli’ shamalarg’a
diskret yamasa u’zilikliz tosr'nnanl’ shamalar isheldi.

Basqga tu'rdegi tosr’'nnanli’ shamalar da ushir'dasama’selen: 1.Deneni analitikali’'q
tarezide o’Ishegendegi qa'telik;2.ushr’'w apparat’ berilgen biyiklikke  ko'terilgen
momenttegi tezligi.

Bunday tosr’'nnanl’ shamalardi’'n’ gabr’l etiwi mmkin bolg’an ma’nisleri bazi’-bir
aral’gtl’ toltrradr’. Bunday tosi'nnanli’ shamaig’a u’zliksiz tosi'nnanl’ shamalar delinedi.
Solay etip:

Diskret tosi'nnanli’ shama dep, onr'n’ gabr’l etimu’'mkin bolg’an ma’nislerin sanap
shr'g’rw yamasa nomerlep sh’'g’r'w mu’mkin bolg’ashamag’a aytr’'ladr’.

U’zliksiz tosi'nnanli’ shama dep, oni'n’ gabr’liei mu’'mkin bolg’an ma'nisleri bazr’ bir
shekli yamasa sheksiz arali’'qtr’ u’zliksiz toltitvay’'i’'n sh aytr’ladr’.

Tosrnnanl’ shamalard’’ ¢ n,g,... ha'ripleri menen, mu’mkin bolg’an ma’nislerin

X,Y,Z,... haripleri menen belgileymiz. Ma’'selen, egie ¢- u'sh ma'rte atqandag’r’ tiyiwler
sanr’n an’latsa, onda onr'’n’ mu’mkin bolg’an ma’'ies: x;=0; %=1; X=2; X,=3 boladr’.



Meyli diskret &tosrnnanli’ shamasi’  berilgen boli’p, ol 1,XX,,... X, ma’nislerden

birewin gabrllas’'n, yag'n’'y jup-juptan birgeliks waqr'yalardr’n’ tol’'q gruppasrn
asaytug’rn:

§ =X,
¢ =% (8.1)
§ =X,

Wagqr'yalardan birewi ju’zege assi’n. Bul waqr'yadn’ itimalli'glari’'n sa’ykes indeksli
p lar menen belgileyik: P§ =x1}=p1, P{& =x2}=p, ..., P{& =x}=pn.
Biregliksiz (9.1) wagi’'yalar’, waqi'yalardi’'n’ i6q gruppasi’'n jasag’anl’gtan

> P{E=x}=2p, =L

Bul gosrndr’ itimall'q tosr’'nnanli’ shamanrn’ @a) x ma’nisleri boyr'nsha ganday da
bir jollar menen bo’listirilip, tarat’l’p turadr’
Tosrnnanli’ shamanr'n’ bo’listiiw  nr'’zamr’ dep osr'nnanl’ shamani’n’
ma’nisleri menen olarg’a sa'ykes itimall’glardidplani’sti’r’'wshi’ ga’dege aytriadr’.
Tosrnnanli’ shamag’'a usl’ ni'’zamg’a boysrnadlep ataymi’'z. Bul ni'’zam
tablical’'q, grafikal’q ha’'m analitikali’q usr’lleda beriliwi mu’mkin.

X1 X2 X3 | . Xn

p P P2 P3| .. Pn

2.p =L

Bunday tablicag’a tosr'nnanl’é shamasrni'n’ bo'listiiw gatar’ delinedi.
Bo'listiriw gatari’'n anr’'g’i'rag ko’z ald'mi’zg’akeltiriw ushi'n onr’'n’ grafigin si'’zg’an qolaylr’
boladr’:

p3
p2
p1 ‘
L1
I | | | I
} f f f f
0 x1 x2 x3 x4 x5 xi

4-su’wret.
Binomial bo’listiriw, Puasson bo’listiriwleri bo'$itiriw ni’zamr’ni'n’ analitikali’g usr’'lda
beriliwi boli’p esaplanadr’.
Mr'sal’: Atgi'sh nI'shag’a 3 ma’rte oq atadi’. Habir atgandag’’ ni'shanag’a tiyiw
itimall'g’r’ 0,4 ke ten’. Ha'r bir tiygizgeni ushin at’'wshr'g’a 5 ochko jazrladr. Payda bolg’an
ochkolardr’ bo'listiriliw gatari'n du’zin’.

Xi 0 5 10 15

P 0,g'a’6 0,432 0,288 0,064




Bo'listiriw funkciyasi’. U’zliksiz tosr’'nnanl’ shama bazi’ bir aral’qtr’ tutas
tolt'r’'wshr’ sheksiz ko’p (sanagsr’z ko’plik) muaikin bolg’an ma’nislerge iye. Bunday
tosr'nnanl’ shamalar ushr’'n tablica (bo’listirivatari’n) du’ziw mu’'mkin emes.

Tosrnnanl’ ¢ shamasrni’n’ bo'listiriw funkciyasi’ dep

F(x)=P{¢ <x} (8.2)

funkciyag’a aytrladr’. Bo'listiiw funkciyas’ tosnnanl’ shamanr'n’ universal
xarakteristikasr’ bolr’p tabrladr. Ol barli’'q teananli’ shamalar ushi’'n bar boladr’.Oni'n’ bazr’
bir ga’siyetlerin keltireyik:

1. F(x) kemeymeytug'r’'n funkciya, yag'ni'y;x x, bolg’anda F(X>F(x2)

2. F(=0)=0.

3. F(+0)=1

Eger de ¢ diskret tosr’nnanl’ shama bolsa, onda ol shekimgsa sheksiz ko’p
ma’nislerdi gabrllaydi’ ha’'m onrn’ ha'r bir xma’nisti gabr'l etiw itimall'g’ P{& =Xx.} =p,
boladr’. Sonlrgtan F(x)=P€ <x}= > P{f=x}=>p,.

X <x X, <X

Mr'sali’: Tosr'nnanl’ & shamasi’ bir ma’rte oq atqanda tiyiwler sani’ pini’shanag’a
tiyiw itimallr’'g’r’ 0,3 ke ten’. Oni'n’ bo’listiriw funkciyasi’n du’zin’ ha’m grafigin jasan’.

Bo'listiriw gatar1’ mi’na ko'riniste boladr’:

Xi 0 1

Y 0,7 0,3

Tosr'nnanl’ ¢ shamasi'ni’'n’ bo'listiriw funkciyasi’'n anr’qlayi’g

x<0 bolg'anda F(x)=P§<x}=0;

0<x<1 bolg’anda F(x)=P§ <x}= P{ £ =0}=0,7;

x>1  bolg’'anda F(x)=P§ <x}= P{ { =0}+ P{ £ =1}=1

Bo'listiriw funkciyasr’ni’'n’ grafigi mi'na su’wreté ko’rsetilgendey:

F(X)
L |
o7 -
0 ‘ - > %
5-su’wret.
Bo'listiriw t'g’rzirgr.  Tosrnnanl’ & shamasrni'n’ bo'listiriw funkciyasi’n bilgen

jag’dayda onr'n’ a<&<p ten'sizliklerdi ganaatlandr’'r’wshr itimall’g’ih tabrrwg’a boladr’.
Itimall’'glardi’ gosI'w teoremasi’ boyr'nsha

P{¢<B}=P{{<a}+P{la<i<B}.
Bunnan

Pla<é<p}=P{{<B}-P{{<a},

yamasa



P{la<{<B}=F(B}-F(a).
Bul ten’likten P{& = a } itimallrqtr’ tabr'wg’a boladr’.
P(¢=a}=limP{a < & < B} = im[F(B) - F(@)]
Eger F(x) funkciya u’zliksiz bolsa,aqi’rg’’ shelolge ten’. Demek,
P{¢=a}=0.
Tosrnnanl’ shamani'n’ bo’listiriw funkciyasi’ aliksiz bolsa, onda tosi'nnanli’ shamanr'n’

ga’legen bo’lek bir ma’nisti gabr’l etiw itimalli’g nolge ten’ boladr’.
Bo'listiriw funkciyasr’ni'n’ tuwi'ndr’sr’

f(x)=F'(X) (8.3)

bo’listiriw t'g'1’'zl’'g’r’ yamasa bo’listiriwdin’ differencialli’q funkciyasi’ delinedi.

f(x)=F(x)=lim 2=
X -
yamasa
P{ x<&<x+Ax}

f(x)= lim o<t

ten’likti jaza alamr’z. Bizde

B B
P{a <& <BI=F(p}-F(a)=[F'(x)dx= [ f (x)dx.

Sonday-aq, F(x)J.:f (x)dx ekenligi kelip shrrg’adr. Bo'listiriw tg'1’zl'g’r’

mi'naday ga’siyetlerge boysr’nadr’:
1. f(x)>0

Z.Tf(@dle

0,x<0
Mrsal’: F(X)=<ax’,0<x<1 f(x)-?, a=?, P{0,2%<<0,5}=?
1x>1

Bekkemlew ushr’n sorawlar:

Tosrnnanli’ shama dep ganday shamg’a aytami’'z?

Diskret tos’'nnanl’ shama dep ganday tosr’'nnastiamalarg’a ayti’'ladi’?
U’zliksiz tosi'nnanli’ shamani’'n’ anr’'qlamasi’'n kein'.

Bo'listiriw nI'’zam1’ dep nege aytr'ladi’?

Bo'listiriw gatari’ degenimiz ne?

Puasson bo’listiriwin jazi’p ko'rsetin’.

Bo'listiriw funkciyasr’ dep nege aytami’z ha’m oni’formulasi’ ganday?
Bo'listiriw t'g’1’zl’'g’r’ degenimiz ne ha’'m onr’ ganday anr'glaymi’z?

ONOOhWNE



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Tosrnnanli’ shamalard’n’ sanl’ xarakteristikalar’ ha’'m
olard’n’ qa’siyetleri» temasrna arnalg’an boli'p, lekciyada tiykarg't’ tu’sinikler
anr'glamalar’ menen tu’'sindirip keltirilgen. Bul t emanr’ tu’'siniw ushrn studentler
matematikali’'q analiz, diskret matematika ha’'m logika, funkcionalliq analiz (jogarr
matematika) kurslari'n’'n’ tiykarg'i tu’'sinikleri m enen tol’'q tan’sgan bolrwlari’ kerek.
Lekciyada kiritilgen ha'’r bir jan’a formulag’a tiyi sli mr’sallar keltirilgen.

9-lekciya (2s.)
Tosr'nnanli’ shamalardi’'n’ sanli’ xarakteristikalar 1’ ha’m olardi’'n’
ga’siyetleri

Tayani'sh so’zler
Matematikalr’q ku'tiliw, dispersiya, orta kvadratli 'q awi’sr'w.

Praktikani’'n’ ko’pshilik ma’selelerinde tosi'nnahlshamani’ tol’'q xarakterlew sha’rt
bolmay, al onr'n’ tek g’ana ayr’'m sanli’ parametih ko'rsetiw jetkilikli boladi’. Bunday
xarakteristikalardi’ tosi’'nnanl’ shamani’'n’ sankarakteristikalar’ delinedi.

Meyli ¢-diskret tosrnnanl’ shama bol’p, on’'n’ gabigtiwi mu'mkin bolg’an
ma’nisleri x, Xo,... X, olardr’ gabr’l etiw itimall’glar’ p, p,...,pn bolsrn.

Tosrnnanl’ ¢ shamasr'n’n’ matematikali’'q ku'tiliwi dep

M5=i_xk Py (9.1)

sani'na aytrladr’. Diskret tosr’nnanli’ shamanr’'miu’mkin bolg’an ma’nislerinin’ sani’ sheksiz
bol'wi’ da mu’mkin. Bul jag'dayda

M<‘=gxk P, (9.2)

Bunda (10.2) qatardr’ absolyut jI'ynagl’’ dep uyg’adr’.
Bo'listiiw  trgzirg’’  f(x) bolg'an uzliksiz  tosrnnanl’ & -shamasinen’
matematikalr’q ku'tiliwi dep

MéE = [xF (x)dx (9.3)
sani'na ayti’'ladr’. Buni’ br'lay jazi'wg’'a da bgla’d
M¢ = [ xdF (x) (9.4)

Mi'sallar:
1. Meyli £ shamasl’ x, Xz,... X» ma'nislerdi$ itimalli'q penen gabr’l etsin. Onda
ME=x [1+x, [1+..+Xx [L=22n

0,x<0
2. F(X)=1%£,0<x<4 f(x)=? M&E=7
1L,x>4



3. Meyli £ shamasr’ [a;b] arali’'qta ten’ o’lshewli bo’listigen bolsi'n. Onda

2. a<x<b @ b
F(x)=<"" ME& = [ xf (X)dx = [ xzLdx = a2
(x) {O,xl][a;b] I (x) I 5 ;

Endi matematikal’’q ku'tiliwdin’ bazi’ bir ga’siyégrin ko'’rip o’'teyik.

1.MC=C, C-turaqglr’ san.

2. M(CE=CM ¢

3.Eki g'a’rezsiz tosrnnanli’ shamanrn’ ko’beymesmi matematikali’'q ku'tiliwi
olard'n” matematikali’q ku'tiliwlerinin’ ko’beymetrine ten’:

M¢n=M¢ -Mn

4. Eki tosr'nnanli’ shamani'n’ qosrndi'si'n’'n’ mateatikal'g  ku'tiliwi,

gosrirwshrlardi’'n’ matematikali’g ku'tiliwlerinn’ gosr’ndi’'sr’'na ten’
M(< +n)=M¢ + Mn

5. M(<1)=M¢ - Mn

Bul ga’siyetlerdin’ durr’sli'g’r'n tekseriw oqr'wshlardi'n’ o’zlerine usrni’ladr’.

Meyli &-tosr’'nnanli’ shama, al M -oni'n’ matematikalr’q ku'tiliwi bolsrn.

&- ME ayrrmag’a tosrnnanl’ shamanr'nm’ o’zinin’ matenikeal’q ku'tiliwinen
awI'si'wi’ dep ataladr’. Awr'sr’'wdr’'n’ matematikalgd ku'tiliwi nolge ten’:

M($-ME)=0

Praktikada ko’pshilik jag'daylarda tosr’nnanl’ shan’'n” mu'mkin bolg’an
ma’'nislerinin’ 0’zinin’ orta ma’nisi do’'geregindenashi’ran’qr’l’'g’r'n bahalaw talap etiledi.

Tosrnnanli’ shamanr'n’ dispersiyasi’” dep, bul tosanl’ shamani’'n’ onrn’
matematikal’q ku'tiliwinen awr’sr'wi'ni’n’ kvadratni’n’ matematikal’q ku'tiliwine aytrladr’:

D& =M(§ - MS)™. ®.5
Eger de Mf =m desek, onda D& =M (& —m)?
Solay etip, eger dé diskret tos'’nnanl’ shama bolsa, onda
Dé = ki(xk —m)?p,., 9.6)
al eger de ¢ bo'listiriw tr'g'rzlrg’r’ f(x) bolg’a: u’zliksiz tosrnnanli’ shama bolsa, onda
D& = [(x—-m)* f (x)dx (0.7)

Geyde tosrnnanl’é shamasr’'ni'n’ dispersiyasi’n to'mendegi formulaybosha
esaplag’an qolayl’ boladr'.
D¢ =M¢&* —(Mé)? gp.
Endi dispersiyan’n’ bazi’ bir ga’siyetlerin kofrio’teyik.
1.DC=C, C-turaqgl’ san.
2.D(C-§)=C2D¢
3.Eki g’a’rezsiz tosi'nnanli’ shamanr'n’ gosr’ndrsr’'n’ dispersiyasi’ bul shamalardin’
dispersiyalar’ni’'n’ qosrndi’'si'na ten’:
D(¢+n)=D< + Dn
4. Eger deé ha’mn lar g’'a’rezsiz tosr’nnanl’ shamalar bolsa,
D(¢m)=D¢+Dn
Bul ga’siyetlerdin’ duri’sli'g’r'n tekseriw ogr'wshlardi'n’ o’zlerine usrni’ladr’.

o, =yD¢ (9.9)



-orta kvadratli’q awi’si'w delinedi.

Mr'sallar:

1. Tosrnnanli’é shamasi’ to’'mendegi bo'listiriw ni’zami’ menen lgen:
¢ 2 3 10
p 0,1 0,4 0,5

Matematikal’'q ku'tiliwin, dispersiyasi’n ha’'m ortavadratli’ awi’'s’’'wi’'n tabi'n’. Dispersiyadan
al’'ng’an kvadrat korenge orta kvadratli’ awr’'siymasa standart awi’'si’'w dep ataladr’

yag'ni'y g, =4/D¢)
M¢=2-0,1+3-0,4+10-0,5=6,4
DE=ME? = (ME)?=22-0,1+32-0,4+102 - 0,5-(6,4)2=54-(6,4)2=13,04
o, =D& =,/1304= 361
2. Meyli & shamasr’ [a;b] aralrqta ten’o’lshewli bo'listigen bolsi'n. ME =22 bolg’anli’qtan

D& =ME* - (M&)*=[x* Gdx — (32)% = &=

Bekkemlew ushi'n sorawlar:

1. Matematikal’'q ku'tiliw dep nege aytami’z ha’m oniformulasi’n jazi’p ko'rsetin’.

2. Tosrnnanl’ shamani’n’ dispersiyas’’ dep gandayarshg’'a aytamrz ha'm onrn’
formulasr’ni'n’ ko’rinisi ganday?

3. Orta kvadratl’'q awr's’'w dep nege aytami’'z?



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Bazi bir a’h’'miyetli bo’listir iwler h'a'm olardin® sanli
xarakteristikalari» temasr’'na arnalg’an bolr’'p, lekciyada tiykarg'i’ tu'sinikler
anr'glamalar’ menen tu’sindirip keltirilgen. Ha'r  bir bo’listiriwdin’ aniglamasi h’a’'m
olardi'n’ sanli xarakteristikalari esaplap ko'rseti Ilgen. Lekciyada kiritilgen ha’r bir jan’a
formulag’a tiyisli mi’sallar keltirilgen.

10-lekciya (2s.)
Bazi bir a’h’miyetli bo’listiriwler h’'a’m olardin’  sanli
xarakteristikalari

Tayani'sh so’zler
Binomial bo’listiriw, ten’ o'lshemli bo'listiriv, Puasson bo’listiriwi, ko'rsetkishli
bo’listiriw , normal bo’listiriw .

1. Binomial bo’listiriliw

Bernulli sxemasinda tosinnanf shamasi ha'r birinde A wagiyasinin® ju'zege asiw
itimallig’1 birdey ha'mP g'a ten” bolg a1 g a rezsiz sinawda bul wagiyanin® ju’zege asiwlar

sanin an latsin.
Bul jag 'dayda,

Pix=R=C pd* (10.1)

yag'niy & shama binomial bo'listiriliwge iye. Tosinnadi shamasinin® bo’listiriliw gatari

X 0 1 k n

p qn npcr-l .o C:pkan C. pn

ko riniste bolip,

q"+ npd '+ ..+ G P d .+ g= (pr §9"=1
ekenligi ayqin.
Binomial bo’listiriigen tosinnanli€é shamasin ha'r birinde A wagiyanin® ju'zege asiw
itimallig’t P g'a ten” bolg'an g'arezsid sinawda juzege asiwlar sant dep garaw mu mkin

bolg anlig’1t ushin oni g a'rezsiz tosinnanl shamgah™ gosindisi ko'rinisinde to'mendegishe
an latamiz:

X=X+ %+ .+ X,
bul jerde X -usi A Waquasmln‘i - sinawda juzege asiw sank % 12,...n). Bizde

Mx = p, Dx = pqbolganiig’ ushin



= Mg+ M&s ...+ Mg, = pt+pF...+p=gp,
DE = D(&) +&p + .+ &) =
= D&y + D&y +...+ DE, = pg+ pg + ...+ pg = npq,

2. Ten o’Ishewli bolistiriw

Tosmnanhé shamas(a, b) araligta ten” o’lshewli bo'listiriigen delinedger de onin®
bo’listiriw tig'1zlig'1 to'mendegi formula meneniglansa:

. ¢ O=x<Pp
f(x)= ;
0, x<oha'mx=>p (10.2)
bolg anda.
f(x)
: |
! |
I I
| 1
° o g .

13-su wret.
Bizde bo’listiriw tig 1zhg inin™ belgili ga’siyeboyinsha

_j: Flxyde=1
yamasa -
ot B i
[ rds+ [ f@ds+ [ fode=1
e .:1 .

Demek,

B
fc:abc=l



yag niy

C(Q—B)=l=
1
=
B—o
Solay etip,
1
| — . a<x<B
f(x)=1p —a
0, x<aha'mx>f
bolg anda.

(4.1) formula ten” o'Ishewli tig"i1zlig nizamin atdd1.
Bo'listiriw tig 1zhg'i f (X) boyinsha bo listiriw funktsiyask (X) tr aniglayiq.
Eger X< @ bolsa, onda

Feo = [ f@de=o;

a < X< b bolg'anda

X

F(x) = j f(t)dt = j'.f'mzfr + [ fydi=

{4

X> b bolg'anda

F(x) = j',f'{:)m - ] f(2)de —:j'jmd: —.j'j'{r]d.r -
A B

— =

Demek,

F{x):<; o , a<x<p

bolg anda.



F(x)

6-su wret.
Endi (&, D) araligta ten” o’Ishewli bo'listiriigen tosinnadii shamasinin® tiykarg™i sanli
xarakteristikalarin aniglayiqg.

* b 1 2 o+
ME :f:{f(x)a’.\‘:fx- B_adx: 5 —a -”2 =
E‘ o0
_ Inf 1 zﬂr—{&-l_ﬁ] _
! P-o 2
1 _r_‘ﬁ_lm+ﬁ]-’_5‘—a1_(a+ﬁ) (B -o)
B-a 3| 2 3(B-o) - 12

Ten o’lshewli tig1zlig nizami praktikada ko'p lgolladi, ma'selen, poezdi ku'tiw waqti
ten” o'Ishewli bo'listirilgen tosinnanlh shama pabsaplanadi.

3. Puasson bo'listiriwi

Eger tosinnanlé shama0, 1, 2, ...m , .. manislerdi
m
/S
' e
e (10.4)

PG=mi=p,=

itimalliglar menen qabil gilsa, yag niy onin’ bstililiwi



e-! het A ... e "
p 21 m!

ko'riniste bolsa, onda ol Puasson nizami boyinshigstirilgen dep ataladi.
Endi Puasson nizami boyinsha bo’listiriigen toshna& shamasinin® tiykarg't sanli
xarakteristikalarin aniglayiqg.

ME=> mp, =) m—e "= "y ———=
=l =0 'F”! m=l {'"” P l)'
) i ;lr.l.'—l. ) i .}1.;:. i )
— A& " —  —}e* —— N e =,
2 ] = ) }'-”I —a ]
DE=ME*—(ME)' =) m*—e™" —A*
m=l) m.
Bul jerde
~ ~ M ~ ~ H ~ s =]
5+ M - . A - A
Zm‘—ei =€x'Zm =h€x2m —
=0 m! = (m—1! e (m—1)!
~ ~ mi—1 ~ .}'..m_]
=he™™ ) [(m—1)+1] =ke™) (m—1) +
— (m—1)! — (m—1)!
0 s =] =0 s k=1 e on K
A ; A A
e -4 - e — A 1 e -4 R
+Ae Z( _]]'—he Zﬂ—' + Ae Z :
m=1 \ /M k=0 k=0
a0 }Lfc—l
:hle_’z he et =Ne e A=A+ A
k=l (A - ]}'
Demek,
DE=A"+A—A"=A
O =D =4
Solay etip,

ME=DE=), o,.=AA.
4. Ko'rsetkishli bo’listiriw

Bo'listiriw tig 1zlig'1



0, eger x<0 bolsa,
flx)y=4_

re ™, eger x>0 bolsa
(10.5)

ko'riniske iye bolg an tosinnandl shamasi ko rsetkishli bo'listiriwge iye delineolil jerde| -
bazi bir on” san (15-su wret).

£(x) f(x)
A 4
1
0 x 0 x
7-su wret. 8-su wret.

_f f(x)dx =1

sha’rtinin® orinlanatug’inin teksereyik. Haqiygatti,

(&

oo i i

e R " T
fle "ld_r:—lj e d(—Ax)=—e"| =1
0

1

Ko'rsetkishli bo’listiriwdin™ bo’listiriw funktsiyainin® to'mendegi koriniste ekenin
tekseriw qlyin emes:

0, eger x <0 bolsa,

Fi=1"r. = :
( j he "dt=1—""", eger x>0 bolsa
0

(16-su wret).
Endi ko'rsetkishli bo'listiriwdin” tiykarg'1 sarkarakteristikalarin aniglayiqg.

ME = _f xf (x)dx = T xhe Mdx = JLT xe M db.

—o0 0 0

— —iX
Bo'leklep integrallaw ga'desin gollanip ha'm ¥~ dv=edx dep

to'mendegige iye bolamiz:

alip,



& —hx|™ S . I =71 e I
ME =—xe o ¥ ” e ah,_—Ie i =
Solay etip,
1
JM — .
S A

DE = ME*>—(ME) = f:rzle_}"*cir— L,

"

0
Bo'leklep integrallaw ga desin eki ma’rte qollanmgan keyin to'mendegini hasil etemiz:

e =

nz'

Onda

e

[
R

[
> —

5. Normal® bo’listiriw

Bo'listiriwdin® normal” yamasa Gauss nizami itingdlr teoriyasinda ha'm onin’
gollaniliwinda ayrigsha orindi iyeleydi. Onin® basgizamlardan ayirmashiligt — bazi bir
sha’rtler orinlang anda basqa bo'listiriw nizanjlamglanatug'in sheklik nizam bolip tabiladi.

Tosinnanhé shamasinin® bo'listiriw tig'1zhg'i

] _[.\r—a:ril2
flx)=—me >

G+ 2T 0)

ko'riniste bolsa, ol normal” nizam boyinsha bdrligen dep ataladi. Bundag im-
matematikaliq ku‘tiliw,n (0>0). orta kvadrath awisiw dep atalatug’in parametrle
f(X) funktsiyasinin® grafigi normal' iymek yamasa Gaugmiegi dep ataladi. Ol
du'mpeshik ko'riniske iye bolipX= M nogatga sa'ykes keliwshi iymektin® maksimal’
l

ordinatas| O V27 ge ten” boladi.




f(x)

O m x
9-su'wret.
f (X) funktsiyasi minaday gasiyetlerge iye:

1°. f (X) funktsiyasi pu'tkilOX ko'sheri boyinda aniglang an.

2°. X tin" ga’legen ma nisinde (X) funktsiyasi ha'mme waqit on™ boladi, sonin™ ushin
da onin® grafigi OX ko sherinin® jogarisinda jaylasgan (17-su’wret).

3. Oxko'sheri f (X) funktsiyasinin® grafiginin® gorizontal” asimptatasladi, sebebi

Iim f(x)=0.

Y=+
2 f (X) funktsiyasinin® grafigiX = M tuwrisina qarata simmetriyali.

1

m—0, ——
5. f(X) funktsiyasinin® grafiginin® iyiliw noqatle[ ov2me ha'm

)

|
m-+0,——|
P = |
Cv2ine) nogatlari ekenin f (X) tin* ekinshi ta'rtipli tuwindisin alip, on

nol ge ten’lestiriw argall aniglawg a boladi.

6. ParametrM nin" o'zgeriwi normal’ iymektin® formasin o'zgestmli, tek M nin®
ma nisine baylanisl grafiktin° on'g'a garayN(o skende) ha'm solg'a garalf( kemigende)
jiljlwin baygaymiz.

7°. Parametrg nin® o'zgeriwi normal” iymektin® formasin o'zgeltec o'sken sayin
normal” iymek ordinatasinin® kemiwin, yag niy notmigmektin® jalpayiwin, alo kemigen
sayin normal” iymek ordinatasinin® o'siwin, yag normal” iymektin® sopaq koriniske iye
boliwin baygaymiz.

8°. M meneno nin” ha'r ganday ma nislerinde normal” iymegi nmeha' mOX ko sheri
menen shegaralang an maydan ha’mme waqit 1 geyéennly

o0

‘]‘.f"(:h:)dr —1.

— 0

Haqgiyqgattan da,



= nr.] 1 1
X = S dx=@ )—D )=—+—=1,
v_] f(l Y= G.‘fzn v.] 1 { - { = 2 2

X—m

Sebebi,ege 6 dep almastirsag, onn,dxzﬁdz ha'mX —=2C bolg’anda

— i b 3 e
z=-, al x=+oo0 bolg’anda 2=+ pga4,. BuU marnislerd integralg’a qoysagq
jetkilikli. Bundag'i CD(X) Laplas funktsiyasl, yag niy

9°. Bo'listiriw funktsiyasi

Fuquﬁx_m]+l.
e 2

Haqiygattan da,

f"—m‘l‘

Filx)— [ f{z)dz—ﬁm'[e 2" e,

Z—m

=
Eger O dep o zgeriwshini almastirsaq, onda
X—m

= o

10°. Normal® nizam boyinsha bo'listirilgen tosmnaﬁllshamasmm(ﬂﬁﬁ) araligga tu'siw
itimallig'
B —m

e]

— @

3

Pm<a{m:@[ .

formulasi menen esaplanadi. Bunin® durishg’i
Pla<x<P}=F(B)-F(o)
ten’likten kelip shig adi.

a=m-3c, f=m+3c

Eger desek, onda

P{m-3c<t<m+3c}=20(3)=0,9973.

Bul tastiyiglawdiu’sh sigmaga’desi dep ataydi, yag niy normal’ nizamg'a Inowshi
tosinnanli shamanlr,(m_‘gg-! m+3‘3)

jaqin itimallig penen ayta alamiz.
Endi normal” bo'listiriwdin™ tiykarg'1 sanl xarakistikalarin aniglayiq.

aralig'inan shigpawin ga’legenshe 1 ge (0,9973)



oo (x—n1 )"

ME = ‘ffrf(x)dx:ﬁfxe 26° d.

xX—m
=i
NE
Eger Gv< dep o zgeriwshini almastirsaq to'mendegige iyarnat:
“+aC o0 &0

Mfa_%.f{ﬁﬁf—m}e—’:d;_#f %f
p” T L &

Bundag'1 birinshi integral nol'ge ten’, al ekinshiszge belgili Eyler-Puasson integralin
anlatadu:

te " dt + & Lt

DC“ : }C.
[ E_"'drzlfe_'jdr:vlr?.
L’x 'D
Demek,
ME=m,

Yag'niy M -parametr tosinnan shamasinin® matematikaliq ku'tiliwin an’latadireke
Tosinnanhié shamasinin® dispersiyasin aniglayiq:

X—m

T = [
Jane O 2 dep o zgeriwshini almastirsaq to mendegige iyarnat:

=2i\/£zrz =3

Bul integraldi bo‘leklep integrallayiq. Sonda

e \/_ fr 2te" dt —T; " ic — 7 e~ dt

Bundag'i figural skobkadag'i birinshi gosiliwsbi'ge ten”, al ekinshi gosiliws™ n ge ten'.

Demek,
Dg =0’

Solay etip,o -parametr tosinnanf shamasinin® orta kvadratli awisiwin an’latadi eken

Bekkemlew ushr’n sorawlar:
1. Binomial bo’listiriwdin’ analitikal’q ko’rinisin jazi’p berin’.
2. Ko'rsetkishli bo’listiriwdin’ tr'g’r'zlI’'q funkciyasi’ qanday jazi’'ladr’?
3. Puasson bo’listiriwdin’ analitikali’q ko’rinisin @’'p berin’.
4. Ten’ o’lshemli bo'listiriwdin’ tr'g’r’'zlr’q funkciy asr’'n jazi'n’
5. Normal n'zam ha’'m onr'n’ parametrlerge baylani’slg’'r’zli'q funkciyasi’'n jazr'n’.



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Tosinnanli shamalardin® momenreri» temasi’na arnalg’an
bol’p, lekciyada tiykarg'l’ tu’sinikler ani’glamal ar’ menen tu’sindirip keltiriigen. Bul
temanr’ tu'siniw ushr'n studentler matematikali’q analiz, diskret matematika ha’m logika,
funkcionalliq analiz, analitikaliq geometriya (jogar’ matematika) kurslar’nrn’ tiykarg’i
tu'sinikleri menen toli'q tanr’'sgan bolr'wlarr’ ker ek. Lekciyada kiritilgen ha'’r bir jan’a
formulag’a tiyisli mr'sallar keltirilgen.

11-lekciya (2s.)
Tosinnanli shamalardin® momentleri

Tayani'sh so’zler
Moda, mediana, baslang’i’'sh moment, orayli’'qg momentasolyut baslang’i’'sh moment,
asolyut orayl'g moment

Tosinnanl shamanin® en” a’hmiyetli xarakteristikalbolg'an matematikaliq ku'tiliw
ha'm dispersiyadan tisqari basqa xarakteristikadaglg, ma’selen tosinnanli shamamodasi
ha’mmedianaskarakteristikalari da gollaniladi.

Tosinnanl shamanimodasidep, onin” en” ko p itimalligga iye ma’nisine kagti.

«En® ko'p itimalligga iye ma'nisi» termini ghataytganda diskret tosinnanli
shamalarg'a tiyisli; uzliksiz tosinnanli shamalbolg'an jag'dayda bo'listiriw tig'izlig'
maksimal bolatug'in ma nisine aytiladi.

ModaniM ha’ribi menen belgilewdi sha’rtlesemi%

2 %)

N

i M X, .

I
I
I
I
|
I
I
|
I

10-su wret 11-su wret

Eger bo'listiriw ko'pmu yeshligi (bolistiriw iyeygi) birewden artig maksimumg a iye
bolsa, onda bo’listiriwge «polimodal’lig» delinedi.
Tosinnanhé shamasininmedianasdep, onin® sondalle ma nisine aytilip, bul ma’nis
ushin
P{ ¢ <Me}=P{ £ >Me} (11.1)



fz)

I
I
i
d—ﬁ# l
I Iz X
12-su’'wret
Basgasha aytqanda, bo'listiriw tigizhg'i f(x)ldp@an tosinnanhé shamasinin® Me
medianasi mina ten'lik penen aniglanadi:

Me +00
[ f(9dx= [ f(xdx=13 (11.2)
-0 Me

Tosinnanli shamanin® tiykarg't sanl xarakteeagddrinin®  uliwmalasqan jag dayi
sipatindanomentlettu sinigi kiritiledi.

Moment tusinigi massanin® bo'listiriliwin  su'wiet ushin mexanikada ken" qollaniladi
(statikallg momentler, inertsiya momentleri ha'ro.)t. Tap usi siyagl tosinnanli shamanin
bo listiriliwinin™ tiykarg'1t ga’siyetlerin su wrégw ushin itimalliglar teoriyasinda da momentler
jiyi paydalaniladi.

Itimalliglar teoriyasinda eki tu'rdegi momentlerllgailadi: baslang’ish ha'm orayliq
momentler.

Tosinanl ¢ shamanin® S-shi ta'rtipli baslang’ish momenti depf® shamanin’

matematikaliq ku'tiliwine aytiladi:

a, =Mé&* (11.3)
Diskret tosinnanlé shamasi ushin
a, =y x’p, (11.4)
i=1
U zliksiz tosinnanhé shamasi ushin
a, = j x* f (x)dx (11.5)
bunda
a, =Mé (11.6)
ekenligi ayqin.

Tosinnanli & shamanin®S-shi ta'rtipli orayliq momenti dep(g‘—ME)S shamanin’
matematikaliq ku'tiliwine aytiladi:

g, =M(E-m, ) (11.7)
bunda m; =M¢
Diskret tosinnanlé shamasi ushin

1= -m)p 11(8)

U zliksiz tosinnanlié shamasi ushin

+00

U, = j(x -m, J £ (x)dx 11(9)

—0o



Qa’legen tosinnanlé shamasi ushin birinshi ta'rtipli oraylig momenttimol'ge ten’
ekenligin ko rsetiw qlyin emes. Hagiygattan da,

W=M(E —m)=ME —m. =m. —m. =0.

Ekinshi ta'rtipli oraylig moment dispersiyani belred

w,=M(E—m) _Dé.

Itimalliglar teoriyasmda u shinshi ha'm to rtinghirtipli oraylig momentler de gollaniladi.

Jogarida qarastirg'an baslang’ish ha'm oraylig mtbenden tisqari geyde praktikada
absolyut momentler de (baslang’ish ha'm oraylitapaoadi.

Tosinnanhé shamasininS-ta'rtipli absolyut baslang’ish momenti

B, =

, (11.10)

al S -ta'rtipli absolyut baslang’ish momenti

¥, :Mli — m; i

(11.11)
formulalari menen aniglanadi.
Absolyut momentlerden ko birek gollanilatug iniitéhi tartipli absolyut oraylig moment

vV,=ME —m;
2 (11.12)

bolip, og an orta arifmetikaliq awisiw dep atalaBispersiya ha'm orta kvadratli awisiw menen
bir gatarda orta arifmetikaliq awisiw geyde shastwarakteristikasi sipatinda gollaniladi.
1-misal. Bir sinaw ju'rgizilip, na‘tiyjede A wagsmajuzege asiwi da, juzege aspaw! da
mu'mkin. A waglyasinin’ ju'zege asiw itimallig 0 deyik. Tosinnanhé shamasi A
waglyasinin’ ju zege asiwlar sanin anlatsin. @snhanli shamanin®™ matematikaliq ku tiliwin,
dispersiyasin, orta kvadratli awisiwin aniglawgadtledi.

Sheshiliwi. Tosinnanlé shamasinin® bolistiriw gatari to'mendegi ko rkaisye:

)ﬁ 0 1
P q P

bunda( = 1- P A wagiyasinin’ ju’zege aspaw itimallig’i.

ME =m,=0-q+1-p=p.
D& =D; =(0—p)-qg+(1—p) p=pq,

O e -\f' dq.
Bekkemlew ushi'n sorawlar:

1. Baslang’i’'sh moment dep nege aytami’z?

2. OraylI'g moment dep nege aytami’z?

3. Asolyut baslang’i’'sh moment dep nege aytami’z?
4. Absolyut orayli'’qg moment dep nege aytami’z?

bunnan



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Normal bo’listiriw ni'zamrni’ n’ jogari’ ta'rtipli momentleri»
temasr’'na arnalg’an bolr'p, lekciyada tiykarg’i’ tu’sinikler anrglamalar’ menen
tu'sindirip keltirilgen. Bul temanr’ tu'siniw ushi 'n studentler matematikali’q analiz,
diskret matematika ha’'m logika, funkcionalliq analiz, analitikaliq geometriya (jogarr’
matematika) kurslari'n’'n’ tiykarg'i tu’'sinikleri m enen tol’'q tan’sgan bolrwlari’ kerek.
Lekciyada kiritilgen ha'’r bir jan’a formulag’a tiyi sli mr’sallar keltirilgen.

12-lekciya (2s.)
Normal bo’listiriw ni’zami’'ni’'n’ joqarr’ ta'rtipli  momentleri

Tayani'sh so’zler
Parametrler, rekkurent formula, s-ta’rtipli orayl” g moment

Parametrleri(m,az) bolg an normal” nizamninS - ta'rtipli oraylig momentin aniglaw
talap etiledi. Aniglama boyinsha:

::c. I. I“—rr :|

x—m
T =i

Eger de O b dep o zgeriwshini almastirsaq,

_B2) %

[ t'e " dt.

=0 (12.1)

LL

s ‘JTT

(12.1) an'latpag a bo'leklep integrallaw formulagatianayiq:

_(G\/E)j b L PO St AR (G\/E)i 1 s .s'—lx
'HF_TLJAI te dJ_T’l—Ee. t

o =0 T -

e

Qawsirma ishindegi birinshi qosiliwshinin® noliga™ ekenligin esapga alsaq to' mendegige iye

bolamiz:
(s—1) (wa } &

ILlIII. J I F—L 2 _I.

(8.1) formuladan,, ushin to'mendegi anlatpa kelip shig'adi:

(12.2)



—x (12.3)

,,
(12.2) ha'm (12.3) formulalarinin® on" jaglarinisatsaq olar bir birinen tel,(s'l)ﬂh
ko beytiwshige pariq gilatug inin baygaymiz, demek,

“‘.'r — (S N I)G LH‘_&'—E' (12.4)
(12.4) formula jogan ta'rtipli momentlerdi to 'metartipli momentler argali anlatiwshi
L =1,u,=0 .
rekkurent formula bolip tabiladi. Bul formuladanygalanip ha'n” © L7 ekenligin
0

esapqga alip, barlqg ta'rtiptegi oraylig momentleedaplawg'a boladi. Eg(“l_ ekenin
inabatga alsaq (12.4) formuladan normal” bo'listliin® barliq taq ta'rtiptegi momentlerinin
nol ge ten" ekenligi kelip shig adi.

Jup S ler ushin (12.4) formuladan to'mendegige iye batam

w,=c’, p,=3c*, p.=156c°

ha'm t.b.
Solay etip, S jup bolg'anda ga’lege- shi ta'rtipli moment ushin mina to'mendegi uliam
formulag a iye bolamiz:

m=(s- DHis’,
bunda(S- 1)!! simvolil denS- 1 ge shekemgi barliq tag sanlardin® ko'beymesitirbili.

Bekkemlew ushr’n sorawlar:
1. Normal bo’listiiw nr'zamr'ni'n’ rparametrlerge b#ni’'sl’ ha'r gryl’ ko'rinislerin
jazrn’
2. s-ta'rtipli orayl’q moment galay esaplanadi’?



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Tosrnnanl’ shamalar sistemas. Tosrnnanl’ shamalardi’n’
g'a’rezsizligi» temasi'na arnalg’an bolr'p, lekciyada tiykarg'i’ tu'sinikler anrqglamalarr’
menen tu’'sindirip keltirilgen. Bul temani’ tu’'sini w ushrn studentler matematikali’q
analiz, diskret matematika ha’'m logika, funkcionallq analiz, analitikalig geometriya
(jogarr’ matematika) kurslar’'nr'n’ tiykarg'i tu’si  nikleri menen tol’'q tanr’'sqan boli'wlarr’
kerek. Lekciyada kiritilgen ha'r bir jan’a formulag 'a tiyisli mr’sallar keltirilgen.

13-lekciya (2s.)
Tosr'nnanli’ shamalar sistemasli’. Tosi’'nnanll’ shamlardi’n’
g'a’rezsizligi

Tayani'sh so’zler
Tosrnnanli’ shamalar sistemasi’, g'a'rezsiz tosrmanl’ shamalar, birgelikte
bo’listiriw t'g’rzlrg’r.

Itimalli'glar teoriyasr’ni’'n’ praktikal’'q qollanii’'wlar’'nda srnawdi'n’ na'tiyjesi bir
tosr'nnanl’ shama menen emes, al eki yamasa owlaako’p tosr’nnanl’ shamalar menen
su’'wretlenetug’i’'n ma’seleler menen jiyi ushi'ragg’a tuwra keledi.

Birgelikte garalatug’rn eki tosrnnanl’ ,n) shamalar jr'ynag''n eki tosrnnanl’
shamalar sistemasi’ deymiz.

Tosrnnanli’ shamalar sistemasi’'na baylanr’slé’selelerdi garasti'rg’anda sistemani’n’
geometriyal’q interpretaciyasi’n paydalang’an ghifeboladr’.

Ma’selen, eki tosrnnanli’ £ ,n) shamalar sistemasi’n koordinatala§i’ ha’'mn bolg’an
shamalar xoy tegisligindegi tos'nnanli’ nogat, yesa qurawshr’lar’é ha’mn shamalar’’nan

ibarat koordinata basrnané(n) nogatqa bag'rtlang’an tosrnnanl’ vektor dep gagea
boladr'.

13-su’wret 14-su’'wret

U'sh tosrnnanl’ (¢, ¢) shamalar sistemasi'n u'sh o’lshemli ken'isliktegi
tosr'nnanl’ nogat yamasa tosi'nnanli’ vektor ha'im dep garawg’a boladr'.

Tosrnnanl’ eki (¢ ,n) shamalar sistemasrnrn’ birgelikte bo'listiriw finiyas’
dep, { <x} ha’m { n<y} waqgryalar’n’'n’ bir wagrtta ju'zege asrw itimallg’rna aytrladr,
yag'n'y

F(x,y)=P{< <x, n<y}. (13.1)



Geometriyal’'q jagtan F(x,y) funkciya tosr'nnan{i€ ,n) nogatt’'n’ to’besi (x,y) nogatta
bolg’'an sheksiz kvadratga tu'siwinin’ itimall’gi bildiredi.

(x.¥)

15-su’wret
Tosrnnanli’ shamalar sistemasr’ni’n’ bo’listii  funkciyasi” mr’naday
ga’siyetlerge boysr’nadi’( geometriyal’q intrepmetyasi’nan an’sat ko’riwge boladr’).
1.Bo’listiriliw funkciyasr’ F(x,y) o’zinin’ eki argimentine garata da kemeymeytug'i’'n funkciya,
yag'nl’'y x> x; bolg’anda F(x,y)> F(x1,Y);
y>y: bolg’anda F(x,3)> F(X,y).
2. F(+0,-00)=F(~0,y)=F(X,0)=0
3. Tosrnnanl’ ¢ ha’mn shamalarr’ni’n’ birgelikte bo'listiriliw funkciyasn bile oti’ri’p ha’r bir
& ha’'mn shamalari’ni’'n’ bo'listiriliw funkciyasr’n tabrr'wéa boladr’. Hagrygat'nda da

F (X) = P{¢ <X} = P{¢ < x,;7 <+oo} = F (X, +0);

F () =P{r7 <y} =P{{ <+oo,7 <y} = F(+e0,y)
4. F(+00,+0) =1

Meyli D —tegisliktegi ga’legen oblast bolsi'n. Tiwsanl’ nogatti'n’ berilgen
oblastga tu'siw itimall’'g’t’, bul oblast ta’repime koordinata ko’sherlerine parallel bolg’an
tuwrr’ mu’yeshlik bolg’an jag’dayda an’sat esapldria

Tosrnnanl’ (€,n) nogatt'n’ x=a, x=B ha'm y=y, y=§ tuwrrlar’ menen
shegaralang’an tuwr’’ mu’yeshlikke tu'siw itimaljii'n sistemani’'n’ bo’listiriw funkciyasr’
argali’ an’latayi’q.Bir tosi'nnanl’ shamadag’r’gaqli’, R tuwr’mu’yeshlikke onr'n’ to'mengi
ha'm sol shegaralar’'n Kkiritiwdi, al onrn’ jogan§y’ ha’m on’ shegaralar’n Kkiritpewdi
sha'rtlesemiz.

16-su’'wret 17-su’'wret
(¢ n)€ER wagryasI’ mr'na eki wagryani'n’ ko’beymesine teni< & <p ha’'my<n<s.
Bul wagryanrn’ itimall’'g''n sistemanr'n’ bo’lstiriw funkciyasr’ argalr’
an’latayr’q. To'mendegi formula or’nl’ ekenligiygi'n:



P{(<, n) €R}=F(B,8)-F(c.3)-FB,)+F (e, v) (13.2)
Endi sistemani’'n’ bo’listiriw tr'g’r'zli'g’r’ tu’sinigin kiriteyik.
XOY tegisliginde ta’replerAx ha’m Ay bolg’an kishkene R tuwri'mu’yeshligin alayi’q. Dara
jag’dayda,

Plas&<h,csp<d}=[[f(xy)dxdy,
e ha'm

F(xy)=PLE<x7 <y} = [ [ T(x y)dxly

Tosrnnanl’ {ha'm  n shamalar’ni’'n’ birgelikte bo’listiriw trg’rzi'g’r’
boyrnsha ha'r biréha’'m 1 shamalar’nrn’ bo’listiriw tr'g'rzl'g’r’n an’latr'wg’a boladr'.
Mr’na formula ori’'nl’ boladr’:

f09= [ f(xy)ay,

f,(0 = [ 1(x Y

Eger x ha'm y ler ganday bolg’anda dé& £x} ha’'m { n<y} waqr'yalar’’ g'a’rezsiz
bolsa, onda tosr'nnanl ha’m n shamalarr’ g'a’rezsiz delinedi. Bul jag’dayda

FOxy) =P <xn<y;=H{<x[A{n<y}=F.(XF,((y)
Demek, g'a’rezsiz tos’'nnanl’ shamalardi'n’ bifiggge bo’listiriw funkciyasi’ bul
shamalardi’'n’ bo’listiriw funkciyalar’'ni’'n’ ko’beynesine ten’.

Bekkemlew ushi’'n sorawlar:
1. Tosrnnanl’ shamalar sistemasi’ dep qanday shawpalayti’ladr’?
2. G'arezsiz tosr'nnanl’ shamalar degenimiz ne?
3. Birgelikte bo’listiriw tI'g’r'zl’g’1’ tu’sinigin a ytr'n’.



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Korrelyatsiya momenti ha'm  karelyatsiya koeffitsienti»
temasr’'na arnalg’an bolr’p, lekciyada tiykarg’t’ tu’sinikler anrglamalar’ menen
tu'sindirip keltirilgen. Bul temanr’ tu'siniw ushi 'n studentler matematikali’q analiz,
diskret matematika ha’'m logika, funkcionalliq analiz, analitikaliq geometriya (jogarr’
matematika) kurslari'n’'n’ tiykarg'i tu’'sinikleri m enen tol’'q tan’sgan bolrwlari’ kerek.
Lekciyada kiritilgen ha'’r bir jan’a formulag’a tiyi sli mr’sallar keltirilgen.

14-lekciya (2s.)
Korrelyatsiya momenti ha'm korrelyatsiya koeffitsienti

Tayani'sh so’zler
Koppeasiuusi MOMeHTH, KOppeJsauus KO3(P(PUIUEHTH, ChI3bIKJIbI KOPPeJasus

Biz amgearer bapta bir tosinnanlX shamasinin® sanli xarakteristikalari — ha'r qiyli

ta'rtiptegi baslang’ish ha'm oraylig momentlerdragardiq. Bul xarakteristikalardan en
a’hmiyetlileri matematikaliq ku'tiliwm, ha'm dispersiyd, bolip esaplanadi.

Usi siyaqll xarakteristikalardi — ha'r qiyl tgptegi baslang’ish ha’m oraylig momentlerdi
eki tosinnanli shamalar sistemasi ushin da kirgilvgladi.

(5,/7) sistemasinin’ K, S- ta'rtipli baslang’ish momenti depé* [#° ko beymenin
matematikaliq ku tiliwine aytiladi:

s =M (fk m?s) (14.1)

(£, n7) sistemasinink, S- ta'rtipli orayliq momenti dep, sa'ykes oraylasgimmalardin®
K - shi ha'm$S- shi da'rejelerinin’ ko’beymesinin® matematikagtiliwine aytiladi:

Hes =M (E=m)fp—m, ) (14.2)
Diskret tosinnanli shamalar ushin
Ts = DD XY R (14.3)
i=1 j=1
n m K S
Hys = Z;Z;(X —me) (y,- _mn) Py (14.4)
i=1 j=

bunda p; = P{E=x,7=y,}
U zliksiz tosinnanli shamalar ushin

+00+00

& = [ [X“y*f(x y)dxdy (14.5)

—00—00



_ 00 +00 k
o= | I(X -m, ) (y-m, )° f (x, y)dxdy (14.6)
bunda f (X, ) - sistemanin® bo'listiriw tig"i1zlig"1.
Ekinshi ta'rtipli aralas oraylig moment ayriqgshh aynaydi:
fay =M{E-m; Jp -m,)
Tosinnanl shamalar sistemasinda bul moment agigqghoynag anligtan, onin” ushin o'z
aldina ayrigsha belgilew gabil etilgen:

Key =M (5_ m{)(’7 - mn)- (14.7)

kg,7- xarakteristikag'a tosinnaniX, h shamalarinin’korreliyatsiyalig momentidep

atalad1.
Diskret tosinnanli shamalar ushin korrelyatsiyahgment to'mendegi formula menen
anlatiladi:
m

Kg, = Z;Z;(K —m;, )(y,- -, )pij (14.8)
i=1l j=
U zliksiz tosinnanli shamalar ushin korrelyatsigahoment
Key = J‘ I(X -m; )(y - m/])f (x, y)dxdy (14.9)

Bul xarakteristikanin® mag anasi to'mendegidenabar

Korrelyatsiyallg moment — tosinnanli shamalar sisteinin® xarakteristikasi bolip, ol
& ha'm n shamalarinin® jayihwin su'wretlew menen birgearobrasindag’i baylanisti da
su wretleydi.

Haqiygattan da, g a'rezsiz tosinnanli shamalarnukbrrelyatsiyalilg momenttin® nol ge
ten” ekenin da’lilleyik.

Dalilleniwin u zliksiz tosinnanl shamalar ushieltireyik.

Meyli ¢ ha'm 7 - g'a'rezsiz tosinnanh shamalar bolip, bo’listitig 1zhig'I f(X, y)
bolsin. G a'rezsiz tosinnanl shamalar ushin

f(x, y)= f,(x)F,(y) (14.10)

bunda fl(X) ha'm fz(y) - sa'ykesé ha'ms shamalarinin® bo'listiriw tig 1zliglari.

(14.10) an’latpani (14.9) formulag'a aparip qoysa@.9) integral eki integraldin’
ko'beymesine aylanadi:

Key = ZE(X m{)fl(x)dx]i(y - my)fz(Y)dy

bundag’| ma’selen,
+00

+00 +00
Ke, = j(x ~m)f,(x)dx = [ xt,(x)dx=m, [ f,(x)dx=m, -m, =0
Demek, g'a'rezsiz tosinnanh shamalar udkgs = O eken. Egel¢, 77) shamalardan, ma'selen

birewi, o zinin® matematikaliq ku'tiliwinen ju'daz parig qgilsa (derlik tosinnanh emes), onda
(E, /7) shamalari ganday tig i1z baylanista bolmasin, k@isiyalig moment ju'da’ kishi boladi.



Sonin® ushin da(é,7) shamalar arasindag’i  baylanis xarakteristika$1|nuskg,,
korrelyatsiyalig momentten

k

-  Su

r =
én 4(11)
00,

o’Ishemsiz xarakteristikag'a otedi, buné%g, 0,7 - ¢ ha'm  shamalarinin® orta kvadratli

awisiwlari. Bul xarakteristika&X ha'm N shamalarininkorrelyatsiya koeffitsientdep ataladi.
Korrelyatsiya koeffitsienti korrelyatsiyallg momepéenen bir waqitta nol'ge aylanadi; demek,

g a'rezsiz tosinnanli shamalar ushin korrelyatsogffitsienti nol ge ten’, yag‘nliﬂgq =0,
Eger ¢ ha'mz tosinnanh shamalari sizigli funktsional™ baylgarsbolsa, yag niy

n=aé+b,

onda a koeffitsientinin™ belgisine qara‘l/'gn =+1 Haqgiyqattan da, bizde
ke, =M (E; — i, )(ﬁ —m, ): M (E — 1. )(HE_, +b—am, —b):

=aM (E; — )1 =aD..
D, :D(aé—l—b]:czj-ﬂ;,

G, =|a|-c,.
Demek,
al. a
¥ = e —
=T .
=1 ‘a‘ﬁ; ‘a]
=

a
Bundag‘lﬂ shamasrt 1 ge ten’, ege@> O bolsa, ha'm- 1 ge ten’, ege@ < O bolsa.
a
Usini da’lillew talap etilgen edi.
Qa’legen tosinnanh shamalar ushin
re, <1
ekenligin korsetiwge boladi.

Bekkemlew ushi’'n sorawlar:

Koppensius MOMEHTH JieTeH He?

Koppemnsmus MOMEHTHHUH 9XMUHETH Hee?

Koppensmus korddunrerT nemn Here antambi3?

Fope3cu3 TOChIHHAHIIBI IIaMaliap YIIbIH KOPPesus K03 QUIIMEHTH HeTe TEH?
ChI3BIKJTBI OaiiiTaHpICTa KOppesius Ko3QhUIIUeHTH HeTe TeH ?

agrwnE



Annotaciya

Bul lekciya teksti «Tosrnnanl’ shamani’'n’ funkciyasi’» temasi’na arnalg’an bolr'p,
lekciyada tiykarg'i’ tu’'sinikler anr'qlamalar’ men en tu’sindirip keltirilgen. Bul temanr’
tu'siniw ushrn studentler matematikal’'q analiz, diskret matematika ha'm logika,
funkcionalliq analiz, analitikaliq geometriya (jogar’ matematika) kurslar’nrn’ tiykarg’i
tu'sinikleri menen toli'q tanr’'sgan bolr'wlarr’ ker ek. Lekciyada kiritilgen ha'’r bir jan’a
formulag’a tiyisli mi’sallar keltirilgen.

15-lekciya (2s.)
Tosr'nnanli’ shamani’n’ funkciyasr’

Tayani'sh so’zler
Tosrnnanli’ shamani’n’ funkciyasr’,Koshi ni’zamr’.

ltimall’glar teoriyasi’'n’'n’ bir gatar a’meliy maelelerindeé tosrnnanl’ shama menen
baylani’'sgan
n=¢(<) (15.1)
tosr'nnanli’ shamani’ u’yreniwge tuwra keledi, hetde u=¢(x) berilgen funkciya.
Meyli & -diskret tosr'nnali’ shama bolsi’n:

Qz X1 X2 X3 | Xn

p P P2 S P

Ondan =¢(¢) tosrnnanl’ shamanrn’ matematikali’q ku'tiliwha’m dispersiyasi’ to’'mendegi
formulalar menen anrglanadr’

=My =3 (%)

Dy=Dri=M(n- my)’=3 [#(x) ~m*

Egern u'zliksiz tos'nnanli’ shama bolsa, onda=¢(<) tosr’nnanh’ shamanrn’
matematikal’q ku'tiliwi ha’'m dispersiyas!’ to'meedi formulalar menen ani’glanadi’:

my=Mp = [(x)f (x)dx,

D,=Dn= j [#(X) —m,]? f (X)dx.

Praktikan’'n’ ko’pshilik ma’selelerinde, a’siresenatematikali’q statistikada,
tosrnnanl’ argumenttin’ funkciyasr'ni'n’ matemésli'’g ku'tiliwi ha’'m dispersiyasi’n
tabrwdi'n’ o’zi ko’binese jetkilikli bolmaydr’, omn’ bo’listiiw nI'’zamr'n da tabrw za’ru’r
boladr'.

Bul jerde mi’'naday ma’sele qoyr’ladr’: bo’listiriw’'g’i’zl’'g’t’ belgili ha’'m ol f(x) ga
ten’ bolg’an & tosrnnanl’ shama berilgen; basga tosr'nnanl’ shama menen onrn’
menen  n=¢(<¢) funkciyal’'q baylanr's argali’ baylani’sqan, bigrde ¢(¢&) funkciya &



shamani’n’ barl’'g mu’mkin bolg’an ma'nisleri jayggan bazi’ bir (a,b) aral’qta u’zliksiz
funkciya (a=H, b=H1 bol'wr’ da mu’'mkin). Tos’'nnnanl’'ny ~ shamanrn’ g(y) bo’listiriw
trg’rzlg’rn tabrw talap etiledi.

Bul ma’seleni sheshiwde eki jag’daydi’ garasti’ram

1. Monoton funkciya bolg’an jag'day.

Da’'slep ¢(x) funkciya jogarr'da ko'rsetilgen aral’qta moiwot o’siwshi ha'm
og'an keri x=a(y) funkciya tiyisli aral’'gta monoton o’siwshi, miksiz ha'm
differenciallanr’'wshi’ bols'n. OY ko’sherinde §tAy) intervaldr’ alami’z ha’'m onr’ xg(y)
fnkciya ja'rdeminde OX ko’sherge sa'wlelendiripX*Ax) intervaldr’ hasr’l grlami’z.

(y< n<y+Ay) ha'm (x<¢ < x+Ax) waqr'yalar ekvivalent, yag'ni'y
P(y<n<y+Ay)=P(x<¢ < x+AX).

Demek,
— i P(y<n<y+Ay) — [i P(x<& < Xx+AX) — [i P(x<& < Xx+AX) — ' - '
0(y) = fim, P = fim PSS = fm PSS = 609 1 = £ 00 ()
Yy — Yy -

Eger(x) funkciya monoton kemeyiwshi bolsa, onda jogag’t’ talqgr’'lawlar si’yaqlr’

g(y) == f@(y) @ (y).
ekenligine iye bolami’'z. Eki jag’daydr’ birlestek
a(y) = F @y (v)| (15.2)
dep jaz'wg’a boladr’.
Mrsali’: Tosr’'nnanli’ & shamasr’ bo'listiriw trg’rzirg’r
f(x)=—

T(1+%?)

bolg'an Koshi n'zamr’na boysrnadr. Tosr’nnanhkj shamasr’'é shamasr’ menenn:l-f3
tu’rinde baylani’'sgan. TosI'nnanhy shamasi’ni'n’ g(y) bo’listiriw tI'g’r’zl’'g’r’'n tabrn’.
SHeshiw: y=1-% funkciyasr’ (4, +0) aral’'qta monoton bolg’anli’qgtan jogarr’dag’r’ fimulant’
gollanr'wg’a boladr’. Ma’selenin’ sheshimin to’meagi eki bag’ana tu’'rinde jaylasti’rayi’g: sol
jagtag’t’ bag’ana ma’selenin’ ul'wma sheshimindabgl qr'li'ng’an funkciyalar. On’ jaqtag’r’
bag’ana garali’p ati'rg’an ma’selege sa’'ykes affuligkciyalar jaylastr’'ri’ladr’.

f(x) 1
T(1+X2)
y= () y=1-x
x=y(y) x=}1-y
¥ (y) T
' ) oot
g(y) = F @ (), 9= Sty T

Meyli endi bo'listiriw tr'g'r'zlrgr’ f(x) bolg’ an u’zliksiz tosrnnanii’é shama berilgen
boli’p, tosr'nnanli'n shamasr’ oni'n’ menen=¢(¢) funkciyal’'q baylani’s penen baylani’'sgan
ha'm y=p(x) funkciyasi’ argumenttin’ (a,b) aral’'qtag’t’ wmkin bolg’an ma’nislerinde
monoton emes bolsi'n. Tosr'nnanly shamasi'ni’'n’ bo’listiriw funkciyasi’ G(y) ti taba’q.
Onrn’ ushr'n Ox ko'sherinen y aral’'qta jaylasqgaa’'m Ox ko’sherine parallel AB tuwri’si’'n
ju'rgizeyik ha’m y=p(x) iymeginin’n<y sha’rti or’’nlanatug’r’'n aral’'glarr’n aj’ratp alayrq.
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Bul aral’glarg’a abscissa ko'sherinim;(y), Ax(y),... aral’glar’ sa’'ykes kelsinn<y
wagqr'yas’ tosrnnanli’ &shamasrnn’ Ay(y), Ax(y),... aral’glardan birewine-gaysi'si’na
bol’'wi'na parr'qsi’z ten’ ku’shli.

Sonr'n’ ushi'n

G(y)=P<y)=P(§ DAu(y)+ £ 0 Mo(y)+...)= Y P(EOA (Y) =D | f(x)ax
i Py
Solay etipn=¢(<¢) shamasr’'ni’'n’ bo'listiriw funkciyasi’ ushi'n to'endegi formulag’a

iye bolami’z:
G(y)=z j f(x)ax (35.

boa(Y)

Ai(y) intervallardi'n’ shegaralari’ y ke baylanr’sboli’p, y=¢(x) funkciyasi’'ni’'n’ konkret
ko'rinisinde y tin’ anr'q funkciyasi’ srpati’'nda rdat’l’'wr’ mu’'mkin. G(y) funkciyasi'n
integrallardi’'n’ shegaralar’nda gatnasi'wshi’ y asgiasi’ boyr’'nsha differenciallapn
shamasi'n'n’ g(y) bo'listiriw tr'g'rzli'g'rna iye bolamr’z:

9(y)= G(y)
Mr'salr’: Tosrnnanl’ & shamasr’ parametrleri m ha’m bolg’an normal bo’listiriw ge iye.
Tosr'nnanl'n< &2 shamasi’'ni’'n’ bo'listiriw tI'g’I'zlI'g’I’'n tabr'n’.
SHeshiw: Bul jag’dayd@(x)=x2, a={l, b=H1; y= cp(x)=x2 funkciya (41,+00) arali’'gta monoton
emes. Birag X(-(,0) bolg’anda kemeyedi ha’mpl(y):-\/y keri funkciyag’a iye, X1(0, +J)
bolg'anda o’sedi ha'm wz(y)z\/;keri funkciyag’a iye. Tosrnnanl’ ¢ shamasrni’n’
bo’listiriw tr'g'r’'zlrg’r

F() =207

ko’riniste ekenligin esapqga alsaq, to’'mendeginihag’lami’z:
1 o 1 1 SCIH 1
—_ 2 2
a(y) =1 E.}meEf [.JTW
Bekkemlew ushi’'n sorawlar:

1. Tosr'nnanl’ shamani’n’ funkciyasi’ degenimizhe
2. Koshi ni'zami’'n jazi’p ko'rsetin’.

y

=zl (v>0).
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