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Локальные и 2-локальные дифференцирования
некоторых филиформных алгебр Лейбница
Аюпов Ш.А., Кудайбергенов К.К., Юсупов Б.Б.

Ushbu maqolada ba’zi filiform Leibniz algebralarining lokal va
2-lokal differensiallashlari o‘rganilgan.

In this paper we study local and 2-local derivations on some
filiform Leibniz algebras.

Локальные дифференцирования были впервые рассмотрены в ра-
боте Р. Кэйдисона в 1990 году [1] и, независимо в работе Д.Ларсона и
А.Сурура [2]. В этих работах были получены некоторые условия, при ко-
торых локальное дифференцирование является дифференцированием.
В своей работе Р.Кэйдисон рассматривал локальные дифференцирова-
ния на алгебрах фон Неймана и в некоторых полиномиальных алгебрах.
Было доказано, что каждое непрерывное локальное дифференцирова-
ние из алгебры фон Неймана в дуальный бимодуль является диффе-
ренцированием.

В 1997 году П. Шемрл ввел понятие 2-локального дифференциро-
вания [3]. Он описал 2-локальные дифференцирования алгебры B(H) –
всех ограниченных линейных операторов на бесконечномерном сепара-
бельном гильбертовом пространстве H. Аналогичное описание для ко-
нечномерного случая появилось позже в 2003 году в работе корейских
математиков С.Ким и Ж.Ким [4].

Пусть L – алгебра Ли. Линейный оператор d на L называется диффе-
ренцированием, если d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] для всех x, y ∈ L. Ис-
следование локальных и 2-локальных дифференцирований конечномер-
ных алгебр Ли было рассмотрено в работахШ.А.Аюпова, К.К.Кудайбер-
генова и И.С.Рахимова [5], [6], [7]. В работе [8], З. Чен и Д. Ванг изучи-
ли 2-локальные автоморфизмы конечномерных алгебр Ли и доказали,
что если L простая алгебра Ли одной из типов Al (l ≥ 1), Dl (l ≥ 4),
или Ek (k = 6, 7, 8) над алгебраически замкнутым полем, то всякий
2-локальный автоморфизм на L, является автоморфизмом. В [7] этот
результат был расширен для произвольных конечномерных полупро-
стых алгебр Ли над алгебраически замкнутым полем. Локальные и
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2-локальные дифференцирования конечномерных алгебр Лейбница до
сих пор не исследованы.

В этой работе мы рассмотрим локальные и 2-локальные дифферен-
цирования конечномерных филиформных алгебр Лейбница.

Алгебра L над полем F называется алгеброй Лейбница, если для
любых x, y, z ∈ L выполняется тождество:

[x, [y, z]] = [[x, y], z]]− [[x, z], y]

где [−,−] умножение на L.

Рассмотрим ряд следующего вида:

L1 = L, . . . , Ln+1 = [Ln, L], n � 1.

Напомним, что n-мерная алгебра Лейбница L называется нуль-филиформ-
ной, если

dimLi = n+ 1− i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Алгебра Лейбница L называется филиформной, если

dimLi = n− i, 2 ≤ i ≤ n.

Линейный оператор d : L → L называется дифференцированием,
если

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)], ∀ x, y ∈ L.

Пусть Δ : L → L – некоторое отображение (не обязательно линей-
ное). Если для произвольных элементов x, y ∈ L найдется дифферен-
цирование Δx,y : L→ L такое, что Δ(x) = Δx,y(x) и Δ(y) = Δx,y(y), то
Δ называется 2-локальным дифференцированием.

В произвольной n-мерной нуль-филиформной алгебре Лейбница L
существует базис e1, e2, ..., en такой, что умножение в алгебре L имеет
вид:

NFn : [ei, e1] = ei+1 1 ≤ i ≤ n− 1,

где отсутствующие произведения равны нулю (см. [9, Лемма 1]).

Матрицы дифференцирований алгебры NFn имеют следующий вид
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(см. [10, предложение 3.2])⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 0 0 · · · 0 0
α2 2α1 0 0 · · · 0 0
α3 α2 3α1 0 · · · 0 0
α4 α3 α2 4α1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

αn−1 αn−2 αn−3 αn−4 · · · (n− 1)α1 0
αn αn−1 αn−2 αn−3 · · · α2 nα1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Теорема 1. Всякое 2-локальное дифференцирование алгебры NFn

является дифференцированием.
Доказательство. Сначала рассмотрим 2-локальное дифференци-

рование Δ на NFn такое, что Δ(e1) = 0.
Предположим, что Δ такое 2-локальное дифференцирование, что

Δ(e1) = 0. Возьмем произвольный элемент x = t1e1 + t2e2 + ...+ tnen ∈
NFn. Существует дифференцирование de1,x такое, что

Δ(e1) = de1,x(e1), Δ(x) = de1,x(x).

Имеем

0 = Δ(e1) = de1,x(e1) =
n∑

i=1

αiei.

Отсюда α1 = α2 = ... = αn = 0, и поэтому de1,x = 0. Следовательно
Δ = 0.

Пусть теперь Δ произвольное 2-локальное дифференцирование ал-
гебры NFn. Существует дифференцирование d такое, что Δ(e1) = d(e1).
Тогда Δ−d является 2-локальным дифференцированием и (Δ−d)(e1) =
0. Из рассмотренного выше случая имеем Δ ≡ d. Это означает, что Δ
является дифференцированием. Теорема доказана.

Известно [9, Теорема 2], что всякая n-мерная комплексная естествен-
ным образом градуированная не Лиева алгебра Лейбница изоморфна
одной из следующих попарно неизоморфных алгебр:

• F 1
n : [e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1

• F 2
n : [e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1.

Далее приведем общий вид дифференцирований алгебр F 1
n , F

2
n (см.
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[11, предложение 4.1 и 4.4]):

F 1
n :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 0 · · · 0 0
α2 α1 + α2 0 · · · 0 0
α3 α3 2α1 + α2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
αn−1 αn−1 αn−2 · · · (n− 2)α1 + α2 0
αn β αn−1 · · · α3 (n− 1)α1 + α2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

F 2
n :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 0 0 · · · 0 0
α2 β 0 0 · · · 0 0
α3 0 2α1 0 · · · 0 0
α4 0 α3 3α1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

αn−1 0 αn−2 αn−3 · · · (n− 2)α1 0
αn γ αn−1 αn−2 · · · α3 (n− 1)α1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Теорема 2. Алгебры F 1
n и F 2

n допускают 2-локальные дифференци-
рования, не являющиеся дифференцированиями.

Доказательство приведем для алгебры L = F 1
n ; для алгебры F 2

n

доказательство аналогично. Возьмем на C
2 однородную, но не адди-

тивную функцию, например

f(z1, z2) =

{
z2
1

z2
, если z2 �= 0,

0, если z2 = 0.

Рассмотрим отображение Δ : L→ L, определенное по правилу

Δ(x) = f(x1, x2)en, где x =

n∑
i=1

xiei ∈ L. (1)

Так как F не является аддитивным, то Δ не является дифференциро-
ванием.

Покажем, что Δ является 2-локальным дифференцированием. Возь-
мем

x =
n∑

i=1

xiei, y =
n∑

i=1

yiei.
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Дифференцирование D будем искать в виде:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 0
αn β 0 0 · · · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Предлоложим, что Δ(x) = D(x) и Δ(y) = D(y). Тогда получим следу-
ющую систему уравнений относительно αn и β :{

x1αn + x2β = f(x1, x2),

y1αn + y2β = f(y1, y2).
(2)

Случай 1. x1y2 − x2y1 = 0. В этом случае, так как правая часть
системы (2) однородна, то она имеет бесконечно много решений.

Случай 2. x1y2 − x2y1 �= 0. В этом случае, система (2) имеет един-
ственное решение. Теорема доказана.

Пусть L – нильпотентная алгебра. Для элемента x ∈ L \ [L,L] рас-
смотрим оператор правого умножения Rx : L → L, определенный по
правилу

Rx(y) = [y, x], y ∈ L.

Известно, что каждый линейный оператор на конечномерном простран-
стве имеет жорданову нормальную форму. Используя порядок жорда-
новых ячеек жордановой нормальной формы данного линейного опе-
ратора запишем последовательность размерностей жордановых клеток
C(x) = {n1, n2, ..., nk} в убывающем порядке. Установим лексикографи-
ческий порядок на множестве всех таких последовательностей. Харак-
теристической последовательностью алгебры L называется последова-
тельность

C(L) = max
x∈L\[L,L]

C(x).

Если характеристическая последавательность n-мерной алгебры Лейб-
ница L равна C(L) = (n − 2, 1, 1), то она называется 2-филиформной
алгеброй Лейбница.

Известно [12], что n-мерная 2-филиформная алгебра Лейбница изо-
морфна одной из следующих взаимно не изоморфных алгебр:
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μ1 : [e1, f1] = f2, [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

μ2 : [e1, f1] = e2 + f2, [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3, [ei, f1] =
ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 3.

Дифференцирования алгебр μ1 и μ2 имеют соответственно следую-
щие виды (см. [13 предложение 2 и 3]):⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 0 0 · · · 0 0 0
a2 2a1 0 · · · 0 0 0
a3 a2 3a1 · · · 0 0 0
· · · · · · · · ·

an−2 an−3 an−4 · · · (n− 2)a1 c1 0
b1 0 0 · · · 0 d1 0
b2 b1 0 · · · 0 d2 a1 + d1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

и⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 0 0 · · · 0 0 0
a2 2a1 + b1 0 · · · 0 0 0
a3 a2 3a1 + 2b1 · · · 0 0 0
· · · · · · · · ·

an−2 an−3 an−4 · · · (n− 2)a1 + (n− 3)b1 c 0
b1 0 0 · · · 0 a1 + b1 0
b2 b1 0 · · · 0 d2 2a1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пусть L = μ1 или μ2. Рассмотрим отображение Δ : L → L, опреде-
ленное по правилу

Δ(x) = f(x1, xn−1)f2, x =

n−2∑
i=1

xiei + xn−1f1 + xnf2 ∈ L,

где f – однородная не аддитивная функция. Как и доказательстве Тео-
ремы 2 мы можем проверить, что Δ является 2-локальным дифферен-
цированием, не являющимся дифференцированием.

Таким образом, мы имеем
Теорема 3. Алгебры μ1 и μ2 допускают 2-локальные дифференци-

рования, не являющиеся дифференцированиями.
Теперь изучим локальные дифференцирования некоторых филиформ-

ных алгебр Лейбница.
Пусть Δ : L → L – линейный оператор. Если для произвольного

элемента x ∈ L найдется дифференцирование Δx : L → L такое, что
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Δ(x) = δx(x), то Δ называется локальным дифференцированием.

Теорема 4. Пусть Δ – линейный оператор на μ1, соответствен-
но на μ2. Тогда Δ является локальным дифференцированием, тогда и
только в тогда, когда его матрица имеет вид:⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ11 0 0 · · · 0 0
γ21 γ22 0 · · · 0 0
γ31 γ32 γ33 · · · 0 0
· · · · · · · ·

γn−2,1 γn−2,2 γn−2,3 · · · γn−2,n−1 0
γn−1,1 0 0 · · · γn−1,n−1 0
γn1 γn2 0 · · · γn,n−1 γnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(3)

и ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ11 0 0 · · · 0 0 0
γ21 γ22 0 · · · 0 0
γ31 γ32 γ33 · · · 0 0 0
· · · · · · · · · · ·

γn−2,1 γn−2,2 γn−2,3 · · · γn−2,n−2 γn−2,n−1 0
γn−1,1 0 0 · · · 0 γn−1,n−1 0
γn1 γn2 0 · · · 0 γn,n−1 γnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4)

соответственно.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим случай алгебры μ1. Пусть
Δ – локальное дифференцирование алгебры μ1 и

Δ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ11 γ12 γ13 · · · γ1,n−1 γ1n
γ21 γ22 γ23 · · · γ2,n−1 γ2n
γ31 γ32 γ33 · · · γ3,n−1 γ3n
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

γn−2,1 γn−2,2 γn−2,3 · · · γn−2,n−1 γn−2,n

γn−1,1 γn−1,2 γn−1,3 · · · γn−1,n−1 γn−1,n

γn1 γn2 γn3 · · · γn,n−1 γnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Шаг 1. Возьмем дифференцированиеDe2 такое, чтоΔ(e2) = De2(e2).
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Тогда

Δ(e2) =

n−2∑
j=1

γj,2e2 + γn−1,2f1 + γn2f2,

De2(e2) = 2a1e2 +
n−3∑
j=2

ajej+1 + b1f2.

Сравнив правые части мы, получим γ1,2 = γn−1,2 = 0.
Шаг 2. Пусть i такой индекс, что 3 ≤ i ≤ n − 2. Возьмем диффе-

ренцирование Dei такое, что Δ(ei) = Dei(ei). Тогда

Δ(ei) =
n−2∑
j=1

γj,iej + γn−1,if1 + γnif2,

Dei(ei) = ia1ei +

n−3∑
j=i

ajej+1.

Сравнив коеффициенты при базисых элементах для Δ(ei) и Dei(ei),
получим, что γ1i = γ2i = ... = γi−1,i = 0.

Шаг 3. Возьмем дифференцированиеDf1 такое, чтоΔ(f1) = Df1(f1).
Тогда

Δ(f1) =
n−2∑
j=1

γj,n−1ej + γn−1,n−1f1 + γn,n−1f2,

Df1(f1) = c1en−2 + d1f1 + d2f2.

Сравнив коеффициенты правых частей, получим γ1,n−1 = γ2,n−1 = ... =
γn−3,n−1 = 0.

Шаг 4. Возьмем дифференцированиеDf2 такое, чтоΔ(f2) = Df2(f2).
Тогда

Δ(f2) =
n−2∑
j=1

γj,nej + γn−1,nf1 + γn,nf2,

Df2(f2) = (a1 + d1)f2.

Приравнивая коеффициенты при базисых элементах, получим,что γ1,n =
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γ2,n = ... = γn−1,n = 0. Таким образом, оператор Δ имеет (3).
Достаточность. Пусть оператор Δ имеет (3). Возьмем произвольный

элемент x :

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xn−2en−2 + xn−1f1 + xnf2.

Координаты Δ(x) равны соответственно

Δ(x)i =
i∑

j=1

γijxj , 1 ≤ i ≤ n− 3,

Δ(x)n−2 =
n−2∑
j=1

γn−2,jxj + γn−2,n−1xn−1,

Δ(x)n−1 = γn−1,1x1 + γn−1,n−1xn−1,

Δ(x)n = γn1x1 + γn2x2 + γn,n−1xn−1 + γnnxn.

Координаты D(x) равны соответственно

D(x)i =
i−1∑
j=1

ai+1−jxj + ia1xi 1 ≤ i ≤ n− 3,

D(x)n−2 =

n−3∑
j=1

an−jxj + (n− 2)a1xn−2 + c1xn−1,

D(x)n−1 = b1x1 + d1xn−1,

D(x)n = b2x1 + b1x2 + d2xn−1 + (a1 + d1xn).

Так как Δ(x) = D(x), то
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i−1∑
j=1

ai+1−jxj + ia1xi =
i∑

j=1

γijxj , 1 ≤ i ≤ n− 3,

n−3∑
j=1

an−j−1xj + (n− 2)a1xn−2 + c1xn−1 =
n−2∑
j=1

γn−2,jxj + γn−2,n−1xn−1, (5)

b1x1 + d1xn−1 = γn−1,1x1 + γn−1,n−1xn−1,

b2x1 + b1x2 + d2xn−1 + (a1 + d1xn) = γn1x1 + γn2x2 + γn,n−1xn−1 + γnnxn.

Рассмотрим возможные пять случаев.
Cлучай 1. Пусть x1 �= 0. В этом случае положим c1 = d1 = d2 = 0.



Локальные и 2-локальные дифференцирования ... 53

Остальные a1, a2, . . . , an−3, b1, b2 определяются однозначно из (5).
Cлучай 2. Пусть x1 = 0, x2 �= 0. Тогда положим c1 = d1 = d2 =

b2 = 0. Остальные a1, a2, . . . , an−3, b1 определяются однозначно из (5).
Cлучай 3. Пусть x1 = x2 = ... = xk−1 = 0, xk �= 0, 3 ≤ k ≤ n− 2.

Положим c1 = d1 = d2 = 0. Остальные ak, 1 ≤ k ≤ n− 3 определяются
однозначно из (5).

Cлучай 4. Пусть x1 = x2 = ... = xn−2 = 0, xn−1 �= 0. Положим
a1 = 0. Числа c1, d1, d2 определяются однозначно из (5).

Cлучай 5. Пусть x1 = x2 = . . . = xn−1 = 0, xn �= 0. В этом случае
достаточно определить a1, d1 из (5). Теорема доказана.

Аналогично доказывается следующая
Теорема 5. Пусть Δ линейный оператор на NFn. Тогда Δ явля-

ется локальным дифференцированием, тогда и только в тогда, когда
он имеет вид:⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ11 0 0 · · · 0 0
γ21 γ22 0 · · · 0 0
γ31 γ32 γ33 · · · 0 0
· · · · · · · ·

γn−1,1 γn−1,2 γn−1,3 · · · γn−1,n−1 0
γn,1 γn,2 γn,3 · · · γn,n−1 γnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Описание локальных дифференцирований алгебр F 1
n и F 2

n было по-
лучено в [14].
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