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Локальные дифференцирования естественным
образом градуированной не Лиевой алгебры

Лейбница
Алауадинов А.К., Курбанбаев Т.К.

Ushbu maqolada tabiiy ravishda graduirlangan Li bo‘lmagan
Leybnits algebralari lokal differentsiallashlari o‘rganilgan.

In this work we study local derivations of the naturally graded
non-Lie Leibniz algebras.

1. Введение
Изучение дифференцирований на неограниченных операторных ал-

гебрах, в частности, на различных алгебрах измеримых операторов,
присоединенных к алгебрам фон Неймана, является одной из важных
задач общей теории неограниченных дифференцирований на оператор-
ных алгебрах.
В то же время актуальной является задача изучения различных

классов линейных операторов типа дифференцирования. Важный класс
таких операторов составляют локальные дифференцирования, впервые
введенные Кэйдисоном в 1990 году [9]. В работах Р.Кэйдисона,
Д.Ларсона и А.Соуроура были получены некоторые условия, при ко-
торых локальное дифференцирование является дифференцированием.
В своей работе Р.Кэйдисон рассматривал локальные дифференцирова-
ния на алгебрах фон Неймана и в некоторых полиномиальных алгебрах.
Было доказано, что каждое непрерывное локальное дифференцирова-
ние из алгебры фон Неймана в дуальный бимодуль является дифферен-
цированием. Этот результат был обобщен в работе М.Брешара для бо-
лее широкого класса линейных операторов. В 1997 году П.Сэмрил ввел
понятие 2-локального дифференцирования [8]. Он описал 2-локальные
дифференцирования алгебры B(H) - всех ограниченных линейных опе-
раторов на бесконечномерном сепарабельном гильбертовом простран-
стве H. Аналогичное описание для конечномерного случая появилось
позже, в 2003 году, в работе корейских математиков С.Ким и Ж.Ким
[10]. В 2012 году в работе Ш.А.Аюпова и К.К.Кудайбергенова было по-
лучено описание 2-локальных дифференцирований на алгебре B(H) -
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всех ограниченных линейных операторов на произвольном гильберто-
вых пространстве H. Отметим, что многочисленние работы посвящены
изучению локальных и 2-локальных дифференцировании на алгебр из-
меримых операторов [3], [4], [5], [6].
Исследование локальных и 2-локальных дифференцирование конеч-

номерных алгебр Ли было рассмотрено в работахШ.А.Аюпова, К.К.Ку-
дайбергенова и И.С.Рахимова [1], [2]. Локальные дифференцирования
конечномерных алгебр Лейбница в настоящее время не рассмотрены.
Поэтому в этом работе исследованы локальные дифференцирования на
естественным образом градуированных алгебрах Лейбница.

2. Предварительные сведения
Определение 2.1. Алгебра L над полем F называется алгеброй

Лейбница, если для любых x, y, z ∈ L выполняется тождество Лейбница:

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y],

где [ , ] - умножение в L.
Для произвольной алгебры Лейбница L определим последователь-

ность:
L1 = L, Lk+1 = [Lk, L1], k ≥ 1.

Алгебра Лейбница L размерности n, называется:

нуль-филиформной, если dimLi = (n+ 1)− i, 1 ≤ i ≤ n+ 1;

филиформной, если dimLi = n− i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Алгебра Лейбница L называется нильпотентной, если существует
s ∈ N такое, что Ls = 0.Минимальное число s, обладающее таким свой-
ством, называется индексом нильпотентности или нильиндексом алгеб-
ры L.
Пусть L - конечномерная нильпотентная алгебра Лейбница. Поло-

жим gr(L)i := Li/Li+1, 1 ≤ i ≤ s − 1, где s - нильиндекс алгебры L, и
обозначим grL = gr(L)1⊕gr(L)2⊕ ...⊕gr(L)s−1. Тогда [gr(L)i, gr(L)j ] ⊆
gr(L)i+j , и мы получим градуированную алгебру grL.

Определение 2.2. Градуировку, построенную таким образом, мы
назовем естественной градуировкой. Если алгебра Лейбница L изоморф-
на алгебре grL, то L называется естественным образом градуированной
алгеброй Лейбница.

Теорема 2.1 [11]. Любая n-мерная комплексная естественным об-
разом градуированная не Лиевая алгебра Лейбница изоморфна одной из
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следующих попарно неизоморфных алгебр

F 1
n : [e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

F 2
n : [e1, e1] = e3, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

(отсутствующие произведения равны нулю).
Напомним, что линейный оператор D : L → L называется диффе-

ренцированием алгебры Лейбница L, если D[x, y] = [D(x), y] + [x,D(y)]
при всех x, y ∈ L (правило Лейбница).

Предложение 2.1 [7]. Всякое дифференцирование алгебр F 1
n и F 2

n ,
соответственно, имеет следующие матричные формы:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 0 0 . . . 0
α2 α1 + α2 0 0 . . . 0
α3 α3 2α1 + α2 0 . . . 0
α4 α4 α3 3α1 + α2 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

αn−1 αn−1 αn−2 αn−3 . . . 0
αn β αn−1 αn−2 . . . (n− 1)α1 + α2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.1)

и ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 0 0 . . . 0
α2 β 0 0 . . . 0
α3 0 2α1 0 . . . 0
α4 0 α3 3α1 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

αn−1 0 αn−2 αn−3 . . . 0
αn γ αn−1 αn−2 . . . (n− 1)α1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2.2)

.
3.Основной результат
3.1. Локальные дифференцирование алгебры типа F 1

n .
Линейное отображение Δ : L → L называется локальным диффе-

ренцированием алгебра Лейбница, если для каждого x ∈ L существует
дифференцирование (зависящее от x) Dx : L → L такое, что Δ(x) =
Dx(x).

Лемма 3.1. Пусть L - n-мерная алгебра Лейбница. Если всякое
дифференцирование алгебры L при заданном базисе имеет нижне-тре-
угольный вид, тогда всякое локальное дифференцирование также име-
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ет нижне-треугольный вид.

Доказательство. Пусть Δ - локальное дифференцирование ал-

гебры L с матрицей

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b12 b13 . . . b1n
b21 b22 b23 . . . b2n
b31 b32 b33 . . . b3n
...

...
... . . .

...
bn1 bn2 bn3 . . . bnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Для каждого k ∈ 1, n возьмем дифференцирование Dk на L такое,
что

Δ(ek) = Dk(ek).

Так как матрица оператора D2 имеет нижне-треугольный вид, то

b1i = Δ(ei)1 = Di(ei)1 = 0

при всех i > 1. Далее

b2i = Δ(ei)2 = Di(ei)2 = 0

при всех i > 2.

Аналогично, bki = 0 при всех i > k. Лемма доказана.

В этом разделе мы приведем общий вид локальных дифференциро-
ваний алгебра F 1

n .

Рассмотрим Δ – линейный оператор на алгебре F 1
n с матрицей

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 0 0 0 . . . 0
b21 b11 + b21 0 0 . . . 0
b31 b31 b33 0 . . . 0
b41 b41 b43 b44 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

bn−1,1 bn−1,1 bn−1,3 bn−1,4 . . . 0
bn1 bn2 bn3 bn4 . . . bnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(3.1)

Лемма 3.2. Оператор вида (3.1) является локальным дифференци-
рованием алгебры F 1

n .
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Доказательство. Рассмотрим следующий оператор с матрицей

Θ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
0 0 c33 0 . . . 0
0 0 c43 c44 . . . 0
...
...

...
... . . .

...
0 0 cn−1,3 cn−1,4 . . . 0
0 0 cn3 cn4 . . . cnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.2)

Пусть x = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ..., ξn) ∈ F 1
n . Тогда координаты Θ(x) имеют

вид

Θ(x)1 = Θ(x)2 = 0, и Θ(x)i =
n∑

s=3

cisξi, где i ≥ 3.

Нам требуется найти такое дифференцирование D вид (2.1) алгебры
F 1
n , что

Θ(x)i = D(x)i, 1 ≤ i ≤ n. (3.3)

Пусть D – дифференцирование с таким свойством и α1 = 0.

Тогда (2.1) влечет, что

D(x)1 = 0, D(x)2 = α2(ξ1 + ξ2),

и

D(x)i =
i−1∑
s=2

αsξi−s+2 + αi(ξ1 + ξ2), i ≥ 3.

Приравнивая соответствующие координаты, получим

α2(ξ1 + ξ2) = 0,

i−1∑
s=2

αsξi−s+2 + αi(ξ1 + ξ2) =
n∑

s=3

cisξi, i ≥ 3. (3.4)

Рассмотрим следующие случаи.
1. ξ1+ξ2 �= 0. В этом случае из (3.4) видно, что параметры α2, α3, ..., αn

определяются однозначным образом.
2. ξ1 + ξ2 = 0, ξ3 �= 0. В этом случае параметры α2, α3, ..., αn также

определяются однозначно.



Локальные дифференцирования естественным ... 15

3. ξ1 + ξ2 = 0, ξ3 = ξ4 = ... = ξr = 0, ξr+1 �= 0, где r ≥ 3. Тогда из
(3.4) вытекает, что числа α2, α3, ..., αn−r+1 определяются однозначно, а
αn−r+2, ..., αn могут быть произвольным, r ≥ 3.
Теперь рассмотрим общий случай. Пусть Δ оператор с матрицей

(3.1). Тогда Δ представляется в виде Δ = D + Θ, где D оператор с
матрицей вида (2.1), аΘ вида (3.2). Так какD дифференцирования, а по
лемме 3.2 Θ локальная дифференцирования, то Δ является локальным
дифференцированием. Лемма доказана.

Лемма 3.3. Всякое локальное дифференцирование алгебры F 1
n име-

ет вид (3.1).
Доказательство. Пусть Δ – локальное дифференцирование ал-

гебры F 1
n с матрицей Δ = (bij)1≤i,j≤n. По Лемме 3.1, Δ имеет пря-

моугольный вид, т.е. bij = 0, 1 ≤ i < j ≤ n. Теперь возьмем точ-
ку x0 = (1,−1, 0, 0, ..., 0) ∈ F 1

n и дифференцирование D такое, что
Δ(x0) = D(x0). Тогда

Δ(x0)1 = b11, Δ(x0)2 = b21 − b22,

Δ(x0)i = bi1 − bi2, 3 ≤ i ≤ n

и
D(x0)1 = α1, D(x0)2 = −α1 D(x0)i = 0,

D(x0)n = αn − βn, 3 ≤ i ≤ n− 1.

Приравнивая коэффициенты Δ(x0) и D(x0) имеем

b21 − b22 = −α1, bi1 − bi2 = 0, 3 ≤ i ≤ n− 1.

Поэтому b22 = b11 + b21, bi2 = bi1, 3 ≤ i ≤ n − 1. Это показывает, что
матрица оператора Δ имеет вид (3.1). Лемма доказана.

Теорема 3.2. Линейный оператор на алгебре F 1
n является локаль-

ным дифференцированием тогда и только тогда, когда он имеет вид
(3.2).

Доказательство. Необходимость вытекает из леммы 3, а доста-
точность из леммы 2.



16 Алауадинов А.К., Курбанбаев Т.К.

3.2. Локальные дифференцирование алгебры типа F 2
n

Рассмотрим линейный оператор Δ алгебре F 2
n с матрицей

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 0 0 0 . . . 0
b21 b22 0 0 . . . 0
b31 0 b33 0 . . . 0
b41 0 b43 b44 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

bn−11 0 bn−13 bn−14 . . . 0
bn1 bn2 bn3 bn4 . . . bnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.5)

Теорема 3.3. Линейный оператор на алгебре F 2
n является локаль-

ным дифференцированием тогда и только тогда, когда он имеет вид
(3.5).

Доказательство. Доказательство теоремы 3.3 аналогично дока-
зательству теоремы 3.2.
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