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KIRISIW 

 

Temanıń tiykarlanıwı hàm aktuallıǵı. Haqıyqıy dunyada bolatuǵın 

birneshe processler matematikalıq modellestirilgende, klassikalıq matematikalıq 

fizikanıń máseleleri bolmaǵan, dara tuwındılı teńlemeler ushın standart emes 

tuwrı hám keri máselelerdi úyreniwge keltiriledi.  Gaz dinamikasınıń dawıs 

tezligine jaqın hám onnan joqarı tezlikli máseleleri hám t.b. máseleler, qaralıp 

atırǵan oblasttıń túrli bóleginde hár túrli tipke derek bolǵan aralas túrdegi 

teńlemeler ushın qoyılǵan máselelerdi úyreniwge keltiriledi. Geofizikanıń, 

okeanologiyanıń birneshe máseleleri, texnikada kriogen suyıqlıqlardı paydalanıw 

máseleleri, sonday-aq, sterjnniń hám balkanıń terbelisi hám t.b tórtinshi tártipli 

dara tuwındılı differenciallıq teńlemeler ushın qoyılǵan shegaralıq, baslanǵısh-

shegaralıq máselelerdi sheshiwge keltiriledi. 

Izertlew jumısınıń predmeti hám izertlew obyekti. Izertlew obyekti – 

tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq teńlemeler hám olar ushın qoyılǵan 

aralas shegaralıq máseleler.  Izertlew predmeti ol teńlemeler ushın qoyılǵan 

máselelerdi sheshiwdiń analitikalıq hám juwıq usılları (ózgeriwshilerdi ajıratıw 

usılı, Ritc usılı, Galerkin usılı, shekli ayırmalar usılı). 

Ilimiy izertlew jumısınıń maqseti hám wazıypaları. Dissertaciyanıń 

tiykarǵı maqseti tuwrımúyeshli oblastta sızıqlı, tórtinshi tártipli dara tuwındılı 

teńlemelerdi sheshiwdi úyreniw. 

Dissertaciya jumısınıń wazıypaları tómendegilerden ibarat: 

- Tórtinshi tártipli teńlemelerdi sheshiw boyınsha oqıw hám ilimiy 

ádebiyatlarda bar bolǵan maǵlıwmatlardı úyrenip, bir sistemaǵa keltiriw; 

- Tórtinshi tártipli teńlemelerdi sheshiwdiń ózgeriwshilerdi ajıratıw, Ritc 

hám Galerkin, shekli ayırmalar usıllarına tiykarlanıp, tuwrı múyeshli oblastta jańa 

máselelerdi sheshiw. 

Izertlewdiń ilimiy jańalıǵı. Tórtinshi tártipli teńlemeler ushın qoyılǵan 

aralas-shegaralıq máseleler izertlendi. Bul teńlemelerdiń qollanılıwları, olardı 

túrlerge ajıratıw máseleleri kórip shıǵıldı. Máseleniń sheshiminiń birden-birligi 



4 

 

hám bar bolıwı kórsetildi, sheshim ushın apriorlıq baha alındı, bazı bir máseleler 

ushın juwıq sheshim alınadı, máselelerdiń spektral qásiyetleri izertlendi. 

Izertlewdiń tiykarǵı màseleleri hàm boljawlar. Gеоfizikа, оkеаnоlоgiya, 

fizikа аtmоsfеrаsı màsеlеlеri mеnеn bаylаnıslı túrdе birtеkli еmеs suyıqlıqlаrdıń 

dinаmikаsın úyrеniw màsеlеsi, tiykаrınаn, strаtificirlеngеn suyıqlıqlаr dinаmikаsı 

màsеlеsi tòrtinshi tàrtipli dаrа tuwındılı diffеrеnciаllıq tеńlеmеlеr ushın qоyılǵаn 

bаslаnǵısh-shеgаrаlıq màsеlеni shеshiwgе kеltirilеdi.  

Izertlew teması boyınsha ádebiyatlarǵa sholıw. Bir ólshemli aǵımlardıń 

dinamikası teńlemesi, qısılatuǵın eksponencial stratificirlengen suyıqlıqlardıń 

dinamikası teńlemesi, dispergirirlengen ortalıqta tarqalatuǵın tolqın teńlemesi, 

jińishke iyiliwshen sterjnniń boyına tolqını teńlemesi, sterjnniń hám balkanıń 

kese tolqının teńlemesi hám t.b tórtinshi tártipli teńlemeler boladı. Bunday 

máseleler A.V. Bicadzeniń [25], M.M. Smirnovtıń [39], M.M. Meredovtıń [34], 

S.A. Gabovtıń, B.B. Orazovtıń hám A.G. Sveshnikovtıń [26-28],                     

Yu.D. Pletnerdiń [40] jumıslarında qaralǵan. T.D.Djuraev hám A.Sopuevtıń [29] 

jumısında tórtinshi tártipli teńlemelerdi túrlerge ajıratıw máseleleri qaralǵan. 

Ya.Megralievtiń [32-33] jumıslarında tórtmúyeshli oblastta tórtinshi tártipli 

teńlemelerdi sheshiwdiń bazı bir usılları qaralǵan. D.Amanovtıń [22] hám 

J.Otarovanıń [36] jumıslarında ózgeriwshilerdi ajıratıw usılı menen tórtinshi 

tártipli teńlemeler ushın qoyılǵan aralas-shegaralıq máseleler sheshilgen hám 

olardıń spektral qásiyetleri izertlengen. 

Izertlew alıp barıw usılları. Tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq 

teńlemeler ushın qoyılǵan aralas hám aralas shegaralıq máselelerdi 

ózgeriwshilerdi ajıratıw, Ritc hám Galerkin usılları, shekli ayırmalar hám t.b 

usıllar menen sheshiw. Bul máselelerdiń spektral qásiyetlerin izertlew. 

Izertlewdiń teoriyalıq hàm ámeliy áhmiyeti. Dissertaciya jumısında alınǵan 

nátiyjeler: 

1) Bul taraw boyınsha ilimiy–izertlew jumısların orınlaw ushın tiykar bolıp 

xızmet etedi, bir neshe ilimiy maqala hám tezisler jazıw ushın 

maǵlıwmatlar bola aladı; 
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2) Matematika, Ámeliy matematika hám informatika qánigeligi studentlerine 

hám Ámeliy matematika hám informaciyalıq texnologiyalar qánigeligi 

magistrantlarına arnawlı kurslar oqıtıw ushın maǵlıwmatlar boladı; 

3) Studentlerge bakalavrdı pitkeriw qánigelik jumısların jazıwda, magistrler 

magistrlik dissertaciyaların jazıwda hám ilimiy izertlew jumısların orınlaw 

ushın maǵlıwmat bolıp xızmet etedi; 

4) Oqıw hám arnawlı ádebiyatlarǵa kirgiziliwi múmkin. 

Dissertaciyalıq jumıstı orınlawdıń barısında alınǵan tiykarǵı nátiyjeler 

boyınsha «Ámeliy matematika» kafedrasınıń ilimiy seminarlarında bayanatlar 

etildi. Sonday-aq, Berdaq atındaǵı QMU dıń 2017-2018 oqıw jılındaǵı 

«Magistrantlardıń ilimiy miynetleriniń toplamında», O’zbekistan Respublikası 

ilimler akademiyası Qaraqalpaqstan bólimi Xabarshı jurnalında, 29-30 mayda 

Ájiniyaz atındaǵı NMPI de «Ilim hám tálim-tárbiyanıń áhmiyetli máseleleri» 

atamada ótkizilgen Respublikalıq ilimiy teoriyalıq konferenciyada dissertaciya 

jumısınıń ayırım nátiyjeleri basılıp shıqtı. 

   Jumıstıń dúzilisi hám kólemi. Dissertaciya kirisiw bóliminen, 

paragraflarǵa ajıratılǵan úsh baptan, juwmaqlaw bóliminen, dissertaciya jumısın 

jazıwda paydalanılǵan ádebiyatlar diziminen hám qosımshalardan turadı, onıń 

ulıwma kólemi 70 betti quraydı. 

Kirisiw bo`liminde jumıstıń temasınıń áhmiyetliligi, magistrlik 

dissertaciyanıń maqseti hám wazıypaları, izertlew obyekti, izertlewlerdi ju`rgiziw 

usılları, izertlewdiń ilimiy jańalıqları, orınlaǵan izertlew jumıslarlardıń ámeliy 

áhmiyeti hám alınǵan tiykarǵı nátiyjelerdiń aprobaciyası máseleleri bayanlandı. 

 Dissertaciyanıń birinshi babında dara tuwındılı tórtinshi tártipli 

differenciallıq teńlemelerdiń qollanıwı, olar ushın máselelerdiń qoyılıwı, olardıń 

túrleri hám de olardı túrlerge ajıratıw máseleleri keltirildi. 

 Dissertaciyanıń ekinshi babında dara tuwındılı tórtinshi tártipli 

differenciallıq teńlemeler ushın aralas-shegaralıq lokal máseleler qaralǵan. 

Qaralıp atırǵan máseleler ózgeriwshilerdi ajıratıw usılı, variaciyalıq-proekciyalıq 

usıllar bolǵan Ritc usılı, Galerkin usılı menen sheshilgen. Sonday-aq, shekli 
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ayırmalar usılı járdeminde sanlı nátiyjeler alınǵan. Bul máselelerdiń spektral 

qásiyetleri izertlengen. Bazı bir máselelerdiń sheshimi ushın apriorlıq baha 

alınǵan. Bul apriorlıq bahadan sheshimniń birden-birligi, ornıqlılıǵı kelip shıǵadı. 

Ayırım máselelerdiń sheshimi L2(Ω) keńislikte bahalandırılǵan. Bazı bir 

máselelerdiń volterra máselesi ekenligi kórsetilgen. 

 Dissertaciyanıń úshinshi babında dara tuwındılı tórtinshi tártipli 

differenciallıq teńlemeler ushın nelokal tuwrı hám keri máseleler qaraldı. 

Sheshimniń barlıǵı hám birden birligi kórsetildi. Máseleniń sheshimi Riss bazisin 

payda etiwshi funkciyalardan dúzilgan qatar túrinde izlendi hám máseleniń dál 

sheshimi alındı. 

 Juwmaqlaw bóliminde dissertaciya jumısında keltirilgen teoriyalıq 

maǵlıwmatlar tiykarında alınǵan ilimiy hám ámeliy nátiyjeler qısqasha 

bayanlanadı. 

Paydalanılǵan ádebiyatlar bóliminde dissertaciyanıń teması boyınsha               

19 atamadaǵı tiykarǵı ádebiyatlar kirgizilip, olardıń arasında 12 ilimiy maqalalar 

hám 4  ilimiy monografiya, dissertaciyalar bar. 

Dissertaciyaǵa qosımshalarda jeke kompyuter ushın C++ algoritmlik tilinde 

dúzilgen baǵdarlamalardıń hám olardıń iske asırılıwınan alınǵan sanlı 

nátiyjelerdiń basıp shıǵarılǵan nusqaları qosıp tigilgen. 
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I BAP. TO’RTINSHI TÁRTIPLI DARA TUWINDILI TEŃLEMELER, 

OLARDIŃ KLASSIFIKACIYASI, QOLLANILIWI HÁM OLARDI 

TÚRLERGE AJIRATIW 

 

1.1-§. Tórtinshi tártipli dara tuwındılı teńlemeler hám olardıń qollanılıwı 

 

Haqıyqıy  dunyada bolatuǵın birneshe processler matematikalıq 

modellestirilgende,  klassikalıq matematikalıq fizikanıń máseleleri bolmaǵan, 

dara tuwındılı teńlemeler ushın standart emes tuwrı hám keri máselelerdi 

úyreniwge keltiriledi.  Gaz dinamikasınıń dawıs tezligine jaqın hám onnan joqarı 

tezlikli máseleleri hám t.b. máseleler, qaralıp atırǵan oblasttıń túrli bóleginde hár 

túrli tipke derek bolǵan aralas túrdegi teńlemeler ushın qoyılǵan máselelerdi 

úyreniwge keltiriledi. Máselen, gáwek ortalıq menen qorshalǵan kanaldaǵı gazdıń 

háreketi haqqındaǵı másele, elektrik terbelisleriniń tarqalıwı máseleleri, jıllılıq 

hám massa ótkiziwshilik (massoperenos) máseleleri másele sheshilip atırǵan 

oblasttıń bir bóleginde parabolalıq túrge, ekinshi bóleginde giperbolalıq túrge 

derek boladı. 

Geofizikanıń, okeanologiyanıń birneshe máseleleri, texnikada kriogen 

suyıqlıqlardı paydalanıw máseleleri, sonday-aq, sterjnniń hám balkanıń terbelisi 

hám t.b tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq teńlemeler ushın qoyılǵan 

baslanǵısh-shegaralıq máselelerdi sheshiwge keltiriledi.  

Tórtinshi tártipli teńlemelerge mısal retinde tómendegilerdi keltiriw 

múmkin: 

 
2

2 2

02
0

xx xx
u u w u

t



  


,                                   (1) 

2
2 2

02 2

1
0

tt xx xx
u u u w u

t с


  
    

  
,                              (2) 

bunda,   - stracifikaciya hádisesin (payda bolıwın) xarakterleytuǵın oń san, 
0

w  - 

Vyaysyal-Brent parametri, c  - dawıs tezligi. (1) teńlemege bir ólshemli 

aǵımlardıń dinamikası teńlemesi, (2) teńlemege bolsa qısılatuǵın eksponencial 
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stratificirlengen suyıqlıqlardıń dinamikası teńlemesi delinedi. Bunday teńlemeler 

[23] jumıslarda úyrenilgen.  

 Dispergirirlengen ortalıqta tarqalatuǵın tolqın teńlemesin úyrenilgende 

2 2 2 2

0 0 0tt xx xxt xxtt
u c u mc u mc u                                         (3) 

tórtinshi tártipli dara tuwındılı, sızıqlı birtekli teńleme ushın shegaralıq máseleler 

úyreniledi, bunda u  - tıǵızlıq, 
0

c  - dawıstıń tezligi,   - relaksaciya waqıtı.  (3) 

teńlemeniń oń tárepindegi  birinshi dissipativ aǵza hálsiz dispersiyalıq effektlerdi 

ańlatadı. (3) teńlemeniń dara jaǵdayı tómendegi Bussineska-Lyav teńlemesi dep 

atalatuǵın 

0
tt xx xxtt

u u u    

teńleme boladı. Bul teńleme kese inerciyanıń effektlerin esapqa alǵanda jińishke 

iyiliwshen sterjnniń boyına (prodolnıy) tolqının ańlatadı.    

 Sterjnniń hám balkanıń kese tolqının úyreniw  

2
0

tt xxxx
u a u   

kórinistegi tórtinshi tártipli teńlemeni izertlewge keltiriledi. 

 Joqarıda keltirilgenlerdi hám basqa da buǵan uqsas túrli ilimiy texnikalıq 

máselelerdi esapqa alsaq, tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq teńlemeler 

ushın qoyılǵan shegaralıq hám aralas máselelerdi izertlewdiń zárúrligi kórinedi. 

A.V. Bicadze tórtinshi tártipli teńlemelerdi izertlewdiń zárúrligin kórsetti. Ol 

bunday teńlemelerden mısal retinde  

2sgn 0
xxxx xxyy yyyy

u y u u    

model teńlemeni usınıs etti. Bul teńleme M.M. Smirnovtıń, M.M. Meredovtıń, 

V.I. Jegalovtıń jumıslarında izertlengen. 

 Bundan basqa da  [22, 36] jumıslarda  

         , , , , ,
t tt xx xxxx

au x t bu x t cu x t du x t f x t     

teńlemeler ushın shegaralıq máseleler izertlengen, bunda , , ,a b c d  san 

koefficientler bolıp, olar 0 yaki 1 ge teń, bazı bir jaǵdaylarda sgnd t  teń. 

Qaralıp atırǵan máselelerdiń sheshiminiń birden birligi, bar bolıwı hám spektral 
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qásiyetleri izertlengen. Bazı bir máselelerdiń sheshimi ushın  ,

2

k m
W   sobolev 

keńisliginde apriorlıq baha alınǵan, bazı bir máselelerdiń sheshimi ushın  2
L   

keńislikte sheshim bahalandırılǵan. Bazı bir máseleler ushın túyinles máseleler 

hám de keri máseleler izertlengen. Olardıń sheshiminiń bar bolıwı, birden birligi 

kórsetilgen. 

[32-33] jumıslarda tórtmúyeshli oblastta  

           , , , , ,
tt ttxx xx

u x t u x t u x t a t u x t f x t    , 

           , 2 , , , ,
tttt ttxx xxxx

u x t u x t u x t a t u x t f x t     

teńlemeler ushın aralas-shegaralıq máseleler qaralǵan. Sheshimniń birden-birligi 

hám bar bolıwı kórsetilgen. Bul teńlemeler ushın qoyılǵan máseleler keri 

máseleler boladı. Sebebi bunda  ,u x t  funkciya menen birge  a t  funkciya da 

belgisiz funkciya boladı. Tiykarınan bul jumıslarda shegaralıq shártler integrallıq 

shártler túrinde berilgen. Bunday shártler plazma fizikasınıń (fizikoy plazmı), 

jıllılıq tarqalıw máselelerinde, kapilyar ortalıqta ıǵal kóshiw processlerinde, 

demografiya hám matematikalıq biologiya máselelerinde hám t.b. qollanıladı. 

 [24] jumısta  

   
2 2 2

2 2 2
, ,u x t f x t

t x t x

      
     

      
 

teńlemeler ushın birneshe aralas-shegaralıq máseleler qaralǵan. Sheshimniń 

birden-birligi, bar bolıwı kórsetilgen. Máseleniń regulyar sheshimi ushın apriorlıq 

baha alınǵan, bazı bir máselelerdiń sheshimi ushın  2
L   keńisliginde baha 

alınǵan. Bazı bir máselelerdiń spektral qásiyetleri izertlengen. Qaralıp atırǵan 

máselelerdiń kúshli sheshiminiń barlıǵı hám birden-birligi kórsetilgen.  

 

1.2-§. Tórtinshi tártipli teńlemelerdi túrlerge ajıratıw 

 

Meyli bazı bir   oblastta tómendegi tórtinshi tártipli dara tuwındılı, sızıqlı, 

birtekli emes differenciallıq teńleme berilgen bolsın: 
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( , )

xxxx xxxy xxyy xyyy yyyy

xxx xxy xyy yyy

xx xy yy x y

Au Bu Cu Du Eu

Fu Ku Lu Mu

Nu Pu Qu Ru Su Tu G x y

    

    

      

                        (1) 

bunda      , , , ,..., ,A A x y B B x y T T x y    berilgen úzliksiz funkciyalar 

bolıp, olar teńleme koefficientleri,  ,G G x y  teńlemeniń saltań aǵzası dep 

ataladı. 

Lemma. Eger  ,z x y  funkciya 

4 3 2 2 3 4
0

x x y x y x y y
Az Bz z Cz z Dz z Ez      

teńlemeniń sheshimi bolsa, onda hám tek sol jaǵdayda  ,x y const   qatnas 

           
4 3 2 2 3 4

0A dy B dy dx C dy dx Ddy dx E dx                  (2) 

tórtinshi tártipli ádettegi differencial teńlemeniń ulıwma integralı boladı. 

(2) teńlemege (1) teńlemeniń xarakteristikalıq teńlemesi, onıń integralı 

xarakteristikalar dep ataladı. 

(2) teńleme ushın 

4 3 2
0A B C D E                                   (3) 

xarakteristikalıq teńlemede 

4

B

AA


    

ornına qoyıwda paydalanamız. Onda 

4 2
0p q r                                                (4) 

teńlemege iye bolamız, bunda 

   

 

2 2 3

3 2 2 4

2

1 1
8 3 , 4 8 ,

8 8

1
256 16 64 3

256

p AC B q ABC A D B
A A A

r A E AB C A BD B
A

    

   

 

(4) teńlemeniń diskriminantın tómendegi kóriniste jazıw múmkin: 

4 3 2 2 2 2 4 3
16 4 128 144 27 256p r p q p r pq r q r       . 
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(1)  teńlemeni klasslarǵa ajıratıw ushın (3) yamasa (4) teńlemelerdiń 

korenlerinen paydalanamız. 

Lemma. (4) teńleme: 

1.       a) bir tórt eseli haqıyqıy sheshimge; 

b) bir úsh eseli hám bir ápiwayı haqıyqıy sheshimge; 

v) eki hár túrli eki eseli haqıyqıy sheshimge; 

g) eki hár túrli kompleks-túyinles sheshimge iye; 

d) bir eki eseli hám eki hár túrli haqıyqıy sheshimge iye; 

e)  bir eki eseli haqıyqıy hám eki kompleks-túyinles sheshimge iye; 

2. tórt hár túrli haqıyqıy sheshimge iye; 

3. tórt hár túrli kompleks-túyinles sheshimge iye; 

4. eki hár túrli haqıyqıy hám eki kompleks-túyinles sheshimge iye bolıwı ushın, 

sáykes túrde tómendegi qatnaslardıń orınlanıwı zárúrli hám jetkilikli: 

0, 0, 0,p r                                                      (5) 

2
0, 0, 12 0,p p r                                                (6) 

0, 0, 0, 0,p q r                                                (7) 

0, 0, 0, 0,p q r                                                  (8) 

2 2
0, 0, 12 3 ,p p r p                                            (9) 

0, 2 , 0,p r r                                               (10) 

2 2
0, 0, 12 3 ,p p r p                                             (11) 

0, 2 , 0, 2 ,p r r p r                                            (12) 

0.                                                                (13) 

Saldar. (1) teńleme P  noqatta  

1) parabolik túrge derek boladı, eger (5) shárt orınlı bolsa, yaǵnıy  (4) teńleme 

bir tórt eseli haqıyqıy sheshimge iye bolsa; 
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2) giperbolik túrge sáykes keledi, eger (6), (7) yamasa (9) shárt orınlansa, 

yaǵnıy  (4) teńleme tek haqıyqıy sheshimlerge iye bolıp, olardan biri 

yamasa eki eseli yamasa úsh eseli bolsa; 

3) qatań giperbolik túrge sáykes keledi, eger (11) shárt orınlansa, yaǵnıy  (4) 

teńleme hár túrli haqıyqıy sheshimlerge iye bolsa; 

4) elliptik túrge sáykes boladı, eger (8) yamasa (12) shártler orınlansa, yaǵnıy  

(4) teńleme eki hár túrli eki eseli yamasa tórt hár túrli kompleks-túyinles 

sheshimlerge iye bolsa; 

5) Sostavnoy túrge sáykes boladı, eger (10) yamasa (13) shártler orınlansa, 

yaǵnıy  (4) teńleme hám haqıyqıy hám kompleks-túyinles sheshimlerge iye 

bolsa. 

Differencial teńlemelerdiń túrin anıqlaw ular ushın korrektli máselelerdi 

qoyıw ushın hám olardı sheshiw usılların tańlaw ushın qolay boladı. 

 

I bap boyınsha juwmaqlaw 

Jumıstıń birinshi babında tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq 

teńlemeler hám olardıń qollanılıwı, sonday-aq, xarakteristik teńlemeniń 

diskriminantı hám koefficientlerine qarata olardı túrlerge ajırıtıw usılları qaraldı.  
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II BAP. TO’RTINSHI TÁRTIPLI TEŃLEME USHIN SHEGARALIQ 

MÁSELELERDIŃ SHESHILIWI 

 

2.1-§. Tórtinshi tártipli teńleme ushın bir shegaralıq máseleniń 

sheshiliwi 

Bul paragrafta tórtinshi tártipli parabolalıq túrdegi teńleme ushın bir aralas-

shegaralıq másele qaralǵan. Máselenıń sheshimi ushın apriorlıq baha alınǵan, 

sheshimnıń birden birligi hám bar ekenligi kórsetilgen. 

Dáslep bazı bir anıqlamalardı keltiremiz. 

1-anıqlama. Eger evklid keńisliginde f  hám g  elementleriniń 

(funkciyalardıń)   ,f g skalyar kóbeymesi nólge teń bolsa, yaǵnıy   , 0f g   

bolsa, onda olarǵa ortogonal delinedi. Eger 1f   bolsa,  onda onı normallanǵan 

delinedi. 

Meyli sheksiz ólshemli evklid keńisliginde 1 2, ,..., ,...n    elementlerdiń 

izbe-izligi berilgen bolsın. Eger bul sistemanıń elementleri jup-juptan ortogonal 

hám norması birge teń bolsa, onda bul sistemanı ortonormallanǵan dep ataymız. 

Eger  k  sistemanıń bárshe  k  elementlerine ortogonal bolǵan, nol 

elementten basqa hesh qanday f  element tabılmasa, onda bul ortonormallanǵan 

sistema tolıq dep ataymız, 

 1-másele.    , : 0 , 0x t x p t q       oblastta  

       
2

, , , ,
tt xxxx

Lu u x t u x t b u x t f x t                         (1) 

teńlemeniń  

                             0, , 0, , 0
xx xx

u t u p t u t u p t                              (2) 

hámde  

   , 0 , 0u x u x q                                                     (3) 

shártlerdegi  sheshimin tabιń. 

        Sheshiliwi. Dáslep tómendegi belgilewlerdi kirgizemiz. 
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            2,0 4,2

, ,
, : , 2 3

x t x t
V u x t u C C        

         

        

2,0

, 2
, : , , ,

0, , 0, 0, , 0

x t xxx

xx xx

W f x t f x t C f L

f t f p t f t f p t

     

   

 

Aprior baha 

          Endi (4), (2), (3) máseleniń sheshimi ushιn aprior baha alιwǵa háreket 

etemiz. (4) teńlemeniń eki tárepin hám u  funkciyaǵa kóbeytirip   oblast 

boyinsha integrallaymız. 

    

p q p q

xxxxtt
fudxdtdxdtubuuuu

0 0 0 0

22

 

Integral astιndaǵι funkciyalardι bólekler boyιnsha integrallaw ushιn qolay túrge 

alιp kelemiz. 

  2

tttt
uuu

t
uu 




  

    2

xxxxxxxxxxxx
uuuuu

x
uu 









  

Bulardι ornına qoyιp tómendegilerge iye bolamιz. 

   

       

    
















q q p q p q p

xx

p

xxx

p p q q p

xxxt

q

t

fudxdtdxdtubdxdtudxdtuu
x

dxdtuu
x

dtdxudtdxuu
t

0 0 0 0 0 0 0

222

0

0 0

2

0 0 0

2

0

 

Birinshi integraldι esaplaymιz. 

     

        

   


























p

tt

p q p p

q

t

q

tt

dxqxuxuqxuqxu

dxuudxdtuu
t

dtdxuu
t

0

0 0 0 0

0

0

0,0,,,

((3)shárt boyιnsha) 

Solay etip qalǵan integrallarιn integrallap hám esaplap ápiwayιlastιrǵannan keyin  

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

q p q p q p p q

t xx n
u dxdt u dxdt b u dxdt f dxdt            

yamasa  
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     
   



p q

LLxxLt
dxdtfuubuu

0 0

2222

222
 

boladı. 

0,
1

2
22

 


 baab  

teńsizlikten paydalansaq onda 

         

222222

22222

1




LLLLxxLt
ufubuu


  

teńsizligine iye bolamιz. 

       

22222

2222

1













LLLxxLt
fubuu 

  

12

2

2

11

2

11
2

22




b
bb 


 

         

       

2

2

222

2222 12

2

2

1

 


LLLxxLt
f

b
uuu . 

Normanıń anıqlaması boyınsha 

2

2 2

( )
0 0

p a

x xL
u u dxdt


    

boladı. Normanιń oń tárepindegi integral astιndaǵι funkciyanι bólekler boyιnsha 

integrallaymιz. 

2

0 0 0 0 0 0 0 0

[ ( ) ]

q p q p q p p q

x x x x xx xx
u dxdt u u dxdt uu uu dxdt uu dxdt

x


    


         

Onda     

  
2

2

( )
0 0

( )

q p

x xxL
u uu dxdt


    

 yamasa   

22 2

1

2 22

1 ( )( ) ( )

1
x xxLL L

u u u
 




   
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22 2

2 222

1 1 ( )( ) ( )x xxLL L
u u u 

 
   

Onda 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 22

1 1( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1 2

2 2 1

x tL L L L

t xxL L L L

u u u u

u u u f
b

 
   

   

   

   


                                 

2 22 ( ) 2

2 2

1 1 1

2 22 2

2( ) ( )( )

1 1 1 1

2 3 6 6

1 1 2

3 2 16
x tL LL L

u u u f
b

  

  

     

  


 

teńsizliktiń shep tárepindegi ekinshi hám úshinshi qosιlιwshιnι taslaymιz, bul 

jaǵdayda 

2

2 2

2 ( )

2

2 1
x L

b
u f

b 



 

boladι. Demek 

2 22 2 2

2 2 22 2

2( ) ( )( ) ( ) ( )

2 4
[ ]

2 1
t x xxL LL L L

b
u u u u f

b   


   


 

Eger c
b

b






12

42
2

 dep belgilesek, onda 

           2,1
22

2

( ) ( )w L
u c f

 
                                      (5)                                                  

boladι. 

 Alιnǵan (5) aprior bahadan (4), (2), (3) máseleniń sheshiminiń birden-

birligi hám baslanǵιsh berilgenlerden úzliksiz ǵárezliligi kelip shιǵadι. 

 1-anıqlama. 1)   oblastta úzliksiz; 2)   oblastta t  boyınsha 2-tártipke 

shekem hám x  boyınsha 4-tártipke shekem úzliksiz tuwındılarǵa iye; 3) (1)  

teńlemeni hám (2)-(3) shártlerdi klassikalıq mániste qanaatlandıratuǵın   ,u x t  

funkciya (1)-(3) máseleniń regulyar sheshimi delinedi.  

 Bul máseleni Furye usιlι menen sheshemiz. (4) teńlemeniń dara sheshimi  
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     xXtTtxu ,  

kóriniste izleymiz. Bunι (4) ge sáykes bir tekli teńlemege qoyιp alamιz. 

           2
0

IV
T t X x X x T t b X x T t     

 

 

 

 
2 4

IV
T t X x

b
T t X x




    

bunnan     0
4

 xXxX
IV

  hám        0
24''

 tTbtT   ádettegi differencial 

teńlemelerge iye bolamιz. (2) hám (3) shártler bolsa sáykes túrde  

       0 0 0X X p X X p      

hám  

    00  qTT  

boladι. Biz dáslep  

    0
4

 xXxX
IV

  

       0 0 0X X p X X p      

máseleni  qaraymιz. Bul máseleniń sheshimi  

 
p

n
xCxX

nnnn


  ,sin  

boladι.  xX
n

 sheshimin normallaymιz, yaǵnιy 1
n

X  dep alamιz. onda 

  













p

n

p

nn

p

n

nnnn

pCx
x

C
dx

x
CxdxCX

0

2

0

2

0

2222

24

2sin

22

2cos1
sin1




  

boladι. Bunnan 
p

C
n

2
 . onda   x

p
xX

nn
sin

2
  boladι. Endi (6) nιń ekinshi 

teńlemesin qaraymιz. 

     4 2
0

n n
T t b T t     

Eger 224

nn
b    dep belgilew kiritsek, onda  

   2
0

n n n
T t T t    

boladι. Bul teńlemeniń sheshimi  

  t

n

t

nn
nn ebeatT

 
  

boladι. (4) teńlemeniń sheshimin  
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                





1

,
n

nn
tTxXtxu   (7) 

kóriniste izlep, bunι (4) ge aparιp qoyιp, bul teńlemeniń oń tárepindegi  ,f x t  

funkciyanı  xX
n

 sistema boyιnsha Furye qatarina jikleymiz: 

                 









1 1

2''

n n

nnnn

IV

nnnn
xXtfxXtTbxXtTxXtT  

yamasa  

           4 2

1 1
n n n n n n n

n n

T t T t b T t X x f t X x
 

 

       . 

Bunnan   x
p

xX
nn

sin
2

  funkciyalar sistemasιn ortogonallιǵιn esapqa alsaq  

       tftTbtT
nnnn


24''

  

teńlemege kelemiz. 

     2

n n n n
T t T t f t                                            (8) 

Dáslep birtekli teńlemeni sheship alιp, onιń sheshiminde turaqlιnι variaciyalaw 

usιlιnan paydalanamιz, yaǵnιy 

      t

n

t

nn
nn etbetatT

 
                               (9) 

dep alamιz. Onda 

 

     
















tfetbeta

ebeta

n

n

t

n

t

n

t

n

t

n

nn

n







1

0

''

''

 

sistemaǵa iye bolamιz. Bul sistemani sheship alamiz: 

        t

n

n

n

t

n

n

n
nn etftbetfta



 2

1

2

1 ''




 

Alιnǵan koefficienttiń ańlatpalarιn 0 dan t ǵa shekem integrallasaq, onda 

        


1

0 0
2

1
,

2

1
t

n

n

nnn

n

nn
defbtbdefata nn 








 

boladι. Bul tabιlǵan mánislerdi (9) aparιp qoysaq  
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        




t

tt

n

n

t

n

t

nn
deefebeatT nnnn

0
2

1






 

yaki 

      


t

nn

n

t

n

t

nn
dtshfebeatT nn

0

1






                         (10) 

sheshimge iye bolamιz. onda  

    00  qTT  

shártlerinen paydalansaq, n
a  hám n

b  koefficientlerin tabıw ushιn  

   
0

0

1
0n n

n n

q

t t

n n n n

n

a b

a e b e f sh q d
 

   




  



    



 

teńlemeler sistemasιna iye bolamιz. Sistemanι sheship  

    




q

nn

nn

n
dqshf

qsh
a

0
2

1



 

    


dqshf
qsh

b
n

q

n

nn

n
 

0
2

1
 

Bulardι (10) ǵa qoyamιz. 

           












 q t

nn

n

nn

nn

t

nn

t

n
dtshfdqshf

qsh

e

qsh

e
tT

nn

0 0

1

22









 

yaki 

           

q t

nn

n

nn

nn

n

n
dtshfdqshf

qsh

tsh
tT

0 0

1








 

Bul alιnǵan sheshimdegi birinshi integraldι 0  den t  ǵa, t  dan q  ǵa shekem dep 

ekige bólip, ekinshi integral menen biriktirsek  

 

         








  

q q

t

nnnnnn

nn

n
tdshtshfdshtqshf

qsh
tT

0

1



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yaki 

     

q

nn

n

n
dftKtT

0

,
1




 

boladι, bunda 

 

 

 

























qt
qsh

tshqsh

t
qsh

shtqsh

tK

n

nn

n

nn

n













,

0,

,                                (11) 

(4) teńlemeniń (7) sheshimi  

 
 

    





1 0

,,
n

q

nn

n

n dtKf
xX

txu 


 

kóriniste boladι. Eger 

     

p

nn
dxxXtxftf

0

,  

ekenligin esapqa alsaq, onda 

           





1 0 0

,,
1

,
n

p q

nnn

n

ddXxXftKtxu 


 

yamasa 

      

p q

ddftxKtxu
0 0

,,;,,                                (12) 

boladι, bunda 

       





1

,
1

,;,
n

nnn

n

XxXtKtxK 


                               (13) 

 ,tK
n

 funkciyanιń shegaralanǵanlιǵιn kórsetemiz. 

t 0 bolǵanda   
 

 
,,













t

q

tq

n

n

n

nn

e
e

ee
tK  

qt      bolǵanda   
 

 
.,

t

q

tq

n

n

n

nn

e
e

ee
tK












  

Demek   ,,






t

n

netK boladι. onda   ,;, txK  nιń oń tárepindegi qatar 

absolyut hám teń ólshemli jιynaqlι boladι. Onda 
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  constCCtK
n

 ,,  

shárt orınlı boladı. Bunnan  

 , , , ,K x t C C const                                   (14) 

bolatuǵınlıǵın kóriwge boladı. 

Endi (12) sheshimniń (4) teńlemege kiretúǵιn tuwιndιlarιnan ibarat qatarlardιń 

másele qaralιp atιrǵan oblastta absolyut hám teń ólshemli jiynaqlι ekenligin 

kórsetiwimiz kerek. 
tt

u  hám 
xxxx

u  tuwιndιlarιn esaplaymιz. 

       









1

4

1

''
,

n

nnnxxxx

n

nntt
xXtTuxXtTu                            (15) 

Birinshi qatardιń teń ólshemli jιynaqlιlιǵιn kórsetemiz. Majorant qatar 

 


1

''

n

n
tT  

túrde boladι. Onda  

         









1 01 0 n

t

nnn

n

n

n

t

nn

n

n dqshftsh
qsh

dshftqsh
qsh










 

 

Dáslepki qosιndιdaǵι aǵzanι bahalandιramιz. Ol 
 2

n n L
v f


 boladι.  ,f x t  

funkciyanι úsh márte bólekler boyιnsa integtalasaq, hám 

         2
0, , 0, 0, , 0,

xx xx xxx
f t f p t f t f p t f L       belgilewlerin kiritsek, 

onda majorant  qatar jιynaqlι boladι. Onda (15) qatar absolyut hám teń ólshemli 

jιynaqlι boladı. 

Endi (1)-(3) máseleniń spektral qásiyetlerin izertleymiz.  

1-teorema. (1)-(3) máseleniń spektri diskret boladı. 

Dálilleniwi. (12) formula  hám (14) bahalawdan  V   kóplikte anıqlanǵan 

L  operator ushın,  W   kóplikte anıqlanǵan hám  W   kóplikten  V   

kóplikke 

       1

0 0

, , ; , ,

q p

L f x t K x t f d d     


  
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qaǵıyda boyınsha tásir etiwshi (действуюий) 1
L
  shekli keri operatordıń  barlıǵı 

kelip shıǵadı. 
1

L


  operatordıń anıqlanıw oblastınıń  2
L   da tıǵız bolǵanlıǵı 

sebepli, onı úzliksizligi ushın pútin  2
L   keńislikke dawam etiw múmkin. Bul 

dawam etilgen operatordı 
1

L


 arqalı belgileymiz hám ol 1
L
  operatordıń 

tuyıqlanıwı (замыкание) boladı, bunda    1

2
D L L


   boladı. L  operator 

 2
L    da tıǵız bolǵan  V   kóplikte anıqlanǵan. Sol sebepten  (5) bahalaw 

boyınsha 
1

L


 operator L  operatordıń L  tuyıqlanıwıтıń keri operatorı boladı [18].  

 D L  kóplik (1)-(3) máseleniń bárshe kúshli sheshimlerinen ibarat boladı. (14) 

bahalawdan    1 2
, ; ,K x t L       bolatuǵınlıǵı kelip shıǵadı. Sol sebepten 

1
L  operator  2

L   dan  2
L   ǵa tásir etiwshi tolıq úzliksiz operator boladı. 

Onda  1
L  opertordıń spektri, sonday-aq,  L  operatordıń spektri bárshe tegislikte 

jaylasqan boladı hám shekli eseli menshikli mánislerden ibarat boladı. L  i 1
L  

opertordıń menshikli mánisleri arasındaǵı baylanıs tómendegishe [12]: eger 

0n   san 1
L  operatordıń menshikli mánisi bolsa, onda 1

n n 


  san L  

operatordıń menshikli mánisi boladı. Solay etip, (1)-(3) máseleniń spektri shekli 

eseli menshikli mánislerden ibarat boladı, yaǵnıy diskret boladı.  Teorema 

dálillendi. 

Saldar. 
1

L


 operator óz-ózine túyinles boladı. 

 

2.2-§. Tórtinshi tártipli teńleme ushın qoyılǵan aralas-shegaralıq máseleni 

Ritc usılı menen sheshiw 

 

Shegaralıq hám aralas-shegaralıq máselelerdi sheshiw ushın qollanılatuǵın 

variaciyalıq usıllar 1908-jılda nemis matematigi Ritc Valter tárepinen Ritc usılı 

dep atalatuǵın juwıq usıl islep shıǵılǵannan keyin rawajlanıp basladı. Variaciyalıq 

usıllardıń tiykarǵı ideyası tómendegiden ibarat: bunda qaralıp atırǵan shegaralıq 

yamasa aralas-shegaralıq másele, oǵan ekvivalent bolǵan, bazı bir funkcionalǵa 
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ekstremum (ádette minimum) mánis beriwshi funkciyanı tabıw máselesi menen 

almastırıladı.  

1-anıqlama. Eger L  operatordıń anıqlanıw oblastına derek bolǵan qálegen 

u  funkciya ushın  , 0Lu u   teńsizlik orınlı bolsa hám tek ǵana 0u   bolǵanda 

 , 0Lu u   bolsa, onda L  oń operator delinedi. 

2-anıqlama. Eger L  operatordıń anıqlanıw oblastına derek bolǵan qálegen 

u  hám v  funkciyalar ushın    *
, ,Lu v u L v  shárt orınlı bolsa, onda *

L  

operatorǵa L  operatordıń túyinles operatorı delinedi. Eger *
L L   bolsa onda L  

operator óz-ózine túyinles yamasa simmetriyalı delinedi. 

Bul usıldı shegaralıq máselelerdi sheshiwge qollaw ushın: 1) teńlemeniń 

operatorı simmetriyalı hám oń bolıw kerek; 2) teńlemeniń operatorı hám shártler 

sızıqlı bolıw kerek. 

 Ritc usılında minimallastırıwshı izbe-izlikti jasaw ushın, tómendegi 

shártlerdi qanaatlandırıwshı  

1 2
( , ), ( , ),..., ( , ),...,

n
x t x t x t    

koordinata  funkciyaları tańlap alınadı: 

1)  ( , )
i

x t    funkciyalar    oblastta teńlemede bar bolǵan tuwındılardıń tártibine 

shekem úzliksiz differenciallanatuǵın funkciyalar; 

2) ( , )
i

x t  funkciyalar berilgen shegaralıq shártlerdi qanaatlantıradı; 

3)  Qálegen shekli sanda alınǵan bul funkciyalar sızıqlı baylanıslı emes; 

4)   Qálegen    0    san ushın hám qaralıp atırǵan variaciyalıq máseleniń 

múmkin bolǵan funkciyalar   kópligine derek bolǵan qálegen  ,u x t   funkciya  

ushın sonday bir n  pútin san hám 
n

aaa ,...,,
21

  sanlar tapıladı hám    

1 1

,
n n

i i i i
i i

L u a u a  
 

  
    

  
   

shárt orınlanadı.  Bul aqırǵı teńsizlik orınlanıwı ushın )(
2

GLu   hám qálegen 

0  san ushın 
m

bb ,...,,b
21

    sanlar bar bolıp 
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2

1

m

i i
iG

u b L dxdy 


 
 

  
  

shárttiń orınlanıwın talap etiw kerek. 

           Qaralıp atırǵan másele Ritc usılı menen sheshilgende minimallastırıwshı 

izbe-izlik 

n

i
i 1

( , ) a ( , )      
n i

u x y x y


   

túrde boladı.  Bunda  ai   koefficientler, anıqlanıwı kerek bolǵan házirshe belgisiz 

turaqlılar 

Endi  ,
k

x t  funkciyaların tańlap alıwdıń múmkin bolǵan jaǵdayların 

qarastıramız. Meyli,  k
y  funkciyalar sisteması  0,1  kesindide tolıq sistema 

bolsın. Bul jaǵdayda 
k

y g

h g

  
  

  

 funkciyalar sisteması  ,g h  kesindisinde tolıq 

sistema boladı. Usı sebepten, x a  hám x b  tuwrı sızıqlar hám de  y g x  

hám  y h x  iymek sızıqlar menen shegaralanǵan tuyıq oblast ushın  ,
k

x t  

funkciyalar sıpatında   

( )
( , )

( ) ( )
k k

t g x
x t

h x g x
 

 
  

 

,  ),...,2,1( nk   

funkciyalar sistemasın qabıl etiw múmkin. Dara jaǵdaylarda 
k

X  funkciyalardı 

tómendegishe tańlap alıw múmkin: 

1
( , ) ( ( ))( ( ) )

k

k
x t t g x h x t t


   ,    ),...,2,1( nk   

( ( ))
( , ) sin

( ) ( )
k

k t g x
x t

h x g x








,         ),...,2,1( nk   

Eger oblast quramalı kóriniste bolsa, onda oblasttıń hár túrli bóleginde 
n

X  

hám 
n

u  hár túrli kóriniste beriledi hám olardı qurıwda interpolyaciyalıq 

formulalardan paydalanıw maqsetke muwapıq boladı. Bunda oblast shekli 

sandaǵı bóleklerge bólinip, hár bir bólekte 
n

u  ushın ańlatpa jazıladı. 

1-másele.   , : 0 , 0x t x p t T       oblastta  
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       2
, , , ,

tt xxxx
Lu u x t u x t q u x t f x t                                   (1) 

teńlemeniń  

                             0, , 0, , 0
xx xx

u t u p t u t u p t                                (2) 

   ,0 , 0u x u x T                                                     (3) 

shártlerin qanaatlandıratuǵın sheshimin Ritc usılı menen tabıń. 

Sheshiliwi.  Bul máseleni Ritc usılı menen sheshiw ushın kerek bolǵan eki 

teoremanı dálillewsiz keltiremiz. 

1-teorema. Meyli L  simmetriyalı hám sızıqlı operator oń bolsın. Onda (1) 

operator teńleme (2)-(3) shártlerde eki sheshimge iye bola almaydı, yaǵnıy (1)-(3) 

máseleniń sheshimi bar bolsa, ol birden-bir boladı.  

2-teorema. Meyli L  simmetriyalı hám sızıqlı operator qaralıp atırǵan 

oblastta oń operator bolsın.  ,J u x t    funkcional 

       
0 0

, , 2 , 2

pT

J u x t Lu u f u Lu f udxdt         

kóriniste bolsın. Eger birtekli shártli (1)-(3) másele u  sheshimge iye bolsa, onda 

bul sheshim  ,J u x t    funkcionalǵa minimum mánis beredi. Kerisinshe, eger u  

funkciya  ,J u x t    funkcionalǵa minimum mánis berse, onda bul funkciya (1)-

(3) máseleniń sheshimi boladı. 

Endi joqarıda keltirilgen teoremalarǵa tiykarlanıp, (1)-(3) máseleni Ritc 

usılı menen sheshiwge kirisemiz. Dáslep (1)-(3) máseleniń operatorınıń 

simmetriyalı ekenligin kórsetemiz. Bunıń ushın (1) teńlemeniń eki tárepin de 

 v D L  funkciyaǵa kóbeytirip,   oblast boyınsha integraymız: 

  2

0 0

,

pT

tt xxxx
Lu v vu vu q vu dxdt    

   . 

Endi tómendegi túrlendiriwlerden paydalanamız: 
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   

       

,

.

tt t t tt

xxxx xxx x xx xx x xxx xxxx

vu vu v u v u
t t

vu vu v u v u v u v u
x x x x

 
  
 

   
    
   

 

Bul túrlendiriwlerdi funkcionalda ornına qoyıp, bazı bir ápiwayılastırıwlardı 

orınlap alamız: 

 

 

0 0 0 0 0 0
0 0

2 2

0 0 0 0

,

, ,

p T
T T p p p p

t t xxx x xx xx x xxx

p pT T

tt xxxx tt xxxx

Lu v vu v u dx vu v u v u v u dx

v v q v udxdt v v q v udxdt u Lv

          
   

           
   

 

   

 

bunda  u  hám v  funkciyalar ushın (2)-(3) shegaralıq shártler paydalanıldı. 

Demek, L  operator operator simmetriyalı.  

Endi L  operatordıń oń operator ekenligin kórsetemiz. (1) teńlemeniń eki 

tárepin de u   funkciyaǵa kóbeytirip,   oblast boyınsha integraymız: 

  2 2

0 0

,

pT

tt xxxx
Lu u uu uu q u dxdt    

   . 

Endi 

 

   

2

2

,
tt t t

xxxx xxx x xx xx

u u u u u
t

u u u u u u u
x


   



 
     

 

                        (4) 

túrlendiriwlerden paydalanamız. Onda  

 
0 0 0

0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

,

.

p T T
T p p

t xxx x xx

p pT T

t xx t xx

Lu u uu dx uu dt u u dt

u u q u dxdt u u q u dxdt

    

        
   

  

   

                   (5) 

Bunnan  , 0Lu u   boladı.  

Eger  , 0Lu u   bolsa, onda (5) formuladan 0, 0, 0
t xx

u u u    kelip 

shıǵadı. Bunnan 0u   boladı. Demek, L  operator oń boladı eken. 



27 

 

 ,f x t  funkciya qaralıp atırǵan oblastta Furyeniń teń ólshemli jıynaqlı qos 

qatarına tómendegishe jiklenetuǵın bolsın: 

 
1 1

, sin sin
l k

l k

l x k t
f x t b

p T

  

 

 , 

bul jerde  
0 0

2
, sin sin

pT

l k

l x k t
b f x t dxdt

pT p T

 
   . (1) teńleme  

   
0 0

, , , , , , , ,

pT

x t xx xt tt
J u x t F x t u u u u u u dxdt                             (6) 

bunda  

         2 2 2
, , , 2 , ,

t xx
F u x t u x t q u x t u x t f x t    , 

funkcional ushın ushın Eyler – Ostrogradskiy teńlemesi boladı. Haqıyqatın da 

hám 

    2

0 0 0 0

, 2 , 2

p pT T

tt xxxx
Lu u f u u u q u udxdt f udxdt           .             (7) 

(4)  túrlendiriwden paydalanamız. Bulardı aparıp (7) ke qoyıp, alamız: 

     2 2 2

0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 00 00

2

2 .

p pT T

t t xxx x xx xx

T p p
p pT T T

t xxx x xx t xx

uu u uu u u u q u dxdt f udxdt
t x x

uu dx uu dt u u dt u u q u f u dxdt

   
       
    

         

   

    

 

Bul jerde birinshi hám ekinshi integral astındaǵı ańlatpalar (2)-(3) shártler 

boyınsha nolge teń boladı. Bunnan, 

2
2 2 , 2 , 0, 2

t x xxu u t u u xx
F q u f F u F F u      

boladı. Bulardı aparıp, Eyler-Ostrogradskiydiń 

2 2 2

2 2
0x t xx xt ttu u u u u

u

F F F F F
F

x t x x t t

    
     

     
 

teńlemesine qoysaq, (1) teńleme kelip shıǵadı. 

Koordinata funkciyaların 

 , sin sin , , 1, 2,...
nm

n x m t
w x t n m

p T

 
                              (8) 
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kóriniste izleymiz. Bul funkciyalar (2) hám (3) shártlerdi qanaatlantıradı. Bunnan 

basqa da, bul funkciyalar sisteması tolıq sistemanı payda etedi. Endi (1)-(3) 

máseleniń juwıq sheshimin 

 
1 1

, sin sin

n m

nm l k

l k

l x k t
u x t a

p T

 

 

                                         (9) 

kóriniste izleymiz. Onı (6) funkcionalda ornına qoyamız: 

 
   

 

 

22
2

2

2

0 0

1 1

, ,
, ,

2 , sin sin .

pT

nm nm

nm nm

nm l k

l k

u x t u x t
J u x t q u x t

t x

l x k t
u x t b dxdt

p T

  

 

    
        

    


 



 



 

Bul funkcionalda integrallardı esaplaymız. Bunda (8) funkciyalardıń tolıq 

sistemanı payda etetuǵınlıǵın hám 
1 1
,l l k k   bolǵanda 

       

 

 

 

 

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0

1 1

1 10 0

sin sin sin sin sin sin sin sin

1 1
cos cos cos cos

2 2

1 1
sin sin

2 2

p pT T

p T

p p

l x k t l x k t l x l x k t k t
dxdt dx dt

p T p T p p T T

l l x l l x k k t k k t
dx dt

p p T T

l l x l l xp p

l l p l l p

       

   

 

 

 

      
      

   

  
 

 
 

   

 

 

 

 

 1 1

1 10 0

1 1
sin sin 0

2 2

T T

k k t k k tT T

k k T k k T

 

 

 


  
   

  
   

hám de 
1 1
,l l k k   bolǵanda  

2 2 2 2

0 0 0 0

0 0

sin sin sin sin

1
1 cos 2 1 cos 2

4 4

p pT T

pT

l x k t k t l x
dxdt dt dx

p T T p

k t l x pT
dt dx

T p

   

 

 

  
      

   

   

 

 

bolatuǵınlıǵın esapqa alsaq,  
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   
2

2 4 4 2 2

3

1 1

2 2

1 1 1 1

,
4

4 2

n m

nm l k

l k

n m n m

l k l k l k

l k l k

J u x t k p l T a
p T

pT pT
q a a b



 

   

    

 



 

 

teńlikke iye bolamız. Teńliktiń oń tárepi   , 1, 2,..., , 1, 2,...,
l k

a l n k m   belgisiz 

turaqlılarǵa kóp argumentli funkciya boladı, yaǵnıy 

   11 12
, ,...,

nm nm
J u a a a . 

Bul funkciyanıń ekstremumın tabamız. Bunıń ushın 

 , 1, 2,..., , 1, 2,...,nm

l k

u
l n k m

a


 


 tuwındılardı esaplaymız hám  

 

 

2 2 4 4 2 2

3

1
0,

2 4 2

1, 2,..., , 1, 2,...,

nm

l k l k l k

l k

u pT pT
k p l T a q a b

a p T

l n k m




    


 

 

teńlemeler sistemasın sheshemiz. Olardıń sheshimi 

 
 

4 2

2 2 4 4 2 2 4 2
, 1, 2,..., , 1, 2,...,

l k l k

p T
a b l n k m

k p l T q p T
  

 
, 

yamasa  

 
2 4

2 2

2 4

1
, 1, 2,..., , 1, 2,...,

l k l k
a l n k m

k l
q

T p





  
 

  
 

 

boladı. Bunı aparıp, (9)  de ornına qoyıp,  

 
 

4 2

2 2 4 4 2 2 4 2

1 1

, sin sin

n m
l k

nm

l k

p T b l x k t
u x t

p Tk p l T q p T

 

 


 

  

(1)-(3) máseleniń Ritc usılı menen tabılǵan juwıq sheshimine iye bolamız. n    

hám m    bolǵanda limitke ótip,  

 
 

4 2

2 2 4 4 2 2 4 2

1 1

, sin sin
l k

l k

p T b n x m t
u x t

p Tk p l T q p T

 



 

 


 

  

dál sheshimge iye bolamız. Bul tabılǵan sheshim (1) teńlemeni de, (2)-(3) 

shártlerdi de qanaatlandıradı. 
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2.3-§. Tórtinshi tártipli teńleme ushın qoyılǵan aralas-shegaralıq máseleni 

Galerkin usılı menen sheshiw 

 

Galerkin usılı akademik B.G. Galerkin tárepinen usınıs etilgen bolıp, ol 

differenciallıq teńlemeler ushın qoyılǵan shegaralıq máselelerdi sheshiw ushın 

universal usıl esaplanadı. Bul usıldıń juwıqlasıwların kórsetiw M.V. Keldıshtıń 

jumıslarında keltirilgen.  

Bul usıl variaciyalıq usıl esaplanbaydı. Sebebi bul usıl menen shegaralıq 

máseleler sheshilgende bul máselelerdi variaciyalıq máselelerge keltiriw talap 

etilmeydi.  

Meyli  ,u u x t  funkciya   oblastta  sızıqlı  

 ,Lu f x t                                                              (1)  

teńlemeni hám bazı bir birtekli shegaralıq shártlerdi qanaatlandıratuǵın bolsın, 

bunda teńlemeniń L  operatorınıń oń bolıwı shárt emes.       oblastta 

jeterli márte úzliksiz-differenciallanatuǵın (máselede talap etiliwine qarata) hám 

shegaralıq shártlerin qanaatlandıratuǵın      0 2
, , , ,..., , ,...

n
x t x t x t    

koordinatalıq (bazislik) funkciyalardı tańlap alamız. Juwıq sheshimdi bul 

sistemanıń dáslepki n  sandaǵı funkciyasınıń sızıqlı birikpesinen dúzilgen 

   
1

, ,
n

n k k
k

u x t a x t


   

qosındı kóriniste izleymiz, bunda 
k

a  anıqlanıwı kerek bolǵan, házirshe belgisiz 

turaqlı. Bubnov-Galerkin usılında 
k

a  koefficientler (1) teńlemeniń shep tárepi, 

oǵan  ,u x t  funkciyanıń ornına  ,
n

u x t  izbe-izlikti qoyǵannan keyin, 

     0 2
, , , ,..., ,

n
x t x t x t    funkciyalarǵa ortogonal bolıw shártinen anıqlanadı. 

Bul degeni, 
k

a  koefficientler 

       , , , , 1, 2,...,
n k k

Lu x t dxdt f x t x t dxdt k n 
 

    

teńlemeler sistemasın sheshiwden anıqlanadı yamasa bul teńlemeler sistemasın 
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 ,
1

1, 2,...,
n

kj j k
j

A a B k n


   

kóriniste jazıwǵa da boladı, bunda 

,
kj j k k k

A Lu dxdt B f dxdt 
 

    

belgilewler kirgizildi. 

 Galerkin usılın Ritc usılı sıyaqlı, ádettegi hám dara tuwındılı differenciallıq 

teńlemeler ushın qoyılǵan máselelerdi sheshiw menen bir qatarda, olardıń 

menshikli mánislerin hám menshikli funkciyaların tabıw ushın qollawǵa da 

boladı. Bunnan basqa, bul usıldı integrallıq teńlemelerdi sheshiwge de qollawǵa 

boladı. 

1-másele.   , : 0 , 0x t x p t T       oblastta  

       2
, , , ,

tt xxxx
Lu u x t u x t b u x t f x t                                   (2) 

teńlemeniń  

                             0, , 0, , 0
xx xx

u t u p t u t u p t                                (3) 

   ,0 , 0u x u x T                                                     (4) 

shártlerdegi sheshimin Galerkin usılı menen tabıń. 

Sheshiliwi. Koordinata funkciyaların 

 , sin sin , , 1, 2,...
nm

n x m t
x t n m

p T

 
                               (5) 

kóriniste izleymiz. Bul funkciyalar (3) hám (4) shártlerdi qanaatlantıradı. Bunnan 

basqa da, bul funkciyalar sisteması tolıq sistemanı payda etedi. Juwıq sheshimdi  

 
1 1

, sin sin

n m

nm l k

l k

l x k t
u x t a

p T

 

 

                                         (6) 

kóriniste izleymiz, bunda 
lk

a  anıqlanıwı kerek bolǵan házirshe belgisiz turaqlı. 

 ,
n m

x t  bazislik funkciyalardıń    , ,
n m

L x t f x t   funkciyaǵa   oblastta 

ortogonal bolıw shártinen paydalanamız: 

     , , , 0
n m l k

L x t f x t x t dxdt 


  
  . 
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Teńlemege qoyıp alamız: 

 

4 2

1 1 1 1

2

1 1

sin sin sin sin

sin sin , sin sin 0

n m n m

ij ij
i j i j

n m

ij
i j

i i x j t j i x j t
a a

p p T T p T

i x j t l x k t
b a f x t dxdt

p T p T

     

   

   

 

    
    

   

  


   

 

 

(5) funkciyalardıń ortogonallıq hám normallanǵanlıq shártinen paydalanıp hám 

integrallardı esaplap, alamız: 

4 2

2
0

4
l k l k

pT l k
a b f

p T

     
      
    

, 

bul jerde  , sin sin
l k

l k
f f x t x tdxdt

p T

 



  .  

Bunnan 
4 2

2

4 l k

l k

f
a

pT l k
b

p T

 


   
   
  

  boladı. Bunı aparıp, (6) ǵa qoyıp, alamız: 

  4 2
1 1

2

4
, sin sin

n m
l k

nm

l k

f l x k t
u x t

pT p Tl k
b

p T

 

  

 
 
 
    
    

    

 . 

Bul alınǵan sheshim Ritc usılı menen tabılǵan sheshim menen birdey boldı. 

Bunda ,n m     bolǵanda limitke ótemiz hám 

  4 2
1 1

2

4
, sin sin

l k

nm

l k

f l x k t
u x t

pT p Tl k
b

p T

 

 

 

 

 
 
 
    
    

    

  

dál sheshimge iye bolamız. Bul alınǵan sheshim teńlemeni de shártlerdi de 

qanaatlandıradı. 
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2.4-§.  Tórtinshi tártipli parabolalıq teńleme ushın qoyılǵan aralas máseleni 

shekli ayırmalar usılı menen sheshiw 

 

Endi tórtinshi tártipli teńleme ushın qoyılǵan parabolalıq túrdegi teńlemeni 

shekli ayırmalar (torlar) usılı menen sheshiwdi qarastıramız. 

Meyli   , : 0 , 0x t x p t T       oblastta 

     , , ,
tt xxxx

Lu u x t u x t f x t                                (1) 

teńlemeniń 

       

   

0, , 0, , 0,

, 0 , 0

xx xx
u t u p t u t u p t

u x u x T

   

 
                        (2) 

shártlerdegi sheshimin tabıw kerek bolsın, bunda  ,f x t  funkciya   oblastta 

berilgen úzliksiz funkciya.    oblast  ,
i j

x t   

, 0, , , , 0, ,
i j

p T
x ih i n h t j j m

n m
        túyin noqatlar arqalı tórtmúyeshli 

oblastlarǵa bólinedi.  

Ekinshi tártipli teńlemeler ushın qoyılǵan máselelerdi sheshiwdegi sıyaqlı, 

teńlemedegi funkciyalardıń tuwındıları hám aralas–shegaralıq shártlerdegi 

funkciyalar túyin noqatlarda shekli ayırmalı qatnaslar menen almastırıladı.  

Bunıń ushın tómendegi funkciyalardı  ,i j  noqatlardıń dógereginde qatarǵa 

jikleymiz: 

         
2 3 4

5

1, , , , , ,2! 3! 4!
i j i j x xx xxx xxxxi j i j i j i j

h h h
u u h u u u u o h


      , 

         
2 3 4

5

1, , , , , ,2! 3! 4!
i j i j x xx xxx xxxxi j i j i j i j

h h h
u u h u u u u o h


      , 

 
 

 
 

 
 

    
2 3 4

5

2, , , , , ,

2 2 2
2 2

2! 3! 4!
i j i j x xx xxx xxxxi j i j i j i j

h h h
u u h u u u u o h


     

 
 

 
 

 
 

    
2 3 4

5

2, , , , , ,

2 2 2
2 2

2! 3! 4!
i j i j x xx xxx xxxxi j i j i j i j

h h h
u u h u u u u o h


     
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 Joqarıdaǵı keltirilgen formulalarda eń keyingi aǵzanı taslap, teńliklerdiń birinshi 

hám ekinshisin 4 ke kóbeytip, úshinshi hám tórtinshisiniń qosındısınan alamız: 

 4

2, 2, 1, 1, , ,
4 4 6

i j i j i j i j i j xxxx i j
u u u u u h u

   
      . 

Bunnan 

 
2, 1, , 1, 2,

4,

4 6 4
i j i j i j i j i j

xxxx i j

u u u u u
u

h

   
   

 . 

Ekinshi tártipli tuwındını da shekli ayırmalı qatnaslar menen almastırıp alamız: 

 
, 1 , , 1

2,

2
i j i j i j

tt i j

u u u
u



 
 

 . 

Bulardı aparıp, (1) teńlemede ornına qoyıp, alamız: 

 
, 1 , , 1 2, 1, , 1, 2,

,2 4

2 4 6 4
,

2,3,..., 2, 1, 2,..., 1

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j

u u u u u u u u
f

h

i n j m



     
     

 

   

      (3) 

bunda  ,
,

i j i j
f f x t . Endi baslanǵısh hám shegaralıq shártlerdegi funkciyalardı 

shekli ayırmalı qatnaslar menen almastırıp, alamız:  

,0 ,
0, 0, 0,1, 2,...,

i i m
u u i n   ,                                (4) 

0, ,

2, 1, 2, 1,

0, 0, 1, 2,..., 1,

2 0, 2 0, 1, 2,..., 1.

j n j

j j n j n j

u u j m

u u u u j m
 

   

     
                 (5) 

Demek, (1)-(2) máseleni shekli ayırmalar usılı menen sheshiw ushın (3)-(5) 

teńlemeler sistemasın sheshiwge keldik. Bul teńlemeler sisteması    1 1n m   

belgisizli    1 1n m   sandaǵı teńlemeler sisteması boladı. Bul teńlemeler 

sistemasın sheship, (1)-(2) máseleniń sheshiminiń  ,i j  túyin noqatlardaǵı 

mánislerin juwıq mánislerine iye bolamız. 

1-másele.   , : 0 1, 0 1x t x t       oblastta 

     2
, , sin

tt xxxx
u x t u x t t x   

teńlemeniń  

        0, 1, 0, 1, 0
xx xx

u t u t u t u t     
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   , 0 ,1 0u x u x   

shártlerdegi sheshimin tabıń. 

Sheshiliwi. 5n m   dep alamız. Onda 0, 2h    boladı. Túyin noqatlar 

0, 2 , 0,5
i

x i i  , 0, 2 , 0,5
j

t j j   boladı.   2
, sin

ij i j j i
f f x t t x   boladı.   

oblastta funkciyanıń mánislerin (3)-(5) formulalar menen esaplaymız. Izlenip 

atırǵan  ,u x t  sheshimniń juwıq 
ij

u  mánisleri tómendegi kestede keltirildi: 

 

╔═══╦══════════════╦══════════════╦══════════════╦══════════════╦═══════════════╦═══════════════╗ 

║ u ║     0        ║      1       ║      2       ║     3        ║     4         ║      5      ║  

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 0 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║  0.0000000000 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 1 ║ 0.0000000000 ║-0.0000698964 ║-0.0002526529 ║-0.0005501902 ║ -0.0008774975 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 2 ║ 0.0000000000 ║-0.0001397928 ║-0.0005053059 ║-0.0011003803 ║ -0.0017549950 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 3 ║ 0.0000000000 ║-0.0001397928 ║-0.0005053059 ║-0.0011003803 ║ -0.0017549950 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 4 ║ 0.0000000000 ║-0.0000698964 ║-0.0002526529 ║-0.0005501902 ║ -0.0008774975 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 5 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║  0.0000000000 ║  0.0000000000 ║ 

╚═══╩══════════════╩══════════════╩══════════════╩══════════════╩═══════════════╩═══════════════╝ 

 

u[1][1] = -0.00006989642  u[1][2] = -0.00025265293  u[1][3] = -0.00055019016  

u[1][4] = -0.00087749749 

u[2][1] = -0.00013979285  u[2][2] = -0.00050530585  u[2][3] = -0.00110038032  

u[2][4] = -0.00175499498 

u[3][1] = -0.00013979285  u[3][2] = -0.00050530585  u[3][3] = -0.00110038032  

u[3][4] = -0.00175499498 

u[4][1] = -0.00006989642  u[4][2] = -0.00025265293  u[4][3] = -0.00055019016  

u[4][4] = -0.00087749749 

 

Process exited after 0.07514 seconds with return value 0 

Dlya prodoljeniya najmite lyubuyu klavishu . . . 

 

5, 5n m   bolǵanda Maple programmasında alınǵan sheshimniń juwıq 

mánisleri tómendegishe boladı: 
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Túyin noqatlarda bul alınǵan juwıq sheshimler 2.1 –paragraftaǵı alınǵan  

sheshim menen salıstırganda 0,001   dállik penen sáykes keledi. 

 

2.5-§.  Tórtinshi tártipli parabolalıq teńleme ushın qoyılǵan aralas máseleniń 

volterra máselesi ekenligi 

 

Bul paragrafta   , : 0 , 0x t x p t T       oblastta  

       2
, , , ,

tt xxxx
Lu u x t u x t b u x t f x t                          (1) 

teńleme ushın qoyılǵan máseleni izertleymiz hám onıń volterra máselesi ekenligin 

kórsetemiz. 

1-másele.   oblastta (1) teńlemeniń 

   , 0 ,0 0, 0
t

u x u x x p                                  (2) 

hám 

       0, , 0, , 0, 0
xx xx

u t u p t u t u p t t T                (3) 

shártlerin qanaatlandıratuǵın sheshimin tabıń. 

Tómendegi belgilewdi kirgizemiz:  

        2,1 4,2
, ,, : , (2.92), (3)x t x tV u x t u C C     ,  

     
 
 

 
    2, : , 0, , 0, 0,2; 0,

i i

xxxW f x t f L f t f p t i t T         . 
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1-anıqlama. Eger   oblastta    ,f x t C   bolǵanda    ,u x t V   

funkciya (1) teńlemeni qanaatlandırsa, onda bul funkciyaǵa 1-máseleniń regulyar 

sheshimi delinedi. 

 u V    bolǵanda  V   dan  C   ǵa (1) qaǵıyda boyınsha tásir 

etiwshi L operatordı anıqlaymız. 

     0 2
C V L


    

 
[25] qatnaslardan L

 
 operatordıń    D L V   

anıqlanıw oblastınıń  2
L   da tıǵız ekenligi kelip shıǵadı. 1-máseleniń regulyar 

sheshimi  

Lu f  

operator teńlemeniń sheshimine ekvivalent boladı. 

1-teorema.  Eger    ,f x t W  , onda 1-máseleniń sheshimi bar hám 

birden bir boladı. 

Dálilleniwi.  Teńlemeniń sheshimin  

     
1

, ,
n n

n

u x t u t X x





                                       (4) 

kóriniste izleymiz, bunda  
2

sin , , 1, 2,...
n n n

n
X x x n

p p


     . 

Bunı (1) teńlemege aparıp qoyıp, 

     2 2 4 2
,

n n n n n n
u t u t f t b                                   (5) 

teńlemege iye bolamız, bunda      
0

,

p

n n
f t f x t X x dx  . Bul teńlemeniń ulıwma 

sheshimi 

     
0

1
cos sin sin

t

n n n n n n n

n

u t a t b t f t d     


     

kóriniste boladı. (2) baslanǵısh shártler    0 0, 0 0
n n

u u    túrde boladı. Bul 

shártlerden 
n

a  hám 
n

b  koefficientlerin anıqlaymız: 0, 0
n n

a b   boladı. Demek 

(5) teńlemeniń sheshimi  
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     
0

1
sin

t

n n n

n

u t f t d   


   

boladı. Bunı aparıp (4) ǵa qoyıp, 

 
 

   
1 0

, sin ,

t

n

n n

n n

X x
u x t f t d   







    

sheshimge iye bolamız. 

Eger    ,f x t W   bolsa, onda  

     
1

,tt n n
n

u x t u t X x




   hám      4

1

,xxxx n n n
n

u x t u t X x




   

qatarlardıń absolyut hám teń ólshemli jıynaqlılıǵın kórsetiwge boladı. 

Teorema dálillendi.  

Lemma. 1-máseleniń regulyar sheshimi  

   
 

2 2

,
L L

u c f u V
 

   ,                               (6) 

teńsizlikti qanaatlandıradı, bunda 0c const  .  

Máseleniń sheshiminiń ornıqlıǵı, yaǵnıy teńlemeniń oń tárepinde turǵan 

funkciyadan úzliksiz ǵárezligi (6) teńsizlikten kelip shıǵadı.  

Tómendegi belgilewdi kirgizemiz: 

 
   

 1
1

, ; , sin
n n

n
n n

X x X
G x t t


   







  . 

Bul jerde 

 

 1 , ; ,G x t c                                                  (7)  

bahalaw ornıqlı boladı. 1-máseleniń sheshimin  

     1

0 0

, , ; , ,

pt

u x t G x t f d d                                        (8) 

kóriniste jazıwǵa boladı. 

(7) hám (8) qatnaslardan  V   kóplikte anıqlanǵan L  operatordıń  W   

kóplikte anıqlanǵan,  W   den   V   ǵa   
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       1

1

0 0

, , ; , ,

pt

L f x t G x t f d d     


    

qaǵıyda boyınsha tásir etiwshi shekli, keri 1
L
  operatorı bar bolatuǵınlıǵı kelip 

shıǵadı. 

 1
L
  operatordıń anıqlanıw oblastınıń  2L   da tıǵız bolǵanlıǵı sebepli, onı 

úzliksizligi boyınsha hámme  2L   keńislikke dawam etiwge boladı. Bunı 1
L
  

operatordıń tuyıqlanıwı delinedi hám 1
L
  dep belgilenedi, bunda 

   1
2D L L


  . 

 

Máseleniń volterra máselesi ekenligi haqqında 

 

2-anıqlama. Eger máseleniń operatorına keri operator volterra operatorı 

bolsa, onda ol máselege volterra máselesi delinedi.   

2-teorema.  1
L
  operator  volterra operatorı boladı. 

Dálilleniwi. (7) bahalawdan    1 2, ; ,G x t L       ekenligi kelip 

shıǵadı, yaǵnıy  1
L
  operator  2L   tolıq úzliksiz boladı. Bizge 1

L
   operatordıń 

spektriniń tek ǵana bir nól noqattan (nólden) ibarat ekenligin kórsetiw jetkilikli. 

Bunıń ushın  spektral radiustı esaplaymız: [33]  

   1 1
lim

n
n

n

r L L
 



 . 

Endi    ,
n

L f x t
  esaplap bahalaymız. Bunıń ushın    2

,L f x t
  ni 

   1
,L f x t

  arqalı ańlatamız, yaǵnıy   

             2 1 1 1

1

0 0

, , , ; , ,

pt

L f x t L L f x t G x t L f d d     
        

         

     1 1

0 0 0 0

, ; , , ; , ,

p pt

G x t G f d d d d



           
 

  
 

     
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     1 1

0 0 0

, ; , , ; , ,

p p t t

d d d G x t G f d



                 

     1 1

0 0 0

, , ; , , ; ,

p pt t

d f d G x t G d d



                . 

Bul jerde integrallaw tártibin ózgertiw ushın Dirixle formulasınan paydalandıq. 

Eger  

     2 1 1

0

, ; , , ; , , ; ,

pt

G x t G x t G d d



            , 

belgilewdi kirgizsek, onda joqarıdaǵı qatnastan 

       2
2

0 0

, , ; , ,

pt

L f x t G x t f d d     


   . 

qatnastı alamız. Eger    3
,L f x t


 ni esaplasaq, onda ol 

       3
3

0 0

, , ; , ,

pt

L f x t G x t f d d     


   , 

kóriniste boladı, bunda  

     3 1 2

0

, ; , , ; , , ; ,

pt

G x t G x t G d d



            . 

Bul processti dawam etip, alamız 

       
0 0

, , ; , ,

pt
n

nL f x t G x t f d d     


   , 

bunda  

     1 1

0

, ; , , ; , , ; ,

pt

n nG x t G x t G d d



            . 

Endi  2 , ; ,G x t    funkciyanı bahalaymız: 

       2
2 1 1 7

0

, ; , , ; , , ; ,

pt

G x t G x t G d d c p t



              . 

Bul bahalawdan paydalanıp,  3 , ; ,G      funkciyanı bahalandıramız: 
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     
 

2

3 2
3 1 2 7

0

, ; , , ; , , ; ,
2!

pt t
G x t G x t G d d c p




         


   . 

Bul procesti dawam etsek, onda  

 
 

 

11

7
, ; ,

1 !

nn n

n

c p t
G x t

n


 







 

bahalawdıń orınlı ekenligin kóriwge boladı. Enda    ,
n

L f x t


 ni bahalaymız. 

       
2

2 2

0 0 0 0

, , ; , ,

p pt t
n

nL f x t G x t d d f d d       


      

   
 

   2 2

2 2
1 2 1

2 27 7

0 01 ! 1 ! 2 1

n n n n npt
n

L L

c p c p t
f t d d f

n n n
  

 


 

   
             

  . 

Alınǵan teńsizliktiń eki tárepinde   oblast boyınsha integrallaymız. Keyin 

1 1

2 1n n



 teńsizlikti esapqa alıp, kvadrat koren alamız hám 

 
 2

2

7

!

n n n
n

L
L

c p T
L f f

n






  

teńsizligine iye bolamız. Bunnan 

7

!

n n n
n c p T

L
n


  

kelip shıǵadı. Endi spektral radiustı esaplaymız:  

 
1

1

7

1
lim lim

!

n n

nn n

r L L c pT
n

 

 

  . 

Stirlingtiń   ! 2 1 , 0,
n n

n nn n n e n  


      formulasınan paydalanamız 

hám tómendegige iye bolamız 

   1 1
lim 0

n
n

n

r L L
 



  . 
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Demek, 1
L
   operatordıń spektr  tek ǵana bir nól noqattan ibarat. Nól bul 

operatordıń menshikli mánisi bolmaǵanlıǵı sebepli, 1
L
  operator volterra 

operatorı boladı.  Teorema dáliyllendi. 

Saldar. 1-másele volterra máselesi boladı. 

 

 Máseleniń túyinles máselesin izertlew 

 

*
1 -másele.   oblastta  

       * 2
, , , ,tt xxxxL v v x t v x t b v x t g x t    , 

teńlemeniń  

       0, , 0, , 0, 0
xx xx

v t v p t v t v p t t T                           (9) 

 hám  

   , , 0, 0
t

v x T v x T x p                                       (10) 

shártlerin qanaatlandıratuǵın  ,v x t  sheshimin tabıń.  

       * 2,1 4,2
, ,, : x t x tV v x t v C C     , (9) , (10)  

belgilewdi kirgizemiz. 

3-teorema. Eger    *
,g x t W   bolsa, onda 

*
1  -máseleniń regulyar 

sheshimi bar boladı, ol sheshim teńlemeniń oń tárepindegi funkciyadan úzliksiz 

ǵárezli boladı hám  

   
 

2 2

*
,

L L
v c g v V

 
    

teńlemeni qanaatlandıradı, bunda 3 0c   – turaqlı san,  hám ol sheshim 

     *

1

0

, , ; , ,

pT

t

v x t G x t g d d        ,                              (11) 

kóriniste boladı, bunda    *

1 1G , ; , G , ; ,x t x t    . 

 Bul teoremanıń dálilleniniwi joqarıdaǵı teoremanıń dálilleniwine uqsas. 

 (11) formulanı  
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     
1

*
, ,v x t L g x t



 . 

kóriniste jazıwǵa boladı. 1
L
  hám  

1
*

L


 operatorlar ózara túyinles operatorlar. 

Joqarıda keltirilgen sıyaqlı etip,  
1

*
L



 operatordıń tuyıqlanıwın quramız, hám 

onı  2L   keńislikke dawam etemiz. Onı  
1

*
L



 menen belgileymiz. Onıń 

anıqlanıw oblastı    2L   keńislik boladı, yaǵnıy    
1

*
2D L L

 
  

 

. 

4-teorema.  
1

*
L



 operator volterra operatorı boladı. 

Saldar. 
*

1  -másele  volterra máselesi boladı.  

 

II bap boyınsha juwmaqlaw 

 

Bul bapta tórtmúyeshli oblastta tórtinshi tártipli teńlemeler ushın qoyılǵan 

aralas máselelerdi ózgeriwshilerdi ajıratıw usılı, Ritc hám Galerkin usılı, shekli 

ayırmalar usılları menen sheshilgen. Bazı bir máselelerdiń sheshimi ushın 

apriorlıq baha, bazı bir máselelerdiń sheshimi bahalandırıldı. Qaralıp atırǵan 

máselelerdiń spektral qásiyetleri izertlendi. 
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III BAP. NELOKAL SHÁRTLI TO’RTINSHI TÁRTIPLI 

TEŃLEMELER USHIN SHEGARALIQ MÁSELELERDIŃ SHESHILIWI 

 

3.1-§. Nelokal shártli tórtinshi tártipli teńleme ushın bir shegaralıq 

máseleniń sheshiliwi 

 

[22] de giperbolalıq hám aralas túrdegi teńlemeler ushın korrektli máseleler 

qoyılǵan hám úyrenilgen. Tórtinshi tártipli teńlemeler ushın tuwrı hám keri 

máseleler [23, 25-26] jumıslarda qaralǵan hám úyrenilgen. 

Bul paragrafta tórtinshi tártipli teńleme ushın bir shegaralıq másele nelokal 

shártlerde úyrenilgen. Bunday máseleler ekinshi tártipli teńlemeler ushın                     

E.I. Moiseevtiń, N.I. Ionkinniń,   K.B. Sabitovtıń hám t.b. jumıslarında 

úyrenilgen, máselen [27-29 ].  [25] jumısta  

     , ,
t xxxx

u x t u x t f x   

teńleme ushın (2)-(3) shegaralıq shártlerde bir keri másele izertlengen. Onıń 

sheshiminiń birden birligi hám bar bolıwı kórsetilgen. 

Máseleniń qoyılıwı.  

  , : 0 1, 0 1x t x t       oblastta 

       , , , ,
tt t xxxx

u x t u x t u x t f x t   ,                               (1) 

teńlemeni qarastıramız, bunda ( , )f x t  úzliksiz berilgen funkciya. 

1-másele.   oblastta (1) teńlemeniń tómendegi shártlerdi 

qanaatlandıratuǵın  ,u x t  sheshimin tabıń: 

       , 0 , ,1 , 0 1,u x x u x x x                               (2) 

           0, 0, 0, 1, , 1, 0, 0, 1, , 0 1
x x xx xxx xxx

u t u t u t u t u t u t t      .       (3) 

1-anıqlama. 1)   oblastta úzliksiz; 2)   oblastta t  boyınsha 2-tártipke 

shekem hám x  boyınsha 4-tártipke shekem úzliksiz tuwındılarǵa iye; 3) (1)  

teńlemeni hám (2)-(3) shártlerdi klassikalıq mániste qanaatlandıratuǵın   ,u x t  

funkciya (1)-(3) máseleniń regulyar sheshimi delinedi. 
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2-anıqlama. Eger  ,
k

n k n
    bolsa, onda  

1n n





 funkciyalar sisteması 

 
1n n





 funkciyalar sistemasına biortogonal túyinles yamasa biortogonal delinedi, 

bunda 
1, ,

0,

k

n

n k

n k



 



 -Kroneker belgisi. 

3-anıqlama. Eger H  gilbert keńisliginde sızıqlı, shekli, kerisi bar 

:L H H  operator bar bolıp,  
1n n

L



 ortonormallanǵan bazis bolsa, onda 

 
1n n





 sistemaǵa H   keńislikde Riss bazisi delinedi. 

Banax teoreması boyınsha, eger sızıqlı, shekli operatordıń keri operatorı 

bar bolsa, keri operator da sızıqlı hám shekli boladı. Sol sebepten, Riss bazisi 

anıqlamasın basqasha keltiriwgede boladı. Sistemaǵa Riss bazisi delinedi, eger 

onı ortonormallanǵan sistemadan sızıqlı shekli kerisi bar operator járdeminde 

alıwǵa bolsa. Riss bazisin payda etiwshi sistema bazis boladı. 

 
 
 

 
 

 

1

0

1

2

2 , 2 sin ,

X cos ,
1

2 , 1, 2,...

nn

n

n n

xx

n n

n

X x x X x x

e e
x x

e

n n









 



 


 



 

                                  (4) 

funkciyalar sisteması hám oǵan biortogonal bolǵan funkciyalar sisteması   

 
 
 

 

 
 

1

1

0

2

1, sin ,
1

2 cos , 2 , 1, 2,...

nn

n

xx

n n

n n n

e e
Y x Y x x

e

Y x x n n






  




  


  

                        (5)  

 0,1  aralıqta kvadratı menen integrallanıwshı funkciyalardıń 

 2
0,1L keńisliginde Riss bazisin payda etedi. (4)-(5) sistemalardıń Riss bazisin 

payda etetuǵınlıǵı [3-4] jumıslarda keltirilgen. 

Máseleniń sheshiminiń birden-birligi hám bar bolıwı. 

1-teorema. Meyli    ,x x    hám  ,f x t  funkciyalar tómendegi 

shártlerdi qanaatlandıratuǵın bolsın: 
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   
 
 

5
, 0,1x x C   ,    0 0 0   ,    0 1   ,    0 1   , 

 1 0   ,  1 0   ,        0 1 , 0 1        ,  
 

 
 

4 4
0 0 0   , 

     0, 0, 0, 1,
x x

f t f t f t  . Onda 1-máseleniń regulyar sheshimi bar hám ol 

sheshim birden-bir boladı.          

Dálilleniwi. Dáslep máseleniń sheshiminiń bar bolıwın kórsetemiz. 

Máseleniń  ,u x t  sheshimin joqarıda keltirilgen (4) biortogonal sistema boyınsha 

qatar kórinisinde tómendegi 

     
 
   

 
   

1 2

0 0 1 2

1

,
n n n n

n

u x t X x u t X x u t X x u t





   
             (6) 

kóriniste izleymiz. Teńlemeniń oń tárepinde turǵan  ,f x t  funkciyasın (4) 

sistema boyınsha qatarǵa jikleymiz: 

     
 
   

 
   

1 2

0 0 1 2

1

,
n n n n

n

f x t X x f t X x f t X x f t





   
  .            (7) 

 (6) hám (7) ni (1) teńlemege ornına qoyamız: 

   
 
   

 
   

   
 
   

 
   

 
   

 
  

 

 
 
  

 

 

   
 
   

 
   

1 2

0 0 1 2

1

1 2

0 0 1 2

1

4 4
4 1 2

0 0 1 2

1

1 2

0 0 1 2

1

.

n n n n

n

n n n n

n

n n n n

n

n n n n

n

X x u t X x u t X x u t

X x u t X x u t X x u t

X x u t X x u t X x u t

X x f t X x f t X x f t

















     
 

      
 

 
   

  

   
 









 

Bul teńlemeden, (4) sistemanı kóz aldına tutıp,       0 1 2
, ,

n n
u t u t u t  funkciyaların 

tabıw ushın, tómendegi teńlemelerdi alamız: 

     0 0 0
u t u t f t   ,  

        4
, 1, 2

in in n in in
u t u t u t f t i     . 

Bul teńlemeler sızıqlı, turaqlı koefficientli, birtekli emes teńlemeler. Olardıń 

sheshimi tómendegishe boladı: 
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     0 1 2 0

0

1

t

t t
u t c c e e f d


 


    ,

   
 

 1 2

1

2

0

2 1

2

t
t

k t k t

in in in in n

n

u t a e b e f e sh t d


   




    , 

bunda , , , 1, 2
i in in

c a b i   házirshe belgisiz turaqlılar, 
1 2

1 1
,

2 2

n nk k
  

  , 

4
4 1

n n
   . (2) shártler joqarıdaǵı teńlemeler ushın tómendegishe boladı: 

   

   

0 0

0 0

0 , 0 ,

1 , 1 .

n n

n n

u u

u u

 

 

 

 
                                            (2’)  

 , , , 1, 2
i in in

c a b i   belgisiz turaqlılardı tabıw ushın (2’) shártlerden paydalanamız. 

   

   

1

1

1 0 0 0

0

1

1

2 0 0 0

0

1
1 ,

1

1
1 ,

1

c e e f d
e

c e f d
e





   

   





 
    

  

 
    

  





 

   
11 1 1

2 2 2

0

1 2 1
1

1 2
2

2

n

in in in in n

n
n

a e e f e sh d

sh

 

     




   
     

 
 , 

   
11 1 1

2 2 2

0

1 2 1
1 , 1, 2

1 2
2

2

n

in in in in n

n
n

b e e f e sh d i

sh

 

     




  
     

 
 . 

bunda 
0 0
, , ,

in in
    , 1, 2i   - turaqlılar  sáykes túrde,  x  hám  x  

funkciyalardıń (4) funkciyalar sisteması boyınsha qatarǵa jiklew koefficientleri.  

, , , 1, 2
i in in

c a b i  turaqlılardıń tabılǵan mánisin  0
u t  hám  in

u t , 1, 2i   

ulıwma sheshimde qoyamız. Onda qaralıp atırǵan máseleniń formal sheshimi 

tómendegishe boladı: 
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 
 

         

     
 
 

 
 

0

0 0 0

0

11 1 1
1

1 2 2
0 1 1

1

, 1 1
1

1 1
1 1 1

1 2 2

2

t

t t t

t t
t n

n n n n n n

nt
n n

X x
u x t e e e f e e e d

e

X x
f e e d e sh t e sh t

sh





   

       

 











       

 

 
       







 
 

   
 

 
1 1 1

2 2
1 1

0

1 1 1 1
2 1 2 1

2 2 2 2

t
t t

n n n n n n

t

f e sh sh td f e sh t sh d
 

         
  

    


 

 

 
 

 
 

 
 

   
 

 

2 1 1
1

2 2
2 2

1

1 1 1

2 2
2 2

0

1 1
1

1 2 2

2

1 1 1 1
2 1 2 1 .

2 2 2 2

t t
n

n n n n n n

n
n n

t
t t

n n n n n n

t

X x
e sh t e sh t

sh

f e sh sh td f e sh t sh d
 

     

 

         






 


   




    





 

 (8) 

Endi    4,2

,
,

x t
u x t C   bolatuǵınlıǵın dálilleymiz.   tuyıq oblastta  ,u x t  

funkciyanıń oń tárepindegi qatardan t  boyınsha eki márte tuwındı alınǵan 

qatardıń teń ólshemli jıynaqlı ekenligin kórsetiwimiz kerek. Bunı Veyershtrass 

teoreması boyınsha kórsetemiz. (  ,
xxxx

u x t  hám  ,
t

u x t  funkciyalardıń oń 

tárepindegi qatar, teńlemeniń oń tárepindegi ( , )f x t  funkciya hám  x ,  x  

funkciyalardıń (4) sistema boyınsha jiklengen qatarı sol shártler qoyılǵanda teń 

ólshemli jıynaqlı boladı). (8) sheshimdi  t  boyınsha eki márte differenciallaymız: 

 
 

     
 
 

   

 
 

   
 
 

   

 
 

   
 
   

 
   

1
1

2
0

0 0 1 1

1

1 21

2
1 1 2 2

1 1

2

1 2

2 2 1 2

1 1 1

, 1
11 4

2

1
1

1 14

2 2

,
1

2

t

n

tt n n n n

n
n

t
n n

n n n n n n

n n
n n n

n

n n n n n n

n n n
n n

X x X xe
u x t A t X x f t F t F t

e
sh

X x X x
G t K t e F t F t

sh sh

X x
G t K t X x f t X x f t

sh

 



 

  

 





 

 

  

  

       


           

     



 

  

(9) 

bunda              
1

1

0 0 0 0

0

1 1

t

t t t

t

A t e f e e d f e e d
 

     
 

       ,  
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   2 1 1
1 2

2 2
n n n n n

F t sh t ch t      , 

     
 

 

 
 

 

1 1

2 2

1 1

2

1 1 1
1 1

2 2 2

1 1
1 ,

2 2

t

in n in n n

t

t

n in n n

t

G t f e sh sh td

f e sh ch td





     

     





    

 





 

     
 

 

 
 

 

1

2 2

0

1

2

0

1 1 1
1 1

2 2 2

1 1
1 , 1, 2.

2 2

t
t

in n in n n

t
t

n in n n

K t f e sh t sh d

f e ch t sh d i





     

     





    

  





 

 (9) funkcional qatar ushın majorant qatardı dúzemiz. (9) funkcional qatar 

tómendegi  

       

   

4 4

1 0 0 0 0 2 1 1 2 2

1

3 1 1 2 2

1

2
n n n n n n

n

n n n n n n

n

c f f t c

c f f t f f t

       

 









        
 

    
 





(10) 

qatar menen majorirlenedi, bunda const, 1, 2,3
i

c i  .  

Endi    ,x x   funkciyalardı tómendegishe etip biortogonal qatarlarǵa 

jikleymiz: 

   
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

n n n n

n

x X x X x X x   




   
  , 

   
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

n n n n

n

x X x X x X x   




   
  , 

bunda 
0 1 2 0 1 2
, , , , ,

n n n n
       koefficientler tómendegi  

     
 
 

 
 
 

1 1

1

0 0 1

0 0

1

2

2

0

, ,
n n

n n

x Y x dx x Y x dx

x Y x dx

   

 

 



 



                             (11) 
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     
 
 

 
 
 

1 1

1

0 0 1

0 0

1

2

2

0

, ,
n n

n n

x Y x dx x Y x dx

x Y x dx

   

 

 



 



                            (12) 

formulalar menen esaplanadı. (7) formulada      0 1 2
, ,

n n
f t f t f t  koefficientler  

         
 
 

   
 
 

1 1

1

0 0 1

0 0

1

2

2

0

, , , ,

,

n n

n n

f t f x t Y x dx f t f x t Y x dx

f t f x t Y x dx

 



 



                 (13) 

formulalar menen esaplanadı. (11), (12) formulalardaǵı ekinshi hám úshinshi 

integrallardı bes márte bóleklep integrallaymız hám (13) integraldı eki márte 

bóleklep integrallaymız: 

 
   

 
   

5 5

1 1 1 1 2 25 5 5

5 5

1 2 2 1 2 25 5 5

1 1 1
, ,

1

1 1 1
, ,

1

n

n

n

n

n n n n n n

n n n

n n n n n n

n n n

e
a b

e

e
a b

e









   
  

   
  

    


    


 

           1 1 1 1 2 22 2 2

1 1 1
,

1

n

n
n n n n n n

n n n

e
f t f t f t f t f t f t

e




  

    
 

  

bunda 

 
 

   
 

 
 

   
 

1 1

5 1 5

1 1

0 0

1 1

5 1 5

2 2

0 0

, ,

, ,

n n

n n

x x

n n

x x

n n

a x e dx b x e dx

a x e dx b x e dx

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

   
 

   
 

   
 

   
 

1 1

5 5 5 5

1 2

0 0

1 1

5 5 5 5

1 2

0 0

cos , 2 sin ,

cos , 2 sin ,

n n n n

n n n n

x xdx x xdx

x xdx x xdx

     

     

 

 

 

 
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       

       

1 1

1 1

0 0

1 1

1 2

0 0

, , , ,

, sin , 2 , cos .

n nx x

n xx n xx

n xx n n xx n

f t f x t e dx f t f x t e dx

f t f x t xdx f t f x t xdx

 

 


 

   

 

 

  

  Eger  , , , 1, 2
in in in

f t i    mánislerin (10) ǵa qoysaq, bul qatar   tuyıq 

oblastta absolyut jıynaqlı boladı. Bul jaǵdayda (9) qatar   oblastta Veyershtrass 

belgisi boyınsha absolyut hám teńólshemli jıynaqlı boladı. Máseleleniń 

sheshiminiń birden birligi (8) den hám (5) sistemanıń tolıqlıǵınan kelip shıǵadı. 

Teorema dálillendi. 

 

 

3.2-§. Nelokal shártli tórtinshi tártipli teńleme ushın bir keri máseleniń 

sheshiliwi  

 

Dara tuwındılı differenciallıq teńlemeler ushın keri máseleler qosımsha 

shártlerde teńlemeniń belgisiz saltań aǵzasın (oń tárepin) tabıw, koefficientlerin 

tabıw hám t.b kórinisinde boladı. 

Bul paragrafta tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq teńleme ushın 

nelokal shártlerde bir keri másele qaraladı hám izertlendi. Bunday máseleler 

ekinshi tártipli dara tuwındılı teńlemeler ushın E.I. Moiseevtiń, N.I. Ionkinniń,   

K.B. Sabitovtıń hám t.b jumıslarında úyrenilgen, máselen [30,31,38]. Olardıń 

sheshiminiń bar ekenligi hám birden –birligi kórsetilgen. 

Máseleniń qoyılıwı.  

  , : 0 1, 0 1x t x t       oblastta tómendegi teńlemeni qaraymız: 

       , , ,
tt t xxxx

u x t u x t u x t f x   .                               (1) 

1-másele.   oblastta (1) teńlemeniń tómendegi shártlerdi 

qanaatlandıratuǵın  ,u x t  sheshimin hám  f x  funkciyanı tabıń: 

           ,0 , ,1 , ,0 , 0 1,
t

u x x u x x u x x x                                 (2) 
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     

     

0, 0, 0, 1, , 0 1,

1, 0, 0, 1, , 0 1

x x

xx xxx xxx

u t u t u t t

u t u t u t t

   

   
                                    (3) 

bunda      , ,x x x    - berilgen funkciyalar. 

1-anıqlama. Eger        4,2

,
, , 0,1

x t
u x t C f x C    bolǵan     , ,u x t f x  

funkciyalar (1) teńlemeni hám (2)-(3) shártlerin ápiwayı klassikalıq mániste 

qanaatlandırsa, onda     , ,u x t f x  funkciyalar juplıǵına (1)-(3) máseleniń 

regulyar sheshimi dep ataymız.  

  Tómendegi funkciyalar sisteması  

 
 
 

 
 

 

1

0

1

2

2 , 2 sin ,

X cos ,
1

2 , 1, 2,...

nn

n

n n

xx

n n

n

X x x X x x

e e
x x

e

n n









 



 


 



                        

        (4) 

hám olarǵa biortogonal bolǵan  

 
 
 

 

 
 

1

1

0

2

1, sin ,
1

2 cos , 2 , 1, 2,...

nn

n

xx

n n

n n n

e e
Y x Y x x

e

Y x x n n






  




  


                    

        (5)  

funkciyalar sisteması  2
0,1L  de Riss bazisin payda etedi [3-4]. 

Tómendegi teorema orınlı boladı. 

Máseleniń sheshiminiń bar bolıwı hám birden-birligi. 

1-teorema. Meyli    ,x x  ,  v x  funkciyalar tómendegi shártlerdi 

qanaatlandıratuǵın bolsın:    
 
 

5
, 0,1x x C   ,    0 0 0   , 

   0 1   ,    0 1   ,  1 0   ,  1 0   , 

       0 1 , 0 1        , 
 
 

 
 

4 4
0 0 0   , 

 
 
         

3
0,1 , 0 0, 0 1 , 1 0v x C v v v v      . Onda 1-máseleniń regulyar 

sheshimi bar hám birden bir boladı.          
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Dálilleniwi. Dáslep máseleleniń sheshiminiń bar bolıwın kórsetemiz. 

Máseleleniń  ,u x t sheshimin hám  f x   funkciyanı tómendegi kóriniste 

izleymiz:  

     
 
   

 
   

1 2

0 0 1 2

1

,
n n n n

n

u x t X x u t X x u t X x u t





   
  ,           (6) 

   
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

n n n n

n

f x f X x f X x f X x





   
  .                    (7) 

(6) hám (7) funkciyalardıń oń tárepindegi qatarlardı (1) teńlemege qoyamız. 

   
 
   

 
   

   
 
   

 
   

 
   

 
  

 

 
 
  

 

 

 
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

1 2

0 0 1 2

1

4 4
4 1 2

0 0 1 2

1

1 2

0 0 1 2

1

.

n n n n

n

n n n n

n

n n n n

n

n n n n

n

X x u t X x u t X x u t

X x u t X x u t X x u t

X x u t X x u t X x u t

X x f X x f X x f

















     
 

      
 

 
   

  

   
 









 

 Bunnan      0 1 2
, ,

n n
u t u t u t  funkciyalardı hám 

0 1 2
, ,

n n
f f f  belgisiz turaqlılardı 

tabıw ushın tómendegi teńlemelerge iye bolamız: 

   0 0 0
u t u t f   ,  

      4
, 1, 2

in in n in in
u t u t u t f i     . 

Bul teńlemelerdi sheship, alamız: 

 0 1 2 0

t
u t c c e f t   , 

  1 2

4

k t k t in

in in in

n

f
u t a e b e


   , 

bunda 
0

, , , , , 1, 2
i i n i n i n

c a b f f i   házirshe belgisiz turaqlılar, 

1 2

1 1
,

2 2

n nk k
  

  , 4
4 1

n n
   . (2) shártler  

     

     

0 0 0 0

0 0

0 , 0 , 0 ,

1 , 1 , 0

.

n n

n n n n

u u u

u u u

  

  

  

    
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kóriniste boladı. 
0

, , , , , 1, 2
i i n i n i n

c a b f f i 
 
belgisiz turaqlılardı tabıw ushın bul 

shártlerdi paydalanamız.  

 

 

 

1 0 0 0

2 0 0 0

0 0 0 0

1
1 ,

2

1
,

2

1
1 ,

2

c e v
e

c v
e

f e v
e

 

 

 

     


  


     


 

       2 1

2 1

1 1
1 , 1

k k

in in in in in in in in

n n

a k v e b v e k             
    

, 

1 1 14

2 2 2
1 1 1

2
2 2 2

n

in n in in n in n in n n

n

f v e sh e sh e ch


       
 

     
  

, 

1

2
1 1

2 2
n n n n n

e sh ch   
 

    
 

,  

bunda 
0 0 0
, , , , ,

in in in
v v    , 1, 2i   - (4) funkciyalar boyınsha sáykes túrde 

 x ,   x  hám  v x   funkciyalardıń jiklew koefficientleri.  Onda 1-

máseleleniń formal sheshimi tómendegi kóriniste boladı: 

 
 

       
 
 

 

0

0 0 0

1 1 1

2 2
1 1 1

1

, 1 1 1 1
2

1 1 1 1

2 2 2 2

t t t

t
n

n n n n n n n n n

n n

X x
u x t e t e e t e e t v

e

X x
e sh t ch t e sh ch

 

        




           


    
             


 

 
1 1 1

1
2 2 2

1 1

1 1 1
2 1

2 2 2

t t

n n n n n n
v e sh t e sh t e sh    

  
      

 

 

 
 

 
2 1 1

2 2
2 2 2

1

1 1 1 1

2 2 2 2

t
n

n n n n n n n n n

n n

X x
e sh t ch t e sh ch        





    
             
  

 

 
1 1 1

1
2 2 2

2 2

1 1 1
2 1

2 2 2

t t

n n n n n n
v e sh t e sh t e sh    

  
      

 

,                  (8) 
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 
 

 

 
 

 
 

0

0 0 0

1 14
12 2

1 1 1 1

1

1

2 2
2 2 2 2

1
2

1 1 1
2

2 2 2

1 1 1
2 .

2 2 2

n

n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n n n n n

X x
f x e v

e

e X x e v sh sh ch

X x e v sh sh ch

 


       

       








      


  
       

   

  
      

  

  

Endi    4,2

,
,

x t
u x t C   bolatuǵınlıǵın dálillewimiz kerek.   oblastta  

 ,u x t  funkciyanı t  boyınsha eki márte differenciallawdan alınǵan qatarlardıń 

teńólshemli jıynaqlı ekenligin kórsetemiz. Sebebi bul qatarlardıń teńólshemli 

jıynaqlılıǵı  ,u x t  funkciyanı t  boyınsha bir márte, x  boyınsha eki márte 

differenciallawdan alınǵan qatarlardıń jıynaqlılılǵın támiyinleydi. (8) sheshimdi  

t  boyınsha eki márte differenciallaymız.  

 
 

 

 
 

 

 

     

 

0

0 0 0

12
4 2

1 1

1
1

42

1

42

,
2

1 1

2 2

1 1
1 1 2 1

2 2

1 1
1 2 .

2 2

t

tt

i
t

n

n in in n n n

n i n

t

in n n n n

t

in n n n n

X x
u x t v e

e

X x
e sh t ch t

v e sh t ch t

v e sh t ch t

 

     

   

   



 



   


  
        

 
     

 
 

 
    

  


          (9) 

Bul (9) qatar  tómendegi san qatarı menen majorirlenedi 

   
2

4 2

1 0 0 0 2

1 1

n in in n in

n i

c v c v     


 

     
  ,         (10) 

bunda const, 1, 2
i

c i  . 

     , ,x x v x   funkciyalardı tómendegishe etip, biortogonal qatarlarǵa 

jikleymiz: 

   
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

n n n n

n

x X x X x X x   




   
  , 

   
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

n n n n

n

x X x X x X x   




   
  , 
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   
 
 

 
 

1 2

0 0 1 2

1

n n n n

n

v x v X x v X x v X x





   
   

bunda 
0 1 2 0 1 2 0 1 2
, , , , , , , ,

n n n n n n
v v v       turaqlı koefficientler tómendegi 

formulalar menen esaplanadı: 

     
 
 

 
 
 

1 1

1

0 0 1

0 0

1

2

2

0

, ,

,

n n

n n

x Y x dx x Y x dx

x Y x dx

   

 

 



 


           

           (11) 

     
 
 

 
 
 

1 1

1

0 0 1

0 0

1

2

2

0

, ,

,

n n

n n

x Y x dx x Y x dx

x Y x dx

   

 

 



 


              

        (12) 

     
 
 

 
 
 

1 1

1

0 0 1

0 0

1

2

2

0

, ,

.

n n

n n

v v x Y x dx v v x Y x dx

v v x Y x dx

 



 


               

       (13) 

Endi (11), (12) dagi ekinshi hám úshinshi integrallardı bóleklep, bes márte 

hám (13) degi ekinshi hám úshinshi integrallardı úsh márte bóleklep 

integrallaymız: 

 
   

 
   

5 5

1 1 1 1 2 25 5 5

5 5

1 2 2 1 2 25 5 5

1 1 1
, ,

1

1 1 1
, ,

1

n

n

n

n

n n n n n n

n n n

n n n n n n

n n n

e
a b

e

e
a b

e









   
  

   
  

    


    


 

 
   

 
3 3

1 3 3 1 2 23 3 3

1 1 1
,

1

n

n
n n n n n n

n n n

e
v a b v v v t

e




  

   


  

bunda 
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 
 

   
 

 
 

   
 

 
 

   
 

1 1

5 1 5

1 1

0 0

1 1

5 1 5

2 2

0 0

1 1

3 1 3

3 3

0 0

, ,

, ,

, ,

n n

n n

n n

x x

n n

x x

n n

x x

n n

a x e dx b x e dx

a x e dx b x e dx

a v x e dx b v x e dx

 

 

 

 

 

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

   
 

   
 

   
 

   
 

1 1

5 5 5 5

1 2

0 0

1 1

5 5 5 5

1 2

0 0

cos , 2 sin ,

cos , 2 sin ,

n n n n

n n n n

x xdx x xdx

x xdx x xdx

     

     

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1

3 3 3 3

1 2

0 0

cos , 2 sin
n n n n

v t v x xdx v t v x xdx    .  

, , , 1, 2
in in in

v i    mánislerin (10) ǵa qoysaq, onda bul qatorlar    oblastta 

absolyut jıynaqlı boladı.  Onda (9) qatarlar   oblastta absolyut hám teńólshemli 

jıynaqlı boladı. Sheshimniń birden birligi (8) den hám (5) sistemanıń tolıqlıǵınan 

kelip shıǵadı. Teorema dálillendi. 

 

III bap boyınsha juwmaqlaw 

 

Bul bapta tórtinshi tártipli teńlemeler ushın qoyılǵan nelokal aralas tuwrı 

hám keri máselelerdi sheshiw máseleleri qarastırılǵan. Bunda máseleniń 

sheshiminiń barlıǵı hám birden birligi, sheshimdi biortogonal qatarǵa jiklew 

arqalı kórsetildi. 
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Juwmaqlaw 

 

Házirgi waqıtlarda ilim hám texnikanıń hár túrli tarawlarında dara tuwındılı 

tórtinshi tártipli teńlemelerge hám olar ushın qoyılǵan máselelerdi sheshiwge 

qızıǵıwshılıq kúsheyip atır. Sebebi birólshemli aǵıslardıń dinamikası máselelesin 

úyreniw, ekponencial stratificirlengen suyıqlıqlardıń dinamikası máselesin 

úyreniw, dispergirirlengen ortalıqta tolqınlardıń tarqalıwın úyreniw, balkanıń hám 

sterjnniń kese terbelisin úyreniw hám t.b máseleler tórtinshi tártipli dara tuwındılı 

differenciallıq teńlemeler ushın qoyılǵan aralas hám shegaralıq máselelerdi 

sheshiwge keltiriledi. 

Bul magistrlik dissertaciya jumısında tórtinshi tártipli teńlemeler ushın 

qoyılǵan aralas-shegaralıq sheshiw máselesi izertlengen. 

Jumıstıń birinshi babında tórtinshi tártipli dara tuwındılı differenciallıq 

teńlemeler hám olardıń ilim hám texnikanıń hár túrli tarawlarında qollanılıwı, 

sonday-aq, olardı xarakteristik teńlemeniń diskriminantı hám koefficientlerine 

qarata túrlerge ajırıtıw usılları qaraldı.  

Jumıstıń ekinshi babında tórtmúyeshli oblastta tórtinshi tártipli teńlemeler 

ushın qoyılǵan aralas máselelerdi ózgeriwshilerdi ajıratıw usılı, Ritc hám 

Galerkin usılı, shekli ayırmalar usılları menen sheshilgen. Bazı bir máselelerdiń 

sheshimi ushın apriorlıq baha, bazı bir máselelerdiń sheshimi bahalandırıldı. 

Qaralıp atırǵan máselelerdiń spektral qásiyetleri izertlengen. Bir máseleniń 

volterra máselesi ekenligi kórsetildi. 

Jumıstıń ushinshi babında tórtinshi tártipli teńlemeler ushın qoyılǵan 

nelokal aralas tuwrı hám keri máselelerdi sheshiw máseleleri qarastırılǵan. Bunda 

máseleniń sheshiminiń barlıǵı hám birden birligi, sheshimdi biortogonal qatarǵa 

jiklew arqalı kórsetildi. 

Magistrlik dissertaciya jumısında tiykarǵı qaralǵan máseleler hám alınǵan 

nátiyjeler tómendegilerden ibarat:  

1. Tórtinshi tártipli teńlemeler, olardı túrlerge ajıratıw, sonday-aq, olardıń  

qollanılıwları tuwralı maǵlıwmatlar keltirildi. 
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2. Tórtmúyeshli oblastta bul teńlemeler ushın qoyılǵan máseleler 

ózgeriwshilerdi ajıratıw usılı, Ritc hám Galerkin usılları, shekli ayırmalar usılı 

sheshilip, nátiyjeler alındı. 

3. Bazı bir máselelerdiń sheshimi ushın apriorlıq baha alındı. Olardıń spektral 

qásiyetleri izertlendi. 

4. Bir máseleniń Volterra máselesi ekenligi kórsetildi. 

5. Bazı bir nelokal máselelerdiń sheshimi biortogonal qatar túrinde alındı. 

6. Bul túrdegi teńlemelerge qoyılǵan birneshe máseleler sheshilip kórsetildi. 
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QOSIMSHALAR 

(Kompyuter ushın C++ algoritmlik tilinde hàm Maple programmasında 

dúzilgen programmalardıń hám olardıń orınlanıwınan alınǵan sanlı natiyjelerdiń 

basıp shıǵarılǵan nusqaları) 
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#include <iostream> 

#include <math.h> 

#include <vector> 

#include<iomanip> 

using namespace std; 

vector <vector <double> >a(100,vector<double>(100)); 

void F(int n) 

{      

int k, i, j; 

     for(i=0; i<n; ++i) 

     { 

      k=i; 

      for(j=i+1; j<n; ++j) 

        if(fabs(a[j][i])>fabs(a[k][i]))k=j;    

     swap(a[i], a[k]); 

     double b=a[i][i];      

      for(j=i; j<=n; ++j) 

           a[i][j]/=b; 

      for(j=i+1; j<n; ++j) 

        for(k=i+1; k<=n; ++k) 

           a[j][k]-=a[i][k]*a[j][i]; 

      }     

     for(i=n-1; i>=0; i--) 

     { 

      a[i][i]=a[i][n]; 

      for(j=n-1; j>i; j--) 

        a[i][i]-=a[i][j]*a[j][j]; 

      } 

} 

double f(double x,double t){return t*t*sin(M_PI*x);} 

int main() 

{ 

    int i, j, n=16; 

 double u[n][n]; 

 for(i = 0; i <= 5; ++i) 

    { 

          for(j = 0; j<=n; ++j) 

           { 

     a[i][j]=0; 

           u[i][j]=0; 

           } 

    } 

 for(i = 0; i < 4; ++i) 

 { 

     a[i][i]=-2; 

           a[i][i+4]=1; 

           a[n-4+i][n-8+i]=1; 

           a[n-4+i][n-4+i]=-2; 

 } 

 double a1,a2,a3,a4,h,t; 

 h=0.2;t=0.2; 

 a1=4*t*t; 
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 a2=-6*t*t-2*h*h*h*h; 

 a3=h*h*h*h; 

 a4=-t*t; 

 for(i = 0; i < 4; ++i) 

 { 

     a[i+4][i]=a1; 

           a[i+4][i+4]=a2; 

           a[i+4][i+8]=a1; 

           a[i+4][i+12]=a4; 

           if(i!=0)a[i+4][i+3]=a3; 

           if(i!=3)a[i+4][i+5]=a3; 

        a[i+4][n]=t*t*h*h*h*h*f(2*h,t*(i+1)); 

       

     a[i+8][i]=a4; 

           a[i+8][i+4]=a1; 

           a[i+8][i+8]=a2; 

           a[i+8][i+12]=a1; 

           if(i!=0)a[i+8][i+7]=a3; 

           if(i!=3)a[i+8][i+9]=a3; 

           a[i+8][n]=t*t*h*h*h*h*f(3*h,t*(i+1)); 

 } 

 F(n); 

    int l=0; 

 for(i=1; i<=4; i++) 

    { 

    for(j=1; j<=4; j++) 

     {u[i][j]=a[l][l]; l++;} 

 } 

  

 cout<<" 

ÉÍÍÍËÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍËÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍËÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍËÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍËÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍËÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍ"<<cha

r(187)<<endl;  

    cout<<" º u º       0       º       1       º       2       º       3       º       4       º       5       º"<<endl; 

    for(i=0; i<=5; i++) 

 { 

 cout<<" 

ÌÍÍÍÎÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÎÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÎÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÎÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÎÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÎÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍ"<<char(185

)<<endl; 

 cout<<" º";cout.width(2);cout<<i; 

    cout<<" º "<<setprecision(8)<<setiosflags(ios::fixed|ios::showpoint); 

    for(j=0; j<=5; j++) 

    { 

      cout.width(13);cout<<setprecision(10)<<u[i][j]<<" º "; 

    } 

 cout<<endl; 

 } 

 cout<<" 

ÈÍÍÍÊÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÊÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÊÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÊÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÊÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÊÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍÍ"<<cha

r(188)<<endl; 

 cout<<"\n\n"; 

 for(i=1; i<=4; i++) 

    { 
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    for(j=1; j<=4; j++) 

     printf ("u[%d][%d] = %.11f  ", i,j, u[i][j]); 

     cout<<endl; 

 } 

 return 0; 

} 
 

╔═══╦══════════════╦══════════════╦══════════════╦══════════════╦═══════════════╦═══════════════╗ 

║ u ║     0        ║      1       ║      2       ║     3        ║     4         ║      5      ║  

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 0 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║  0.0000000000 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 1 ║ 0.0000000000 ║-0.0000698964 ║-0.0002526529 ║-0.0005501902 ║ -0.0008774975 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 2 ║ 0.0000000000 ║-0.0001397928 ║-0.0005053059 ║-0.0011003803 ║ -0.0017549950 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 3 ║ 0.0000000000 ║-0.0001397928 ║-0.0005053059 ║-0.0011003803 ║ -0.0017549950 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 4 ║ 0.0000000000 ║-0.0000698964 ║-0.0002526529 ║-0.0005501902 ║ -0.0008774975 ║  0.0000000000 ║ 

╠═══╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬══════════════╬═══════════════╬═══════════════╣ 

║ 5 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║ 0.0000000000 ║  0.0000000000 ║  0.0000000000 ║ 

╚═══╩══════════════╩══════════════╩══════════════╩══════════════╩═══════════════╩═══════════════╝ 

 

u[1][1] = -0.00006989642  u[1][2] = -0.00025265293  u[1][3] = -0.00055019016  

u[1][4] = -0.00087749749 

u[2][1] = -0.00013979285  u[2][2] = -0.00050530585  u[2][3] = -0.00110038032  

u[2][4] = -0.00175499498 

u[3][1] = -0.00013979285  u[3][2] = -0.00050530585  u[3][3] = -0.00110038032  

u[3][4] = -0.00175499498 

u[4][1] = -0.00006989642  u[4][2] = -0.00025265293  u[4][3] = -0.00055019016  

u[4][4] = -0.00087749749 

  

Process exited after 0.07514 seconds with return value 0 

Dlya prodoljeniya najmite lyubuyu klavishu . . . 

 

5, 5n m   bolǵanda Maple programmasında alınǵan sheshimniń juwıq 

mánisleri tómendegishe boladı: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


