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I-bap 

1.1§.Kirisiw 

      Házirgi  zaman  fizikasınıń,  mexanikasınıń, ximiyanıń  hám  texnikanıń  bir  

qatar  máseleleriniń  matematikalıq  modelleri  standart  bolmaǵan  baslanǵısh  

shegaralıq tuwra hám  keri  máselelerdi  úyreniwge  alıp  keledi. Bunday máseleler  

klassikalıq   matematikalıq  fizika  teńlemeleri  teoriyasında  analogına  iye  emes. 

Úshinshi  tártipli  aralas  tiptegi  teńlemeler  ushın  qoyılǵan  shegaralıq  máseleler  

A.V.Bicadze , M.S.Salahidinov, T.D.Djuraev  hám  olardıń  shákirtleri  tárepinen  

úyrenilgen. Olar  bul  máselelerdi  klassikalıq   aralas  oblasttıń  úshmúyeshlikti  

xarakterlewshi   giperbolalıq   bóliminde  izertlegen.  

      Keyingi  jıllarda  tuwrı  múyeshli oblastta  ekinshi  hám  úshinshi  tártipli  arlas  

tiptegi  teńlemeler  ushın qoyılǵan tuwrı hám  keri  máselelerdi  spektral  jayılma 

metodı  menen  izertlewge  qızıǵıw tuwıladı. Usı metod  járdeminde tuwrı  

máseleniń, dara  jaǵdayda  Dirixle máselesiniń  sheshiminiń  bir  tekliligi hám 

ornıqlılıǵı  haqqındaǵı  teorema dálillengen [4-7]. 

      Tuwrı  múyeshli  oblasttaǵı  aralas  tiptegi   teńlemeler  ushın  qoyılǵan tuwra  

hám  keri  máseleler K.B.Sabitov  tárepinen  izertlengenin  kóriwge  boladı. Ol  

tiykarınan 

    txtxD   ,10  ,  

tuwrımúyeshli  oblasttaǵı aralas  tiptegi  teńlemelerdiń 
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túrdegi  eki  klası ushın  qoyılǵan  shegaralıq  máselelerdi  úyrengen. 
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      Spektrallıq  analiz  metodı  jáne  tuwrı  múyeshli  oblasttaǵı   aralas  parabola-

giperbolalıq  hám  elliptik-giperbolalıq   tiptegi  teńlemeler   ushın  qoyılǵan  keri  

máseleni , anıǵıraq  aytqanda  teńlemeniń  oń  tárepindegi belgisiz  funkciyanı  

tabıw máselesin  izertlewde  qollanıladı. 

      K.B.Sabitov óz  miynetlerinde   D  oblasttındaǵı   aralas  tiptegi  teńlemelerdiń  
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 bunda      2,1,,, ixftxu
i

 - belgisiz funkciya, 

 klasları  ushın  qoyılǵan  keri  máselerdi  izertlegen [8-14].  

      Házirgi waqıtta aralas tiptegi teńlemeler teoriyası keńeygen bolıp, klassikalıq 

tiptegi teńlemelerdiń eki yamasa úsh kombinaciyasın óz ishine aladı. Aralas tiptegi 

teńlemelerdiń tez pát penen izertleniwi bir tárepten bul teńlemelerdiń kóp 

izertlenbegeni menen ekinshi tárepten olardıń fizika, mexanika hám texnikanıń 

áhmiyetli máselelerinde keń qollanıwı menen baylanıslı. 

      Házirgi zaman texnikasınıń tez rawajlanıwı tábiiy pánler aldına jańa 

wazıypalardı qoya basladı. Ásirese matematikaǵa, atap aytqanda differenciallıq 

teńlemeler, dara tuwındılı differenciallıq teńlemelerge texnikalıq máselelerdi 

sheshiw ushın jańadan-jańa shegaralıq máselelerdi sheshiw usılların jetilistiriw 

hám onıń ámeliyatta qollanıwların támiynlew sıyaqlı talaplardı qoydı. 

      Differenciallıq teńlemelerge keltiriletuǵın fizikalıq, mexanikalıq, texnikalıq 

máselelerden basqa ekologiya, biologiya, medicina, ximiya hám basqa da 

pánlerdiń de ámeliy máselelerin differenciallıq teńlemelerge keltiriw hám olar 
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ushın korrekt shegaralıq máselelerdi úyreniw zárúrliligi aktual bolıp tabıladı. 

Ásirese joqarıda aytılǵan  máselelerdi  pánniń  jańa tarawı aralas tiptegi 

teńlemelerdi  úyreniw respublikamızda  jetekshi  matematiklerimiz  basshılıǵında 

joqarı  dárejede rawajlanǵan. 

     Pitkeriw qánigelik jumısınıń tiykarǵı maqseti hám wazıypaları. Jumıstıń 

tiykarǵı maqseti-ekinshi tártipli aralas tiptegi teńlemeni sheshiw hám sheshimniń 

bar bolıw  máselesin izertlew. 

      Izertlewdi alıp barıw usılları. Qarastırılıp atırǵan shegaralıq máselelerdi 

sheshiwde ózgeriwshilerdi ayırıw yaǵnıy Fure metodınan paydalanıladı. 

      Izertlewdiń teoriyalıq hám ilimiy áhmiyeti. Pitkeriw qánigelik jumısı 

teoriyalıq áhmiyetke iye. Olardan joqarı tártipli aralas tiptegi teńlemelerdi 

sheshiwdi úyreniwde paydalanıw hám usı qánige boyınsha studentlerge arnawlı 

kurs oqıǵanda paydalanıwǵa boladı. 

      Pitkeriw qánigelik jumısınıń kólemi hám mazmunı. Jumıs kirisiw bólimi, 2 

bap (5 paragraf), juwmaqlawshı bólim hám paydalanılǵan ádebiyatlar diziminen 

ibarat. 

      1-bap 2 bólimnen turadı. 1.1-bólim pitkeriw qánigelik jumısına kirisiw bólimi 

bolıp  tabıladı.  1.2-bóliminde bolsa ortogonal sistemalar haqqında maǵlıwmat 

beriledi. 

      2-bap  óz ishine 3 bólimdi aladi. Bul bapta  pitkeriw qánigelik jumısınıń 

tiykarǵı mazmunı sóz etiledi. 2.1-bólim   “Lavrentev-Bicadze teńlemesi  ushın 

shegaralıq másele ” dep atalıp onda máseleniń qoyılıwı hám sheshiliwi keltiriledi: 

Másele tómendegishe qoyıladı:  

  0sgn, 
yyxx

uyuyxLu  

Lavrentev-Bicadze  teńlemesin   
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    yxyxD   ,10  ,    , 0,0    

tuwrımúyeshli  oblastındaǵı  shegaralıq  máselesiniń  sheshimin  tabıw   talap  

etiledi.  Bul  sheshim  Fure  metodı  járdeminde  izertleniledi  hám 

 






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


0  ,sin)sincos(2

0    ,sin)(2
,

yxybya

yxyshbycha
yxU

kkkkk

kkkkk

k




 

sheshimi  keltirip  shıǵarıladı. 

  0 


yDD      0 


yDD  

belgilewlerdi kiritiw arqalı, tómendegi máseleni qarastırıwǵa kelinedi: 

 D  oblastında tómendegi  shártlerdi qanaatlandırıwshı   yxu ,  funkciyanı tabıń: 

      DD,  , 0,
-




yxyxLu  

      y-        ,0,,0 yluyu  

    10          ,  xxxu   

    10          ,  xxxu   

bunda     xx  ,  - tómendegi  shártlerdi  qanaatlandırıwshı berilgen sıypaq  

funkciyalar. 

        01010    

Máseleniń   sheshimi  Fure  metodı  járdeminde  izertleniledi  hám 

)()(),( yYxXyxU   kóriniste  izertlenedi. Bunnan soń ózgeriwshiler ajıralǵan 

teńleme payda boladı hám olardıń ulıwma mánisi   spektral parametrine 

teńlestiriledi   
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Bunnan soń )(xX  hám  yY  ǵa baylanıslı eki teńleme payda boladı hám berilgen 

baslanǵısh hám shegaralıq shártlerdi esapqa alǵan halda máseleniń 

 









0,sin)sincos(

0,sin)(
,

yxybya
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formal sheshimi  keltirip  shıǵarıladı. 

2.2-bólimi “Máseleniń sheshiminiń birden-birligi” dep atalıp, bunda sheshimniń  

birden-birliginiń  tiykarǵı shárti keltirilip  shıǵarıladı.  

2.3-bólimi “Máseleniń  sheshiminiń bar  bolıwı”  dep  ataladı  hám  bul  bólimde 3 

lemmadan  paydalanıp sheshimniń  bar  bolıwı  hám sheshimdi  qatar  kórinisinde  

ańlatılıwı  keltirip  ótiledi.  
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§1.2.   Ortogonal sistemalar 

1.2.1-anıqlama. Skalyar kóbeyme kiritilgen hár qanday sızıqlı keńislikke 

Gilbertaldı keńisligi delinedi. 

      Meyli R  Gilbertaldı keńisligi bolsın.  

1.2.2-anıqlama. Eger Rx  hám Ry   elementleri ushın   0, yx  teńligi orınlı 

bolsa, onda x  hám y  elementleri ortogonal  dep ataladı hám yx   túrinde 

belgilenedi.  

1.2.3-anıqlama. Eger R  keńisliginiń   ARxx  


  ,  ,    ( A -indeksleriniń 

bazıbır kópligi) elementleri kópligi berilgen bolıp, ondaǵı qálegen eki element 

ortogonal bolsa, onda  


x  elementler sistemasına ortogonal sistema delinedi. 

Usıǵan qosımsha bul elementler sistemasındaǵı hár bir elementtiń norması 1 ge teń 

bolsa, yaǵnıy A   ushın 1


x   teńligi orınlı bolsa, onda  


x  -ortonormal 

sistema dep ataladı.  

      Eger   Ax 


  ,   sistema  ortogonal   hám A   indeksinde   0


x
  

qatnası   orınlansa, onda bul elementler sistemasın normallastırıw múmkin. 

      Berilgen elementler sistemasındaǵı  hár bir  elementti sáykes 


x   normasına 

bóliw járdeminde payda bolǵan 








 A
x

x




 ,  túrindegi elementler sisteması 

ortonormal sistema boladı.  

1.2.1-lemma. Eger R  keńisliginiń  Ax 


  ,  
 
( A -indekslerdiń bazıbir kópligi) 

elementler sisteması ortogonal bolıp, A  ushın 0


x   bolsa, onda bul 

elementler sisteması sızıqlı ǵárezli emes sistema boladı.  

Dálillew. Meyli ayırım  ,...2,1 , ,  kAx
kk




   elementleri ushın 

0...
21 21


n

xxx
n 

  

ten`ligi orınlı bolsın. Onda tayınlanǵan ,...2,1 , kk   ushın  bul  teńliktiń  eki 

tárepin 
k

x


 elementine skalyar kóbeytip,  
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                  0, 
kk

xx
k 

                                            (1.2.1) 

teńligine iye bolamız. Sebebi, lemma shártine sáykes eger kj   bolsa,   

   0, 
kj

xx


  boladı. (1.2.1) teńliginen, 0
k

x


  bolǵanı ushın,   0, 
kk

xx


   hám 

nk
k

,...2,1,0   bolıwın kóremiz. Bul berilgen  Ax 


  ,   elementler 

sistemasınıń sızıqlı ǵárezli emes ekenligin kórsetedi. 

1.2.2-lemma. Eger R  keńisliginiń 
n

xxx ,...,,
21

 elementleri sisteması ushın              

                  

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2

( , ) ( , ) ...( , )

( , ) ( , ) ...( , )
( , ,..., )

.....................................

( , ) ( , ) ...( , )

n

n

n

n n n n

x x x x x x

x x x x x x
G x x x

x x x x x x

                     (1.2.2) 

determinantınıń mánisi 0 ge teń bolsa, onda berilgen elementler sisteması sızıqlı 

ǵárezli boladı.  

      1 2
( , ,..., )

n
G x x x

 
determinantına berilgen elementler sistemasınıń Gramm 

determinantı delinedi. 

Dálillew. Tómendegi  

1 1 2 2
( ... , ) 0 1,

n n i
x x x x i n                     

    
(1.2.3)                                                                                       

túrindegi  0, 1, 2,...,
i

i n     belgisizlerine baylanıslı n  birtekli teńlemelerdiń  

sızıqlı sistemasın qarastıramız. 

      Bul bir tekli sistema nollik bolmaǵan (trivial emes) sheshimlerge iye bolıwı 

ushın 

1 1 2 2
( , ) ( , ) ... ( , ) 0 1,

i i n n i
x x x x x x i n        

teńlemeler sistemasınıń determinant nolge teń bolıwı shárt. Bizlerdiń jaǵdayda bul 

determinant Gramm determinantınıń transponirlengenine teń boladı hám onıń 

mánisi lemma shártine sáykes 0 ge teń. Onda, (1.2.3) teńlemeler sisteması nollik 

bolmaǵan sheshimine iye, yaǵnıy  , 1,
i

i n   lerdiń hámmesi bir waqıtta 0 ge teń 

bola almaydı. 

      Endi (1.2.3) teńlemeler sistemasındaǵı hár bir teńlemeni sáykes 
i

 ge kóbeytip, 

nátiyjeni barlıq  1, 2,...,i i n  ler boyınsha qosıp,   
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1 1 2 2
( ... ) 0 1,

n n
x x x i n        

teńligin  payda etemiz. Bunnan,  
1 1 2 2

... 0
n n

x x x         teńligi , 1,
i

i n   

lerden bazıbir nolden ózgeshe bolǵanda orınlı degen nátiyje shıǵadı, yaǵnıy 

1 2
, ,...,

n
x x x  elementler sisteması sızıqlı ǵárezli. 

 

Trigonometrıyalıq funkciyalar sisteması 

1.2.1-tastıyıqlaw. 

                       1,cos ,sin ,cos 2 ,sin 2 ,..., cos ,sin ,...x x x x nx nx             (1.2.4) 

trigonometriyalıq funkciyalar sisteması  2
,L    keńisliginde ortogonal sistema 

boladı. 

Trigonometriyalıq funkciyalar ushın     

                          

2 2

sin s 0,

sin sin 0,

co s sin 0, , 0,1, 2,...

co s sin , 1, 2,...

nxco mxdx n m

nx mxdx n m

nx mxdx m n

ndx nxdx n




















 

 



 



 



  




               (1.2.5) 

teńlikleriniń orınlı bolıwın bundaǵı integrallardı tuwrıdan-tuwrı esaplaw 

nátiyjesinde tekseriw qıyın emes. Nátiyjede (1.2.4) trigonometriyalıq funkciyalar 

sisteması ortogonal degen juwmaqqa kelemiz. 

      Endi  2
,L   keńisliginiń norma anıqlaw formulasınan paydalanıp, 

1 2  hám (1.2.5) formulalardan sin nx  ,  co s nx  ,  1, 2,...n   

teńliklerine iye bolamız. Onda (1.2.4) trigonometriyalıq funkciyalardıń ortogonal 

sistemasına sáykes keliwshi ortonormal sisteması    

1 1 1 1 1
, cos , sin ,..., cos , sin ,...

2
x x nx nx

    
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kóriniste jazıladı. 

 

Ortogonallastırıw 

      Meyli  E   Gilbertaldı keńisligi bolsın.  

E  keńisliginde  , 1, 2,3,...
n

x n   elementlerdiń sanaqlı sisteması berilgen hám bul 

sistema sızıqlı ǵárezli emes sistema bolsın. Shekli sandaǵı sızıqlı kombinaciyalardı 

ámelge asırıw nátiyjesinde  , 1, 2,3,...
n

x n   sistemasınan ortogonal sistema ajıratıp 

alıw máselesin qarastıramız. Qoyılǵan máseleniń sheshimi tómendegi teoremada 

keltirilgen. 

1.2.1-teorema. Meyli  

                                         
 , 1, 2,3,...

n
x n                                        (1.2.6)                       

elementler sisteması E  keńisliginiń sızıqlı ǵárezli emes elementleri sisteması 

bolsın. Onda, E  keńisligi elementleriniń sonday , 1, 2,...
n

y n   ortogonal 

sisteması bar bolıp, bul sistemanıń hár bir elementi (1.2.6) sistemanıń dáslepki n 

dana elementleriniń sızıqlı kombinaciyası boladı, yaǵnıy  
n

y   sanı ushın  

                                   ,1 1 ,2 2 ,
...

n n n n n n
y x x x                            (1.2.7)                             

teńligi orınlı boladı.  

      (1.2.7) kórinistegi  n
y  ortogonal sistemasın dúziw processine  n

x  sistemasın 

ortogonallastırıw processi delinedi. 

Dálillew. 
1 1

y x  dep alamız. (1.2.6) sistema sızıqlı ǵárezli emes elementler 

sistemasi bolǵanlıǵı ushın 
1

0y   boladı. 

        Meyli, (1.2.7) shártin qanaatlandırıwshı óz-ara ortogonal bolǵan 

0, 1, 2,..., , 1
n

y n k k    elementleri bar bolsın. Onda barlıq 
1
,...,

k
y y

elementlerine ortogonal bolǵan 
1k

y


 elementti  

                    1 k 1,1 1 k 1,2 2 k 1, 1
...

k n n k
y y y y x  

    
                     (1.2.8)  

kórinisinde izleymiz. Sonda ortogonallıq shártinen, 

                              
    0,...,

111


 kkk
yyyy

  
                             (1.2.9) 
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teńlikleriniń orınlanıwı tiyis.  (1.2.8) hám (1.2.9) teńliklerden paydalanıp, 

                  
1,1111,111

,,,...,,,



kkkkkkkk

xyyyxyyy              (1.2.10) 

teńlemeler sistemasına iye bolamız.  (1.2.10) teńlemeler sistemasınan 

1,
, 1, 2,...

k i
i k


  koefficientleri bir mánisli tabıladı. 

      Endi tabılǵan koefficientlerdi (1.2.8) formuladaǵı sáykes ornına qoyıp, 

nátiyjede 
k

yy ,...,
1

 elementlerin (1.2.7) kórinisindegi sáykes ańlatpaları menen 

almastırıp, bir qansha apiwayılastırǵannan keyin  

                1 k 1,1 1 k 1,2 2 k 1,k 1
...

k k k
y x x x x  

    
                         (1.2.11) 

teńligine iye bolamız. Bunda 0
1


k
y  boladı, sebebi keri jaǵdayda 

121
,...,,

k
xxx  

elementler sisteması sızıqlı ǵárezli bolǵan bolar edi.  

 

Fure qatarları hám olardıń qásiyetleri 

      Meyli  E  Gilbertaldı keńisligi bolsın. E  keńisliginen n  dana sızıqlı ǵárezli 

bolmaǵan 
n

eee ,...,,
21

 vektorlar sistemasın hám tayınlanǵan (fiksirlengen) Ry   

vektorın alamız.  

                                   1 1 2 2
...

n n
a e a e a e                                         (1.2.12) 

túrindegi  múmkin bolǵan sızıqlı kombinaciyalar kópliginen , 

                              1 1 2 2
( ... )

n n
y a e a e a e                                       (1.2.13) 

ańlatpa minimum mánisine iye bolatuǵın sızıqlı kombinacıyanı ajıratıp alıw 

máselesin qarastıramız. Bul másele argumentleri 
1
,...,

n
a a  bolǵan  

                  

2

1 1 1

,

n n n

k k k k k k

k k k

y a e y a e y a e
  

 
    

 
                       (1.2.14) 

funkciyasınıń minimumın tabıw máselesine teń kúshli. 

       Eger E  keńisligi n-ólshemli keńislik hám 
1 2
, ,...,

n
e e e  vektorları bul 

keńisliktiń bazis vektorları bolsa, onda (1.2.12) sızıqlı kombinacıyasınıń 

, 1, 2,...,
k

a k n   koefficientlerin sonday saylap alıw múmkin, nátiyjede 

nn
eaeaeay  ...

2211
                                   (1.2.15)                                                  
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teńligi orınlı boladı hám bul jaǵdayda (1.2.13) ańlatpa 0 ge aylanadı. 

      Eger E  keńisliginiń  ólshemi shekli bolmasa yamasa shekli bolıp, biraq n nen 

úlken bolsa, onda ulıwma jaǵdayda (1.2.15) teńligi orınlı bolatuǵınday etip (1.2.12) 

sızıqlı  kombinaciyasınıń nka
k

,...,2,1,    koefficientlerin tańlaw múmkin emes. 

Bul jaǵdayda (1.2.13) ańlatpası minimal mánisine erisetuǵın (1.2.12) sızıqlı 

kombinaciyasın tabıw máselesine iye bolamız. 

      Zárúr bolsa joqarıda keltirilgen ortogonallastırıw procesin paydalanıp, 

n
eee ,...,,

21
 vektorlar sistemasınıń nolden ózgeshe bolǵan vektorlardan dúzilgen 

vektorlardıń ortogonal sisteması menen almastırıw múmkin. Sol sebepli 

  njkjkeee
jkk

,1,  ,  ,0,  ,0   

ortogonallıq shárti orınlanǵan dep esaplaymız. Bul ortogonallıq shártinen 

paydalanıp (1.2.14) funkciyanı  

     

 
   







 



















n

k
k

k

n

k
k

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

n

j

jkjk

n

k

kk

e

ey

e

ey
eayeyaeay

eyaeeaayyeay

1

2

2

1

2

2

2

11

222

11 1

2

1

,,
,2

,2,,

  (1.2.16) 

kórinisinde jazıw mumkin. Onda,  

                       

 ,
0

k

k k

k

y e
a e

e
  ,         yaǵnıy     

 
2

,
k

k

k

y e
a

e


               

(1.2.17) 

bolsa, (1.2.13) ańlatpası minimum mánisine iye bolıwın kóremiz. 

1.2.4-anıqlama.(1.2.16) formula járdeminde anıqlanǵan , 1, 2,...,
k

a k n  sanlarına 

y E  elementiniń 
1 2
, ,...,

n
e e e  vektorlar sisteması boyınsha Fure koefficientleri 

delinedi. 

      Eger 
1 2
, ,...,

n
e e e  vektorlar sisteması ortonormal bolsa, onda (1.2.16) formula  

                                             
 ,

k k
a y e

                                                
(1.2.18) 

kórinisinde jazıladı. 

      Eger (1.2.16) ańlatpadaǵı 
n

aaa ,...,
21

 lerdi (1.2.17) formulaǵa sáykes Fure 

koefficientleri menen almastırsaq, onda 
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2

22 2

1 1

0

n n

k k k k

k k

y a e y a e
 

    
                       

(1.2.19) 

teńsizligine iye bolamız. Bul teńsizlikten  

                                   

2 22

1

n

k k

k

a e y


                                           (1.2.20) 

teńsizligi kelip shıǵadı. 

Solay etip tómendegi teorema dálillenedi. 

1.2.2-teorema. Meyli  , 0, 1,
k k

e e k n   sistema E  Gilbertaldı keńisliginiń 

ortogonal vektorları sisteması bolsın. Onda Ey  vektorı ushın 


n

k

kk
ea

1

 sızıqlı 

kombinaciyası koefficientleri retinde Fure koefficientleri alınǵanda, yaǵnıy 

nka
kk

,...,2,1,   teńlikleri orınlı bolǵanda, bul sızıqlı kombinaciya y  

vektorınıń eń jaqın juwıqlasıwın beredi. Bunda,  

1

2 2

22 2

,...,
1 1 1

inf 0
n

n n n

k k k k k k

k k k

y e y a e y a e
 


  

         

qatnası orınlı boladı. 

      Endi E  keńisliginiń  

                                    
 , 0, 1,

k k
e e k n                                      (1.2.21) 

túrindegi elementlerdiń ortogonal sisteması berilgen bolsın. Bul jaǵdayda da Ey  

elementiniń (1.2.21) ortogonal sistema boyınsha Fure koefficientleri (1.2.17) 

formula jardeminde anıqlanadı.  

1.2.5-anıqlama. , 1, 2,...,
k

a k n
 

sanları Ey  elementtiń (1.2.21) elementler 

sisteması boyınsha (1.2.17) formula járdeminde anıqlanǵan Fure koefficientleri 

bolsa, onda 

                                                    




1k

kk
ea                                               (1.2.22) 
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qatarına Ey  elementtiń (1.2.21) elementler sisteması boyınsha Fure qatarı 

delinedi. Bul fakt 

   


1

~
k

kk
eay  

túrinde jazıladı. 

1.2.6-anıqlama. 

 
1

2

,...,
1

inf , 1, 2,...
n

n

n k k

k

E y y e n
 




    

teńligi járdeminde  anıqlanatuǵın  yE
n  

sanına Ey  elementiniń


n

k

kk
ea

1

 

 (n-

fiksirlengen) túrindegi sızıqlı kombinaciyalar boyınsha eń jaqsı juwıqlasıwı 

delinedi. Bul infimum 


n

k

kk
ea

1

 

túrindegi sızıqlı kombinaciyalardıń múmkin bolǵan 

1 2
, ,...

n
  

 
koefficientleri boyınsha alınǵan. 

     Bul anıqlamadan  

                                   
   1n n

E y E y


                                           (1.2.23) 

teńligi orınlı ekenligin kóremiz. 

1.2.2-teoremada 

 
1

22 2

,...,
1 1 1

inf
n

n n n

n k k k k k k

k k k

E y y e y a e y a e
 


  

       
      

(1.2.24) 

qatnası orınlı ekenligi kelip shıǵadı. Bunda  
 

 

,
, 1, 2,...

,

k

k

k k

y e
a k

e e
  . 

Kelip shıqqan tastıyıqlawdı 1.2.2-teoremanıń saldarı retinde keltiremiz. 
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1.2.1-saldar. Ey  elementine sáykes keliwshi Fure qatarınıń 
1

n

n k k

k

S a e


  dara 

qosındısı Ey  elementiniń 
1 1 2 2

...
n n

a e a e a e   túrindegi múmkin bolǵan sızıqlı 

kombinaciyalar boyınsha eń jaqsı juwıqlasıwın beredi.  

1.2.2-saldar. 

                              1
, 1, 2,...

n n
y S y S n


                          (1.2.25) 

teńsizligi orınlı. 

(1.2.25) teńsizligi (1.2.23) hám (1.2.24) qatnaslarınan tuwrıdan-tuwrı  kelip 

shıǵadı.  

1.2.3-saldar. Ey  elementiniń , 1, 2,...
n

a n   Fure koefficientleri ushın, 

                                              

2 22

1

n n

n

a e y





                                     (1.2.26) 

Bessel  teńsizligi orınlı. 

Bessel  teńsizligi (1.2.20)  teńsizliginen n   te  kelip shıǵadı. 

1.2.4-saldar. Eger 0c   turaqlısı bar bolıp, ,...2,1  ,  kce
k

  teńsizligi orınlı 

bolsa,  onda Fure koefficientleri k  te nolge umtıladı, yaǵnıy 

                                           
lim 0

k
k

a


                                             (1.2.27) 

1.2.7-anıqlama. E  metrikalıq keńislik bolıp, bul keńislikte elementleriniń hár bir 

fundamental izbe-izligi jıynaqlı bolsa, onda  E  keńisligine tolıq metrikalıq 

keńislik delinedi. 

1.2.8-anıqlama. Skalyar kóbeyme kiritilgen hár bir tolıq sızıqlı keńislikke Gilbert  

keńisligi delinedi. 

      Endi  Fure qatarınıń jıynaqlı bolıwı haqqındaǵı máseleni qarastıramız. 

1.2.3-teorema. Eger  E -Gilbert keńisligi bolsa, onda Ey  elementiniń (1.2.21) 

sistema túrindegi elementlerdiń qálegen ortogonal sistema boyınsha Fure qatarı 

jıynaqlı boladı hám eger  
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0

1

n

k k

k

y a e


                                        (1.2.28) 

teńligi orınlı bolsa, onda 
0

y y  element (1.2.21) sistemanıń hár bir elementine 

ortogonal boladı. 

Dálillew. Meyli 
1

n

n k k

k

S a e


  ,...2,1n  izbe-izligi Ey  elementiniń (1.2.21) 

ortogonal elementar sisteması boyınsha (1.2.22) Fure qatarınıń dara qosındıları 

izbe-izligi bolsın. Onda  

2

2 22

1 1 1 1

,

n p n p n p n p

n p n k k k k k k k k

k n k n k n k n

S S a e a e a e a e

   



       

   
 
 
 

   
    

(1.2.29) 

boladı. Bunda, ,...2,1n  Np . (1.2.26)  Bessel  teńsizliginen,  
22

1

k k

k

a e






 

qatarınıń jıynaqlı bolıwı málim. Onda bul qatar ushın sanlı qatarlardıń jıynaqlı 

bolıwı haqqındaǵı Koshi kriteriyi orınlanǵan. Demek, 0   sanı ushın, sonday 

n N

  nomeri tabıladı da n n


   nomerlerinde hám p N  sanında  

22 2

1

n p

k k

k n

a e 



 

  

teńsizlik orınlanadı. Sonlıqtan (1.2.29)  teńligin esapqa alıp, n n


   nomerlerinde 

hám p N  sanı ushın 
n p n

S S 

    teńsizligin jazıw múmkin, yaǵnıy  

n
S   

izbe-izligi E  keńislikte fundamental izbe-izlik boladı. E  tolıq bolǵanlıǵı ushın 

 
n

S  jıynaqlı.  

      Meyli,  
n

S  izbe-izligi E  keńisliginiń 
0

y  elementine jıynaqlı bolsın. Onda 

(1.2.28) hám (1.2.17) formulalardan paydalanıp,  

         

   
 

   

0 0

1

2 2

2

, , , , ,

,
, , , , 0

k k k k n n n

n

k

k k k k k k k

k

y y e y e y e y e a e e

y e
y e a e y e e y e y e

e





     

     


 

teńligi  Nk   sanında orınlı bolıwın kóremiz, yaǵnıy 
0

yy   elementi (1.2.21) 

sistemanıń hár bir aǵzasına ortogonal. 
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Tolıq ortogonal sistemalar hám olardıń Fure qatarı menen baylanısı 

Meyli , 1, 2,...
n

e E n 
 

elementler sisteması berilgen bolsın. Bul elementler 

sistemasınıń shekli sandaǵı aǵzalarınıń sızıqlı kombinaciyaları kópligi E  

keńisliginde tıǵız bolsa, yaǵnıy hár bir x E  elementi hám  0   sanı ushın, 

sonday  ,n n x  nomeri hám 
1 2
, ,...,

n
    sanları tabılıp, 

 1 1
...

n n
x e e                                          (1.2.30) 

teńsizligi orınlı bolsa, onda berilgen elementler sistemasına E  keńisligi 

elementleriniń tolıq sisteması delinedi. 

1.2.4-teorema. E  Gilbertaldı  keńisligindegi (1.2.21) elementlerdiń ortogonal 

sistemasınıń usı keńisliktiń elementleriniń tolıq sisteması bolıwı ushın, y E  

elementiniń Fure qatarı usı elementtiń ózine jıynaqlı bolıwı, yaǵnıy  

                                                1

k k

k

y a e





                                        (1.2.31) 

bunda  
 ,

, 1, 2,...
k

k

k

y e
a k

e
   yamasa  

                                     1

lim 0

n

k k
n

k

y a e




                                      (1.2.32) 

teńliginiń orınlı bolıwı zárúrli hám jetkilikli boladı. 

Dálillew. 

Jetkilikliligi. Meyli (1.2.32) teńligi orınlı bolsın. Onda 0   sanı ushın (1.2.31) 

Fure qatarınıń sonday 
1

n

n k k

k

S a e


  dara qosındısı tabıladı da, 
n

y S    teńsizligi  

yaǵnıy (1.2.30) shárti orınlı boladı. 

Zárúrliligi. Meyli (1.2.30) shárti 
1 2
, ,...,

n
    sanlarında orınlı bolsın, onda 1.2.2-

teoremadan bul shárt 
1 1

,...,
n n

a a    bolǵan jaǵdayda orınlanadı, yaǵnıy 

tayınlanǵan 0    sanı ushın (1.2.33) teńsizligi bazıbir n  hám m n   natural 

sanlarında orınlı boladı. Bul (1.2.32)  shárttıń orınlı bolıwına teń kúshli. 
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1.2.5-teorema. Gilbertaldı keńisligine tiyisli y  elementiniń (1.2.22) Fure qatarı 

ózine jıynaqlı bolıwı ushın,  







1

222

k

kk
eay  

Parseval teńliginiń orınlı bolıwı zárúrli hám jetkilikli. Bunda , 1, 2,...
k

a k   sanları 

y E  elementiniń (1.2.21)  elementlerdiń ortogonal sisteması boyınsha Fure 

koefficientleri. 

Zárúrliligi. Meyli y  elementiniń (1.2.22) Fure qatarı usı elementtiń  ózine 

jıynaqlı bolsın, yaǵnıy 
1

k k

k

y a e





   dep jazıw múmkin. Bul teńlikten,  

 
22

2

2

1 1 1 1

22 2

1

,
,

0

k

k k k k k k

k k k k k

k k

k

y e
y a e y a e y a e y

e

y a e

   

   





 
       

 

  

   



 

bolıwın kóremiz. Bunnan 
22 2

1

k k

k

y a e






 

Parseval teńligine iye bolamız. 

Jetkilikliligi. Meyli Parseval teńligi orınlı bolsın. (1.2.19) teńlikke sáykes  

2

22 2

1 1

n n

k k k k

k k

y a e y a e
 

     

teńligi orınlı edi. Bul teńlikte n    te shekke ótsek, onda  

1

lim 0

n

k k
n

k

y a e




  ;           
22 2

1

lim 0

n

k k
n

k

y a e




 
  

 


          

(1.2.35) 

yaǵnıy 
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22 2

1

lim

n

k k
n

k

y a e




 
                                       

(1.2.36) 

shártleriniń  teń kúshli ekenligin kóremiz.  

1.2.5-saldar. E  Gilbertaldı  keńisligindegi (1.2.21) elementlerdiń ortogonal 

sisteması usı keńislikte tolıq bolıwı ushın Parseval teńliginiń y E elementi ushın 

orınlanıwı zárúr hám jetkilikli. 

1.2.6-teorema. E  Gilbertaldı  keńisligin (1.2.21) elementlerdiń ortogonal sisteması 

usı keńislikte tolıq sistema bolsa hám y E elementininiń (1.2.21)  elementler 

sisteması boyınsha har bir Fure koefficienti  0  ge teń bolsa, onda  0y    teńligi 

orınlı boladı. 

Dálillew. Shártke muwapıq 0
k

a  . Onda (1.2.34) Parseval teńliginen 0y   

boladı. Onda 0y  . 

1.2.6-saldar. Eger 
1

y E  hám 
2

y E  elementleriniń (1.2.21) elementlerdiń tolıq 

ortogonal sisteması boyınsha Fure koefficientleri óz-ara teń bolsa, onda 
1 2

y y  

boladı.  

Dálillew. 
1

y  hám 
2

y  elementlerdiń Fure koefficientleri ushın  

   1 2

2 2

, ,
, 1, 2,...

k k

k k

y e y e
k

e e
   

teńligi orınlı boladı. Onda 
1 2

y y y   elementiniń barlıq Fure koefficientleri ushın  

       1 2 1 2

2 2 2 2

, y , , ,
0, 1, 2,...

k k k k

k k k k

y e y e y e y e
k

e e e e


       

teńligi orınlı bolǵanlıǵı ushın 1.2.6-teoremadan 0y   yaǵnıy 
1 2

y y   boladı. 
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II bap 

§2.1.Lavrentev-Biсadze teńlemesi  ushın shegaralıq  másele 

Máseleniń qoyılıwı 

                                       ,10  | ,   yxyxD  

tuwrımúyeshlik oblastında  

                                0sgn, 
yyxx

uyuyxLu                                      (2.1.1) 

teńlemesin  qarastıramız. Bunda α,β – berilgen  oń  sanlar. 

Meyli  

  0 


yDD               0 


yDD    
 

bolsın. Tómendegi máseleni  qarastıramız. D  oblastında tómendegi  shártlerdi 

qanaatlandırıwshı   yxu ,  funkciyanı tabın’. 

                                         


 DDCDСyxu
21

,                                  (2.1.2) 

                                             DD,  , 0,
-




yxyxLu                                (2.1.3)                              

                                       y-        ,0,,0 yluyu                               (2.1.4) 

                                         10          ,  xxxu                                      (2.1.5) 

                                            10          ,  xxxu                                     (2.1.6) 

bunda     xx  ,  - tómendegi  shártlerdi  qanaatlandırıwshı berilgen sıypaq  

funkciyalar. 

        01010    
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Máseleniń  dara sheshimi  dúziw 

      (2.1.1)  teńlemeniń  D  oblastında nollik  emes dara sheshimlerin (2.1.4) 

shegaralıq shártlerdi  qanaatlandırıwshı  kóbeyme  

                                               yYxXyxu ,                                            (2.1.7) 

kórinisinde  izleymiz. 

     yYxXyxu
xx

,  

     yYxXyxu
yy

,  

Tabılǵanlardı  (2.1.1) teńlemege  qoysaq  

        0sgn  yYxXyyYxX  

teńlemesine  iye  bolamız. Teńlemeniń  eki  tárepin     yYxX  kóbeymege  

bólemiz  hám  

 

 

 

 
0sgn 






yY

yY
y

xX

xX
 

yamasa  

 

 

 

 yY

yY
y

xX

xX 



sgn  

teńliklerine  iye  bolamız. Bul  teńliklerdiń mánisin   ǵa teńlestiremiz 

                                        

 

 

 

 







yY

yY
y

xX

xX
sgn                                (2.1.8) 

(2.1.8) teńlikte    parametr spektral  parametr  dep ataladı. 

(2.1.8) teńlikten tómendegi  teńlemelerge  kelemiz 

                                    10        ,0  xxXxX                                 (2.1.9) 

                              0,0,    ,0sgn   yyYyYy                  (2.1.10) 

(2.1.4) shegaralıq  shártlerden  

        yyYXyu       ,00,0  

        yyYXyu       ,01,1  
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teńliklerine  iye  bolamız. Bunda     ,   ,0  yyY    bolǵanı  ushın  

    010  XX  boladı. 

Demek,  xX   funkciyası   

                                10        ,0  xxXxX                                  (2.1.9) 

                                          010  XX                                            (2.1.11) 

Túrindegi  Shturm-Luivill máselesiniń  sheshimi  boladı. (2.1.9)  teńlemeniń  

sheshimin    kx
exX   túrinde izleymiz. Sonda  

  kx
ekxX

2
     boladı. Onda (2.1.9) teńlemeden  

   00
22


kxkxkx

ekeek    teńlemesine  kelemiz. Bunda   0
kx

e  bolģanı  

ushın  

                                            0
2

 k                                              (2.1.12) 

 teńlemege  iye  bolamız. (2.1.12) teńlemesinen   ikik 
21

,  korenlerdi  

tabamız.  Onda (2.1.9)  teńlemeniń  dara  sheshimleri       xixi
exXexX

 


21
   ,   

kórinisinde  boladı. Bular Eyler  formulası  boyınsha  

  xixxX  sincos
1

  

  xixxX  sincos
2

  

kórinisinde  jazıw  múmkin. Bunnan   xxX cos
10

 ,   xxX sin
20

   (2.1.9)  

teńlemeniń dara sheshimi  boladı. Demek, 

  xCxCxX  sincos
21

  

  (2.1.9) teńlemeniń  ulıwma  sheshimi  boladı, bunda 
21

,CC -erikli turaqlılar. 

(2.1.11) shegaralıq  shártlerden 
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  00sin0cos0
21

  ССX  

  01sin1cos1
21

  ССX   

yamasa  

                                 








0sincos

00

21

21

 СС

СС
                                 (2.1.13) 

21
,СС  erikli  turaqlılarǵa  baylanıslı  algebralıq  teńlemelerdiń  sızıqlı  bir tekli  

sistemasına  iye  bolamız. Sistemanıń  1-teńlemesinen  
21

,0 СС  kelip  

shıǵadı. Eger 0
2
С  dep  alsaq, (2.1.9)  teńlemeniń 0Х  trivial  sheshimine  iye  

bolamız. Sonlıqtan 0
2
С . Demek, (2.1.13) sistemanıń  2-teńlemesi  

0sincos0
2

  С  

yaǵnıy   0sin
2

С   túrine  keledi. Bunnan  kk ,  boladı.  Hár bir  

k  ǵa  sáykes  keliwshi  sheshimdi   k
kk

   kórinisinde  belgilep  

(2.1.9),(2.1.11)  shegaralıq  máselesiniń  sheshimi   

xCxX
kk

sin)(
2

   kóriniste  boladı. Demek, (2.1.9),(2.1.11) shegaralıq  

máseleniń  menshikli  mánisleri  k
kk
,

2
 , al  bul menshikli mánislerge  

sáykes  keliwshi  menshikli  funkciyaları 

                                
 kxxX

kk
,sin2)(                                      (2.1.14) 

túrinde  jazamız. Endi (2.1.10) teńlemesiniń  k
kk
,

2
  menshikli mánislerine  

sáykes  keliwshi sheshimlerin  tabamız. 
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a)  Meyli   ,0y  bolsın. Sonda teńleme 0


kkk
YY  yamasa 

0
2




kkk
YY    kóriniske  keledi. Sheshimdi 

ny

k
eyY )(

 kórinisinde 

izleymiz.  

ny

k
enY

2



 

0
22


ny

k

ny
een   

0)(
22


ny

k
en   

0
ny

e  bolǵanlıqtan  0
22


k
n   bunnan 0))(( 

kk
nn   

,....2,1   ,,
21

 knn
kk

  sheshimlerinen 

y

k

y

k

kk eyYeyY
 

 )(     ,)(
21

 

funkciyalarına iye  bolamız. Usı  funkciyalar  tiykarında  (2.1.10) teńlemeniń  

0y  mánislerindegi ulıwma sheshimi  

,....2,1    ,)( 


kebeayY
y

k

y

kk

kk 
 

 túrinde  jazıladı. Bunda k
a  hám k

b
 lar  erikli  turaqlılar. 

a) Meyli  )0,( y  bolsın. Onda (2.1.10)  teńleme   

0



kkk

YY     yamasa   0


kkk
YY   

 kóriniske  keledi.   Bul teńleme  k
kk
,

2
  boyınsha 

0
2




kkk
YY   

túrge  keledi. Sheshimdi 
ny

k
eyY )(  kórinisinde  izleymiz. 

ny

k
enY

2



  

0
22


ny

k

ny
een   

 0)(
22


ny

k
en   

0
ny

e    bolǵanlıqtan  0
22


k
n   bunnan 

 ,....2,1    ,,
21

 kinin
kk

  
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sheshimlerinen  

yi

k

yi

k

kk eyYeyY
 

 )(     ,)(
21

 

funkciyalarına iye  bolamız. Usı funkciyalar  tiykarında  (2.1.10)  

teńlemeniń  sheshimleriniń fundamental  sisteması 

yYyY
kkkk

 cos    ,sin
21
  túrdegi  eki funkciyadan ibarat  boladı. Onda 

(2.1.10)  teńlemeniń 0y  mánislerindegi  ulıwma  sheshimi  

,....2,1   ,sincos)(  kydyсyY
kkkkk

  

túrinde  jazıladı. Bunda k
с  hám k

d  lar  erikli  turaqlılar. 

      Solay etip, (2.1.10) teńlemesiniń  ulıwma  sheshimin   

                              










0,sincos

0,
)(

yydyс

yebea
yY

kkkk

y

k

y

k

k

kk





                     (2.1.15) 

túrinde  jazıw  múmkin. Bunda kkkk
dcba ,,,  - erikli  turaqlılar, 

,....2,1  ,  k
kk

  

       (2.1.10) teńlemesiniń (2.1.15) ulıwma sheshimindegi  0y   jaǵdayındaǵı 

kk
ba ,  - erikli  turaqlıları  menen 0y  jaǵdayındaǵı  kk

dc ,  - erikli  turaqlıları 

arasındaǵı  baylanıstı tabıw  ushın  

)()()()(),(
21


 DDCDCyYxXyxU   shártinen  paydalanıladı. Sonda 

)00()00( 
kk

YY   hám  )00()00( 





kk
YY   

teńlikleri  kelip  shıǵadı. Usı teńliklerden  hám  (2.1.15) ulıwma sheshimnen  

paydalanıp 

kkkkkkkkk
y

k
cdcydyсY 



)0sin()0cos()sincos(lim)00(
00

  

kkkk

y

k

y

k
y

k
baebeaebeaY kkkk 





00

00

)(lim)00(


 

kk

kkkkkkkkkkkk
y

k

d

dcydyсY












                                                                                                                   

)0cos()0sin()cossin(lim)00(
00

kkkkkkkk

y

kk

y

kk
y

k
baebeaebeaY kkkk 








00

00

)(lim)00(  
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bolǵanı  ushın 


















kkk

kkk

kkkkkk

kkk

dba

cba

dba

cba


 

sistemasına  iye bolamız. Bul sistemanı k
a  hám k

b ǵa  qarata sheshemiz. Sonda  

                                   
2

,
2

kk

k

kk

k

dc
b

dc
a





                              (2.1.16)  

 ǵa  iye  bolamız. Sonda  (2.1.15)  sheshim









































0             ,sincos

0,
22

0       ,sincos

0,
22)(

yydyс

y
ee

d
ee

с

yydyс

ye
dc

e
dc

yY

kkkk

yy

k

yy

k

kkkk

ykkykk

k

kkkk

kk







 

kóriniske keledi.  

ysh
ee

ych
ee

k

yy

k

yy

kk

kk



















2

2
 

teńliklerinen   










0,sincos

0,
)(

yydyс

yyshdychс
yY

kkkk

kkkk

k





 

 ǵa  iye  bolamız. 

kkkk
bdac    ,   dep  alsaq, sheshim 

                        









0  ,sincos

0      ,
)(

yybya

yyshbycha
yY

kkkk

kkkk

k




                     (2.1.17) 

kórinisinde boladı. 

(2.1.9),(2.1.11) shegaralıq  máseleniń  (2.1.14)  sheshimin hám  (2.1.10)  

teńlemeniń  (2.1.17)  sheshimin  birlestirip, (2.1.1)-(2.1.6)  máselesiniń  

 












0  ,sin)sincos(2

0      ,sin)(2
,

yxybya

yxyshbycha
yxU

kkkkk

kkkkk

k




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sheshimine  iye  bolamız. Bunda  ,....2,1k  

(2.1.1)  teńleme  sızıqlı  teńleme  bolǵanlıqtan   bul  sheshimlerdiń   qosındısı da   

onıń  sheshimi  boladı, yaǵnıy  

   






























1

1

1

0y   ,sin)sincos(2

0    ,sin)(2

,,

k

kkkkk

k

kkkkk

k

k

xybya

yxyshbycha

yxUyxU





 

funkciyası  (2.1.1)  teńlemeniń  formal  sheshimi  boladı. 
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§2.2. Máseleniń sheshimniń birden-birligi 

      Meyli (2.1.1)-(2.1.6) máseleniń  sheshimi - ),( yxu  bolsın. Tómendegi  

funkciyanı qarastıramız.  

                             
 

1

0

,....2,1,sin),(2)( kxdxyxuyu
kk

                      (2.2.1.) 

(2.2.1) differencial  teńlikti (2.1.1) teńlemege  hám  (2.2.4)  shegaralıq  shártlerge  

qoysaq  

0)()(sgn
2

 yuyuy
kkk

  

ǵa  iye  bolamız. Alınǵan teńleme  k
    bolǵanda  (2.1.10) teńlemesi  menen  

birdey. Bunnan  )()( yYyu
kk

  ekeni  kelip  shıǵadı  hám  )( yu
k  (2.1.17)  formula  

menen  ańlatıladı. (2.1.5) hám (2.1.6)  shegaralıq  shártlerden  hám  (2.2.1)  

formulasınan  

kkkk
xdxxxdxxuu    sin)(2sin),(2)(

1

0

1

0

               (2.2.2) 

  
kkkk

xdxxxdxxuu    sin)(2sin),(2)(

1

0

1

0

            (2.2.3) 

(2.1.17), (2.2.2) hám (2.2.3) lerdiń  tiykarında, k
a  hám  k

b  ǵa qarata  tómendegi  

sistemaǵa  iye  bolamız. 
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



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kkkkk
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                                   (2.2.4) 

Eger (2.2.4) sistemanıń  determinant  k  da  

0sincos)(  
 kkkk

chshk                    (2.2.5) 

bolsa, onda  berilgen sistema  jalǵız  sheshimge  iye  boladı.  Demek, 
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Sonda, bul  tabılǵanlardan  )( yu
k  funkciyası 




































0,

)(

)(

)(

)(sin

0,
)(

)(

)(

)(

)(

y
k

k

k

y

y
k

ysh

k

k

yu

y

k

k

k

k

k

y

k

k



















                      (2.2.6) 

bunda   









kkkky

kkkky

chyshyk

ychyshk






sincos)(

sincos)(
. 

      Meyli,  1,0  kesindide 0)( x   hám   0)( x    birdeylikleri  orınlı  bolsın. 

Onda (2.2.2), (2.2.3) hám (2.2.6)  teńlikleri  tiykarında    ,  kesindide  
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Demek, (2.2.1) nen  ,....2,1   ,0sin),(

1

0

 kxdxyxu
k

    1,0
2

L    keńisligindegi 

 


1
sin2

kk
x  sinuslar  sistemasınıń  tolıqlılıǵınan   ,y  ushın  1,0  

kesindisinen 0),( yxu  ekeni  kelip  shıǵadı. (2.2.2) den  ),( yxu  funkciyası  D   

da úzliksiz  bolǵanlıqtan,  D  da  0),( yxu  ekeni  kelip  shıǵadı. Meyli, bazıbir  

 ,  hám  
0

kk  bolǵanda 0),(
0

 
k  bolsın. Sonda (2.1.1)-(2.1.6) bir  

tekli  máselesi  0)()(  хх   bolǵanda  trivial  emes  sheshimge  iye  boladı.  

0)()(  хх    hám  0
kk 

 bolǵanda (2.2.4) sistemada 
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iye bolamız. Bunda  
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kóriniske  keledi.  

Endi  )(k


  ańlatpasınıń  nolleri  qanday  degen  soraw  tuwıladı. (2.2.5)in 

túrlendireyik: 
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bunda                                     

          




kk

k

k

chsh

sh
22

arcsin


                               (2.2.8) 

boladı eken.  
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bolǵanda ǵana 0)(  k


 teńligi  kelip  shıǵadı.   nıń usınday  mánislerinde 

(2.1.1)-(2.1.6) máselesiniń  sheshimi  birden-bir bolmaydı eken. Demek, 

tómendegi  teorema orınlı. 

2.2.1-teorema. (2.1.1)-(2.1.6) máselesiniń  sheshimi  bar  bolsa, onda  ol 

0)(  k


 bolǵanda  ǵana  birden-bir  boladı. 
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§2.3. Máseleniń  sheshiminiń bar  bolıwı 

         (2.2.6)  formulada  )(k


  ańlatpası bólshektiń  bólimi  ekenligi  kórinip 

turıptı. Sonlıqtan (2.1.1)-(2.1.6) máseleniń sheshimi bar ekenligin tiykarlawǵa 

(2.2.5) shártten  tısqarı  k


  nolden parqlı ańlatpa  ushın   ,  sanlariniń bar 

ekenligin kórsetıw  kerek. 

2.3.1-lemma. Eger   bolsa , onda qálegen bolǵan     0
00

 СС  turaqlısı 

bar boladı, barlıq k    de      

                                 0
0
 Сek k 


                                       (2.3.1) 

 teńsizligi  orın bolatuǵınday 

2.3.2-lemma. Eger    - qálegen  bólshek  san  bolsa, yaǵnıy   

    14,,,1,,  q
q

p
qp

q

p
 . Onda  sonday    ,  ),(

0000
СС    oń  

turaqlılar  bar  boladı, barlıq  0
    hám k  ushın                                                                                               

                                 0
0
 Сek k 


                                      (2.3.2) 

bahalawı  orınlı  boladı. 

Eskertiw:    14, q  hám  llq    ,4   bolsa,  onda   

                                    



kek



2

1
                                        (2.3.3) 

orınlı  boladı. Sońǵı  teńlikte k  da  k


   bólimi  eksponencial  xarakterge  

iye bolıp  nolge umtıladı. Bul jaǵdayda  Dirixle máselesiniń  sheshimi  qatar 

qosındısı kórinisinde  bar bolmaydı. 

2.3.3-lemma. Eger 0  san  dárejesi  2m  bolǵan  qálegen  irracional  san  

bolsa, onda  sonday  0
  hám  0

С  oń  turaqlıları  bar  boladı , 0
    de  hám  

k  ushın   
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                  2     ,
1
10




m
k

eCk k






                             (2.3.4) 

                   2     ,
1

0
 m

k
eCk k 


                                 (2.3.5) 

orınlı.  Bunda     0   jeterli  kishi   shama.   

     Eger  de (2.3.1)-(2.3.5)    orınlı bolsa, onda (2.1.11)  dara   sheshimi   hám  

(2.1.1)-(2.1.6) máseleniń  (2.2.6)  sheshimlerin  Fure qatarı kórinisinde  jazıw  

múmkin. 

                 





1

sin)(2),(
k

kk
xyUyxU                                (2.3.6) 

]1,0[
2

L   keńısliktegi 


1
}sin2{

kk
x  sinuslar  sistemasınıń  tolıqlılıǵınan  (2.3.6)  

qatar  ]1,0[
2

L  de  hár  bir   ,y  de  jıynaqlı  boladı . Endi anıqlanǵan 

shártlerdegi   (2.3.6) qatar   D  tuyıq  oblastında  )( x  hám )( x  funkciyalarǵa  

teń  ólshewli  jıynaqlı  bolatuǵının  hám  bul jerde onı  х  hám y   boyınsha   

aǵzama-aǵza  differenciallaw, al, D  hám D  oblast tuyıq  oblastlarınan  x  hám 

y  ózgeriwshileri   boyınsha  2 márte differenciallaw   múmkin  ekenliǵın 

kórsetemiz. Meyli  (2.3.1),(2.3.2) bahalawlar  orınlı bolsın.       1,0,
3

Cxx    

talap qılamız ,sonda  

   
0)1()0()1()0(

22
   

   
0)1()0()1()0(
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   
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














































 

bunda,  

 

kk
pxdxx 

1

0

3
cos)(2   

 

kk
qxdxx 

1

0

3
cos)(2   

 
)(

3
x  hám 

 
)(

3
x   funkciyaları  úzliksiz, onda  Bessel  teńsizliginen  



1

2

k

k
p  hám 




1

2

k

k
q  qatarları  da  jıynaqlı  boladı. Onda  






1

1

k

kk
qp

k
 qatar  jıynaqlı  boladı. 

Bunnan  (2.3.6)  qatar  teń ólshewli  jıynaqlı  boladı, D  da х  hám y   

ózgeriwshileri  boyınsha  alınǵan  dfferenciallardan dúzilgen qatarlar hám D  hám 
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D   tuyıq  oblastda  alınǵan 2-tártipli  tuwındılardan  ibarat  qatar da  teń  ólshewli  

jıynaqlı  bolatuǵını  kelip  shıǵadı. 

Tómendegi  teorema  orınlı. 

2.3.1-Teorema. Meyli      1,0,
3

Cxx  ,  
   

0)1()0()1()0(
22

  ,

   
0)1()0()1()0(

22
    hám  (2.3.1), (2.3.2) bahalawları  orınlı bolsın, 

onda  (2.1.1)-(2.1.6) máseleniń  sheshimi  bar  boladı  hám  (2.3.6)  qatar  

kórinisinde  ańlatıw múmkin. 
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Juwmaqlaw 

      Aralas  tiptegi  teńlemeler  teoriyası- dara   tuwındılı   differenciallıq  

teńlemeler  zamanagóy  teoriyasınıń   tiykarǵı  baǵdarı  bolıp  esaplanıladı. Bul  

baǵdardıń oǵada   tez  pát  penen  rawajlanıwı  ótken  ásirdiń  30-40  jıllarına  

tuwra  keledi. Bul  rawajlanıw kópshilik  ámeliy  máselelerdi  sheshkende  onıń   

matematikalıq  modeliniń   ǵárezsiz   ózgeriwshilerdiń  qarastırılıp   atırǵan 

oblastında hár  túrdegi  teńlemege  alıp  kelinetuǵınlıǵı  menen  baylanıslı. 

      Differenciallıq  teńlemelerge  keltiriletuǵın  fizikalıq, mexanikalıq, texnikalıq  

máselelerden  basqa  ekologiya, biologiya, medicina, ximiya  hám  basqa da  

pánlerdiń de  ámeliy máselelerin  differenciallıq  teńlemelerge  keltiriw  hám  olar  

ushın  qoyılǵan  korrekt  shegarlıq  máselelerdi  úyreniw zárúrliligi  aktual  másele  

bolıp tabıladı. 

      Usı  pitkeriw  qánigelik  jumıs kirisiw bólimi, 2 bap (5 paragraf), 

juwmaqlawshı bólim  hám  paydalanılǵan  ádebiyatlar  diziminen ibarat. 

      1-bap 2 bólimnen turadı. 1.1-bólimde pitkeriw qánigelik jumısında 

paydalanilatuǵin tiykarǵi túsinikler hám olardiń anıqlamalari keltirilgen. 1.2-

bóliminde bolsa ortogonal sistemalar haqqında maǵliwmat berilgen. 

      2-bap  óz ishine 3 bólimdi aladi. Bul bapta  pitkeriw qánigelik jumısıniń 

tiykarǵi mazmuni sóz etilgen. 2.1-bólim   “Lavrentev-Bicadze  teńlemesi  ushın 

Dirixle máselesi ” dep atalip onda máseleniń qoyiliwi hám sheshiliwi keltirilgen: 

Másele tómendegishe qoyilǵan:  

  0sgn, 
yyxx

uyuyxLu  

Lavrentev-Bicadze  teńlemesin   

    yxyxD   ,10  ,    , 0,0    
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tuwrımúyeshli  oblastındaǵı  Dirixle  máselesiniń  sheshimin  tabıw   talap  etilgen.  

Bul  sheshim  Fure  metodı  járdeminde  izertlenilgen  hám 

 












0  ,sin)sincos(2

0    ,sin)(2
,

yxybya

yxyshbycha
yxU

kkkkk

kkkkk

k




 

sheshimi  keltirip  shıǵarılǵan. 

  0 


yDD      0 


yDD  

belgilewlerdi kiritiw arqalı, tómendegi másele qarastırılǵan: 

 D  oblastında tómendegi  shártlerdi qanaatlandırıwshı   yxu ,  funkciyanı tabıń: 

      DD,  , 0,
-




yxyxLu  

      y-        ,0,,0 yluyu  

    10          ,  xxxu   

    10          ,  xxxu   

bunda     xx  ,  - tómendegi  shártlerdi  qanaatlandırıwshı berilgen sıypaq  

funkciyalar. 

        01010    

Máseleniń   sheshimi  Fure  metodı  járdeminde  izertlenilgen  hám 

)()(),( yYxXyxU   kóriniste  izeertlengen. Bunnan soń ózgeriwshileri ajıralǵan 

teńleme payda bolǵan hám olardıń ulıwma mánisi   spektral parametrine 

teńlestirilgen   

 

 

 

 







yY

yY
y

xX

xX
sgn .  
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Bunnan soń )(xX  hám  yY  ǵa baylanıslı eki teńleme payda bolǵan hám berilgen 

baslanǵısh hám shegaralıq shártlerdi esapqa alǵan halda máseleniń 

 









0,sin)sincos(

0,sin)(
,

yxybya

yxyshbycha
yxU

kkkkk

kkkkk

k




 

formal sheshimi  keltirip  shıǵarılǵan. 

2.2-bólimi “Máseleniń sheshimniń birden-birligi” dep atalıp, bunda sheshimniń  

birden-birliginiń  tiykarǵı shárti keltirilip  shıǵarılǵan, yaǵnıy berilgen  máseleniń  

sheshimi  bar  bolsa, onda   0 k


  bolǵanda ǵana  birden-bir  boladı. Bunda  


 kkkk

chshk  sincos)(    

2.3-bólimi “Máseleniń  sheshiminiń bar  bolıwı”  dep  atalǵan  hám  bul  bólimde 3 

lemmadan  paydalanıp sheshimniń  bar  bolıwı   kórsetilgen hám sheshimdi  







1

sin)(2),(
k

kk
xyUyxU   

 qatar  kórinisinde  ańlatılıwı  keltirip  ótilgen. 
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