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Kirisiw

Funkcionalliq kenisliklerdin &dhmiyetli klasslarinan biri integrallaniwshi
funkciyalar klasslar1 esaplanadi. Fon Neyman algebralarinda integrallawlar menen
koplegen sirt el ilimpazlar ilimiy izertlew jumislarin alip bargan. Atap aytqanda,
bul ilimpazlarga R.Arens, N.V.Trunov, [.Segal ham tagida basqa ilimpazlar misal
boladi. Bul bagdarda O'zbekistanda Sh.A. Ayupov, V.I. Chilin, K.K.
Kudaybergenov, R.Z. Abdullaevlar hamde olardin shégirtleri tarepinen ilimiy
izertlew jumuslarin alip barilip atir.

Song1 jillarda Olshemli operatorlar algebralart hdm ondagi har quyh
operatorlar kefinen uyrenilmekte.

Olshemli operatorlar algebralarnin tiykargi qasiyetleri M.A. Muratov ham
V.I. Chilinlerdin 2007 jildagrt monografiyasinda kennen tyrenilgen. Bul
monografiyada o6lshemli, total O6lshemli ham lokal® oOlshemli operatorlar
algebralarinin tiykargi qasiyetleri qaralgan. Bul algebralardin bir-biri menen ustpe-
ust tisiw shartleri [13] jumusta tabilgan.

Bul algebralarda har quyli jiynagliliglar ham topologiyalar, atap aytganda,
Olshem boymsha jiynaqlilig, tartip boymsha jiynaqliliq, derlik jiynaqlihqg, eki
tarepleme derlik jiynaqliliq tarleri qaralgan.

Bul pitkeriw qganiygelik jumisit Olshewli operatorlar algebralarinin ules

algebralar1 esaplangan L kenisliklerdi uyreniwge arnalgan.

Jumista tort paragraf keltirilgen bolip, olardin har birinde bir qansha tusinik
ham qasiyetler qarastiriladi.

Birinshi paragraf siziql1 uzliksiz operatorlar kenisliklerin uyreniuge arnalada.

Ekinshi paragraf fon Neyman algebrasi ham onda on funkcionallardi
uyreniuge arnalgan bolip, bunda fon Neyman algebrasindagi on funkcional bolgan

1z, salmagq, halat s1iyaqli tusinikler keltiriledi.

Jumistin ushinshi paragrafinda L kenisliktin dara jagdayr bolgan L,

kenisligi uyreniledi.



Pitkeriw géniygelik jumistin tortinshi paragrafinda izge garata L kenisligi
hamde salmaqqga qarata L kenisligi uyreniledi.

Jumist1 tayarlawda 4adebiyatlar diziminde keltirilgen [1-24] resurslardan

paydalanildi.



1-§. S1z1iqh uzliksiz operatorlar kenisligi

Bul paragrafta daslep sizighh operatorlardi tyrenemiz. Sizigh uzliksiz

shegaralangan operatorlar kenisligi L(X : Y) tin toliqlig1 haqqindagi teoremamn

dalilleniwin keltiremiz. Operatorlar izbe-izliginin kushsiz, kshli (noqgatli) ham ten
Olshemli (norma boyinsha) jiynaqliliglardi yrenemiz.

Meyli X ham Y siziqli normalangan kenislikler berilgen bolsin.

Amgqlama 1.1. X kenislikten alingan har bir = elementke Y kenisliktin

birden bir elementin saykes qoyiwshi
Ax =y (:L’EX, yEY)

sdwlelendiriw operator dep ataladi.
Uliwma alganda A operator X tin hamme jerinde aniqlangan boliw1 shart

emes. Bul jagdayda Az bar hdam Az € Y bolgan barliq z € X lar kopligi A

operatordin aniqlaniw oblasti dep ataladi ham D (A) koriniste belgilenedi.
Meyli D (A) s1zigl kopobrazliq bolsim.

Anigqlama 1.2. Eger qalegen z,y € D(A) C X elementler hdm o,3 € C

sanlar ushin
A(a:c + ﬁy) = adx + Ay

tenlik orinli bolsa, A sizigli operator dep ataladi.

Amiglama 1.3. Eger qalegen ¢ > 0 ushin sonday 6 = ¢ (5) > (0 bar bolip,
Hx — xOH <6 tensizlikti qanaatlandirtwsh1  barliq z € D(A) lar  ushin

HA:U — A:L’OH < ¢ tefsizlik orinlansa, A operator z = 1, elementte uzliksiz dep

ataladi.



Amgqlama 1.4. Eger z, elementke jiynaqli qalegen {xn} izbe-izlik ushin
HA{En — A:z:H — 0 bolsa, onda A operator 7, elemente zliksiz dep atalad1.

Eger A operator galegen z € D(A) elemente uzliksiz bolsa, A uzliksiz

operator dep ataladi.
Anigqlama 1.5. Ax = 0 tenlikti qanaatlandirtwshi barliq z € X lar kopligi
A operatordin yadrosi dep ataladi ham ker A arqali belgilenedi.

Amgqlama 1.6. Bazi-bir z € D(A) ushin y = Az ormlanatugin y € Y ler

kopligi A operatordin manisler oblasti dep ataladi ham Im A yamasa R(A)

koriniste belgilenedi.

Amgqlama 1.7. A: X — Y siziqh operator bolsin. Eger sonday C' > 0 sani
tabilip, qalegen =« € D(A) ushin HA:(:H <C Hx” tensizlik orinli bolsa, A

shegaralangan operator dep ataladi. Bul tensizlikti qanaatlantinwshi C sanlar
kopliginin aniq tomengi shegarasi A operatordin normasi dep ataladi ham HAH
menen belgilenedi, yagniy HAH =inf C.

Teorema 1.1. X normalangan kenislikti Y normalangan kenislikke

sawlelendiriwshi s1ziqli shegaralangan operatordin normasi HAH ushin

4]
Al = sup||Az| = sup
- el - ol

- ik

tenlik orinli.

Dalillew. Tomendegishe belgilew kiritemiz

| 4]
o = sup
=i o]




A s1z1iqh operator bolgani ushin

a = Sup HA:EH = Sup = SupHAxH
O |

<=2

Qalegen x = 0 ushin

Mﬁa.

o

Demek, qalegen x e X ushin HA:I:HS@HJ:H Bunnan HAHS@. Aniq joqari

shegaranin aniqlamasinan, galegen ¢ > 0 san ushin, sonday z_ = 0 element bar

tensizlik orinli. Bul jerde € > 0 galegen bolgani ushin o < HAH Demek, HAH =

tenlik kelip shigadi. Teorema dalillendi.

Saldar 1.1. Siziql1 shegaralangan A operator ushin

AxH

sup HAJ;H = sup
J=]=1 | H<1

tenlik orinli.

X normalangan kenislikti Y normalangan kenislikke sawlelendiriwshi siziql

shegaralangan operatorlar kopligin L{X,Y| arqali belgileymiz. Dara jagdayda,
giley jagaday

Y = X bolsa L(X,Y) = L(X).



Saldar 1.2. Qalegen A € L(X, Y) ham z € D(A), Haz” =1 ushin HA:(:H < HAH

tenlik orinli.

Aniglama 1.8. A: X — Y ham B: X — Y sizigh operatorlardin qosindisi
dep, = € D(A) N D(B) elementke y = Ax + Bx € Y elementti saykes qoyiwshi

C' = A + B operatorga aytiladu.

Eger A, B € L(X : Y) bolsa, onda C' € L(X : Y) boladi. Haqiygatinda da, C

nin s1z1ql ekenligi korinip turipti. Shegaralangan ekenligin korsetemiz.
|oz] = 4= + Bo| < Ae] + [B] < [a]e] + | B le] = (|] + [ 21)l«]

gatnastan HC’H < HAH + HBH tensizlik kelip shigadi.

Aniglama 1.9. A: X — Y sizigh operatorlardin « sanga kobeymesi x

elementke aAz elementti saykes qoyiwshi operator sipatinda aniglanadi, yagniy
(ozA)(:z:) = aAx.

Amgqlama 1.10. A: X - Y ham B:Y — Z siziqli operatorlar berilgen
bolip R(A) C D(B) bolsin. B ham A operatorlardin kébeymesi dep, har bir

S D(A) ga / kenisliktin 2z =B (Ax) elementin  saykes qoyiwshi
C' = BA: X — Z operatorga aytimiz.

Eger A ham B sizigh shegaralangan operatorlar bolsa, onda C' da siziqh

shegaralangan operator boladi hdm HC’ H < HBH HAH tensizlik orinli. Haqiyqatinda da,

e, = |B(42)

, <|Bllasl, <[5{l4]l-],

Bunnan joqaridag: tensizlik kelip shigadi.



Operatorlardi qosiw ham koébeytiw assatsiativ boladi. Qositw kommutativ,
biraqta kobeytiw ameli kommutativ emes.

Jogarida aytilganlardan tdmendegi teorema kelip shigadi.

Teorema 1.2. L (X ,Y) normalangan kenislik boladi.
Teorema 1.3. A: X — Y si1zigl operatorlar berilgen bolsin. Onda tdmendegi
tastiyiqlar orinli:
1) A operator bazi bir z, elementte uzliksiz;
2) A operator uzliksiz;
3) A operator shegaralangan.
Dalillew. 1) =-2). Sizigh A operatordin bazi bir z, elementte Gzliksiz
ekenliginen onin qalegen elemente uzliksiz ekenligin keltirip shigaramiz.

A operator z, elementte uzliksiz bolgani ushin, z, ge umtiliwshi galegen
{:cg} izbe-izlik ushin Az — Az,. Qélegen z’ € D(A) element ushin, ' — 2
ekenliginen Az! — Az’ kelip shigatuginligin korsetemiz.
y, — o' —a'+ 2, — x, dep alamz. Onda

lim Ay; = lim A(x; — ' +x0> = lim (Ax; — Az’ —I—Ax0> = Ax_.

n—0oo n—00 n—0o0 0

Bunnan lim Az’ = Az’ ekenligi kelip shigadi. Demek, A operator galegen z’

n— o0

elementte uzliksiz.

2) = 3). A operatordin uzliksiz ekenliginen onin shegaralangan ekenligin
keltirip shigaramiz. Kerisinen boljayiq, A sizigli operator uzliksiz bolip, biraqta

shegaralangan bolmasin, yagniy galegen C' >0 san ushin sonday z, € D(A)

element bar bolip,

A:cCH > C’HxLH bolsin. Eger C = n € N desek, qalegen n € N

ushin sonday z € D(A) bar bolip, Aan > onH tensizlik orlanadi. Témendegi



izbe-izlikti qaraymiz. Korinip turiptt, £ — 0, yagniy

o]

Hh
n
ol |
n

1 1
Ekinshi tarepten,

HAfn ~ AOH —|A

Ar =1

1 1
Az | = ———
e e

X
n pu—
g
n

Bul garama-qarsiliq A shegaralangan ekenligin korsetedi.

3)=1). A sizigh shegaralangan operatordin bazi bir elemente uzliksiz

ekenligin korsetemiz.

Aniglama boyinsha, sonday C' > 0 san bar bolip, qalegen x € D(A) ushin
HAxHY <C HxHX tensizlik orinli boladi. Aytayiq, z — z qalegen izbe-izlik bolsin,

onda Az — Ax ekenligin korsetemiz:

HAxn - Ax” = HA<$n - :c)H < CH% — :cH — 0,
yagny Az — Ax. Teorema dalillendi.
Meyli endi {A }c L(X, Y) operatorlar izbe-izligi him A € L(X, Y)

operator berilgen bolsin.
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Amglama 1.11. Eger n — oo bolganda HAn — AH — 0 bolsa, {Aﬂ}
operatorlar izbe-izligi A operatorga norma boyinsha jiynaqli yamasa ten 6lshemli

jiynagl dep ataladi hiam A ———— A belgilenedi.

Anmigqlama 1.12. Eger qalegen x € X ushin n — oo da HAnx — AZEH — 0
bolsa, {An} operatorlar izbe-izligi A operatorga kushli jiynaqli yamasa noqath

jiynaqli dep ataladi ham A ——— A belgilenedi.

Amglama 1.13. Eger gélegen f € Y ham qalegen z € X ushin n — oo da
f(An:c) — f(A:c) bolsa, onda {An} operatorlar izbe-izligi A operatorga kashsiz
jiynagl dep ataladi hdam A ——— A belgilenedi.

Bul aniglamani gilbert kenisliginde tomendegishe jaziwga boladi.

Anmglama 1.14. Eger qalegen xz,y € H elementler ushm n — oo da

(Anac,y) e (Ax,y) bolsa, {An} operatorlar izbe-izligi A operatorga kushsiz

jrynaqgli dep atalada.
Endi norma boyinsha jiynaqli operatorlar izbe-izligi kashli jiynaqli ekenligin

ham kushli jiynaqli operatorlar izbe-izligi kuishsiz jiynaqli ekenligin dalilleymiz.

Lemma 1.1. Eger {A }CL(X,Y) operatorlar izbe-izligi bazi bir

A€ L(X ,Y) operatorga norma boyinsha jiynaqli bolsa, onda {An} operatorlar
izbe-izligi A operatorga kushli jiynaqli boladi.
Dalillew. Lemma shartine kére n — oo da HAn — AH — 0. Onda galegen

x € X ushin

4,2 = Aaf <[4, — 4]

sanli tensizlikke iye bolamiz. Matematikaliq analizden belgili, tensizliklerde

limitke 6tiw miamkin. Usigan kore

11



o<t~ 4e] < |, ~ AlJe|=o.

Demek, {A } operatorlar izbe-izligi A operatorga kushli jiynaqli boladi.

n

Lemma 1.2. Eger {A }CL(X,Y) operatorlar izbe-izligi bazi bir

A€ L(X ,Y) operatorga kuashli jiynaqli bolsa, onda {A } operatorlar izbe-izligi A

n

operatorga kushsiz jiynaqli boladi.

Dalillew. Lemma shartine kore qalegen 2 € X ushin
fim 4,2 — A = 0.
Onda galegen z € X ham f € Y ushm
0 <|s(4) - #(as) =[s (A ae) < ar acll
sanli tensizlikke iye bolamiz. Bul tehsizlikte n — oo da limitke 6tsek,

o< tim[s(42) (4] < tm Ja.r -~ asf 1| =0

qatnasina iye bolamiz. Demek, {Aﬂ} operatorlar izbe-izligi A operatorga kushsiz
jiynaqli boladi eken.

Teorema 1.4. Eger ¥ banax kenisligi bolsa, onda L(X,Y) kenislikte tolig,
yagniy banax kenisligi boladi.

Dalillew. {A }C L(X, Y) qalegen fundamental izbe-izlik bolsin, yagniy

n

n,m — oo da HAW — AmH — 0. Onda galegen z € X ushin n,m — o da

12



4.2 = 4,0 <[4, =4, [l = 0.

Sonin ushin géalegen =z € X ta {Aﬂx} C Y izbe-izlik fundamental boladi. Y toliq
kenislik bolganligtan, {An:c} izbe-izlik baz1 bir y € Y elementke jiynaqli. Demek,
hér bir z € X qa {A z} izbe-izliktin limiti bolgan birden bir y €Y element

saykes qoyiladi. Bul saykeslikti A : X — Y arqali belgileymiz:

Az =1lim A z = y.

n—0o0

Endi A € L(X ,Y) ekenligin korsetemiz. Siziqliligi:

A(alxl + a2:c2> =limA (ozlxl + 042502) = lim (alAnxl + 042/1”;32) =

n— 00 v n—oo

=a limAzr +a, limAzr =ay +ay =adr, +a,Az,.

n—o0 n—00

Endi A nin shegaralangan ekenligin kérsetemiz. Shartke kore,

HAn — AmH — 0, n,m — o0.
Demek,
.

-4 H‘gHA —A4|=0, nm— oo
m n m

Bunnan {HAHH} sanli izbe-izliktin fundamental ekenligi kelip shigadi. Haqiyqy

sanlar kenisligi toliq bolgani ushin, {HAHH} sanli izbe-izlik jiynaqli, jiynaql izbe-

izlik bolsa shegaralangan boladi, yagniy sonday K > 0 sani bar bolip, qalegen

13



n € N ushin HANH < K tensizlik orinlanadi. Normanin aniglamasinan

4.2 <[4 o] < & |e]- Bunnan

4] =

hmA :UH = hmHA :1:‘ <KH H

Bul jerde biz normanin uzliksizliginen paydalandiq. Endi {An} izbe-izlikti s1z1iqh
operatorlar kenisiligi L(X,Y) te A ga jiynagl ekenligin korsetemiz. Qalegen

g > 0 san1 ushin sonday n, san bar bolip, barhq n >n_ , p € N ham H{EH <1 ler

ushin

~Aa|<e

tensizlik orinlanadi. Eger songi tenszlikte p — oo da limitke 6tsek hdm normanin

Uzliksizliginen paydalansaq, galegen n > n, ham Hx” <1 ler ushin
HA:U — Aan <e
tensizlikke iye bolamiz. Sonin ushin galegen n > n de

A=

Jof <1

Ax — A:UH<€

Demek, L(X,Y) kenislikginde norma manisinde lim A = A. Demek,

n—0o0

L (X : Y) toliq kenislik eken.

14



Saldar 1.3. X normalangan kenislikke tayinles bolgan X~ :L(X,C’)

kenislik banax kenisligi boladi.

Teorema 1.5. (Banax-Shteynxaus yamasa ten oOlshemli shegaralanganliq
printsipi). Eger sizighh uzliksiz operatorlardin {An} izbe-izligi X banax
kenisliginin har bir elementinde shegaralangan (yagniy har bir z € X ushin

sonday M >0 bar bolip, gilegen n € N ushmn HAan < M _ tensizlik ormli)

bolsa, onda bul operatordin normalarman duzilgen {HAHH} sanlt izbe-izlik te

shegaralangan boladi.

Dalillew. Daslep HAn:cH < M _ shart orinlanganda sonday
B[ao,ro} = {:13 eX: Hx — aOH < 7“0}

tuyiq shar bar bolip, bul sharda {Aﬁx} izbe-izlik shegaralangan ekenligin (yagniy
sonday M, >0 san bar bolip, qalegen z € B[ao,ro} ham barliq n € N lerde
HAn:z:H < M, tenlik orinlaniwin) korsetemiz. Kerisinen boljayiq, yagniy {An:c}
izbe-izlik hesh bir tuyiq sharda shegaralangan bolmasin. Qalegen B[ao,so] shar

0770

alamiz. {An:c} 1zbe-izlik B[a € / 2} sharda shegaralanbagan bolgani1 ushin sonday

> 1 bolad. An

0770 gl

‘Aaz
nll

r €B [a € /2] element ham n, nomer bar bolip,
operatordin uzliksizliginen bul tensizlik B[xl,el / 2] C B[ao,eo / 2] sharda da

orinlanadi. B[xl,sl / 2} sharda {An:z:} izbe-izlik shegaralanbagan bolgani ushin

sonday z, € B[:Ul,efl / 2] element ham n, nomer bar bolip, |4 x| > 2 boladi. A

2

operatordin uzliksizliginen bul tefsizlik B[:L’Q,SQ] C B[azl,el / 2} sharda da

15



orinlanadi ham tag basqa Fk-adimda B[:Uk_l,sk_l} shardin 1z, elementinde

HA”k U

>k shart ormlanad. A mn Gzliksizliginen bul  tensizlik
'k

B[:z:k,ek} CB [azkl,ekl / 2} sharda da orinlanadi. Demek, ishpe-ish jaylasqan ham

radiuslar1 nolge umtiliwshi
1’71

B[wo,so} D B[:U € ] D..D B[:Uk,a,] D...

tuyiq sharlar izbe-izliginin barligina tiyisli bolgan z € B [:ck,ek] element bar ham

barlig £ € N lerde HAn:f

‘ > k tensizlik orinlanadi. Bul HAn:cH < Mw tensizlikke
qarama-qarsi. Solay etip, {Aﬁx} izbe-izlik shegaralangan bolatugin B[ao,ro} tuyiq
shar bar. Qalegen z € B[@, 1] ushin 2’ = T, + a, element B[ao,ro] sharda jatadi.

Sonin ushin, galegen n de HAH:U’HSMO. Endi x:ro_l (:1:’ —ao) tenlikten

paydalansaq,

A

o] =4, | o' —a))

1
IFRNE
TO

3

0

<—(laa+JAaf) < (v, + A < (4, + 31, ) = a1
0 0 0

Onda
A

n

= sup <M.

Jof<1

Anx

Teorema dalillendi.

Teorema 1.6. Eger X ham Y banax kenislikleri bolsa, onda L(X,Y)

operatorlar kenisligi kiishli jiynaqliliq boyinsha toliq boladi.
16



Dalillew. Qalegen z € X ta {An:c} izbe-izlik jiynagli bolgani ushin, hér bir

r€ X ta lim A x bar hdm om1 Az = lim 4 z = y tenlik penen aniglaniwsh1 A

n—0o0 n—0o0

operatorga iye bolamiz. Bul operatordin sizigliligi teorema 1 din dalilinde
keltirildi. Endi onin shegaralangan ekenligin korsetemiz. Har bir z € X ta {Anac}
izbe-izlik jiynagli bolgani ushin, ol shegaralangan boladi. Banax-Shteynxaus

teoremasi boyinsha, galegen n € N de HAWH < M tensizlik orinli. Bunnan

lim A z|| = lim HAan < MH:EH

n— 00 H n— 00

4] =

Demek,

AH < M. Teorema dalillendi.

17



2-§. Fon Neyman algebrasi ham onda on funkcionallar

Meyli H - Hilbert kenisligi, al B(H ) - H tag barliq shegaralangan sizigh

operatorlardin C' * -algebrasi bolsin. Har bir ¢ € H ushin

o.(T)=|z], T <5(H)

H )

yarim normanni aniglaymiz.
Bul { ,06}

doénes topologiyani B(H ) tag1 kashli topologiya yamasa S -topologiya dep

L, yarm normalar sistemasi menen B(H ) ta aniqlangan lokal
S

€

ataymiz. Bul topologiya Xausdorf topologiyasi boladi, hamde (T ) C B(H )

Y Jaen

izbe-izligi T € B(H ) operatorlarina (SO> Jiynaqli boliwt ushin Ve € H ushin
|7, ()= 7(e)] > 0 bolw zarir ham jetiilikli.
S _|-topologiyas1 B(H ) tag |- norma menen aniqlangan ten 6lshemli
( 0) ( ) H HB(H)

topologiyadan kushsiz bolada.
Z(M) = {T eM: TS=ST, VS ¢ M}—topologiyaga qarata B(H)
topologiyaliq vektorliq kenislik boladi,
yagniy qosiw ham skalyarga kobeytiw amelleri uzliksiz boladi.

B(H ) ta jane bir lokal dones Xusdorf topologiyasin aniglayiz, bul

topologiya tbmendegi yarim normalar sistemasi menen aniglanadi:

(o). o) () =[Slreon)

1=1

%:1, {771'}::1 C H ushin

bul jerde {e,}"

18



2
niH<oo

o0 2 o0

E HEH < o0 ham g
NH

=1 =1

tensizlikleri orinli.

Bul topologiya ultra kushsiz (operatorliq) topologiya boladi ((w) -
topologiya) .

Ultra kushsiz operatorliq topologiya B (H ) tag1 ten olshemli topologiyadan
ktshsiz boladi. B (H ) tag1 shegaralangan tles kopliklerde ultra kushsiz topologiya
kushsiz operatorliq topologiya menen saykes keledi.

Meyli M — B (H ) tag1 qandayda bir ules koplik.

M' menen M kopliginih kommutativ belgileymiz:
M’:{seB(H):TS:ST, VTGM}

/

Bunnan bikommutant M" = (M ! ) tin M di 6z ishine aliw1 kelip shigads,
hamde M’ képligi B(H | da unitar tles algebra bolad:.

Amglama 2.1. Eger M C B(H ) x -tiles algebras1 ushin M = M" tenligi

orinli bolsa, onda M algebran1 fon Neyman algebrasi delinedi.

Bul jagdayda M fon Neyman algebrast H Hilbert kenisliginde
hareket etedi. Us1 menen birge M” -kopligi B (H ) ta ten 6lshemli topologiya

boyimsha tuyiq ules koplik boladi, onda M fon Neyman algebrasi C * -algebra
boladi.

Fon Neyman algebrasimin 7' operatorinin normasin HTHM menen

belgileymiz.
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Teorema 2.1. Aytayiq M — B(H ) tagl unitar x-algebra bolsin, al M

1
bolsa M degi birlik shar, onda tdbmendegi shartler ekvivalent boladi:

HM=M";

2) M - kushli operatorliq topologiya boyinsha tuyiq;

3) M - kushsiz operatorliq topologiya boyinsha tuyiq;

4) M - ultra ktishsiz operatorliq topologiya boyinsha tuyiq;

5) M, - kushli operatorliq topologiya boyinsha tuyiq;

6) M, - kushsiz operatorliq topologiya boyinsha tuyiq;

7) M, — ultra kushsiz operatorliq boyinsha tuyiq.

Fon Neyman algebrasina en &piwayr misallar bul B(H ) algebras1 hamde
birlik clementinin payda etken C, = {)\1: \e C} képligi, bul jerde birlik
element B (H ) tag1 birlik operator.

Mma M C B(H ) kopligi ushin 7' € M boliwinan T* € M boliw1 kelip

shigsa, onda M kopligin 6z-6zine tiyinles koplik delinedi.
Eger M 06z-6zine tiyinles bolsa, onda  bunnan  kopligi fon Neyman

algebras1 boladi.

M -fon Neyman algebras1 ushin
Z(M):{TGM: TS = ST, VSGM}

kopligi M -algebranin oray1 delinedi.
Aniglamadan Z(M) =MnNM=M"NnM = Z(M’) ekenligi ayqin

korinedi, hdmde Z (M ) -kommutativ fon Neyman algebras1 boladi.

, tenligi orinli bolsa, onda M fon Neyman algebrasin

Eger Z(M)=C

faktor dep ataymiz.
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/

Mia (B (H )) = C,, tenligi orinli, yagniy B (H ) faktor boladi.

Berilgen {H }

i)ie

, Hilbert kenislikler klass1 ushin

H=)H

i€l

gilbert qosindisi, ol

{{}EH viel ZH@HQ<00}

i€l

koplik siyagli boladi, bunda algebraiq ameller koordinatalar boyinsha

aniqlanadi, al skalyar kébeyme bolsa

<{€Z}z‘61 ’ {777;}1.6,) B Z(Ei’n’;)h’,

iel

tarinde aniqlanadi.

Aytayiq M, ler har biri 7 € I ge saykes tirde H  gilbert kenisliklerinde

hareket etiwshi fon Neyman algebralari bolsin. Mma C* —H M C*-

el

kébeymenin har bir {TZ} elementi ushin A Hilbert kenisliginde 7' operatorin

iel

tomendegishe aniqlaymiz:

r=({e}. )= {7},

H = ZHZ gilbert kenisliginde hareket etiwshi bunday operatorlardin

i€l
hammesinen kopligi fon Neyman algebrasi boladi. Om1 M, 7 € I fon Neyman

algebralarmin C' *-kobeymesi delinedi, hamde
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M=C*-]][M,

el

turinde belgilenedi.
Eger indeksler kopligi I shekli bolsa, onda fon Neyman algebralarimin C' * -

kobeymesin

M 4+M,+..+M => M

=1

turinde de jaziw mimkin.

Aytayiq M -algebrasi H gilbert kenisliginde hareket etiwshi fon Neyman
algebrast bolsin. al M * bolsa M ge tayinles kenislik, yagniy M degi barliq
sizigh ham sizigh topologiyaga (ten O6lshemli topologiyaga) qarata tUzliksiz
kenisligi.

M, menen M degi barliq (w) -uzliksiz si1ziql funkcionallardi belgileymiz.

Onda aniqlamadan M, koplitktin M * de sizigh tles kenisligi ekenligi tuwridan

tuwr1 kelip shigadi.

Teorema 2.2. 1) M, tles kenisligi M * da norma boyinsha tuyiq ham

< fs T>: f (T), feM, TeM kanonikaligq bi sizigh formaga qarata

(M: )* = M boladi, ust menen birge M degi O'(M ) M*) topologiya ultra kashsiz
topologiya menen saykes keledi;

2) Eger f — M de on sizigh funkcional bolsa, onda f € M boliw1 ushin har
bir T 1T, T, T €M dan f(Ta) 0 f(T) kelip shigiw1 zarar ham jetkilikli. (Bul
jédayda f funkcionali normal on s1zigqli funkcional delinedi);

3) Har bir f € M, s1z1iqh funkcional normalangan on siziql funkcionallardin

s1ziql1 kombinaciyasi boladi.
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Fon Neyman alebrasi

- atomliq delinedi, eger gqalegen nolden 6zgeshe F € P (M ) proektor1 ushin

sonday p € P (M ) minimal proektor tabilip p < E orinli bolsa;
- shekli delinedi, eger 1-shekli proektor bolsa;
- yarim shekli delinedi, eger qalegen Z € M orayliq proektor ushin sonday

nolden 6zgeshe shekli £ € P(M ) proektori tabilip £/ < Z bolsa;
- tipi [ delinedi, eger qalegen Z € M orayliq proektor ushin sonday nolden
ozgeshe F € P(M ) abel proektor1 tabilip £ < Z bolsa;

- tipt I delinedi, eger M yarim shekli bolip, abel proektorina iye bolmasa;
- tipi 111 delinedi, eger M nolden 6zgeshe shekli proektorga iye bolmasa;

- tipi [, delinedi, eger M -shekli tipi I algebra bolsa;
- tipi I, delinedi, eger M shekli tipi /] algebra bolsa;

- diskret delinedi, eger M tipi I bolsa;

- uzliksiz delinedi, eger M tipi I/ yamasa tipi [I] bolsa,

- menshikli sheksiz deliedi, eger 1-menshikli sheksiz proektor bolsa.

Endi biz fon Neyman algebrasi ushin salmaq, iz hdmde halat tusiniklerin
kletiremiz.

M fon Neyman algebrasindagi ¢ — on sizigh funkconal salmaq delinedi,

yagniy

1) gb(:z:—i—y) = qb(:z:)—i—gb(y); T,y € M
2) ¢(\z) = A (2);
3) qﬁ(a;) >0, Vz>0;

shartleri orinli.

Eger salmaq ushin

-z =0 de gb(:{:) = 0 bolsa aniq delinedi;
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- (1) < 00 bolsa shekli delinedi;
- ¢(1) =1 bolsa halat delinedi;
- gélegen = € M ushin ¢(x * ¢) = ¢ (az *) bolsa iz delinedi.

Aytayiq pu— M fon Neyman algebrasinda aniq normal yarim shekli iz

bolsin. Onda Radon-Nikodim teoremasi boyinsha M degi qalegen normal ¢ halat
ushin M ge biriktirilgen sonday integrallaniwshi on A operatori tabilip, tdmendegi

shartler orinl1 boladi:
gb(x) = ,u(a:), VeeM,,

M (ha) = lim p hé z hé]:h(lJrsh)l, e>0

e—0

ham kerisinshe, M ge biriktirilgen qalegen integrallaniwshi on perator1 M

de joqaridagi koriniste halat aniglaydi.

h operatorin Z—¢ menen belgileymiz, hamde ¢ halattan p i1z boyinsha
1

Radon-Nikodim tuwindis1 dep ataymiz.
Amqlama 2.2. Aniq normal shekli M izli fon Neyman algebrasinda

aniglangan normal yarim shekli ¢ salmaq
- shekli delinedi, eger 12(h) < oo bolsa;
- halat delinedi, eger ,u(h) =1 bolsa;

- aniq delinedi, eger h~' lokal 6lshewli operator bolsa;

- iz delinedi, eger h — M nin orayina biriktirilgen bolsa;

M fon Neyman algebrasinda jane bir aniglama keltiremiz:

Mmna 7: M, — [0, oo) funkcionali M de iz dep aytiladi, eger
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D7(T+8)=7(T)+7(S), VS, TeM,
2) T(AT)=Ar(T), VT €M, YA>0;
3)7’(1}*T1})=7’<T>, VI eM,, u,vEU(M)

shartler orinli bolsa.

M fon Neyman algebrasinda 7-izi

- shekli delinedi. eger galegen 7' € M, ushin T(T) < o0 bolsa;

- yarim shekli delinedi eger qalegen T' € M, ushin

()= supfre): ST, o) <o)

orili bolsa;

- aniq delinedi, eger T(T) =0, T € M, qatnasinan T =0 ekenligi kelip

shigsa;

- normal delinedi, eger 1,7 €M, lar ushm T TT qatnasinan

T(Ta) T T(T) qatnasi kelip shigsa.

25



3-§. Olshewli operatorlardim L Kkenisligi

Meyli M -yarim shekli fon Neyman algebrasi bolsin, 7-ondagi aniq normal

yarim shekli iz, al S(M ,7') bolsa M ge biriktirilgen barliq 7-6lshewli
operatorlardin « -algebrasi.

Amqlama 3.1. Eger 7' € S (M ,7’) operator ushin 7 (‘TD < o0 bolsa, onda T

operator1 7 -integrallaniwshi delinedi.

S (M ,7’) x -algebrasina tiyisli bolgan barliq 7 -integrallamiwsh1 operatorlar
képligin L, (M, ) menen belgileymiz, himde har bir T' € L, (M, ) ushn
o) <1, [rv;

belgilewin kiritemiz.

Teorema 3.1. Toémendegi tastiyiglar orinli:

a) L (M,T ) kopligi S (M,T) da sizigh ules kenislik boladi, ham H

1

funkciyas1 L, (M ) 7') da norma boladz;

b) har bir A,B€ M operatorlar ham T € L, (M ,7') ushin témendegi
gatnaslar orinli:
ATB € L, (M,7)
ham

75|, <|4], -[5], |7

10

v) Eger T el (M,T) bolsa onda T*¢€ L (M,T) boladi, hamde

74, = [~

1;
g) Eger T el (M,T) ham sGS(M,T) lar ushin S < T bolsa, onda

S € L (M,7) ham HSH1 < HTH1 boladi.
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d) Eger {T.}" L (M,7), TelL(Mr7) larushm [T —T|— 0 bolsa,
onda T — T bolad.

Dalilleniwi. a) Eger 7,5 € L, (M ,7') bolsa, onda

(|7 + ) <~ {frf) + 7 (i) < o0
boladi, bunnan (T + S) €L (M, 7') ham HT + SH1 < HTH1 + HSH1 boladi.
Eger a€C Dbolsa, onda T(‘OéTD = ‘ah(T) < oo boladi, yagniy

aT € L, (M,r) himde H

o] ], bt

Natiyjede L, (M,7) kopligi S(M,7) da sizgh keislik ekenligi kelip

shigad.
Bizge HTH1 >0 ekenligi belgili, eger T(‘TD:HT‘L =0 bolsa 7 izdin

anigliginan ‘T‘ = 0 ekenligi, yagnty 7' =0 ekenligi kelip shigadi. Demek HH
funkciya L, (M ,7') kenislikte norma bolads;

b) Aytayig A, B€ M him T € L, (M ,7') bolsin. Onda qgalegen ¢ > 0 ushin

n(ATB)(t) < 4], |8], 1 (T)()

boladi. Bunnan

[o¢]

r(|ATH| :[ (ATB)(S)ds <|4] |B], fu = T(‘T‘) < oo
bolads, yagniy ATB € L, (M,7) hamde [ATB| < 4| |B]| |7 bolad:.

v) galegen ¢ > 0 ushin
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pl[7 A4)(e) = (T =)(e) = (7)(t) = () 1)

boladi.
Sonhigtan, T' € L, (M,T) ushin 7% € L, (M,T) ham HT *H1 = HTH1 bolad.

g) Aytayiq T € L, (M, 7'), 5 € S(M, 7') ham S < T bolsin, yagniy

[l < Ju(s)i)ts < i f )= () < o

onda S € L, (M,T) ham HSH1 < HTH1 boladi;

d) Aytayiq {Tn}:; C L (M,T) ham T € L, (M,T) ushin HTn _TH1 — 0

bolsin. Taymlangan € > 0 ushin

7, =72 |T, - 7] B (7, - 7)) 2 £ B,y (T, - )

<) )

qatnasi orinli. Sonligtan
1 1
oA~ < 2ol 1) = -7 o

boladu.

Natiyjede qalegen ¢ > 0 ushin sonday n(e,é) tabilip n > n(e,é) ushin

r(E, (7. - TD) < 6 bolad:.

Mina 0 < ‘Tn — T‘(I — E(E (‘Tn — TD) < € gatnasinan

o)
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Iz, ol -5, (7.~ )| <<

boladi, bunnan T — T kelip shigad.
Aytayiq T €L, (M,T) bolsm. Onda sonday V,V,V,, V, €M

izometriyalar bar bolip

gatnaslar1 orinl1 boladi.

Natiyjede

gatnasina iye bolamiz, yagniy (Re T)+ €L (M ,7').

(ReT) , (Im T)+, (ImT) €L (M,r)
#T)=17 ((Re T)+) _ T((Re T)) n iT((Im T)+> _ir ((Im T))
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san1 aniqlanadi.
Amglama 3.2. Joqaridagi %(T ) sam T € L, (M ,’7') operatorinin 7 iz
boyinsha integrali delinedi.
Qalegen T' € L/ (M,T) = {S €L (M,T) 05> 0} operator1 ushin %(T) sani
T (T) menen saykes keled.i.
Tastiyiqlaw  3.1. Eger T €L (M,T) ham S5, € L/ (M,T) ushin
T =S — S, bolsa, onda %(T) = T(Sl> — T<52> boladi. 7 -funkciyas1 L, (M,T)
da s1z1qli funkcional boladi.

Dalilleniwi. Mina T = (Re T)+ — (Re T)_ =5 -5, qatnasinan

(Re T)+ +5, = (Re T), + S, - boladi, onda

T(<R6T>+) +T(SQ) = T((RGT) — 51) = T((RGT)) +T(Sl>

orinli. Natiyjede

tenligine iye bolamiz.

Endi tastiyiqlawdin ekinshi bolimin dalilleymiz.

Aytayiq T',S € L, (M, ’7'), T* =T ham S* = S bolsin. Onda

T+8=((ReT) +(ReS) |~((ReT) +(ReS)

boladu.
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Tastiyiqtin birinshi bolimi boymsha mina

T +5)= T((ReT)+ + (ReS)+) _ T((R€T>_ n (Res)_) = 7(T) + 7(5)

gatnasina iye bolamiz.

Aytayiq T,5 €L, (M : 7') lar galegen operatorlar bolsin. Onda
T+S5 = (ReT + Re S) + z’(ImT + Im S) boladi, sonligtan
7(T+8)=7(ReT +ReS) +i7 (ImT + Im §) = 7(T) + 7(5)
boladi. Usigan uqgsas, qalegen a=a +ib € C, a,b € R kompleks sam

ushin %(a T) = a7 (T) tenligi tekseriledi.

Teorema 3.2. (L1 (M,T),

‘H ) normalangan kenisligi tolig normalangan
1

kenislik boladi.

Dalilleniwi. Dalillewdi bir neshe etapta dmelge asiramiz.

1) Aytayiq {Tn}f; 1zbe-izligi (L1 (M,T),

H) kenisliginde Koshi izbe-
1

izligi bolsin, hamde 0 <7 <T . Bizsonday T'€ L, (M ,7') operator1 bar bolip

T 1T ham HT — TnH1 — 0 ekenligin koresetemiz.

Eger n,k — oo bolsa HTA _TnH1 — 0o bolganhiqtan {Tn}oo izbe-izligi
(S (M, 7), tT) da Koshi izbe-izligi boladi.
(S(M,T), tT) kenisligi toliq topologiyaliq kenislik bolganligtan sonday

TeS (M ,’7') operator1 tabilip
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boladi. Onda derlik barliq ¢ > 0 ushin 7 17 ham M(Tn)<t) — ,u(T)(t)
boladi.

Endi T € L, (M ,7') ekenligin korsetemiz. Haqiygatinda da,

()0 = ()0 <.~ 7,

0

bolganligtan {M (Tn ) (t)}oo

n=1

funkciyalar izbe-izligi L, ((0; ), m) banax
kenisliginde Koshi izbe-izligi boladi. bull jerde m — (0; oo) yarim kosherindegi

sheksiz Lebeg 6lshemi. Sonligtan sonday f € L, ((O; oo), m) funkciya tabilip

— 0

Hu(T) —f

b))

qatnas1 orinli boladi.

Derlik hdAmme ¢ > 0 ushin ,u(T )(t) — N(T ) (t) bolganligtan derlik hAmme

jerde u(T)(t) = f(t) boladi, yagniy j‘u(T)‘(t)dt < oo yamasa T € L, (M,T)
0
boladi.

Endi HT—TH1 — 0 ekenligin korsetemiz. Ules izbe-izlikke otip,

1
T3

n

HTn+1 — TnH < n = 1,2 dep esaplawga boladi.

k
Mmna S =T, +Zk<T -7 ) belgilewin kiritemiz. Bunin ushin

k+1 k
k=1

{Sn }:; C L, (M, ’7'), 0<S5 < Sn+1 hamde, eger n < m bolsa, onda
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gatnast n,m — oo bolganda orinli boladi. Bunnan {Sn}m 1zbe-izligi

L (M ,7') kenislikte Koshi izbeizligi boladi, hamde jogarida dalillengen boyinsha

sonday S € L, (M ,’7') operatori tabilip S T S boladi.

Endi har bir n = 1,2,... leer ushin

n(T—Tn) = n(sup(Tm —Tn>) = n(sume —Tn) = n[supmz1 (TH1 Tk>] —
m—1

Z n<Tk+1 o Tk)

k=n

= sup

< supf k<Tk+1 o Tk) <S5
k=n

boliwman 0 <T -7 < ) ekenligi natiyjede HT — TnH < lHS H ekenligi,
n Lpt M

yagniy HT — TnH1 — 0 qatnasi kelip shigadi.

2) Aytayiq {7} izbe-izligi (L1 (0,7), Hl) kenisligide Koshi izbe-

izligi bolsmn, hémde 77 =T bolsm.
Biz sonday T €L, (M,T) operatort tabilip HT _TnH1 — 0 boliwin

korsetemiz.

Ules izbe-izlikke tip

00
n=1

Tn+l o Tn/Hl <0

dep esaplawga boladi.
Mina
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belgilewlerin kiritemiz. Onda

0 S Sn S Sn+1’ 0 S Ln S LnJr ) Ln’ Sn = Ll (M’T)

1

boladi

Eger n < m bolsa, onda

m—1
HSm o SnH1 - kzl <Tk+1 - ]1)+ S
- 1
m—1 m—1
< Z <Tk+1_];7)1§ z (TkH_Tk>+1_>O
k=n+1 k=n+1

bolad. Onda {5}~  izbe-izligi I, (M, 7) kenislikte Koshi izbe-izligi bolad.

n n=

Onda 1) etap boymsha sonday S €L, (M ,7'), S >0 operator1 tabilip
HS—SHH—>0 boladi. Usigan ugsas sonday L € L (M,T), L >0 operatori

tabilip HL — LnH1 — 0 boladi. Onda 3%”(% — Ln) — (S — L) =0 bolad.

1

Ekinshi jaqtan

n

Sn o Ln - Z<T;f+l o TI;) = T"n—i-l o Tn

k=1

boladi. Natiyjede

T — (S — L+ T1) =Tel (M, 7') gatnast H : H1 norma boyimsha orinl

boladi.
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izbe-izligi (L1 (M,7),

- ) kefisligindegi gélegen

1

3) Aytayiq {Tn }ZO

Koshi izbe-izligi bolsin. Mina HT;

=1 tettiginen {77}"  izbe-izligide

[ (v.7),

. ) kenisligide Koshi izbe-izligi ekenligi kelip shigadi. Natiyjede
1

1)

tomendegishe aniglaniwshi {Sn }OO X ham {Lﬂ }Oo izbe-izlikleri <L1 (M ,7),

kenisliktegi 6z-6zine tilyinles operatorlardin Koshi izbe-izligi boladi:

T +T
S =ReT = 2 T4
n n 2
ham
T —T
L =ImT =-—2—
21

Ekinshi etaptagi délillew boymsha sonday S,L € L, (M ,7') operatorlari

tabilip }grolOHS — SHH1 =0, }l_)Holo HL — LnH1 = 0 boladi. Onda

S+il=T¢€ L (M,r)
ham

|r-1| = H(S +iL) — (8, +iL, )| — 0

1

boladi. Demek L, kenisligi kommutativ emes toliq kenislik boladi.
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4-§. Fon Neyman algebralarinda L Keiislikler

Meyli S (M ) — M fon Neyman algebrasina biriktirilgen 6lshewli operatorlar
algebrasi bolsin, al 7 — M degi aniq normal yarim shekli iz.

L (M) ={oes(u):pf e 1, (017)},  pefuoc)

kopligin L kenislik delinedi. Bul kenislik

LS

[l ) wer

|«

normast boyinsha toliq kenislik boladi. Jogaridagi normanni x elementinin

Lp normasi delinedi.
L (M,r) kenisliginif thyinles kenisligi L (M,7) kenisligine izometriyaliq

izomorf boladi, bunda 1 + 1 =1.

qg D
Aytaylq ¢ — M de normal yarimshekli salmaq bolsin, hamde h >0

operator1 M ge biriktirilgen 6z-6zine tiyinles operator bolsin.
)
Amglama 4.1. Har bir 1< p <oo, 0 <a <1 ushin m/” arqali M nin

tomendegishe operatorlarin belgileymiz:
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a -«
m/p:vaM:hp-x-h P ELp(M,T)}I

a 1—ap
=dzeM:7||h? -z-h? < 00
ham
1
«a 1_(11)4 /
H:c =T7|lh? -x-h* , xrem'?
D, «

tomendegi teorema orinli.

1
Teorema 4.1. maA sizigh kenisligi 7 i1zdi aliwga baylanishi emes, hamde

funkciyasi m% de norma bolad.

p?a

r— |

Dalillew. Aytayiq 7, jane bir normal yarim shekli iz bolsin,

¢=r(h), 7= (k) hdm b = h-k.Ondaharbir z € M ushin

p p

— k-

-«

h;.x.hT

« -«

hY-z-h

1

boladi. Mina k_ = k(l + sk)il belgilewin kiritemiz, bunda ¢ > 0.

p

o l1-a a 1-a
Onda k& ham |h* -x-h * | operatorlart ushin k_-|h” -z-h | izbe-izlik
« 1—-a|?
e — 0 bolganda k-|h” -z-h ” | operatorina qaray 6sedi. Onda mina

37



1
tenligi ormli boladi, bunnan ma/p siziglh kenisligi hamde x — Hx

p?a

),

«

-m

p7a

funkciyas1 7 izdi aliwga baylanisli emes ekenligi kelip shigadi. Onda H :

o 1-«
had 1
da norma ald1 boladi, bunnan x — h? -x-h ? |, x € ma/p sawlelendiriwi s1zigh
T
= T]|-
p

a salmaqtin aniq ekenliginen & singulyar emes, hamde H x

1

p]p mi L (M, ) kepislikte norma ekenligi kelip

ekenligi kelip shigip H -

shigadi.

= 0 tenligi

D,

-«

W ez-h? =0 tenligine ekvivalent, bul tek z = 0 bolganda orinli. Teorema

dalillendi.

Amiqlama 4.2. Har bir 1 < p < oo hdm 0 < a <1 ushin Lp‘a (M ,(/5) arqali

1
norma boyinsha ma/p nin tuyiqlaniwi bolgan banax kenisligin belgileymiz.
P '

Teorema 4.2. Aytayiq 1 < p < oo bolsin. Onda har bir 0 < a <1 ushin

Lp‘a (M ,(/5) banax kenisligi Lp (M ,7') banax kenisligine izometriyaliq izomorf

boladi.
Dalillew. Mina

m:/p%x—>h§j~x-h1pa ELp<T>
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),

@

s1ziqli izometriyasin qaraymiz, hamde m/? nin bul sawlelendiriwi boyinsha

obrazi Lp (M : 7') da tig1z ekenligin tekseremiz.

Aytayiq h = f Ade()\) turlendiriwi A operatorinin spektral tarlendiriwi
0

lmMan%éf:]ddﬂ.
4

Mina m = U [ ml kopligin aniglaymiz, bul jerde
m,n=1
m_ :{:UGM: T(‘{ED<OO
Onda m kopligi m_ da ules bolip, ol *-ules algebra ham M de ultra kushsiz

tigiz boliw1 ayqin koérinedi. Usi menen birge har bir 1< p <oo ushin

m_ C Lp (M ,T) boladi. Solay etip, dalillewdi aqirina jetkeriw ushin tdmendegi
shartlerdi dalillew jetkilikli:
a) m kopligi L (7‘), 1 < p < oo algebrada tigiz;

« 1 11—«

b)harbir1<p<oo,0<a<1ushinmC hy mf -h ? qatnasi orinli.

(a) shartti tekseriw ushin bizge belgili bolgan

LAMJVZ%@%ﬂ,§+%:1

gatnasinan paydalanamiz.

Aytaylq z € Lq (M : 7') ushin barliq z € m_ larda

T(<Zm$ll)-z):r(x.l .2l )IO

m n m

tenligi orinli bolsin.
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Bizde [ -zl €L, (M ) 7') hamde m_mn L (M ,7') da tig1z bolganliginan
qalegen m,n = 1,2,... operator ushin / -2/ = 0 bolad.

n — oo bolganda [ — 1 bolganhqtan 2/ = 0 hamde barlhiq m = 1,2,... ler
ushin 0 = (zlm)* =1 -z boladl. Bunnan z* = 0 yagmy z = 0. Demek (a) shart
dalillendi.

Endi (b) shartti tekseremiz. Mina m Cm_C Lp (M ,7') gatnasi orinl

bolganliqtan tdmendegi shart orinli boliwin kérsetiw jetkilikli:

Qalegen = € m_ elementi ham galegen m,n =1,2,... ler ushin sonday

y € M operator tabilip,

Lal =h"-y-h’ (*)

tenligi orinli boladi.

« -« a—1

Mina higlm = (hlm>_? ham h 7 | = (hlh)7 operatorlarin shegaralangan

« a—1

dep oylasaq, onda olar M ge tiyisli boladi. Mina y:h_; -(lmxln)-h u

belgilewin kiritemiz.

Onda (*) tenligi ayqin korinedi, hdm (b) shart dalillendi. Teorema dalillendi.

4. Meyli endi ¢ — M fon Neyman algebrasinda aniq normal yarim shekli

salmaq bolsin. Har bir 1 < p < 0o, 0 < a <1 ushin lokal 6Ishewli operatorlardin

« 11—«

(M,¢)={z € L(M):h? -z-h " €L (Mr)

yunes

kopligin, hamde
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=T
yunes

5

belgilewin kiritemiz. Bunda m% cL

(e}

. (M,a) bolad.

Teorema 4.3. Aytayiq ¢ = T(h) M degi aniq normal yarimshekli salmaq
bolip h ham A" operatorlar L(M ) ge tiyisli bolsin. Onda har bir
1<p<oo, 0<a<1 ushintomendegiler orinli boladi:

a) L . (M ,(/5) sizighh kenisligi 7 izdin aliniwina garezli emes, hamde

funkciyasi vaa (M ,gzﬁ) de norma bolip, onda 7 ga baylanish emes;

[

D,

normasina qarata toliq boladi, hdmde m%

P,

b) L (M,9) kehisligi H

s1ziql kenisligi vaa (M ,gzﬁ) de t1g1z boladi.

Dalilleniwi. L(M ) -kushli  algebraliq amellerge qarata *-algebra

«@ a—1

bolganliqtan (a) sharti kelip shigadi. (b) shartti dalillew ushin z — W' z-h

saykeslik Lp (M : 7') ham LM (M ,qb) ler arasinda siziqli izometriya boliwin esapqga

11—«

| o
alsaq, onda m& sizigh kenisligi Lp (M ,7') da t1g1z bolgan h? -x-h 7 s1zigh

1
kenisliktin obrazi bolganliqtan maA sizigh kenisligi de vaa (M ,gzﬁ) banax

kenisliginde tig1z boliw1 kelip shigadi.
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JUWMAQLAW

Pitkeriw génigelik jumisin tayarlawda daslep siziqli uzliksiz operatorlar

kenislikleri hdm ondag: tisinikler aniglamalart keltirilip gasiyetleri tyrenildi.
L kenisliklerin uyreniwde daslep p =1 bolgan jagdayda, yagmy L,
kenisligi qarastirildi.

Kiyin izge garata Lp kenislikleri hamde salmaqqa garata Lp kenislikleri
uyrenildi.

Atap aytqanda, Lp kenisligindegi kiritilgen funktsiyanin norma boliwi
hamde bul norma boyinsha L kenisliktin toliq boliw1 ayrenildi.

Lp kenisliginin Uyrenilgen gasiyetleri Arens algebralarin tyreniwde

gollanilad.
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