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УДК 517.95

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЁРТОГО ПОРЯДКА С

НЕОДНОРОДНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Ж. А. Отарова

Каракалпакский государственный университет

e-mail: j.otarova@mail.ru

В данной работе для уравнения четвёртого порядка в прямоугольной области на основе спектраль-

ного метода доказаны теоремы единственности и существования решения поставленной задачи.

Ключевые слова: краевая задача, ряд Фурье, полнота, неоднородные условия.

В области Ω = { (x, t) : 0 < x < p, 0 < t < T } рассматривается краевая

задача для уравнения

uxxxx + utt = f (x, t) . (1)

З а д а ч а A. Найти в области Ω решение u (x, t) уравнения (1), удовле-

творяющее краевым условиям

u (x, 0) = ψ1 (x) , 0 ≤ x ≤ p, (2)

ut (x, 0) = ψ2 (x) , 0 ≤ x ≤ p, (3)

ux (0, t) = ϕ1 (t) , 0 ≤ t ≤ T, (4)

ux (p, t) = ϕ2 (t) , 0 ≤ t ≤ T, (5)

uxxx (0, t) = ϕ3 (t) , 0 ≤ t ≤ T, (6)

uxxx (p, t) = ϕ4 (t) , 0 ≤ t ≤ T. (7)

Краевые задачи для уравнения (1) с однородными краевыми условиями

изучены в работах [1, 3, 4, 5].

О п р е д е л е н и е. Функцию u (x, t) ∈ C
3,1
x,t

(

Ω
)

∩ C4,2
x,t (Ω) назовем регу-

лярным решением задачи A при f (x, t) ∈ C (Ω), если она в области Ω удовле-

творяет условиям (2)-(7) и уравнению (1).

Т е о р е м а 1. Если существует регулярное решение u (x, t) задачи A, то

оно единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть существуют два решения u1(x, t) и u2(x, t)
задачи.

u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t). (8)

Известно, что функции

X0 (x) =
1√
p
, Xn (x) =

√

2

p
cosλnx, λn =

nπ

p
, n = 1, 2, ... . (9)

образуют в L2 (0, p) полную ортонормированную систему.
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Следуя [2] рассмотрим функции

dn (t) =

p
∫

0

u (x, t)Xn (x) dx, n = 0, 1, ... . (10)

На основании (10) введём функции

dn,ε (t) =

p−ε
∫

ε

u (x, t) ·Xn (x) dx, 0 < ε < p, (11)

причем (ε, p− ε) 6= ∅. Дифференцируя равенство (11) по t дважды, из соответ-

ствующего уравнения (1) получаем

dn,ε
′′ (t) = −

p−ε
∫

ε

uxxxx (x, t) ·Xn (x) dx. (12)

Правую часть (12) интегрируя четыре раза по частям, переходим к пределу

при ε → 0, С учётом соответсвующих однородных условий (4)-(7), которые

следуют из (8), получаем

dn
′′ (t) = −λ4

n

p
∫

0

u (x, t)Xn (x) dx, n = 0, 1, ... .

В последнем равенстве учитывая (10), имеем

d′′n (t) + λ4
ndn (t) = 0, n = 0, 1, ...,

т.е. получаем обыкновенное дифференциальное уравнение. Решая его учитывая

условия (2) и (3) имеем

p
∫

0

u (x, t)Xn (x) dx = 0, n = 0, 1, .... (13)

Из (13) следует ортогональность u(x, t) к полной системе (9). Следова-

тельно u (x, t) ≡ 0. В силу (8), получаем, что u1 (x, t) ≡ u2 (x, t) , т.е. решение

задачи единственно. Теорема доказана.

Т е о р е м а 2. Если f (x, t) ∈ C
2,0
x,t

(

Ω
)

, fxxx ∈ L2 (Ω) , fx (0, t) =

= fx (p, t) = 0, ∀ t ∈ [0;T ] , и ψ
(4)
3 (x) ∈ C [0, p] , ψ

(5)
3 ∈ L2 (0, p) и

удовлетворяет условиям ψ3
′ (0) = ψ3

′ (p) = 0, ψ3
′′′ (0) = ψ3

′′′ (p) = 0;

а ψ
(2)
4 (x) ∈ C [0, p] , ψ

(3)
4 (x) ∈ L2 (0, p) , и удовлетворяет условиям

ψ4
′ (0) = ψ4

′ (p) = 0, тогда регулярное решение задачи A существует и

u (x, t) ∈ C
4,2
x,t

(

Ω
)

.

ψ3 (x) , ψ4 (x) определим ниже.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Введём вспомогательную функцию

w (x, t) = x · ϕ1 (t) + [ϕ2 (t) − ϕ1 (t)] · x
2

2p
− p2

8π2

[

p

2π
sin

2π

p
x− x

]

×

× [ϕ4 (t) + ϕ3 (t)] +
p2

2π2

[

p

π
sin

π

p
x− x+

x2

p

]

· [ϕ4 (t) − ϕ3 (t)] . (14)

Ясно, что

wx (0, t) = ϕ1 (t) ; wx (p, t) = ϕ2 (t) ,

wxxx (0, t) = ϕ3 (t) ; wxxx (p, t) = ϕ4 (t) .

Решение задачи ищем в виде суммы

u (x, t) = v (x, t) + w (x, t) , (15)

где, v (x, t)−новая неизвестная функция. Таким образом, согласно (15) мы при-

ходим к следующей задаче:

З а д а ч а ˜A. Найти в области Ω решение v (x, t) уравнения

vxxxx + vtt = g (x, t) , (16)

удовлетворяющее краевым условиям

vx (0, t) = vx (p, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

vxxx (0, t) = vxxx (p, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

v (x, 0) = ψ3 (x) , 0 ≤ x ≤ p, (17)

vt (x, 0) = ψ4 (x) , 0 ≤ x ≤ p, (18)

где

ψ3 (x) ≡ ψ1 (x) − w (x, 0) , 0 ≤ x ≤ p,

ψ4 (x) ≡ ψ2 (x) − wt (x, 0) , 0 ≤ x ≤ p,

согласно (15).

Решение соответствующего однородного уравнения (16), ищем методом

Фурье, оно имеет вид

v (x, t) =

[

a0 (0) t+ b0 (0) +
t
∫

0

(t− τ) g0 (τ)dτ

]

1√
p+

+
√

2
p

∞
∑

n=1

[

an (0) cosλ2
nt+ bn (0) sinλ2

nt+

+ 1
λ2

n

t
∫

0

gn (τ) · sinλ2
n (t− τ) dτ

]

· cosλnx.

(19)

Для нахождения неизвестных коэффициентов an (0) , bn (0) используются

условия (17), (18).

a0 (0) =
1√
p

p
∫

0

ψ4 (x)dx, b0 (0) =
1√
p

p
∫

0

ψ3 (x)dx,
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an (0) =

√

2

p

p
∫

0

ψ3 (x) cosλnxdx, n = 1, 2, ...

bn (0) =

√

2

p

1

λ2
n

p
∫

0

ψ4 (x) cosλnxdx, n = 1, 2, ...

Решение задачи представляется в виде (19), где a0 (0) , b0 (0) ,an (0) , bn (0)
определяются соответственно выше формулами.

Следовательно, мы построили формальное решение задачи ˜A в области Ω,
которое даётся формулой (19).

Л е м м а. ∀ t ∈ [0;T ] при n = 1, 2, .. справедливы оценки

|v0 (t)| ≤ C1; |vn (t)| ≤ [|an (0)| + |bn (0)|] +

√
T

λ2
n

‖gn‖L2(0;T ),

|v0
′ (t)| ≤ C2; |vn

′ (t)| ≤ λ2
n [|an (0)| + |bn (0)|] +

√
T‖gn‖L2(0;T ),

|v0
′′ (t)| ≤ C3; |vn

′′ (t)| ≤ λ4
n [|an (0)| + |bn (0)|]+C‖g‖C(Ω)+λ

2
n

√
T‖gn‖L2(0;T ),

где C1, C2, C3−положительные постоянные.

З а м е ч а н и е . Из леммы следует, что u(x, t) ∈ C
4,2
x,t

(

Ω
)

.
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