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KIRISIW

O’zbekistan Respublikasi Prezidentinin  2017-j11 20-aprel kuni qabil etilgen
“Joqart bilimlendiriw sistemasin bunnan bilay da rawajlandiniw ilajlar1 haqqinda”
g1 qarart Mamleketimizde  joqart bilimlendiriw sistemasin tap-tiykarinan
jetilistiriwdin aniq hdm magqgsetli jonelislerin 6zinde jamlegeni menen dhmiyetli.
Usigan tiykarlanip student jaslarimizda kitap qumarliligtt kusheytiw magsetinde
qaraqalpaq tilinde Matematikaliq analiz kafedras1 oqitiwshilar1 Q.Q.Elgondiev, K.
A. Baymuratova, SH. Q. Erejepova ham D. R. Narbaevalar “Aniq integrallar
ham olardin gollaniliwlar1” metodikaliq qollanbani jaratti.

Metodikaliq qollanba bugingi kinde paydalanilip turgan jogargr oqiw
ormlarmin fizika, matematika, ameliy matematika gqanigelikleri ushin oqiw
programmasinin aniq integrallar bolimine saykes islenip shigildi. Oqiw qollanbaga
aniq integrallar tsinigin Gyreniw ushin kerekli bolgan barliq tasinikler kiritildi.
Sonin menen birge aniq integraldin geometriyaliq,fizikalig hdm mexanikaliq
qollaniliwlarina baylanisli maselelerdi tyreniw ussillart toliq berildi ham tiyishi
musallar menen toligtirildi. Oqiw qollanba fizika-matematika fakultetinin 1-kurs
studentleri, akademik licey, kasip-Oner kolledji matematika oqitiwshilar1 ham
oqiwshilar1 ushinda paydali dep esaplaymiz.

Bul metodikaliq qollanba eki baptan turadi:

-Aniq integrallar ham olardin qollaniliwlari,

-Menshiksiz integrallar.

Metodikaliq qollanbanin 1-bab1 8 paragraftan, 2-bab1 8 paragraftan ibarat.
Metodikaliq qollanbada teoriyaliq magliwmatlar musallar menen tasindirilip,

qosimsha 6z betinshe shugillaniw ushin tapsirmalar berilgen.



ANIQ INTEGRAL

1-§. Amq integraldin aniqlamasi1 ham bar bohw shartleri

a) Iymek sizigh trapeciyanimm maydani.

Meyli f(x) funkciyas1 A=[a,0] segmentinde uzliksiz ham teris emes
aniglangan funkciya bolsm, yagmy VXe[a,b] ashim f(X) >0 tensizligi
ormlansin. X=2a,X=D0b, y=0 tuwrilarmin kesindileri ham y = f(X)
funkciyasinin grafigi menen shegaralangan G figurasin qarastiramiz, yagniy
G={(x,y):as<x<b, 0<y< f(X)}. Bunday figura iymek siziqh trapeciya dep
ataladi. A=[a,b] segmentin  @=Xy <X <X, <..<X_; <X =D tensizliklerdi
qanaatlandiriwshi X, K = o,n noqatlar1 jardeminde N  bolekke bodlemiz
(maidalaymiz) ham bul noqatlardan OY koésherine parallel tuwrilar o6tkeremiz.
Sonda G figuras: G, ={(x,y): X SX<X, 0<y< f(x)}, k =1,_n tarindegi N
dara trapetciyalarga bolinedi. Endi A, =[X _, X ], AX, =X, — X4, K =1,n

belgilewlerin Kiritip, Vé eA K ZH noqatlarin alamiz da

n
o= Z f (&) AX, qosindisin  diizemiz. Bul qosmdimin ménisi A= [a,b]
k=1

segmentin X, K =0,_n nogatlart menen maydalawdan, &, nogatlarin tanlawdan
garezli ham N tuwrt mayeshliklerinen ibarat bolgan teksheli figuranin maydanina

ten boladi. Eger G figurasi jeterli darejede kishi maydalansa onda teksheli
figuranin maidanimin iymek sizigh trapeciyanin maydaninan parqr judd kem
boliw1 tasinikli.

A =[a,b] segmentinin maydalaw noqatlari sanin sonday arttiramiz, natiyjede
A, =[X, 4, %] kesindileri uzinliglarinan en ulkeni nolge umtilsin. Eger usinday

n
jagdayda O = Z f (& )AX, qosmndisimn A segmentin maydalaw usilman ham
k=1

fk noqatlarimn tafilawdan garezli bolmagan S shegi bar bolsa, onda bul shekti G

figurasinin maydani retinde gabil etiw tabiyiy .

b) 6zgeriwshi kushtin jumsi. Meyli materialliq nogat OX kosheri boymsha F
kushi tasiri astinda hareketlensin ham kushtin tasir etiw bagiti hareket bagiti menen
birdey bolsm. F ktshin materialliq nogattin OX kosherindegi X koordinatasina



baylanisli 0zliksiz funkciya dep esaplap bul kushtin materialliq nogattt OX
kosherindegi X =@ nogatinan X =D noqatina koshiriwde ormlagan jumisin
tabiw maselesin qarastiramiz.
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1-suwret
[a,b] segmentin a=X, <X <X, <..<X,,; <X, =D shartin

qanaatlandiratugm X, , K :O,_n noqatlar1 jardeminde N bodlekke bdlemiz ham
A|< = [Xk_;|_1 Xk]1 Axk = X — X1 k :ﬁ belgileWIGrin klrltlp, \V/é:k € Ak’ k :ﬁ

noqatlarin alamiz. Sonda F kashinin Ak kesindisindegi jumisi F(fk)AXk a ten.

n
Onda F kushinin [a,b] segmentindegi jumisi shama menen Z F (&, )AX, boladu.
k=L

Eger [a,b] segmentinin X, nogatlart sanmn A, =[X._, X ] kesindileri

n
uzinliglarinan en ulkeni nolge umtilatuginday etip arttirganda Z F (&A%
k=1

qosindisinin A shegi bar bolsa, onda ust shektin manisin F kashin materialliq
noqattt X =& nogatman X =D noqatma koshiriwdegi jumusi dep ataliwi
tabiyiy .

Us1 qarastirilgan  misallarda maselenin sheshimi integralliq qosindi dep

n
atalatuwin Z f (fk )AXk tarindegi qosindisinin shegin tabiw maselesine keltirildi.
k=1

Usinday qosindinin shegin tabiw maselesi texnikanin, fizikanin, geometriyanin,
h.tb. ilim tarawlarimin koplegen maselelerinde ushirasadi. Sonin ushin usinday
qosindilarda joqaridagi musallarda keltirilgendey shekke o6tiwdin nizamli ekenligin
tiykarlaw matematikanin en ahmiyetli maselelerinen biri bolip tabiladi.

1. Amq integral tasinigi. Meyli f(X) funkciyast A=[a,b] segmentinde
anmiglangan  ham us1 segmentke tiyisli X, K=0,n noqatlar1 Gshin

ad=X, <X <X, <.<X, 4 <X, = b tensizligi ormlangan bolsin. Bul nogqatlardi



[a,b] segmentin maydalaw dep ataymiz ham olardin képligin T haribi menen
belgileymiz, yagnty T ={x, k =0,n}. A=[a,b] segmentin X,k = o,n nogatlari
jardeminde maydalawinda kelip shigatugin A, =[x, % ], K =1,n kesindilerine T
maydalawindai dara segmentler dep ataymiz. Meyli AX, =X, — X, ;, K= 1n saykes

A =X, %] K =1,n dara segmentlerinin uzinliglart bolsmn. A(T) = max AX, sani
<k<n

T maydalawinifi diametri yamasa maydali dep ataladi. Eger &, € A, bolsa, onda

&Lk =ﬁ noqatrlar kopligin § arqali belgileymiz ham tanlaw dep ataladi,

yagnty & ={&., K =1,n}. Z f (£ )AX, qosmdisin f(X) funkciyasmin [a,b]
k=1
segmentinin berilgen T maydalawindagi ham taymlangan CE tanlawindagi
integralliq qosindisi dep ataladi ham o5 (&, f) yamasa o7 (&)  tirinde
belgileydi, yagniy
O-T(gif)ZGT(é:):zf(gk)Axk- (1)
k=1

l-amglama. J sami f(X) funkciyasmin [a,b] segmenti boyimsha aniq

b
integrali dep ataladi hAm .[ f (x)dx tarinde belgilenedi, eger V& >0 sanina sonday

a

5=06(¢)>0 san1 bar bolip, [a,0] segmentinin diametri A(T)<Jd bolatugin VT

maydalaw1 ham V§ tanlaw1 ushin

o (£, £) = 3| =Jo () - 3] =

tensizligi orinli bolsa.
Bul aniglamadan shektin aniglamasinan kelip shigqan halda aniq integral
o+ (&) integralliq qosindismin A(T) — 0 jagdaydag: shegi ham bul shektin [a,b]
segmentinin diametri A(T)<J bolatugin T maydalawman ham & tanlawian

<& (2)

S F(£)A%, ~

garezli emesligin nazerge algan halda,

b
J= lim o (&) =] f(xdx (3)
tenligi orinli boliwin kéremiz.

2-amiqlama. Eger (3) shegi bar bolsa, onda T (X) funkciyasi [a,b] segmenti
boymnsha integrallamwshi  yamasa [8,0] segmentinde Riman boymsha
integrallantwshi funkciya dep ataladi. Us1 aniqlamadan kelip shigqan halda f (X)

funkciyasmin [a,b] segmenti boyinsha integrali bar dep aytamiz.



1-teorema(funkciya integrallaniwshi boliwi1 zararli sharti) Eger f(x)
funkciyasi [a,b] segmenti boyimnsha integrallammwshi funkciya bolsa, onda ol
[a, b] segmentinde shegaralangan funkciya boladi.

Dalilleniwi. Meyli f(X) funkciyasi [@,0] segmenti boymsha integrallantwshi
funkciya bolsin. Onda 1-aniglamaga saykes (2)-tensizligi ormli. Usi tensizlikte
&=1 dep esaplap, diametri A(T)<5(1) bolgan VT maydalaws him V&
tanlaw1 ushin

J -0y (& )<l d-1<0, (&, f) < I +1 (4)
tensizligine iye bolamiz.

Endi A(T)<d(1) shartin qanaatlandiratugin T maydalawn taymlap, f (X)
funkciyas: [@,D0] segmentinde shegaralanbagan dep esaplaymiz. Sonda f(x)

funkciyast1 T maydalawindag: Ak dara segmentlerinen keminde birinde
shegaralanbagan funkciya boladi. Uliwmaliqti buzbastan f (x) funkciyasi

A, =[X,4,b]  segmentinde shegaralanbagan dep esaplaymiz.  Endi
- n-1

& €A k=1n-1 nogatlarin taymlaymiz ham L= Z f(&)AX,  Dbelgilewin
k=1

kiritsek, (4)-tensizligi V&, €A, ushm J—-1< f(&)AXx, —L<J +1 tarinde
jaziladi. Bul tensizlikti AX, >0 bolgan1 ushin

J_1+L<f(§n)<‘]+1 (5)
AX

n n

tarinde jaztw mumkin. (5)-tensizligi V&, € A, ushm orml boliwinan f (X)
funkciyasinin A, =[X._,,b] segmentinde shegaralangan boliw1 kelip shigadi. Bul

f (X) funkciyasmn A, =[X, ;,b] segmentinde shegaralanbagan dep esaplawga
garama-qarsi. Demek, f(X) t1 A, segmentinde shegaralanbagan dep esaplaw
qate. Onda onin garama-qarsisi duris, yagniy f (x) funkciyast A, segmentinde

shegaralangan ham sommn tshin [a,0] segmentinde shegaralangan. Teorema
dalillendi.

Funkciyanin kesindide shegaralangan boliwi onin ust kesindi boyinsha
integrallaniwshi boliw1 ushin jeterli emes. Misal ushin

1, eger xeQ,
0, egerxeld

D(x)z{



Dirihle funkciyas1 [0,1] segmentinde shegaralangan, biraq integrallaniwshi emes.
Hagqiqatinda da [0,1] segmentinin VT maydalaniwinda &' ={&;, k =1n; & €Q}
ham & ={& k=1n;&'€J} tanlawlarinda saykes o7 (<,D)=1 ham

o+ (&",D) =0 bolgan1 ushin i!y)'ﬂ L O (£,D) shegi bar bolmayd.

b
1-musal. Aniq integraldin aniglamasi tiykarinda J-dX =b-a tenligin dalillen.
a

sheshiliwi. f(X)=1 bolgam ushin [a,b] segmentin VT ={x, k =0,n}

usilinda maydalap V& ={& , k = 0,n} tahlawinda f (&) =1 boliwmn kéremiz.

) b
Onda GT(§,1)=21-AXK =b-a= lim JT(z;,l):b—a:_[dX boladi.

o1 A(T)—0

2-§. Darbu gosindilari.

Meyli f(X) funkciyas: [@,0] segmentinde aniglangan ham shegaralangan
funkciya, [a,0] segmenti T ={x, k 0, usihnda maydalangan ham bul
maydalawda A, =[%,_;, % ],k =1n dara segmentleri payda bolgan, k — dara
segmentinin uzinhgr AX, ga ten edep esaplaymiz. Sonda f(x) funkciyasi
Ak:[xk_l,xk],kzl,_n dara segmentlerinde gabil etetugin manisler kopligi

shegaralangan boladi. Bunnan f (X) funkciyasima A, =[X_,, X1, k =1,n dara
segmentlerinde anig tomengi ham aniq jogarg: shegaralar1 bar boliwin koremiz.
m, =inf f(x) ham M, =sup f (X) belgilewlerin Kiritip,

XEAk XGAk

s =2 mAX, S; =2 MAX (1)
k=1 k=1

gosindilarin duzemiz. St, St qosindilarina, f(X) funkciyas: ushin [a,b]

segmentinin berilgen T maydalawindagi, saykes tomengi ham jogarg: Darbu



gosindilar: dep ataladi. Bul gosindilar T maydalawindag: & tanlawinan garezli
emes ham tomendegi gasiyetlerine iye.

1-gasiyet. [&,D] segmentinin berilgen T maydalawindai V& tanlawinda

S; <07 (8) <SS ()

tensizligi orinli.

Dalilleniwi. Aniq jogart ham aniq tdmengi shegaralar aniqlamasiman &, € A,
bolgan1 ushin m < f(£)<M,, K =1,n tensizlikler sistemast ormli. Bunnan
AX, >0 tensizligi ormli bolgani ushim M AX, < (& )AX, <M, Ax, , k=1n
tensizlikler sistemasi kelip shigadi. Keyingi sistemanin tensizliklerin agzama-agza

n n n
qosip, E:mkAXk < Z f(&)AX, < ZMkAXk tensizligine iye bolamiz. Darbu
k=1 k=1 k=1

qosindilart1 hadm integralliq qosindi aniqlamalarman keyingi tensizliginin (2)-
tensizlikke ten kushli boliwin koremiz.

Dalillengen qasiyetten berilgen | maydalawindagi V¢ tanlawinda S <S;

tensizligi ormli boliwin kéremiz.

2-gasiyet. [a,b] segmentinin berilgen T maydalawindagi mamkin bolgan &
tanlawlarinda S; = ig,f o7 (&) ham Sy =supor; (&) tenlikleri ormnli.
4

Dalilleniwi. S; = il‘;f o7 (&) tefligin dalilleymiz. Oma ushin infinumnia

aniglamasina saykes 1) V< taflawinda St < 07 (&) ham 2) ushin Ve >0
san1 ushin sonday ¢, taflawi bar bolipp S; +& > Oy (é) shartlerinin duriS

boliwin korsetiw jeterli boladi.

1)  sharttin durishigin Darbu qosindilarinin 1-qasiyetindegi (2) tensizliginin shep
tarepinen koremiz.

2) m, = )i(nAf f(x) bolgani ushin infinumnifi aniglamasina saykes V& >0
SR

sani ushin sonday &, € A, nogati bar boladi da f(&)—m, <ﬁ, k=1n

tensizlikler sistemasi ormli boladi. Bul sistemaga tiyisli tensizliklerdi saykes AX,
a kobeyitip natiyjede payda bolgan tensizliklerdi agzama-agza qossaq,



S +&>07(E,) tensizlii kelip shigadi. Bunda &, ={&,, k =1,n} taflaw. Demek,
Sp = ”}f Ot ($) tenligi dalillendi. S; = Slip 07 (&) tefiligi usigan ugsas dalillenedi.

Amglama. T, maydalaw1 T, maydalawmin dawami dep ataladi, eger T,
maydalawinin harbir noqat1 T, maydalawinin da noqati bolsa. Basqasha aytqanda
T, maydalaw1 T, maydalawina ten boladi yamasa T, maydalawia keminde bir
taza noqat qosiwdan kelip shigadi.

3-gasiyet. Eger T, maydalaw1 T, maydalawinifi dawami bolsa, onda

s, <8, <S; <5,

yagnly maydalaw noqatlarimin sanin arttirganda Darbudin témengi qosindisi
kemeymeydi ham joqar1 qosindist artip ketpeydi.

Dalilleniwi. Bul qasiyetti dalillewde T, maydalaw: T; maydalawina tek bir
taza X €(X_;,X,) nogatin qosiw natiyjesinde kelip shiqqan jagdaydi qarastiriw

jeterli boladi. Meyli, X' nogatt A, dara segmentin eki AL, A,k, kesindilerine

ajiratadi, olardin uzinlig saykes 4, 4, ham m, = inf f(x), mg = inf f(x)

XeA) XeA,

bolsn. M, =m,, M; > m, tehsizlikler: ormli boliwin koriw qiyin emes. Onda
S, =Sy, =mMA +mid, —m (4 —4) =M —m)A +(m—m )4, =0,
yagniy ST1 < ST2 tensizligi ormnl. STz < ST1 tensizligi usian uqsas dalillenedi,al
S, <S, tensizliginia orinli bolw 1-gasiyette keltirildi.

4-gasiyet. VT’ ham VT " maydalawlari ushn St < Stv tensizligi orinli.

Dalilleniwi. Meyli T maydalawt T’ ham T " maydalawlarmin  dawami
bolsmn. 3-gasiyette I3 =7, T, =T bolganda S; <5 (T)<S, tensizligi ormh
bolady, al T,=7", T, =T bolsa ST < ST" tensizligine iye bolamiz. Keyingi
eki tensiliklerdi biriktirsek, St <S; < S; < S, tenisizligi shigadi. Bul
tensizlikten Sy = ST" tensizliginin durisligi ko’rinip tur.

5-gasiyet. Meyli {ST } ha’m {ST} Darbudin témengi ham joqargi
qosindilar1 képligi bolsmn. Onda f(X) funkciyasimin [@,0] kesindisi boyimsha
Darbudin tomengi ham joqargi integrallari dep atalatugin |, = SlTJpST ham

" = iI’Tlf ST sanlar1 bar boladi ham bul sanlar S; < lL.<1' < ST tensizligine

boysinadi.



Dalilleniwi. 4-qasiyetten sanli kopliklerdin bir-birinen ajiraliwi haqqindagi
teoremadan . =SUPS; ham 1" = iqf S; sanlarmifi bar boliwi kelip shigadi.
T

Supremum ham infinum [a,b] kesindisinin barliq mumkin bolgan maydalawlari

boymsha alimadi ham VT’ VT” maydalawlarinda S; <. <1 < S,
bolad1.

1-teorema. [a@,b] segmentinde aniglangan T (X) funkciyasi usi segmentte
integrallaniwshi1 boliw1 ushin onin us1 segmentte shegaralangan boliwi1 ham

Jim (S —5;)=0 (3)
yamasa e
ygng:;kag(xk) =0 (4)

tefiliginif orinli boliw1 zarir ham jeterlt. Bundagi @, (f)=sup f(x) - )i(nAf f(x)
SRk

XeA,
sam T (X) funkciyasmih A, =[X,_;, X, ] kesindisindegi terbelisi dep ataladi.

Dalilleniwi. Zararligi. Meyli  f(X) funkciyas: [a,b] segmentinde
integrallaniwsh1 funkciya bolsin. Onda funkciyanin kesindide integrallaniwshi
boliwinin zararli shartine saykes f (x) funkciyasi [a,b] segmentinde
shegaralangan ham aniq integraldin aniqlamasinan sonday J sani tabilip,
V& >0 sanma sonday 6 =3(g)>0 sam bar boladi da [@,D] segmentinin

diametri A(T) <o bolatugin VT maydalamwi ham V<&  tanlawr ushin

CAGER] <§ tefsizligi orinlanadi. Bunnan J —§< o; (&)< +% bolgan1 ushin
L. E .
Darbu qosindilarinin 2-gasiyetinen J- 3 < |r61f o1 (8) =5 ham

&
S =supo; ()< + tefisizliklerin jaziw mamkin. Bul tefsizlikler ham Darbu
g

. ¢ ¢ T
gosindilarmin 1-gasiyetinen J 3 <s <5, <)+ 3 tensizligine iye bolamiz. Onda

2
0<S; -5, < ?g <& tefsizligi kelip shigadi, yagmy Ve&>036=6(g)>0:

AMT)<s VT, VE50LS -8, <¢ bolgamt ushin  shektin  aniglamasiman

z!Tlmo(ST —$;) =0 tenligine iye bolamiz.



Jeterliligi. Meyli f(x) funkciyasi [a,b] segmentinde shegaralangan ham

A!Tigno(ST —S;) =0 tenligi orinli bolsin. Darbu qosindilarinifi 5-gasiyetinen
N

s;<L.<I"<S.. Onda 0<I"—1,<S —s  him Amno(ST ~$;)=0 sheginin
aniglamasman Ve >036=0(e)>0: A(T)<d VT, V&> 0<S, -5 <¢
bolgam ushin 0<1"—1,<S. —s <& tensizligi [a,0] segmentinin A(T)<&S
bolgan VT maydalawinda ormli boladi. Onda |” ham |, sanlar1 T maydalawinan
garezli emesligi, &>0 sanimif erikli ekenliginen 1™ =1, iye bolamiz. Endi
1*=1,=J belgilewin kiritip, s; <I.<1 <SS, tensizligi tiykarnda S <J <§&;
ham Darbu qosmndilarimi  1-gasiyetinde S; <07(5)<S;  bolgan ushin,
|0'T (&)-J | <S; —-S; <& tensizligine iye bolamiz. Bul f(x) funkciyas: [@,D]
segmentinde integrallamwsh1 ham omin integrali J ge tef boliwin anlatad:.
Teorema dalillendi.

Dalillengen teoremadan eger f(x) funkciyas: [a,b] segmentinde
integrallantwsh1 hdm onin integrali J sanma ten bolsa, onda J =inf S; =sups;
tenligi ormli boliwin kéremiz.

Eskertiw. S; -5, = Z(Mk -m,)Ax, = Z:a)k(f)AXk tenligin esapqa alsaq, onda
k=1 ka1
f(X) funkciyasmin [a,b] segmentinde integrallaniwshi boliw ushin ormnli ham
jeterli shartti, S, —s; => o, (f)Ax, >0, eger A(T) — 0, tirinde jaztw mumkin.

k=1
3-§. Integrallamwshi funkciyalar klasslari

1-teorema. Eger f(X) funkciyas: [@,0] segmentinde uzliksiz bolsa, onda ol

us1 segmentte integrallaniwshi funkciya boladi.
Dalilleniwi. Meyli f(X) funkciyasi [@,D] segmentinde tzliksiz bolsin.

Onda Kantor teoremasina saykes f(x) funkciyasi [a, b] segmentinde ten

olshewli uzliksiz, yagmy Ve&>030=0(¢)>0:Vx x"e[a,b]:|xX'-X"|<o—>
—)‘ f(x)—f (X")‘ < ﬁ. Endi [a,b] segmentinin maydalaniwi
AM) = max AX, <0 bolgan vT ={x,, k=0,n} maydalawindagi
A, =[X_ %], K =1,n, AX, =X —X_,, dara segmentlerinin harbirinde  (X)
funkciyast uzliksiz  bolgani ushin  Veyershtrass teoremasina saykes

b €AGK Zﬁ nogatlart  bar  boladi da f(&)=m = iDAf f(x),



f(&)=M,=supf(x), k=1n bolad. Bunda |&'—&|<|% —X|<A(T)<0.
XeA,

Ten Olshewli uzliksizlik aniglamasi tiykarinda o (f) =M, —m,=

f(&EN)-1(&)< bi’ k=Ln tensizligin ~ jaziw  mumkin.  Bunnan

S =5 = Y o, (F)Ax, < ﬁZAxk <& boliwin kéremiz.
k=1 T Ak=1

Demek, f(X) funkciyast S ;-s =) o (f)Ax —0,eger A(T)—>0  shartin
k=1

qanaatlandiradi, al bul f(X) funkciyas: [@,b] segmentinde integrallaniwshi
boliw1 ushin zararli ham jeterli.
2-teorema. Eger f(X) funkciyasi [@,b] segmentinde aniglangan ham

monoton funkciya bolsa, onda ol [@,b] segmentinde integrallaniwshi funkciya
bolad.

Dalilleniwi. Meyli T (X) funkciyasi [a,b] segmentinde kemeyiwshi funkciya
bolsin, onda VXe€[a,b] ushin f(b)< f(x)< f(a) tensizligi ormnlanadi. Bul
f (x) funkciyasi [a, b] segmentinde shegaralangan funkciya boliwin anlatadi.
Endi [@,D] segmentinia VT ={x , k= 0,n} maydalawin qarastiramiz. Onda
m, = f(x)= )I(QAii F(X), M= f(x._)=sup f(x), k :H

XeAy

tenlikleri ormli  boladi, sebebi VX€A, =[X ;%] K=Ln ushim
f(x)<f(X)<f(X,). Bunnan f (%) - f(x)20 ham
A% < A(T) = rp_?%( AX, tensizlikleri tiykarinda S; —S; =

=2 (M, =%, = D (F (%)~ FOIAK, < MY (F(60)— F (%)) =

= /"LCI')(f (a) — f (b)) boliwin kéremiz. Demek, S; —_sT —0, eger A(T)—>0

sharti ormli. Bul bolsa f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwshi
boliw1 ushin zartrli ham jeterli. Teorema dalillendi.
3-teorema. Eger f(X) funkciyas: [@,D] segmentinde shegaralangan ham bolek

nzliksiz funkciya bolsa, onda bul funkciya [8,0] segmentinde integrallaniwshi.
Dalilleniwi. f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde bolek uzliksiz. Onda ol usi

segmentinin shekli sandagi C,,K=1,N noqatlarinan basqa héarbir noqatinda
uzliksiz. a=C,<C <C,<++<C,<C,,=b dep esaplaymiz ham



o
a= krr(}m (Ck C 1) belgilewin kiritemiz. Onda C,, Kk = 1n noqatlarinin ,O—E

dogerekleri kesilispeydi ham tolig1 menen [@,D] segmentine tiyisli boladi.

f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde shegaralangan, yagny |f(X)|<M
y g g g yagniy

tensizligi VX €[a,b] ushin ormli bolatugm M >0 sam bar. E, =(Ju,(c)

k=1

belgilewin kiritsek, onda E =[a,b]\ E, kopligi jabiq(tuyiq) koéplik boladu.

Bunda A= mln(p,m) ham EnNE=Y,EUE =[ab]. Onda f (X)
funkciyas: E képllgmde Kantor teoremasina saykes ten 6lshewli uzliksiz, yagnly
Ve>0 =5"() > 0:WX X" e E:[x' = X"|< 5" > |f (X) - f(X")| < 2(b 2

sharti orinlangan. Endi 6 =min(4,d8") belgilewin kiritip, [@,b] segmentinin
diametri A(T) <3 bolatugm VT ={X,, K=M} maydalawin qarastiramiz.

Sonda S; —S; = Za)k(f)Ax = o)A+ D o (f)Ax, +Za)k(f)Ax

AeE AceEy
tenligi  orinlh boladl. Bul tenliktin on tarepindegi b1r1nsh1 qosindiga T
maydalawmii tek E  kopligine tiyisli kesindiler, ekinshi qosindiga T
maydalawmin tek E, kopligine tiyisli kesindiler, ushinshi qosmndiga T

maydalawinin E ham E, kopliklerine kirmegen barliq kesindiler kiritilgen.

Birinshi qosindida @ (f)=sup ‘f(X')— f(X”)‘SZ (bg 2 ham kesindiler qosindisi
X' X"eA cE -

b —a dan asip ketpeydi, ekinshi ham ushinshi qosindilarda @, (f)<2M ham
kesindiler qosindis1 N-2A4 dan asip ketpeydi, sebebi ushinshi qosindida T
maydalawmin intervallari san1 2N nen artiq bola almaydi. Sonifi Gishin,

Za)k(f)Ax <Z0=3) oM. 2ni+2M 202 <E +8Mn-
2(b-a) 2 24Mn
e & be
=2 +i="cs
23 6

Demek, S; —S; = Za)k(f)AXk <é&, eger /1(T) <0 bolsa. Bul sharttin ormli boliw1

k=1
f(x) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwshi boliwi ushin orinli ham
jeterli. Teorema dalillendi.

4-teorema. Eger f (x) funkciyasi [a,b) kesindisinde aniqlanan,

shegaralangan, Vrelab) ushn [a,7] segmentinde integrallaniwsh1 funkciya



ham 1M [ £(X)dX  shekii shegi bar bolsa, onda f(X) funkeiyasi [a,b]
a
segmentinde integrallaniwshi boladi. Bul teoremanin dalilin keltirmeymiz.

4-§. Aniq integraldin qasiyetleri

Eskertiw. 1) f (x) funkciyas: [a,0] segmentinde integrallaniwshi bolsa,

onda onin integrali integral astindagi anlatpanin argumentin qanday harip penen
belgilewden garezli bolmagan san boladi, yagniy

'T f (x)dx =_T f (u)du =jl f(z)dz,

2) Aniq integrallardin qasiyetlerin Dalilleniwide integral astindagi funkciyaisi
ushin aniq integraldin bar boliwinin zarGrli ham jeterli sharti orinlangan dep
esaplanadi.

1. Funkciyalar ustinde arifmetikaliq amellerge baylanish qasiyetler

1-gasiyet. Eger U(X) ham V(X) funkciyalan [@,0]  segmentinde
integrallamwshi bolsa, onda Va,Be€R sanlarinda f (X)=au(Xx)+ Sv(X)
funkciyasi [8,0] segmentinde integrallaniwshi boladi ham
b b b
[ (@u(x)+ pu(x))dx = a [u(x)dx + B v(x)dx (1)

a a
tenligi orinl.

Dalilleniwi. [,D] segmentinin taymlagan T maydalawima ham taymlagan &
tanlawina dizilgen U(X), V(X) ham f (X) funkciyalariin integralliq qosindilarin
saykes 07 (U,&) , o7 (V,&) ham oy (T,£) argali belgilesek, onda

or (f,8)=ao; (u,8) + o (v,$) (2)
tenligi orinli bolad1. Eger T maydalawinii A(T) maydalilig1 nolge umtilsa, onda
bul tenliginin on tarepi shegine iye boladi. Sebebi U(X) ham v(X) funkciyalari
[a,b] segmentinde integrallantwshi ham shek sizigliliq qasiyetke iye. Onda (2)
tenliginin shep tarepinin de shegi bar boladi ham bul shekler bir-birine ten
boliwiman (1) formula orinli boladi.

Dalillengen qasiyet aniq integraldin siziglihq qasiyeti dep ataladi. Bul
s1ziqliliq qasiyetine aniq integraldin birteklilik ham additivlik gasiyetleri birikken.

2-gasiyet. Eger U(X) ham V(X) funkciyalann [@,0]  segmentinde
integrallamwshi  bolsa, onda f(X)=uU(X)-V(X) funkciyas: da [a,b]

segmentinde integrallaniwshi.



Dalilleniwi. U(X) ham V(X) funkciyalar1 [a,b] segmentinde
integrallaniwsh1  bolgani Gshin olar ust segmentte shegaralangan, yagniy
M >0: vxe[a,b]— |u(x)| <M, |V(X)| <M sharti ormli. Bunnan

f(X)=u(x)-v(x) funkciyas1 da [a,b] segmentinde shegaralangan ham
vx', X" e[a,b]ushin
| (X) = £ (X")|=|u(xXW(X) = u(X"WV(X) +u(XW(X) —u(x"Ww(x")| = -

() =uxVX) + U ((X') V(X))

<M (u(x’) —u(x")

+ V(X') = v(X")

)

tefisizligi orml. Endi bul tessizlikti [@,D]  segmentinin tayinlangan T
maydalawindar A, =[X,_;, %], K=1n dara segmentlerinde jazsag, onda

X', X" e A, k= ﬁ ushin orinli bolgan,
[f(x)—f(X")|< sup |f(X)—f(X")|=a(f),

u(x’) —u(x")|< sup u(x) —u(x")| = o, (u)
V(X) —v(X")| < sua V(X') = V(X")| = &, (V)

tensizliklerin esapga algan halda (3) tensizliginen @, (f)<M (e (u)+a,(V)),
k =ﬁ tensizlikleri sistemasina iye bolamiz. Bul tensizlikler sistemasinin k —

teflemesin  AX, ga kobeytip, payda bolgan sistemadagi tensizliklerdi agzama-
agza qossaq, Za)k(f)AXk < l\/I(Za)k (U)AX, -i-Za)k (V)Ax,) tensizligi payda boladi.
k=1 k=1 k=1

Eger T maydalawinin A(T) maydaliligi nolge umtilsa, onda bul tefisizliginin on

tarepi nolge umtiladi. Onda shektin tensizliklerge baylanisli qasiyetinen bul
tensizliginin shep tarepinin A(T)—>0 dagi shegi nolge ten. Bul bolsa
f (X) = U(X) 'V(X) funkciyasi [a, b] segmentinde integrallaniwshi boliw1 ushin
zarar ham jeterli.
2. Amq integraldin integrallaw kesindisine baylanish qasiyetleri.
1-gasiyet. Eger f(X) funkciyas: [@,b] segmentinde integrallaniwshi bolsa,
ondaol VA, =[a,,b ] =[a,b]=A kesindisinde de integrallaniwsh1 boladu.
Dalilleniwi. Meyli T' arqali A, =[a,,b] segmentinin diametri A(T") bolgan
maydalaw1 bolsm. [@,D] segmentin T usilinda sonday maydalaymiz, natiyjede
T' maydalawimn harbir noqatt | maydalawina tiyisli ham A(T) < A(T')

tensizligi orinli bolsin.  Bunda /I(T), T maydalawmim diametri. Onda



AT)>0=A(T)>0 him T'cT, @ (f)A% 20, @ (f)AX >0 bolan:
ushin Za)kiT,( f)AX, SZa)kYT (f)AX, tefisizligi orinli boladi. Bunda a)k,T'( f),

T T
f (X) funkciyasiii T’ maydalawidagi K —dara segmentindegi terbelisi.
AT)—0 da A(T)—>0 ham f(X) funkciyast [&,0]  segmentinde
integrallaniwsh1 bolgani ushin keyingi tensizliktin on tarepi nolge umtiladi. Sonin
ushin onin shep tarepinin A(T") — O dag shegi nolge ten. Bul f(X) funkciyas:
[a,.b] segmentinde integrallaniwshi boliw1 ushin ham jeterli.
2-gasiyet. Eger f (X) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwshi ham
¢ € (a,b) bolsa, onda

b c b
j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx (4)
a a c

tenligi orinli.

Dalilleniwi. (4)-tenliktin on tarepindegi integrallardin bar boliw1 1-gasiyetten
kelip shiadi. Eger f (X) funkciyasinin [@,0] segmentinin T ={X,, k =1,n}
maydalawindag bazibir X; =C,1<1 <K bolgan jadaydag integralliq qosmndisin
O'[a,b](f ,T), al us1 maydalawindag1 [a,C], [C,D] segmentlerindegi integralliq
qosindilarin saykes G[a,c](f 1), O'[C,b](f ,T) trinde belgilesek, onda

Orap(F:T) =00 (. T) + 07y (F,T)

tenligi orinli. f (x) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwshi bolgani

ushin, bundag harbir integralliq qosindisi A(T)—>0 shegine 1ye bolad1 ham (4)-
tenligi orinl.
Dalillengen qasiyettin kerisi de duris boladi, yagmy eger ¢ € (a,b) ham

f(X) funkeiyas: [a,C], [C.D] segmentlerinde integrallaniwshi bolsa, onda ol

[a, b] segmentinde integrallaniwshi funkciya boladi.
3-qasiyet. Eger f (x) funkciyas1 X =4a nogqatinda aniglanan bolsa, onda

[ £09dx =0 bolad.

b
Dalilleniwi. J f (x)dx inegrali a=>b jadayinda harbir
a

n -

o (f,8)= Z f (&) AX, integralliq qosindmindi AX, =0,K=1n bolgan1 ushin
k=1

nolge ten, yagniy



jf(x)dx_ lim o (f,£)= lim Zf(gk) .0=0= jf(x)dx

A(T)=0

tenligi ormh.
4-qasiyet. T(X) funkciyast [a,b] segmentinde integrallaniwshi bolsa, onda

a b
j f (x)dx:-j f(x)dx, a<b
b a

tenligi orinli.

Dalilleniwi. [a,b] segmentin T ={x,k=0,n} ham
T'={x =x,,,k=0,n} usillarinda maydalaymiz. Bunda
a=X, <X <--<X, =b, a=x <x,<---<x,=b shartleri ornlangan.
Endi usi maydalawlarga saykes ¢&={&,Kk =1,n}, & ={¢&, Kk =1,n} tanlawlarin
& =& 1, K=LN sharti ormli bolatuginday etip alamiz. Bul mamkin, sebebi

f (X) funkciyas1 [&,0] segmentinde integrallaniwshi, integraldin ménisi [a, b]
segmentin maydalaw usilinan ham tanlaw usilinan garezli emes.

X, & f‘l Xp S X Xy f;H Xy
~ | M\ | I | —~ |
A 1 1 1 1 o |
] ! r ! ] )
Xy é:n—l Xn1 x;+l 5_;’ xj xl 50 xO
2-suwret

Sonda _Tf(x)dx— I|m Zf(gk)Ax ham _[f(x)dx— I|m Zf(<,5 )AX
boladi. Bunda f(&)AX =—1(&)AX,, -, f(f )AX, =—f (fl)Axl tenlikleri

a n b
orinlt. Demek, J‘f(x)dx:/l(ITi,r)nozf(gjf)Ax’j — lim Zf(fk)AXk —jf(x)dx.
b e a

A(T)=0
5-qasiyet. f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwsh1 bolsa, onda
galegen [@,b] segmentine tiyisli X, X,, X; nogatlar: ushin

j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx (5)

X

tenligi orinlt boladi.
Dalilleniwi. Eger X, <X, < X;3bolsa, onda 1 ham 2-qasiyetlerden (5) orml.

Meyli X; < X, <X, bolsin. Onda 2-gasiyetten | f(X)dx = | f (x)dx+ [ f (x)dx.

X3 X3 X



4-gasiyetten

X3

_T f (X)dX = —J. f (X)dX + ]% f (X)dX yamasa ).(f f (X)dX = T f (X)dX + ).(f f (X)dX )

X2 el
Basqa variantlar usigan ugsas dalillenedi.
3.Aniq integraldin tensiliklerge baylamish qasiyetleri.

1-gasiyet. f (X) funkciyasi [a, b] segmentinde integrallaniwshi ham
b
Vx e[a,b] ushin f (X) >0 bolsa, onda j f (X)dx =0 tensizligi ormli.
a

Dalilleniwi. [a,b] segmentin VT maydalawda ham V&  tanlawinda

o (f,&)= Z f(&)AX >0 tensizligi orinli. Bul tensizlikte A(T)— 0 da shekke

k=L
b

oOtip, shektin tensizliklerge baylanish qasiyetlerinen I f(x)dx =0 tensizligine iye
a

bolamiz.
2-gasiyet. f(X) ham 9(X) funkciyalari [a,0] segmentinde integrallaniwshi

b b
ham Vx<[a,b] ushin f(x)=g(X) bolsa, onda | f(X)dx> [g(X)dX tensizligi

orinli.
Dalilleniwi. U(X) = f(X)—g(X) belgilewin kiritsek, VXe[a,b] ushin

b
U(X) >0 tensizligi ormlanadi. Onda 1-gasiyetten IU(X)dX >0 boladi. Bunnan
a

b b
aniq integraldin sizighihq qasiyetinen paydalanip, .[ f (x)dx > J.g(X)dX
a a

tensizligine 1ye bolamiz.
3-gasiyet. f(x) funkciyast [8,0] segmentinde integrallamwshi, VX €[a,b]

ushin f(X) >0 tensizligi orinli hdm keminde bir X, € [a, b] noqati tabilip, usi
b

nogatta T (X) funkciyas: uzliksiz ham f(X,) >0 bolsa, onda f f(x)dx>0
a

bolad.
Dalilleniwi. Meyli X, €(a,b) bolsin. Onda uzliksiz funkciyama tafibasin

saglaw gasiyetinen sonday & > O sam bar boladi1 da VX €U 5(X,) < [a,b] ushin
f(x
f(x)= % >0 tefsizligi  ormli  boladi. Endi  [&,X, —J],

[X, — O, %, + ], [X, +0,b]  kesindilerin  qarastirsaq,  1-gasiyetten



Xg—0 b

[ fgdx=0, j f (x)dx >0 ham
a Xo+0
Yo+ Yo+ X+
f f f
J rogoe [ 2ot P 95210050 botedi. O
X—0 X—0 X—0
b Xg—0 Xg+0 b
[Tgdx= [ feyax+ [ FO)ax+ [ f(dx f(x)5>0
a a Xo—0 Xo+0

4. Aniq integraldi bahalaw.
Teorema. Eger f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwsh1 bolsa,

onda ‘ f (X)‘ funkciyasida [a,0] segmentinde integrallaniwshi ham

j. f (x)dx| < h f (X)ldx

tensizligi ormnl.
Dalilleniwi.
u(x) =|f(x)| belgilewin kiritip, VX', X" €[@,b] ushm |u(x")—u(xX)|=
=[[f 0= F0)

segmentinin VT maydalaw  usiinda A, =[X _,, X ], kK=1Ln dara
kesindilerindegi U(X) ham f (X) funkciyalarmin terbelisleri ushin,

o (u)= sup Ju(x")—u(x)[< sup |f(x")-f(X)|=a(f),

X', X"€A X', X"eA

<|f(X") - f (X')| tensizligi ormnli boliwin kéremiz. Onda [a,b]

yagnty @, (U) <@, (), K =1,n tensizliklerin jazrw mamkin. Bul tensizlikler
sistemasindagi K —  tenfsizlikti AX, ga kobeytip, natiyjede kelip shiggan

n n
tensizliklerdi agzama-agza qosip, Za)k (U)AX, < Za)k(f)AXk tensizligine iye
k=1 k=1

bolamiz. f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde integrallaniwshi bolgani ushin bul
tensizliktin on tarepi A(T) —>0 da nolge umtiladi. Onda onian shep tarepi de

A(T)—>0 da nolge umtiladi. Bul bolsa u(x) = | f (X)| funkciyasi [a,b]
segmentinde integrallaniwshi boliw1 ushin zarar ham jeterli.

Endi D FEIMX[<Y|FE)AX  yamasa o7 (F,&) <o (|f].&)
k=1 k=1
tensizliginde A(T) =0 da shekke otsek, U(X) ham f(X) funkciyalarinin

[a,b] segmentinde integrallaniwsh1  bolgan1 ushin

j)' f (x)dx

sj'| f (x)[dx

tensizligi duris boladi. Teorema dalillendi.



‘f(X)‘ funkciyalarmin [&,0]  segmentinde integrallantwsh1 boliwinan

f(X) funkciyalarinin [a,b] segmentinde integrallaniwsh1 boliw1 kelip
1, eger xeQ,

_1 eger xe J funkciyasin alsaq, onda

shigpaydi. Misal retinde f(X):{

u(x) =|f (x)|=1 bolad: ham ol V[a,b] kesindisinde integrallaniwshi, al f (X)
funkciyalarinin 6zi [a,b] segmentinde integrallaniwshi emes.

Eskertiw. f(X) funkciyas: shetki nogatlart @ ham b (a<b yamasa b<a)
bolgan kesindide integrallaniwshi bolsa, onda aniq integraldi bahalaw ushin

T f (x)dx _T| f (x)[dx

< tensizliginen paydalanadi.

Misal. Eger f(X) funkciyas: [8,b] segmentinde integrallaniwshi bolsa, onda

_tf f (x)dx

<|sup f(x)

xe[a,b]

Va,B<[a,b] ushin |b—a| tensizligin dalilleh.

Sheshiliwi. f(X) funkciyas: [a,b] segmentinde integrallaniwshi bolgani
ushin bul funkciya [@,0] segmentinde shegaralangan. Onda SUP |f(X)| bar

xel[a,b]
boladi ham VXe€[a,b] ushm |f()()|S sup |f(X)| tensizligi ormli boluwin
xe[a,b]
B B B
esapga  alsaq, j f (x)dx| < j | (x)]dx| < stje]|f(x)| j dx = stje)]|f(x)|.|b—a|

boladi.
5. Orta manis haqqinda integralliq teorema.

Teorema. Meyli, T(X) ham 9(X) funkciyalari ushin témendegi shartler
orinl1 bolsin:
1. T(X) ham g(x) funkciyalari [a,b] segmentinde integrallaniwshi,

2. M M € R sanlari bar bolip VX €[a,b] ushin m< f(X) <M tensizligi orml1.
3. 9(X) funkciyas: [@,0] segmentinde tanbasin saqlaydi, yagniy
Vvx ela,b] ushin g(x) >0 yamasa VX €[a,b] ushin g(x) <0 .
Onda sonday # €[M,M] sani bar bolip,

[ £0990)dx = p- [ g(x)dx 1)

tenligi orinli boladi.

Dalilleniwi. Meyli VX €[a,b] ushin J (X) >0 bolsin. Onda m< f(x)<M
tensizliginen Vxe[a,b] ushin mg(x) < f(X)g(x) <Mg(X) tensizligi kelip
shigadi. T(X) ham O(X) funkciyalari [@,0] segmentinde integrallaniwshi



bolgam ushin  f(X)g(X) funkciyasi da us1 kesindide integralantwshi. Onda
integraldin tensizliklerge baylanish gasiyetinen paydalanip,

m j g(x)dx < jf(x)g(x)dxs M j g(x)dx )

b
tensizligine iye bolamiz. Eger jg(x)dx =0 bolsa, onda keyingi tensizlikten
a

b
f f(X)9(X)dX=0 tenligi kelip shigadi. Bul jadayda (1) tefiligi 0= -0 tarine
a

iye bolip M retinde [M,M] kesindisine tiyisli galegen sand1 alganda (1) tenligi

b b
ormli boladi. Eger IQ(X)dX?f O bolsa, onda _[g(x)dx >0 boladi, sebebi

b
teoremanif 3-shartine saykes 0 (x)=0. (2) tensizligin fg(X)dX sanima bolip,
a

j. f (x)g(x)dx

b = H Dbelgilewin kiritsek, (2) tensizligine ten kushli bolgan
j g(x)dx
a

M< <M tensizligi kelip shigad1. Bul kiritilgen belgilewden (1) tefligi ormli
boliwin koriw qiyin emes. g(X) <0 bolgan jadayda da teorema duris boladi,
sebebi  9(X) u —g(X) qa o6zgertiwden (1) tefligi 6zgermeydi. Teorema

dalillendi. Dalillengen teoremanin saldar1 retinde orta manis hagqinda integralliq
teorema dep atalatugin tomendegi teorema kelip shigadi.

Teorema. Eger f(X) funkciyast [a,0] segmentinde uzliksiz, g(X)

funkciyasi [a,b] segmentinde integralaniwshi ham tanbasin saglaytugin funkciya
bolsa, onda sonday ¢ €[a,b] noqat1 bar boladi da (1) tenligi

[ £00g()dx= £ ()] g(x)dx 3)

turinde jaziladi.
Dalilleniwi. Kesindide uzliksiz funkciyalar ushin Veyershtrass teoremasina

saykes sonday X, X, €[@,D] manisleri bar boladi da f(X)=m= Xiegfb] f (x)

ham f(Xz) =M = sup f(X) tenlikleri orinli boladi. Onda VX € [a,b] ushin
xe[a,b]



M< f(X)<M ham (1) formuladagt 4 sam M< <M bolgam sebepli
kesindide tzliksiz funkciyanin araliq manisi haqqidagi Koshi teoremasina saykes
f(&)=u tenligi ormh bolatugin ¢ ela,b] nogatt bar ham sonin ushin (1)
tenligin Uzliksiz funkciyalar jadayinda (3) tarinde jaziladi. Teorema dalillendi.
Dalillengen teorema, VXe€€[a,b] ushin f(X)>0 sharti ormli bolganda
[a,b] segmenti Gstinde jasalgan iymek sizigh trapeciyanii maydani ultanmin
uzinhgr b —a biyikligi f (&) ge ten bolgan tuwrimuayeshliktin maydanma tef

degen geometriyaliq maganani beredi.

E _ 2
Misal. 40” i ]2 < BT eisizligin dalillen.
> 100 + 2+/3sin® xcos x 400
f(x)= , 9(x) =10-2x belgilewlerin Kiritip,

100 + 2+/3sin® xcos x

T : 3V3
vx [0, E] ushm ormli bolgan 0<sin®xcosx < 16 tensizliginen

8 < 1 < 1
809 ~ 100+ 2+/3sin®xcosx ~ 100
tensizlikleri ormli boladl. Onda (2) tensizliginen paydalanip,

7Z' 7Z'

I(lO 2x)dxsi 10 - 2x
2100 + 2+/35sin® xcos X =100

. 9
paydalansag, 0 < 2+/3sin®xcosx < g ham

=05 j (10-2x)dx tensizligine iye

z
2

2
bolamiz. Bunda J(lO—ZX)dXzSﬂ—% bolgan1 ushin berilgen tensizlik orinli
0
boladi.
5-§. Joqari shegi 6zgeriwshi integral.
1.Joqarn1 shegi o6zgeriwshi bolgan integral. f(X) funkciyas: [a,b]

segmentinde integrallaniwshi funkciya bolsa, onda VX €[&,D] ushin joqari shegi
6zgeriwshi integral dep atalatuin,

F(x)= j f (t)dt (1)

integral1 bar bolad1 ham ol tdbmendegi qasiyetlerge iye.
1-teorema(uzliksizlik qasiyeti). Eger f(X) funkciyast [@,0] segmentinde
integrallaniwshi funkciya bolsa, onda F(X) funkciyas: [@,0] segmentinde



uzliksiz funkciya boladi.
Dalilleniwi. Meyli VXe[a,b] ham X+Axe[a,b] bolsm. Onda F(X)

funkciyasmin X €[a,b] nogatindagi 6simi,
X+AX X X+AX
AF =F(x+A)-F(x)= [ f@dt—[f@dt= | f()dt )
tarinde jaziladi. f(X) funkciyas: [8,b] segmentinde integrallaniwshi funkciya
bolgan1 ushin bul funkciyas: [&,D] segmentinde shegaralangan, yagniy
dM >0:Vxe[a,b]— | f (X)| <M. Endi integraldi bahalaw qaiydasmnan

paydalanip,

X+AX

j f (t)dt|<

X

X+AX X+AX

AF| = [ [f@ldt<M [ dt=M.Ax,

yagnty |AF|<M -AX tensizligine iye bolamiz. Bunnan AX — 0 da AF —0,
yagnty F(X) funkciyast X hoqatinda uzliksiz. X nogati [@,D] kesindisinin
qalegen nogati bolgani ushin F(X) funkciyas: [&,0] segmentinde uzliksiz.

2-teorema (differenciallaniwshiliq qasiyeti). Eger f(X) funkciyasi [a,b]
segmentinde integrallaniwsh1 ham X, €[a,b] noqgatinda uzliksiz funkciya bolsa,
onda F(X) funkciyas: X, € [&,D] nogatinda differenciallaniwshi funkciya boladi
ham onin tuwindisi ushin F’(XO) = f (Xo) tenligi orinlu.

Dalilleniwi. Meyli AX=0 ham Xy, X, + AX€[a,b] bolsin. Onda

Xg+AX

. AF
AF = I f(t)dt bolad. F'(XO)ZLETOE: f(X,) bolgan1 ushin teorema

Xo

. . AF L .
dalillengen boladi, eger AIlTO(E — (X)) =0 tenliginin ormnli boliw1 korsetilse.
Bul tenligin Dalilleniwi ushin tdmendegi turlendiriwler orinlanada:

x0+Ax Xg+AX x0+Ax

aF 0)_—j f(t)dt——f(o) jdt_— j (f ()~ f (t))dt

Ax

Tenliginen hdm 1ntegrald1 bahalaw qaglydasman paydalamp,

Xg+AX

[ 1F®)— ()t

AX
1 Xo+
<

j (f (1) — f(x,))dt| <

Xo

‘__f( o)

(3)

tensizligine iye bolamiz. Teorema shartine saykes f(X) funkciyast X, nogatinda

Uzliksiz, yagny Ve>030=0(g):Vte U 5(%) —>| fit)—f (XO)| <& bolad



Meyli |AX|<5 bolsim. U shetki nogatlari X, ham X, +AX bolgan kesindige
tiyisli bolganligtan |t — X0| < |AX| <O . Sol sebepli keyingi tefsizlik tek |AX| <o

shartin qanaatlandiratugin AX lar ushin gana ormlanadi. Onda (3) tensizliginen

Xo+AX

[ 11000t

Xo

AF
——f(x
o 1)

< -
| AX|

<i-g-|AX|=g
| AX|

tensizligi kelip shigadi. Solay etip, V& >0 samina sonday ¢ = J(g)sam tabilad:

da 0<|AX|< & shartin ganaatlandiratugin Ax lar ushin i—F— f(x,)| <& tensizligi
X

. AF L ) .
orinli. Bul A|irT1)(E—f(XO))=0 tenliginia orinli boliwi menen ten kushli.
Teorema dalillendi.

Dalillengen teoremada X, =a bolgan jagdayda F'(X,)= f(X,) tenligi
F'(@+0)=f(a) ham X, =Db bolgan jagdayda F'(b—0)= f(b) turinde

jaziladi.
Sonmin  menen birge dalillengen teoremadagi jogari shegi 6zgeriwshi

integraldin tuwindisi, integral astindagi funkciyanin, argumentinin manisi
integraldin jogari shegine ten bolgandagi, manisine ten boliwi matematikaliq
analizdin ahmiyetli fakti bolip esaplanadi.

3-teorema(uzliksiz funkciyanin baslanish funkciyas: bar bolwi). Eger f(X)

funkciyasi [a,b] segmentinde uzliksiz bolsa, onda ol usi segmentte baslangish

funkciyasina iye, bul daslepki funkciya (1) formulast menen berilgen jogar: shegi
6zgeriwshi integral boladi ham sonin ushin

J‘f(x)dx:JX‘ f(t)dt+C (4)

tenligi orinhi. Bunda C — erikli turagh.
Dalilleniwi. T (X) funkciyas: [,0] segmentinde tzliksiz bolgan: ushin F (X)

funkciyast VX € [a,b] nogatinda differensiallaniwshi boladi ham onmn tuwindisi
f(X) funkciyasina ten, yagniy F’(X):(_[f(t)dt)’: f(X). Bunnan baslanish

funkciyanin amglamasina saykes F(X) funkciyast f(X) funkciyasini [a,b]

segmentindegi baslanish funkciyasi boladi. Onda f(X) funkciyasina [a,b]

segmentindegi baslanish funkciyalar kopligi retinde (4) formulasi orinli. Teorema
dalillendi.



Saldar. Dalillengen teoremalardan [a,b] segmentinde uzliksiz  f (X)
funkciyasinin hargqanday daslepki funkciyasi

G(x):jf(t)dt+C, x e [a,b] 5)
a
korinisine iye boliw1 kelip shigadi. Bunda C — erikli turaql1.

6-§. Aniq integrallardi esaplaw usillar:

1. Nyuton-Leybnic formulasi.
Teorema. Eger f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde uzliksiz ham G(x)

onin usi segmenttegi bazibir baslangish funkciyasi bolsa, onda
b
[ (x)dx =G(b) - G(a) (1)
a

tenligi orinli.
Dalilleniwi. Uzliksiz funkciyanin baslangish funkciyasi bar boliw1 haqqindag:

teoremaga saykes f(X) funkciyasmin [@,b] segmentindegi baslangish funkciyast
X

G(X) = j f(t)dt +C 2)
a

tarinde jaziladi. (2) formulada X =a bolganda C=G(a) bolgani ushmn

X
Vx e[a,b] manislerinde bul formulani G(X) :j f(t)dt +G(a) tarinde jaziw
a
mumkin.
Onda X=Db dara jadayinda keyingi tenlikten
b b
G(b) = [ f(t)dt +G(a) < [ f(t)dt =G(b)-G(a) teligine iye bolamiz. Teorema

dalillendi. (1)-formulanin on tarepin G(X)|Z =G(b) —G(a) tarinde belgilep,

oni
i f (x)dx=G(x)|. =G(b) - G(a)

turinde jazadi hdm Nyuton-Leybnic formulasi yamasa differencialliq esaptin
tiykar1 formulasi dep ataydi.



n o

1-musal. Nyuton-Leybnic formulasi jardeminde S, =Z e n=12,--- ishe-
k=l

izliginin shegin tabin.

n ka’ 1 n

Sheshiliwi. S, =Zna+1 _HZ(n) turinde jazip alsaq, onda tenliktin on
k=1 k=1

tarepi  f(X)=X" funkciyasima [0,]] segmentin T ={x =

K k=0

n

maydalaw ham& ={§k, k=1, n} tanlawindai integralliq qosindi boladi. Bunda

A(T) = 1 — 0, eger N — 00 . Onda aniq integraldin aniglamasinan ham Nyuton-
n

Leybnic formulasinan paydalanip,

lims, —I|mZ() % j ) _ 1

N0 N 4= a+10 a+1

shegine 1ye bolamiz.
2-musal. Eger f(X) funkciyas1 haqiyqly sanlar késherinde uzliksiz, al
u(x), v(x) funkciyalar1 haqiyqiy sanlar kosherinde differenciallaniwshi

funkciyalar bolsa, onda Nyuton-Leybnic formulasmnan paydalanip f(X)

funkciyasimn tomengi shegi U(X), joqari shegi V(X) bolan integralinin
tuwindisin tabin.
Sheshiliwi. Meyli G(X) funkciyasi f(X) funkciyasimn bazibir baslanmish

funkciyasi bolsin. Onda Nyuton-Leybnic formulasina saykes,
v(X)
j f (t)dt = G(t)|“((XX; G(v(x))-G(U(X)) tehligin jazrw mamkin. Bunnan
u(x)
quramali funkciyalardin tuwindisin tabiw qaiydasinan paydalanip,

v(x) '
(I f(t)dt] =(G(v(x)) =G (u(x))) =G'(V(x)V'(x) -G (u(x)u'(x) =

u(x)
= fF(vOVU(x) = F(U)U'(X), yagny

v(X) '
[ j f(t)dtj = f(v(X))V'(X) — T (u(x)u’(x)
u(x)
formulasina iye bolamiz.

2. Aniq integralda 6zgeriwshini almastiriw.

Teorema. Eger f(X) funkciyasi (C,d) intervalinda uzliksiz, al X =U(t)
funkciyasi (f ,77) intervalinda uzliksiz differenciallaniwshi, Vit e (é: ,77) ushin



u(t)=xe(c,d) ham ae(&,n), B (&) manislerinde saykes U(a)=a,
u(f) =b manislerin qabul etse,

i f (x)dx :f f (U’ (t)dt

tenligi ormli boladi. Bul tenligine aniq integral belgisi astinda 6zgeriwshini
almastiriw formulasi delinedi.

Dalilleniwi. (X) funkciyast shetki noqatlar1 @ €(c,d) ham be(c,d)
bolgan segmentinde uzliksiz bolgani ushin ol usi segmentte integrallaniwshi
boladi. Meyli F(X) funkciyas: f(X) funkciyasinin shetki nogatlari @ ham b

bolgan segmentindegi baslangish funkciyasi bolsin. Onda Nyuton-Leybnic
formulasina saykes,

T f (x)dx = F (b) - F(a)

tefiligi ormnli. Bunda F'(X)= f(X),Xxe(c,d) tenligi ormli ham F(u(t))
quramali funkciyas1 f (U(t))u’(t) funkciyasinini baslangish funkciyasi bolad.
Sebebi

%(F(U 1)) =F'u))u’t)=f(t)u’(t). Onda Nyuton-Leybnic formulasina

saykes,
B b
[ f W ®dt=Fum)|, = Fu(B) - F(u(B)) = F(a)—F(b) = | f (x)dx.
Teorema dalillendi.
1-musal. T\/ a’—x’dx integralin esaplan.

Sheshiliwi. X =asint tarinde Ozgeriwshi almastirilsa, + a’—x* =acost,

dx =acostdt ham x =0 bolganda t =0 , al X=a bolganda t=% bolgani

a 2 aZ
ushin dalillengen teoremaga saykes, I Ja® —x*dx = aZJ'(:OS2 tdt = Tﬂ boladu.
0 0

1
In(L+ x
2-musal. J- ( )dX integralin esaplan.
0



Sheshiliwi. Eger 6zgeriwshi almastirtwdr X =tgt tarinde 4melge asirsaq,

In(1+x) _ In(1+tgt)

dt ham X=0 bolganda t=0, al x=1

1+x>  1+tg’t _cos t
‘ T
bolganda t = 7 boladi. Sonda:
j In@+%) 4y }'”(1”90 ! dt—}In(lﬂgt)dt—}ln(ﬁw)dt—
. 1+ x° - 1+cos’t cos’t : cost

K

7z|n2
8

(In72+lnsin(t+%)—lncost)dt= + [Insin(t+ 2t - jlncostdt

Oty
o'—.hm

T

T
bolad. jInCOStdt integralin esaplaymiz. Us1 magsette t=Z—Z turinde
0

. T . T
6zgeriwshi almastirsaq, Sln(z +1) = Sln(z —2)=C0SZ bolgani ushin,

In(1+ X)d 7zln2
2

ot—n|y

1
Insin(t + —)dt = Iln coszdz tenligi orinli boladi. Onda I
0

3. Aniq integraldi boleklep integrallaw usil.

Teorema. Eger U(X) ham V(X) funkciyalart [a,b] segmentinde uzluksiz
differenciallaniwshi funkciyalar bolsa, onda bdleklep integrallaw formulasi dep

atalatugm ju(x)v'(x)dx =u(x)v(x) > —Iv(x)u'(x)dx tenligi ormnli.

Dalilleniwi. Teorema shartinen U-V,U"-Vv,U-V’ funkciyalar1 eki uzliksiz
funkciyalardin kobeymesi retinde [a,0] segmentinde uzluksiz funkciyalar boladi.
Onda kobeymeni differenciallaw qatydasmdagi (U-V) =uU’"-V—U-V" tenlikti

b b b
[a,b] segmenti boymsha integrallap, I(U -V)'dx = J-V'U'dX_J‘U VX tenligine
a

a
b

iye bolamiz. Nyuton-Leybnic formulasinan j(u -v)dx=u-v|; bolgan1 ushin

a

b
keying teflikti [UOOV/(X)dx =u()V(x) [, [ V(U (x)dX tirinde jaziw mimkin.
a a

Teorema dalillendi.



2
1-msal. Iln xdx integralin esaplan.
1

1
‘ u=Inx= du==dx ‘
Sheshiliwi. .fln Xdx = x |=xInx| —jxédx: 2In2-1.
1

! dv=dx=v=x

2
2-musal. J, = ISinn xdx, N=1,2,--- integralin esaplan.
0

Sheshiliwi.

7 T

2 i 2 Vid
L. _ z
Nn=0 bolsa, J :jdx:xl0 :? N =1 bolsa, le'[smxdx=cosx|0 =1
0 0
2
N>2  bolsa, berilgen integraldi J, = jsm”‘l Xd(—C0oSX) tarinde jazip,
0

boleklep integrallaw formulasin qollantw mumkin. Sonda

u=sin""x=du=(n-1)(sin"*x)cosxdx; dv=d(—cosx)=>V=—-CoSX
ham

2
sin" % x - cos’® xdx =(n —1)'[sin”‘2 X-(1-sin*x)dx =

T

J. =(sin"*x)(~cos x)|2 +(n-1)

o |y

T

=(n —1)Tsin”‘2 xdx — (n —1)J2'sinn xdx=(n-1)J,-(n-1)J

n-1
yagmy J =(N-1)J,—-(n-1)J,  bolad.  Bunnan anTJz,n=2,3---
tarindegi  rekkurent formulasina iye bolamiz. Bul formulada N=2M me N
bolsa, onda
3 - 2m-1 2m-3
mo2m 2m-2°

B (2m—1)!!.£
n=2m+1 bolsa, onda

emn 2

531
6 4 2

2m 2m-2 6 4 (2m)i!

2
™17 om+l 2m-1 7 5 371 2m+D)!

boladi.

i

2 o : .

3-musal. jX Sin XdX integralin esaplar.
0



Sheshiliwi.

T, U =x"=> du=2xdx
Ix sin xdx =
0

T
_ =—Xx’CosX| +2jxcos xdx =
dv =sin xdx = Vv =—-cos X 7

=7’ + 2.[ XCOS XdX . Endi tenliktin on tarepindegi integraldi esplaw ushin
0

boleklep integrallaw formulasmman jane bir marte paidalanamiz, sonda

Uu=x=du=dx o F ”
= Xsinx|g —Ismxdx:cosx|0:—2

0

T
jxcos xdx =
0

dv =cosxdx = v =sinx

bolad, yagnry IXZ sinxdx=7"—-4.
0

7-§. Amq integraldin geometriyaliq maselelerd: sheshiwde qollamiwlar

1. Tegisliktegi figura ham omm maydani. Tegisliktegi noqatlardin
harganday shegaralangan kopligi tegisliktegi figura dep ataladi. Tegisliktegi
figuran1 shekli sandagi 6z-ara ishki kesilispeytugin tuwrimayeshlikler birikpesi
turinde anlatiw mumkin bolsa, onda bul figura kletkali figura dep ataladi.
Tuwrimuyeshlik dep tegisliktin E={(X,y): a, <x<b,a, <X<b,} tarindegi
noqatlar1 kopligine yamasa bul koplikten onin shegarasinin bazibir bolegin yamasa
shegarasi tolig1 menen alip taslanganda kelip shigatugin koplikke aytadi.

E tuwrimuayeshliginin maydam dep, E tuwrimuyeshligine onifi shegarasinii
tiyisli boliwinan yamasa tiyisli bolmawinan biygarez, (b, —a,)(b, —a,) sanina
aytadi.

Kletkal1 figuranin maydan1 dep onmin quramindagi tuwrimuyeshlikler
maydanlarmin  qosindisina  aytiladi.  Kletkali figuralardin  maydant  oni
tuwrimuyeshliklerge maydalaw usilinan garezli bolmagan teris emes san boliwin
ham bul maydan additivlik, invariantliq, monotonliq qasiyetlerine iye boliwin
korsetiw mumkin. Additivlik qasiyet, 6z-ara kesilispeytugin eki kletkali
figuralardin maydani1 olardin maydanlarinin qosindisina ten boliwin; invarianthiq
qasiet, eki tendey (kongruent) bolgan kletkali figuralardin maydanlar1 da ten
boliwin; monotonliq qasiet, eger eki kletkali G ham U figuralar1 ushin G —U
sharti ormli bolsa, onda G figurasimii maydan1 U figurasinin maydaniman ulken
bola almawin anlatadi.

Tegisliktegi K figuras1 kvadratlaniwshi figura dep ataladi, eger V& >0 sam
ushin < K = Q shartin qanaatlandiratugm J ham Q kletkal figuralari tabilip,

0<S(Q)—-S(q) < ¢ tensizligi orinli bolsa. Bunda S(q) ham S(Q) sanlar saykes



0 ham Q kletkali figuralarimin maydanlarin anlatadi. Meyli K figuras:

kvadratlaniwshi figura bolsin. € K < Q shartin ganaatlandiratugin galegen J
ham Q kletkali figuralari ushin S(q) < S(K)<S(Q) tensizligi ormnli bolatugin
S(K) sam1 K figurasinii maydani dep ataladu.
Teorema(maydannin bar boliwi1). Harbir kvadratlaniwshi K figurasi ushin
birden-bir S(K) sani bar boladi ham S(K)=supS(q) =inf S(Q) tenligi orml.
Dalilleniwi. < K —Q shartin ganaatlandiratugin galegen 9 him Q
kletkal1 figuralar1 ushin S(Q) < S(Q) tensizligi ormli. Onda sanli kopliklerdin

bir-birinen ajiraliwi haqqindagi teoremaga saykes K figurasinin ishinde jaylasiwi
mumkin bolgan kletkali { figuralar maydanlarinin kopliginde SUpS(q) ham K

figurasinin sirtinda jaylastwi mumkin bolgan kletkali Q figuralar maydanlarinin
kopliginde InfS(Q) bar boladi da S(g)<supS(q) <infS(Q) <S(Q)
tensizligi ormli boladi. Bunnan S(q) <inf S(Q) <S(Q). Demek, S(K)=inf S(Q)
dep alsag, S(Q)<S(K)<S(Q) sharti ormli bolatugin S(K) sani bar boliwi

dalillengen boladi. Endi bul sanmin birden-birligin  délillew  ushin
S(q) <S(K)<S(Q) sharti orinli bolatugin ekinshi S’(K) sami da bar dep

uygaramiz. Onda S(q) < S'(K) < S(Q) tensizligi ormli bolgan1 ushin,

IS(K)—S'(K)|<S(Q)—S(q) tensizligine iye bolamiz. Bul tensizlik < K < Q
sharti ormli bolatugin qéalegen kletkali figuralar ushin orinli. Onda K
kvadratlantwshi figura bolgani ushin S(Q)—S(Q) aymrmasinif, kletkali  ham
Q figuralarm 0<S(Q)—S(Q) < ¢ shartinde taflaw argali, jeterli kishi boliwin
timinlew mumkin.  Sonda |S (K) - S'(K)| <S(Q)-S(g) tensizliginen
S(K)=S'(K) tenligi kelip shigadi. Demek, kvadratlaniwshi K figuras1 S(K)
maydanina iye hiam  S(q) <supS(qQ) <inf S(Q) <S(Q) tensizliginen
|inf S(Q) —sup S(q)| <S(Q)—-S(g) bolgan1 ushin S(K) =supS(q) =inf S(Q)

tenligi ormli boladi. Teorema dalillendi.
Teorema(maydannif bar boliwinif zarar ham jeterli shérti). Tegisliktegi K
figurasi kvadratlamwshi figura boliw1 ushin V& > 0 sanina

qdcKcQ (1)
shati ormli bolgan kvadratlaniwshi q' ham Q' figuralar1 tabilip,
0<5(Q)-S(a)<¢ (2)



tensizliginin orinli boliw1 zarGr ham jeterli boladi. Bunda S(Q) ham S(Q’)

saykes q’ ham Q' figuralar1 maydanin anlatads.
Dalilleniwi. Zarurligi. Meyli K figurasi kvadratlaniwshi bolsm. Onda (1), (2)

shartler1 orinli boladi, eger kvadratlaniwshi figuranin aniglamasina saykes q' ham

Q' figuralar g'=Qq him Q' =Q turinda tanlansa. Bunda ,Q kletkal
figuralar.
Jeterliligi. Meyli (1), (2) shartleri orinlangan bolsm. & >0 sanin tayinlasaq,

onda bul sanga q” ham Q" kvadratlaniwshi figuralar1 tabilad: da

q'<KcQ’; 0<S(Q)-S(") <§ @3)

sharti orinli boladi. Endi q” ham Q" kvadratlaniwshi figuralar bolgani ushin q”’

ham Q" kletkali figuralar1 tabiladi da

"m ”. " n. 4 m 8 . " " g
0" Ca5Q QT 0=5(@)-S@) <5; 0<5@)-S@)<E @
boladi. Onda (4) shartten Q"cKcQ” ham (3),(4) shartlerden
0<S(Q")-S(q") < ¢ tensizligi kelip shigadi. Bul tegisliktegi K figurasmin
kvadratlaniwsh1 boliwin ham S(K)=supS(q”)=inf S(Q") tenligi ormh

boliwin anlatadi. Teorema dalillendi.

Kletkali figuralar jagdayindagi siyaqli kvadratlaniwshi figuralardin maydanlari
ushin additivlik, invariantliq hdAm monotonliq qasiyetler orinli boliwin koérsetiw
mumkin.

2. Iymek siziqh trapeciyamm maydani. Aniq integral tisinigine alip keletugin
tiykargr maselelerden biri iymek sizigh trapeciyanin maydanin tabiw maselesi
boliwin kordik. Meyli Y= f(X) [a,b] segmentinde amglangan Gzliksiz funkciya
bolsm. OXY tegisliginin G ={(X,y): a<x<b,0<y<f(X)} shartin

qanaatlandiratugin noqatlar1 kopligi iymek siziql trapeciya dep ataladi.

Teorema. G iymek sizigh trapeciyas1 kvadratlaniwshi figura ham onin

A
\

b 1
maydan1  S(G) :I f (x)dx

formulasi menen anlatilada. / / /

a
3-suwret

v




Dalilleniwi. [a,b] segmentin T ={x,,k =0,n} usiinda maydalap, f(X)

funkciyasinin A, =[X,_;, %1, k=1Ln dara segmentlerindegi en ulken ham en

kishi manislerin saykes M, =sup f (X) ham m, = inAf f (X) tarinde belgileymiz.
Ak

XEAk

Ultanlar1  AX, k=1,_n, biyiklikleri saykes M, ham m,, k=1n bolgan
tuwrimuayeshliklerinin birikpesinen ibarat

Q:kgl{(x,y): X4 <X<X,0<y<M, },

q:tjl{(x,Y): X1 SX<X,0<y<mg}

kletkal1 figuralarin garastirsag, d < G < Q sharti orinli ham Q, Q figuralan

saykes S(Q) = Z M, AX, =S;, S(q)= Z:mkAxk =S. maydanlarina iye boliwin
= k1
koremiz. Bunda O1 ham St argali [&,b] segmentin T maydalawdagi f (X)
funkciyas: ushin Darbudin saykes jogargi ham témengi qosindilart belgilengen.
f(X) funkciyasi [a,b] segmentinde tzliksiz bolwi bul funkciya ushin
segmentte integrallaniwshi boliwdin zarar ham jeterli sharti hagqgindag: teoremanin
shartleri orinlanganin anlatadi. Usi teoremaga saykes V& >0 sanmna [a,b]
segmentinia sonday T maydalaw: bar boladi da 0<S; —S; <& tensizligi
orinlanadi, yagmy q < G < Q sharti orinli bolatugin kletkal Q,q figuralar1 bar

bolip 0<S(Q)—-S(q) <& tensizligi ornnlt boladi. Bul G kvadratlaniwshi

figura hdm onin maydani ushin figuranih kvadratlaniwshi boliwinif zarar ham
jeterli sharti haqqindag1 teoremaga saykes S(G)=inf S(Q)=supS(q) tenligi

b
orinli. Onda S(G) =inf S, =sups; = I f (X)dX . Teorema dalillendi.

Dalillengen teoremada aligan G iymek sizigh trapeciyanin maydani onia aniq
integraldi integralliq qosindinin shegi retinde aniqlawda tabilgan iymek siziglh
trapeciyanin  maydani menen birdey
ekenligin atap otemiz. Endi v4
G={(x,y): a<x<hb, f,(X)<y<f,(xX)}
turindegi noqatlar kopligi retinde berilgen
iymek siziglt trapeciyani qarastiramiz.
Bunda fl(X), f,(X) funkciyalari [a,b] :

y=/f(x)

O a b
segmentinde tzliksiz ham VXe€ [a,b] / v=fi(x)

ushin  f (X) < f,(X). Bunday jagdayda

4-suwret

B J



eger f,(X)=0,Vxe[a,b] bolsa, onda berilgen iymek sizight trapeciyamin
maydan1 G, ={(X,y): a<x<b,0<y<f,(X)} iymek sizigh trapeciyanin
maydaninan G ={(X,y): a<x<b,0<y<f(X)} iymek siz1igh

trapeciyasinin maydanin algandagi natiyjege ten boladi (4-suwret), yagniy
b
$(G)=5(G,) - S(Gy) = [ (f,() — f,(x))dx.

Bul formula f,(x) < f,(X) <0 bolgan jagdayda da orinli bolad:. Haqiyqatinda da,
m = Xiegfb] f,(X) belgilewin kiritip, G iymek sizigli trapeciyasin OY  kosherinin

on bagitinda | m | araliqqa parallel koshiriw natiyjesinde,
G ={(x,y): a<x<hb, f(x) +|m| <y<f,(x) +|m[} tarindegi G iymek sizigh
trapeciyasin tendey bolgan iymek sizigli trapeciyasina iye bolamiz. Tendey
figuralardin maydanlar1 birdey, yagniy S(G') =S(G) tenligi ormli.

Eger tegisliktegi figura X=X(t), y=y(t),0<t<T tarinde parametrli
tenlemesi jardeminde berilgen tuyiq, bolek sipaq L iymek sizigi  menen

shegaralangan ham bul iymek si1zig1 menen shegaralangan maydan L iymegi
boyinsha saat tilinin qarama-qarst bagitinda jirgende hamme waqit sep tarepte

T T
bolatugin bolsa, onda onin maydanm S = —I y()X'(t)dt = jx(t) y'(t)dt yamasa
0 0

1 , ,
S= EJ‘(X(t) y'(t) = y(t)X'(t))dt  formulasma saykes esaplanadi.
0

3. Iymek s1z1qhi sektordin maydani.
Polyar koordinatalar sistemasinda vt

p=p(@), a<ep<f tefilemest menen
berilgen L iymek sizigin qarastiramiz.
Bunda p=p(p) funkciyasi [a,f]

segmentinde Uzliksiz. L iymek sizig1 ham

polyar kosheri menen saykes o, ﬂ muyesh

jasaytugin |1 ’ |2 nurlari menen

Ay

shegaralangan tegisliktegi G  figurasma
iymek sizigl sektor dep ataydi. (5-stwret)

5-suwret

Teorema. G iymek siziqh sektor1 kvadratlaniwshi figura hdm onin maydani

1%,
S(G) =7 [ p(p)dy



formulasi jardeminde tabiladu.
Dalilleniwi. [a, B] segmentin T ={@,, k=0,n} ushlinda maydalap,

A =[p. o], K=1LNn dara segmentlerine iye bolamiz ham M, Z(E)nAf p(p),

M, =sup p(¢) belgilewlerin kiritemiz. 0 ham Q arqali radiuslar: saykes M,
pey

, M, , k= 1,n ham @P=¢ 1, ®=@,, K=LN nurlari menen shegaralangan
dongelek sektorlardin  birikpesin  belgileymiz. Sonda (, Q figuralan
kvadratlanitwsh1 hdm olardin maydanlari saykes

$(@)=D> MAg, , S(Q)=> MAg,
k=1 k=1

formulalar1 jardeminde aniglanadi, sonin menen birge qcGcQ sharti ormh
1

boladi. Bunnan S(Q) ham S(Q) maydanlarinin manisleri > 0°(p) funkciyasi

ushin [a, 8] segmenti boymsha T ={@,, K =0,n} maydalaw usilinda duzilgen

saykes St ham ST Darbu qosindilarina ten boliwin korip, aniq integraldin bar
boliwmin zarGr ham jeterli sharti haqqindagi teoremanin saldari tiykarinda

. 1%
supS(q) =inf S(Q) = EI P (p)de tenligine iye bolamiz. Demek, G iymek
siziglt  sektor1  kvadratlaniwshi  figura ~hdm onin  maydam1  ushin

1 B
S(G)= EIPZ (@)d@ formulasi ormli. Teorema dalillendi.

1-musal. Y = X2 + 2, X = 3 sizaglar1 ham koordinatalar koésheri menen

shegaralangan figuranin maydanin tabin.
3

3
cre . X
Sheshiliwi. S = j(xz +2)dx :(E +2X) =15
0
2-musal. X = acost, y = bsint parametrlik tefilemeleri menen berilgen
ellipstin maydanin tabin.
Sheshiliwi.  Ellipstin koordinata koésherlerine baylanisli simmetriyali figura
boliwin esapga alip, onin I-sherektegi boleginin maydani tabiladi, yagniy

Va Va

5" = [ ydx = [bsintd (acost)dt = —ab | sin?tdt = 227
—ly x—_([ sintd(acost)dt =—a !sm =

Onda ellipstii maydam1 S =4S’'=abz  boladi. Bunnan a=b=R dara
jagdaymnda S = 7R’ dongelektin maydanina iye bolamiz.



3-musal. X= s y=x*y=xx=1 siziglart menen shegaralangan figuranin

maydanin tabin.

1 0 2 3 2 3
1
itiwi. S = [(x=x)dx+ [ (x=x)dx=( - X+ - ZXyp,=2
Sheshiliwi. !( ) jl( =GP HG =3
2

4-musal. Polyar koordinatalar sistemasinda p”> =a’cos2¢ tenlemesi menen

berilgen iymek sizig1 menen shegaralangan figuranin maydanin tabin.
Sheshiliwi. Bunday tenleme menen berilgen iymek sizigi Bernulli lemniskatasi
dep ataladi ham ol koordinatalar kosherlerine simmetriyali bolgan eki japiraqtan

ibarat maydandi shegaralaydi. [—%,%]

kesindisine lemniskatanin on tarep japiragi i My N\

J4 . 4 4 J‘J \ // \I\
saykes keledi. Sonin ushmm onm bul [\ V4 "
japiraginin maydani ‘ rd \\

N, r rs E " ” 7
14 a’ - ;
S'= > I a’cos2pde = > boladi. Onda 6-stiwret
v

4

S=2S"=a” boladi. Demek Bernulli lemniskatasi menen shegaralangan
figuranin maydani tarepi @ bolgan kvadrattii maydani1 menen birdey.
5-musal. p =a(l+cosg), 0<@p<2r

kardioida dep atalatugin iymek sizigi menen
shegaralangan figuranin maydanin tabif. .j A ..

Sheshiliwi. S =%ja2(1+ COS(p)ngo:;azﬁ
7-suwret
5. Denenin kolemin esaplaw. 1. Kenisliktegi noqatlardin harqanday

shegaralangan kopligine dene dep ataladi. Kletkali dene dep shekli sandagi 6z-ara
ishki kesilispeytugin parallelepipedler birikpesi turinde anlatiliwi mamkin bolgan

denege, al kenisliktegi P ={(X,y,2):a <x<b,a,<y<b, a,<x<b}

shartin gqanaatlandiratugin nogatlar kopligine yamasa bul koplikten onin shegarasin
tolig1 menen yamasa shegarasinin bazibir bolegin alip taslaganda kelip shigatugin
noqatlar koépligine parallelepiped dep ataydi. Harbir parallelepipedke onin kdlemi
der atalatugin (b,—a,)(b,—a,)(b,—a,) sam saykes qoyiladi. Kletkali denenin

kélemi dep onin quramindagi parallelepipedlerdin kolemlerinin qosindisina

aytamiz. D denesine kublaniwshi dene delinedi, eger V& >0 samna 0 ham Q



kletkali deneleri bar bolip, gcDcQ sharti ham 0<V(Q)-V(q)<e
tensizligi ormli bolsa. Bunda V(Q) him V(Q) saykes 0 hiam Q denelerinin

......

tomendegi tastryiqlawlar ormli.  Eger D denesi kublaniwshi dene bolsa, onda
onin  kolemi dep atalatugin birden-bir V(D) sam1 bar boladi ham

V(q)<V(D)<V(Q) tensizligi qalegen < D — Q shartin ganaatlandiratugin
0 ham Q kletkali deneleri ushmm ormlanadi. Somi menen birge
V(D) =supV(q) =infV (Q) tenligi orml.

2.Cilindr hAm omn kélemi. OXY tegisligindegi G figurasinin shegaras: L

kontur1 bolsin. G figurasin OY yarim kosherinin on bagitinda berilgen h >0
sanina ten bolgan araligqa qozgaganda kelip shigatugin noqatlar kopligine cilindr

yamasa cilindrlik dene dep ataymiz ham W arqali belgileymiz. G ham G,

figuralar1 cilindrdin ultanlari, al olar arasindagi qashigliq cilindrlik denenin
biyikligi dep ataladi.

Teorema. Eger cilindrdin ultanindagi G figurasi kvadratlaniwshi figura bolsa,
onda W cilindrlik denesi kublaniwsh1 dene hdm onin kélemi V(W) =S(G)-h

formulasina saykes tabiladi. Bunda S(G) sam1 W cilindrlik denesi ultaninin
maydani, N sam biyikligin anlatadi. Dara jagdayda G radiust I' bolgan
dongelek bolsa, onda S(G) = zr? ham V(W) =zr?h bolad:.

Dalilleniwi. Teorema shartinde G kvadratlamwshi  figura. Onda

kvadratlaniwshi figuralar aniglamasina saykes V& > 0 sanina sonday kletkali 0,

ham Q, figuralar1 bar bolip, ¢, € G cQ, sharti ham 0<S(Q,)—-S(q,) < %

tensizligi orinli boladi. Meyli W, ham W, ultanlar1 sdykes 0 ham Q, figuralari,
biyikli N qa ten bolgan cilindrlik deneler bolsm. Onda W,, W, kletkali deneler
ham olardin kélemleri saykes V (W,) =S(q,)h,
VW,)=S(Q)h boladi. Endi W, cW cW,

sharti orinli boliwin korip,

le

0<S(Q)—-S(g) < % tensizligin h qa

kébeytsek, 0<V(W,)-VW,) <& tensizligine
iye bolamiz. Bul w cilindrlik denesi
kublaniwsh1 ham onin kélemi V(W) =S(G)h

boliwin anlatadi. Teorema dalillendi.

8-suwret



Dalillengen teoremadan ham koélemnin additivlik qgasiyetinen W cilindrlik
denesi W., 1 =1,n cilindrlik denelerinif birikpesi bolgan jagdayda da kublaniwshi

ham onif kélemi W, i =1,n denelerinin kélemlerinin qosindisina teh boliw1 kelip
shigadi.

3. Kese-kesiminin maydam berilgen denelerdin kolemi. Meyli €2 denesi
bazibir kosherge (bizler ushin OX kosheri) perpendikulyar bolgan eki X = a
ham X =D tegislikleri arasinda jaylasqan bolsm. Uliwmaliligt: buzbastan a <b
dep esaplaymiz. Bul deneni OX kosherine perpendikulyar ham X e[a,b]

nogatman Otiwshi tegislik penen keskende payda bolgan figuran1 G, arqali
belgileymiz. Meyli G, kvadratlaniwshi figura hAm onin maydani S(x) qa ten
bolsmm. Harbir X e€[a,b] noqatina usi noqat arqali OX  kosherine
perpendikulyar  bolip otken G, kesiminin maydanmn saykes qoyip [&,D]
segmentinde uzliksiz bolgan S(X) funkciyasina iye bolamiz. Bul funkciyan1 kese-

kesimnin maydani dep ataymiz. Sonih menen birge {2 denesmin galegen eki
perpendikulyar kesimleri jubmin OX  kosherine perpendikulyar bolgan
tegisliktegi proekciyalart birinin ishine biri jaylasqan figuralar boladi dep
esaplaymiz.

Teorema. Joqarida keltirilgen shartlerinde {2 denes: kublaniwshi dene ham onin
kolemi

V(Q) :TS(x)dx

formulasi jardeminde aniqlanadi. +
Dalilleniwi. [3,0] segmentin

bazibir T ={X,k= ﬁ} usilinda

9-sawret

maydalap, eger X=X, K =1n

noqatlarman OX késherine perpendikulyar tegislikler otkersek, onda €2 denest
N bolekke bélinedi ham harbir bolek disk dep ataladi. M, =inAf f(X) ham

M, =sup f(x), k =1,n belgilewlerin kiritemiz. Bunda A, =[x, % ], k=1n

xeAy
dara segmentler. K =ﬁ S(x) funkciyast A, K ZR segmetlerinde uzliksiz
bolgan1 ushin fé, |:’ €A, , noqatlart bar bolip, S(&)=m,, S(&)=M,,
K =ﬁ tealikleri orinli boladi. Endi K — disktin harbir perpendikulyar kesimin
X=X, tegisligine proekciyalasaq, onda olardin harbiri maydam S(&;)=m,

bolgan kesimnin sirtinda, biraq maydan1 S(&) = M, bolgan kesimnin ishinde

jaylasadi. Eger maydanlann S(&,) =M, ham S(&)=M,, k =1,n bolgan



perpendikulyar kesimlerde jasawshist OX késherine parallel, biyikligi AX, éa

ten cilindrler jasasaq, onda olardan tulkeni K — diskke sirtlay ham ef kishisi K —
diskke ishley sizilgan cilindrler bolip, saykes M, AX, ham M,AX, koélemlerine iye

boladi. Usinday quriwlardi harbir dara kesindide orinlasaq, 2 denesine sirtlay
ham ishley sizilgan N cilindrlerden ibarat Q ham @ denelerge iye bolamiz,

yagnty (cCQcQ sharti  ormli. Bul denelerdih  kélemler1  saykes

k=1

V(Q=YMAx, ham V(q)=) MAX  boladi ham olar [&,b] segmentin
k=1

maydalaw usilindagi S(X) funkciyas1 ushin duzilgen Darbudin saykes ST ham
ST qgosindilarina ten. Onda S(x) funkciyasi [a,b] segmentinde Uzliksiz

b
bolgan1 ushin, SUpV (Q)=ian(Q)=IS(X)dX boladi. Onda €2 denesi

b
kublaniwsh1 ham onin kolemi V(Q):IS(X)dX formulas1 jardeminde tabiladi.

Teorema dalillendi.

4. Aylanba deneler kolemi.

Teorema. G={(x,y):a<x<b,0<y< f(x)} iymek siziqh trapeciyas1 OX
kosheri dogereginde aylaniwinan payda bolgan € denesi kublaniwshi ham onin

b
kolemi V(G)=7m J f #(x)dx formulasi menen anlatiladi. Bunda f(X)

funkciyas: [&,D] segmentinde uzliksiz.
Dalilleniwi. [a,D] segmentin - T ={X,,k=0,n} wusilinda maydalap,
A, =[%_, %], k=1Ln dara kesindilerde M, = inAf f(xX), M, =supf(x),
A

XeA,
k=1n belgilewlerin kiritemiz. G iymek sizigh trapeciyasi ishine ham sirtina
ultanlar AXk, biyiklikleri sdykes M, ham M,, K=Ln bolgan n

tuwrimuyeshliklerin jasaymiz. Bul tuwrimuyeshlikler G iymek siziqh trapeciyasi
menen birgelikte OX  kosheri dogereginde aylanip biyikligi AX, , ultanlarinin

radiuslart m, ham M, bolgan N cilindrlik deneler birikpesinen ibarat saykes {

ham Q kublaniwshi denelerin payda etedi. Sonifi menen birge ( < €2 < Q sharti
orinli boladi ham koélemnin additivlik qasiyetinen paydalanip,

V(q) = 7[2 m?Ax, ham V(Q)=7 Z M/AX,  kolemlerine iye bolamiz. Bul

kolemler 7 f?(x) funkciyasi ushin [@,b] segmentin T ={x_, k =0,n} usilinda



maydalawdagi Darbu qosindilarma ten ham 7 f ?(X) funkciyasi [, D]

b
segmentinde uzliksiz bolgani ushin, supV(q) =infV(Q) = J. S(x)dx boladi. Onda

b
() aylanba denesi kublaniwsh1 hdm oni kélemi V (QQ) = 72_[ f2(x)dx formulasi

jardeminde tabiladi. Teorema dalillendi.
Teorema. G={(X,y):a<x<bh,0<y< f(X)} iymek sizigh trapeciyas1 OY
kosheri dogereginde aylaniwinan payda bolgan Q denesi kublaniwshi ham onin

b
kolemi V (G) = 27Z'J. Xf (x)dx formulasi menen aflatiladi. Bunda f (X) funkciyasi
a
[a,b] segmentinde uzliksiz.
Dalilleniwi. [a,b] segmentin T ={x ,k = 0,n} usilinda maydalap, harbir
Ac=[X_%] K =ﬁ dara kesindisinde ultammin uzinlig AX,, K =ﬁ

biyiklikleri saykes M =inf f(X), M, =supf(x), k=Ln bolgan eki

XEAk XEAk

tuwrimuayeshliklerin garastiramiz. Bul tuwrimuayeshliklerdin birikpesi G 1ymek
sizigh trapeciyasina ishki ham sirtqr sizilgan teksheli figuralardi payda etedi. Usi

teksheli figuralar OY kosheri dogereginde aylanganda saqiyna tarizli cilindrler
ibarat bolgan eki kublartwsh1 Q" ham Q' deneleri kelip shigadi. Olardin kélemleri

, L X, + X,
séykes V(q)=27rmk(xk2 Xes) = 27rZ LA, ham

V(Q)= 27[2 M, 2 Xt X AX, formulalart menen anlatiladi.

Endi y=27xf(X) funkciyas: [8,D] segmentinde integrallaniwshi bolgant ushin
V& >0 sammna O >0 sani bar boladi da T maydalawmin A(T) maydalig

£
ushin A(T) <3 tensizligi ormli bolganda 0<S; —$; < > tensizligi ormnli boladi.

4

n n
Bunda S; = ZZﬂkak_lAXk I ZZﬂMkaAXk Darbu qosindilari.
k=1 k=1

denesi kélemi esaplanip otigan €2 denesinin ishinde, al Q" denesi bolsa Q'

« ey J4 ! . A r .
denesinin sirtinda ham { , Q' denelerinin kélemlerin,

V(q)= Zznm X AX, +227zm AxZ ,V(Q)= Zan X AX, —Zankle

k=1



tirinde anlatiw mumkin. Onda 0<V(Q')-V(Q)=S; -5, — Zﬂ'(M M )AX
k=1
teligi ormh ham M = sup f(X) belgilewin kiritsek, A(T)<&  bolganda
xe[a,b]

Z”(Mk +m )AX:| < 22zM 5 (b —a) tensizligi ormli boladi. Endi O m

k=1
£
S =
47M (b —a)
tensizligine iye bolamiz. Bul G iymek sizigh trapeciyast OY koseri dogeregihde
aylanganda payda bolatugin Q" denesi kublaniwshi boliw1 ushin sartr ham jeterli.

tarinde tanlasaq, A(T) < bolganda 0<V (Q") -V (q) <e

b
Onda V (Q") ham V(Q') qosindilarmin A(T) — 0 dag shekleri IZﬂ'Xf (x)dx

b
integralina ten bolgan1 ushin " denesinin kélemin V () :27ZI xf (x)dx
a

formulas1 jdrdeminde esaplaw mumkin bolada.
2 2 2

1-musal. 7z + # + = =1 ellipsoydinin kolemin tabin.
Sheshiliwi. Ellipsoydtt OYZ tegisligine parallel bolgan X = X tegisligi

2 2 2
g X

menen kesemiz. Sonda kesimde y -1, X=X, A=1-—
a

+
(bA)*  (cA)y
bolada. Bul ellipstin maydanin  tabiw ushin  omin  I-aktanttagi

2
Z=CA /1— (b;/,)z , X=X, boleginih maydanin 4 ke kobeytiw jeterli. Sonda,

> y=bAsint, y=0=1t=0
dy =

ellipst

b
S(xo):4c/1j. 1-
0

y
(b2)* " |dy =bAcostdt, e y:b,l:t:%

T

2 2 X2
= 4cbﬂ,27zjcos2 tdt = chz(1- %) ,yagmy S(X,) =cbr(l- a—g _
0

a a 2
Onda ellipsoydtin kélemi V =2 j S(x)dx =27zbcj (1- %)dx = gﬂabc. Bunnan,
0 0

a=D=C=Tr darajagdayinda shardi V = %ﬂr3 kélemi kelip shigadh.

2-musal. X =a(t—sint), y=a(l—cost) parametrli tenlemesi menen

berilgen iymek sizig1 cikloyda dep ataladi. Cikloydanin bir arkast OX kosheri
dogereginde aylaniwinda payda bolgan denenin koélemin tabin.



Sheshiliwi. Cikloydani bir arkasma t parametrinin [0,27] segmentindegi
manisleri saykes keledi. Onda dx = a(1—cost)dt bolgani ushin,

10-sawret

a 2 2z
V= 72"[ y’dx = 7a’ _[ (1—cost)*dt =ra® _[ (L—3cost +3cos’t —cos’t)dt =
0 0 0

1+cos2t

2
=7za2_[(l—3003t+3 — (L—sin’t)cost)dt =
0

sin’t
3
5. Amgq integral jardeminde iymekliktin uzinhgin esaplaw. Meyli ush 6lshewli
kenislikte OXYZ tuwrimuyeshli dekart koordinatalar sistemasi tanlangan ham
[a, 5] segmentinde x=x(t), y=y(t), z=1z(t) uzliksiz funkciyalar1 aniglangan

:ﬂa?’(t—3sint+gt+§sin2t—sint+ ) "=57%a’.

bolsin. Bunday jagdayda [«,f] segmentinifi ush Olshewli kenislikke uzliksiz
sawlelendiriliwi  berilgen delinedi. tela, ] manisine saykes keliwshi

X(t), y(t), z(t) sanlar ushligin kenisliktegi M (t) noqatinih koordinatasi retinde

yamasa OM =F(t) vektormin koordinatasi retinde qarastinw mumkin, yagniy
OM =r(t) = (x(t), y(t), 2(t)) . Eger T waqut retinde qabil etilse, onda

x=x(t), y=y(), z=z(t), te[a,f] (1)
tenlemeleri M (t) nogatimin qozgalis nizamin aniglaydi. Bul jagdayda t nin
[, f] segmentindegi mumkin bolgan ménislerine saykes keliwshi kenisliktegi
noqatlar kopligin (1) nizamima saykes qozgaliwshi M (t) noqatinin izi retinde
qarastinwga boladi. Meyli E wusinday noqatlar kopligi bolsin. Eger
t,t, ela, ], t, #t, manislerine kenisliktin harquyli M (), M(t,) noqatlart
saykes kelse ham a <t <t, < f tensizligi orinli bolsa, onda “M (t,) € E noqati

M (t,) € E nogatinan keyin” yamasa “M (t,) € E nogati M(t,) € E noqatinan

aldin” dep aytamiz. Usinday ornatilgan noqatlardin jaylasiwi E kopliginde de
tartip ornatadi. Bunday tartiplesken E kopligine apiwayr iymek dep ataladi.

apiway1 iymekti L haribi menen belgileymiz hdm onin tenlemesin



L={x=x(t), y=y(), z=z(t), t e, 5]} (2)

koordinataliq turinde yamasa

L={r=r(t).te[a, AT} 3)
vektorliq tarinde jazadi. Bunda F= (X, y,Z), F(t) = (X(t), Y(t),Z(t)). (2) ham (3)
tenlemelerde t m1 L iymeginin parameteri dep ataydi. Parametrdin t = ¢ ham
t = B manislerine saykes keliwshi kefisliktin M (&) ham M (8) nogatlari saykes
L iymeginin bas1 ham soni dep atalad.

Dara jagdayda, eger L iymegi OXY tegisligine tiyisli iymek bolsa, onda
omin tenlemesi L ={X=X(t), y = y(t), & <t < B} koordinataliq kérinisinde yamasa
L={r =r(t), te[a, B} vektorliq tarinde jazadi. Bunda
r= (x,y), F(t) =(x(t),y()). [e, 8] segmentinde uzliksiz bolgan Y= f(X)
funkciyasmin grafigin OXY  tegisligindegi L={x=t,y=f(t), a <t< S}
iymegi retinde qarastiriw mamkin.

Apiway1 iymektin aniglamasina saykes (1) sawlelendiriwi biektiv sawlelendiriw
bolad1, yagniy T parametrinin harbir t € [«, #] manisine birden-bir M (t) € L
noqati saykes keledi ham kerisinshe harbir M € L nogatina birden-bir t €[a, 5]
manisi saykes qoyilgan.Eger U parametrinin 1t,t, €[@, f] manisleri bar bolip,
M (t)=M(t,) tenligi orml bolsa, onda (1)-sawlelendiriw 6z-ara bir manisli
bolmaydi. Bunday jagdayda L iymegin parametrlew ushin [, 8] segmentin
T={t,, k=0,n} usiinda A, =[t_,,t.],k=1n} dara kesindilerine sonday
maydalaymiz, natiyjede harbir  X=X(t), y=Yy(t),z=1z2(t), telt _,t],
K= ﬁ uzliksiz sawlelendiriwi biektiv sdwlelendiriw bolip olardin harbiri sdykes

L, ={x=x(t), y=y(), z=z(t),t, , <t<t,}, k :ﬁ
apiway1 iymegin aniglasm. Sonda L iymegi L_; iymeginin sof L., k:ﬁ,
iymeginin basi bolatugin, apiwayr iymekliklerge bolingen boladi ham harbir L,
bolegi L iymeginin apiwayr dogasi dep ataladi. Usi jagdayda da L iymegi (2)
tenlemesi jardeminde parametrlengen dep aytadi. Bir L iymegi bir neshe usilda
parametrleniwi mamkin. Adette L iymeginin berilgen (2) parametrleniwindegi t

parametrin ekinshi bir parametrinin uzliksiz hdm gatan 6siwshi funkciyas: tirinde
anlattwdan kelip shigatugin parametrlewleri garastiriladi. Demek, eger L iymegi

(3) trindegi U parametrine baylamsh teflemesi menen birge ekinshi bir S



parametrine baylamislh L ={F1 = E(S), o, <S < B} turinde de berilgen bolsa, onda
S=5S(t) funkciyasi [e,] segmentinde uzliksiz, qatafi 6siwshi ham
s(a) =ay, S(B) = B, E(S(’[)) = F(t), Vtela, ] shartlerine boysiniwi tiyis. Sonda
[, 5] segmentinde S =S(t) funkciyasma keri bolgan t=1(S) funkciyast
ham VS € [al, ,31] ushin E(S) = F(S(t)) tenligi orinlanadi.

Eger (3) teflemesindegi U parametri omma L iymeginin ozinin S =S(t)

dogasimin uzimligl alinsa, onda onih tefilemesi L={r=r(s),0<s<I(L)} turinde

jaziladi ham L iymeginin tabiyi tefilemesi dep, al S parametri bolsa tabiyi
parametr dep ataladi.

Meyli L iymegi (3) tenlemesi menen berilgen ham t  parametrinin
t.t, e[e, fl.t, #t, manislerinde r(t)=r(t,) tenligi ormli bolsm. Onda
X=X({t)=x(t,), y=yt)=y{t,), z=z(t)=1z(t,) tenlikleri ormnl bolgam
ushin M, (X, Y;,Z,) nogati L iymeginif 6z-6zi menen kesilisiw noqat1 boladh.
Eger F(tl) = F(’[z) tenligi t, = a,t, = B bolganda ormlansa, onda L iymegi tuyiq

iymek dep, al 6z-6zi menen kesilisiw nogatina iye bolmagan tuyiq iymegi apiwayi
kontur dep ataladi.

Eger (3) tefilemesindegi F(t) funkciyas1  [a,f]  segmentinde
differenciallaniwshi funkciya bolsa, onda L iymegine differenciallaniwshi iymek

dep ataydi. Eger P(to) #0 bolsa, onda M, €L nogati L iymeginin ayrigsha
bolmagan noqati dep, al I'(t;) =0 bolsa, onda M, el nogatt L iymeginin

ayrigsha noqati dep ataladi. I'(t) tuwmdis: [@, ] segmentinde Gzliksiz bolsa,

onda (3) tenlemesi menen berilgen L iymegine uzliksiz differenciallaniwshi
iymek delinedi. Ayrigsha nogatina iye emes uzliksiz differenciyallaniwsi iymegi
stypaq iymek dep ataladi. Eger iymek siziq shekli sandagi siypaq iymeklerden
quralgan bolsa, onda ogan bolek siypaq iymek siziq delinedi. Endi (3)

tenlemesindegi F(t) funkciyasi [@, B] segmentinde differenciallaniwshi funkciya
bolsmn. [, f] segmentin bazibir T ={t,, k = 0,n} usilinda maydalasaq, onda t,
maydalaw noqatlarma L iymeginin M, =M(t,) nogatlar1 saykes keledi. Bunda
Wz?(tk), k=0,n. Onda My, M,,---,M_ nogatlarin
MM, MM,,---, M _M_, kesindileri menen tutastirip L iymegine ishki

sizilgan smiq siziq dep atalatugin ham P, arqali belgilenetugin siniq siziqqa iye

n



bolamiz. P, sinq sizgmii K — bolegi bolgan M, M, kesindisinin uzmlig

‘F(tk) - r(tk_l)‘ ge ten boliwin koriw qiym emes. Onda P, siniq sizigmin uzinlhigt

n

)

F(tk)—F(tk_l)‘ qosindisina ten boladi ham onih manisi [@, #] segmentin
k=1

maydalaw usilman garezli boladi, yagniy harqiyli maydalaw usilma harqiyli O,

qosindist sdykes keledi. Eger Pn siiq siziginin uzinliglart kopligi aniq jogargi

shegarasina iye bolsa, onda us1 aniq jogargi shegara L iymeginin uzinligi dep qabil
etiledi. Uzinlig1 bar bolgan iymek siziq tuwrilaniwshi iymek dep ataladi.

Teorema. Eger (3) teflemesi menen berilgen L iymegi uzliksiz
differensiallaniwshi bolsa, onda ol tuwrilaniwshi iymek boladi ham onmn I(L)

uzmhg (L) <(f—-«)sup

ast<p

F(t)‘ tensizligin qanaatlandiradi.

Dalilleniwi. [@, f] segmentin bazibir T ={t,, K = ﬁ} usilinda maydalasaq
harbir A, :[tk_l,tk], k zﬂ dara kesindisinde F(t) funkciyas1 uzliksiz ham
(t_,.t), K :ﬁ intervallarinda differenciallaniwshi bolgani ushin Lagranj

F(/;k)‘(tk —tk_l), & € (tk,tk_l) tensizligi ormlu.

teoremasina saykes ‘r'(tk) - r,(tk—l)‘ =

F(t) funkciyas: [&, ] segmentinde tzliksiz bolgam ushin [&, 8] segmentinde

shegaralangan, yagmy 3K >0:Vte[a,f]—> F'(t)‘ <K'. Veyershtrass teoremasina

saykes K = sup

ast<f

F’(t)‘ boliwi mimkin. Onda L iymegine ishki sizilgan P, siniq

n

s1zigimn uzmhgl o, = Z
k=L

O, = ki‘F(tk) - F(tk—l)‘ < ki

bahasi orinli. Bunnan I(L) =supoc, <(f —«) sup

ast<p

Teorema(Ozgeriwshi doga tuwindisi). Eger L ={r=r(t), a<t< S}

iymegi uzliksiz differenciallaniwshi hdm s(t) ommn 6zgeriwshi duga uzinligi
bolsa, onda S'(t) = |r'(t)| tenligi Vi e [, 5] ushin ormnli boladi.

Dalilleniwi. Vte[a, ] noqatin alip At o4simin sonday beremiz natiyjede
t+Atela,f] bolsin. t ham t+ At nogatlarma L iymeginih M’ ham M”

noqatlart saykes keledi. d(UMM") ham |MM"| arqali sdiykes MM"” duga

F(tk) - F(tk—l)‘ ushin

P ) <K —t ) =K(F-)

?(t)‘ . Teorema dalillendi.



ham MM " xorda uzinliglar belgilense, onda AS |, Ar 6simleri d(UMM") =‘AS‘,
|M M 4

=‘AF‘ bolgan1 ushin ‘AF‘S|AS| tefnsizligi orinli boladi. Onda aldin

dalillengen teoremadan |As|<sup F;(t)“Aﬂ tensizligi ormnlanadi. Bunda E shetki
teE

nogatlar1 t ham t + At bolgan kesindi. Bul tensizliklerden ‘AF‘ < As <sUp
teE

P(t)“At|

qos tensizligi, al bunnan S(t) osiwshi bolgan1 ushin Ar < % <sup

teE

F’(t)‘ bolad.

r(t) funkciyasi [«, A] segmentinde 0zliksiz bolgani ushin ‘I"(t) funkciyas1 da

bul segmentte uzliksiz. Onda Veyershtrass teoremasmnan J&e€kE:

F(?)‘ZSUP F'(t)‘ ham ‘F(t)‘ funkciyasi t nogqatinda tzliksiz bolgani ushin
teE

Sl e |5 _|AF| _ As - .

r (f)‘— lim(r (t)‘ Endi |—|<—<sup r(t)‘ tensizliginde At — 0 shekke otip
At—0 At| At e

s'(t) =
Dalillengen teoremaga saykes uzliksiz differenciallamiwshi L iymegi
tuwrilamwshi ham omn S=S(t) uzmmhig o6zgeriwshi dogasimn tuwindisi

s'(t) =

formulas1 jardeminde,

B B
(L) = [|F @)t = [s'@)dt =s(t) [2=5(8) - 5(a) (1)

tabiw formulasina iye bolamiz. Bunda S(«) =0 ham s(f5)=I(L).
Eger L iymegi [a,f] segmentinde uzliksiz differenciallaniwshi
X(t), y(t), z(t) fukciyalari jardeminde L={x=x(t), y=y(t),z=z(t),t [, £1}

parametrli tenlemes1 menen berilgen bolsa, onda F(t) = (x(t), y(t), z(t)) bolgam
ushin (1) formula

B
(L) = [JX @) + (Y () +(2/ (1)t @

F(t)‘ tenligine iye bolamiz. Teorema dalillendi.

F;(t)‘ boladi. Bunnan L iymeginia (L) uzmligin Nyuton-Leybnic

turinde jaziladi.
Eger L iymegi tegisliktegi iymek bolip [cr,5] segmentinde 1zliksiz
differenciallamwshi  X(t), y(t) funkciyalar1 jardeminde X=X(t), Yy =Yy(t),
t €[, ] parametrli tenlemes: menen berilgen bolsa, onda (2) formulasm

B
(L) = [ )7 + (v )7t 3)




turinde jazamiz.

Eger L tegisliktegi iymek siziq bolip [a,b] segmentinde uzliksiz
differenciallaniwshi Y = f (X) funkciyasinin grafigi retinde berilgen bolsa, onda
omn uzinhgm tabiw ushn  x=t, y=f(t), a<t<b parametrlewin jlzege
asirip, dt =dx, f(x) = f (t) bolgan: ushin (3)-formuladan

I(L) :_/f 1+ (f'(x))*dx 4)

formulasina iye bolamiz.

Eger L tegisliktegi iymek siziq bolip, polyar koordinatalar sistemasinda
p=p(p) tefilemesi menen berilgen ham P(¢) funkciyasi [, 8] segmentinde
tzliksiz p'(¢) tuwindisma iye bolsa, onda L iymeginin |(L) uzmhigin tabiw
ushin @ di parametr dep esaplap, X= p(@)cosp, Y= p(@p)sing tarindegi
parametrlewde (3) formuladan

B
I(L)=[{p* + () do (5)

boliwm kéremiz. Eger L tegisliktegi iymek siziq bolip, polyar koordinatalar
sistemasinda tenlemesi @ = @(p), @< p <b tarinde bolsa, onda (3) formuladan

paydalanip L iymeginin uzinlig
B
(L) = [+ p°(¢/(0)*dp

formulas1t menen aniqlaniw1 mimkinligin kéremiz.

1-misal. X =acos’t, y= asin®t  astroidanin birinshi sherekte jatiwshi
dogasinin uzinligin tabin.

Sheshiliwi. X’ =—3acos’tsint, y’'=3asintcost ham birinshi sherekte

T
0<t< 5 bolgani ushin, qiymn emes. (3) formulaga saykes,

T

g , , 3a?t . 3a
I(L) = [v9a? cos* tsin?t +9a’sin® xcos? xdt = — [ sin 2tdt = = .
a 2 0 2

2-musal. Y =ax’,0<x<1 parabola dogasinin uzinhigin tabif.
Sheshiliwi. y'=2ax bolgani ushin, (4) formuladan paydalansaq,

I(L) :T«/1+(f'(x))2dx :Jl.«/1+ (2ax)*dx :%\/1+ Aa® + In‘2a+\/1+ 4a°

b
3-misal. P =a€" logarifmlik spiralmn (@, 0,) hém (@,,0,) nogatlar:
arasindagi dogasinin uzinlhigin tabin.




P
Sheshiliwi.  (5) formulaga  saykes, I(L):I Jp2+(p) de =
P

(%) , 2 / 2
= j Ja%e®™ + (ab)’e™ dg = a1+ b’ | eb‘”d(p:%etwﬁf: 1;b (02— p1)
?

boladl.
shXy,

P
4-musal. ¢= I
0 X

<p<R turinde berilgen iymektin dogasinin uzmnligin

tabin.

R R
Sheshiliwi.  I(L)= j\/1+ P*(¢'(p))’dp = [chpd p=shR.
0 0

6. Aylanba betliktin maydanm. Meyli f(X) funkciyas: [@,b] segmentinde
teris emes aniqlangan zliksiz  funkciya  bolsin. [a,b] segmentin
T ={Xk, k = ﬁ} usilinda maydalap, X, € T maydalaw noqatlarina saykes
keliwshi funkciya grafiginifi nogatlarin M, (X, f (X)), k = 0,n belgilep, tobeleri
ust M, noqatlar1 bolgan L. smiq sizigin garastiramiz. Bul smiq sizigimin
M, M, k=1,n boleginin uzinligl saykes
L= —%2)? +(FO) - F(x.)?, k=Ln bolip, bul bolekler OX

kosherinin dogereginde aylamwinda, jasawshilart M, ;M,, K =1,n kesindiler
bolgan jagdayda, kesik konustin betin, eger f (X, ;) # f(X,) bolsa hdm cilindrdin
betin, eger f(X,;)= f(X,) bolsa, payda etedi. Bul kelip shigqan betliklerdia
maydanlari saykes P, =7(f(x)+ f (X )., k=0,n formulasi jardeminde

tabiladi. Bunnan L; siniq sizigi OX kosherinifi dogereginde aylaniwinda payda
bolgan betliktin maydani,

P(L;)= ﬂZ(f(X 42)+ T (A)

Eger l!;gnOP(L ) =P(L) shegi bar bolsa, onda P(L) sam1 ¥ = f(X), xe[a,b]

funkciyas1 grafigi OX késheri dogereginde aylanganda kelip shigatugin aylanba
bettin maydani dep ataladi. Bunda A(T), T maydalawinia diametri.

Teorema. Eger Y=1f(X) funkciyas1 [a,b] segmentinde uzliksiz

differenciyallaniwsh1 funkciya bolsa, onda l!ignoP(LT) =P(L) shegi bar ham bul

funkciyanin grafigi OX koésherinin dogereginde aylamiwinda payda bolgan
aylanba betliktin maydani



P= 27zi f (X)4/1+ (f'(x))*dx (B)

formulas1t menen anlatiladi.
Dalilleniwi. Teoremanin shartleri orinli bolganda Lagranj teoremasina saykes,

f(x)-f(x)="1'(&) -Ax, tehligin jazamz. Bunda &, € A, ham A, =[x, %],
k=0,n segmentleri [a,b] segmentin T maydalaw usilindag: dara segmentler, al

AX =X = X4 dara segmentlerdin saykes uzinliglar. Onda
P(L) =7 (F () + F(x ) =27 f (xk_1)2+ fx) J+(F(&))°Ax, boladi. Bundag
k=1 k=1

f(Xkl); F (%) sani f (Xk_l) ham f (Xk) sanlarinin orta arifmetigi bolgani ushin,

uzliksiz funkciyalardin orta manisi haqqindagi Koshi teoremasina saykes 7, € A,

noqatlart bar ham f (7, ) = f(xk—l); f(x) k=0,n tenlikleri ornli. Us: tehlikler

tiykarinda P(LT):27zZf(77k)\/1+(f'(§k))2Axk gosindisina iye bolamiz. Bul
k=1

integralliq qosindi emes. Biraq [a,b] segmentin T maydalaw ustlindagi &
talawm & ={&, ,K =ﬁ} turinde alsaq, onda &,,7, €A, bolgan1 ushin,
f,(x) =27 f (X)y1+ (f'(x))? funkciyasmn 07 (&, ) integralliq qosindisi ham
P(L.) qosindis1 bir-birine jaqmn boladi. Sebebi f(X) ham f'(X) funkciyalar
[a,b] segmentinde Uzliksiz bolgani1 ushin fl(X) funkciyas1 da bul segmentte

Gizliksiz ham Ly smiq sizigimin en ulken boleginin uzinligi nolge umtilsa onif
menen birge A(T) da nolge umtiladi. Onda, A(T)—>0 da shekke otsek, aniq
integraldin aniglamasinan,

lim o (&, f,) = 2;;? f(X)x/1+ (F'(x))2dx

A(T)—0
boladi. Endi /1(T) -0 da o (&, f)=95( LT) ayirmasida nolge umtiliwin
korsetemiz. 1+ (f'(x))* funkciyasi [a,b] segmentinde uzliksiz bolgan1 ushin
bul funkciya [@,0] segmentinde shegaralangan, yagniy 3C >0: Vxe[a,b]—
>+ (f'())? <c. T(x) funkciyas: [8,0] segmentinde uzliksiz bolgani ushin
bul funkciya Kantor teoremasina saykes [&,D] segmentinde ten 6lshewli tzliksiz,
yagniy V8>0’ 36=0(¢)>0: vx', x" e[a,b], X' =X"|<6=

&
f(xX)-f(x")|<————.0Ond
‘1( ) 1( )‘ 27rC(b—a) naa



i(f(ﬁk)— F WL+ (F(E)°
<27r2|f(§k —f(nk)|«/1+(f "(E))? AX, <27zc22 Co-a) AX, =&,

bunnan & > 0 san1 galegen san bolgani ushin, A|/I1TO(O'T (&, f)—P(L;)) =0 bolad.

o7 (&, F)—P(L,)| =27

Demek, L, siniq sizigi aylaniwinan payda bolgan betliktin maydani bar ham

b
lim P(LT)=2ﬁIf(x) 1+(f'(x))%dx. Bul Y= f(X) funkciyasmin grafigi OX

A(t)—>0

kosherinin dogereginde aylanmiwinda payda bolgan aylanba betliktin maydani bar
ham ol (B) formulasina saykes tabiladi. Teorema dalillendi.

Eger L iymegi [@, ] segmentinde tzliksiz differenciyallaniwshi U(t), V(t)
funkciyalar1 jardeminde X =u(t), y =V(t), t €[, ] parametrli tenlemesi menen

berilgen bolsa, onda L iymegi OX kosherinin dogereginde aylaniwinda payda
bolgan aylanba betliktin maydant,

B
P(L) = 27 [ V() (u'(1))* +(v' (1)) dt S)

formulasina saykes aniglanadi.
Eger L iymegi polyarliq koordinatalar sistemasinda p = p(@), a <@ <
tefilemesi jardeminde berilgen bolsa, onda (@) funkciyas: [&, 5] segmentinde

uzliksiz differenciyallantwshi bolgan jagdayda L iymeginin polyarliq kosher
dogereginde aylaniwinan payda bolgan betliktin maydant,

B
P(L)=27zj.psin(p\/p2+p'2dgo (D)

formulasina saykes esaplanadi.
1-musal. Shar belbewinin betinih maydanin tabin.

Sheshiliwi. Oray1 koordinata basinda bolgan, radius1 I ge ten shefberinin

y=+r’=x*, a<Xx<b dogasi OX kosherinin dogereginde aylamwinda payda
bolgan aylanba betlikke shar belbew1 dep ataydi. Bul aylanba betliginin maydani

b b
(B) formulasina saykes, P= 271'.[\/ r’—x*, 1+ RN, dx = 27ZTJ.dX =2zr(b—a).

Bunnan @=-I,D=r bolgan dara jagdaymnda P =4xr® sfera betinin
maydani kelip shigadi.



2-musal. X =a(t —sint), y=a(l—cost), 0<t <27 cikloydasmin bir arkasi

OX kosherinin dogereginde aylaniwinda payda bolgan aylanba betliktin maydanin
tabin.
Sheshiliwi. (S) formulasina saykes,

2 2
P(L) = 27a’ j (1- cost)\f(l— cost)? +sin’tdt =8za’ J' sin® %dt = 6—;7za2.
0 0

3-musal. r = 5+ sin q),qug%teﬁlemesi menen berilgen iymek sizigi

polyarliq kosher dogereginde aylaniwinda payda bolgan betliktin betinin maydanin
tabin.
Sheshiliwi. (D) formulasina saykes,

2 3
P :107r_[(1+sin 0)sin 9\/25(1+sin 0)" + 25c0320d9:5\ﬁ_[«/(1+sin 0)*sinedo =
0 0

(sing+cos€)3sin€cosgd9 :%ﬁ—er.
2 2 2 2 3

8-§. Amiq integraldin fizikaliq qollamwlari
1.0zgeriwshi kashtin jumisi. Ozgeriwshi F(t) kushinin [@,0] segmentinde

—10/2

O e N | N

b
islegen jumis1t A= j F (t)dt formulas: jArdeminde tabilad: (1-§ t1 qaran).
a

1-musal. Sirtq1 kushlerdin, massasi M bolgan deneni jerdin betinen kosmostin

jer orayman R ge ten qashiqliqtagi nogatina shigariw ushin, orinlawi zartr bolgan
minimal jumisin esaplan.

Sheshiliwi. Maseleni sheshiw jolin apiwayilastinw magqsetinde denege jerden
basqa kosmos obektleri tasir etpeydi dep esaplaymiz. Sonda massast M bolgan
denege jer tarepinen dene menen jer orayi arasindagi I qashiqliginan garezli

bolgan putkil alemlik tartihw kashi F = 4 Nlm tasir etedi. Bunda ) —
r

gravitaciyaliq turaqli, M jerdin massasi. Sonin menen birge deneni jerdin betinen
koteriw ushin ogan FT ktishine qarama-qars1 bagitlangan sitqu Fg kushi menen
tasir etiliwi ham Fg = F; sharti ormli boliwa tiyis. Sonda minimal jums Fg = F;
sheklik jagdayinda islenedi. Onda jerdin radiusin R j » Jer betinen dene Otkeriliwi

tiyisli bolgan kosmos nogatina shekemgi qashiqliqti R arqali belgilep, izlenip

R
atirgan minimal jumistin A= I F(r)dr =
R.

TF(r)dr— Mm]ﬁidr— Mm(i—l)
o LT TR TR

j Rj J



1
yagnlyy A=y Mm(? — E) boliwin koremiz. Bunnan berilgen deneni jerdin
]
betinen sheksiz uzaqlastirilgan kosmos nogatina jiberiw ushin
: .1 1 Mm
A =limA=yMmlim(—-=)= rALL jumisin islew talap etiliwin koremiz.
R—0 Roo R. Rj

2. Materiallq noqattin qozgalisina baylanish maseleler.

2-misal. Materialliq noqattth  OX  kosher1 boymsha tuwr sizigh qozgalis

tefilemesi S =S(t), te[t,,t,] tarinde berilgen bolsa, onda materialliq noqattin
hareketin kazetiw waqitinin baslangish t, momentinen wagqittin t, momentine

shekemgi wagqit intervalinda otken joli AS = S(tl) —S(to) formulasi menen
aniqlanadi. Eger materialliq noqattin tezliginin wagqittan garezli boliw nizami
v=gp(t), te[t,,t,] méilim bolsa, omn waqitmin baslangish t; momentinen

V1 <1, momentine shekemgi waqt intervalinda basip 6tken jolm tabin.

Sheshiliwi.  Tuwrt sizigh  qozgalistagi  materialliq noqattin  tezligi

v=g(t) = %, t [t,,t,] bolgani ushin, materialliq nogattia basip dtken joli

AS =S(t) —S(to) ge ten boladi, eger hareket bagiti turaqli bolsa. Uliwma
jagdayda materialliq nogattin OX koshert boyinsha ten 6lshewli bolmagan

t
qozgalistihda hareket bagit1 turaqli bolmasa, onda otilgen joldi, S = I|(p(t)|dt

to

formulasi jardeminde esaplaydi.

3-musal(tuwr siziqli emes qozgalis). Sirganamastan OX  kosher1 boymnsha
domalap baratugin radiust I’ ge ten dongelekte M nogati belgilengen.
Doéngelektin bir toliq aylaniwinda M noqati 6tken jolin tabin.

Sheshiliwi. Meyli wagqittin t =0 baslangish momentinde M nogat1 tomengi
awhalinda OXY koordinatalar sistemasi basinda bolsin. M  nogatinih
koordinatalari menen & buriliw mtyeshi arasindagi garezlilik,
y=r(l-cosa), x=r(a-sina),0<a<2r
turinde jaziladi. Bul formulalar menen aniglanatugin iymek siziq cikloyda arkasi
boliwi malim. Al bizler izlep otirgan jol ust arkanin uziligina ten, yagniy

S= T\/(X'(a))z +(Y'(a))da = T\/Zr(l— cosa)da = ZrTsin %da =8r.

3. Materialhq siziglar ham plastinkalardin inerciyaliq ham statikahq
momentleri. 1. Materiallig noqattin radiust I ge ten shenber boyinsha ten
Olshewli qozgalisindagi @ muyeshlik tezligi menen V siziqh tezligi V="rw



tenligi arqali baylamisadi. Tegislikte massast M bolgan A materialliq noqati
berilgen bolsin. Bul noqat bazibir | kosherinin dogereginde orayr O €| nogatida

bolgan, radius1 I ge ten shenber boyinsha aylanganda onin kinetikaliq energiyasi

mv’  mr’eo® , . , : ,
E= R turinde anlatiladi. Eger A materialliq nogatinin bunday aylanba
qozgalisin xarakterleytugin | = mr® shamasin kiritsek, onda kinetikaliq energiya
2
E= I% tarindegi apiway1 korinisine iye boladi. Usi kiritilgen | = mr’ shamasia

A materialliq noqatmin | koésherine (O noqatina) baylanish inerciyaliq momenti
dep ataladi. A materialliq nogatihh | kosherine baylanish statikaliq momenti
dep A nogati menen | késherine shekemgi qashigligin 0 shamasi menen A
nogatina jaylastirilgan massanin kobeymesine aytiladi ham M, arqali belgilenedi,
yagnty M, =md. Eger tegislikte OXY dekart koordinatalar sistemasi
belgilengen ham A(X, Y) nogatina M massasi jaylastirilgan bolsa, onda A(X, Y)

materiallig noqatinin koordinata kosherlerine ham koordinata basina baylanish
inerciyallg momentleri sidykes tirde 1y, =my*, oy = mx’ ham
o= m(x* + y?) ,al koordinata késherlerine baylanisl statikaliqg momenleri saykes
tarde Mg, =my, My, =mx formulalar jardeminde tabiladu.

2. Eger massalar1 saykes M, , K 25 bolgan n materialliq noqatlar sistemasin

radiuslar1 saykes I, K =H bolgan shenberler boymsha belgilengen | kosheri

dogereginde turaqlt @ muyeshlik tezliginde aylandirilsa, onda bunday qozgalistagi
noqatlar sistemasinin qosindi kinetikaliq energiyasi

LomyVve & mo’r?
E :Z kTk Z k k (1)
a 2 g 2
turinde jaziladi. Eger noqatlar sistemasinin bunday aylanba qozgalisin
C 2
xarakterlewshi | = ka I shamas kiritilse, onda qosind1 kinetikaliq energiyani
k=1
a)Z
apiwayr E = tarinde jaziw mumkin. Us1 kiritilgen | shamasina N
materialliq noqatlar sistemasinin berilgen | kosherine baylanisli inerciyaliq

momenti dep ataydi. Demek, massalar1 saykes m,, k zﬁ bolgan A, k :1,_n

materialliq nogatlar sistemasinin belgilengen | kosherine baylanishi inerciyaliq
momenti bul sistemaga kiritilgen héarbir noqattin us1 | kosherine baylanish
inerciyalig momentlerinin qosidisina ten bolad.



Massalar1 saykes M,, K ZH bolgan A, K =1,n materialliq noqatlar

sistemasinin  belgilengen | Kkosherine baylanishi statikalig momenti dep usi
noqatlardin hér birinen | kosherine baylanish statikaliq momentleri qosindisina

aytamiz. Bunday A, K =ﬁ materialliq noqatlar1 sistemas1 berilgen jagdayda
m,, K —1,n massalar awirliq oray1 dep atalatugin C(X:,Yc) nogatma
jémlenedi. Usi C(Xz)Ye) awirliq orayinin | kosherine baylanish statikaliq

momenti A, K =ﬁ materialliq noqatlar sistemasimn | kosherine baylanish

statikalig momentine ten boladh.
Eger tegislikte OXY dekart koordinatalar sistemasi belgilengen bolsa, onda

joqarida keltirilgen anigqlamalarga siykes massalart saykes M., K=1n bolgan

A (X, Y.) k= 1,n materialliq noqatlar sistemasiniai koordinata kosherlerine ham
koordinata basina baylanisl inerciyaliqg momentleri saykes tirde

n n n
2 _ 2 i _ 2 2
lox :kayk, IOY_kaXk ham |O—ka(xk+yk)
k=1 k=1 k=1
formulalar1 jardeminde, al statikalig momentleri bolsa,

n n
Mox :kayk’ Moy :kaxk
k1 k1

formulalar1 jardeminde tabiladi. Materialliq noqattin statikaliq momenti ham
materialliq noqatlar sistemasiin awirliq oraymin aniglamalarina saykes

n n n
MoxzzmkykzmyCZch' MOY:kaXk:mXC:MYC’ mzkzmk

k=1 k=1 =1
tenlikleri ormli. Bunda M., M. awirhq oraymin siykes OX,OY
kosherlerine baylanisli  statikalig momentleri. Bunnan C (XC y yC) awirliq

orayimnin koordinatalarit ushin

n
A
_ k=l

n
m ka
k=1

formulalarina iye bolamiz.
3. Meyli L materialliq iymegi Y= f(X), a<X<b tenlemesi menen
berilgen bolsin. Bunda f(x) funkciyast [a,b] segmentinde tzliksiz

differenciallanmiwsh1 funkciya. Eger L iymegine bolistirilgen massanin sizigh
tigizhign birge ten dep esaplasaq, onda L materialliq iymeginin massasi usi

iymektin S(L) uzmligina ten boladi. Endi [a,b] segmentin T ={X,K :ﬁ}
maydalaymiz, A(T) bul maydalawdin maydalig1 bolsin. Sonda [a,b] segmentinin

bul maydalaniwma L iymeginii T, ={L.,k =1,n} maydalaniwi séykes keledi.



Bunda L ={y=f(X), %, <X<XJ}, ham S(L)= j 1+(f'(x)%dx, k=0,n.

X1

Bunnan T ={x_,K =0,n} maydawmin A(T) maydaligi jeterli kishi bolganda
S(L)=m, ~ 1+ (f'(x))?Ax,, k=0, bolad:.
Eger A(T)—>0 da S(L)—0 sa onda L iymeginin harbir L, bélegin

A (X, (X)) tarindegi materialliq noqat dep gabil etiw mimkin. Sonliqtan L,

iymeginin  OX ham OY kosherlerine ham koordinata basia baylanish
inerciyaliqg momentlerin saykes

Iclgx ~m,(f (Xk))2 =(f (Xk))Z\/1+ (f ,(Xk))ZAXk’ Igv =MX, = le\fl“‘ (f ,(Xk))ZAXk ’
lo =m, (X; +(f(X))?) tarlerinde ham OX hém OY késherlerine baylanisl
statikalig momentlerin saykes

ng ~ f(x)m, = f(xk)\/]-"‘(f,(xk))zAXk’ Mgv ~ X M :Xk’\/l—i_(f,(xk))zAXk

tarlerinde anlatiw mumkin. Sonda L iymeginin koordinata késherlerine ham
koordinata basina baylanish inerciyaliqg momentleri,

lox = 31 = 3 (F T+ (F ()7 M%, Loy = 315 = D L (£ (%)) A%,
o= 06+ (FOE+ (P

al koordinata kdsherlerine baylanish statikalig momentleri bolsa,
Moy = D1 = ST F (X NI+ (F /()2 A%, Moy = 16~ 3 x JL+ (F/(x))2A%,
k=1 k=1 k=1 k=1

boladi. f(X) funkciyast [a,b] segmentide tzliksiz differenciallaniwshi bolgant
ushin FOONL+ (F/00)2, xyL+ (F/())%, (F(0)21+ (F/(X))?, X2 L+ (F (X))’

funkciyalar1 us1 segmentte Uzliksiz hdm sonin ushin integrallaniwshi boladi.
Onda joqaridagr juwiq tenliklerinde A(T)—>0 da shekke otip, materialliq

iymektin OX,OY kosherlerine ham koordinata basma baylanisli inerciyaliq

momentlerti,
b

b b
lox = | P20V (FOOVK, 1oy = [ (FOV A, 1o =[O+ F200)L+ (F(0)

a a

formulalarina ham OX, OY kosherlerine baylanisli statikaliq momentleri

My, :Tf(x) 1+ (F/(x))2dx, MOY:TX 1+ ('(x))?dx

formulalarina saykes aniqlaniwi mumkinligin koremiz. Endi L materialliq
iymeginin C(X.,Y.) massalar orayinin koordinatalarin tabiw ushin



b b
Moy :j f (x)«/1+(f’(x))2dx:myc =M., My, =jx 1+ (F'(x) dx=mx; =M,

tenliklerinen paydalanip, M = S(L) bolgani ushin,

- :zx 1+ (F'(x))2dx g :zf(x) 1+ (F'(x)2dx
T (0P T V(o) ax

formulalarina iye bolamiz. Bul formulalardan ekinshisin 277 ge kobeytip,

Zﬂycj.«/1+ (f'(x))*dx = 27ri f (X)4/1+ (f'(x))*dx

b

tarinde jazsaq, j«/l+(f’(x))2dx =S(L) tenligi L={y = f(X), a<x<b} iymeginin

a

b
uzinhigl, al 27Z'J. f(X)y/1+(f'(x))*dx =P(L) formulas: bolsa ust L iymegi OX

kosheri dogereginde aylanganda payda bolgan betliktin betinin P(L) maydanin
tabiw formulasi ekenligin esapqa alsaq, 27Y-S(L) = P(L) tenligine iye bolamiz.
Bul tenlik L iymegi 6zi menen kesilispeytugin, biraq bir tegislikte jatiwshi1 kosher
dogereginde aylanganda payda bolgan betliktin betinin maydani bul aylaniwdagi
L iymeginin massalar oray1 sizgan shenberdih uzinligin ham L iymeginin 6zinin
S(L) uzinhgnin kébeymesine tei degen magana beredi. Usi natiyje mexanikada
Guldennin birinshi teoremasi dep atalad.

1-musal. Uzmlign d ga ten bolgan birtekli sterjennin ortasma baylanish
inerciya momentin, statikaliq momentin ham massalar oraymnin koordinatalarin
tabin.

Sheshiliwi. Sterjennin ortasina baylanisli inerciya momenti degende onin qaq
ortast arqali Otetugin ham sterjenge perpendikulyar bolgan qalegen kosherge
baylanisli inerciya momenti tasiniledi. Bizler sterjendi gaq ortasi koordinata

. . .., d d e
basinda bolatuginday etip OX kosherinin > <X< > kesindisine jaylastiramiz.

Sonda sterjennif ortasina baylanish inerciya momentin esaplaw ushin omn OY
kosherine baylanisl inerciya momentin esaplaw jeterli boladi, yagniy

% % 3
|OY:pj X2 1+(f'(x))2dx:‘f(x):o,we[—ﬂ,ﬂ]‘:pj xedx =29
_% 2 2 _% 12

2

12

boladi.

m
Endi o :E bolgani ushin |, =



Bunda M sterjennia massast. f(X)=0, VXE[—%,%] bolgan: ushin

%
= | FRO0L+(F/ () dx= dex 0, lo =10y + 1oy = loy-Statikalig momentleri:
“V %
%
Jf(X)\/l+(f(X) ) dx=0, My, = [ xy/1+(F'(x))’dx =
% 9
T %
_[ de‘—| (y—O Awirhgorayr X, =Y. =0 bolad.
%

4. Meyli G={(x,y):a<x<b,0<y< f(X)} iymek sizigl trapeciyas: berilgen
bolsin. Bunda f(X) funkciyas: [8,0] segmentinde uzliksiz funkciya. G
trapeciyasina M massa £ ga teh tigizligta bolistirildi. Kelip shigqan materialliq

trapeciyasinin OY koésherine baylanisli inerciyaliqg momentin esaplaw maselesin

qarastiramiz. [a,b] segmentin T={x =a+ Ek, k=0,n} usilinda maydalap,
n

& ={&.k =1n}, E eA =[%_, %] k=1n, tanlawin juzege asiramiz. Sonda
[a,b] segmentinifh T usilinda maydalaniw usilina materialliq trapeciyanin
G ={(Xy):x_<x<x,e0<y< f(X)} k= =1n maydalaniw1 ~ sdykes
keledi. T maydalawmmn A(T) maydahg jeterli kishi bolsa, G,, kK =R
trapeciyalar1  ultani AXk biyikligi f (X,),k =1n ten bolgan jinishke
tuwrimuyeshliklerden parqi  juda kem boladi. Usinday k —materialliq

tuwrimuyeshliklerdin massasi pf(&)AX, K =1,_n ga ten ham QOY kosheri
dogeregindegi aylanba qozgalisindagi bul tuwrimuyeshliklerdin nogatlarinin sizigl
tezligi shama menen V, =S, Kk =1n ga ten. Onda G materialliq
trapeciyasinin kinetikaliq energiyasin E = Zn:kaV'f
k=1

jaziw mamkin. Bul tealikte A(T) — 0 da shekke 6tsek, jogarida f(X) funkciyasi

2 n
:%Z f(£)E2AX, tirinde
k=1

[a,b] segmentinde uzliksiz bolgami ushin  X°f(X) funkciyasida [a,b]

a)Z n 2
imE2S (&) =2
k=1

segmentinde uzliksiz ham E = tenligi



b
ormli boladi. Endi lgoy = ,0_“ x> f (x)dx belgilewin Kkiritip, kinetikaliq energiyani
a

2
igsham E=—1,, tarinde jazamiz. Bunda l,, materialliq trapeciyanin OY

2

kosherine baylanisli inerciyaliqg momenti dep ataladi, al © materialliq trapeciyanin
tigizligl, yagniy birlik maydanga tuwri keletugin massa bolip,
m m

S(G) j)'f(x)dx

p:

formulasi menen aniglangan. Demek, iymek sizigli materialliq trapeciyanih OY
kosherine baylanish inerciyalig momenti ushin

j'xz f (x)dx

— a
IOY_m b

[ f(xdx

formulasina iye bolamiz.

Materialliq trapeciyanifi statikaliq momenlerin esaplawd:r © =1 bolgan jagday
ushin  qarastiramiz. Bunday jagdayda G,,k=1n materialliq trapeciyalardif
S(G,) maydanlar1 hdm saykes M, massalar1 ushin S(G,)=m, = f (& )AX,
tenligi ormlt boladi ham olardin massalar oraymin koordinatalary retinde

1 -
Xe # &, Yo ® > f(&), k=1n nogatlarin aladi. Sonda G, materialliq

trapeciyalarmimn  OX ham OY Kkoésherlerine baylanishi statikalig momentler:
saykes

(f(&)7)
ng szAXk’ Mgv ~ & F(5) A%
turinde jaziladi. Onda G materialliq trapeciyasinin statikaliq momentleri ushin
1 n n
M ox zEZfz(gk)Axk, Moy zzgkf(é:k)AXk

k=1 k=1
anlatpalarina iye bolamiz. f(X) funkciyas1 [@,b] segmentinde uzliksiz ham
keyingi tenliklerdin of tarepi f?(X) ham xf (X) funkciyalariin [a,b]

segmentin T maydalaw usilindag integralliq qosindilart boliwin kérip, A(T)—0

shekke otsek, G materialliq trapeciyasinin koordinata kosherlerine baylanish
statikaliqg momentleri



1b b
Moy =§£f2(x)dx, M., =£xf (x)dx

formulalar1 jardeminde aniglanadi degen juwmaqqa kelemiz. G materialliq
trapeciyasmmn C(X., Y.) awirliq oraymin koordinatalari M =S(G) bolgan1 ushin

j‘xf (x)dx ;T f 2(x)dx

x. = Yoy _

m __Tf(x)dx’

oX
y =
' m

~ b
j f (x)dx
formulalarma saykes tabiladi. Bul formulalardan ekinshisin 277 ge kébeytip,

b b
27y, j f(x)dx =7 j f 2(x)dx
a . a
tenligine iye bolamiz. Bunda I f(x)dx=S(G) iymek sizigh trapeciyamn

b
maydani, 7 I f2(x)dx=V(G) bolgani ushin, V(G)=27Y.S(G) tenligine iye

bolamiz, yagntyy G iymek sizigh trapeciyasimh OX koésheri dogereginde
aylamiwinan payda bolgan denenin kélemi onin maydani menen bul aylamiwda
massalar oray1 sizgan shenberdin uzinliginin kébeymesine ten boladi. Us1 natiyje
Guldennin ekinshi teoremasi dep atalad.

1-musal. Massast M ga ten bolgan G ={(X,y): 0<x<a,0<y<1+x’} iymek
s1ziql1 trapeciyasi formasindagi plastinkanin OY  kosherlerine baylanish inerciya
momentin, koordinata kosherlerine baylanish statikalig momentlerin ham massalar

orayimin koordinatalarin tabin.
Sheshiliwi. OY kosherlerine baylanisli inerciya momenti:

Cl+x)dx X X
-[ d+X) 3 o+ 5 b ma2(5+3a%)
IOY:mOb =m 3 5(3 2) ,
. X +a
[@+x*)dx X+

koordinata kosherlerine baylanish statikalig momentleri:

1%, 175 2\2 .., a(l5+10a* +3a?)
Mox_Elf (x)dx_§£(1+x)dx_ =0 ,

T ¢ x> . x', a’(2+a?)
Moy =£><f (x)dx =£x(1+ K= 2y 2 22D

massalar orayinin koordinatalart;



M., 3a(2+a®) M (15+10a* +3a%)
m  43-a%) "’ Ye="m T 10(3—a?)
2-musal.  (x—d)’+y’=r?0<r<d shenberi OY kosheri dogereginde
aylanganda kelip shiggan betliktin maydanin tabin.
Sheshiliwi. Bunday betliklerdi matematikada tor dep ataydi. Berilgen
shefiberdin massalar oray1 (d,0) nogati boladi. Usi nogat OY kosheri

XC:

dogereginde aylanganda kelip shigatugin shenber uzinlign S(L) =27d ga ten, al
berilgen shenberdin uzinligt 2727 . Guldennif birinshi teoremasi tiykarinda tordin
betinin maydan1 P(L) =27Y.S(L) =27d - 271 = 4z*dr bolads.

Shimigiwlar
Berilgen siziglar menen shegaralangan figuralardin maydanin esaplan:
1.x-2y+4=0,x+y-5=0,y=0. (J.13,5); 2.y =—6X,Xx=4,y=0.(J.48)

3.y =x"=3y, y:2—x2.(J.2§); 4.y =x*,x=Vy. (Jé) 5.
y=x2—8x+18,y=-—2x+18.(J.36); 6. y=-Xx*+10x—16, y=x+2.(J.4,5). 7.
1 7
y=X,y=—,y=0,x=3, (J.-).
X 6
8. Polyar kosheri ham o = ag, a > O Arhimed spiralinia birinshi oram: menen
shegaralangan figuranih maydanin tabia.  (J. g;ﬁaz) .

a’

4)'

10. x=acos’t, y =asin’t,0<t < 2x astroydas: menen shegaralangan figuranif
maydanin tabin.

9. p=acos3¢ ush japiraqli pozanih maydanin tabif. (J.

3
Doga uzihgin esapan. 1.y =X? yarim kubikaliq parabolasinin 0< x<5

segmentine saykes keliwshi dogasinin uzinligin tabin. (J. %).

2. p=ap,a>0 Arhimed spiralimn birinshi orammii uzmligin tabin.

(J.a(z + 2”2”\/4;:2 +1)).

3. x=e'cost,y=e'sint,0<t<Inz parametrli teflemesi menen berilgen

iymek s1zigmin uzinhgn tabia. (J3.+/2(x —1)).
. .. T . . .
4. y=Incosx+3 funkciyas: frafiginin 0 <X < 0 segmentine saykes keliwshi

dogasi uzinligin tabin. (J. In(v/2 +1)).



5. = %( P+ l) iymeginin 1< p<3 segmentine saykes keliwshi dogasi
Yo,

uzinligin tabin. (J.2 + % In3).

Aylanba betliktin maydam: 1. X= acos’t, y =asin’t parametrli tenlemesi
menen berilgen astroydanin Y = X tuwris1 dogereginde aylaniwinda payda bolgan
37ra

betlikktin betinin maydanin tabin. (J. (42 -1)).

2.(x=2)* +y?<1 dongelegi OY kosheri dogereginde aylaniwinda payda bolgan

tordin betinin maydanin tabin. (J.87°).
X
3. ¥y= X\/g ,0<X<a iymeginin OX kosheri dogereginde aylaniwinda payda

bolgan betlikktin betinin maydanin tabi. (3, 4”6‘ @ 13 +2In>F J_

4, y2 =2px,0<x<a parabolas1 OX kosherl dogereginde aylanlwmda payda
bolgan betlikktif betinit maydanin tabin. (J. 2?”(( P+ 2a)\/m — p?)).

2 2 2
5. X3 + Y% =2a® astroydast OX kosheri dégereginde aylaniwinda payda bolgan

betlikktin betinih maydanin tabin. (J. %ﬂ'az).

X
6. y=ach " |X| <b iymegi OX ham OY kosherleri dogereginde aylaniwinda
payda bolgan betliklerdin betinin maydanin tabin.
(J.7a(2b+ash 2—b); 2rza(a+bsh b_ ach 9)).
a a a

X =
Denenin koélemin tabin. 1. y=b(5)2 ,0<x<a teflemesi menen berilgen
iymek s1z1g1 neyloyd dep ataladi. Neyloyd OX kosheri dogereginde aylanganda

payda bolgan betlk penen shegaralangan denenin kolemin tabin. (J. %ﬂ'abz).

2. y=2X- X, y=0 siziglar1 menen shegaralangan figura OY  késheri

dogereginde aylanganda payda bolgan denenin kélemin tabin. (J. 27 ).

3. Biyikligi h | ultaninin maydanm1 S bolgan piramidanin kélemin tabin. (3.1 S-h)
3

4. Toémende berilgen siziglar menen shegaralangan figuralar OX ham OY
késherleri dogereginde aylaniwinan payda bolgan denelerdin kolemlerin tabin.

z(e* —1) 6r 37

1.y=¢,x=0,x=1y=0.(J. 27, 2.y =X,y =1x=0.0.25, )3




w(m+2)

2
3.y:1+X2,x:1,x:—1, y=0.(J. ,7In2).4. y=sinx,0<x<r, y:O.(J.%,ZﬂZ)

5. y=Inx,y=0,x=e siziglari  menen  shegaralangan  figuranin

y=-1,x=1,X=-1, y=1 tuwnlarimin harbirinin dogereginde aylaniwinda
2 2

payda bolgan denelerdin kélemlerin tabin. (J. e, 7 (e 5 3 : aG 2+ >) , 7(4—e)).

6. (X— 2)2 + y2 <1 dongelegi OY kosheri dogereginde aylamwinda payda

bolgan tordin kélemin tabif. (J. 7).

Aniq integraldin fizikaliq qollamwlari: 1.Birlik massalar jaylastirilgan ush
materialliq noqatlar sistemasmin awirliq orayir usi noqatlar tobeleri bolgan
ushmuyeshliktin medianalarinin kesilisiw nogatinda boliwin dalillen.

2. Konustin qgaptal betinin maydanin tabin. (J. zRI)

4r
3.X° + y2 <r?, y>0 dongeleginin awirliq orayinin koordinatasin tabin. (J (0,3—))
y/s

4, y=—r?—x*,—r<x<r tomengi yarim tegislikte jaylasqan yarim

e : , : , 2r
shenberinin awirliq orayinin koordinatalarm tabin. (J.(0,——)).
T

5. Massast M bolgan ham Y =2X,X=3,Y=0 tuwrnlarn menen shegaralangan
tshmuyeshliginin OY kosherine baylanisli inerciyaiq momentin esaplan.

6. Massasi M bolgan X + y2 =r® shenberinit OY koésherine baylanisli

inerciyaiq momentin esaplan.

7. Massas1t M bolgan 0<x<a,0<y<b tuwrimtyeshli plastinanin OY kdsherinin

dogereginde @ muyeshlik tezliginde aylangandagi kinetikaliq energiyasin esaplan.

8. Yarim kosherleri @ ham D bolgan birtekli elliptikaliq plastinkanin simmetriya
3 3

kosherlerine baylanish inerciyalig momentlerin esaplan. (J. ”ib : 7[2 b) .

9. Biyikligi N, ultanmin radiust I' bolgan birtekli konustin ultan tegisligine

22 21,3
baylanisl statikalig momentin ham inerciyalig momentin tabin. (J. ”zzh : ”;Oh ).

10. Koordinata basina jaylastirilgan €, elektr zaryadi 6zi menen bidey tanbali €,
elektr zaryadin iterip X = & noqatinan X =D noqatna 6tkeredi. €, zaryadin

X =4a nogatman X=D noqatina étkeriwde F kushinin islegen jumisin tabin.
1 1

J. kee,(=—-).

(J.kee, (——1)

11. Eger prujinam1 X metrge sozatugin kish F = kX ham prujinan1 0,01 metrge
soziw ushin 10N kash kerek ekenligi malim. Bunda K prujnanmin gattiligina
baylanisli proporcionalliq koefficient. Prujinan1 0,05 metrge soziw ushin isleniwi
kerek bolgan jumisti esaplan. (J.0,125 kgm).



MENSHIKSIZ INTEGRALLAR

§1. Menshiksiz inyegrallardin qasiyetleri ham esaplaw usillart

b
Eskertiw. j'f(x)dx tarindegi menshiksiz integrallar qarastiriladi. f(X)

funkciya [a;b) kesindisinde tzliksiz. Bunda @ shekli nogat, D shekli nogat

yamasa +co ham V< e[ab) ushm f(X) funkciyasimn [@;&] segmetinde
aniq integrali aniglangan bolsin.

Aniq integral tasinigin integralliq qosindilar shegi retinde aniglaganda
integrallaw kesindisi shekli ham bul kesindide integral astindagi funkciya
shegaralangan funkciya boliwi1 zarur edi. Usi eki shartlerden keminde birewi
orinlanbasa, onda aniq integraldin integralliq qosindilar shegi retindegi aniqlamasi
maganaga iye bolmaydi.

Usigan baylanishi aniq integral tsinigin uliwmalastinw maselesi kelip
shigadi. Solardan biri bolgan menshiksiz integrallar tisinigin qarastiramiz.

1. Integrallaw shekleri sheksizlik bolgan menshiksiz integrallar.

1-amqlama. Meyli f (X) funkstiya a < X < +oo kesindide uzliksiz bolsin.

Onda bul funkstiya a<¢
tensizligin  qanaatlandiratugin ff

ushin har bir [a,&] segmentinde

=Y

uzliksiz funkciya boladi ham bunnan |
¢
[ £ (x)dx

11-suwret
integralinin bar boliw1 kelip shigadi. Bul integral 6zinin joqargi shegi bolgan é: ge

£
baylamisli ham @ <¢ +00 kesindide aniglangan funkciya boladi. Eger I f (x)dx

integralinin & — 4o shekli shegi bar bolsa, onda bul shekti'[ f(X)dX  tarinde
belgileydi ham f (x) funkciyasinin (a dan +oo ke shekemgi) sheksiz kesindi

boyinsha menshiksiz integrali dep delinedi. Bul jagdayda [ f(X)dX menshiksiz

integrali jtynaqli dep ataladi.



3
Eger £ —>+o0 da ff(X)dX integralinin shegi bar bolmasa yamasa bul

integraldin shegi sheksizlik bolsa, onda_f f (X)dX simvoli hesh bir sanli manis

penen baylanistirilmaydi. Usi jagdayda da f f(X)dX integralina menshiksiz

integral delinedi, biraq bul jagdayda menshiksiz integraldi tarqaliwsh1 dep aytamiz.
Solay etip

+o0 5
| f(x)dx:é!imjf(x)dx ,
Us1gan ugsas —0 < X<b sheksiz kesindide uzliksiz f(X) funkciyasimnmn

I f (x)dx menshiksiz integrali .f f (x)dx=lim j f (X)dX turinde aniqlanadi ham

T]A):XJ

tenliktin on tarepindegi shek bar ham shekli bolsa, onda _f f (X)dX menshiksiz

integrali jiynaqli, al eger bul shek bar bolmasa yamasa sheksizlik bolsa, onda

_f f (X)dX menshiksiz integrali tarqaliwshi delinedi.

—00

Barliq haququy sanlar kosherinde uzliksiz f (X) funkciya ushin I f (x)dx

menshiksiz integral _[ f(x)dx= j f( dX+_[ f (x)dx tenligi menen aniglanadi.
Bunda a qalegen haqiquy san. I f dX ham _f f dX menshiksiz integrallar

Jjiynaqli bolsa, onda ff dX menshiksiz integrali jiynaqli delinedi, eger

a

I f( )dX ham I f dX menshiksiz integrallarinin keminde birewi tarqaliwshi

—00

bolsa, onda _[ f dX menshiksiz integrali tarqaliwsh1 dep ataladi.

Bul keltmlgen Jiynaqli  menshiksiz  integrallardin  aniglamalarinan
menshiksiz integrallar integralliq qosindilardin shegi emes, al jogar1 yamasa
tomengi shegi 6zgeriwshi bolgan aniq integrallardin bul shekler sheksizlikke

umtilgandagi shegi ekenligin atap 6temiz.



Geometriyaliq kozqarastan I f dX integralinin sanli manisi X=a, X=¢

tuwrilart menen on ham shep tarepten shegaralangan, tomennen OX kdsherinin
[a,gz] kesindisi menen  ham jogaridan Y = f(X) funkciyasinin grafigi menen
shegaralangan iymek sizigli trapeciyanin maydanina ten boliwi malim. Bunda

y = f(X) funkciya [a,+o) yarim tuwrida tzliksiz hdm teris emes. Eger

I f dX menshiksiz integrali jiynaqli bolsa, onda onih manisin tomennen OX

kosheri, shep tarepten X =a tuwrist ham joqaridag Y = f (X) funkciyasinin

grafigi menen shegaralangan 11-sawrettegi shtrixlangan figuranin maydani retinde
qabil etedi. Usigan ugsas geometriyaliq maganani

If dXham_[f

integrallar1 ishin da keltiriw mamkin. vt
+00 1
1-misal. [—— menshiksiz integralin ! ha
o 1+ X
jiynaqliligga izertlen. ‘
12-suwret

Sheshiliwi: v & >0 ushin

- 4 /4 4 - 72-
jiynaghh ham onmin  manisi 5

:arctgxf =arctgé ham limarctg& - bolgani ushin berilgen integral
1+ x° 0 Eorion 2

T :
=5 Geometriyaliq
kozgarastan shtrixlangan figuranih maydani 5 ge ten.

2 -musal. _[ cos xdX menshiksiz integralin jiynagliliqqa izertlen.
0

3

Sheshiliwi: Vv &>0 ushm ICOS xdx =sin x\j =siné ham §Iim sin& shegi bar
0 —>+00

bolmaganligi ushin berilgen menshiksiz integral tarqaliwshi.

3-misal. IZXdX integralin jiynaqliliqqa izertlen.

—00



[ 2 2

Sheshiliwi: ~ v#7<1 ushin [5,1] segmetinde [2dx==| =——--——. Bunnan
, Inj, In2 In2
(2 2 2 : . : : oo 2
lim| ——=— |=— bolgani ushin berilgen integral jiynaqli hdm I 2"dx =——
~=\In In) In2 ,w In2
+o0 dX

4 -musal. X_a integralin jiynaqliligqa izertlen. Bunda @ -bazibir haqiqiy san.
1

Sheshiliwi: ¥ & € [1;+0] ushmn j%: m(é“), eger o #1

1 X In&, eger a=1
1 oo
——, eger a=1 dx L
bolganligtan g!|m d—f: a—1 ger a . Demek, J.F menshiksiz integrali
—>+0 1 X 1

o, eger a<l
a >1 manislerinde jiynagli hAm « <1 manislerinde tarqaliwshi boladi.

+00 dX
5-musal. I 1+ X+ 52 integralinin jiynaqli boliwin korsetin hdm onin manisin
tabin.
Sheshiliwi: véneR ham E<n ushin
d (x + lj
f f 2 2 2x +1[" ( 2n +1 28 + 1j
3 =——arct = =—=| arctg ——=— —arctg

£1+x+x !(ﬁ} ( 1j2 3 | 3, B J3 V3

— | | x+=

2 2

boladi. Endi lim arctg lim arctg x4l _z bolgan1 ushin

n—>+0 \/_ Er—0 '\/§ 2

I|m d 27 agniy berilgen integral jiynaqli ham I dx 27
o 14 X+ X 3 - yagniy berilg sratjynad 1+x+x 3

Eskertiw. If dX menshiksiz integralimin jiynaqlihigi Jf dX

menshiksiz integralinin jiynagliligt menen ten kushli boladi. Bunda C € (a, +OO)
qalegen san. Sebebi @ < C < & <40 tensizligin qanaatlandlratugm & ushin

jf X)dx = jf dx+jf

tenligi orinl.
§2. Sheksiz kesindiler boyinsha menshiksiz integrallardin qasiyetleri

1. Eger f(X) ham 9(X) funkciyalarinin [@;+0) kesindisi boymsha
menshiksiz  integrallar1  jiynagli  bolsa, onda VA,u€R  sanlarinda



Af (X) + ug (X) funkciyasimin [a;+00) kesindi boyinsha menshiksiz integrali da
jrynaqgli hdm

T(ﬂf(X)+,Ug( ))dx = /ij dx+ng

tenligi orinli.
Dalillew: V& € [a' +OO) ushin aniq integraldlﬁ s121q1111q qasiyeti tiykarinda

j(ﬂ,f )+ ug(x))dx = ﬂ,jf x)dx+,ujg

a

boladi. Bul tenliktin of tarepi & —> +90 shekli shekke iye, sebebi f(X) ham

g (X) funkciyalarinin [a;+00) kesindisi boyinsha menshiksiz integrallari jiynagl:.
Onda bul tenliktin shep tarepinin de ¢ —> +o%0 shekli shegi bar ham (1) tefligi
orinli.

Dalillengen qasiyet (—oo;a] ham (—OO;+OO) kesindileri boyinsha alingan

f(X) ham g(X) funkciyalarintn menshiksiz integrallart jiynaqlt bolgan

jagdaylar ushinda orinli.

2. Eger F(X) funkciyasi [;+) kesindisinde uzliksiz f(X) tn [a,f ]
kesindisindegi  baslangish  funkciyast bolsa, onda a<&<+o shartin
qanaatlandiratugm V &£ ushimn

jif(x)dX: F(X)] =F(&)—-F(a)

Nyuton-Leybnic formulast ormli. Demek, _[ f (X)dX menshiksiz integrali jiynaqli
boliw1 ushin !LTDO F (&) shekli sheginin bar boliwi zarur ham jeterli boladi.
Eger !Lrp F (&) shekli shegi bar bolsa, onda
I f (x)dx = é!im F(&)-F(a)

boladi. é!im F (&) = F(+0) belgilewin Kiritip

[ £ (x)dx = F(+50) — F(a) = F (x)

tenligine iye bolamiz. Usi tenlik uliwmalasqan Nyuton-Leybnic formulasi dep
ataladi. Usigan ugsas saykes shartler ormli bolganda



a

[ £(x)dx = F (a) - F (=0) = F(¥)

—00

+00

[ £(9dx = F(+00) — F (=o0) = F (%)

—00

turindegi uliwmalasqan Nyuton-Leybnic formulalarin aliw mamkin.

Tarctgx | .
1-musal. I 92 dx integralin esaplan.
o 1+X

2

T

<arctgx o= ;(arctg ‘(+00) —arctg’0) = g

1
| dx = [arctgxd (arctgx) = - arctg’x
" 1+ X 0 2

3.Boleklep integrallaw. Meyli U(X) V() funkciyalar: [&;+o0) kesindisinde

aniglangan, [a;f] segmentte uzliksiz tuwindilarina iye. Bunda fe(a;+oo). Eger

|im(U(§)V(§))=U(+OO)V(+OO) shekli shegi bar, +joovu'dx menshiksiz integrali

E+0

jiynagl bolsa, onda I uv'dX menshiksiz integral da jiynagh ham

+joouv’dx =uv|” - +joovu’dx
a a

boleklep integrallaw formulasi orinli.
Haquyqatinda da u’(x), V'(X) funkciyalari [a; ¢ ] segmentte zliksiz bolgani

ushin V¢ e(@;+00) ménisinde
3 PR
Juv'dx =uv|, — [vu'dx
aniq integral ushin boleklep integrallaw formulasi orinli. Onda

juv’dx =u(&)v(&)-u(a)v(a)- ivu’dx

hém bul tenliktin on tarepi & —> +o shekli shekke iye. Bul shek uv ;" — [ vu'dx ga

ten bolgani ushin, !LTOIUV'dX shekli shegi bar, yagniy JUV'dX menshiksiz

integral jiynaqli ham boleklep integrallaw formulasi orinli.

Misal. _[ X€"dX menshiksiz integraldi esaplan.
0

+00 +00
Sheshiliwi: [ xe™dx=—xe™ ;" + [ e dx =—e* [;"=1,
0 0



§3. Shegaralanbagan funkciyalardin 4
menshiksiz integrallart

Meyli f(X) funkciya [@;b) yarm

segmentte uzliksiz, biraq X =D nogattin
dogereginde shegaralanbagan bolsin. Onda

RN

f(X) funkciya [a;b) te uzliksiz bolgani ushin —,
harbir [a;&]<[a;b) te integrallamwshi ham
13-suwret

If dX integral Ozinin joqargl sheginin a< & <b kesindisinde aniglangan
funkc1ya31 boladi.
Eger |lm jf X)dX shekli shegi bar bolsa, onda bul shekti If

turinde belglleymlz ham  shegaralanbagan funkciyanin [a,b] ti boyimsha
menshiksiz integrali dep ataymiz, yagniy

b &
j f(x)dx = élimo f(x)dx.

Bul tenliktin on tarepindegi shek bar bolsa ham shekli bolsa, onda

J. f (x)dx menshiksiz integrali jiynaqli delinedi, al eger tenliktin on tarepindegi

shek bar bolmasa yamasa sheksizlik bolsa onda jf(x)dx menshiksiz integrali
tarqaliwsh1 dep ataladi. Usigan ugsas (a,b] yarim intervalda uzliksiz, biraq
b

X =4a noqat doégereginde shegaralanbagan f(X) funkciya ushin If(x)dx
menshiksiz integral tisinigi kiritiledi ham ol

b b

[ f()dx = lim [ f (x)dx

2 77—>a+077
tenligi menen aniqlanadi. Eger bul teliktin on tarepindegi shek bar ham shekli

bolsa, onda If(X)dX menshiksiz integrali jiynaqli, al eger tenliktin on
a

b
tarepindegi shek bar bolmasa yamasa sheksizlik bolsa, onda I f (X)dx menshiksiz

integrali tarqaliwsh1 dep ataladi. (a,b) intervalda uzliksiz ham X=a, X=Db
noqatlarmin dégereginde shegaralanbagan f (X) funkciyanih menshiksiz integrali



11 (x)dx=] £ () | f(x)dx

tenligi menen aniqlanadi. Bunda C € (a,b) qalegen noqat. Eger bul tenliktin on

C b
tarepindegi j f(X)dX ham If(X)dX menshiksiz integrallar1 jiynagli bolsa,
b a c C i
onda j f (X)dX menshiksiz integrali jiynagli, al eger j f (X)dX ham I f (x)dx
a a c

b
menshiksiz integrallardan keminde biri tarqaliwshi bolsa, J f (X)dX menshiksiz

integral1 tarqaliwshi dep atalada.
Meyli f(x) funkciya [a,b] segmentinii X = C nogatman basqa noqatlarinda
uzliksiz al X=C nogatmin doégereginde shegaralanbagan bolsin. Bul jagdayda

b b c b

[ £(Xx)dx menshiksiz integral [ f (x)dx = [ f (x)dx + [ f (x)dx

tenligi menen aniglanadi ham bul tenliktin on tarepindegi harbir menshiksiz
b

integral jiynaqli bolsa, onda shep tarepindegi If(X)dX menshiksiz integrali

Jiynaqli boladi. Al, eger tenliktin on tarepindegi menshiksiz integrallardan keminde
birewi targaliwshi bolsa, onda onin shep tarepindegi menshiksiz integral da
tarqaliwshi boladi.

f(X) funkciya shekli (a;b) intervaliin shekli sandagi X, (k=1,_m)

noqatlarinan basqa noqatlarda aniglangan jagdayda, a=X,<X <X, <...<X =D
b

sharti orinli dep esaplap _[ f (X) dx menshiksiz integralin

(Xk_l; Xk), k=12,...,m intervallari boynsha f (X) funkciyanin menshiksiz

integrallarinin  qosindist retinde aniqlaymiz. Eger jf(X)dX, k=12,....m

WE

menshiksiz integrallarinin harbiri jiynaqli bolsa, onda berilgen menshiksiz integral

X

jiynaglt boladi. Al, eger J f(X)dX, k=12,....m menshiksiz integrallarinin

keminde birewi tarqaliwshi bolsa, onda berilgen menshiksiz integral tarqaliwshi
bolad.

Keltirilgen aniqlamalardan shegaralanbaian funkciyalardin shekli [a; b]

kesindisi boymsha menshiksiz integrali integralliq qosindmin shegi emes, al



jogargl yamasa tomengi shegi 6zgeriwshi bolgan aniq integrallardin shegi boliwin
atap otemiz.

Eger f (X) funkciya [a b) te Uzliksiz teris emes aniglangan ham X =D

noqattin doégereginde shegeralanbagan funkciya bolsa, onda J f dX menshiksiz

integrali jiynaqli bolgan jagdayda bul integraldih manisin témennen OX

kosherinin [@,0) yarim segmenti menen, shep ham on tirepten X=a, X=Db

tuwrilari, joqaridan Y = f(x funkciyasinin grafigi menen shegaralangan 12-
g g g

suwrettegi korsetilgen figuranih maydani dep gabil etiw mamkin.

1-misal y= funkciyasin [0;1) segmentinde qarastrammz. 0<¢&<1

1-x

shartin  ganaatlandiratugin ~ har  bir ¢ ushin [O,f ] segmetinde

dx : dx L
=21-1- aniq integralin esaplap, lim =2 manisine iye
( <) q g plap _[ \/]: y

O Sy Ny

1—X £-1-0

bolamiz, yagniy I \/_ =2. Demek 14-sawretdegi shtrixlangan figuranin

maydani1 2ge ten dep gabil etiw mumkin. Shegaralanbagan funkciyalardin basqa
tipleri ushinda usigan uqsas geometriyaliq magana beriwge boladi.

2] 1

14-suwret
2 —musal. J.F , & >0 menshiksiz integralin jiynaqliliqqa izertlen.
0

Sheshiliwi: V& e (0;1] ushin

—X L =—(1-&77), eger a #1
1%: l-«a : 1—a( g ) J
Inx|'=-In¢, eger a =1

bolip, bunnan

—, eger <1
|ImI 1-a g ¢

X—>00
o, eger a #1



X
boladi. Demek J‘F menshiksiz integral & <1 bolganda jiynaghh ham « >1
0

manisleri ushin tarqaliwshi boladi.

Aniq integrallarga tiyisli bir neshe qasiyetlerdi shegaralanbagan
funkciyalardin menshiksiz integrali jagdayina uliwmalastirtw mumkin.

Dara jagdayda bunday menshiksiz integrallar ushin Nyuton-Leybnic
formulas1 tomendegishe uliwmalasadi.

Meyli  f(X) funkciyasi [a,b) yarim segmentte Uzliksiz  ham
(b-0,8)c[ab), 5>0 intervalda shegaralanbagan bolsm. F(X) arqali f(X)
funkciyasinin [a,b) yarim segmentindegi baslangish funkciyasin belgilep,
Ve [a, b) ushin Nyuton-Leybnic formulasina saykes

if(x)dx:F(g)—F(a):

tenligin jaziw mumkin.

b
Bunnan _[ f (X)dX menshiksiz integrali bar boliw1 ushin g'_i)gjo F (eg ) sheginin

bar boliw1 zararli ham jeterli.
Eger us1 shek bar bolsa, onda on1 F (b - 0) tarinde belgilep

j f(x)dx=F(x)[ "
Usi formulani aniq integral ushin Nyuton-Leybnic formulasinin qarastirilip
atirgan tiptegi menshiksiz integrallarga uliwmalasqani boladi.

Usigan ugsas (a;b] da uzliksiz, biraq (a;a+J)<(a;b] intervalda

=F (b — 0) -F (a) formulasina iye bolamiz.

shegaralanbagan f (X) funkciyasi ushin (a;b] dag1 bazibir daslepki funkciyasin

F (X) arqali belgilep, Jimo F (77) bunda a<n<b shekli shegi bar bolgan

jagdayda Nyuton-Leybnic formulasin
j f(x)dx=F(x)[

=F(b)-F(a+0)

a+0

tarinde jazamiz. Bunda F(a+0)= lim F (7).

n—a+0

Endi f(x) funkciya [a;b] tin shekli sandagi X, X,,..., X nogqatlarman
basqa harbir noqatinda tzliksiz bolip, X,i=12,...m noqatlardin jaqminda

shegaralanbagan bolsa, onda f f dX menshiksiz integrali ushin

jf j dx+jf X)X +-- +Tf(x)dx

tenligi orinli boladi.



Eger [a;b] de uzliksiz ham f(X) ushin [a;Xl),(Xl;Xz),...,(Xm;b]
kesindilerinde daslepki funkciyasi F(X) bar bolsa, onda Nyuton-Leybnic
formulasinan paydalanip aqirg tenlikti

[ (x)k=[ F (x ~0) F(a) ] +[F(x, ~0)~ F (x +0)]+---+[F(x, ~0)~F(b)] turinde

a

jaziwga boladi. Onda F (X) funkciya [a; b] te tzliksiz ekenliginen ham
F(x+0)-F(x-0)=0, i=12...,m
tenligin esapqa alip

=F(b)-F(a).

turindegi Nyuton-Leybnic formulasina iye bolamiz.

§4. Menshiksiz integrallarda ozgeriwshilerdi almastiriw

Eger f(X) funkciya [a;b) te uzliksiz, al ngp(t) funkciya [a; ) te

uzliksiz differenciyalaniwshi, qatan monoton hém (P(Ol ) =a, t'_ig_]o(ﬂ(t) =b

b s
shartleri orinli bolip, f f (X)dX, _[ f ((o(t))(o'(t)dt integralarinin keminde birewi
jiynaqli bolganda a '

If X)dx = If( )¢/ (t)dt *)

tenligi orinli bolad1. Usi tenhk mensh1k51z integrallarda 6zgeriwshilerdi almastiriw
formulasi dep ataladh.

Haqiyqatinda da meyli 7 €[a, ), ¢(t)=¢& bolsin. Onda T'_Eg_\o(ﬁ(f) =b
boladl Endi aniq integralda 6zgeriwshilerdi almastiriw formulasinan paydalanip,

jf x)dx = I f( ) '(t)dt tefligin jazamuz. (o(t) funkciyast qatan monoton
ham [a B ) te Uzliksiz ekenliginen, onin keri funkciyasi [a;b) te gatan monoton

ham uzliksiz ekenligi kelip shigadi. Onda ,'lrﬂ“oj f(o(t))@'(t)dt shektin shekli

ekenliginen I|m J f (x)dx shegi shekli ham (*) tenligi orinli ekenligi kelip shigadi.

Eskertiw. (D(t) funkciyasi (,B,a), [ <a kesindide qatan kemeyiwshi,
uzliksiz differencialaniwshi ham a=££7_10(0(t), b=t|j[[\0(0(t) bolgan jagdayda

gana orinli bolad.
Bul jagdayda aniq integral gasiyetine saykes a > f bolganda



_f g(t)dt= —_[ g(t)dt tenliginen paydalanadu.

a

1-musal. '[ integralin esaplan.

(X +1)

Sheshiliwi: X=tgt, 0<t< 5 formulaga saykes 6zgeriwshilerdi almastirsaq,
dx =

n dt boladi hdm X=0=t=0; X >+0 = t -~ bolgani ushin
Ccos

z
2

T ox 3 ”2 7dt jcostdt—smt|2—
0 «/(x2+1) ,/ (tg t+1

2xE+1

2-musal. ! m dx integralin esaplan.

+ooX2+ +0 1+i +0 d(x_l)
sheshiliwi: | X "Tax= [ —X gx= | 2=
0 X +1 0 X2 +i 0 ) 1 ’
NG + X—;

1
X——=t, X—+0=1—+00 .
| ox _Tdt_larctgt oz
— =|—=" | =L_.
dt:d(x—il; X>0=>t—>—o w2+t 2 Vol V2
X
+00 dx .
3-musal. I 1 integralin esaplan.
1
e dy X== X—>+0=>t—>0 0 dt
Sheshiliwi: j = t :_I—:
o X' +1 1 o us 1
dx:—t—zdt X—>0=t— +o0 t 1+t—4
t’° +"‘”[ +1 o dt = dx -
= dt — Endi = tenligin esapga alt
I1+t4 o t1+1 '!1+t4_ £x4+1 !t4+1 8 paa afip

dx =12 4+1
2 = dt =
!x +1 ot +1 7[\/_

§5. Tensizliklerdi integrallaw
Menshiksiz integrallarga baylanish képlegen maselelerde garastirilip atirgan

integrallardin manislerin tabiw integrallard: esaplawga baylanish giyinshiliglarga



alip keliwi mamkin. Bunday jagdaylarda menshiksiz integrallardin jiynaqli boliwin
korsetiw menen shegaralanadi, al integraldin manisin tabiw talap etilmeydi.
Usigan baylanisli menshiksiz integrallardin jiynaqliliq belgileri uyreniledi.

1-teorema. (menshiksiz integrallardin jiynaqlt bolwimnin zartrli sharti) Eger
b
I f dX menshiksiz integrali jriynaqli bolsa, onda V¢ € [a b ushin I f
shegaralangan boladi. Yagnty M > 0 san1 tabilip V& € [a;b) ushin

jf(x)dx

<M

tensizligi orinli boladi.

Bul teoremadag tastiyiqlawdin durislilig _[f dX menshiksiz integrali

jiynaqli bolgan1 ushin |Im _[ f dX shekli sheginin bar boliwinan kelip shigadi.

2-teorema. (Koshi belgisi) J f dX menshiksiz integrali jiynaqli boliw1

ushin galegen & >0 sanina sonday &, € (a;b) san1 bar bolip, V&', & e (5g;b)

manislrinde

jf x)dx| < &

tensizliginin ormli boliw1 zarar ham ]eterh

Dalilleniwi: (Zararligi) Meyli _[f dX menshiksiz integrali jiynaql

bolsin. Onda F _[ f (x)dx funkciyasimn & —>b—0 da shekli shegi bar boladi.

Onda funkciyanin sheg1 bar boliwimnin Koshi belgisine saykes V& >0 sanina
sonday &, €(@a,b) sam bar boladi da V&', &" e (5E,b) ushin

IF (&) — = ? f (x)dx

tensizligi orinlanadi.

<&

<&

Jeterliligi: V& >0 sani ushin O, E(a b) san1 bar bolip _[f dX

tensizligi V<&, &E" e (8, ) manislerinde orinli  bolsin. Bul tensizlik



F(EN-F(&)
ushin £ >b—0 da shekli shegi bar boliw1 haqqidag: Kosh1 belgisi orinlangan.

< ¢ tensizligine ten kushli, yagmy F (&)= If x)dx funkciyast

Onda Ilm F(&)= Ilmjf x)dx shekli shegi bar. Bul If x)dx menshiksiz

integraldin jiynaql bohwm korsetedi.

Eskertiw: jf dX menshiksiz integrali tarqaliwshi boladi, eger

menshiksiz 1ntegrallar ushin Koshi belgisi ormlanbagan bolsa, yagniy sonday
& >0 sam tabilip, VO, E(a,b) sanmna &, & (5 b) sanlar1 bar bolip

jf x)dx| >

> &, tensizligi ormli bolsa.

*5in? X

Misal. dX integralin jiynaqliliqqa tekserin. Bunda o <1

SheShIIIWI. V6 >1 sanina sonday ne N sani bar boladida N-7 >«
tensizligi ormlanadi. Onda &; =Nz da & = 272N ménislerin alsag,

&5 a2 2nr 207 atA 2 2nr 2nzr
Ism de:jsm X dx _Ism X dx > 1 jsm xdx_ij 1-cos2x)dx =
5o Xt X oX 2Nz ;. Anr .

0

1
4

1
yagniy 80:Z bolganda, V& >1 sam1 ushm neN sami bar bolip

& =nz, & =2nx e(5;+00) manislerinde

£ ain?

Ism X > 1

po Xt 4

tensizligi ormli bolgan1 ushin berilgen integral tarqaliwshi boladi.

dx

§6. Teris emes funkciyalardin menshiksiz integrallari.
Teorema 1. Eger Vxe[a;b) ushin f (X) >0 tensizligi ornl

bolsa, onda _[ f (X)dx menshiksiz  integrali  jiynaqlt  boliw1  ushin

If dX a<&<b funkciyasmin jogaridan shegaralangan boliwi zarar

ham Jeterh.



Dalilleniwi. Zdrurligi. Meyli If dX menshiksiz integrali jiynaqgli bolsin.
Onda V¢,,¢, [a b) ushin §1 < &, tensizliginen
jf X)dx — jf X)dx = jf x)dx >0

tensizligi kelip shigadi. Demek, F If dX Osiwshi funkciya. Onda
monoton funkciyalardin shegi haqqmdagl teoremaga saykes

b

|im:jf(X)dX:SupF(§)=C shekli shegi bar boladi ham supremumnin

§-b-0 3 asé<h

anigqlamasina saykes V& € [a, b) ushin

I3 b
[f(dx<[f(x)dx=C
é: a a
tensizligi ormli, yagniy I f (x)dx = F (&) funkciyas: shegaralangan.
£
Jeterliligi: Meyli F(&)= I f(x)dx funkciya joqaridan shegaralangan bolsin,

£
yagniy 3C :‘v’gz[a,b] —>I f(x)dx <C tenligi orml bolsmn. F (cf) dsiwshi hdm
jogaridan shegaralangan funkciya bolgani ushin

lim F(&)=F(b—0)=supF (&) shekli shegi bar boladi. Bunnan menshiksiz

£—b-0 asésh

integralinin jiynaqli boliw1 aniglamasi tiykarinda _[ f dX integrali jiynaqli dep

juwmaq shigaramiz.
2-teorema. (Salistiriw belgisi) Eger VXe€ [a;b) ushin 0<f (X) < g(x)

tensizligi orinli bolsa, onda J —jg dX menshiksiz integralinin jiynaqh

boliwinan J, = _[ f dX menshiksiz integralinin jiynaql boliw1 kelip shigadi, al

J2
shigadi.
Dalillew: Meyli J, integrali jiynagh bolsmn. Onda aniq integraldin

integraldin tarqahwshl boliwinan J, integralimin da tarqaliwshi boliw1 kelip

tensizliklerge baylanish qésiyeti tiykarmnda f ( ) <dg (X) tensizliginen
ff dx<jg

tensizligi V< e [a; b) ushin orlnh bolad1 ham 1-teoremaga saykes



Iimjg(x)dx J —supjg(x)dx

&—b-0 a<é<h
shekli shegi bar. Bunnan Vx €[a;b) ushin j f (x)dx < J, tensizligi ormnli. Onda 1-
teoremaga saykes J , -integral1 jiynaqli degen juwmagq shigadi.

b
Meyli 32=If(X)dX menshiksiz integral tarqaliwshi bolsin. Onda

b

J; =I9(X)dX jiynagl bola almaydi. Sebebi, eger J, integral jiynagh bolganda

teoremanin birinshi bolimine saykes J, integral da jiynaqh bolar edi.
Saldar. Eger Vxe[a,b) ushin f(x)>0, g(X)>0 tensizlikleri ormnli ham

X—>b—-0 da f(x)J g(x) bolsa, onda J, ham J, menshiksiz integrallar
yamasa bir waqitta jlynaqh yamasa bir waqitta tarqaliwsh1 boladi. Haqiyqatinda

f(x)
g(x)

Ve>0 36, e[a,b):VXe[é‘g,b):‘f——

da berilgen shartlerde ||m =1 boladi. Onda shektin aniglamasina saykes

1
tensizligi ormli. € = 5 dep tayilap bul tensizlikti VX € [51,2,b) ushin
1 f(X) 3
2 g(x) 2
turinde jazip alamiz. f(X) ham g(X) funkciyalar: [a,b) yarim segmentinde

1 3
<2900 <T(x)<79(x)

ayiriqsha noqatlarina iye emes. Onda J,,J, integrallart jiynagqli boliw1 ushin
f(X) ham 9(X) funkciyalariin [C,b)c[a,b) yarim segmenti boyinsha
integrallarmifh jiynaqli boliw1 zarur ham jeterli boladi. Demek, eger J, integral
jiynaqgl bolsa, onda salistirtw belgisinen ham songi tensizliktin on tarepin esapqa
algan halda J, integrali jiynaqli, al eger J, integrali jiynagli bolsa songi
tensizliktin shep tarepinen ham salistiriw belgisinen Jl integrali da jiynaqgli degen
juwmagq shigadi.
Eger J, integral jiynaqli bolmasa, onda salistiriw belgisinen ham songi
tensizliktin shep tarepin esapqa algan halda J, integrali tarqaluwshi, al eger J,
integral1 jiynaqli bolmasa songi tensizliktin on tarepinen ham salistinnw belgisinen

Jl integrali da tarqaluwshi dep juwmagq shigaradi.



A +00
Dara jagdayda X —>+o0 da f(Xx)U F,A;to bolsa, onda I f (x)dx

menshiksiz integrali « >1 manislerinda jiynaqh, al o <1 manislerinda
tarqaliwsh1 boladi. Bunda f(X) funkciyasi [a,é] segmentinde V& =a ushm

aniq integral maganasinda integrallaniwshi.
a4

+00 X
1-masal. dX integralin jiynaqliligga tekserin.
_! m g Jiynaqliiiqq

. sin® x 1 = dx
Sheshiliwi: 0 < < tensizligi VX > 1 manislerinde orinli hAm j T2
Nexd Y

1
integralimin jiynaqli boliwinan salistinw belgisi tiykarinda berilgen integral
jiynaqli.

§7. Menshiksiz integrallardzz absolyut ham shadrtli jriynaqlalig:.

b
l-amqglama. J =If(X)dX menshiksiz integrali absolyut jiynagli dep

b
atalad, eger G = H f (X)|dX integrali jiynaqli bolsa.
Teorema. Har qanday absolyut jiynaqli integral jiynaqli boladi ham
b b
[ £ (x)dx| <[] f (x)]dx

tensizligi ormnl.
Dalilleniwi: G integrali jiynaqli bolgani ushin Koshi belgisine saykes

tensizligi orinli boladi. Menshiksiz integraldin amqlamasma saykes f(X)
funkciyas: shetki nogatlari £',&" bolgan kesindide integrallaniwshi, sonih ushin

bul funkciya ust kesindide absolyut integrallamiwshi boladi, yagniy |f(X)|

funkciyas1 da aniq integral maganasinda integrallaniwshi. Endi aniq integrald:
bahalaw qagiydasina saykes

.
[ f(x)dx| <
g

<&

I| f (x)|dx

:
tensizligi ormli bolgani ushin _[f(X)dX funkciyas1 Koshi belgisi shartlerin

qanaatlandiratugmligin kéremiz. Bul J integrali jiynaqli boliw1 ushin zarur ham
jeterli. Endi aniq integraldi bahalaw qagiydasin paydalanip,

j f (x)dx

sﬁ f (x)dx



tensizligin jaziw mumkin. Bul tensizlik V& e [a, b) ushin ormli boliw1 malim. J
ham G integrallar jiynagl ekenligin esapga alip keyingi tensizlikte & —>b—0
shekke otsek,

Tf(x)dx si|f(x)|dx

tensizligine iye bolamiz.
2-amqlama. J integrali jiynaqli, biraq G integral tarqaliwshi bolsa, onda
J integrali shartli jiynaqli dep ataladi.

¢ Cos . . . .
Misal. I Txdx integralin jiynaqliligga ham absolyut jiynaqliliqqa tekserin.
1

COS X
X*

<=

1). Eger a>1 bolsa, onda VX>1 manislerinde 0<|—— 1a

T , 't OX e ..
tensizliginen ham I—a menshiksiz integralinin jiynaqli boliwinan, salistiriw
X

cos X

——dx integralimin jiynaqli boliwin koremiz, yagniy

berilgen integral absolyut ]1ynaq11.
2). Eger @ €(0;1] bolsa, onda

dX — Xa X1+a
cosxdx =dv=v=sinXx

. 1 a
+Icosx U=—=du=-— dx smx+OO me
1

a

1 X

+00

sin X sin X 1 o
bunda liM——=0; 0<|—/—|<— 1+a>1 ham I 1. mMmenshiksiz
X—>+0 X X 1 X
sin X . , .
integralinin  jiynaqlh integralinin absolyut jiynaqlh

boliwinan bul integraldin ozi de jiynaqh ekenhgin koremiz.

: COS X : . 1+ cos2x
Endi I —a‘dx integralin  tekseremiz. |COS X| > C0S° X = — >0
X
1

SX|

——dx integrali
1 X

+00

tensizliginen ham f
X
1

tarqaliwsh1 boladi. Demek, « 6(0,1] manislerinde Ic?(#dx integral shartli
1

jrynaqli.



3). Eger @ <0 bolsa, V& >0 sanmna ne N sanin sonday tanlaymiz,

!/ " 5
natiyjede 2Nz > O tensizligi ormli bolsin. Onda &, =2n7 +%, T =2n7w + ?ﬁ

1 1
bolganda VX & [5(;’ ;] ushin  COSX 2 E ham VX =1 manislerinde F >1

tensizliklerin esapqga alip,

& COS ?+2n7r COS 1 5?”+2n7z 2

H X X T
j —dx| = j ——dx|>= j dx ===
X X 3
B —+2n —+2n7r

tensizliginin ormli boliwin kéremiz.

COS X
Bul tensizliktin ormnli boliw1 I—dx funkciyas1 ushin menshiksiz
X*

integrallardi jiynaqliligina arnalgan Koshi belgisi orinli emes ekenligin korsetedi.
Juwmagq: Berilgen gatar « >1 bolsa jiynaqli; o € (0;1] manislerinde shartli

jiynagli; @ <0 manislerinde targaliwshi boladi.
Menshiksiz integrallardi jiynaqliligqa izertlewde tomendegi tastiyiqlawdi
biliw paydali boladi.

Teorema. Eger g(X) funkciya [a;b) te absolyut integrallaniwshi bolsa,

b

onda J —f f(x)dx ham J,= _[( f(x)+g (X))dX menshiksiz integrallar1 yamasa

birge jiynaqli, yamasa birge tarqaliwshi, yamasa birge shartli jiynaqi boladi.
Yagniy absolyut integrallaniwshi funkciyaga integral astinda ekinshi bir funkciyani
qosiw yamasa aliw integraldin jiynaqliligina, absolyut ham shartli jiynaqliligina

tasirin tiygizbeydi.

§8. Menshiksiz integrallar jiynaqliiginin Abel ham Dirixle belgileri

Teorema: (Dirixle belgisi).Meyli [&;+0) kesindisinde f(X) uzliksiz, al
g (X) uzliksiz differenciallaniwshi funkciya bolip,

1) F(x 'ff t)dt funkciyasi [&;+00) de shegaralangan, yagnty

AM >0.Vx6[a,+oo)—>\|=(x)\s M.



2) g’(x) funkciyasi [a;+00) kesindisinde belgisin saqlaydi, yagniy
‘v’Xe[a;+OO) ushin g’(x)SO yamasa g'(X)ZO tensizliklerinen tek

birewi orinli.

b
3) XILTog(X) =0. Onda J =_[ f (x)-g(x)dx menshiksiz integrali jiynaqlt
boladi. a

Dalillew: V&' >a ham &">a manislerin alip, boleklep integrallaw
formulasinan paydalansaq,

u= f
If OIX_du=g'(x) v="F(x)

tenligi kelip shigadi.
Onda 1) shartti esapga alganda

FO)g0 =M (Ja(&)+]a ()

tensizlikleri orml boladi. Endi 2) shartten, eger g'(x )S 0 bolsa,

(o=~ g/ ()0 =0(£)-0(£"),

<|\/|

’(x)‘dx

IF X ) dx

z

eger 9'(x) =0 bolsa,

o
Jlo'(x)|dx= Ig x)dx=9(£")-9(¢).
5

Demek, bul eki jagday ushln da
X)|dx=[g(£")-9(¢)

<|9(¢")

+la(¢")

%
tensizligi ormli. Onda

(x)dx|<2M (jg(&")

(€M),

3-sharttegi shektin amglamasman V& >0, 35, >a:Vxe|d,;+0)— |g (X)| NTYR

Demek, &', &" 6[5 '+OO) manisleri ushin
<2M —+i =g,
AM  4AM

£
yagniy If(X)g(X)dX funkciya ushin Koshi belgisindegi shartler orinli. Bul

If X) dx

+00

I f (X) g (X) dX menshiksiz integrali jrynaqli boliw1 ushin zarr ham jeterli.

a

Dalillengen teoremanin saldar1 tdmendegi Abel belgisin beredi.



Saldar: Eger f(X) funkciyas: [a,+o) kesindisinde wzliksiz, j f

x)dx

menshiksiz integral jiynaql, al g(X) funkciyasi [aH-OO) kesindisinde
shegaralangan bolip, g’(x) tuwindis1 X — +00 monoton funkciya bolsa, onda

_[ f dX menshiksiz integrali jiynaqli boladi.

Haqiygatinda da monoton funkciyalardin shegi haqqindagi teoremaga saykes

g( ) qa qoyilgan shartler orinli bolganda XILTO g (X) =g ("‘OO) shekli shegi bar
boladi. Onda §,(X)=0(X)—-g(+0) belgilewin kiritsek, 0,(X) funkciyasi

[a +0) kesindisinde monoton nolge umtiladi. Onda Dirixle belgisine saykes

menshiksiz integrali jiynaql. Bunnan

()gx f() (+°0)+f( ) gl(X) tefiligi Vxe[a;+00) ormnli bolgani ushim

)
If x)9,()

(

)

I (X g ( )dX integral1 da jiynaqli degen juwmaqqa kelemiz.

Shimgiwlar
1. Shegaralar1 sheksiz menshiksiz integrallardi ji’ynaqlihgga tekserin

Jx
2. T dx

1. T dx

1

X+1
—00

3. T dx

1 xIn x

_[sin xdx

5. .(f (x+1dx
x2 +1

—00

16. _[(x —sin x)dx
0
+00

17. szexdx
1

+00
18. I xe* dx
1

19.

20.

6. +J‘j° 1 .\
x2 -1 (x+1)

2

Z)de 21 [



+00
22. I x2e*’ dx
0

o X7 +2X+2
8_ +00 +00
Ie‘Sde 23. Jx3sin3xdx
0 3
9. e dx ! dx
J 24. | —
2 X +eX S 1+x
10. 4 TC xdx
25. [
1 VX2 +1 0o X“+4
11_ +00 +00
f SX 26. _[3xe3xdx
0 2X°+3 0
12, 9 arcsin xdx T dx
27. | ——
_{o 11— x2 1 XInx
13. 0 400 X
[ (€% +2x)dx 28. J'e_dx
—® 1 X
14, T dx 29 T xdx
o VX+1 " Jx+5
15. T’ xdx 30 2 x2dx
L V2x+1 oy X+9

2. Shegaralanbag’an funktsiyalardan ali’ng’an menshiksiz integrallardi’
yesaplan’

1 1
dx
1{2% 16 [xInxd
e [
10 N2 x
dx e
2 | 5—— 17 [ —dx
'1[x2+2x—3 '(! X
1 3 4x
3 jlnxdx 18] 5
0 0 X~ +X
® In xdx 2 dx
4 19
'c[ X J; x2 -1
5'.1‘ x2dx 20? Xdx
] X2—l 1 x-1
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