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Кирисиу

Жокары математиканын, сонын ишинде математикальщ анализдин 

тийкарFы уазыйпасы-студентлерди математикалык тYCиниклер дизбеги 

менен таныстырыудан ибарат емес, ал оларды логикалык пикирлеуге, 

ойлауFа Yйретиуден ибарат.

Математикалык анализде кепшилик жаFдайларда берилген функцияны 

дифференциаллау ямаса интеграллау ушын оны езгериутттинин пYтин 

дэрежелери бойынша жайылFан катар керинисинде анлатып 

ж азы ^ а тууры келеди. Бундай катарлар дэрежели, Тейлор, Фурье х,эм 

т.б. катарлары деп аталады.

Математикалык анализ курсынын «Функционаллык избе-излик х,эм 

катарлар» белими студентлер тэрепинен езлестириуи х,эр дайым ансат 

болмаFан.

X IX  эсирде пYткил анализ курсынын тийкарлары жетекши 

математиклер тэрепинен кайта керилип, катан заманагей талапларFа 

сэйкес мазмуета келтирилди. Усындай кайтадан карап шыгеыу урыныулары 

катарлар теориясында шетлеп етпеди.

Хрзирги уакытта лимит тYCинигине тийкарла^ан катардын 

косындысы, жыйнаклылыFы ямаса таралыушылы^ы аныкламалары 

Больцано (1817-ж .) х,эм Коши (1812-ж .) мийнетлери жэрия етилгеннен 

сон кен жэмийетшилик тэрепинен колланыла баслаFан.

Коши ез изертлеулеринде хдкыйкый х,эм комплекс езгериушили 

дэрежели катарлардын жыйнаклылык областы, оны жыйнаклылык радиусы 

аркалы табыу формулаларын келтирип шыFарFан. Коши дэрежели 

катарларды эпиуайы кепаFзалылар сыяклы ислетип, аFзама-аFза 

дифференциаллау х,эм интеграллау эмеллерин тиккелей коллаетан. 

Бирак, ол ез мийнетлеринде бундай эмеллердин орынлы екенлигин 

теориялык жактан тийкарлап бермеген.
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Кейиншелик Коши улыума керинистеги функционаллык катарлардын 

берилген кепликте жыйнаклылык характерин есапка алмаFанлыктан, ол 

катар косындысынын Yзликсизлигин керсетиуде, аFзама-аFза 

дифференциаллау хэм интеграллауда Yлкен теориялык тосыкка дус келеди.

Абел (1826-ж .) езгериушинин хэр бир тайынлаетан мэнисинде 

функционаллык катардын точкада жыйнаклылыFын катан дэлиллеп 

керсетеди. Абелдин изертлеулеринде хэзирги уакытта катардын «тен 

елшеули жыйнаклылыгеы» деп аталыушы кэсийети келтириледи.

Сон жетекши математиклер шекли функционаллык косындылар ушын 

орынлы болFан кепшилик кэсийетлердин шексиз катарлар ушын орынлы 

бола бермейтуFынын керсетеди, яFный катарларда аFзама-аFза лимитке 

етиу, аFзама-аFза дифференциаллау х,эм интеграллау эмеллерин колланыу 

катардын жыйнаклылык характерине байланыслы екенлиги аныкланды.

Демек, катарлар теориясында тен елшеули жыйнаклылык тYCиниги 

ен тийкарFы кэсийети болып табылады. Сонын ушын катардын берилген 

кепликте «тен елшеули жыйнаклылыгеы» кэсийетинин орынланыу 

белгилерин Yйрениу, эмелий колланып билиу кенликпесин кэлиплестириу 

ен эх,мийетли уазыйпа деп билемиз.

Айрым жаFдайларда студентлер катарды тен елшеули жыйнаклыкка 

тексериу барысында Коши, Вейерштрасс, Дирихле ямаса Абел белгилерин 

дурыс пайдаланбайды, ямаса кэте колланады. Сонлыктан бул тYCиниклерди 

беккемлеу максетинде х,эр бир параграфта ез бетинше ислеу ушын 

тапсырмалар, айрым мысаллар шешип керсетилген.

Бул окыу-методикалык колланбада келтирилген теориялык 

маFлуматларды физика-математика хэм техника тэлим баFдарларында 

окытылатуFын «Математикалык анализ» х,эм «Жокары математика» 

пэнлеринен лекция, эмелий, семинар (лаборатория) сабакларын алып барыу 

мYмкин деп ойлайман.
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1-§ . С анлы  катар тYCиниги. Ж ы йнаклы  цатарлардыц

кэсийетлери

Мейли

{ a n } ■ a l , a 2 , a 3 , ...... , a n , .... (1 .1)

хакыйкый санлар избе-излиги берилген болсын.

1-аньщ лам а. Темендеги анлатпа

a i ^ a 2 + a 3 + ...... + a n + __

санлы катар (катар) деп аталады хэм ол кыскаша Z  a n символикалык
n = 1

керинисте белгиленеди, яFный:

X
Z  a n = a i + a 2 + a 3 + ...... + a n + .... (1 .2)
n = 1

{ a n} избе-изликтин a 1, a 2, .....  элементлери катардын аFзалары, ал a n

катардын улыума аFзасы ( n -ш и аFзасы) деп айтылады. Z  a n катардын
n = 1

дэслепки n аFзасынын косындысы онын n -ш и дара косындысы деп 

айтылады хэм ол Sn деп белгиленеди, яFный

S n = Z  a k .
k = 1

Демек, (1.2) катар берилген халда хэр дайым бул катардын дара 

косындыларынан дYЗилген мына

{ S, , }: S 1, S 2 , ..... , S„ , .. ..

санлар избе-излигин пайда етиу мYмкин.

2-ан ьщ лам а. Егер n ^  х  да (1.2) катардын дара косындылары { Sn } 

избе-излиги шекли S  лимитке ийе болса, яFный

l i m S n = S  (1.3)
n ^  X
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болса, онда бул катар жыйнаклы деп аталады. Бул лимиттин мэниси S

( 1 .2 ) катардын косындысы деп айтылады х,эм темендегише жазылады:

Ё  = S . (1.4)
n = 1

3-ан ьщ лам а. Егер n ^  х  да (1.2) катардын { Sn} дара косындылар 

избе-излигинин лимити аныкланбаFан, ямаса шексиз болса, онда ( 1 .2 ) катар 

таралыушы деп аталады.

1-м ы сал . Г  еометриялык катардын

X
Ё  q n- 1, |q|< 1 ( 1 .5 )
n = 1

жыйнаклы екенлигин дэлиллен х,эм онын косындысы S  табын.

Ш ешими. Катардын дара косындысы ушын геометриялык 

прогрессиянын дэслепки n -аFзасынын косындысын есаплау формуласы 

орынлы болады:

Sn = Ё  q k - 1 

Егер q I < 1 болса, онда

1 -  q n 1 q n

n 1 1 -  q 1 -  q 1 -  q

lim s  =■ 1n
1 -  q

болады. Демек, бул жаFдайда геометриялык катар жыйнаклы х,эм онын

косындысы S  = —1— Fа тен. Егер q > 1 болса, онда l im Sn = х  болып
1 q n ^  х

катар таралыушы болады. Егер q = 1 болса, онда S n = n ^  х  болып 

таралыушы, q < - 1  болFанда { Sn} избе-излигинин лимити аныкланбаFан. 

Демек, бул жаFдайда х,эм катар таралыушы болады.

Нэтийжеде, геометриялык катар q | < 1 болFанда жыйнаклы, ал

q | > 1 болFанда таралыушы болады.

2 -м ы са л . Егер V n е  N  ушын темендеги тенлик
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a n = b n -  b n + 1 (1 .6)

орынлы х,эм

l im bn = b (1.7)
n ^  Ю

шекли лимитке ийе болса, онда ( 1 .2 ) катары жыйнаклы, ал онын 

косындысы S  = b 1 -  b болады, яFный

£  ( ь ,  -  b n+1) = b 1 -  b . ( 1 .8 )
n = 1

Ш ешими. (1 6 )  шэрттен

S n = l L a n = £  ( b k -  b k+1) = b 1 -  b n+1 .
k=1 k=1

Буннан (1.7) лимитке кере (1.2) катардын жыйнаклы екенлиги х,эм (1.8) 

тенлик келип шыFады.

1 Ю
3 -м ы са л . Егер a n = ----------------------- болса, онда £  a n косындысын

n (n + 1) (n + 2 ) n = 1

табьщ.

Ш ешими.

1 (n + 2 ) -  n 1 1
a n = n (n + 1) (n + 2 ) 2 n (n + 1) (n + 2 ) 2 n (n + 1) 2 (n + 1) (n + 2 ) 

екенлигинен { a n} избе-излиги ушын (1.6) х,эм (1.7) шэртлеринин

орынлы екенлиги анык болады, бул жерде bn = ------ 1------ , b = 0 . Сонын
2 n (n + 1)

ушын ( 1 .8 ) формулаFа кере

Ю 1 1
£  -----------1-----------= 1 .n = 1 n (n + 1) (n + 2) 4

4 -м ы са л . Темендеги катар

1 + 2 + 3 + ...... + п + __

таралыушы, себеби бул катардын дара косындысы

о 1 о о n(n + 1)S n = 1 + 2 + 3 + .... + n = v 2
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болып, буннан l im S n = ю .
П ^  Ю

5-м ы са л . Темендеги катар

1 - 1  +1 - 1  + ..........

х,эм таралыушы, себеби бул катардын, дара косындысы

n 1 Г 0, n = 2k ( k е  N ),
Sn = 1 - 1  + ...... + ( -1 ) n -1 = \ ,  1 J r \1 1, n = 2k + 1

болып, буннан { Sn } избе-излигинин лимити аныкланбаFан.

1.1-теорем а (катар ж ы й н акл ь^ ы н ы ц  зэрYрли шэрти). Егер (1.2)

катар жыйнаклы болса, онда бул катардын an улыума аFзасы n ^  ю де

нолге умтылады, яFный

l im a n = 0 . (1.9)
n ^Ю

Дэлиллениуи. Теорема шэрти бойынша (1.2) катар жыйнаклы, яFный

l im S n = S  < ю .
n ^  Ю

Егер an = S n -  S n - 1  екенлигин итибарFа алсак, онда

l im a n = l im (Sn -  S n -1 ) = S - S  = 0 .
n ^  Ю n ^  Ю

Теорема дэлилленди.

Демек, (1.9) шэрти катар жыйнакль^ыньщ тек зэрYрли шэртин береди. 

1-ескертиу. (1.9) шэрти катар жыйнаклыFынын жетерли шэрти бола 

алмайды, яFный базы бир катардын улыума аFзасы n ^  ю да нолге 

умтылыуынан онын жыйнаклы болыуы х,эр дайым келип шыкпайды.

ю 1
6 -м ы с а л . £  —1=  катардын таралыушы екенлигин керсетин.

n = 1 \ n

Ш ешими. —̂  > —̂ ,  k = 1, 2 , . . . . ,  n катнастын дурыслыFынан
sjk 4n

n 1 1 г-
S n = £  ~г= > n —j= = V n . Буннан S n ^  +ю, n ^  ю екенлигинен

k = 1 л/k yjn
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берилген катар таралыушы болады, яFный £  —/= ю .
n = 1 V n

Ю 1

Ю
7 -м ы са л . £  sin n a , a  ф жт (m е Z ) катардын, таралыушы

екенлигин керсетин.

Ш ешими. К^атардын улыума аFзасы n —  ю да нолге 

ум ты лм ай ^ы н ы н  керсетемиз, яFный si n n a  —  0 , n — ю .

Онын ушын керисин болжаймыз:

Сонда sin (n + 1) а  —  0, n —  ю , яFный

sin (n + 1) а  = si n n a  c o s  a  + c o s n a  si n a —  0 , n —  ю .

Буннан si n a  ф 0, a  ф жт екенлигинен c o s n a  —  0, n —  ю болады.

Демек, болж ауы м ь^а кере sin n a  —  0, n —  ю екенлигинен 

c os  n a  —  0 , n —  ю келип шыгеады. Бирак, бундай болыуы мYмкин емес, 

себеби s i n 2 n a  + c o s 2 n a  = 1 .

Ж ы й н аклы  катарлардьщ  кэсийетлери

Ю Ю
1-^эсийети. Егер £  a n х,эм £  b n катарлары жыйнаклы х,эм

n = 1 n = 1

олардын косындылары сэйкес S , а  болса, онда кэлеген Я, f i e  R санлары 

ушын

n = 1

sin n a  —  0, n —  ю .

Ю
£  (^ a n + f b n) (1.10)
n = 1

(1.11)

n n n
S n = £  a k , a n = £  b k * эм Tn = £  (^ a k + f b k)

k =1 k =1 k =1
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сэйкес z  a n , z  b n хэм Z  ( ^ a n + jubn) катарлардын n -ш и дара

косындылары болсын. Сонда Tn = A S n + ju(7n болады. Буннан S n — S  х,эм

<7n —  7 ,  n —— ю екенлигин есапка алсак, онда т n —  т = X S  + JU7, n — ю ,

яFный ( 1 .1 1 ) орынлы болады.

Енди катардын, калдьгеы тYCинигин келтиремиз. Егер (1.2) катардын 

дэслепки m аFзасын алып тасласак, онда темендеги катарFа ийе боламыз:

Ю
Z  a n = a m + 1 + am +2 + am + 3 + .....  (1 .12)

n = m + 1

( 1 .1 2 ) катар ( 1 .2 ) катардын ( m -ш и аFзасынан кейинги) калдыгеы деп аталады.

2-кэси йети . Егер (1.2) катар жыйнаклы болса, онда онын кэлеген

Z  a n, m е  N  калдыгеы хэм жыйнаклы болады. Керисинше, егер
n = m + 1

тайынланFан m е  N  де (1.12) калдык катар жыйнаклы болса, онда

( 1 .2 ) катар хэм жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Базы бир натурал m санды тайынлап аламыз. 

Мейли

S n = a 1 + a 2 + ........+ a n хэм 7 km) = a m +1 + am + 2 + ...... + am + k

сэйкес тэризде ( 1 .2 ) катардын n -ш и дара косындысы хэм ( 1 .1 2 ) катардын 

k -ш и дара косындысы болсын. Сонда

_ (m) = о -  S
k m + k m •>

яFный n = m + k ушын

S„ = S„  + 7km). (1.13)

Мейли (1.2) катар жыйнаклы болсын. Сонда аныклама бойынша

Hm S n = Hm S m + k = S  < Ю
n — ю k — ю

болады. Сон (1 1 3 )  тенликте лимитке етемиз:

h m  7k” ) = S - S m.
k —— ю
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Бул нэтийже (1.12) катардын, х,эр бир тайынлаетан m е  N  де жыйнаклы 

екенлигин анлатады.

Мейли енди (1.12) катар жыйнаклы болсын. Сонда аныклама бойынша

l im ) = S * < ю
к —ю

болады. Жэне (1.13) тенликте к —  ю де лимитке етсек, онда

l i m S n = S m + S  *, n = m + к
n —— Ю

келип шыгады. Бул (1.2) Z  a n катардын жыйнаклы екенлигин билдиреди.
n = 1

1-ескертиу. Сондай кылып, катардын дэслепки шекли сандаFы 

аFзаларын алып таслау, ямаса катарFа баска шекли сандаFы жана 

аFзаларды косып койыу онын жыйнакль^ына тэсир етпейди.

1-нэтийж е. Егер (1.2) катар жыйнаклы болса, онда онын калдыгеы

Ю
rm = Z  a n = a m +1 + am+2 + .....+ am + к + .........

n = m + 1

m —— ю да нолге умтылады.

Хдкыйкатында да, мейли (1.2) катар жыйнаклы х,эм онын косындысы 

S  болсын. Сонда

S S m + rm , rm S  S  m .

Буннан l im rm = l im ( S  -  S m) = 0 болады.m
m — ю m — ю

3-кэсийети. Егер (1.2) катар жыйнаклы болса, онда усы катардын 

аFзаларынын жайласыу тэртиби езгертилместен группалау нэтийжесинде 

келип шыFатуFын

Ю
Z  bj (1.14)
j = 1

катары х,эм жыйнаклы болады. Сонын менен бирге ( 1 .2 ) х,эм (1.14) 

катарлардын косындылары бирдей болады.

Дэлиллениуи. Мейли j  е  N  ушын
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b  1 =  a  1 +  a  2 + ......+  a k l ,

b 2 = a k 1 +1 + a  I, , т + ...... + a ;
2

b j = a kJ-1 +1 + a k- 1 + 2 + ...... + a k3

болсын, бул жерде { к j } монотон есиуши натурал санлар избе-излиги. Егер

n m
S n = Z  a k хэм Gm = Z  bj деп белгилеп алсак, онда Gm = S km .

к = 1 j = 1

Демек, { a m } жыйнаклы S1, S2, .....  избе-изликтин Yлес избе-излиги

екенлигинен l im Gm = S  < ю болады, бул жерде S  саны (1.2) катардынm
m — ю

косындысы.

1-ескертиу. 3-кэсийеттин кериси улыума алFанда орынлы емес, яFный

(1.14) катардын жыйнаклы екенлигинен (1.2) катардын жыйнаклы болыуы 

келип шыкпайды.

1.1-теорем а (Кош и критериясы ). (1.2) катардын жыйнаклы болыуы 

ушын темендеги Коши шэртинин орынлы болыуы

W  > О 3N S : У п > N e , Ур е  n  —  | an+1 + an + 2 + .....+ an + p \< s  ( U 5)

зэрYPли хэм жеткиликли.

n
Дэлиллениуи. Егер S n = Z  a k ( 1 2 )  катардын n -ш и  дара

к = 1

косындысы екенлигин дыккатка алсак, онда

a n+1 + a n +2 + .....+ a n + р = S n + p - S n .

(1.15) шэрти санлы { Sn} избе-излигинин фундаменталлын екенлигин 

анлатады. Сонда санлы избе-изликлер ушын орынлы болFан Коши 

критериясы бойынша (1.15) шэрти { Sn} избе-излигинин шекли лимитке

ийе болыу шэрти менен тен ^ ш л и  болады, яFный ( 1 .2 ) катардын жыйнаклы 

болыуы менен эквивалент.
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8 -м ы са л . Z
1 1

= 1 + — г +
= 1 n 2 2 3 2

+ .... +
n

+ .... катардын жыйнаклы

екенлигин керсетин.

Ш ешими. Бул катар ушын (1.15) Коши шэрти орынлы екенлигин 

керсетемиз. Бунда

1
a n+1 + a n +2 + .....+ a n + р

< 1 + 1
n • (n + 1) (n + 1) • (n + 2 )

1 + 1
(n + 1 ) 2 (n + 2 ) 2

+ .... +

+ .... +

1

(n + P)'
<

(n + p  - 1) • (n + p)

r  1 1 Л (  1
+

n n + 1 j  v n + 1  n + 2  j
1  ̂ '  + .....+

1 1

n + p  - 1  n + p n n + p  n

Бул жерде Уp  e  N  екенлигин есапка алынды. Сонда

a n+1 + a n +2 + .....+ a n + p < -  < s  —  N s = 
n s

1
s

+ 1 .

Демек, мысалы s = 0 ,00001 деп алсак, онда У n > 100 001 номерлери хэм 

Уp  e  N  ушын

a n+1 + a n + 2 + .....+ a n + p |< 0,00001 .

1-ескертиу. Егер (1.15) шэрти орынлы болмаса, яFный

3 s 0 > 0 : У к e  N  3n > к , 3 p  e  N : 

онда ( 1 .2 ) катар таралыушы болады.

a n+1 + a n + 2 + .....+ a n + p >Sr (1.16)

Ю 1 1 1  1 9 -м ы са л . Z  1 . . .  + + . . .  гармоникалык катардын
n = 1 n 2 3 n

таралыушы екенлигин керсетин.

Ш ешими. Егер 0 ф a e  R хэм 0 Ф b e  R санлары ушын

1 1 ( 1  О

с 2
— + — 
a b

тенлиги орынлы болса, онда с саны a хэм b санларынын

орта гармоникалык мэниси деп айтылады. Берилген катардын екинши 

аFзасынан баслап, хэр бир аFзасы езине консылас болFан еки аFзасынын

1 1
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орта гармоникалык мэниси болады. Сонын, ушын бул катардын 

гармоникалык деп аталыуы х,эм соннан келип шыккан.

Бул катар ушын Коши критериясы шэртлеринин орынлы емес 

екенлигин керсетемиз, яFный V к е  N  ушын n = к , p  = к деп уЙFарамыз. 

Сонда

пт  1  =  + - Л
к = П+ 1 к к + 1 к +

, +—-—' + __+ 1 > 1 • к — 1  — Sn.
к + 1  к + 2  2к 2к 2  0

X
Сонлыктан (1.16) шэртке кере Т  1  £ х  катар таралыушы болады.

n = 1 n

10 -м ы са л . Темендеги катарлардын косындысын табын. Егер:

2 -  n ^  X  5n + 3
а) n^3 n (n + 1)(n + 2)

б) Т=1 n (n + 1) (n + 3) ’

Ш ешими. а) Дэслеп бул катардын косындысын S  деп белгилеп

алып, сон оны индекс бойынша тYрлендиремиз:

S Т
n -  2

п =3  П(П + 1)(П + 2)

Т
m

n -  2  = m 

n = m + 2

=1 (m + 2)(m  + 3) (m + 4)

= -  T  2(n + 2) -  (n + 4) = -  T  
= ПТ1 (П + 2 ) (п + 3 )(n + 4 ) = 1 V

Т= 1 (n + 2)(n  + 3)(n + 4)

2  1
(n + 3) (n + 4) (n + 2)(n  + 3)

Sn 2  Т 1 (k + 3)(k  + 4) + ^  (k + 2)(k  + 3)
1

= - 2  Т
к = 1

1 1
к + 3 к + 4 + Т

к = 1
1 1

к + 2 к + 3

= - 2
1

+ 1 1

V 4 П + 4 J  V

S = l im S n = l im

3 n + 3
= - 1  + ________ L _

6  n + 4 n + 3

r  1  + _ J ________ 1_ л
V 6  n + 4 n + 3 J

1  
6 '
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X л
Демек, У  — — 2 ---n— — 

п = э n (п + 1)(n + 2) 6

б) Берилген катарды темендеги кериниске тYрлендиремиз. Сонда

s  = У
5п + 3

У
4п + п + 3

=1 п (п + 1) (п + 3) п (п + 1)(п + 3)

= У
п = 1 V

+ 1
(п + 1)(п + 3) п (п + 1) = 4 У

1 + У 1

S = 4 У  --------- 1---------  + У  -
n У х (к + 1)(к + 3) =  к (к + 1)

=1 (п + 1)(п + 3) п=1 п (п + 1) 

1

1 1
к +1 к + 3

2

= 2

Г 1 1 Л Г 1 1 Л Г 1 1 Л-- -- + ---------- + -- -- + +
V 2 4 , V 3 5 , V 4 6  ,

+ У
к=1

1

11 _______
к к + 1

n +1 n + 3

л

f1 -  1 , 1+
У _ V п +1 у

с
+ 1

1 1 1 8 1 1 1

п +1 п + 2 п + 3 3 п +1 п + 2 п + 3

А8 1 1 1 Л 8
S = l im S n = l im

Демек, S = У 5n + 3

3 п +1 п + 2 п + 3

8

у 3 '

=1 п (п + 1)(п + 3) 3 ’

0 з  бетинше ислеу уш ын тапсы рм алар

1 .1 . У

Темендеги катарлардын, косындысын табьщ. 

6

n=1 9п + 12п -  5

X 6
1 3 . У  — т - 6---------

п = 1 9п 2 + 6  п -  8

X 2  
1.5. У  ---------

п = о 4п + 8  п + 3

1.2. у
п = 2

1.4. У
n=1

1.6. У
n=1

24

12n9 - 1 2 п - 5

9

+2n9 2 1 п -  8  ’

14

49 п -  2 8 п -  45
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1.7.

1.9.

1 .1 1 .

1.13.

1.15.

1.17.

1.19.

1 .2 1 .

1.23.

1.25.

1.27.

1.29.

1.31.

z
3

.= 1 9 n 2 + 3 n -  2 

1

7

n = 1 49 n 2 -  7n -  12 

14
z

n = 2 n + n — 2

” 6
z  6
n = 1

z
n=1

z
n=1

z
n=1

z
n=1

z
n=1

z
n=2

z
n=1

z
n=1

z
n=1

z
n=1

3 6 n 2 -  24n -  5 ’

4

4 n 2 + 4n -
3 (

9

9 n 2 + 3 n - 2 0  (

8

16 n 2 -  8 n -- 1 5  ’

5

25 n 2 + 5n -
6 (

7

49 n 2 —35n -  6 (

1 2

3 6 n 2 + 1 2 n 53i

3

i2n9 - 3n -
2 (

8

16 n 2 + 8 n -- 1 5  ’

1 2

3 6 n 2 -  1 2 n 53i

14

49 n 2 -  70n -  24

1.10. z
n=1

1 . 1 2 . z
n=1

1.14. z
n=1

1.16.

1.18.

1.20.

1.22.

1.24.

1.26.

1.28.

1.30.

z
n=1

z
n=1

z
n=1

z
n=2

z
n=1

z
n=1

z
n=1

z
n=1

49 n 2 -  14n i 4 00

14

49 n 2 -  84n - 1 3  (

7

49 n 2 + 35n -  6 (

14

49 n 2 -  42n 1 4 о

7

49 n 2 n1
<Ni - 1 0  (

6

4 n 2 -
9 (

1

n 2 + n -  2  ’

7

49 n 2 + 2 1 n -- 1 0  (

5

25 n 2 in5i 6 (

14

49 n 2 -  56n ■ 331

7

49 n 2 + 7n - 1 2  ’
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Темендеги катарлардын, косындысын табьщ.

2 .1 .
Xz

n = 3

4 — 5 n • 
n(n — 1)(n  — 2 ) ’

2 .2 .

2.3.
X

. ? 1 -

5n + 3 • 
n(n + 1)(n + 3) ’

2.4.

2.5.
Xz

n = 1

1 ;
n(n + 1)(n + 3) ’

2 .6 .

2.7.
Xz

n и 1

1 ;
n(n + 2)(n  + 3) ’

2 .8 .

2.9.
Xz

n = 1

3n — 2 ; 
n (n + 1)(n  + 2 ) ’

2 . 1 0

2 .1 1 .
Xz

n = 3

5n — 2 ; 
(n — 1) n (n + 2 ) ’

2 . 1 2

2.13.
Xz

n = 1

3n + 2 ; 
n (n + 1)(n  + 2 ) ’

2.14

2.15.
Xz

n = 3

8 n — 1 0  ; 
(n — 1 )(n — 2 )(n  + 1 ) ’

2.16

2.17.
Xz

n = 3 2) — 
4

 n( 

s 7
n(n(

2 .18

2.19.
Xz

n = 2

5n — 2 ; 
(n — 1) n (n + 2 ) ’

2 . 2 0

2 .2 1 .
Xz

n = 1

3n + 4 ; 
n (n + 1)(n  + 2 ) ’

2 . 2 2

2.23.
Xz

n = 1

n + 6  

n (n + 1)(n  + 2 ) ’
2.24

2.25.
Xz

n = 2 (n n —

2 .26

n + 6

^ 1  n (n + 3)(n  + 2 ) ’

Z  4n -  2 ; 

n = 3 (n2 — 1) (n — 2 )

” 3n — 5

n = 3 n (n 2 — 1) 

X 1

n = 3 n (n2 — 4 ) ’

” n + 2  ;

n = 3 n(n — 1)(n — 2 ) ;

X 2
Z  -----------2 ---------- •£ 1  (n + 2)(n  + 1) n ’

X  n + 5 ; 

n = 3 (n2 — 1) (n + 2 )

*  3n — 1 ;

n = 3 n (n 2 — 1)

” 5n + 9 ;

n = 1 n (n + 1)(n + 3 ) ’

у  n — 1 •

n = 1 n (n + 1)(n + 2 ) ’

2 —nzn ,  3 n (n + 1)(n + 2 )

n — 2zn .  3 (n — 1) n (n + 1)

1 —nzИ1 n (n + 1)(n + 3 ) ’
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2.27.

2.29.

2.31.

X 3 n +1 X
£ 3  (n — l ) n ( n  + 1 ) ; 2 .2 8 . ^

X 4 X 
Z  — Tv— ^ ;  2.30. Z

n = 3 n (n — 1)(n — 2) n = 1

x 3n + 8

n'T1 n (n + 1)(n  + 2 )

4 — n ; 
n (n + 1)(n  + 2 ) ;

3 — n ; 
(n + 3)(n  +1) n ’
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2 -§ . Оц аFзалы катарлар хэм олардьщ  ж ы й н аклы лы ^ы

К^атарлар теориясынын тийкарFы мэселелеринен бири катардын, 

жыйнаклы ямаса таралыушы екенлигин аныклаудан ибарат. Берилген 

катардын жыйнаклы ямаса таралыушы екенлигин аныклама бойынша 

тексерип кериу мYмкин. Бирак кепшилик жаFдайларда катардын дара 

косындысы Sn нин анлатпасы курамалы кериниске ийе болып n ^  х  да 

онын лимитке ийе болыуын (ямаса болмауын) керсетип бериу кыйын 

болады. Соны хэм атап етиу керек, катардын жыйнаклы ямаса таралыушы 

екенин аныклауда катардын дара косындысын мэнисин, хэтте катардын 

косындысын табыу зэрYрлиги болмайды. Нэтийжеде сондай усылларды 

(белгилерди) табыу мэселеси келип шь^ады, бул усыллар жэрдеминде, 

катардын косындысын есапламай турып, онын жыйнаклы ямаса 

таралыушы екенлигин аныклау мYмкин болады.

Дэслеп аFзаларынын белгилери он болFан катарларды караймыз. 

1-ан ы кл ам а. Егер темендеги катардын

X
Z  an (2 .1)
n = 1

барлык аFзалары он болса, яFный

an > 0 , n = 1,2 , ........ (2 .2 )

онда (2 .1 ) катар он аFзалы катар ямаса кыскаша он катар деп аталады.

X
2.1-теорем а (ж ы й н аклы л ы к критериясы ). Он аFзалы Z  an

n = 1

катардын жыйнаклы болыуы ушын онын дара косындылар избе-излигинин 

жокарыдан шегараланFан болыуы зэрYрли хэм жеткиликли болады, яFный

3 M  > 0 : V n е  N  ^  S n = £  a k < M  . (2.3)
k=1

Дэлиллениуи. ЗэрYрлиги. (2.1) катардын { Sn} дара косындылары 

избе-излиги монотон есиуши болады, себеби (2 .2 ) шэртке кере
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S n -  S n -  1 =  a n >  0  n  е  N  .

Мейли (2.1) катар жыйнаклы болсын. Сонда аныклама бойынша 

катардын, дара косындылары { Sn} избе-излиги n ^  х  да S  ке умтылады, 

яFный l im S n = S  < х  . Буннан монотон есиуши жыйнаклы избе-изликтин
n ^  X

кэсийети бойынша { Sn } жокарыдан шегараланFан болады.

Ж етерлиги. Керисинше, мейли (2.1) катардын дара косындылар избе- 

излиги { Sn} жокарыдан ш егарала^ан, яFный (2.3) шэрти орынлы болсын. 

Сонда монотон есиуши х,эм жокарыдан ш егарала^ан избе-излик шекли 

лимитке ийе болады, яFный (2 .1 ) жыйнаклы болады.

Теорема то л ь ^ ы  менен дэлилленди.

X 1
1-м ы сал . Z  — гармоникалык катардын таралыушы екенлигин

n = 1 n

керсетин.

Ш ешими. Биз бул катардын кэлеген n -  ши дара косындысынын 

n 1
S n = X  у  жокарыдан шегараланбаFан екенлигин келтирип шь^арамыз.

k = 1 k

Онын ушын белгили лимиттин нэтийжесинен пайдаланамыз, яFный

l im
n ^  X

Г 1 л n 
1 + -  

V n J

г
Бунда xn = 

еди. Сонлыктан

1 n
1 + -

V n J
избе-излиги монотон есип е санына умтылатуFын

N k

V k
< е, V  k е  N .

Бул тенсизликтин еки тэрепин логарифмлеймиз. Сонда

ln 1 + 1
k

1
< — , 

k
Vk е  N .

Енди k = 1, 2 ,.. .. ,  n сан мэнислерин берип барлык тенсизликлерди
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бир-бирине косамыз. Нэтийжеде темендеги тенсизликке ийе боламыз:

, ^ , 3 , 4  , n + 1 , 1  1 1
ln 2  + ln — + ln — + ........+ l n -------  < 1 + — + — + ...... л—  , Vn е  N ,

2 3 n 2 3 n

n 1
яFный S n = X  ~j~ > ln (n + 1). Буннан S n - нин кэлеген M  > 0 саннан

k = 1 k

Yлкен екенлиги келип шыгады, себеби ln (n + 1) ^  + х ,  n ^  х .

X 1
2 -м ы са л . X  —2 катарынын жыйнаклы екенлигин керсетин.

n = 1 n

Ш ешими. Биз бул катардын кэлеген n -  ши дара косындысынын 

n 1
S n = X  — 2  жокарыдан ш егарала^ан екенлигин керсетемиз. Онын ушын

k = 1 k l

темендеги бах,алауды колланамыз, яFный

1 < „  * , , k > 2 .
k 2 (k - 1) k

Сонда

^  J

k = 1 k “ 2 2 32 n

1 = 1

+ (n - 1) • n + V1 -  *  JV  ̂J
+

1 1

2 3
+ .....+

1 1

V n - 1  n
= 2  -  — . 

n

n 1
Нэтийжеде, S n = X  —2  < 2, Vn е  N . Буннан бул катардын косындысы

k=1 k 2

1 < S < 2 аралыкта болатуFынлыFы келип шыгады. Кейинги параграфларда 

Фурье катары жэрдеминде биз

X
I

1 21 К

екенлигин керсетемиз.

2 .2-теорем а (катар ж ы й н акл ь^ ы н ы ц  интеграллы к белгиси).

Егер f  (x) функциясы [ 1, л х )  аралыкта он хэм монотон кемиуши болса, 

онда
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I  f  (k )
k = 1

(2.4)

катары хэм

J  = J  f  (x) dx (2.5)

меншиксиз интегралы екеуи де бир уакытта жыйнаклы, ямаса таралыушы 

болады.

П
Дэлиллениуи. Мейли V k е  N  ушын A k = [ k , k +1 ] хэм S n = I  f  (k)

k = i

болсын. Сонда теорема шэрти бойынша f  (x) функциясы x > 1 ушын

монотон кемиуши екенлигинен, ол хэр бир A k = [  k , k +1 ] кесиндиде 

интегралланыушы болады. Сонын менен бирге Vx е Ak ушын

f  (k + 1) < f  (x) < f  (k) 

шэрти орынлы болады. Буннан интегралдын эпиуайы кэсийети бойынша.

k +1

f  (k + 1) < J  f  (x) dx < f  (k) . (2.6)

1 -сызылма 2 -сызылма

Солай етип, дэслеп (2.6) де k = 1,2,...,n деп алып, сон усы мэнислерге 

сэйкес болFан барлык тенсизликлерди ез-ара косып шыксак, онда

k +1

I  f ( k  + 1) < I  J  f ( x ) d x  < I  f (k ),
k = 1 kk = 1 k = 1

ямаса
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n+1

Sn +1 -  f ( 1 )  < J  f  (x ) dx < S n . (2.7)
1

а) Мейли (2.5) меншиксиз интегралы жыйнаклы болсын, яFный

%
l im J  f  (x )dx = J  < x  .

% ^  +8  1

Шэрт бойынша f  (x) функциясы он болFанлыктан, онда он функциянын 

жыйнаклы меншиксиз интегралынын кэсийети бойынша V % е [1, + х )  

ушын ол жокарыдан ш егарала^ан болады, яFный

%
J  f  ( x  ) dx < J  .
1

Сонын ушын

n+1

V n е N  ^  J  f  (x )dx < J . (2 .8 )
1

Буннан (2.7) х,эм (2.8) тенсизликлерден

V n е  N  ^  Sn +1 < f (1 )  + J

ийе боламыз, яFный (2.4) он катардын дара косындылар избе-излигинин 

жокарыдан шегараланFанлыFы келип шыгеады. Бул 2.1-теорема бойынша

(2.4) катардын жыйнаклы екенлигин анлатады.

б) Керисинше, мейли он аFзалы (2.4) катары жыйнаклы, ал онын 

косындысы S  болсын. Сонда

V n е N  ^  Sn < S . (2.9)

Буннан (2.7) х,эм (2.9) тенсизликлерден

n+1

V n е N  ^  J  f  (x )dx < S  (2 .1 0 )
1

ийе боламыз. Енди V% е [1, + х )  ушын n +1 > % шэрти орынлы 

болатуFындай етип сондай n е N  санын танлаймыз. Сонда (2.10) 

тенсизликтен х,эм f  (x) > 0, V x > 1 екенлигинен
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I n + 1
f  f  (x) dx < J  f  (x) dx < S  .
I I

Жэне он, функциянын меншиксиз интегралынын жыйнаклылыFы x,аккындаFы 

теорема бойынша (2.5) меншиксиз интегралы жыйнаклы болады.

Мейли енди (2.5) меншиксиз интегралы таралыушы болсын. Сонда

(2.4) катар х,эм таралыушы болады, себеби кери жаFдайда, жокарыда 

дэлиллеп керсеткенимиздей (2.4) катардын жыйнаклы болыуынан (2.5) 

меншиксиз интегралы х,эм жыйнаклы болады. Бул бизин болжауымы^а 

тууры келмейди. Сонын менен бирге (2.4) катардын таралыушы екенлигинен

(2.5) меншиксиз интегралдын х,эм таралыушы болатуFынлыFы келип 

шь^ады.

да
3 -м ы са л . ^  катардын а  > 1 лерде жыйнаклы, ал а  < 1

лерде таралыушы екенлигин керсетин.

Ш ешими. Мейли параметрдин мэниси а  > 0 болсын. Сонда

f  (x) = —̂ а функциясы V x е  [ 1, + да) аралыкта он х,эм монотон кемиуши, 
x а

+да
ал

1

-да
f  dx меншиксиз интегралы а  > 1 де жыйнаклы, ал а  < 1 де

x

таралыушы болады.

Хдкыйкатында да, мейли а  ф 1 болсын. Сонда

г dx = x  1 а 
1 x а 1 -  а 1 -  а  1 -  аx =1

г d  1Егер а  > 1 болса, онда шекли лимит l im J -d^  = — бар болады,
I —+да 1 x а а  - 1

+да
1 1яFный меншиксиз интегралы J —а  dx = — -—  жыйнаклы. Егер а  < 1

I +да
болса, онда l im J = + да болады, яFный J dx < да таралыушы.а а

I — +да 1 1
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% dПараметрдин а  = 1 мэнисинде х,эм l im J  —  = l im ln % = + х  болады.
% Д +8  1 x % Д +8

X
Сонлыктан 2.2-теорема бойынша X  катар х,эм а  > 1 де™ а n=1 n

жыйнаклы, ал а  < 1 де таралыушы болады. Егер а  < 0 болса, онда

катардын улыума аFзасы ушын — — Д 0, n д  х  орынлы болFанлыктан
n а

катар таралыушы болады.

X
4 -м ы са л . X  -------1—р— катардын а  > 1, У р е R х,эм а  = 1, Р  > 1

n = 2 n а ln Р n

мэнислеринде жыйнаклы, ал а  х,эм Р  параметрлеринин калFан барлык 

мэнислеринде таралыушы екенлигин керсетин.

Ш ешими. Бул катардын жыйнаклыFы, ямаса таралыушылы^ы 

темендеги меншиксиз интегралдын жыйнаклылыFы, ямаса таралыушылыFы 

менен бирдей болады:

+X
dxj  = J -----d

% x а h2 x а ln px

Бунда Yш жаFдайды керип шыFамыз: а  > 1, а  = 1 х,эм а  < 1.

а) Биринши жаFдай: а  > 1 .

Егер а  > 1 болса, онда а  = 1 + 2 8 ,  8 > 0 деп алыуымыз мYмкин.

Бул жаFдайда интеграл белгиси астындаFы f  (x) = ------ 1—р - , x > 2
x а l n px

функцияны темендеги керинисте анлатып жазып шыFамыз:

f  (x) = -r+Tg g (x ), g (x) = 8 1 р , x > 2 . 
x x ln x

Параметрдин а  > 0  х,эм р  кэлеген болFан мэнислеринде

l im x 8 l n px  = + х
x Д +8
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болады. Буннан сондай x0, x0 > 2 точкасы табылып x  > x0 шэрти менен 

аныкланFан x тын барлык мэнислеринде 0  < g (x) < 1 тенсизлиги дурыс 

болады. Сонын ушын f  (x) функциясы ушын x  > x0 ларда

0  < f (x) < - т + 8  
x

бахалауы дурыс болады. Бунда меншиксиз интегралдын жыйнаклы

+х
J  d+c8 < х ,  x0 > 2 , 8 > 0  екенлигинен салыстырыу белгиси бойынша

x

параметрдин а  > 1, У р е R мэнислеринде J  = J -----cdx р < х  меншиксиз
2 x а l n px

интегралынын х,эм жыйнаклы болатуFынлыFы келип шыFады. ЖуумаFында

X
2.2-теорема бойынша а  > 1, У р е R мэнислеринде X  -------1—р— катар

n = 2 n а ln р n

хэм жыйнаклы болады.

б) Екинши жаFдай: а  = 1.

+ X +X dt
Бул жаFдайда, J  = J ------= J — р . Сонлыктан 1-мысалFа кере

2 x ln рx ln 2 t р

+х dt
а  = 1 хэм р  > 1 болFанда J  = J  —р  < х  жыйнаклы, ал а  = 1 хэм р  < 1

ln 2 t

+х d
~ рболFaндa J  = J  < х  таралыушы болады. Демек, 2 .2 -теорема бойынша

ln 2 t

X
а  = 1 хэм р  > 1 мэнислеринде X  -------1—р— катар хэм жыйнаклы

n = 2 n а ln р n

болады.

в) У шинши жaFдaй: а  < 1.

Егер а <  1 болса, онда а  = 1 -  2 8 , 8 > 0 деп алыуымыз мYмкин. Бул

жaFдaйдa интеграл белгиси aстындaFы f  (x) = ------ 1—р - , x  > 2 функцияны
x а ln lix

темендеги керинисте тYрлендирип жазамыз:
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f  (x) = - r z s  g (x ), g (x) = ~ Г ~ Г , x > 2 . x l n px
8

8 > 0 ушын l im —x 3 = + x  болады. Буннан x > x0 > 2 шэрти менен
x ^  + X l n x

аныклаетан x тын барлык мэнислеринде g (x) > 1 тенсизлиги дурыс 

болады. Сонын ушын f  (x) функциясы ушын x > x0 > 2  ларда

f  (x) > —fTs , 8 > 0
x

бахалауы дурыс болады. Бунда меншиксиз интегралдын таралыушы

+ X
J  dx_8 < x ,  x0 > 2 , 8 > 0  екенлигинен салыстырыу белгиси бойынша

+ X
dxпараметрдин а  < 1 мэнислеринде J  = J -----  3 < х  меншиксиз

2 x а l n 3 x

интегралы хэм таралыушы болады. Сонда 2.2-теорема бойынша

X -
а  < 1 мэнислеринде I  -------1—3— катар хэм таралыушы болады.

n = 2 n а ln 3 n

X ^
Нэтийжеде, I  ------- 3 катары а  > 1, V 3  е  R хэм а  = 1, 3  > 1

n = 2 n а ln 3 n

мэнислеринде жыйнаклы, ал а  < 1 хэм 3  > 0  мэнислеринде таралыушы 

болады.

С алы сты р ы у белгилери

Он катардын жыйнаклыль^ын ямаса таралыушыль^ын билген 

халда, аFзалары бул катар аFзалары менен белгили бир катнаста болFан 

екинши он катардын жыйнаклылыFын ямаса таралыушылы^ын аныклау 

мYмкин. Олар темендеги теоремалар аркалы бериледи.

2.3-теорем а (катар ж ы й н акл ь^ ы н ы ц  салы сты р ы у белгиси).

Мейли V n е  N  лер ушын

0  < an < bn (2 .1 1 )

тенсизлиги орынлы болсын. Сонда:
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да да
а) Егер Z  bn катар жыйнаклы болса, онда Z  an катар х,эм

n = 1 n = 1

жыйнаклы болады;

д а д а
б) Егер Z  an катар таралыушы болса, онда Z  bn катар х,эм

n = 1 n = 1

таралыушы болады.

Дэлиллениуи. Теорема шэрти бойынша 0  < an < bn , Vn е  N  

тенсизлиги орынлы екенлигинен берилген катардын Yлес косындылары

S n = a1 + a 2 + .... + an , °n = b1 + b2 + .... + bn

ушын мына

S n < ° n , Vn е  N  (2 .12)

тенсизлиги х,эм орынлы болады.

а) Мейли дэслеп Z  bn < да катар жыйнаклы болсын. Сонда
n = 1

2 .1-теоремаFа кере {<rn} избе-излиги жокарыдан шегараланFан болады, 

яFный сондай

3 M  > 0 : Vn е  N  —  о п = ^ b k < M  . (2.13)
k = 1

n
Буннан (2.12) тенсизликке кере Vn е  N  —  Sn = Z  ak < M .

k = 1

Демек, { Sn} избе-излиги х,эм жокарыдан шегараланFан. Жэне сол

2 .1-теоремаFа кере Z  an < да катардын жыйнаклы болыуы келип шы^ады.
n = 1

д а д а
б) Енди катар таралыушы Z  an < да болсын. Сонда Z  bn < да катарыn n  

n = 1 n = 1

х,эм таралыушы болыуы тийис, себеби кери жаFдайда, Z  bn катардынn
n=1

жыйнаклы болыуынан жокарыдаFы а) тастыйыклауFа кере Z  an катар
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х,эм жыйнаклы болFан болар еди. Бирак бул бизин болжаУымызFа тууры 

келмейди. Теорема то л ь ^ ы  менен дэлилленди.

(3 + 2 ( -1 ) n) (1 + s i n 3n) а ^  
5 -м ы са л . Егер a n = - ----------—  -------------- болса, онда Z  a

да
a n

n л/ n n = 1

катарды жыйнаклылыкка тексерин.

Ш ешими. Биз темендеги бах,алаулардан пайдаланамыз, яFный:

1 < 3 + 2 ( - 1 ) n < 5, 1 < 1 + s i n  3n < 2, Vn е  N  .

1 0  да 1 
Сонда 0 < a n < — jyy , Vn е  N  болады. Сонын ушын Z  — 3 7 2  < да

n n = 1 n

жыйнаклы екенлигинен Z  a n катар х,эм 2.3-теоремаFа кере жыйнаклы
n=1

болады.

1-нэтийж е. Егер 3 n 0 е  N , Vn > n 0 лер ушын an > 0 ,  bn > 0 х,эм

a  да
an ~ bn, n —  да, яFный l im —  = 1 (ез-ара эквивалент) болса, онда Z  an n n

n — да bn n = 1

х,эм Z  bn катарларынын екеуи де жыйнаклы, ямаса екеуи де таралыушыn
n=1

болады.

6 -м ы са л . Егер:

(  1 Л а

а) a n =
arcsin —

e n -  1 б) a n = 3n
V

2n + 1 n - 1

n + 12 n -  1 \

болса, онда Z  a n катарды жыйнаклылыкка тексерин.
n=1

Ш ешими. а) Биз асимптотикалык керинистеги калдык аFзалы 

Тейлор катарынан пайдаланамыз, яFный:

a r c s i n t  = t + o( t2), e l - 1  = t + o( t ),

„ arcsint 1 = t + o( t ), t —  0 .
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Сонда a n аn а
n —  х  болады. Сонын ушын берилген катар а  > 1

жыйнаклы, ал а  < 1 да таралыушы болады.

б) Бул жерде хэм элементар функциянын Пеано керинисиндеги 

калдык aFзaлы Тейлор катарынан (асимптотикалык формуладан) 

пайдаланамыз, яFный:

(1 + t) = 1 + а  t + o ( t ), t —— 0 .

Сонда

2 n + 1 

2 n -  1
1 +

2
1/3

2 n -  1
= 1 +

2

3(2n  -  1)
+ o (1/n) =

1
= 1 +---------+ o ( 1 /n), n —  x ,

3 n

n -  1

n + 1

2
1/2

n + 1
1 + 1

2

2

n + 1
+ o (1/n)

1
= 1 ---------+ o (1/n), n —  X  .

n

4
Буннан a n ~ — , n —  х  болады. Сонын ушын берилген катар

3n

таралыушы болады.

2-нэтийж е. Мейли 3 m е N , y k  > m лер ушын

a k > 0 , b k > 0  хэм

шэртлери орынлы болсын. Егер:

a k +1 < b k +1 

а ь ~ b k
(2.14)

а) X  bn катар жыйнаклы болса, онда X  an катар хэм жыйнаклы
n=1 n=1

болады;

б) X  an катар таралыушы болса, онда X  bn катар хэм таралыушы
n=1 n=1

болады.
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Дэлиллениуи. Дэслеп (2.14) те избе-из k = m, m + 1, ..... , n - 1  деп

алып, сон бул тенсизликлерди ез-ара кебейтип шыгеамыз. Сонда:

m + 1 m + 2 b n - 1 b ,
a am m +1 a n - 2 a n - 1 b m Ь m +1 b n - 2 b n - 1

a b
ямаса

a
< —  ийе боламыз. Буннан V n > m +1 ушын

b

a n < A b n , A
a

b
> 0 .

Нэтийжеде 2.3-теорема шэртлеринен бул тастыйыклаудын дэлиллениуи 

келип шы^ады.

7 -м ы са л . Темендеги катарды салыстырыу белгиси бойынша

a r c c o s

а) I
n = 1

( - 1) nn 
n + 1

n 2 + 2
б) I

ln n

n = 1 Л n + n

I  a n жыйнаклылыкка тексерин.
n = 1

Ш ешими. а) Кери тригонометриялык функция ушын темендеги 

бахалауы дурыс болады:

a r c c o s ( - 1) nn 
n + 1

< — 
2

2 2 1 1Сонын менен бирге n + 2  > n ^  — 2------  < — 2  , Vn е  N
n + 2  n

екенлигинен

a r c c o s ( - 1) nn 
n + 1

n 2 + 2
<

—

2
n 2 + 2

X 1
болады. Буннан I  —-  < x  катарынын жыйнаклы екенлигинен

n=1 n 2
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( - 1) nn a r c c o s  -— -—
8  n + 1

салыстырыу белгиси бойынша X  ---------- 2--------------  катары абсолют
n = 1 n + 2

жыйнаклы болады.

б) Логарифмлик функция ушын темендеги бахалауы дурыс болады:

ln n
< 1, Уп е N .

n

Сонын ушын

ln n < n

n 5 + n J  n 5 + n
1 1 W  Л .< = -  < — i n . Уп е N .

n 3 +
n 3/2

n

x  1
Буннан X  —эту < х  катарынын жыйнаклы екенлигинен салыстырыу

n = 1 n

белгиси бойынша
ln n

катары хэм жыйнаклы болады.
„ = 1 Л n + n

8-м ы са л . Темендеги катарды салыстырыу белгиси бойынша

а) ln
n 2 + 1

„ = 1 n + n + 2
б) a r c s i n

n

n = 1 (n 2 + 3 ) 5/2

X  a n жыйнаклылыкка тексерин.
n=1

Ш ешими. а) Дэслеп логарифмлик функцияны темендеги кериниске

тYрлендиремиз:

ln
n + n + 2

ln 1 +
V vn + n + 2

\ \

//
ln

n + 1

n + n + 2

8  „ + 1  8  1 
Сон X  2------------- катарды таралыушы X  — •< х  гармоникалык катар

n = 1 n + n + 2  „ = 1 n

менен салыстырамыз, яFный

1

1 1
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l im a-n-
n — да

lim
n — да

n + 1 

n + n + 2

I

n

n ( n + 1)
l im —r^------- — = 1
n — да n + n + 2

Демек, Z
n + 1

n=1 n + n + 2
< да катары таралыушы болады. Енди берилген

Z  ln
n 2 + 1

n = 1 n + n + 2
Z  ln
n=1

1 -
n + 1

V n + n + 2 У

катарды таралыушы Z  b n , b n
n=1

n + 1
------------- катар менен салыстырамыз.

n + n + 2

Сонда

ln
i ■ anl im —

1 -
n + 1

n — да
lim
n — да

n + n + 2
1 -

n + 1

l im
n — да

n + n + 2
= - 1 .

Берилген катар салыстырыу белгиси бойынша таралыушы болады. 

б) Кери тригонометриялык функция ушын темендеги асимптотика 

орынлы болады:

a r c s i n  x  «  x , x — 0 .

Сонын ушын

n n
a r c s i n

( n 2 + 3 )  5/2 ( n 2 + 3 ) 5/2
— 0 , n — да .

1
Енди берилген катарды жыйнаклы Z  Дирихле катары менен

n = 1 n

салыстырамыз. Сонда

n n
a r c s i n

i ■ anlim —
n — да

lim
n — да

( n 2 + 3 ) 5/2 ( n 2 + 3 )
- 4 ----------------  = l im :

5/2
m

n — да
n n
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l im
n

(n 2 + 3 ) 5/2 l im
2n

у n + 3 у

5/2

l im
n ^  X

f  \-  5/2
1 + 3

V n 2
У

Демек, I  a r c s i n
n

n = 1 (n 2 + 3 ) 5/2 катары жыйнаклы болады.

0 з  бетинше ислеу уш ын тапсы рм алар

Берилген катарларды салыстырыу белгиси бойынша жыйнаклылыкка 

тексерин.

3.1. I
X s i n 2 n v n

= 1 n v n
3.2. I  n sin

n = 1

2 + ( -1 ) '
n

3.3. I
c o s  2 (n — /2 )

n =  1 n (n + 1)(n  + 2 )
3.4. I

ln n
3 7 n = 1 д/ n

3.5. I
= 1 n -  ln n

3.7. I
n =1

n ( 2  + c o s  n —) 

2n 2 - 1

3.6.

1 + ( - 1 ) n X arctg  ------ n

I  —  2
n = 1 n J + 2  

n - 1
a r c s i n

3.8. I n
n = 2 3/ n 3 -  3n

3.9. I
X sin  2 n

n = 1
3.10. I

l n J n  + 3n

3.11. I
n = 2

( - 1) nna r c c o s  - — -—  
X n + 1

n 2 + 2
3.12. I

2
X n c o s  n

n =1

X n ln n 
3.13. I

n = 2 n -  3
3.14. I

n 2 + 3

n =  1 n 3 ( 2  + si n  ( n —/2 ))

3.15. I
1

n = 2 л/ n 3

. 2  + ( - 1) n
sin  ------ -— —  —;

6
3.16. I

ln n

n =1 n + n + 1

5
1

n

n
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3.17.

Tin
х 1+  Sin —

X  ------------- —  •Z-i 2 ’
n = 1 n

c os '
3.18. X  ------

„ = 1 3 n + 2
3 .

3.19.

r п т л
2  + c o s  —

v 2  J

41 n 7 + 5

2  + si n
3.20.

n =1 n

nT
X  1ctg

3.21. X
2sin 2

= 1 n
3.22.

ln n

n = 1л „ + n

3.23. X 2 3 1 2n = 3 n ln n + ^ ln n

3
X arctg ^  n 2 -  1

3.24. X  — -----/ ------
n = 1 J  n 2 -  n

3.25. X

т
s i n ---------

8  2 n + 1

n = 1 n
пт

3 + sin  
v 4

2 c o s

3.26. X

2 t  

3 n

n = 2 1 / n 4 -  1

3.27. X 3 + ( -1 ) '
n =1 2 n+2 3.28.

n =1

arctg  [ 2  + ( - 1) n] ; 

ln  ( 1 + n) ’

3.29.
arctg  ( - 1)'

= 1 J  n ( 2  + n )
3.30.

ar c s i n 3 + (-1 )
4

2  n + n

3.31. X
n 3 + 2

2 2  n = 1 n sin n

n

1

n

n

Берилген катарларды салыстырыу белгиси бойынша жыйнаклылыкка 

тексерин.

X 2  X 1 1

4Л . X  ------- г ;  4.2. X 1  tg 1
„ = 1 5  + п - 1  „ = 1 п д/ п

8  „ 2 + 5 8 1 1
4.3. X  l n —2----- т  ; 4.4. X  s i n - ;

п = 1 п + 4 п = 1 л п п
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да 1 1 
4 .5 . Z  -------7 arctg  -П— т

n = 2 n -  1 ^ n -  1

n 3 + 2
4.7. Z 5 лпn = 1 n + sin 2  

1
4.9. Z

n = 1 n -  c o s 2 6 n

да 1 к
4.11. Z  T/= arctg

= 1 л  n

1 1
sin

4.15.
да 1 I—

Z  - т Ц ( * 14 - 1 ) ;
n = 1 'y n ^ 3

да 1
^  14.17. Z  У n a rc tg—:

n = 1 n

да
4.19. Z  n 3 t g 5 K  ;

n = 3 n

4.21. Z
n = 1

1 -  c o s  —

4.23. Z  ( e
n = 2

n

n /(n 3 - 1)
- 1 ) ;

да 1 2к
4.25. Z  s in

= 1 V n 2n + 1

4.27. Z  n ( *  1  n -  1) 2 ;
n = 1

да 1
4.29. Z  a r c t g ----------- -----  ;

n = 1 ( n - 1 ) V n + 1

4.6.
да

Z
n = 1

( n 2 + 3) 2 ;
5 i 4 ;n + ln n

4.8.
да

Z
n = 1

2 n + c o sn  

3 + sin  n

4.10.
да

Z
n = 1

1 1
5 1 s in  I--  ;у  n + 1 yjn

4.12.
да

Z
n = 1

1 ;

n 2 -  In n

4.14.
да

Z
n = 1

1 n
arctg  2 

+ 2  n

4.16.
да

Z
n = 1

n 2 + 1
in  2 „ ;n + n + 2

4.18.
да

Z
n = 1

l n 3
ln  3 , ;n + 1

4.20.
да

Z
n =2

n +1

( ^ n  -  1) ( n Vn 3

4.22.
да

Z
n = 1

sin  r—  ;
V n 5 + 2

4.24.
да

Z
n =

2 n + 1
s in  2 2 ; 

1 n ( n + 1)

4.26.
да

Z
n =

3 + 7n 

1 5 n + n ’

4.28.
да

Z
n =

1
n sin  .—  ;3 4

1 Vn

4.30.
да

Z
n = 1

n
s in  2 3^  ; n • V n + 5

n
4.31. Z  arcsin  — . . . .  

^  (n 2 + 3) 5/ 2n = 1

n

n
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2.4-теорем а (Даламбер белгиси). Мейли Z  an, an > 0, Vn е  N
n=1

катар берилген болсын. Сонда:

а) егер 3q , 0 < q < 1, 3 m е  N , V n > m лер ушын

a
n + 1 < q (2.15)
a n

да
тенсизлиги орынлы болса, онда Z  an катар жыйнаклы болады;

n=1

б) егер 3 m е  N , V n > m лер ушын

a
n + 1 > 1 (2.16)
a n

тенсизлиги орынлы болса, онда Z  an катар таралыушы болады.
n=1

Дэлиллениуи. (2.15) шэрттен V n > m лер ушын

a m +1 < q a m , a m + 2 < q a m +1 < q a m 

тенсизлиги дурыс х,эм сонлыктан V p  е  N  ушын

a m + p < q P a m (2 .17)

да
орынлы болады. Буннан Z  a m q p , 0 < q < 1 катары шексиз кемиуши

p = 1

геометриялык прогрессиянын косындысы сыпатында жыйнаклы екенлигинен 

2.3-теоремаFа кере

да
Z  am + p (2.18)

p =1

да
катары х,эм жыйнаклы болады. Демек, Z  an катардын m -  ши калды^ы

n=1

да
Z  a m + p < да жыйнаклы болыуынан катардын ези х,эм жыйнаклы болады.

p =1

б) (2.16) шэрттен V n > m лер ушын
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a m +1 > a m , a m + 2 > a m +1 > a m , a m + 3 > a m

тенсизликлери дурыс хэм сонлыктан V p  е N  ушын

a m + p > a m > 0  (2 .19)

орынлы болады. Буннан (2.19) шэртке кере катардын улыума аFзасы, 

яFный n -  аFзасы он тураклы шама менен теменнен шегарала^анлыктан 

ол нолге умтылмайды, бул жерде катар жыйнаклыгеынын зэрYрли

X
шэрти орынланбайды ( an -— 0, n —  х ). Сонлыктан I  an катардын

n=1

X
m -  ши калды^ы I  a m + p < х  таралыушы болыуынан катардын ези хэм

p = 1

таралыушы болады. Теорема толы^ы менен дэлилленди.

Нэтийже (лимит керинисиндеги Даламбер белгиси). Мейли

a

n — х a
lim n + 1 = X (2 .2 0 )

n

лимити бар болсын. Сонда Х <  1 де I  an катар жыйнаклы, алn
n=1

X > 1 де катар таралыушы болады.

7 -м ы са л . Егер:

a n n!
а) a n = , a > 0 ; б) a n = — nn! n n

болса, онда I  a n катарды Даламбер белгиси бойынша жыйнаклылыкка
n=1

тексерин.

X a n
Ш ешими. а) I  ------ , a > 0 катар Даламбер белгиси бойынша

n = 1 n!

жыйнаклы болады, себеби бул жаFдайда

a n +1 a

a n n + 1
—  0, n —  x  хэм X = 0 болады;
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8 n!
б) X  - n  катар Даламбер белгиси бойынша жыйнаклы болады,

n=1 n n

себеби бул жaFдaйдa

a n + 1
a,

n
n + 1

1 + 1
nn

болады.

1 1
—  — , n —  x  хэм a  = — < 1 

e e

2.5-теорем а (Кош и белгиси). Мейли X  an, an > 0, Уп е N  катар
n=1

берилген болсын. Сонда:

а) егер 3q , 0 < q < 1, 3 m е N , У п > m лер ушын

п/ a „ < q (2 .21)

тенсизлиги орынлы болса, онда X  an катар жыйнаклы болады;
n=1

б) егер 3 m е N , У п > m лер ушын

„ i a„  > 1 (2 .2 2 )

тенсизлиги орынлы болса, онда X  an катар таралыушы болады.n
n=1

Дэлиллениуи. а) (2.21) шэрттен У п > m лер ушын

a n < q n, 0  < q < 1

X
тенсизлиги орынлы болады. Буннан X  q p , 0 < q < 1 катары шексиз

п = m

кемиуши геометриялык прогрессиянын косындысы сыпатында жыйнаклы

X
екенлигинен 2.3-теоремaFa кере X  a n катары хэм жыйнаклы болады.

Демек, X  an катардын калды^ы X  a n < х  жыйнаклы болыуынан
n =1 n= m

катардын ези хэм жыйнаклы болады.
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б) (2 .2 2 ) шэрттен V n > m лер ушын a n > 1 шэрти дурыс хэм

сонлыктан n -  аFзасы нолге умтылмайды, яFный an -— 0 , n —  х .

X X
Сонлыктан I  an катардын калдыгеы I  a n < х  таралыушы болыуынан

n=1 n=m

катардын ези хэм таралыушы болады.

Нэтийже (лимит керинисиндеги Кош и белгиси). Мейли

l im y a n = X
n — X

(2.23)

лимити бар болсын. Сонда X <1 де I  an катар жыйнаклы, ал
n=1

X > 1 де катар таралыушы болады.

1-ескертиу. Егер (2.20), ямаса (2.23) шэртлер X = 1 де орынлы

X
болса, онда I  an катар жыйнаклы да, таралыушы да болыуы мYмкин,

n=1

яFный X = 1 де Даламбер хэм Коши белгилери катардын жыйнаклы, 

ямаса таралыушы екенлигин аныклап бере алмайды.

8 -м ы са л . Егер a n
nn + 1

n + 2
болса, онда I  a n катарды Коши

n=1

белгиси бойынша жыйнаклылыкка тексерин.

Ш ешими. Берилген катар Коши белгиси бойынша жыйнаклы болады, 

себеби бул жаFдайда

г  л \ п n + 1
a n = у n + 2  у

1 +
1

n

1 +
2

1
----  —— —л n е

n

1n —  х  хэм X = — < 1
е

болады.

a
2.6-теорем а. Мейли l im —n = k лимити бар болсын, бул жерде

bn — X

bn > 0, Vn е N . Егер:

n
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X  X

n n  
п = 1 п = 1

а) 0  < k < + х  хэм X  bn катар жыйнаклы болса, онда X  an катар

хэм жыйнаклы болады;

б) 0  < k < + х  хэм X  bn катар таралыушы болса, онда X  a

катар хэм таралыушы болады.

n n  
„ = 1 „ = 1

X
Дэлиллениуи. а) Мейли 0 < k < + х  хэм X  bn катар жыйнаклы

„ = 1

болсын. Сонда лимит аныкламасы бойынша:

У е > 0 : 3п0 е N , У п > п0 — -  k
Ьп

< е

( k -  е )  Ьп < an < ( k + е )  Ьп (2 .24)

X
тенсизлиги орынлы болады. Шэртке кере X  bn катар жыйнаклы. Сонын

n = 1

X
ушын X  ( k + е )  bn катар хэм жыйнаклы болады. Сонда (2.24) тенсизликтен

n=1

X
хэм 2.3-теоремадан X  an катардын жыйнаклы болыуы келип шы^ады.

n =1

X
б) Мейли 0 < k < х  хэм X  bn катар таралыушы болсын. Сонда

„ = 1

X  ( k -  е )  bn катар хэм таралыушы болады. Сонда (2.24) тенсизликтен
n=1

X
хэм 2.3-теоремадан X  an катардын таралыушы болыуы келип шы^ады,

n =1

X
себеби кери жаFдайда X  an катардын жыйнаклы болыуынан а) пунктке

n =1

X
кере X  bn катар хэм жыйнаклы болыуы келип шыккан болар еди.

„ = 1
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Бирак бул бизин болжауымы^а карама-карсы келеди.

2.7-теорем а (Раабе белгиси). Егер:

l im n
n — X

a b
- 1

a n + 1
= X (2.25)

лимити бар болса, онда I  an катар X >  1 да жыйнаклы, ал X <  1 де
n = 1

таралыушы болады.

Дэлиллениуи. а) Мейли дэслеп X > 1 болсын. Сонда X = 1 + 3 а , а  > 0 

деп белгилеп алыуымыз мYмкин. (2.25) шэртинен сондай n 1 е  N  саны 

бар болып кэлеген V n > n 1 лар ушын

n
у a n + 1

> 1 + 2 а
у

тенсизлиги, ямаса OFан тен ^ ш л и  болFан темендеги

a n л 1 + 2 а
--------  > 1 + ----------
a n + 1 n

(2.26)

тенсизлигик дурыс болады. Биз сондай n 2 е  N  саны бар болып кэлеген

V n > n 2 лар ушын темендеги

1 + 2 а
1 + ----------  >

n

Г 1 л 1+ а 
1 + -  

у n у
(2.27)

тенсизлик орынлы болыуын дэлиллеймиз. Онын ушын жэрдемши 

функцияларды киритемиз:

р (x)  = ln ( 1  + (1 + 2 а ) x), / ( x)  = (1 + а )  ln ( 1 + x), x, а  > 0 .

Бул жaFдaйдa

P (0) = / (0) = 0,

(P'(x) =
1 + 2 а

1 + (1 + 2 а )  x
1 + а  

1 + x

Темендеги шэртти

р (x) > / '(x), x > 0 . 
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ямаса OFaH тен, ^ ш л и  болFан

( 1 + x)  (1 + 2а )  > (1 + а )  ( 1 + (1 + 2а )  х)

тенсизликти кaнaaтлaндырaтуFын х езгериушисинин мэнислер кеплиги

1
х <

1 + 2 а
екенлигин аныклап аламыз.

Лагранж теоремасынан келип шыFaтуFын нэтийжеге кере:

(р(х) > t//(х), х е 0,
1

1 + 2а

болады. Буннан х е 0,
1

1 + 2 а
ларда e ^ х) > e w(х), яFный

1 + (1 + 2 а )  х  > ( 1 + х) 1 + а (2.28)

Биз енди n 2 е  N  номерди n 2 > 1 + 2 а  шэрти менен аныклаймыз. Сонда

(2.28) тенсизлигинде х = — мэнислеринде кэлеген V n > n 2 лар ушын
n

орынлы болFaн (2.27) тенсизлиги келип шы^ады.

Солай етип, (2.26) х,эм (2.27) дан V n > n 0 = т а х  (n 1, n 2) лар ушын

\а + 1 , 1\а + 1а ,
>

а n + 1
1 + -  

V n
(n + 1)'

n а + 1

ямаса

а n +1 < (n + 1) а + 1

а,
n

1
а + 1

(2.29)

Демек, Z  bn = Z  - а  — 1 , а  > 0 жыйнаклы екенлигинен (2.29) денn ^  „а  + n = 1 n = 1 n

2.3-теоремадан келип шыFaтуFын 2-нэтийжеге кере Z  an катар
n = 1

жыйнаклы болады;

б) Мейли Я < 1 болсын. (2.25) шэртинен сондай n 0 е  N  саны
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бар болып кэлеген V n > n 0 лар ушын

n
a

1
у a n +1

< 1
у

тенсизлиги, ямаса OFaн тен кYшли болFaн темендеги

a n 1
-------  < 1 + —

na n + 1

тенсизлиги орынлы болады. Буннан

a n +1 n 
----  >

a n + 1

1

n + 1
1

n

(2.30)

тенсизлиги келип шыгеады. Сонын ушын 2.3-теоремадан келип шыFaтуFын

X 1
2 -нэтийжеге кере I  — гармоникалык катардын таралыушы болыуынан

n = 1  n

берилген катардын таралыушы екени келип шы^ады. Раабе белгиси 

дэлилленди.

9 -м ы са л . Егер a n = —
n!

n

V е /

болса, онда I  a n катарды Раабе
n=1

белгиси бойынша жыйнаклылыкка тексерин.

Ш ешими. Даламбер белгиси берилген катардын жыйнаклы, ямаса 

таралыушы екенлигин аныклап бере алмайды, себеби бул жaFдaйдa

a
lim
n — х a

n +1 1.

Бул катарды Раабе белгиси бойынша жыйнаклыкка тексеремиз. Сонда:

a S

Л С С 1 л - n л
n -  1 =n е 1 + -  1

у a n + 1 у у у n у у

Бунда Тейлор формуласы менен байланыслы болFaн темендеги

lim
x — 0

(1 + x ) - 1/x -  1 _  1

x 2

44
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лимиттин нэтийжеси бойынша lim <jn = 1 ,  Я = 1  . Сонын ушын Раабе
n — да

белгиси бойынша катар жыйнаклы болады.

10 -м ы с а л . К а̂тар жыйнакль^ыньщ интеграллык белгиси бойынша 

1
I
n = 1 (3n + 4) ln  2 (5 n + 2)

Ш ешими. Темендеги меншиксиз интегралды жыйнаклыкка 

тексеремиз:

катарды жыйнаклылыкка тексерин.

+да

I
d x  b d ( ln  (5 x + 2 ))

,2 „ „  . = lim  I  “ Г Л ;-------------— +да i l1 (5x + 2 ) ln  (5 x + 2 ) ь

lim
Ь —— +да

1

ln  (5 x + 2)

x = Ь

x = 1
lim

Ь —— +да

1

n (5 x + 2)

1

ln  7 ln  (5Ь + 2) ln  7
< да

Буннан бул меншиксиз интегралдын жыйнаклы болыуынан сэйкес 

1
I < да катарынын х,эм интеграллык белгиси
n = 1 (5n + 2) ln  (5 n + 2)

бойынша жыйнаклы екенлиги келип шы^ады. Енди с о ^ ы  жыйнаклы 

катарды берилген катар менен салыстырамыз. Сонда

1
-л

an (3n + 4) ln (5 n + 2)
lim —  = lim — ---------— — ---------- -

Ь ~ -  1

,.  5n + 2 5
lim  ---------- = — <да.

n — да n — да n — да 3n + 4 3
(5n + 2) l n 2 (5 n + 2)

1
Берилген I

n = 1 (3n + 4) ln  (5 n + 2) 

жыйнаклы болады.

катар салыстырыу белгиси бойынша

1

0 з  бетинше ислеу уш ын тапсы рм алар

Берилген катарларды Даламбер белгиси бойынша жыйнаклылыкка 

тексерин.

-  45  -



5.1.
X

z
n = 2

n + 1 

2  n ( n - 1 ) !  ;
5.2.

X
z

n = 1

5.3.
X

z
n = 1

2  n +1 (n 3 + 1) ; 

( n + 1 ) !  ;
5.4.

X
z

n = 1

5.5.
X

z
n = 1

(2 n + 2 ) !  1 ; 

3 n + 5 2 n ;
5.6.

X
z

n = 1

5.7.
X

z
n = 1

1 5
— arctg — ; 
n ! n

5.8.
X

z
n = 1

5.9.
X

z
n = 1

n 1
--------tg — ;
(2 n ) ! 5 n

5.10.
X

z
n = 1

5.11.
X

z
n = 1

n 2 ,
(n + 2 ) ! ;

5.12.
X

z
n = .

5.13.
X

z
n = 1

7  2 n

(2 n - 1) ! ;
5.14.

X
z

n = .

5.15.
X

z
n = 1

1 • 3 • 5 •.....• (2n - 1 )

3n (n + 1 )! ;
5.16.

X
z

n = .

5.17.
X

z
n и 1

(n ! ) 2 ; 

(3 n +1) (2 n)! ’
5.18.

X
z

n = .

5.19.
X

z
n и 1

(n + 1) !

n n ;
5.20.

X
z

n = .

5.21.
X

z
n и 1

2 n n ! ;

n n ;
5.22.

X
z

n = .

5.23.
X

z
n и 1

3 n ,
4 n (n + 2 )! ;

5.24.
X

z
n = .

5.25.
X

z
n и 1

1 • 4 • 7 •.....• (3n -  2)

7 • 9 • 11 • • (2n + 5 ) ;
5.26.

X
z

n = .

5.27.
X

z
n и 1

(3n + 2 ) ! ; 

1 0 n • n 2 ’
5.28.
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X
z

n =

(n ! ) 2 .

2  n2 *

1 0 n • 2 • n! .
И1 ( 2 n )! ;

n + 5 2 
sin

n!

n

~3n ~n!

6  n (n 2 - 1) . 

n! *

n

(n !)2

n!

И1 (3n)! ’ 

n!

;

I • Kn! s i n ----- ;2 n

5 n • ^  .

(n + 1 )! ;

5 n (n + 1 ) ! .
И1 ( 2 n ) ! ;

3 • 5 • 7 •.....• (2n +1)

2 n !

= 1 л 2 n + 3

4 n - \  n 2 + 5

(n - 1) !



8  n ! •
5.29. У  • V

n = 1 3 n + 2
5.30. Z

n = 1

n! • (2 n + 1)! 

(3n)! ;

5.31. z
n = 1

1 • 4 • 7 •.....• (3n -  2)

2  n + 1 n!

Берилген катарларды Коши белгиси бойынша жыйнаклылыкка тексерин.

6.1. I
n = 1 3 n v n + 1 у

6.2.
г

у
n = 1 4 n v

1 + 1
n

6.3. у
n = 1

/ О \ n ■
r 2 n2 + 1 л

v n 2 + 1 у
6.4. У  n4

n = 1

n
2 n

3n + 5

6.5.
8

Z
n = 1

( 2 n + Г

v 3n -  2 /

n 2

/
6 .6 .

8

У
n = 1

f  2n + 2  ̂  

v 3n + 1 у

6.7.
8

Z
n = 1

14n -  3 >
n 3

6 .8 .
8

У
n = 1

I  n
v 5n +1 у v 1 0 n + 5

6.9.
8

У  n arc sin
n = 1

n Я .
4n ’

6 .1 0 .
8  I

У
n = 1 v

' n + 2  ^

v 3n -  1 У

6 .1 1 .
8  I

У
n = 1 V

nn - 1

n у

n

5 n ;
6 .1 2 .

8  I
У

n = 1 v

2n + 3 

n + 1

6.13.
8

У
n = 1

"3n + 2  ̂  

4n - 1  .4 /

n

(n - 1) 2 ; 6.14.
8

У
n = 2

f  n + 1

V 2n -  3

6.15.
8  / 

У
n = 1

/ N
n

2 n +1

6.16.
8

У
n = 1

f  2n -  1

3 n +1ч У v 3n + 1

6.17.
8

У  -
n =1

2  n +1 . 

n n ;
6.18.

8

У
n = 1

n 2 s i n n

6.19.
8

У
n = 2

n 3
6 .2 0 .
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( l n n ) n v 3n -  1
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n / 2
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1
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п 7Г
6 .2 1 . I  n arctg n — ;

n = 1 3n
6.22.

6.24.

I  n 5 • 3n 

nI 1 (2 n + 1) '

(  3n — P 2n
I

n = 1
n

4n + 2

6.25.

6.27.

6.29.

n
да 2 n

I
n = 1

I  Vn
n = 1

у 4n + 3 у 

n
2 n

I  n • 3
с nn = 1 5

у3n — 1 у

n + 2

6 .2 6 . I
n n + 2

n = 1 (2 n 2 + 1) n /2

6.28.

6.30.

2 nI
n = 1

I  Vn
n = 2

nn + 1

у n у

/ О лn — 2  

у 2 n + 1 у

3 n

да
6.31. I  n 4 arctg  2 n — . 

n = 1 4n

Катар жыйнаклы^ынын интеграллык белгиси бойынша темендеги 

катарларды жыйнаклылыкка тексерин.

д а 1 
7.1. I  -------------------- •

n = 2 n ln  2 (3n + 1) ’

д а 1
7.3. I  -------------- Ц ------------

„ = 1 (2n + 3) ln  (2n +1)

7.5. I

7.11.

1

7.7. I

n = 1 (3n + 4) ln  (5n + 2) 

1

7.9. I

1 (nV2  + 1) ln  2(n 4 3  + 1) ’

1

= 1 (2 n — 1) ln  (2 n) ’

д а 1 
I  ---------1---------;n = 2 (3n — 1) ln  n ’

д а 1 
7 2  I  _____________ •/ J 7 2 /Г\ Л \ ’n = 1 n ln  (2 n + 1)

д а 1
7.4. I  ---------------Ц ------------

n = 3 (3n — 5) ln  (4n — 7)

7.6. I
1

1 (2 n + 1) ln  2 (nV 5 + 2 ) ’

7.8. I
n = 5

1

(n — 2) l n (n — 3)

7.10. I
1

= 1 (n + 1) ln  (2 n) ’

7.12. I
n = 2 (2 n — 1) ln (n + 1) ’
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7.15.

7.17.

7.19.

7.21.

7.23.

7.25.

7.27.

7.29.

7.31.

7.13. У
n = 2 (2n -  3) In (3n +1) ’

1
У  —  2n = 2 (n + 3) ln (2n)

8  1

У  — 1— ;n = 3 n ln (n - 1) ’

У
n = 5

У

1

(n -  2) , J In  (n -  3) ’

n = 2 (n + 5) l n (n +1)

2n

пУ  2 (n 3 + 1) I n n ’

8  1

У   1-------------- •
n = 4 (n /3 -  1) In 2 (n / 2 )’

У  3 n ;
n = 2 (2n 2 + 3) I n n  ’

8  2 n + 1

n = s (3n 2 /2 + 2) In ( n /2)

У  , 2
3 n

n = 2 (n -  2 ) In (2 n)

7.14.

7.16.

7.18.

7.22.

z 1

n = 2 (n + 2 ) In n

8 1

у ------------- 4 —n = 2 (2n + 3) ln  (n +1)

z
n = 2

1

7.20. У
n = 4

Z
n = 2

2n д/ 1 n (3n - 1 )  ’

1 ;

(3n - 1 )  ^  l n (n -  2) ’

1

7.24. У

(n /3) ln  (n + 7)

n

n = 3 (n 2 -  3) ln  2n

n
7.26. У  --------- ;

n = 2 (n + 5) ln n

8  n + 1 
7.28. У  ------ 2 1-----------

n = 4 (5n -  9) ln (n -  2)

8  n
7.30. У  — г 21---------;

n = 2 (n -  1) ln n

1

1
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3—§. Абсолю т ^эм ш эртли ж ы й н аклы  катарлар

1-ан ы кл ам а. Егер

Z  an (3.1)
n = 1

катардыц агзаларыныц модуллеринен дYЗилген

да
Z  I a n| (3.2)
n = 1

катар жыйнаклы болса, онда (3.1) катар абсолют жыйнаклы деп аталады.

l -кэси йети . Егер катар абсолют жыйнаклы болса, онда ол эпиуайы 

жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Мейли (3.2) катар жыйнаклы болсын. Сонда бул ушын 

Коши шэрти орынлы болады, ягный:

n + p
V s  > 0 3N s : Vn > Ns , Vp e N  ^  Z  \ak \ < s ■

k = n +1

Буннан
n + p
Z  ak

k = n +1

n + p
-  Z  I ak | екенлигинен (3.1) катар ушын х,эм Коши

k = n +1

шэрти орынлы болады, ягный Коши критериясы бойынша (3.1) катар 

жыйнаклы болады.

2-кэси йети . Егер (3.1) катар абсолют жыйнаклы, ал {bn} избе-излиги 

шегараланган

3 M  > 0 : V n e N  ^ b, -  M (3.3)

болса, онда Z  a n b n катары абсолют жыйнаклы болады.
n = 1

Дэлиллениуи. (3.3) шэртке кере

n + p
Z  ak bk

k = n +1

n + p
-  M  Z a

k = n +1
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тенсизлиги х,эм абсолют жыйнаклы (3.1) катар ушын Коши шэрти орынлы

болады. Сонда Коши критериясы бойынша Z  a n b n катары абсолют
n и 1

жыйнаклы болады.

X X
3-цэсийети. Егер Z  a n х,эм Z  b n абсолют жыйнаклы катарлар

n и 1 n и 1

X
болса, онда кэлеген Я, /и е  R лар ушын Z  (^ a n + jubn) катары х,эм

n и 1

абсолют жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи Коши критериясы бойынша келип шь^ады болады.

X
4-цэсийети. Егер Z  a n абсолют жыйнаклы катар болса, онда бул

n и 1

катардын аFзаларынын орынларын алмастырыудан дYЗилген

X
z  ~ j  (3 .4)
j и 1

х,эм абсолют жыйнаклы катар болады. Сонын менен бирге (3.4) х,эм

(3.1) катарлардын косындылары ез-ара тен болады, яFный S  и S . 

Дэлиллениуи. Дэлиллеуди еки пунктке ажыратамыз:

а) Дэслеп (3.4) катардын абсолют жыйнаклы екенлигин, яFный

X
Z  ~ j (3.5)
j и 1

катардын жыйнаклы екенлигин керсетемиз. Бунда (3.4) катар (3.1) катардан 

тек аFзаларынын жайласыу орны менен езгешеленеди, яFный

V j  е N , V kj е N : a k и a j .

n
Мейли <rn и Z  ~ j х,эм n и max k:  белгилеулерин киритемиз.

j и 1 1 < j < n

Сонда n < ~ х,эм V n е N  ушын темендеги бах,алауы дурыс болады:

<~n < z I  aA  < a  ,
k и 1
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бул жерде A саны (3.2) катардын, косындысы, яFный Z  I an 1 = A .n
n = 1

2 -§  тын 2.1-теоремасы бойынша (3.5) жыйнаклы болады.

б) Енди S  = S  екенлигин дэлиллеп керсетемиз. Шэрт бойынша.

Z  a n катардын абсолют жыйнаклы болыуынан темендеги катнаслар
n = 1

орынлы болады: Ve > 0 3 N s : Vn > N s , Vp e N ^

S -  Z  ak < e/2, (3.6)
k = 1

n + p
Z  | ak | < e/2. (3.7)

k = n +1

Мейли (3.1) катардын a1, a2, ....... , am, m = Ne номерли аFзаларынын

(3.4) катардаFы жайласыу тэртип номерлеринин ишиндеги ен Yлкенин

m деп белгилейик, яFный m = m a x  { j 1, j 2, ....... , j m }, a k = , k = 1, m .

Сонда

m < m . (3.8)

Енди (3.4) катардын n - ши дара косындысын S n деп белгилеймиз х,эм

V n > m лерде темендеги тенсизликтин дурыс екенлигин

S  -  S.n < e  (3.9)

керсетемиз. V n > m лерде (3.4) катардын S n = Z  ~ k n -  ши дара
k = 1

косындысы (3.8) шэрт бойынша m нин танланыуынан келип шыккан

х,алда (3.1) катардын a1, a2, ....... , am, m = N e аFзаларын х,эм ез курамына

алFан болады.

Сонда темендеги айырма V n > m лерде

~ n m
д  = ~n - Sm = Z  a k - Z  a t (3.10)

k = 1 k = 1
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(3.1) катардын тек тэртип номери n > m и N s болFан аFзаларды Fана 

ез курамына аетан болады. Мейли енди V n > m лерде (3.4) катардын 

~1, ~2, ....... , ~ n номерли аFзаларынын (3.1) катардаFы жайласыу тэртип

номерлеринин ишиндеги ен Yлкенин m* деп белгилейик, яFный 

m* и m a x  {k1, k2, ....... , kn }, a k и a ■, j  и 1, n . Сонда
J J

m* и m + p,  p  е N .

Демек, (3.10) тенликке кере А айырмасы (3.1) катардын тэртип 

номерлери m < n < m + p  болFан аFзалардан ибарат болады екен. 

Солай етип (3.7) шэртке мууапык

m + p
| А  < Z  | ak | < s/ 2. (3.11)

k и m +1

Буннан темендеги анлатпадан

S ~ ~n и S ~ S m ~ (~n _ Sm ) и S ~ S m ~ А ,

V n > m лерде (3.6) х,эм (3.11) тенсизликлерден (3.9) тенсизлиги келип 

шыгеады. Бул l i m S n и S , яFный S  и S  екенлигин керсетеди.
n ^  X

X X
5-цэсийети. Егер Z  a n х,эм Z  b n абсолют жыйнаклы катарлар

n и 1 n и 1

болса, онда темендеги керинистеги катар х,эм

X
Z  a i, b j , (3.12)
s и 1

абсолют жыйнаклы болады. Сонын менен бирге (3.12) катардын косындысы 

берилген катарлардын косындыларынын кебеймесине тен болады.

X X
Дэлиллениуи. (3.12) катар Z  a n х,эм Z  b n катарлардын мYмкин

n и 1 n и 1

болFан барлык жуп болып алы^ан аFзаларынын кебеймелеринин 

косындысынан дYЗилген болып табылады. Биз темендеги катардын
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a i s b js (3 .1 3 )

абсолют жыйнаклы екенлигин дэлиллеп керсетемиз. Онын, ушын жана

m
белгилеулерди киритемиз. Мейли Tm = У  a isbj s (13) катардын m -  ши

s = 1

дара косындысы, ал A = У
n = 1

a, B = У
n=1

b, ге тен болсын. Сонда

Tm = У  a isb js < У  a is ■ У
m m

a bjs < AB.

яFный (3.13) катардын дара косындылары жокарыдан шегарала^ан

болады, буннан 2 -§  тын 2.1-теоремасына кере (3.13) катар жыйнаклы 

болады.

б) Енди (3.12) катардын т = У  a isb js косындысы берилген
s=1

У  a n = S  х,эм У  b n = г  катарлардын косындыларынын кебеймесине

тен болатуFынлыFын келтирип шь^арамыз, яFный т = S  • г  .

Бунда (3.12) катардын барлык аFзалары темендеги кесте ишинде 

жайласкан болады.

s =1 s =1 s =1

n=1 n=1

(1)
a 1 b1

) 
b1 

 ̂
(N

(
a

) 
b1 

(
a

) 
b1 

(1 
a

2
)

b
(

a 2
)

b
 ̂

(N
(

a

(6) 
a 3 b 2 2

(
a

3
)

b
(

a

(8) 
a 2 b 3 3

)
b

(
a 3

)
b

(
a

4
(1 

a1

(15) 
a 2 b 4 a

( )
4 4

)
b

(
a
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Енди бул кестенин элементлерин керсетилген тэртипте номерлеп шь^амыз 

(бундай тэртиплестириу усылы «квадратлар методы» деп аталады). Бул 

жаFдайда темендеги (3.12) керинистеги катар келип шыгеады:

a 1 b 1 + (a 2 b 1 + a2 b 2 + a 1 b 2) + (a 3 b 1 + a 3 b 2 + a 3 b 3 + a 2 b 3 + a 1 b 3) +

+ (a 4 b 1 + a 4 b 2 + a 4 b 3 + a 4 b 4 + a 3 b 4 + a 2 b 4 + a 1 b 4) + ........  (3.14)

Жокарыда теореманын а) пункти бойынша х,эр кандай (3.12), 

ямаса дара жаFдайда (3.14) керинистеги катарлар абсолют жыйнаклы 

болады, буннан олар 1 -кэсийет бойынша эпиуайы маFанада х,эм жыйнаклы 

болады. Сонын менен бирге 4-кэсийет бойынша (3.12) катардын 

косындысынын мэниси онын аFзаларынын жайласыу орнына Fэрезли 

болмайды. Сонын ушын (3.14) катар х,эм жыйнаклы, ал онын косындысы 

т тен болады.

n n
Мейли S n = Z  a k , a n = Z  bk х,эм Tn (3.14) катардын n -  ши дара

k = 1 k = 1

косындылары болсын. Сонда тп2 = S n - a n ге тен болады. Енди 

S n — S , n — да х,эм a n — a ,  n — да 

екенлигин есапка алсак, онда т 2 — S  • a,  n — да ге ийе боламыз. Екиншиn

тэрептен { Tn 2} т Fа жыйнаклы болFан { тп } избе-изликтин Yлес избе- 

излиги екенлигинен Tn2 — т, n — да болады. Демек, т = S  • a  .

2-аньщ лама. Темендеги керинистеги катар

да
Z  ( -1 ) n +1 an, an > 0, Vn e N  (3.15)
n = 1

белгиси алмасып келиуши катар деп аталады.

3.1-теорема (Лейбниц теоремасы). Егер { an} избе-излиги монотон 

кемейип нолге умтылса, яFный

a n > a n +1, Vn e N  (3 .16)

l im a n = 0 (3.17)
n — да
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n
Дэлиллениуи. Мейли S n и Z  (_ 1) k +1 a k болсын. Сонда (3.16)

k и 1

шэртке кере темендеги тенсизлик орынлы

S 2 n + 2 -  S 2 n и a 2 n +1 -  a 2 n + 2 -  0

болады, яFный { S 2n } избе-излиги монотон есиуши. Сонын менен бирге 

an > 0, Vn е N  хэм { an} избе-излигинин монотон кемиуши ((3.16) шэрт) 

екенлигинен темендеги бахалауы дурыс болады:

S 2 n и a 1 -  ( a 2 -  a 3 ) - ........ -  (a2 n -2 -  a 2 n -1) -  a2 n < a 1.

Демек, монотон есиуши хэм жокарыдан шегарала^ан избе-изликтин 

жыйнаклы екенлиги хаккындаFы теорема бойынша { S 2n } избе-излиги

шекли S  лимитке ийе болады, яFный l im S 2n и S  .
n ^ X

Енди S  2n +1 и S  2 n + a 2 n +1 екенлигин есапка алып n ^ х  лимитке 

етсек, онда l im S 2n +1 и S  келип шыFады, себеби (3.17) шэртке кере
n ^ X

l im a 2n +1 и 0 . Солай етип n - нин жуп ямаса так екенлигинен Fэрезсиз
n ^ X

х,алда l im S n и S  болады. Теорема толь^ы  менен дэлилленди.
n ^ X

Салдар. Белгиси алмасып келиуши (3.15) катар ушын Vn е N  лерде

S 2n < S  < S 2n +1 , (3.18)

I S  -  Sn\ < an +1 (3.19)

тенсизликлери орынлы болады.

Дэлиллениуи. Дэслеп так номерлердеги дара косындылардын 

монотон кемейиуши екенлигин керсетемиз. Онын ушын (3.16) шэртке кере

S  2 n + 1 и S  2n - 1 -  (a 2 n -  a 2 n + 1) < S  2 n - 1

екенлигинен { S 2 n +1 } избе-излиги монотон кемиуши болады. Буннан 

S  саны монотон есиуши { S 2n } хэм монотон кемиуши { S 2n +1 }

онда (3 .1 5 )  жыйнаклы болады.
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избе-изликлеринин лимити екенлигинен (3.18) катнас келип шыгеады. 

Бул (3.18) катнасты темендеги керинисте тYрлендирсек, яFный

S  2 n - 1 + a 2 n < S  < S  2 n + a 2 n + 1 ,

онда

S  2 n - 1 -  S  < a 2 n , S  -  S  2 n < a 2 n + 1 .

Бул катнаслар Vn e У  лерде (3.18) тенсизликтин дурыс екенлигин 

анлатады.

1 ^  ( - 1) n +1 п1-м ы сал . У  - — - , а  > 0  катардын жыйнаклы екенлигин
-

n = 1 n

керсетин.

Шешими.  ̂ —1— к а  > 0 избе-излиги монотон кемейип нолге
n -

умтылады. Сонлыктан бул катар 3.1-теорема (Лейбниц белгиси) бойынша. 

жыйнаклы болады. Дара жаFдайда, а  = 1 де

n +1 n +1X

n

„  ( - 1) , 1 1 1  ( - 1)'У  - — - = 1 ------+ — -  — + ......... + - — - +
= 1 n 2 3 4 n

катары жыйнаклы болады. Бунда онын косындысы S  (3.18) тенсизликке

кере n = 1 де 1  < S  < — болады. Кейиншелик биз бул катардын
2  6

косындысы S  = ln 2 ге тен болатуFынлыFын келтирип шыгеарамыз.

3.2-теорема (Дирихле белгиси). Мейли темендеги катар

У  anbn (3.20)
n=1

берилген болсын. Егер:

а) У  bn катардын { Bn} дара косындылары избе-излиги
n = 1

шегараланFан, яFный сондай 3 M  > 0 саны бар болып, Vn e N  лер ушын

Bn У  b
к = 1

< M ; (3.21)
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б) { an } избе-излиги монотон кемейип an < a n +1, Vn е N , ямаса 

an > an+1, Vn е N  монотон есип нолге умтылатуFын

l im a„ и 0 (3.22)

болса, онда (3.20) катар жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Дэслеп темендеги белгилеуди киритемиз:

n + p
и Z  a k b k:

k и n + 1
p  е N .

Егер биз берилген (3.20) катар ушын Коши шэртинин орынланыуын 

керсетсек, яFный

V s  > 0 3 ns и n(s)  е N : Vn > ns V p е N  ^
n + p
Z  a k b k

k и n + 1
< s

онда (3.20) катардын жыйнаклы екенлигин керсеткен боламыз.

Онын ушын bk и B k -  B k -1 , k > 1 екенлигин есапка алып

жокарыдаFы анлатпадаFы b k нын орнына койсак, онда

n+ p n+ p n+ p
Z  ak (B k -  Bk-1 )и  Z  akBk -  Z  akBk- ^

k и n +1 k и n +1 k и n + 1

n + p n + p - 1
Z  a kB k-1 и Z  a k + 1 Bk + an +1 Bn ,

k и n + 1 k и n + 1

n + p n + p - 1
Z  ak Bk и Z  ak Bk + a n + p B n + p

k и n + 1 k и n + 1

(3.23)

(3.24)

(3.25)

лерге ийе боламыз. Пайда болFан (3.24) х,эм (3.25) анлатпаларды

(3.23) ге алып барып койып темендеги

n + p -1

и an+pBn+p -  an+1B n + Z  (ak -  ak+1)Bn k  
k и n + 1

(3.26)

(3.26) Абел тYрлендириуине ийе боламыз. (3.26) тенликти модул бойынша

бах,алаймыз:

an + p + an +1
n+ p -1

) + M  Z  (ak -  ak+1),
k и n +1
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бул жерде

n + p - 1
z

k = n +1

Демек, барлык Vn е N  х,эм Vp е N  ушын темендеги тецсизлик

Z  (ak -  ak + 1) = an + 1 -  an + p < an+ p + an+1

а  < 2 M  ( I an + p + an +1 ) (3.27)

орынлы болады.

Енди (3.22) лимит аныкламасы кере

V s > 0 3 ns = n (s ) е N : Vn > ns — a, <
s

4M
(3.28)

(3.28) ге тийкарланып (3.27) тецсизликтен темендеги бах,ала^а ийе 

боламыз:

|а| < 2М\ ) < 2M
'  s s '

an + „ + an +1 + = sn + p / 14M 4M  J

n + p
Бул тецсизлик а  = Z  ak bk, p е N ушын Коши шэртиниц

k = n + 1

орынлы екенлигин ацлатады, буннан берилген (3.20) катардыц жыйнаклы 

екенлиги келип шь^ады.

1-ескертиу. Егер Дирихле белгисинде bn = (-1 ) n +1 деп алсак, онда 

Лейбниц белгиси шэртлери келип шыгеады. Соныц менен бирге (3.26) 

Абел турлендириуин белеклеп интеграллау формуласыныц дискрет аналогы 

деп карастырыу мумкин.

Енди жокарыдаFы дэлиллениуи менен келтирилген Дирихле 

белгисиниц дара жаFдайы болFан Абел белгисин келтирип етемиз.

3.3-теорема (Абел белгиси). Мейли (3.20) катар берилген болсын. 

Сонда егер:

да
а) Z  bn < да катар жыйнаклы;

n = 1

б) { an } избе-излиги монотон an < an +15 Vn е N  (кемейиуши)
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(an > an +1, Vn e N ) х,эм шегаралаетан болса, онда (3.20) катар У  anbn
n =1

X

жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. { an} монотон х,эм шегарала^ан избе-излик 

болыуынан онын лимити шекли болады. Мейли бул лимит

l im an = a < х
n ^ X

болсын. Сонда { an -  a } избе-излиги монотон тэризде нолге l im (an -  a) = 0

X
умтылады. Баска тэрептен шэрт бойынша У  b n <  x  катардын жыйнаклы

n =1

болыуынан онын кэлеген дара косындысынын шегаралаетанлыгеы келип 

шыгеады, яFный

n
У  bk

к = 1
< M , Vn e N .

Жуумаклап айтканда an bn = (an -  a) bn + abn анлатпанын он тэрепиндеги

X
a  У  b n < х  катар теорема шэрти бойынша жыйнаклы болады, ал

n = 1

У  (an -  a) bn катары Дирихле белгиси бойынша жыйнаклы болады.
n=1

Демек, У  anbn катары еки жыйнаклы катарлардын косындысы
n=1

сыпатында жыйнаклы болады.

2-м ы сал. Егер Vn e N  лерде { an} избе-излиги монотон кемейип

an < a n +1, ямаса an > an + 1 монотон есип нолге умтылатуFын l i m a n = 0
n ^ X

болса, онда V x  e R точкаларда

У  an sin n x  (3.29)
n=1

катардын жыйнаклы екенлигин керсетин.

- 60 -



Шешими. Егер x  и 2 л m, m е Z болса, онда (3.29) катардын барлык 

аFзалары ноллерден ибарат болады. Сонын ушын (3.29) катар жыйнаклы 

болады (тривиал жаFдай).

ж ж
Мейли x и 2 л  m, m е Z болсын. Сонда Z  bn и Z  s i n n x  катардын

n и 1 n и 1

n
n - ши дара косындысын Bn(x) и Z  sin k x  деп белгилеп алсак, онда онын

k и 1

n +1 n
s i n ------ x • sin — x

Bn (x) и -------- 2------ x------
. A

sin —
2

ге тен екенлигин керсетиу мYмкин. Буннан темендеги бах,алауы Vn е N  

ушын

1
Bn(x) < г  . . . .| sin x /2 |

дурыс болады, яFный, { Bn (x) } дара косындылар избе-излиги шегараланFан.

Солай етип, 3.2-теорема (Дирихле белгиси) бойынша (3.29) катар 

x и 2 л m, m е Z ушын жыйнаклы болады. Демек, (3.29) V x е R точкада

жыйнаклы болады. Дара жаFдайда, Z  SlU ПХ, а  > 0 катары V x е R

точкада жыйнаклы.

3-м ы сал. Егер Vn е N  лерде { an} избе-излиги монотон кемейип

an < a n +1, ямаса an > an +1 монотон есип нолге умтылатуFын l i m a n и 0
n ^ ж

болса, онда кэлеген x и 2 л m, m е Z точкада Z  an c o s n x  катардын
n и 1

жыйнаклы екенлигин керсетин.
ж

Шешими. Z  c o s n x ,  x и 2 л  m, m е Z катардын n -  ши дара
n и 1

косындысы ушын темендеги формула орынлы болады:
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Z  c o s k x
k = 1

n + 1  n
c o s ------ x • sin — x

2  2

sin
x
2

Буннан темендеги бах,алауы Vn е N  ушын

1
Z  c o s k x
k =1

<
sin x / 2

x = 2 к т ,  m е Z

дурыс болады, яFный, дара косындылар избе-излиги шегарала^ан.

Солай етип, 3.2-теорема (Дирихле белгиси) бойынша

да
x = 2 к т,  m е Z ушын Z  an c o s n x  катар жыйнаклы болады. Дара

n=1

жаFдайда,

” c o s  2 n x
Z  ------------- , о  > 0

n=1 n

катары кэлеген x = к  m, m е Z точкада жыйнаклы.

пк
c o s

4-м ы сал. Егер an 5
n ln (n + 1) V n J

керинисте болса, онда

Z  an катарды жыйнаклыкка тексериц.
n=1

c o s
п к

5Шешими. Z  г~
п = 1 Vп ln (п + 1)

кере жыйнаклы, ал

катары 3-мысалFа (Дирихле белгиси)

монотон х,эм шегараланFан болады.

Соныц ушын 3.3-теорема (Абел белгиси) бойынша берилген катар 

жыйнаклы болады.

3-аньщ лама. Егер

Z  an (3.30)
n=1

жыйнаклы, ал катардыц аFзаларыныц модуллеринен дузилген
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I  к  I (3 .3 1 )n
П = 1

катар таралыушы болса, онда (3.30) катар шэртли жыйнаклы деп 

аталады.

Берилген катарларды абсолют х,эм шэртли жыйнаклыкка 

изертлегенимизде темендеги тастыйыклау шэртлерин тексерип кериуге 

тууры келеди.

4-теорема. Егер (3.30) катар абсолют жыйнаклы болса, онда I  bn
n=1

X
х,эм I  (an + bn) катарларынын, екеуи де бир уакытта абсолют жыйнаклы,

n=1

ямаса шэртли жыйнаклы, ямаса таралыушы болады.

5-м ы сал. Темендеги катардын

” sin n x  ^
I  ------ а— , 0 < а  < 1, x  = nm, m е Z (3.32)
n = 1 n

шэртли жыйнаклы екенлигин керсетин.

Шешими. Бул катар 2-мысалFа (Дирихле белгиси) кере V x  е R 

точкада жыйнаклы болады. Енди

X  I sin nx\
I  ------- а— ,̂ 0 < а  < 1, x = n m,  m е Z (3.33)
n = 1 n

катары таралыушы екенлигин дэлиллеймиз. Онын ушын темендеги 

тенсизликтен пайдаланамыз:
I I - 2\sin nx\ > s i n 2 n x  ( 3  3 4 )

n а n а

_ 2 1 _ c ° s 2n xБунда sin n x  = -------- ---------  екенлигинен

X 2„  sin n x  X  1 ^  c ° s  2n x  ~ ~I  ------------- = I  --------  -  I  ------------- , 0 < а  < 1, x = nm,  m е Z
n = 1 n n = 1 2  n n = 1 2 n
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_ - , ” c o s 2n x  
Сонын, ушын 0 < a  < 1, x = n m,  m e z  ларда Z  -------------  < ж катары

n = 1 2 n a

ж 1
(3-мысал) жыйнаклы, ал Z  ------  < ж катары таралыушы болFанлыFынан

n = 1 2 n a

2
ж sin n x

Z  -------------  < ж катары х,эм таралыушы болады.

Демек, (3.34) шэрттен (3.33) катардын салыстырыу белгиси бойынша 

таралыушы екенлигине ийе боламыз. Бул берилген (3.32) катардын шэртли 

жыйнаклы екенлигин анлатады.

6-м ы сал. Егер:

sin nn + 1
л (-1 ) n +1 гл 1

а) an = — — т ^ г г ; б) an = е -  c o s ~л/n + (-1 ) n +1 ’ n

керинисте болса, онда Z  an катарды жыйнаклыкка х,эм абсолют
n=1

жыйнаклыкка тексерин.

Шешими. а) an ди темендеги кериниске тYрлендиремиз, яFный

( - 1 ) n +1 L  ( - 1 ) n +1 V 1
= г--------1 + —n

in v vn У

Бунда асимптотикалык Тейлор формуласынан

(1 + t ) -1 = 1 - 1 + t2 + o (t2) , t ^  0 

пайдаланамыз. Сонда

n +1
1 + - (-1 )

-1

v vn У

(-1 ) n +1 1 
:1 -  ( 1 + - ( 1  + an),

Vn n

бул жерде a n ^  0, n ^  ж , х,эм сонлыктан | a n | < 1, n > n0. Нэтийжеде

(-1 ) n +1 1 , i i i  2
an = — r ---------- + bn , bn < ” 372 , n > no,Vn n n

буннан bn берилген катардын жыйнакль^ына тэсир жасай алмайды 

(3.4-теорема). Жуумакты темендеги тастыйыклаулардан келтирип
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„ « ( - 1 ) п+1 „ « 1 
шыFарамыз, яFный Z  —т=----- катар шэртли жыйнаклы, ал Z  _

п = 1 \ п п = 1 п

катары таралыушы екенлигинен берилген катар х,эм таралыушы болады.

б) e t = 1 + t + - t -  + o ( t2) , c o s t  = 1 — 1_  + o (t2), t — 0  

асимптотикалык формулаларFа кере

3 n2 1 sin n On I |
_ 1 + I----- + ” , \an \ < c 1,

3[Л2 3/Л4  1 n| 1

co s  1  = 1 + -Pn  , |Дп| < c 2 , 
n n

sin n , , , ,  c 1 c 2
an = — 2 /3 + bn, b^ < ,— - + ——.

n n 2/3 ^  1 n| n 2

да да sin n
Демек, буннан Z  bn катары абсолют жыйнаклы , ал Z  — Y3T  катары

n = 1 n = 1 n

шэртли жыйнаклы (5-мысал) болFанлыктан берилген катар х,эм шэртли 

жыйнаклы болады.

да
2-ескертиу. Егер Z  an белгиси алмасып келиуши катар х,эм

n=1

д а д а
an ~ Ьп , п — да болса, онда Z  an х,эм Z  bn лардыцn n  

n =1 n=1V п — да -n J

жыйнаклылык маFанасында бир-бирине эквивалент, яFный екеуиниц де бир 

уакытта жыйнаклы, ямаса таралыушы болыуы келип шыкпайды.

Мысал ушын an 1 + ( - 1 ) ........ ...1
(_1) п + 1 (  / 1\п + 1 ^

V vn J
болсын (6 -мысал а)).

(_1) п + 1 да (_1) п + 1
Сонда an ~ J------ , п — да . Бирак, бул жерде Z г~------  катар

п п=1 vn

шэртли жыйнаклы, ал Z  an катар таралыушы болады.n
n =1

sin п
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7-м ы сал. I  (-1 )
n = 1

1 -  c ° s белгиси алмасып келиуши катарды

Лейбниц белгиси бойынша жыйнаклылыкка тексерин.

Шешими. Дэслеп берилген катарды темендеги кериниске

тYрлендирип аламыз:

X
I  (-1 )
n=1

1 -  c ° s I  2  ( - 1) n sin  2
n=1 2 л[н

Бул катар Лейбниц теоремасынын шэртлерин канаатландыратуFын катар 

болып табылады, себеби

— 2 1 /-V 2 1 / - v ? 12 si n  — > 2 sin  — ;= - > 2 sin —
2 2 4 2

l im a„ = l im 2 s i n 2 1
2 y]n

2 л/3 

= 0.

> > 0

Демек, Лейбниц белгиси бойынша катардын ези жыйнаклы. Енди катар 

аFзаларынын модуллеринен дYЗилген жана катарды алып, берилген катарды 

абсолют жыйнаклыкка тексеремиз. Сонда

z
n=1

2  ( - 1) n sin
1

2 /̂n
= I  2  s i n 2

1

n=1 2  Vn

С о^ ы  катар салыстырыу белгиси бойынша таралыушы болады, себеби 

1
I  — гармоникалык катар таралыушы х,эм

n = 1 n

2  sin 2 1
1 2

a,
l i m —  = l im

2 л/н
2  l im

_  n ^  X
n n  

Берилген катар шэртли жыйнаклы болады.

x (- 1) n . n
8 -м ы сал . I  -------- -—4----------- г— катардын косындысын а  = 0 , 0 0 1

„ = 1 (2n - 1 )  2(2n + 1)2

дэллигинде есаплан.

2л1„ о/ 1/4n 1 п2 l im --------  = — ф 0 .
1 /n  2

1п

1 1n

- 66 -



Шешими. Бул катар белгиси алмасып келиуши жыйнаклы катар 

болады табылады, себеби Лейбниц теоремасы шэртлери орынлы

1 2  3 4
-  > -------  > ---------  > ---------  > ....... ,
9 9 • 25 25 • 49 49 • 64

l im a n = l im ------------ ^ ----------— = 0.
n n n^ж (2n -1 )  2(2n + 1)2

Бундай тYPдеги катарлардын кэсийети бойынша онын калды^ы 1 - ши 

аFзасынан Yлкен болмайды, яFный

S  -  S. rn < a n +1 < a  = 0,001.

Буннан

1 2 3
-  > 0,001, ------- «  0,0089 > 0,001, ---------- « 0,0024 > 0,001.
9 9•25 25•49

4 5
0,0010078 > 0,001, ----------« 0,0005 < 0,001.

49•81 81•121

Сонлыктан берилген катардын a  = 0,001 дэллигинде косындысы 

темендегише болады:

1 2 3 4
S  «  -  -  + ----------------------+ ----------  «  -  0,104.

9 9 • 25 25 • 49 49 • 81

0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалар

Берилген белгиси алмасып келиуши катарларды Лейбниц белгиси 

бойынша жыйнаклылыкка тексерин.

8.1.

8.3.

Z  (- d  n +1 2n +1 
n = 1 n (n + 1)

(-1 )
n +1

2
n = 2 ln (n + 1)

8.5. Z
( - 1 ) n 2n 2
4 2 1n = 1 n -  n + 1

8.2. Z  (-1)
n = 1

n + 1

8.4. Z (-1 )'

8.6.  Z

n = 3 n ( l n ( l n n ) )  In n ’ 

( - 1 ) n .
n =3 ( n + 1) l n n ’
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8.9.

8 .1 1 .

8.13.

8.15.

8.17.

8.19.

8 .2 1 .

8.23.

8.25.

8.27.

8.29.

8.7.

8 .31 .

z
n =3

( - 1 ) '
n ln ( n + 1) ’

8.8.  Z ( - 1 )
n+1

.= 1 n \l 2n + 3 ’

n
sinж

Z  (-1 )  >
n = 1 ^ 3n + 1

z sin n

= 1 n !

8.10.

8.12.

n
Z  ( - 1 ) П c o s  П  ;
n = 1 6  n

Z  ( - 1) n ;
n = 3 n l n (2 n)

ж 1
Z  (-1 )  n tg -1 ;
n=1 n

« ( - 1) n - 1 

„ . 1  (n + 1) 2 2n

8.14. Z

8.16.

c o s  n

=1 n

z
n = 1

.2

( -1 ) '

c o s  n' 3  3n + ln 
3 J  n

n

z
n=1

(-1 )
n - 1

(n +1) (3/2)'

v  (- 1 ) n n + 3  
~ '  ln (n + 4)

ж 2 n -  1
8.18. Z  ( - 1 ) n

n = 1 3n

ж n + 1
8 .2 0 . Z  ( - 1 )

n=1 n

tg
n

/ i \ n 4 '''Z„ .
S (-1 )  7 5 2 - 1 ;

” n sin  ( n 4 n )
Z  ( -1 )  --------- j=—
n = 1 n^ln

ж n
Z  ( - 1 ) " s i n  - r n ;
n=1 2

8.22. Z (-1 ) '

8.24. Z

n = 0 (2 n + 1) 2  

( - 1 )

2n+1

8.26. Z

n = 1 n + c o s (2  /л/n + 4 ) 

( - 1 ) n .
2 2  n=1 n + sin n

Z  ( -1 ) '
3 )

n=1
8.28. Z  ( - 1 ) n ln

n=1

ж 1 1
Z  ( - 1 ) n sin -  • tg
n=1 n n

8.30. z
n = 1

( - 1 ) 1 1 -  c o s

n
Z  (-1 )  n ( + 1)!n = 1 (n + 1) !

68
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Берилген катардыц косындысын а  дэллигинде есаплац.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

д а 1
Z  ( - 1 ) п +1 ^ 2 , а  = 0 ,0 1 ;
п = 1 3 п

да ( - 1 ) п +1
Z  (— ,----- , а  = 0 ,0 1 ;
п = 1 Л!

д а 1
Z  ( - 1 ) Л + 1 7 ^ Т ,  а  = 0,001;
п = 1 (2 п)

д а 1
Z  ( - 1 ) Л--------------- , а  = 0,001;

л = 0 п! (2 п +1) ’ ’ ’

да 2п +1
Z  ( - 1 ) п Г  + 1 , а  = 0,01;
„ = , Л 3( п + 1)

да (- 1 ) п
Z  — — —  , а  = 0,0001;
~  1 (2п + 1 ) ! ’ ’ ’

да пnZ  ( - 1 ) Л—  , а  = 0,1;
n=1 2 n

да n 2
Z  ( - 1 )  п , а  = 0,1;
n=1 3 Л

да (- 1 ) п п
Z  ------- (— 2 ------------ 2 , а  = 0,001;
Л=1 (2п -  1 )2 (2п + 1 )2

да (- 1 ) Л
Z  — — ------, а  = 0,0001;
~ 1  (2п + 1 ) ! ! ’ ’ ’

да (- 1 ) п
Z  — — —  , а  = 0,001;
^̂ 1 (2п)!! ’ ’ ’

да f  2  ̂Л
Z

п = 0 V 5
а  = 0 ,0 1 ;

да (- 1 ) п • п
Z  - — --------- , а  = 0,0001;n

Л = 1 7
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9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9.27.

z
n = 0

z ( - 1 ) '
=1 (2n) !  ’ 

( - 1 ) nУ
n = 0 3n !

а  = 0,001;

а  = 0,01;

z ( - 1 ) '
=1 (2n)! • 2n

( - 1 ) n • (2n +1)
n? 1  (2n) !  • n

а  = 0,00001;

а  = 0,001;

z
n=1

z
n=1

z

( - 1 ) '
2 n • n !

( - 1 ) n 
3 n • n !

( - 1 ) '
=1 (2n) !  • n !

а  = 0,001;

а  = 0,001;

а  = 0,00001;

8 c o s n n  

n = 0 3 n (n + 1)

( - 1 ) nz
n = 0 4 n (2n + 1)

а  = 0,001;

а  = 0,001;

® sin  (n/2 + nn)
I  -------- -— -̂--------- - , а  = 0,01;

n = 1 n

"  ( -  1 ) n • 2 1 

n h  0 (n + 1) n

^  ( -  1 ) n 
n= 0 (n + 1)'

а  = 0,001;

а  = 0,001;

® sin ( n /2  + nn)
I  -------- ^ ------------ - , а  = 0,01;
n=1 n 3 + 1
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9.28.
да
z  -

Л = 1
( - 1 ) л 

л 3(л + 3) ’
а  = 0,01;

9.29.
да

V c o s  к п
, а  = 0,001;z

п = 0 ( п 3 + 1 ) 2

9.30.
да
z  -

п = 0
( - 1 ) л 
1 + п 2 ’

а  = 0,01;

9.31.
да

z
л = 0

( -  1 ) л •п 

(1 + п 3) 2
, а  = 0,001.

Темендеги тенликлерди Даламбер, ямаса Коши белгилеринен

пайдаланып дэлиллен,.

10.1. l im
п — да

л! = 0 - 10.2. l im
п — да

n n
—  \0 ;0 ;

п л ’ (2 л)!

10.3. (2 л)!! 10.4. l im
п — да

(2 л )л
= 0 ;11 ill

п — да пл 0 ; ( 2 п - 1 ) !

10.5. l im
п — да

( 2 л ) ! = 0'; 10.6. l im
п — да

л Л
0 ;0 ;

2 п 2 ! ( п ! ) 2

10.7. l im
п — да

(2 л)!! = 0 
2 0

5 л
; 10.8. l im

п — да п 2 = ° ;n !

10.9. l im
п — да

( п + 1)!
0 ; 10.10. l im

п — да

лЛ
0;

п л (2 л + 1)!! = 0 ;

10.11 lim
л — да

(2 п - 1 ) ! !
0 ; 10.12. l im

п — да

nn)(3

0 ;0 ;
п л (2 л -  1)!

10.13 lim
л — да

(3л ) ! = 0 ; 10.14. l im
п — да

л Л

2 л2 = 0 ( л ! )3
0 ;0 ;

10.15 l im
п — да

п 5 = 0 ; 10.16. 
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10.19.

10.21.

10.23.

10.25.

10.27.

10.29.

10.31.

10.17. l i m  (n + 2 ) !  = 0 ;
n — X n n —— x (2n 1)!

n
10.18.  l i m  ----------------  = 0 ;

Hm  (2n  + 1)!! = 0
\ — x n

10.20. lim  (2n) n = 0 ;
n— X (2n +1)

l , m  1 M 1 = 0;
О nn — x 2

n
10.22. l im --------------- - = 0:

n — x [(n + 1)! ] 2

n
lim
n — X 4'

= 0 ; 10.24. l im
n !

= 0 ;
2 ;

lim  i n ± 3 ) l  = 0:
n — x n

n
10.26. l im ---------------  = 0 ;

n — x (2n + 3)!

l im (2 n + 3 )l! = 0 ;
n — X n

10.28. l im (5 n = 0 ;
n—X (2n +1)

lim  = 0 ;
2 ;

n
10.30. l im ----------------- = 0 ;

n — x [ ( n + 2 )! ] 2

l im = 0 .
n — X (2 n ) !!

2 2
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4-§ . Функционалльщ избе-излик ^эм катарлар, олардьщ 

жы инаклылыгы

1-аньщ лама. Егер Vn е N  ушын базы бир кэдеге мууапык 

f n (х ) , х е X  функциясы сэйкес койылFан болса, онда X  кеплигинде

f 1(x ),f 2(x ),....., f n (x ),.....  (4 1 )

функционаллык избе-излиги берилген деп аталады х,эм ол кыскаша 

{ f n (x )} , п = 1,2,.... символикалык керинисте белгиленеди.

f 1( х), f 2( х ),....., f n (х ),.....  функционаллык избе-излигинин х,эр бир

аFзасынын аныкланыу областы, улыума алFанда, х,эр кыйлы болыуы мYмкин. 

Биз X  кеплиги сыпатында сол областлардын барлыFына улыума болFан 

белегин аламыз.

(4.1) избе-изликте f n (х) функциясы усы избе-изликтин улыума аFзасы 

( п -  ши аFзасы) деп айтылады. Демек, (4.1) функционаллык избе-излигинин 

улыума аFзасы х е X  х,эм п е N  езгериушилеринен Fэрезли болады екен.

1-м ы сал. f  -  х,эр бир натурал п санFа - 2 - —2 функцияны сэйкес
п + х

койыушы сэулелендириу болсын. Онда X  = (-да, + да) кепликте аныклаетан

1 1 1 1

1 + х  4 + х  9 + х л +  х 

функционаллык избе-изликке ийе боламыз. Бул избе-изликтин улыума 

аFзасы темендеги керинисте болады:

1
f n (х) 2 2 ' Л + х

X  кеплигинде берилген базы бир избе-излигин карайык

f 1(хХ f 2(x ),....., f n (x ),.....

х,эм х0 (х0 е X ) точканы алып, берилген избе-изликтин х,эр бир f n (х)

аFзасынын усы точкадаFы мэнисин есаплаймыз.

Нэтийжеде темендеги
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f 1(X0 Xf 2 (x0 ) ,.....fn (x0 ) ,....... (4 .2)

санлы избе-излигине ийе боламыз.

2-аны клам а. Егер {f n (x0)} санлы избе-излиги жыйнаклы (таралыушы) 

болса, онда {f n (x)} функционаллык избе-излиги х0 точкада жыйнаклы 

(таралыушы) деп аталады, ал х0 усы функционаллык избе-изликтин 

ж ы йнаклы лы к (таралыуш ылык) точкасы деп айтылады.

3-аны клам а. {f n (x)} функционаллык избе-излигинин барлык 

жыйнаклылык (таралыушылык) точкаларынан ибарат болFан кеплик 

{f n (x)} избе-излигинин ж ы йнаклы лы к (таралыуш ылыу) областы деп 

аталады.

Мейли базы бир {f n (x)} функционаллык избе-излиги берилген 

х,эм E  усы избе-изликтин жыйнаклылык областы болсын. Онда Vx0 e E  

ушын 0 Fан сэйкес

f 1(x0), f 2(x0) ,.....f n (x0) ,.......

избе-излиги l im f n(x0) шекли анык лимитке ийе болады.
n —— ж

Егер E  кепликтен алыютан х,эр бир х ке, 0 Fан сэйкес келетуFын

f 1 (x), f 2 (x ),....., f n (x ),.....  избе-излигинин лимитин сэйкес койсак, яFный

f : x — l i m f n (x)
n— ж

онда E  кепликте аныкланFан f  (x) функциясына ийе боламыз. Бул f  (x) 

функциясы {f n (x)} избе-излигинин лимит функциясы деп айтылады. Демек,

l i m f n (x) = f  (x), x e E , (4.3)
n— ж

ямаса f n (x) — f  (x), x e E .

Лимит аныкламасы бойынша (4.3) ни темендегише кылып жазыу 

мYмкин, ЯFHЫЙ

V s  > 0 3 N  = N (s,  x ): Vx e E  Vn  > N  — I f n (x) -  f  (x)| < s.
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2-м ы сал. E  кепликте берилген {f n (x)} избе-излигинин f  (x) лимит 

функциясын табын. Егер:

1) f n (x) = -n+ 2 , E  = Rl — f n (x) = }  + 12/ n дан f  (x) = 1 .n + x 1 + x / n

2) f n(x) = n s i n — , E  = (0; + x )  .
nx

Бул жерде sint  ~ t , t — 0 асимтотикалык формуладан пайдалансак, онда

n s i n ——  n •— , n — x ,  x ф 0 болады. Сонлыктан f  (x) = —, x  ф 0. 
nx nx x

Мейли базы бир X  { x  с  R 1) кеплигинде

u1( x), u 2( x ),....., un (x ),.......

функционаллык избе-излиги берилген болсын.

4-аны клама. Темендеги

u1( x) + u 2 (x) + .... + un (x) + .....

X
n

n=1
анлатпа функционаллык катар деп аталады х,эм ол кыскаша I  un (x ) 

символикалык керинисте белгиленеди, яFный

X
I  un(x) = u1(x) + u2(x) + .... + un(x) + ..... (4.4)
n=1

u1(x), u2(x),... функциялар (4.4) функционаллык катардын аFзалары, ал 

un (x) функционаллык катардыц улыума аFзасы ( n -  ши аFзасы) деп 

айтылады.

X
1-еслетпе. I  un (x) функционаллык катардын х,эр бир аFзасынын

n=1

аныкланыу областы (кепликлери), улыума айтканда, х,эр тYрли болады. 

Бул жерде X  кеплиги сыпатында усы областлардын барлыFына улыума 

болFан белегин тYCинемиз.

X  кеплигинен x0 {x0 е X ) точканы алып, (4.4) функционаллык

катардын х,эр бир un(x), n = 1,2,.... аFзасынын усы точкадаFы мэнисин
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табамыз. Нэтийжеде темендеги

ж
Z  un (x0) = u1(x0) + u2(x0) + .....+ un (x0) + ...... (4 .5)
n=1

санлы катарына ийе боламыз.

ж
5-аны клама. Егер Z  un (x0) санлы катары жыйнаклы (таралыушы)

n=1

ж
болса, онда Z  un (x) функционаллык катар x0 (x0 e X ) точкада жыйнаклы

n=1

(таралыуш ы) деп аталады, ал x0 усы функционаллык катардын 

ж ы йнаклы лы к (таралыуш ылык) точкасы деп айтылады.
ж

Z  un (x) функционаллык катарынын барлык жыйнаклылык
n=1

(таралыушылык) точкаларынан ибарат болFан кеплик, бул функционаллык 

катардын ж ы йнаклы лы к (таралыуш ылык) областы деп айтылады.
ж

Кейинги баянлауда Z  un (x) функционаллык катарынын жыйнаклылык
n=1

(таралыушылык) областы E  кеплиги болсын деп жазыу орнына

ж
Z  un (x) функционаллык катары E  кеплигинде жыйнаклы (таралыушы)
n=1

деп жазыуды колланып бара беремиз.

ж
Егер базы бир Z  un (x) функционаллык катарынын жыйнаклылык

n=1

областы E  кеплиги болса, онда Vx0 e E  ушын сэйкес санлы катары

ж
Z  un (x0) = u1(x0) + u2(x0) + .....+ un (x0) + ......
n=1

жыйнаклы болады х,эм онын косындысын S 0 деп белгилейик.

Егер E  кепликтен алыютан х,эр бир х ке 0 Fан сэйкес келетуFын

ж
Z  un (x) = u1(x) + u2(x) + .... + un (x) + .....
n=1
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катардын косындысын сэйкес койсак, онда E  кепликте берилген S (x ) 

функциясына ийе боламыз. Бул S  (x) функциясы

X
I  un(x) = u1(x) + u2(x) + .... + un(x) +
n=1

функционаллык катардын косындысы деп аталады. Демек, Vx е E  ушын
X
I  un (x) = u1(x) + u2(x) + .... + un (x) + .....= S (x ) .

n=1

Функционаллык катарларда да, санлы катарларFа уксас, катардын 

дара косындысы тYCиниги киритиледи.

(4.4) функционаллык катардын дэслепки аFзаларынан дYЗилген

S 1 (x ) = u1 (x ),

S  2 (x) = u1 (x) + u 2 (x),

S n (x) = u1 (x) + u 2 (x) + ... + un (x),

косындылар (4.4) функционаллык катардын дара косындылары деп 

аталады. Демек, (4.4) функционаллык катары берилген жаFдайда х,эр 

дайым бул катардын дара косындыларынан ибарат

{S,,(x)}: З Д ,  S 2_(x),  ....., Sn(x),  ......  (4.6)

функционаллык избе-изликти пайда етиу мYмкин.

6-аны клама. Егер n — х  ке {Sn (x)} функционаллык избе-изликтин 

лимит функциясы S  (x) аныкланFан болса, яFный

l im S n(x) = S (x)n
n — X

болса, онда S  (x) (4.4) функционаллык катардын косындысы деп аталады.

3-м ы сал. Темендеги

X x
I  Тг-----п----- -----------n  (0 < x < + х )1 [(n - 1 )x + 1J (nx + 1)n=

функционаллык катарды карайык. Бул катардын дара косындысын табамыз:
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х
S n ( x ) = Z  Г(7 1) + 1  (k + 1) = Z  

k= 1 r(k -1 )x  + 11 (kx + 1) k = 1

1 1

(k -1 )  x +1 kx +1
= 1 -

1

nx + 1

Онда

S (x) = l im S n(x) = l im
n — да n — да

1
nx + 1

1 (0 < x < + да)

болады. Демек, берилген катардын косындысы S  (х) = 1 болады.

. » 1 + х п 
4-м ы сал. Z -----------

п = 1 1 -  х Л
функционаллык катардын жыйнаклылык

областын табын.

Шешими. Бул жерде темендеги Yш жаFдайды керип шь^амыз:

а) Егер | х | > 1 болса, онда х п — да, п — да . Сонлыктан катар

жыйнаклыFынын зэрYрли шэрти орынлы емес екенлигинен, яFный

/• /• 1 + х п , пl im а , =  l im -----------= -1  ф 0,
Л — да п — да 1 -  х ‘

катар | х | > 1 ушын таралыушы болады.

б) Егер |х| < 1 болса, онда х п — 0, п — да. Буннан

/• /• 1 + х п , пl im а,„ = l im -----------= 1  ф0.
Л — да п — да 1 -  х ‘

Сонда берилген катар бул жаFдайда х,эм | х | < 1 ушын таралыушы болады.

в) х = 1 х,эм х  = -1  мэнислеринде берилген катар

z  1 + ( - 1 ) п = z  1 + ( - 1 ) п
nZ 1 1 -  (-1 ) п h x  1 + (-1 ) п+1

аныкланбаFан болады.

да 1 + х n
Сонлыктан z  ---------п~

п = 1 1 х

барлык мэнислеринде таралыушы.

функционаллык катары -  да < х < + да

5-м ы сал. z— 2 2 п = 1 х + Л
функционаллык катардын жыйнаклылык
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областын табын.

Шешими. Бул катарды салыстырыу белгиси бойынша тексеремиз. 

Онын ушын оны жыйнаклы болFан Дирихле катары менен салыстырамыз:

ж 1 ж 1 
Z  Л  = Z  <ж  .™ 7 ^  „5/3 n =1 n n =1 n

Сонда

2 2, . a n , . x  + n , . n
lim —  = l i m ------ :------ = l im

1 2 2 lim
n — ж b n n — ж x n — ж x + n' n — ж

n 5/3

2x

v n У

1 *  0.

+1

яFный бул катарлар ез-ара эквивалент болFанлыктан берилген катар 

x  e (-ж , + ж) барлык мэнислеринде жыйнаклы болады.

x
6-м ы сал. Z  2  n x n a r c  s in —  катардын жыйнаклылык областын

n = 1 3n

табын.

Шешими. Бул катардын жыйнаклылык интервалын Коши белгиси 

бойынша аныклаймыз:

l im n
n — ж

а г lim n
n — ж

2 n x 3n a r c  s in —  
3n

3x l im n
x

a r c s i n —
n — ж \ 3n

- 2 x < 1.

бул жерде белгили лимиттен l im n̂ ~a = 1, а > 0 колланылды. Буннан
n — ж

x  e ( -  ^ 0 ,5  ; 3  0,5 ). Енди бул интервалдын шетки точкаларында катарды

жыйнаклылыкка тексеремиз.

а) x  = 3  0,5 де берилген катар Z  a r c s i n ——-— салыстырыу
V 0,5

n =1 3n

1
белгиси бойынша таралыушы болады, себеби Z  _  гармоникалык катар

n =1 n

2 1
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таралыушы х,эм

a,
a r c  s in

3 / 0 1  V 0 J

l i m —  = l im 
b

3n

n — X n — X
l im
n — X

3n < 1.

___  X
б) x = -  ^ 0 ,5" де белгиси алмасып келиуши I  ( - 1) n a r c  s in 3/0 J

n =1 3n

катар келип шыFады. Бул катар Лейбниц белгиси бойынша жыйнаклы 

болады, себеби

3J 0 5  3J 0 5  № 5
a r c  s i n - ------  > a r c  s i n - ------  > a r c s  in —------  >

6 9

3Ж 5"
lim  a„ = lim  a r c  s i n —------  = 0 .
n — X n — X 3n

Демек, берилген функционаллык катардын жыйнаклылык областы

x е 3/05 ; V » T 5 ).

7-м ы сал. I
n =1 n • 3 n /2 t g n x  жыйнаклылык областын табьщ.

1
Шешими. Бул катардын улыума аFзасы a n = ------ ^ у  tg nx

n • 3 n

керинисте болып, катар темендеги шэрт орынлы болFанда жыйнаклы 

болады:

l im п
n — X

a lim n
n — X

1
n • 3 n /2 t g n x

1 1
\tg x lim

tg x
< 1,

n—x V n V3" 

бул жерде l i m п̂ „  = 1. Буннан -  л/3 < tg x  < тенсизлигинен
n — X

x е
v

, k е Z .
/

3

3

1
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Енди бул интервалдын шетки точкаларында катарды жыйнаклылыкка 

тексеремиз.

7
а) x k = — + 7 k , k е Z де берилген катар таралыушы, себеби ол

д а 1
усы точкаларда z  _  гармоникалык катарFа тен болады.

п = 1 л

К\ 7  1 1 7  ( - 1 ) Л ттб) x k = -------+ 7  k , k е Z де z  — — катар келип шын'ады. Бул
3 п = 1 п

катар Лейбниц белгиси бойынша жыйнаклы болады, себеби

1 1 1
1 > — > -  > ....... > — > .......

2 3 n

lim а п = l im — = 0 .
п — да п — да п

Демек, берилген функционаллык катардын жыйнаклылык областы

\
х е

7 , 7 ,
— + 7  k ; — + 7  k
3 3

, k е Z .
/

д а 1
8-м ы сал. У  ---------------------------------- —  жыйнаклылык областын

л = 2 (Л + 2) l n (п + 2) (х -  3) 2 л

табын.

Шешими. Бул катар Даламбер белгиси бойынша темендеги шэрт 

орынлы болFанда

а,
l im
Л — да

'-Л +1

а п
< 1

жыйнаклы болады.

(л + 2) l n (п + 2) (х -  3) 2п 1
l im — ------- ----- --------—-------V —г  = ---------- ^< 1.

(л + 3) l n (п + 3) (х -  3) 2п + 2 (х -  3 )2п — да

Буннан (х -  3) > 1 тенсизлигинен х е (-да; 2) и  (4 ; + да). Енди шетки 

точкаларда катарды жыйнаклылыкка тексеремиз.
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ж 1
x = 2 х,эм x = 4 лерде берилген катар Z  -----------------------  интеграллык

n = 2 (n + 2) ln(n  + 2)

белгиси бойынша таралыушы, себеби темендеги меншиксиз интеграл

+ ж 7 Ьdx r d ( l n (x + 2))
-  l im | —

> ‘

x = Ь

2 (x + 2) l n (x + 2) Ь — +ж 2 ln (x + 2)

l im ln ( l n (x + 2 ) )|x_ = + ж
Ь —— +ж

таралыушы. К,атардын жыйнаклылык областы x e ( - ж ; 2) и  (4 ; + ж ).

0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалар

Берилген функционаллык катарлардын жыйнаклылык областын табын.

11.1.

11.3.

11.4.

11.6.

Z
n =1

11.2. Z

Z
n =1

Z
n =1

Z
n =1

11.8. Z

( - 1 )
n

(x + n) -1/5 ;

( - 1 ) n 
2n - 1

n1 -  x
v 1 + x у

n 1 ;
n +1 (3x 2 + 4x + 2) n ;

n + 1 / 2  л n
3 n (x 4x + 6) ;

n + 3 1
n + 1 (27 x 2 + 12 x + 2 )n

2 nn 1

n =1 n + 1 (3 x + 8 x + 6 )'

ж x n
115. Z

n = 1 1 - x n

11.7. Z
ж x n

n =1 1 + x 2 n

11.9. Z
1

1 n + 3
1 + x 

1 - x

11.10. z
n =1

( x 2 -  6 x + 1 2 )n .
4 n ( n  2 + 1)

n

n

n
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11 .11 . z

11.17.

1

11.13. z

n - 1 ( 3  n 2 + J  n + 1 

( - 1 ) n .

k2 x + 1 ’

11.15. z

n = 1 у  x  + Л

( n + x ) n .

1 n

z  ( - 1 ) n
n = 1 (x + Л)2

11.19. z
n +1

1 х n

11.12. z  ( - 1 ) n .
n = 1 (x + n )3 ’

( x 2 -  5x + 1 1 )n .
11.14. z

n = 1 5 n( n 2 + 5)

1
1 1 .1 6 . z

= 1 n (n + x) ’

да 1 + х n
11.18. z  ---------

n = 1 1 -  x n

11.20. z
n =1 n x 2 - 1

11.21. z

11.23.

11.24.

11.26.

11.28.

n
(2 5 x 2 + 1) n ;

Л =1 2 n ( n 2 + 1)

11.22. z 2 2  n =1 x  + n

3 1z  2 n ____________________
nz 1 n 3 + 2 (3 x 2 + 10 x + 9 )'

z  ( - 1 ) n •
n = 1 x + 2 n ’

11.25. z

I |Л I I - Л!x + x
z

n = 1 2

( - 1 ) nnz  -

n = 1 (n -  e x) ( n 2 + 1)

1 1 .3 0 . z
n = 1 3 nx + 2

= 1 ( x + n ) ( x + n + 1) ’

х
11.27. z  -

n = 1 n (n + e x)

11.29. z
( -1  )

Л = 1 (n -  х ) 1/3

1 1 .3 1 . z
х

= 1 Л + x 2

Берилген функционаллык катарлардын жыйнаклылык областын табын.

да 9  п
12.1. z  —  х 2л sin  ( х + 7 п ) ;

1 n

n n

n

1

n

n

n
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12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8. 

12.9. 

12.11. 

12.13. 

12.15.

12.17.

12.18. 

12.19.

12.2.
X 4 n

I  — — x 4n s i n  ( 2 x  -  Tin) ;
= 1 n

X 3 n
I  x 4n c o s  ( x + t „ ) ;
= 1 n

z
n = 1 V 3 у

x 2n c o s  ( x -  tt„ ) ;

3nX 2
I  x 4n sin  (3x + t „ ) ;
= 1 л n

X 6  n
I  x 2n sin  (5x -  t „ )
= 1 n

X n
I  .— - x n c o s  ( x + t „ ) ;
! = 1 V 3n

X 9 n
I  ----- x n sin  (3x -  t „ ) ;
= 1 2 n

Y
I  2 n x 3n s i n ­

n = 1 n
12.10. I  32n x n s in — ;

n = 1 2n

2x
I  23nx n sin  2 x ;

n = 1 n

X 3xn 3n12.12. I  3 n x s i n —j= ;
n = 1 v„

X 3x
I  3 n x n tg —

n = 1 n
12.14. I  8 n x 3n t g ~ x

n = 1 4л] n

3n 2 x
I  x 3n tg

n = 1 3n

x
12.16. I  2 n x arcs in  — ; 

n = 1 3n ’

X x 
I  16n x 3n arc s i n  -^=;

n =1

x
I  3 2 n x n a r c s i n —.= ;

n = 1 \ n

X 2x 
I  2 n x n a r c t g -------

n = 1 n + 1

84
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12.20.
x

Z  2 n x 3n arctg  ,
n = 1 2(n + 3 ) ’

ж 3x
12.21. Z  27 n x 3n a r c t g ---------

n = 1 2 n + 3

12.22. Z
8 si n 3n x

=1 n

12.23. Z  8 nn sin 3n x ;
n =1

ж 2 n
12.24. Z  ~T" s i n 2n(2 x);

= 1 V n

12.25.
ж О n

Z  —  tg 2 nx ;
n =1 n

ж 2 n
12.26. Z  —^  s i n n (3 x ) ;

n = 1 n

ж 4 n 0 
12.27. Z  —y  s in n x \

n = 1 n 2 

ж 1
12.29. Z  tgnx ;

n =1 n

ж 1
12.28. Z  - r  tgn(2 x ) ;

=1 n

12.30. Z
n =1 n • 3 n /2 tg n x

ж 4  • 3 n/2
12.31. Z  ----- —  t g n(2 x ) .

= 1 Vn

Берилген функционаллык катарлардын жыйнаклылык областын табын.

13.1. Z  2 n 2л1 x  -  2 • е (x - 1)3
n = 1

ln
13.2. Z

1
x  + — 

v n У
= 1 л/x -  е

13.3. Z
n =1

( x + 1 ) 2

v n У
13.4. Z  n 2V x ^ 7  • е x

n = 1

13.5. Z  е
n =1

- (1 - x n̂ )2 . 13.6. Z
n =1

1 n
1 + -  

v n У
• 3 x - 1

13.7. Z  5
n =1

3 x 2 + 1 - n sin ------
13.8. Z

1

n =1 l n n( x  -  1)

n

n

n

1

n

n

n

n n

n

n
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13.11.

13.13.

13.15.

13.16.

13.17.

13.19.

13.20.

13.21. 

13.23.

13.25.

13.26.

13.9.
х

z  5 пха г ^ ~
п - 1  7 nx ( x -  1)

13.10.  z
1

Л =1 l n n( x + 2 )

z
n = 1

5 n
1 + -  

v n у
• 3 13.12. z

1

n = 1 l n n( x + e )

z  e
n = 1

2 x 2 + 1 n sin ------
13.14. z  ( - 1 ) Л + 1 e

n = 1
n + 1 cos x

z
n = 1

ln 1 +
v v n У

+ ln ( l nx )

x  -  e 1/e

z
( - 1 )

n + 1

1 n ln\x\

z
l n ‘

x • ln ( n )
13.18. z  s i n 1

n =1 x - Л

z
(-1 )

n + 1

1 e

2 1да - Л drctg-- ----Л с n\x\
z  ( - 1 ) п 5

n = 1

да - n 2 ln [ 1 + x
z  ( - 1 ) п 3

n = 1
13.22. z

n
c o s -------

да x - 1

n = 1 e

z  n arcsin
x

Л = 1
13.24. z  n 2x arctg

Л = 1 2

- n 2 lnn 
n - 1 о x 2 + 1

n = 1

z  n ln
n = 1

1
x -  — 

v 2 у
ln x

n
2x

n
n

n

n

1

n sin xn

n
Л Л/ x

3

n
e
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13.27. Z
1

n ln(n)

= 1 l n n x
13.28. Z  ( - 1 ) n 5

13.29. Z  e
n =1

13.30. Z (-1 )
n + 1

n =1 n ln (1 + x )2

13.31. Z
n = 1

3 + -  
v n У

• 4
n
x

x
n

Берилген функционаллык катарлардын жыйнаклылык областын табын.

14.1. Z
n =1

14.3. Z
n =1

(n -  2 ) 3 (x + 3 )2n

(x -1 )  
n 9 n

2n + 3

2n

14.2.

14.4.

Z  ( - 1 ) n (x -  3) n 
nZ  1 (n + 1)5 n

Z  2n + 3 
h  1 (n + 1 ) 5 x 2n

14.5. Z  (-1 )
n =1

n- 1  (x -  2 ) 2 n .

2 n
14.6.

(x -  5) 2n +1

Z
n = 1 3n + 8

14.7. Z
n =1 3 n (x -  2 )'

14.8.
ж n ! Z  _ !  ;

1 x „ ’n =1

(x + 5)
14.9. Z

n = 1 4 n (2n -1 )

14.11. Z  (x -  2) n
n = 1 (3n + 1 )2  n

14.10.

14.12.

(x -  7) 2n -1

n = 1 (2n 2 -  5 n )4 '

Z  3n (x -  2) 
n = 2 (5n -  8 ) 3

3n

14.13. Z  (x + 5) n tg
n =1 3

14.14. Z  s i n — 2-----(x -  2 )n ;
n =1 n 2 + 1

14.15. Z
1

14.17. Z
n = 1

n = 1 n • 9 n (x -  1) 

(x + 2) n

2n

n

2 2 n n14.16. Z  3 n x
n =1

ж n 5
14.18. Z

n = 1 ( n + 1 ) !
(x  + 5) 2n +1

1
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14.19.

14.20.

14.21.

14.22.

14.23. 

14.25. 

14.27. 

14.29. 

14.31.

(3n -  2 )  (x  -  3 ) n .
2 r,n +1У

n = 1 (n + 1 ) 2 • 2  

(x -  5 )nzn = 1 (n + 4) l n (n + 4)

X 1 
I  ------------------ 1------------------

n = 2 (n + 2) ln (n + 2) (x - 3) 2n 

X 1 
у  -----------1---------- •

n ,5  2 n n 2 (x  + 2 ) n ’

2

(x -  4 ) n ,
У

1 n

“ д/n + 1 

n̂ 5  3 n (x + 3)'

” 3n + 5

n^ 1 (2n + 9 ) 5 (x + 2)2n

(x + 2 ) nУ
n =1

z
3 n (2n + 1 ) ’ 

(n + 1 ) 5 x 2 n
= 1 2 n + 1

14.24. I

14.26.

14.28.

14.30.

n

= 1 x

X 4 n (x  + 1 ) 2n
У

n =1 n

J  n 2 + 1

n =5

X
У

n =1

5 n (x + 4 )n 

n 2 (x -  3 ) n ;

(n4 + 1 ) 2 ’

n n

n
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5-§ . Функционаллык избе-излик ^эм катарлардыц 

тец елшеули жы инаклылыгы

Мейли базы бир

{ f n (х)}: f1 (х), Л М ,  ....., f n (х),  .....  (5.1)

функционаллык избе-излиги берилген болып, E  (е  с  R 1) онын 

жыйнаклылык областы, ал f  (х) функциясы бул избе-изликтин лимит 

функциясы болсын. Демек, {f n (х)} функционаллык избе-излик E  кепликтин 

хэр бир х0 (х0 е E ) точкасында, п — да да сэйкес f  (х0) ге умтылады:

l i m f n (х 0) = f  (х0 ) .
п — да

Избе-изликтин лимити аныкламасы бойынша бул темендегини анлатады:

V s  > 0 саны алыетанда хэм, сондай N0 = N ( s , х0) номери табылып, 

барлык кэлеген п > N0 номерлер ушын

\fn (х0 ) -  f (х0 ) | < s ,

бул жерде N0 натурал саны s  > 0 Fа хэм алынFан х0 точкаFа Fэрезли. 

1-м ы сал. Мына функционаллык избе-изликти карайык:

{fn (* ) } = 1 г ^ ^ } , ( 0  ^ х ^ 1) .[1 + Л + х J

Шешими. Бул функционаллык избе-изликтин лимит функциясы 

f  (х) = х болады:

п х
f  (х) = l im f n(х) = l im —-=------------ ^ = х

п — да п — да [ 1 , 1,  х Л --- + 1+—
v п п У

Аныклама бойынша V s > 0 (s < 1) кылып алыетанда хэм сондай 

N0 = N ( s ,х0) номери бар болады. Усы номерди темендеги тенсизликтен 

аныклаймыз:

fn (х0 ) -  f  (х0 )
пх0

-л--------------- х 0
1 + п + х0
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Элементар есаплаулар нэтийжесинде

N (1 + x 0 )
x
^ 0  - 1

V S У
+ 1

тен болады, бул жерде [ ] кауысы саннын пYтин белегин анлатады.

Демек, V n > N0 х,эм 0 < x0 < 1 точкасы ушын (5.2) тенсизлиги орынлы

болады, бул жерде N0 номери s  х,эм x0 точкаFа Fэрезли. Енди N0 деп

N0 = m a x  N0 =
0 < x0 < 1

2
s

+1

номерди алсак, онда Vn > N0 х,эм Vx е [0 ;1 ] ушын (5.2) тенсизлиги орынлы

болады. Бул N 0 номери барлык x  (0 < x  < 1) точкалар ушын улыума 

болып, берилген избе-изликтин ез лимит функциясына тен елшеули 

жыйнаклы екенлигин анлатады.

2-м ы сал. Мейли функционаллык избе-излиги берилген болсын:

r nx ]
{fn (x)} = 1 + n 2 x2

(0 < x < 1).

Шешими. Онын лимит функциясы: 

f  (x) = l im f n (x) = l im
nx

n — X 2 2n — x 1 + n x
= 0 .

Бул аныклама бойынша темендегини анлатады:

V s  > 0 санын кэлегенше кылып алып, сондай N0 = N (s , x0) номерди

f n (x0 ) -  f  (x0 ) 1 =
nx

1 + n x0
-  0

nx
<

1
< s

1 + n x, nx
(5.3)

элементар тенсизликтен табамыз. Ол

N  0 = N  (s , x0 )
1

s x n
+ 1 , (x0 Ф 0 ) (5.4)

деп алынса, онда Vn > N0 х,эм 0 < x0 < 1 точкасы ушын (5.3) тин орынлы 

екенлиги анык, бул жерде Vn е N  ушын f n (0) = f  (0) = 0 (тривиал жаFдай).
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Егер s 0 = — деп алсак, онда Vn e N  номери х,эм x0 = — точкалары
4 n

ушын

(1   ̂ ( 1Л 
fn -  -  f l

v n У v n У

1 1
= - >  s

1 ..2 2 '  “° ‘1 + - 1T ■ nn2

Демек, барлык x  (0 < x < 1) точкалар ушын улыума болFан х,эм (5.3) 

тенсизлиги орынлы болатуFын N 0 номери аныкланбаFан. Сонлыктан, 

берилген избе-излик тен елшеули жыйнаклы емес.

1-аны клама. Егер V s  > 0 альютанда да сондай EINs номери табылып, 

кэлеген Vn > N s номери х,эм кэлеген Vx e E  точкасы ушын

| f n (x) -  f  (x) |< s (5 .5)

тенсизлиги орынлы болса, онда {f n (x)} функционаллык избе-излиги E  

кеплигинде f  (x) лимит функциясына тец елшеули жыйнаклы деп аталады 

х,эм бул тастыйыклау

f n (x) ^  f  (xX Vx e E

символикалык керинисте белгиленеди.

1-салдар. Егер сондай n0 номери х,эм l i m a n = 0 болатуFын { an}

санлы избе-излиги табылып темендеги

Vn > n 0 , Vx e E  ^  \f n (x) -  f ( x ) | < an

тенсизлиги орынлы болса, онда f n (x) ^  f  (x), Vx e E .

Базы бир E  кеплигинде берилген {f n (x)} функционаллык избе- 

изликтин f (x ) лимит функциясына тен елшеули жыйнаклы болыуы эпиуайы 

геометриялык маFанаFа ийе, яFный V s  > 0 ушын сондай ns = n(s)  номери 

табылып кэлеген Vn > ns х,эм Vx e E  точкасы ушын | f n (x) -  f  (x) | < s  

тенсизлиги орынлы болады. Бул f n (x) функциялардын «графиклери» f  (x) 

лимит функциясынын графигин ез ишине алатуFын « s -жол» дан сыртка

шыгеып кетпеслигин анлатады, яFный
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f  (x) - s  < fn(x)  < f  (x)  + s , x  e E  

Демек, жетерли дэрежеде киши s  > 0 х,эм жетерли дэрежеде Yлкен 

п, п > ns лерде nYTK^ E  кепликте f  (x) функцияны f n (x) функциялардын 

мэнислери менен « s »  нан киши болFан кэтелик пенен жууыкластырыу 

мYмкин.

3-сызылма

3-м ы сал. f n (x) = x n , (0 < x < 1) функционаллык избе-излигинин 

лимит функциясы темендегише болады:

Г 0, 0 < x < 1
f  (x) = 1 i 1[ 1, x = 1.

Бирак, бул лимит функцияFа тен елшеули жыйнаклы болмайды, себеби

0 < s  < 1, 0 < x < 1 деп алсак, онда

| f n (x) -  f  (x) 1 = xn < S

тенсизлиги тек Vn > n (s,x ) = —  лерде Fана орынлы болады. Буннан
I nx

Ins
0 < s  < 1 да n (s,x ) = -------- >+ x, x д  1 -  0 болады. Демек, 0 < s  < 1 да x

I nx

езгериушисинин 0 < x < 1 ярым интервалдаFы барлык мэнислери х,эм 

Vn > n(s) лерде | f n (x) -  f  (x) | = x n < s  тенсизлиги дурыс болатуFын x 

езгериушисине Fэрезли болмаFан сондай nS = n(s) номери аныкланбаFан.
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Егер 0 < х < 1 кесиндини «киширек» 0 < х < 1 -  8 , 0 < 8 < 1 кесинди

менен алмастырсак, онда f n (х) = х п избе-излиги f  (х) = 0 лимит функцияFа 

тен елшеули жыйнаклы болады. Хдкыйкатында да, барлык 0 < х < 1 -  8 да

l ns
n(s  х) = ^  < n(s) =

l n x  ln (1 -  8 )

Vn > n(s) =
l ns

l n (1 -  8 )

болады. Сонда

Vx е [0 ,1  -  8 ] — I f n (x) -  f  (x) x n < s

ЯFHЫй

f n (x) = x n ф  0 , 0 < x < 1 -  8 .

Бул мысалдын анализине геометриялык жактан нэзер салып керемиз.

4-сызылма

Сызылмада f  (х) лимит функциянын графиги 0 < х < 1 ярым 

кесиндиден хэм координаталары (1,1) болFан жеккеленген точкадан ибарат. 

f  (х) лимит функциясынын графиги « s  -жолы» (0 < s  < 1) менен капланFан

болсын. f n (х) = х п функцияларынын хэр биринин графиги координата 

басынан етип, элбетте, базы бир х, 0 < х < 1 да усы « s  -жолы» нан ^̂ т̂ тгып 

кетеди, себеби олардын хэр биринин он ушлары (1,1) точкаFа умтылады.

Бул f n(х) = х п, п = 1,2,.... избе-изликтин 0 < х  < 1 кесиндиде тен елшеули 

жыйнаклы емес екенлигин билдиреди, яFный

f n (х) = х п Ф  0 , 0 < х < 1.
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a) f n(x) = - П+ 1г, E  = [ - U ] ^  f n(x) = }  + 12/ n дан f  (x) = 1 .

4-мысал. E  кепликте берилген {f n (x ) }  избе-излигинин f  ( x )  лимит

функциясын табын. Егер:

n + x

x I < 1 лер ушын

f n (x) -  f  (x)
n + 1

1 + x / n

n + x 2 2
1< —

n + x  n

буннан 1-салдар бойынша an = —, lim an = lim — = 0. Демек,
n n ^  ж n ^  ж n

f n (x) = -n+ 2 ^  1 x e [ -  1,11.
n + x

б) f n (x) = Дx 2 + ^  E  = ^  (E  = (-Ж, + ж)) ^  f  (x) =
V n

x

Темендеги тенсизликке кере

(i i 1 
I x  | + —г

v Vn У

2

мына бах,алаулар дурыс болады, яFный

0 < x 2 + -  -  Vx2 < x +
n

x =

Сонда 1-салдар бойынша an = lim an = 0 . Демек,

n

в) f n (x) = n s i n — , E  = [1, + ж ) . 
nx

1
Биз бул избе-изликтин лимит функциясы f  (x) = — ге тен екенлигин

x

алдын есаплап шыккан едик. Енди g( t ) = s i n t  функциясы ушын t0 = 0 

точка дегерегинде Тейлор формуласын

1 1

1
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g  (t) = g  (t0) + g '(to)(t - 10) +
1! 2 !

0Z(t - 10 ) 2 + .....+

+ _g n ^ ( t  - 10) n + -g (n:1)^ i> (t -  ,0 ) n -
n! (n +1)!

n = 1 болFанда колланамыз. Сонда

sin E 2 
s in t = t ------------ t .

2!

Буннан

1 t тл1
\sin t -  t < — , t e R .

1 2

ЖуумаFында x > 1 лерде

f n (x) -  f  (x) 1 = n
. 1 1

s i n -----------
nx nx

1

< n
1 1< —

2 (nx) n 

1
Нэтийжеде 1-салдарFа мууапык, an = —, lim an = lim — = 0. Демекn ’ ...... n

n n Д <» n Д <» n

n s i n —  ^  -1 , x e [1, + x ) . 
nx x

5.1-теорема. Базы бир E  кеплигинде берилген {f n (x)} функционаллык 

избе-излиги f  (x) лимит функциясына E  де тен елшеули жыйнаклы болыуы 

ушын

l i m sup j f n (x) -  f  (x) j = 0
n д  <x> x e E

шэрттин орынлы болыуы зэрYрли х,эм жеткиликли.

(5.6)

Дэлиллениуи. Егер a n = sup | f n (x) -  f  (x) | = 0 деп белгилеу киритсек,
x e E

онда (5.6) шэрти

V s > 0 , 3nS = n ( s ) : Vn > nS д  <jn < s 

екенлигин билдиреди.

Мейли f n (x) ^  f  (x), Vx e E  болсын, онда аныклама бойынша

(5.7)

S
V s > 0 , 3 ^ :  Vn > ^ ,  Vx e E  д  | fn (x) -  f  (x) |< -

2
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болады, буннан

s
ns = N s : Vn > N s — u n < — < s  .Ь Ь b rl 2

Енди керисин болжаймыз. (5.6) ямаса OFан тен кYшли болFан (5.7) 

шэртлердин биреуи орынлы болсын. Сонда Vx е E , Vn е N  лар ушын дурыс

болFан | f n (х) -  f  (х) | < (7п тенсизликтен темендеги жуумакка келемиз:

V s > 0 , 3ns : Vn > ns , Vx  е E  — | f n (x) -  f  (x) | < s  ,

ЯFHЫЙ

f n (x) Ф  f  (X), Vx е E  .

5 -м ы сал. Темендеги

f„  (x) = x n -  x n+1, E  = [0,1] 

избе-изликтин тен елшеули жыйнаклы екенлигин керсетин.

Шешими. Егер х е [0,1) болса, онда х п — 0, п — да екенлигинен 

f n (х) — 0, п — да Fы анык. х = 1 де f n (1) = 0 , буннан f  (1) = 0. Сонлыктан 

берилген избе-изликтин лимит функциясы

f  (х) = 0, х е [0,1].

Енди sup | f n (х) -  f  (х) | = sup | f n (x) | аныклау ушын f n (x)
x е E x е E

функциясынын экстремум мэнислерин табыу керек. Белгили алгоритм 

бойынша бул функциянын ен Yлкен мэнисин аныклаймыз.

f Л (х) = лхЛ-1 -  (л +1)х п = хл-1 (л -  х(п +1))= 0

тенлемеси [0, 1] кесиндиде бирден бир хп = Л коренге ийе. Сонда
п +1

f n (хп ) =
nn

V Л + 1 у

болады. Монотонлык аралыклары

f n(х) > 0, х е (0 , хл) хэм ^ (х) < 0, х е (х л,1).
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Буннан sup f n (x) = max f n (x) = f n (x n) < - , Vn e N . Сонлыктан
x e E x e E n

5.1-теоремаFа мууапык f n(x) = x n -  x n +1 ^  0, x e [0, 1] болады.

6-м ы сал. Мына

г / \ 2n x  -
f n (x) = i------a  > 4  E  = R1 + n ax

избе-изликти тен елшеули жыйнаклылыкка тексерин.

Шешими. Егер x  = 0 болса, онда Vn e N  де f n (0) = 0 болады, х,эм 

сонын ушын l im f n(0) = f  (0) = 0. Ал, егер x  ф 0 болса, онда

\f n (x ) |
2n 2 x

1 + n ax 2

2n x 2
< ----- = -—.— -r  ^  0, n ^  ж (a  > 4 ).

n ax \x\na

Демек, бул избе-изликтин лимит функциясы f  (x) = 0, x  e R 1.

Енди белгили тенсизликтен пайдаланамыз, яFный x ф 0 де

(1 -  na/2| x  | )2 > 0 ^  1 + n a x 2 > 2n a/2\x |.

Бул жерде тенсизлик тек бир жаFдайда |x| = n ~a/2 ге тен болFанда тенликке 

айланады. Бул тенсизликке кере темендеги бах,алаулар орынлы болады:

I | 2n2  x| 1
\f n (x) -  f ( x )  < _ a/2\ I = a /2 - 2 , (a  > 4, x Ф 0 ) .2n x n

Сонлыктан

SUP I f n (x) -  f ( x )  |= a / 2 - 2 ^  0, n a > 2
x e E n

ЖуумаFында 5.1-теорема тастыйыклауы бойынша

г / \ 2n x  -
f n(x) = i------^  0, x e R ,  a  > 41 + n ax

болады.

7-м ы сал. Темендеги функционаллык избе-изликти

{ f n (x )}= { n (V x + -/n -  J *  )} (0 < x < ж)
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} ■ г ( ч j ■ ( /— ~ Т /~  Г )  г  w x + 1/n / -  W*/ l i m f n(x) = l im n \ J  x + 1/ n -  Vx I = l im n 4 . = -----7 
n дх------- "\/x + 1/ n + Vx

караймыз. Бул избе-изликтин, лимит функциясын табамыз:

n дх n дх

1 1
= l im —j = -------- r- -  г

n д х  -yjx + 1 / n + V x 2 v x
( 0  < x < х ).

Демек, f  (x) =
1

2Vx
(0 < x < х ). Бул жаFдайда,

SuP \fn (x) -  f ( x )  1 =
0 < x < х

= sup
0 < x < х

n (V x  + 1 / n — Vx" |------ -j=
2  V x

= sup
0 < x < х

1 1

= sup

V x  +1/n + Vx 2Vx 

1д/x + 1 / n -  V x

0 < x < х 2 ~̂x (yfx + 1/n + V x) 0 < x < х 2 nVx (Vx + 1 /n + Vx j2

1
suP / -

0 < x < х 2 v x [ Jnx  + 1 + л/ nx
х

болып, берилген функционаллык избе-излик ушын 5.1-теорема шэртлери 

орынланбайды, яFный берилген функционаллык избе-излик ез лимит 

функциясына тен елшеули жыйнаклы болмайды.

5.2-теорема (избе-изликтиц тец олшеули жыйнаклы болыуыныц 

Коши критериясы). E  кепликте берилген {f n (x)} функционаллык 

избе-излиги усы кепликте тен елшеули жыйнаклы болыуы ушын темендеги 

Коши шэртинин орынлы болыуы

Ve > 0 3 N S : Vn > N s , Vp e N, Vx e E  д  | fn +p (x) -  fn (x) |< e (5.8)

зэрYрли х,эм жеткиликли.

Дэлиллениуи. ЗэрYрлиги. Мейли f n (x) ^  f  (x), Vx e E  болсын. 

Сонда избе-изликтин тен елшеули жыйнаклылык аныкламасы бойынша

Ve > 0 , 3 N e : Vk  > N e , Vx  e E  д  I f k (x) -  f ( x )  |< e/2 (5.9)
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Дара жаFдайда, егер п > N s болса, онда (5.9) тенсизлиги k = п хэм 

k = п + p , p  е N  мэнислери ушын орынлы болады, яFный

fn (х) -  f (х) |< s/ 2, f n+p (х) -  f  (х) < s/ 2 ,

буннан

f n+p (х) -  f n (х) = ( f n +p (х) -  f  (х) ) - ( f n (х) -  f  (х) ) <

< f n +p (х) -  f  (х) + | f n (х) -  f  (х) | < s/2 + s/2 = s .

Демек, (5.8) шэрт орынлы болады.

Ж еткиликлиги. Мейли хэр бир тайынлаетан х0 е E  точкада {f n (х0)} 

санлы избе-излиги (5.8) Коши шэртин канаатландырсын. Сонда санлы 

избе-изликлер ушын Коши критериясына кере

l i m f n (х0) (5.10)
п — да

лимити шекли болады. (5.10) лимиттин мэниси хэр бир тайынлаетан х0 е E  

точкада бар хэм шекли болыуынан бул кепликте {f n (х)} избе-изликтин 

лимит функциясы болатуFын базы бир f  (х) функциясы аныкланFан болады.

Енди (5.8) Коши шэртин темендегише кылып жазып аламыз:

V s > 0 3Ns : Vn > N s , Vp  е N, Vx е E  — | f n +p (x) -  f n(x)  |< s/2. (5.11)

Дэслеп (5.11) тенсизликте хэр бир тайынлаетан п > N s хэм 

тайынлаетан х е E  лерде p  — да да лимитке етемиз. Нэтийжеде,

lim f n + p(х) = f  (х)
p — да

екенлигин есапка алFан халда темендеги тенсизликке ийе боламыз: 

V s > 0 3Ns : Vn > N s , Vx  е E  — | f  (x) -  f n (x) |< s/2 < s .  

С о^ ы  шэртлер f n (x) Ф  f  (x), Vx е E  екенлигин анлатады.

Теорема толыFы менен дэлилленди.

1-салдар. Егер (5.8) Коши шэрти орынлы болмаса, яFный

3 s 0 > 0: Vk  е N  Зп > k 3p е N  3 х  е E : f n +p (~) -  f n (~) (5.12)
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онда {f n (х)} функционаллык избе-излиги E  кеплигинде тен, елшеули 

жыйнаклы болмайды.

8-м ы сал. Темендеги функционаллык избе-изликтин

ln nx
f n (х) = ^ = , E  = (0 ,1)

тен елшеули жыйнаклы емес екенлигин керсетемиз.

Шешими. Онын ушын Коши шэртинин орынлы емес екенлигин, яFный

(5.12) нин шэртлерин тексерип керемиз. Егер Vk  е N  ушын n = k ,

, ~ 1 1
p  = n = k , х,эм x = — = — деп алсак, онда

k n

(  1 1 (1 1 ln  2
f n + p (~ ) -  f n (~ ) — f 2n

vn У
-  f n

vn У
— -- -  ln  1

4 i

ln  2

~ ж
= s 0 •

Бул Коши шэртине кери болFан (5.12) нин барлык шэртлерин 

канаатландыратуFын параметрлердин бар екенлиги берилген избе-изликтин 

берилген интервалда тен елшеули жыйнаклы емес екенлигин анлатады.

2-аны клам а (функционаллык избе-изликтиц тец олшеули 

жыйнаклы болмауы). E  кепликте берилген {f n (х)} функционаллык 

избе-излигинин f (х) лимит функциясы бар болып (5.5) шэрти орынлы 

болмаса, яFный

3 s 0 > 0: Vk е N  3n  > k 3 ~ е E : | f n (~) -  f  (~) |> s 0, (5.13) 

онда {f n (х)} избе-излиги E  кеплигинде f  (х) ке тен елшеули жыйнаклы 

емес деп аталады.

9-м ы сал. f n (х) = х„ -  х 2n, E  = [0,1] избе-изликтин тен елшеули 

жыйнаклылыкка тексеремиз.

Шешими. Берилген избе-изликтин лимит функциясы f  (х) = 0, х е E . 

Енди (5.13) нин шэртлерин тексерип керемиз. Егер Vk е N  ушын n = k х,эм 

~ = 1/ V 2 деп алсак, онда Vn е N  лерде ~ е E  болып, буннан

f n (~) -  f  (~)
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Бул f n (х) Ф  f  (х), х е E  избе-изликтин берилген кесиндиде тен 

елшеули жыйнаклы емес екенлигин анлатады.

Избе-изликтин тен елшеули жыйнаклы болмау шэртлерин 5.1-теорема 

дан хэм пайдаланып келтирип етиу мYмкин.

2-салдар. Егер (5.6) шэрти орынлы болмаса, яFный

sup | f n(х) -  f  (х) | — 0, п — да, (5.14)
х е E

онда {f n (х)} функционаллык избе-излиги E  кеплигинде f (х) лимит 

функцияFа тен елшеули жыйнаклы болмайды.

10 -м ы сал . f n (х) = п 2х 2е~пх, E  = (0, 2) избе-изликтин тен елшеули 

жыйнаклылыкка тексеремиз.

Шешими. Берилген избе-излик ушын (5.14) шэрт орынлы болады. 

Хдкыйкатында да, дэслеп онын лимит функциясын табамыз:

Л 2 х 2
f (х) = lim  = 0, E  = (0 ,2 ) .

п — да e

Темендеги тенлеме

f Л(х) = п 2х е - пх(2 -  хп) = 0 

(0, 2) интервалFа тийисли болFан жалFыз хп = 2/Л коренге ийе болып, ал 

монотонлык аралыклары

f n(х) > 0, х е (0 , хл) хэм ^ (х) < 0, х е (х л,2 ) .

Буннан

4

х е (0, 2) e

Сонлыктан f n (х) = п 2х 2е_пх Ф  f  (х) = 0, E  = (0, 2) болады.

Функционаллык катарлардыц тец елшеули 

жыйнаклы болыу критериялары

SUP \f n (х) -  f  (х) | = f n (хп ) —  0, Л — да .

Мейли ип (х), п е N  функциялары E  кепликте аныклаетан хэм
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Sn(х) = I  Uk(х) (5.15)
k = 1

болсын.

3-аны клам а. Егер E  кепликте аныклаетан сондай S  (х) функциясы 

бар болып

S n(х) ^  S (х), х е E  (5.16)

болса, онда

ж
I  u„(х) (5.17)
n = 1

функционаллык катары E  кепликте тец елшеули жыйнаклы деп аталады.

(5.16) тен, елшеули жыйнаклылык аныкламасын темендегише кылып 

х,эм келтирип етиу mym^ ^

Ve > 0 3Ne : Vn > N s , Vx е E  ^  | Sn (х) -  S (x) |< e . (5.18)

ж
ЕгеР rn (х) = S  (х) -  S n (х) = I  Uk (х) деп (5.17) катардын n -  ши

k =n +1

калдыFын белгилесек, онда (5.16) шэрти темендеги керинисте

rn (х) ^  0, х е E ,

болады, яFный

Ve > 0 3Ne : Vn > N e , Vx  е E  ^  | гп(х) |< e . (5.19)

5.1-теоремаFа мууапык (5.17) катардын E  кепликте тен елшеули 

жыйнаклы болыуы ушын

sup | rn(х) | ^  0, n ^  ж (5.20)
х е E

шэрттин орынланыуы зэрYрли х,эм жеткиликли болады.

Егер (5.17) функционаллык катар E  кепликте жыйнаклы, бирак

(5.19) ямаса OFан тен ^ш ли  (5.20) шэртлердин биреуи орынланбаса, онда 

(5.17) катар E  кепликте тен елшеули жыйнаклы болмайды деп айтылады. 

Демек, егер

3 e 0 > 0: Vk  е N  3n > k 3 ~ е E : | rn(~ ) |> e0 , (5.21)
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ямаса

sup | rn ( x )  I —  0, n  —  да (5 .2 2 )
х е E

болса, онда (5.17) катар E  кепликте тен елшеули жыйнаклы болмайды.

5.3-теорема (Коши критериясы). (5.17) катар E  кепликте тен 

елшеули жыйнаклы болыуы ушын темендеги Коши шэртинин орынлы 

болыуы

V s > 0 3NS : Vn > N e , Vp е N, Vx е E  —
n + p
Z  uk(x)

k = n + 1
< S (5.23)

зэрYрли хэм жеткиликли.

1-салдар. Егер (5.23) Коши шэрти орынлы болмаса, яFный

3 s 0 > 0: Vm е N  Зп > m 3p е N  3 х е E :
п + p
Z  uk(х)

k = п + 1
> S0, (5.24)

онда (5.17) функционаллык катар E  кеплигинде тен елшеули жыйнаклы 

болмайды.

Дара жаFдайда, егер

3 s 0 > 0: V л0 е N, Зл > л0 3 хп е E : |un (xn )| > s 0, (5.25)

онда (5.17) функционаллык катар E  кеплигинде тен елшеули жыйнаклы 

болмайды.

да
11 -м ы сал . Темендеги Z  ип (х) функционаллык катарларды берилген

п = 1

кепликлерде тен елшеули жыйнаклылыкка тексерин. Егер:

а) un (х) = х п -1, E 1 = (-q , q ) ,  бул жерде 0 < q < 1, E 2 = (-1 ,1 ) ;

б) un(х) =
(-1 )л 

л/п + х
E  = [0, + да).

Шешими. а) бул жаFдайда геометриялык прогрессиянын косындысын

есаплау формуласы бойынша ^л (х)
1 -  х п 
1 - х

S  (х)
1

1 - х
, Vx е E 1, E 2 .

Енди Vx е E 1 ушын темендеги тенсизлик
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rn (x)
x

1 — x
<

x

1 — x

дурыс болFанлыктан (5.20) шэрт орынлы болады, яFный

I , , q
SUP Irn (x ) | <"-----
x е Ej 1 q

— 0, n — ж

Демек, катар E 1 кеплигинде тен елшеули жыйнаклы.

Берилген функционаллык катар E 2 кеплигинде тен елшеули жыйнаклы

болмайды, себеби V n е N  ушын сондай 3 ~ е E 2, ~ = 1 -  — бар болып бул
n

точкаларда жокарыдаFы (5.22) шэрт дурыс болады:

sup | rn (х) I -— 0, n — ж
х е E.2

ЯFHЫй

rn (х  ) = n

б) Vx > 0 мэнислеринде

1 n
1 - ­

V n у

1

— +ж, n — ж

n = 1,2,..... избе-излиги монотон
л/ n  + х

кемип нолге умтылады, сонлыктан белгиси алмасып келиуши санлы 

катарлардын жышнаклышы^ы1 x,аккындаFы Лейбниц белгиси бойынша

(-1 )n
I  Un (х) = I
n = 1 n + х

х е [0, + ж)

катары E  = [0, + ж) кеплигинде жыйнаклы болады. Бундай катардын белгили 

кэсийетине кере

rn (х) |< Un +1(х)
1 < 1

л]n + 1 + х  Vn + 1 

тенсизлиги дурыс болFанлыктан (5.20) шэрт орынлы, яFный

1
SUP Irn (х )| < ^ = г  

хе[ 0, +ж) Л/ n + 1
— 0, n — ж .

Демек, катар E  = [0, + ж) кеплигинде тен елшеули жыйнаклы.

104 -

n



12-мы сал. Мына

х
Z

1
(0 < x  < + х )

n = 1 (x  + n)( x + n + 1)

функционаллык катарды караймыз.

Шешими. Бул катардын дара косындысы

1 1 1
Sn(x ) = +

(x  + 1)( x  + 2) (x  + 2)( x  + 3)
+ .....+

(x + n)(x + n + 1)

Г_ J ___________

у x  +1 x  + 2 у у
1

x  + 2 x  + 3 у 

болып, онык косындысы

+ +
1 1

x + n x  + n + 1
1 1

x +1 x + n + 1

S (x) = lim S n(x) = lim
n д  х n д  х x +1 x + n +1 x  +1

Енди берилген катарды тен елшеули жыйнаклылыкка аныклама 

бойынша тексерип керемиз, яFный Ve > 0 саны альютанда сондай

n0 = 1  -  (1 + x) 
e

+1 номери табылып барлык n > n0 номерлер ушын

Sn (x) -  S  (x) 1 =
1 1 1

x +1 x + n +1 x + 1
1

x +1 + n
< e (5.26)

тенсизлиги орынлы болады. Бунда n0 номери e  > 0 х,эм x (0 < x < + х ) 

точкаFа Fэрезли. Бирак, егер n0 деп

*n0 = m a x

l
(- + x)

I

+1 = 1  - 1^0 < x < +х e  _ e  _
+1

керинисте алынса, онда n > n0 болFан n де жокарыдаFы (5.26) тенсизлиги 

дурыс болады. Демек, берилген функционаллык катар ушын аныкламадаFы

n номери барлык x  (0 < x  < + х ) точкалар ушын улыума болады, яFный

х ка Fэрезли болмайды. Бул, функционаллык катардын берилген аралыкта 

тен елшеули жыйнаклы екенлигин анлатады.

13-мы сал. Темендеги

1 1 1
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Z
х

1 [(n - 1 ) x  + 1](nx + 1)
(0 < x  < +да)

функционаллык катарды караймыз.

Шешими. Бул катардын дара косындысы

Sn(х ) =

1 -

х
+

х
+ .....+

х
1 • (х +1) (х + 1)(2 х +1) [(л -1 )  х + 1](лх +1)

х  + 1
+

1 1
х  +1 2 х  +1

+ .....+
1 1

(л - 1 ) х +1 пх + 1
= 1 -

1

пх + 1

болып, онын косындысы

S (х) = lim Sn(х) = lim
п — да п — да

1
1

пх + 1
1 (0 < х < да).

Л0 =

Аныклама бойынша V s  > 0 кылып алыютанда да сондай номери 

х ф 0 бар болып, барлык п > л0 ушын
х S

Sn (х) -  S  (х) 1 = 1 -
1

пх + 1
- 1

1 < 1
пх +1 (л0 +1) х + 1

<  S

болады. Бул жерде хэм л0 номери s  > 0 хэм х (0 < х < +да) точкасына 

Fэрезли. Бул номерди барлык х  (0 < х < +да) точкалар ушын улыума кылып

танлай алмаймыз, себеби л0 =
х S

дин (0, + да) аралыкта х

езгериушиси бойынша максимумы аныкланбаFан.

Баскаша кылып тYCиндиргенде, кэлеген Vn е N  ушын сондай 3 s 0 > 0

г 1  ̂ 1саны бар болып шексиз кеп х = — е (0, + да) точкаларда темендегиS0 = -2 n

Sn (1/ п ) - S  (1/ п ) h - 1 ^  = 2  >
Л • - + 1 2

n

тенсизлик дурыс болады. Бул берилген катардын керсетилген аралыкта тен 

елшеули жыйнаклы емес екенлигин анлатады.

1
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Енди берилген катардын E 1 = (8, + ж), 8  > 0 кеплигинде тен елшеули 

жыйнаклы болатуFынлыFын керсетемиз. Х,акыйкатында да, бул жаFдайда

| rn(x )| = 1 S n(x) -  S (x) \ = Т - ^  < Г ^ Т  — 0, n — ж ,1 + n x  1 + nS

яFный (5.19) шэрт орынлы болады.

14 -м ы сал . Темендеги I  un (х) функционаллык катарларды берилген
n=1

кепликлерде тен елшеули жыйнаклы емес екенлигин керсетин. Егер:
22 n

n -----
а) un (х) = -----e х , E  = (0, + ж)

х

n
б) u„ (х) = ^— Г Г1 + n х \

х
-  , E  = (0 ,1 ); 
n

s i n n x   ̂ г„ ~ л „в) un (х) = ---------- , E  = [0, 2к], 0 < а  < 1.
n a

Шешими. а) V n е N  ушын сондай шексиз кеп сандаFы 

х„ = n 2 е (0, + ж) точкалары х,эм е0 = 1/3 саны бар болып

Iun (xn ) | = e _1 > e0

(5.25) шэрт дурыс болады. Бул берилген катардын E  кеплигинде тен 

елшеули жыйнаклы емес екенлигин анлатады.

б) дэслеп биринши эжайып лимитти келтирип шыFарыУда 

KOлланылатуFын темендеги тенсизликтен пайдаланамыз:

tgx  > х , 0 < х < к  12.

Сонда бул мысалда х,эм V n е N  ушын сондай шексиз кеп сандаFы

xn = 1  е (0,1) точкалары х,эм е0 = 1/2 саны 
n

I / \i n 1 1
\un(х „ ) ^  > ~2 n 2

табылады. Демек, берилген катар E  кеплигинде тен елшеули жыйнаклы 

емес екен.
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в) дэслеп бул мысалда V n e N  ушын xn = —  - —  e [0, 2—] точкалары
4(n +1)

ушын темендеги бах,алаулар дурыс болады.

Мейли n +1 < k < 2n болсын, онда

(n + 1 )----- ——  < k x n < 2 n ----- —— ,
4(n +1) n 4(n +1)

— — 2n —
-  < k x n < ----------- < - .
4 n 4 n +1 2

— 1
Сонын ушын sin  k x n > sin  — = ^J^ , буннан 0 < a  < 1 лерде

s i n k x  1 1 1 2и 1 1 1 1
У  ----------n > ^ =  У  -----  > ^ =  / — > ~i= n —  = — 1=  > e0,

k =7+1 k a V2 k =7+1 k a 4 2  k =7+1 k 4 2  2n 2 4 2  0

бах,алауы дурыс. Демек, (5.24) шэрт орынлы болып, берилген катар 

E  = [0, 2—] кеплигинде тен елшеули жыйнаклы болмайды.

х x n
15-мы сал. Аныкламасы бойынша. у  ( - 1 ) n----------  функционаллык

n = 1 7n -1 1

катарлардын [0;1] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы екенлигин дэлиллен. 

n -  нин кандай мэнислеринде Vx e [0; 1] да катардын калдык аFзасы абсолют 

шамасы бойынша 0,1 ден Yлкен болмайды?

х x n
Шешими. Егер катардын косындысын S  (x) = у  ( - 1 ) n^ ^ T ,

n = 1 7n -1 1

n x k
ал онын n -  ши дара косындысын S n (x) = у  (-1 ) ----------  деп белгилеп

k = 1 7 k -1 1

алсак, онда

. k
S  (x) -  Sn (x) = rn (x)

Y

у  ( - 1) k x
k = n + 1 7 k -1 1

х x k
Бунда у  (-1 ) ----------  белгиси алмасып келиуши катар болыуынан

k = n +1 7 k -  11
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онын косындысы абсолют шамасы бойынша езинин 1-ши аFзасынан Yлкен 

болмайды, яFный

к х
Z  (-1 ) 7 к 11к = п +1 7 k -  11

<
х

I п +1
1

—---!-----  <
7 п -  4 7 п -  4

Vx е [0; 1].

К^атардын тен елшеули жыйнаклылы^ы аныкламасы бойынша.

1 1
S (х) -  Sn (х) < -------7 < S — ns = n(s) > -7 п -  4 7 VS У

Демек, мэселенин шэрти бойынша s  = 0,1. Сонда n(s) > 1 - 1  + 4 
0,1

= 2

Буннан V п > 3 ушын rn (х) < 0,1

0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалар

Аныкламасы бойынша темендеги функционаллык катарлардын 

[0,1] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы екенлигин дэлиллен. п -  нин кандай 

мэнислеринде Vx е [0,1] да катардын калдык аFзасы абсолют шамасы 

бойынша 0,1 ден Yлкен болмайды?

15.1. Z  (-1 )Z-i
Л = 1

х
7л -1 1

х

15.3.

15.5.

Z  ( -1 ) '
Л = 1

Z  ( -1 ) '
п = 1

х
4л -  6

х
4n -  5

15.4. Z  ( -1 ) '
п = 1

х

да ~л
n

15.6. Z  ( -1 )  5
п = 1 5л -  9

15.7. Z  ( -1 ) '
п = 1

х
3n -  4

15.8. Z  ( -1 )
х

п = 1 М Л  -  2

Y
15.9. Z  ( - 1 ) n^ r 7 ;

п = 1 6л -  11
15.10. Z  ( -1 ) '

п = 1

х

VЛ3 -  7 ’

n

n
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„ , г/ч

i ~  ug l~u 
— — „ ( ! - )  3  Ж  91

„ , г/ч

c A- M 17 l = "•—— „(Т-) 3 61
„ , Г/Ч

01- « 9  ,Дт-) 3 '8ГЯ
. x

8 -  Щ , л 1 = и,(!-) 3 LV9X. х

L ~ Щ  i = u
,(!-) 3 ’9V91.x

Z l - Щ  l = uXl-) 3 9V9X.x

c - U 7  l ~u
,(!-) 3 PV9X,x

X 7 - M K  1 = 4

— j £  Л х - )  3 егя.X

8 - щ  i = «
,(!-) 3 T V  91.x

0 1 - “ L , * = "Xl-) 3 ’ I V 91.x



6-§ . Функционаллык катарлардыц тец олшеули жыйнаклы 

болыуыныц Вейерштрасс, Дирихле ^эм Абель белгилери

6.1-теорема (Вейерштрасс белгиси). Егер мына

X
У  un(x) = u1(x) + u2(x) + .....+ un(x) + ...... (6.1)
n = 1

функционаллык катардын, х,эр бир aF3acbi E  {e  с  R 1) кепликте 

Vn > n0, Vx e E  лар ушын темендеги

| un (x) И  an (6 .2)

тенсизликти канаатландырса х,эм

X
У  an = a1 + a2 + .....+ an + ...... (6 .3)
n = 1

санлы катары жыйнаклы болса, онда (6.1) функционаллык катар E  кепликте 

тен елшеули х,эм абсолют жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Теорема шэрти бойынша (6.3) санлы (он) катар 

жыйнаклы болса, онда

n + p
V s  > 0 3N S = N (s ): Vn > N s , Vp  e N  д  У  ak < s  (6.4)

k = n + 1

болады. Енди (6.2) шэртке тийкарланып Vn > n0, Vp e N  х,эм Vx e E  лар 

ушын

n + p
У  uk(x)

k =n +1

n + p n + p
^ У  I uk(x) И  У  ak (6 .5)

k =n +1 k =n +1

тенсизлиги дурыс болады. (6.4) х,эм (6.5) ден (6.1) функционаллык катар 

ушын Коши шэрти орынлы екенлиги келип шь^ады, буннан (6.1) катардын 

E  кеплигинде тен елшеули х,эм абсолют жыйнаклы болыуы келип шы^ады.

X
1-нэтийже. Егер an = sup | un (x) | дан дYЗилген катар У  an санлы (он)

xeE n=1

катар жыйнаклы болса, онда У  un (x) функционаллык катар E  кеплигинде
n = 1
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тен елшеули х э м  аб со л ю т  жыйнаклы болады.

1-м ы сал. Вейерштрасс белгиси темендеги Z  ип (х) функционаллык
п = 1

катарларды берилген кепликлерде тен елшеули жыйнаклы екенлигин 

керсетин. Егер:

ч / ч пх х  г  г , ,1а) Un (х) = —------2 a r c t g — , E  = [- 1 ,1 ] ;
п + х п

б) ип (х) = ln
\

х 
1 + — 3г =  V Л 3  Л + 1 У

E  = [0, 3];

1
s i n -----c o s  пх

в) Un(х) = л Л / ----- ^ , E  = [1, + да);4 + ln (п +1)х

г) Un (х) = Лх5 2 , E  = [0, + да).
1 + п х

Шешими. а) егер [х1, х2] кесиндиде arctg х  функциясы ушын орта 

мэнис хаккындаFы Лагранж теоремасын коллансак, онда

1
arctg х2 -  a rc tg х1 = -------- (х2 -  х1) .

1 + £

I I I х2 -  х1 I , | 1
Буннан arctg  х2 -  a rc tg х1 = J ------- т—1 < х2 -  х1 , себеби 0 < ------- -< 1.

1 + 1 +

Енди х2 = t, х1 = 0 деп алсак, онда | arctg  ^ < |t |, Vt е R 1. Бизин

жаFдайымызда |х| < 1 хэм п 2 + х 2 > п 2 екенлигинен темендеги бахалаулар 

дурыс болады:

, I пх
Un(х) < 2 2  п + х

x2 1
< ------------<2 2 2 п + х п

д а 1
Сонда мажарант Z —  < да он катары жыйнаклы екенлигинен

п = 1 п

берилген функционаллык катар Вейерштрасс белгиси бойынша абсолют хэм 

тен елшеули жыйнаклы болады.
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б) бул мысалда х,эм Лагранж теоремасынан келип шыFатуFын 

нэтийжеден пайдаланамыз, яFный егер [ 0, x], x  > 0 кесиндиде 

f  (x) = ln (1 + x) функциясы ушын аталFан теореманы коллансак, онда

ln  (1 + x) = —1— x .
1 + 4

Буннан 0 < 4  < x лерде ln  (1 + x) < x болады, бул жерде x > 0.

Енди жокарыдаFы тенсизликке кере темендеги бах,алаулар дурыс 

болады:

un( x ) l ------- ^ 7 2 , x e [ 0 , 3 ] .n V n +1 n

X 1
Нэтийжеде мажарант У  — ^  улыумаласкан гармоникалык катардын

n = 1 n

жыйнаклы екенлигинен берилген функционаллык катар Вейерштрасс 

белгиси бойынша абсолют х,эм тен елшеули жыйнаклы болады.

в) бул мысалда дэслеп берилген тригонометриялык функциялар 

ушын белгили бах,алаулардан пайдаланамыз, яFный |s/n 11 - 111, | c os  11 -1 ,

V t e R 1, ал x > 1 ларда

1 1
un (x) ------------ 2-----------  --------- 2----------.n x  • ln (n +1)x n l n  (n + 1)

X 1
Нэтийжеде мажарант У  ------- 2---------- катары жыйнаклыктын

n = 1 n l n  (n + 1)

интеграллык белгиси бойынша жыйнаклы болады, буннан берилген катар 

х,эм абсолют х,эм тен елшеули жыйнаклы болады.

г) un (x) = — ПХ 2 функцияны [ 0, + х )  аралыкта экстремумFа
1 + n x

_5 7 2
тексеремиз. un (x) функция бирден бир x = n стационарлык точкаFа 

ийе. Бул стационарлык точкада

<  (n - 5/2) < 0
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_5 / 2
болады. Демек, un (х) функциясы х = п -5/2 е [0, + да) точкада максимумге

_5/2 1 _3/2
ериседи. Онын максимум мэниси ип (п ) = — п ге тен. Демек,

0 < х < +да де

1
sUP \un(х) < V ^ T 2 .хеЕ 2Л3/2

д а 1
Мажаранта Z  — j j j  < да екенлигинен берилген катар Вейерштрасс

п = 1 п

белгиси бойынша. [ 0, + да) аралыкта абсолют хэм тен елшеули жыйнаклы 

болады.

6.2-теорема (Дирихле белгиси). Темендеги функционаллык катары

да
Z  ak(х) bk(хК х е E  (6 .6)
к = 1

берилген болсын. Егер:

n
а) {Bn (x )}, Вп (х) = Z  bk ( х ) дара косындылар избе-излиги E

k = 1

кеплигинде тен елшеули чегаралаетан, яFный

3 M  > 0 : V х е E,  V n е N  — |Bn(х)| < M ; (6.7)

б) {an (х)} функционаллык избе-излиги E  кеплигинде монотон 

кемиуши, яFный

Vn е N  Vx  е Е  — an+1(х) < an (х) (6.8)

хэм нолге тен елшеули жыйнаклы

an (х) ф  0, Vx е E  (6.9)

болса, онда (6.6) катары E  кепликте тен елшеули жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Теореманы дэлиллеу ушын белеклеп интеграллау 

формуласынын дискрет аналогы -  Абел тYрлендириуинен пайдаланамыз. 

Онын ушын темендеги белгилеулерди киритемиз:

Bn (х) = t \  (х ), (6.10)
к = 1

- 114 -



n+ p
*  = У  ak (x) bk (x ) , n e N , p  e N , x e E

k=n+1
( 11)

Енди bk (x) = Bk (x) _  Bk_1 (x), k > 1 екенлигин есапка а^ан  х,алда *  ны 

темендегише кылып тYрлендиремиз:
n+ p n+ p

*  = У  ak(x) Bk(x) _  У  ak(x) Bk_1(x ) .
k=n+1 k=n+1

Бунда

n+p
У  ak(x) Bk_1(x) =

k = n +1

k _  1 = m 

k = m +1

n + p _1 n + p _1
= У  a m+1 (x) Bm (x) = У  a k+1(x) Bk (x) =

m = n k = n
n + p _1

= У  a k +1(x) Bk (x) _  a n+1(x) Bn (x ).
k = n+1

Сонын ушын
n + p _1 n + p _1

*  = a n + p (x) B n + p (x) + У  ak (x) Bk (x) _  У  a k +1(x) Bk (x) _  a n +1(x) Bn (x) =
k = n +1 k = n+1

n + p _1
= a n + p (x) B n + p (x) _  a n+1(x) Bn (x) + У  (ak (x) _  a k+1(x)) Bk (x) (6.12)

k=n+1

Теорема шэртиндеги (6.7) х,эм (6.8) тенсизликлерден темендеги 

бах,алаулар дурыс болады:

*
n+p_1

< М  { a n+p (x) + a n+1(x) ) + M  У  (ak(x) _  a k+1(x ) ) .
k=n+1

Бунда темендеги бах,алауды итибарFа алсак
n + p _1

У  (ak (x) _  a k +1 (x)) = a n +1 (x) _  a n + p (x) -  I a n +1(x) I +| a n+p (x)
k=n+1

+ a n +1(x ) l) (6.13)

онда

*1 -  2M  {| a n+p (x)

тенсизлиги Vn e N , Vp  e N  х,эм Vx e E  лар ушын орынлы болады. 

Теорема шэртиндеги an (x) ^  0, Vx e E  ни тен елшеули жыйнаклылык 

аныкламасы бойынша жазып шыксак, онда
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I I F
V s  > 0 3Nf = N  ( f ) :  Vk > N F, Vx  е E  — \ak < -----  (6.14)f w  ^  k \ 4m  v у

болады. Нэтийжеде (6.7),(6.13) хэм (6.14) ден Vn > N s , Vp  е N , Vx е E  

ушын

n + p
Z  ak(x) bk(x)

k=n+1
< F

ийе боламыз. Бул Коши критериясы бойынша берилген (6.6) функционаллык 

катары E  кеплигинде тен елшеули жыйнаклы болатуFынлыFын анлатады. 

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

да s i n n x
2-м ы сал. Параметр а  > 0 мэнислеринде Z  ----------  функционаллык

, „ ап = 1 п

катардын E  = [8, 2 т  -  8] кеплигинде тен елшеули жыйнаклы екенлигин 

керсетин, бул жерде 0 < 8  < 2 т  -  8  < 2 т .

да s i n n x
Шешими. Егер а  > 1 болса, онда Z  ----------  катары Вейерштрасс

„ а  п = 1 п

белгиси бойынша пYткил сан кешеринде ( (-да, + да)) абсолют хэм тен 

елшеули жыйнаклы болады, себеби бул жаFдайда | sin  х  |< 1, ал

д а 1
Z  ----- , а  > 1 улыумаласкан гармоникалык катары жыйнаклы болады.
п = 1 п

{ ап I  ап = — сЕнди параметрдин мэнислери 0 < а <  1 болсын, онда { an }, ап
п а

избе-излиги 6.2-теореманын (Дирихле белгиси) (6.8), (6.9) шэртлерин 

толык канаатландырады, ал

п +1 п
п s i n ------ х • s i n —x

2 2Bn( х ) = Z  s i n k x = -------- --------------— , х ф тт, m е Z
k=1 sin  х

2

косындысы Vx е E  = [8, 2 т  -  8] кеплигинде шегарала^ан болады, яFный

- 116 -



. 8  
sin  —

2

ЖуумаFында берилген катардын Дирихле белгиси (6.2-теорема) 

бойынша E  кеплигинде тен елшеули жыйнаклы екенлиги келип шы^ады.

Ескертиу. А лды^ы параграфта биз а  параметрдин 0 < а  - 1  де

У  ----------  функционаллык катардын E  = [0, 2^] кеплигинде тен елшеули
n = 1 n

жыйнаклы емес екенлигин керсеткен едик.

X
6.3-теорема (Абел белгиси). Мейли У  ak {x) bk {x), x e E  катары

k=1

берилген болсын. Егер:

а) темендеги катар E  кепликте тен елшеули жыйнаклы

X
У  bk (x), x e E ; (6.15)
k=1

б) { an (x )} избе-излиги x  e E  кепликте монотон кемиуши

Vn e N  Vх  e Е  д  an+1(x) -  an (x) (6.16)

х,эм тен елшеули шегарала^ан, яFный

З М  > 0 : Vn e N  Vx  e E  д  | an (x)| -  M  (6.17)

болса, онда берилген катар E  кепликте тен елшеули жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Берилген катар ушын Коши критериясы шэртлери 

орынлы екенлигин керсетемиз. Дэслеп темендеги белгилеуди

B j n)(x) = ТУ bk(x)
k = n +1

киритемиз. Теорема шэрти бойынша (6.15) катар E  кеплигинде тен елшеули 

жыйнаклы болFанлыктан Коши шэртин канаатландырады, яFный

)(п)( ' sV s  > 0, 3ns = n(s): Vn > ns , Vj  e N , Vx e E  д  B ( (x) <
3M

(6.12) Абел алмастырыуына кере темендеги косындыны тYрлендиремиз:

- 117 -



п+p
G = Z  ak (x) bk (x) =

k = n +1

k -  Л = J
k = n + j = Z  a n + j (x )  bn + j (x ) ,

j = 1

bn+j (x) = 5  jn)( x) -  5  j-)(  x), 

бул жерде j  = 1,2,...,p , 5 ((n)(x) = 0 . Буннан

G = Z  an + j (x)( 5  (Л) (x) -  5  M (x)) = Z  On + j (x) 5  (Л) (x) -  Z  On + j (x) 5  M (x) =(*)
j = 1

p
Z
j = 1
Z  an + j (x) 5 J”1(x) =

p-1
Z

j = 0

J-IV-// ^  ~'n + jV / J 
k = 1

Aj  - 1  = m ̂  p-1 

 ̂j  = m +1

p-1

j = 1

= Z  an+m+1(x) 5 m ) (x) =
m = 0

Z  an+j+1(x) 5 ^̂Л)(x) = Z  an + j +1(x) 5 jn)(x) + an +1(x) 5 0Л)(х)
j = 1

p-1
Z  an + j +1(x) 5 (Л)(x),

p-1
(*) = 5  pn)(x) an + p (x) + Z  an + j  (x) 5 ^̂n)(x) - Z  an +j+1(x) 5(n)(x) =

j  = 1

j = 1 
p-1

j = 1

5 pn)(x) an + p (x) + Z  (an + j (x) -  an + j+1(x ))5  (n)(x).
p-1

n+ p
j = 1

n+ j *n + j +Г
(n)

Енди (6.16), (6.17) хэм (6.18) шэртлерден

Z  an + J (x) bn + J (x)
J = 1

F p-1 F
< 3 M  Z  (an + J (x) -  an + J+1(x)) ^ ^ 7  an + p (x)3M

F
3M ( an +1(х ) - an + p (x) + 1 an + p (x ) l) ( 2 I an+p (x^ + 1 an +1 (x ) l)3M

< s,

яFный берилген катар ушын E  кеплигинде Коши критериясынын барлык 

шэртлери орынлы болады:

V s > 0, 3nF = n (s): Vn > nF, Vp  е N , Vx е E  — 

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

n+ p
Z  ak(x) bk(x)

k = n+1
< F .
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0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалыр

Берилген функционаллык катарлардын мажарантасын табын х,эм олардын 

керсетилген кесиндилерде тен елшеули жыйнаклы екенлигин дэлиллен.

16.1. у
л/x +1 c o s  (nx)

n = 0 Ц n 5 + 1
x e [ 0 ;2  ];

16.2.
x Yn

м ЛИ n = 1 n 2
x e 3 . 3

2 ; 2

16.3. у
X x n

x e
= 1 n

[ -  2 ; 2 ];

16.4. У
n

= 1 n + 1
(  x Л

n
'  3 3 "

— , x e ----- • —
4 2 У _ 2 ’ 2 _

16.5. У  x'
n =1

x e
1 ; 1
2 ; 2

X 1
16.6. у  — r ( x _ 3 ) ” , x e [_  1; 6 ] ;

n = 1 n 5 n

16.7.

16.8.

X (x _ 3 ) n
'S' (_1) n V /_____

n = 0 (2n +1) Vn + 1
x e [2;  4] ;

X 1
16.9. У  —  ( x _  1)2n, x e [_  1; 3 ] ;

n =1 n 9 n

X n! г и
16.10. У  — ( x + 3 ) n, x e[_ 5; _  1 ];

n = 1 n n

(x  _  2) 2 n
16.11. у  (_1 ) n-  2

n = 1 (n + 1) In ( n + 1)
x e [1; 3 ] ;

16. 12.  у
X x n

= 1 n!
x e [_  3;  3 ];
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16.13.

16.14.

16.15.

16.16.

16.17.

16.18. 

16.20. 

16.19. 

16.21. 

16.22.

16.23.

16.24.

16.25.

16.26.

да 2 п - 1 х 2 п - 1
Z

п = 1 (4л -  3)'

да х п - 1' Л
п = 1 п 3 п l n n

х е
1 1

х е

V 2 ’ л/2 

[ - 2 ;  2] ;

1

П = 1 п 2 4 п
(х + 5 ) 2л 1, х е [ - 7 ;  - 3 ] ;

п = 1

( х + 2) '

n

( -1 )  п - 1 х л 
n

х е [ -  3; - 1 ];

х е

п = 0 2n + 1

1 ,  1  
2 ; 2

1  1  
2 ; 2

( х + 5 )'

= 1 п
, х е [ - 6;  - 4 ] ;

Z  (-1 )
Л = 1

п - 1 (х -  2)
2n

х е
n

!•  5  
2 ’ 2

^  (х -  2 ) л

л^ 1 (2л - 1 ) 2 '
х е [1; 3 ];

Z
п = 1

2
(х +1) sin  (пх)

п д/п + 1
х е [ -  3; 0 ];

да х п
Z= 1 п ( п + 2)

(х + 5)'

х  е [ -1 ; 1 ];

Z
п = 0 3  Л + 1 -у Л + 1

, х е [ -  6;  -  4 ] ;

да х п
Z х е
= 0 3'

да

[ -  2;  2] ;

Z
п = 0

T
si n

V 2
( х - 2 ) п , х е [ 1 ; 3 ];

2

n

n

2

- 120 -



16.27.

16.28.

16.29.

16.30.

16.31.

У  Й + 3 ) ’ x e [ 0 ; 2 ];n = 0 2 (n + 3)

X 1
У  — — (x  + 1)2n, x e [ _ 1; 0 ];

n =1 n 4 n

у  ( _ 1 ) n_1 n (x + 2 ^  , x e [ _  3; _  1 ]; 
n = 0 (n +1) V n + 2

у  -̂ x - n + 1 - , x e [ 2;  4 ];
n = 0 n j n  + 1

У  . ,(x + M [ .  , ,  ’ x e [ _ 2;  0]
n =1 (n + 1) In ( n + 1)
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7-§ . Тец елшеули жыйнаклы болFан функционаллык 

катарлардыц кэсийетлери

Базы бир шекли [a, b] кесиндиде жыйнаклы болFан

ж
I  un (х) (7 .1)
n=1

функционаллык катары берилген болып, онын косындысы S  (х) болсын,

ж
ЯFHЫЙ S  (х) = I  un (х ) .n

n=1

7.1-теорема (косындынын Yзликсизлиги). Егер (7.1) катардын х,эр бир 

аFзасы un (х) [a, b] кесиндиде Yзликсиз болып, бул функционаллык катар 

[a, b] де тен елшеули жыйнаклы болса, онда катардын косындысы S  (х) х,эм 

[a, b] де Yзликсиз болады.

Дэлиллениуи. Мейли Vx0 е [a, b] болсын. Аныклык ушын х0 е (a, b)

деп аламыз. S  (х) = I  un (х) функциянын х0 точкада Yзликсиз екенлигин
n=1

дэлиллеу керек, яFный

Ve > 0 38  = 8 (e ) > 0 : Vx е и 8(х0) — I S (х) -  S (х0) |< е ,  (7.2)

бул жерде US(х0) = (х0 - 8 ,  х0 + 8 ) с  [a, b ].

n
Теорема шэрти бойынша Sn (х)  ^  S (х), х  е  [a, b ] Sn (х) = I  ut (x ),

k=1

яFный тен елшеули жыйнаклылык аныкламасы бойынша:

Ve > 0 3N e : Vn > N e , Vx  е [a, b] — | S (x) -  S n(x)| < e . (7.3)

Енди сондай n0 ( n0 > N e) номерди тайынлап аламыз. Сонда (7.3) ден

n = n0 да

e
S (х) -  Sn0(х) < з  (7.4)

тенсизлигине ийе боламыз. Дара жаFдайда, егер х = х0 болса, онда
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S (x )  -  Sn 0( x d
F

< —.
3

(7 .5 )

Бунда S n0(x) = Z  uk (x) шекли сандаFы uk(x), k = 1,2,...,n 0 Yзликсиз
k = 1

функциялардын косындысы сыпатында x0 точкада Yзликсиз болады, буннан 

« s  -  8  » тилиндеги Yзликсиз болыу аныкламасы бойынша.

V s > 0 3 8  = 8 (s )  > 0 : Vx е U 8 (х0 ) — Sn0(x) -  S n 0 (х0 )

Енди темендеги айырманы тYрлендирип аламыз:

s
< —. 

3
(7.6)

S (х) -  S (х0) = (S (х) -  Sn0(х)) + (S n0(х) -  Sn0(х0)) + (Sn0(х0) -  S (х0)) .

Сон (4),(5) хэм (6) тенсизликлерге кере темендеги бахалау орынлы

S (х) -  S (x d l < S (х) -  SHn (х) + Snn (х) -  Sn0(x d

+

п 0

Sn0(х0) -  S (х0) < F  + F  + F  = F, Vx е U8 (х0) C [a, b]

+

болады, яFный (7.2) тастыйыклауFа ийе боламыз. Vx0 е [a, b] екенлигинен

S (х) функциянын [a, b] кесиндиде Yзликсиз болады деп жуумак шыFарамыз.

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

1-еслетпе. 7.1-теорема шэртлери орынлы болFанда

д а д а
lim  Z  Un (х) = Z  lim un (x ),
x — x0 n = 1 n = 1 x — x0

яFный катарда аFзама-аFза лимитке етиу мYмкин болады.

7.2-теорема. Егер [a, b] кесиндиде Yзликсиз болFан функциялар 

избе-излиги { Sn (х ) } [a, b] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы болса, 

онда онын лимит функциясы S  (х) хэм [a, b] кесиндиде Yзликсиз болады,

ЯFHЫЙ

S  (х0) = lim lim Sn(х) = lim lim S n(х)
х — х0 п — да п — да х — х0

7.3-теорема (функционаллык катарларды аFзама-аFза интеграллау). 

Егер (7.1) катардын хэр бир аFзасы un(х) [a, b] кесиндиде Yзликсиз
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болып, бул функционаллык катар [a, b] де тен елшеули жыйнаклы болса, 

онда катар аFзаларынын интегралларынан дYЗилген

ж х
I  j un (t) dt (7 .7)
n = 1 a

катар х,эм тен елшеули жыйнаклы болады, онын косындысы

х ж х
j S (t) dt = I  J u„ (t) dt, Vx е [a, b] (7.8)
a n = 1 a

ж
тен болады, яFный S (x) = I  un (x) катарды аFзама-аFза интеграллау мYмкин.

n=1

Дэлиллениуи. Теорема шэрти бойынша (7.1) катар [a, b] де тен 

елшеули жыйнаклы, яFный

S n (х) = I  uk (х) ^  S (х), х е [a, b].
k=1

Бул аныклама бойынша темендегини анлатады:

Ve > 0 3N e : Vn > N e , Vt е [a, b] — I S(t) -  S n (t)| < ^ — . (7.9)
b -  a

Мейли (7.7) катардын косындысын

х
ст( x) = J  S (t) d t ,

a

ал онын n -  ши дара косындысын

n х
°n  (х) = I  J  uk (t) dt

k = 1 a

деп белгилеп алайык. Теорема шэрти бойынша uk (х), k е N  функциялары 

[a, b] кесиндиде Yзликсиз х,эм сонын ушын олар [a, b] кесиндиде 

интегралланыушы болады. S (х) функциясы х,эм [a, b] кесиндиде 

интегралланыушы болады, себеби ол 7.1-теоремаFа кере [a, b] кесиндиде 

Yзликсиз. Нэтийжеде интегралдын эпиуайы кэсийети бойынша:

°n  (х) = I  J uk (t) dt = j  I  uk (t) dt = j S n (t) dt .
k=1 a a k=1 a
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Буннан

* (x) _  *n (x) = 1(S(t) _  S n (t)) dt ■

х,эм (7.9) шэрттен темендеги бах,алау дурыс болады:

s  x s
I * ( x )  _  * n (x) I < ------- 1 dt = -------- (x _ a) -  s ,

b _  a a b _  a

Vn > N s , V x e [a, b],

X x
С о^ ы  тенсизлик У  1 un (t) dt катардын [a, b] кесиндиде тен елшеули

n = 1 a

жыйнаклы екенлигин х,эм (7.8) тенлик орынлы болатуFынлыFын анлатады.

2-еслетпе. 7.3-теорема шэртлери орынлы болFанда

x X X x
1 У  un(t) dt = У  1 un(t) dt, Vx e [a, b],
a n =1 n=1 a

яFный катарды аFзама-аFза интеграллау мYмкин болады.

7.4-теорема. Егер

S n (x) ^  S (x), x e [a, b ], 

ал Sn (x) функцияларынын х,эр бири [a, b] кесиндиде Yзликсиз болса, онда

x x
1 S n (t)dt ^ 1  S ( t)dt, V x0 e [a, b ].

x 0 x 0

7.5-теорема (катарларды аFзама-аFза дифференциаллау). Егер 

un (x), n e N  функциялары [a, b] кесиндиде Yзликсиз туУындыларFа 

u 'n (x), n e N  ийе х,эм олардан дYЗилген катар

X
У  u'n(x), x e [a, b] (7.10)
n=1

X
[a, b] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы, ал У  un (x) катары кеминде бир

n=1

X X
x0 e [a, b] точкада У  un (x0) < х  жыйнаклы болса, онда У  un (x) катары

n=1 n=1

х,эм [a, b] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы болады х,эм оны аFзама-аFза
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дифференциаллау мYмкин, баскаша айтканда, егер S  (х) = I  un (х) онын
n=1

косындысы болса, онда темендеги тенлик дурыс болады:

ж
S '(х) = I  u„(х), х е [a, b ]. (7.11)

n=1

Дэлиллениуи. (7.10) катардын косындысын т(х) деп белгилеп аламыз:

ж
т(х) = I  u„ (х), х е [a, b ]. (7.12)

n=1

Сонда 7.3-теоремаFа кере (7.12) катарды аFзама-аFза интеграллау мYмкин:

х ж х
J r ( t ) dt = I  J  u'n(t) dt, x, x0 е [a, b]. (7.13)

Л0

Бунда (7.13) тенликтин он тэрепиндеги функционаллык катар 7.3-теоремаFа 

мууапык [a, b] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы болады. Енди темендеги 

тенликтен пайдаланып

х
J  un (t) dt = un (x) -  un (x0 ), ^  x0 е [a, b],
x 0

(7.13) тенликти

х ж
J r ( t ) dt = I  vn(x), x, x0 е [a, b ], (7.14)

керинисте жазып аламыз, бул жерде

vn (x) = un (x) -  un (x0) . (7 .15)
ж

I  vn (x) катардын тен елшеули жыйнаклы екенлигин атап еткен едик,
n=1

ж
ал I  un (х0) < ж  катары теорема шэрти бойынша жыйнаклы. Сонлыктан

n=1

I  un (х) катары [a, b] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы болFан
n=1

катарлардын косындысы сыпатында
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У  un (x) = У  Vn (x) + У  un (x0)
n=1 n =1 n =1

X X X

[a, b] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы болады.

X
Нэтийжеде, (7.14), (7.15) х,эм S (x) = У  un(x) денn

n=1

] t ( t )  dt = S  (x) _  S  (x0) (7.16)
x 0

болады. 7.1-теоремаFа кере r (t ) функциясы [a, b] кесиндиде Yзликсиз, онда 

жокары шегарасы езгериуши болFан интеграллардын кэсийети бойынша.

(7.16) нын шеп тэрепинин тууындысы т(x)  Fа тен болады. Буннан, (7.16) 

он тэрепи х,эм дифференциалланыушы функция болып, ол S '(x) Fа тен. 

Нэтийжеде, r(x ) = S '(x ) , яFный (7.11) тенлик Vx e [a, b] дурыс болады. 

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

Ескертиу. 7.5-теорема шэртлеринде S '(x) функциясы [a, b] кесиндиде 

Yзликсиз, яFный S (x) функциясы [a, b] кесиндиде Yзликсиз 

дифференциалланыушы функция деп алынады.

7.6-теорема. Егер [a, b] кесиндиде Yзликсиз дифференциалланыушы 

функциялар избе-излиги {Sn (x)} кеминде бир кеминде бир x0 e [a , b] точкада 

жыйнаклы х,эм {Sn(x)} избе -излиги [a , b ] де тен елшеули жыйнаклы болса, 

онда {Sn(x)} избе -излиги х,эм [a, b] де базы бир S  (x) функциясына тен 

елшеули жыйнаклы х,эм

S '(x) = l lmS'n(x), x e [a , b]
n д  X

болады, яFный

d_
dx У  un(x)

n = 1
У  d x  k(x)], x e[a, b].

n = 1 dx
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8-§ . Дэрежели катарлар

1-аны клама. Темендеги керинистеги функционаллык катарлар

да
Z  сп (С -  а)П , (8 .1 )

n = 0

дэрежели катарлар деп аталады, бул жерде сп (п = 0,1,2,.....) х,эм а алдын

ала берилген комплекс санлар, ал С комплекс езгериушиси болады. 

Эдетте, сп лар дэрежели катардын, коэффициентлери деп айтылады.

Егер (8.1) де z = С -  а деп езгериушини алмастырсак, онда (8.1) ге 

тен ^ш ли  болFан темендеги дэрежели катарFа ийе боламыз:

8.1-теорема (Абель теоремасы). Егер (8.2) дэрежели катар z = z0 ф  0

де жыйнаклы болса, онда ол | z | < | z01 тенсизлигин канаатландыратуFын z 

тин барлык мэнислеринде абсолют жыйнаклы болады, ал егер (8.2) катар 

z = z1 ф  0 де таралыушы болса, онда ол | z | > | z11 тенсизлиги орынлы 

болFан z тин барлык мэнислеринде таралыушы болады.

Дэлиллениуи. а) Мейли К 0 = { z : |z |<|z0|} комплекс тегисликтеги

орайы O точкада х,эм радиусы |z0| болFан денгелек болсын (5-сызылма). 

Сонда Vz е К 0 ушын

да
(8.2)

п = 0

5-сызылма
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z I < I z0| болады, буннан

q
z

Zr
< 1. (8 .3 )

Теорема шэрти бойынша (8.2) катар z0 точкада жыйнаклы 

болFанлыктан катар жыйнаклыгеынын зэрYрли шэрти орынланыуы тийис,

ЯFHЫЙ

lim cnz0 = 0
n —— Ж

болады. Демек, жыйнаклы {c„z„ } избе-излиги шегарала^ан болады:

3 M  > 0: Vn е N  — c„z0„ < M . (8.4)

Енди (8.3) х,эм (8.4) тенсизликлерден темендеги бах,алауы дурыс болады:

< M q n, 0 < q < 1. (8.5)n n z
c zn cnz0

z0

Нэтийжеде, Z  M  q n, 0 < q < 1 шексиз кемиуши геометриялык
n=0

прогрессия сыпатында жыйнаклы, ал Z
n=0

c zn катары жыйнаклы

болыудын салыстырыу белгиси бойынша Vz е К 0 лерде абсолют жыйнаклы 

болады.

б) Мейли (8.2) дэрежели катары z1 ф 0 точкада таралыушы болсын. 

Сонда ол | z1 | < | ~ | шэрти менен аныклаетан х,эр бир ~ точкада

таралыушы болыуы тийис, себеби кери жаFдайда жокарыдаFы 

дэлилленген теореманын а) пункти бойынша катар z1 точкада 

жыйнаклы болар еди. Бул бизин болжауымы^а карама-карсы келеди. 

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

1-салдар. Егер (8.2) катар z0 ф 0 точкада жыйнаклы болса, онда 

ол K 1 = { z : |z |<р},  р < | z0| денгелектин V z е К 1 точкасында абсолют

х,эм тен елшеули жыйнаклы болады.
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Дэлиллениуи. Егер Vz e K 1 болса, онда cnz -  М  q 1 , q1 = P
Zn

сонлыктан 0 -  q1 < 1. Буннан Вейерштрасс белгиси бойынша. (8.2) катар 

денгелектин Vz e K 1 точкасында абсолют х,эм тен елшеули жыйнаклы 

болады.

2-салдар. Егер (8.2) катар z0 ф  0 точкада жыйнаклы болса, онда

У  Cn Z m e N , (8.6)

X
У  nCn Z
n=1

n_1 (8.7)

дэрежели катарлары сэйкес Vz e K 0 денгелекте абсолют, ал Vz e K 1 

денгелекте абсолют х,эм тен елшеули жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. (8.6) катар ушын Vz e K  0 денгелекте сэйкес тэризде

с zn - М
q 0 -  q < 1

z

ал Vz e K 1 денгелекте

с zn _m, 0 -  q, < 1, q,
z0

P
z

тенсизликлери орынлы болады. Енди (8.7) катар ушын К 0 х,эм К 1 

денгелек точкалары ушын сэйкес темендеги тенсизликлер дурыс болады:

ncnz
_n _1 -  M nqn _1,

z0

ncnz n _1
z

0 -  q1 < 1, q1
0

P
z

Егер У  A q n, A > 0 х,эм У  B n q n , B  > 0 катарлар ушын
n=1 n=1

жыйнаклылык белгилерин (Даламбер, ямаса Коши белгилери) коллансак, 

онда 2-салдар нэтийжесине ийе боламыз, бул жерде 0 -  q < 1.

n = m

п
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8.2-теорема. К,элеген (8.2) дэрежели катар ушын темендеги шэртлерди 

канаатландыратуFын R (R > 0 -  сан, ямаса +да) аныкланFан болады:

а) егер R ф 0 х,эм R Фда, яFный шекли он сан болса, онда (8.2) 

дэрежели катар К  = { z : |z |< R } денгелектин Vz е К  точкасында абсолют

жыйнаклы, ал денгелектин сыртында, яFный Vz £ К  точкаларда 

бул катар таралыушы болады. Бунда К  денгелеги (8.2) катардын 

ж ы йнаклы лы к областы, R онын ж ы йнаклы лы к радиусы деп аталады;

б) егер R = 0 болса, онда (8.2) дэрежели катар тек бир z = 0 точкада 

жыйнаклы болады;

в) егер R = +да символына тен болса, онда (8.2) дэрежели катар 

пYткил комплекс тегислигинде жыйнаклы болады.

Дэлиллениуи. Мейли (8.2) дэрежели катардын барлык жыйнаклылык 

точкалары кеплиги D  болсын. Ол бос кеплик болмайды, себеби (8.2) 

катар х,эр дайым z = 0 точкада жыйнаклы болады (тривиал жаFдай).

Егер D  шегараланбаFан кеплик болса, онда (8.2) дэрежели катар 

комплекс тегислигинин V ~ е С  точкасында жыйнаклы болады.

Хдкыйкатында да, | ~ | < | z0 1 шэрти менен аныклаетан сондай бир z0 е D

точкасын танлап аламыз. Сонда Абель теоремасы бойынша (8.2) катар 

~ точкасында жыйнаклы болады. Буннан R = +да .

Мейли D  шегаралаетан кеплик болсын. Егер D  тек бир z = 0 

точкадан ибарат болса, онда (8.2) катар усы z = 0 точкада жыйнаклы, 

ал ка^ан барлык z ф 0 точкаларда таралыушы болады. Бул жаFдайда R = 0.

Егер D  кеплиги z = 0 точкадан езгеше болFан кеминде жэне 

бир точкаFа ийе болса, онда (8.2) дэрежели катар К  = { z : |z |< R } 

денгелектин Vz е К  точкасында абсолют жыйнаклы, ал Vz £ К  

точкаларда таралыушы екенлигин дэлиллеп керсетемиз, бул жерде 

R = sup | z |.
z eD
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Мейли V z e K  болсын, онда z < R . Енди кепликтин анык жокарFы 

шегарасы аныкламасы бойынша:

3 z1 e D : | ~ | < | z1 | -  R .

Буннан (8.2) дэрежели катардын z1 точкада жыйнаклы екенлигинен 

Абель теоремасы бойынша ~ точкада абсолют жыйнаклы болады. Демек, K  

денгелектин х,эр бир ишки точкасында катар абсолют жыйнаклы болар екен.

Мейли z ' точкасы K  денгелектин сырткы точкасы болсын, яFный 

| z ' | > R . Буннан кепликтин анык жокарFы шегарасы аныкламасы бойынша 

z ' £ D , сонлыктан (8.2) дэрежели катар z ' точкада таралыушы болады. 

Теорема толы^ы менен дэлилленди.

1-ескертиу. (8.2) катар K  денгелектин шегарасында |z | = R 

жыйнаклы да, таралыушы да болыуы мYмкин. Бирак кэлеген баска киши 

K 1 = { z : |z |- р <  R } денгелекте (8.2) катар абсолют х,эм тен елшеули

жыйнаклы болады.

8.3-теорема (Абель теоремасы). Егер 0 < R < + х  саны (8.2) 

дэрежели катардын жыйнаклылык радиусы х,эм бул катар z = R де 

жыйнаклы болса, онда ол [0, R] кесиндиде тен елшеули жыйнаклы, ал онын 

косындысы [0, R] де Yзликсиз функция болады.

8.4-теорема (Коши-Адамар формуласы). Мейли R (8.2) дэрежели

X
катардын У  сп zn жыйнаклылык радиусы болсын. Сонда:

n=0

R = \  (8.8)
llm n\ cn In д  X

болады. (8.8) Коши-Адамар формуласы деп аталады.

Дэлиллениуи. р =  llm  ^| cn | деп белгилеуин киритемиз. Дэслеп
n д  X

р  = 0 тен болFан жаFдайды керип шыFамыз. Бул жаFдайда (8.2) катар
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кэлеген z точкада жыйнаклы болыуын керсетемиз. Онын, ушын жокары 

лимиттиц аныкламасы бойынша:

s
V s  е (0,1), V z ф 0 3Ns : Vn > N s — d c \  <

z

ЯFHЫй

| cn || z\n < s n, Vn > N s , 0 < s  < 1.

Буннан салыстырыу белгиси бойынша (8.2) катардын абсолют, 

сонын менен бирге эпиуайы жыйнаклы, ал z точкасынын кэлеген 

екенлигинен R = + ж болады. Енди р = + ж тен болсын. Бул жаFдайда (8.2) 

катар кэлеген z ф 0 точкада таралыушы болады. Х,акыйкатында да, егер 

р  = + ж болса, онда

з { nk  ̂ к = 1,2,.... l i m „к
к — ж nk +Ж

яFный жокары лимит аныкламасы бойынша: 

V z ф 0 3 к„: V к > к — \ c >
z

— c n zn к > 1.

Буннан катар жыганаклы^ышыщ зэрYрли шэрти орынлы емес, яFный онын 

n -  ши аFзасы нолге умтылмайды. Сонын ушын (8.2) катар z ф 0 точкада 

таралыушы, ал z точкасынын кэлеген екенлигинен R = 0 болады.

Мейли 0 < р  < +ж болсын. Енди (8.2) катардын | z| < — тенсизлиги
р

менен аныкланFан кэлеген z ушын жыйнаклы екенлигин керсетемиз.

Онын ушын | z | <
1

шэрти орынланатуFын етип V s > 0 санын
р  + s

таклаймыз. Сонда q =  z| (р  + s ) < 1, буннан жокары лимит аныкламасы 

бойынша:

z с,

3 N1: V n > N1 —

< | z |(р + s) = q,
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Сонын, ушын салыстырыу белгиси бойынша (8.2) катар I z| < — шэртти
р

канаатландыратуFын кэлеген z точкасында абсолют, сонын менен бирге 

эпиуайы жыйнаклы болады.

Енди (8.2) дэрежели катардын I z I > — шэрти менен аныклаетан
р

кэлеген z точкасында таралыушы екенлигин дэлиллеп керсетемиз. Онын 

ушын

z >
1

> 0
Р - e

(8.9)

шэрти орынланатуFын етип Ve > 0 санын танлаймыз. Сонда | z| ( р -  е) > 1,

буннан жокары лимит аныкламасы бойынша сондай El{ nk}, k = 1,2,.....

Yлес избе-излиги табылып:

c nk > р -  e, k = 1,2,.

Сонлыктан (8.9) баx,алауFа мууапык:

c znk > 1, k = 1,2,

Демек, бунда катар жыйнакль^ыньщ зэрYрли шэрти орынланбайды, яFный 

онын n -  ши аFзасы нолге умтылмайды. Сонын ушын (8.2) катар 

1z > — шэрти менен аныклаетан кэлеген z точкасында таралыушы 
р

болады. Бул жыйнаклылык радиусы R = — екенлигин анлатады.
р

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

1-еслетпе. (8.2) дэрежели катардын жыйнаклылык радиусын 

темендеги

R = lim
n ^ ю Сn +1

формула менен х,эм аныклау мYмкин.
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8.5-теорема (дэрежели катарлардьщ кэсийетлери). Темендеги 

керинистеги дэрежели катарлар

S  cnz'
n = 0

S  х  1n = 0 n + 1
n zn +1

S  nCn z 
n = 1

n -1

(8.10)

(8.11)

(8.12)

бирдей жыйнаклылык радиусларFа ийе болады.

Дэлиллениуи. Мейли R, R 1 х,эм R 2 лер сэйкес тэризде (8.10), (8.11)

х,эм (8.12) дэрежели катарлардын, жыйнаклылык радиуслары, ал 

K , K 1 х,эм К 2 лер усы катарлардын сэйкес жыйнаклылык областлары

болсын. Биз олардын жыйнаклылык радиусларынын ез-ара тен 

болатуFынлыFын келтирип шь^арамыз:

R = R 1 = R 2 . (8.13)

Онын ушын дэслеп темендеги айкын катнастан пайдаланамыз:

1
n +1

< 1 < n, Vn е N .

Буннан

Cn zn +1
< z • cn zn < z 2 n c n z n 1

n + 1 n n (8.14)

бул жерде Vz е C , Vn е N .

а) Мейли z = z0 е К 2, z0 ф 0 болсын. Сонда 8.2-теорема бойынша 

(8.12) катары z0 точкасында абсолют жыйнаклы болады, ал (8.14) кос 

тенсизликтин он тэрепиндеги катнастан салыстырыу белгиси бойынша 

(8.10) катардын х,эм z0 точкада абсолют жыйнаклы екенлиги келип шы^ады. 

Демек, егер z0 е К 2 болса, онда z0 е К  д  К 2 с  К  болады. Сонын ушын

R 2 < R . (8 .1 5 )
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б) Тап усындай жол менен z = z0 ф 0 е K  деп болжаймыз. Сонда

(8.14) кос тенсизликтин шеп тэрепиндеги катнастан салыстырыу белгиси 

бойынша (8.11) катары z0 точкада абсолют жыйнаклы болады. Демек, 

егер z0 е K  болса, онда z0 е K 1 — K  с  К 1 х,эм сонлыктан

R < R 1. (8.16)

(8.15) х,эм (8.16) тенсизликлерден кос тенсизликти келтирип шыFарамыз:

R 2 < R < R 1. (8.17)

в) теорема нэтийжесине ийе болыу ушын (8.17) ге карама-карсы 

тенсизликти келтирип шыгеары1у шэрт:

R 1 < R 2 . (8.18)

Егер z = z0 е K 1, z0 ф 0 болса, онда | z0 1 < R 1 х,эм 8.2-теорема

бойынша (8.11) катары z0 точкасында абсолют жыйнаклы болады. 

Енди сондай р  > 0 санын

|z0| < р < R 1 (8 .19)

тенсизлиги дурыс болатуFындай етип танлап аламыз. Кейин темендеги

n c n z0
n -1 Cn р

n +1

n + 1
z

n +1
_0

р  У

n (n +1)
(8.20)

z

анлатпаны тYрлендирип аламыз. (8.19) шэртке мууапык р е  K 1, сонлыктан

(8.11) дэрежели катар z = р  точкада жыйнаклы х,эм
n +1

n р „ +1 санлы

избе-излиги шегарала^ан болады, яFный

с
3 M  > 0: Vn е N  —

n +1
n р „ +1 < M (8.21)

z
(8.19) шэртке х,эм z0 ф 0 кере q 0 < q < 1 болады. Енди (8.21) ге

р

кере (8.20) тенликтен темендеги бах,алауы дурыс болады:

n c n z0
n -1

< — M 2  n (n +1) q n +1, 0 < q < 1 (8.22)
z
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Нэтийжеде,

ю M
Z  -------2  n (n +1) q n +1, 0  < q < 1
n =1 | z0 |

ю
катары Даламбер белгиси бойынша жыйнаклы, ал (8.22) ден Z  n c n z n -1

n = 1

катардын, салыстырыу белгиси бойынша z0 точкада абсолют жыйнаклы 

болады. Демек, егер z0 е К 1 болса, онда z0 е К 2 — К 1 с  К 2 болады. Сонын 

ушын

R 1 — R 2 . (8.23)

Нэтийжеде, (8.17) х,эм (8.23) тенсизликлерден (8.13) тенлик келип 

шыгады. Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

Темендеги керинистеги дэрежели катарларда

ю
Z  an(x -  x 0)n, (8 .24)

n=0

an (n = 0,1,2,.....) х,эм x0 алдын ала берилген хдкыйкый санлар, ал x

хдкыйкый езгериушиси болады. Бул (8.24) катарлар ушында 8.2-теоремага 

кере сондай R (R > 0 -  сан, ямаса R = +ю) аныкланган болады. Егер

0 < R <+ю болса, онда (8.24) дэрежели катар |x -  x0 |< R интервалда 

жыйнаклы, ал |x -  x0 |> R да таралыушы болады. Бунда ( x0 -  R, x0 + R) 

аралыгы (8.24) катардын ж ы йнаклы лы к интервалы, R онын 

ж ы йнаклы лы к радиусы деп аталады.

8.6-теорема. Егер темендеги дэрежели катардын

ю
f (x) = Z  ak(x -  x0)k (8 .25)

k=0

жыйнаклылык радиусы R > 0 ге тен болса, онда:

1) катардын ( x0 -  R, x0 + R) жыйнаклылык интервалында f  (x)

функция (8.25) катарды агзама-агза дифференциаллау аркалы кэлеген 

тэртиптеги тууындыга ийе болады;
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2) жыйнаклылык интервалынын ишки точкаларында бул катарды 

aF3aMa-aF3a интеграллау мYмкин, яFный кэлеген y  e ( y0 -  R , y0 + R) ушын

Y X ( Y — Y ) k +1
j  f  (t) dt = Z  ak ----- r Y°.-----  (8 .26)
Y0 k = 0 k + 1

тенлиги орынлы болады.

Дэлиллениуи. Темендеги дэрежели катарды

X
2  kak(Y — Y0)k — 1 (8 .27)
k =1

карастырамыз. 8.5-теорема бойынша бул катар (8.25) сыяклы бирдей 

жыйнаклылык радиусларFа ийе х,эм 8.1-теоремадан келип шыFатуFын 

1-салдар бойынша (8.27) катар Ар = [y0 — р, х0 + р], 0 < р  < R кесиндиде

тен елшеули жыйнаклы болады. Сонда 7-§  тын 7.5-теоремасына кере

(8.25) катарды Ар кесиндиде аFзама-аFза дифференциаллау mym^ ^

сонын менен бирге кэлеген y  e ( y0 -  R, y0 + R) точкада:

X
f '(y) = Z  kak(y -  y0)k — 1, y e ( y0 -  R, y0 + R ). (8.28)

k =1

Индукция бойынша темендеги дэлиллеп келтирип шь^арыу мYмкин:

X
f (n)(y) = Z  akk(k — 1(k — 2 )......(k — (n —1))(y — Y0)k— n, (8.29)

k=n

бул жерде n e N , y e ( y0 — R, y0 + R ). Демек, (8.25) катарды теорема 

шэртлери орынлы болFанда кэлеген мэрте дифференциаллау мYмкин. Енди

(8.26) тенликтин дурыс екенлиги 7 -§  тын 7.3-теоремасы шэртлеринен келип 

шыFады.

1-салдар. Жыйнаклылык радиусы R > 0 ге тен болFан (8.25) дэрежели 

катардын коэффициентлери темендеги формулалар менен анлатылады:

f (n)( Y )
a 0 = f  (Y0 ), an = , n e N. (8.30)

n !
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1-ескертиу. (8.30) формуладан f  (x) функциясынын (8.25) 

керинистеги дэрежели ^aTapFa жайылмасы бирден-бир болатуFынлыFы 

келип шьгеады.

1-м ы сал. Темендеги дэрежели катардын, жыйнаклылык радиусын, 

жыйнаклылык интервалын х,эм областын табын:

” x n x x 2 x n
Ъ  — = — + — + ......+ — + .......

n=i 2 Vn 2  2 V2 2 Vn

Шешими. Бул дэрежели катардын жыйнаклылык радиусын (8.8) 

Коши-Адамар формуласы бойынша табамыз:

1
in

= lim  2 n = 1.OVn2 n ^ жр  n ^ ж n ^ ж \

болады. Демек, берилген дэрежели катардын жыйнаклылык радиусы R = 1,

ал жыйнаклылык интервалы (-1 , 1) ден ибарат. Бул дэрежели катардын

жыйнаклылык интервалынын ушларында сэйкес тYPде темендеги

” ( -1 )n ж 1 
Ъ  -т т г  *>м Ъ  - n

n = 1 2  n = 1 2

сэйкес санлы катарларFа айланып, оларды Лейбниц х,эмде Раабе 

белгилеринен пайдаланып жыйнаклы екенлигин керсетиуге болады.

Демек, берилген дэрежели катардын жыйнаклылык областы [ -1 , 1]  

кесиндиден ибарат.

Дэрежели катарлардын жыйнаклылык областларын табыуда санлы 

катарлар теориясында келтирилген белгилерден пайдаланады. Бунда 

езгериуши x параметр сыпатында каралады.

2-м ы сал. Темендеги дэрежели катардын жыйнаклылык радиусын, 

жыйнаклылык интервалын х,эм областын табын:

” x n . x x 2 x n
Ъ  -------------= 1 + ------  + ----- 2 + ......+ ---------------+.......

n = o (n + 1)5n 2 • 5 3 • 52 (n + 1)5n

Шешими. Бул катарFа Даламбер белгисин колланып темендегиге 

ийе боламыз:
- 139 -



d  = lim
n — ю

xn +1 xn A A
(n + 2 )5  n +1 (n +1 ) 5 5 n —— ю n + 2 5

xl  n  + 1  x
= J— 1 l i m  -------- = J— 1

x I I  x
Демек, ^  < 1, яFный | x | < 5 болFанда катар жыйнаклы, ал ^  > 1,

яFный | x | > 5 болFанда катар таралыушы. Солай етип, берилген дэрежели 

катардын, жыйнаклылык радиусы R = 5 , жыйнаклылык интервалы (-5 , 5) 

болады. Жыйнаклылык интервалынын (-5 , 5) ушларында дэрежели катар 

сэйкес тYPде

ю 1 ю 1
Z (-1 ) " -  *эм Z  1

n = 1 n n = 1 n

санлы катарларFа айланып, олардын бириншиси жыйнаклы, ал екиншиси 

таралыушы болады. Сонлыктан, берилген катардын жыйнаклылык 

областы [-  5, 5) ярым сегменттен ибарат болады.

3-м ы сал. Темендеги катарлардын косындысын есаплан. Егер:

ю / 1 \n - 1
а) Z  — — — г ;(2n -  1)3n - 1

ю
б) Z  n (n + 1) x" - 1 .

n = 1

Шешими. а) Темендеги керинистеги катардын косындысын

ю / 1 \n - 1
Z  — (- 1)-------1 x 2 n - 1 = S  (x)
n=1 (2n -  1)3n - 1 W

деп белгилеп аламыз. Элементар алмастырыулар аркалы оны мына
 ̂ m - 1 n - 1

ю (- 1)_ ^  ю (- 1)_2_
— Z  x m = Z  x n (8 31)

m =1 m 3 2 n =1 n 3 2

2n - 1  = m 

m +1
n = -----

v 2

кериниске келтирип аламыз, сон (8.31) катардын жыйнаклылык радиусын 

есаплап шь^амыз. Бунда

п
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n — 1

(—1 ) 2 (—1)
a n n — 1 , a n +1

n 3 2 (n +1) 3 2

Бул катардын жыйнаклылык радиусын темендеги формула менен 

х,эм аныклаймыз:

R = lim
n — X

an

an +1

—— (n + 1) 3 2 
= lim ------- -—-— = v 3n —1n —— X -----

n 3 2

Демек, катардын жыйнаклылык интервалы | y | < V3 ^  < y < V3 . 

Дэслеп дэрежели катарды аFзама-аFза дифференциаллаймыз. Сонда:

Z  - ^ S r -  Y 2(" —1) = S'(y),
n = 1 3n

Y2 Y4 Y6 1
S ' (y) = 1 ------—  + —--------—  +

3 32 33 ......  , Y2 3 + Y2 ’
1 + ------

3

Y 2
себеби q = —— , 0 < q < 1 болып, биз шексиз кемиуши геометриялык

прогрессиянын косындысын табыу формуласынан пайдаландык. Енди сонFы 

анлатпаны интеграллаймыз, яFный:

Y Y dT у
j dS ( t)  = 3 j --------— — S (y) = л/3 arctg—j= ,
0 0 3 + Y2 л/3

y = 1 — S  (1) = л/3 a r c t g ^  K
л/3 6

Демек,

(—1) n — 1 л/3 к
n = 1 (2n — 1)3n — 1 6

б) Темендеги керинистеги дэрежели катардын косындысын

X
Z n (n + 1) Yn — 1 = S (y)
n=1

деп белгилеп аламыз. Элементар алмастырыулар аркалы оны мына
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n  - 1  = m

V n  = m + 1 ,
^  Ъ  (m + 1)(m + 2) x m = Ъ  (n + 1)(n + 2) x n

m = 0 n = 0
(8 .3 2 )

кериниске келтирип аламыз, сон (8.32) катардын жыйнаклылык радиусын 

есаплап шыгеамыз. Бунда

a n = (n + 1)(n + 2Х a n +1 = (n + 2)(n + 3 ) .

Бул катардын жыйнаклылык радиусын темендеги формула менен 

х,эм аныклаймыз:

A 1 Y .  2 Л

R = lim
n ^ ж

a
an +1

n 1 +
= l i m

n
1 +

n

1 +
2

1 +
3

=1.

n A  n ,

К^атардын жыйнаклылык интервалы |x |< 1 ^  - 1< x < 1 . (8.32) дэрежели 

катарды аFзама-аFза еки рет интеграллауFа тууры келеди. Сонда:

ж x x
Ъ  j n (n + 1)rn - 1d r  = J S ( r ) d r  ,
n=1 0 0

ж x
Ъ  (n + 1)x n = j S ( r ) d r  ,
n=1

ж x
Ъ  J  (n +1) tndt = Jl J S ( r ) d r
n = 10 0 V 0

d t .

t
J  J S ( r ) d r  dt = Ъ  x n +1 = -
0 V 0 ,  n = 1 1

x < 1.
x

Енди со ^ ы  тенликти еки мэрте избе-из дифференциаллаймыз. Сонда:

J  S ( r )d r  =
2 x(1 — x) + x  2 x  — x

(1 -  x) (1 -  x )2
x < 1

S  (x)
(2 -  2x)(1 -  x )2 -  2(2x -  x2)(1 -  x)

(1 -  x )4

2(1 — 2x  + x  + 2x  — x  ) 

(1 -  x )4

2

(1 -  x )3
x  I < 1

Демек,
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.n — 1 = 2 
n = 1 (1 — x)3
Z  n (n  + 1 ) x n 1 = ---------- 3 ,  Ixl < 1.

4-м ы сал. Z  (4 n 2 + 9n + 5) xn +1 катардын, косындысын есаплан.
n=0

Шешими. Дэслеп квадрат Yш аFзалыны 4 n + 9n + 5 = (4n + 5)(n +1) 

кебейтиушилерге жиклеймиз.

Темендеги керинистеги катардын косындысын

д а д а
Z  (4 n 2 + 9n + 5) x n +1 = Z  (4n + 5)(n +1) x n +1 = S (x)

n=0 n =0

деп белгилеп аламыз. Бул катардын жыйнаклылык радиусын темендеги 

формула менен х,эм аныклаймыз:

R = lim
n — да

an

an +1

(4n + 5)(n +1)
= lim —---------—------ — = 1.

n — да (4n + 9)(n + 2)

Демек, катардын жыйнаклылык интервалы x < 1 ^  — 1 < x < 1 . Дэслеп 

дэрежели катарды темендеги керинисте тYрлендирип жазып аламыз. Сонда: 

(4n + 5)(n +1) = (4(n + 2) — 3)((n + 2) — 1) = 4(n + 2)2 — 7(n + 2) + 3,

да
Z  (4(n + 2 )2 — 7(n + 2) + 3) x n +1 = S (x ),

n=0

д а д а
Z  (n + 2 )2 x n +1 = S 1 (x ) , Z  (n + 2) x n +1 = S 2 (x ) ,

n=0 n=0

да x
Z  x n +1 = ------ = S 3 (x ) , S (x) = 4 S  1(x) — 7S 2(x) + 3S3(x).

n=0 1 — x

Дэслеп S1( x) дэрежели катарды аFзама-аFза еки рет интеграллауFа тууры 

келеди. Сонда:

да x x
Z  j  (n + 2)2 тп + 1̂ r = J  S 1( r )d r ,  — 1 < x < 1 ,

n=0 0 0

да да x
Z  (n + 2) x n + 2 = Z  ((n + 3) — 1) x n + 2 = j  S 1( r ) d r ,

n = 0 n =0 0
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Y 2 Y
Z  (n + 3) Yn + 2 — Z  Yn + 2 = Z  (n + 3) Yn + 2 — —  = j  S  1(T)dT

n = 0 n = 0 n = 0 1 Y 0

X Y Y /2 Y f  t
Z  j  (n + 3) t n + 2 dt + j  —— dt = j  j  S  1(T)dT

n = 0 0  0 t — 1 0
dt

V 0

X Y (  1 I  X3 X2
Z  Y n +3 + j  I t + 1 + ------ dt —------  +--------- + Y + In (1 — y). n + 3 + 11 I + 1 +

n = 0 0 V t — 1J

— — Y — Y — 1 + ------  + -------+ Y + ln  (1 — y) —
1 — Y 2

2 л Y f  t \Y 1 Y t
 ̂ + - -------- 1 + ln  (1  — y) — j  j  S  1(T)dT dt

V 0 J

Енди со ^ ы  тенликти еки мэрте избе-из дифференциаллаймыз. Сонда:

Y 1 1
j S  i ( t )  dT — — y + --------- ------------ , Ixl < 1,
0 (1 — у )2 1 — Y ' '

0 / 4 1  2 1 у — 3x + 4 y  I I ..
S 1(y) — —1 + ---------3 ------------ 2 3----- , x < 1.

(1 — у)3 (1 — у)2 (1 — у)3 1 1

Енди S  2( у) дэрежели катарды аFзама-аFза бир рет интеграллаймыз. Сонда:

Z  j  (n + 2) Tn + 1dT — j  S 2 (T)dT, — 1 < x < 1
n — 0 0 0

2

Z  x n + 2 — — — — — x +1 + —1— I—j S 2 (T)dT, — 1 < x < 1
7 — 0 1 — X V X — 1 J n

X 2 1

n—0

Енди сонFы тенликти бир мэрте дифференциаллаймыз. Сонда:

1 — у + 2 у

Демек,

S 2 (х) — — 1 + ---------2 —----------- —̂, у < 1.
(1 — х)2 (1 — х)2 1 1

S  (х) — 4 S  1( х) — 7S  2( х) + 3S3 (х) —

. х  — 3х + 4 х  — х  + 2 х 3х 3х + 5 х 
4 ----------------------— 7 ------------------ +\3 /1 ч2(1 — Y)3 (1 — Y)2 1 — Y (1 — Y)

x 3 у2 + 5 у
Z  (4 n 2 + 9n + 5 )x n +1 — 3Y . Y , Ixl < 1.

n — 0 (1 — y)
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18.1.

18.3.

18.5.

18.7.

18.9.

18.11

18.13

18.15

18.17

18.19

19.21

18.23

0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалар

Темендеги катарлардын косындысын табыц.

Z  (4 n 2 + 9n + 5) x
n=0

n +1 18.2. Z  (3n 2 + 7n + 4) x n ;
n=0

Z  ( n + n + 1) x n +3 ;
n=0

18.4. Z  (2n2 + 4n + 3) x
n=0

n +2

Z  ( n 2 + 5n + 3) x n
n=0

18.6. Z  (2n2 + 5n + 3) x
n=0

n +1

Z  (3n2 + 8n + 5) x
n=0

n +2 18.8. Z  (2 n 2 + 8n + 5) x n ;
n=0

Z  (2n2 + 7n + 5) x
n=0

n +1 18.10. Z  (3n 2 + 7n + 5) x n ;
n=0

Z  n (2n — 1) x n + ;
n=0

18.12. Z  ( n — n + 1) x n ;
n=0

Z  (2n — n — 1) x r
n=0

18.14. Z  (3n2 + 5n + 4) x
n=0

n +1

Z  (n2 + 7n + 4) x n
n=0

18.16. Z  (2n2 — n — 2)  x
n=0

n +1

Z  (2 n 2 + 2n + 1) x n ;
n=0

18.18. Z  (n + 2 n — 1) x n +! ;
n=0

Z  (n2 + 2 n + 2) xn + 2 ;
n=0

18.20. Z  (n + 4 n + 3) x n +! ;
n=0

Z  (n + 5n + 4) x n + 2 ;
n=0

18.22. Z  (2 n 2 — 2n + 1) xn ;
n=0

Z  (n — 2 n — 1) x
n=0

n +1 18.24. Z  ( n — 2n + 2) x r‘
n=0
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18.27.

18.29.

18.31.

18.25. Ъ  (n2 -  2 n -  2 ) x n +1;
n = 0 

ж
Ъ  (n2 + 6 n + 5) x n +1 ;

n=0

ж
Ъ  (2n2 + n + 1) xn +1;

n=0

ж
Ъ  (n2 + 9 n + 5) x n +1 .

n=0

18.26. Ъ  (4n2 + 6 n + 5) x n ;
n=0

ж
18.28. Ъ  n (2n + 1) xn +2 ;

n=0

ж
18.30. Ъ  (2n2 + n -  1) x n ;

n=0
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9-§. Тейлор катары

1-аныклама. Егер f  (x) функциясы x0 точкасынын базы бир 

U S(x0) = {x : x0 -  S < x < x0 + 5} 

дегерегинде аныкланFан, усы точкада кэлеген тэртиптеги тууындыларFа 

ийе болса, онда темендеги керинистеги дэрежели катар

ж f (n)( x )
f  Ы  + Ъ  (x -  x0)n (9.1)

n = 1 n!

f  (x) функциясынын x0 точкадаFы Тейлор катары деп аталады.

Мейли f  (x) функциясы x0 точкасынын базы бир дегерегинде усы 

функцияFа жыйнаклы болFан дэрежели катар керинисинде анлатып жазылFан 

болсын:

f  (x) = Ъ  a n (x -  x0) n, I x -  x0 < P, P >  0. (9.2)
n=0

Сонда 8-§ тын 8.6-теоремасы шэртлеринен f  (x) функциясы x0 

точкасынын базы бир дегерегинде кэлеген мэрте дифференциалланыушы 

болып, онын коэффициентлери темендеги формулалардан аныкланады:

f (n)( x )
a 0 = f  Ы ,  a n = , n e N . (9.3)

n !

f ( x) функциясы x0 точкасында ( x0 нын базы бир дегерегинде) 

шексиз мэрте дифференциалланыушы болFаны менен усы функция ушын 

жасалFан (9.1) керинистеги Тейлор катары тап f  (x) ка x ф  x0 точкада 

жыйнаклы болады деп тастыйыклау орынлы болмайды.

1-мысал. Мына

f  (x) =
e x , x Ф 0,

0, x = 0

функцияны караймыз. Бул функция R = (-ж , + ж) де барлык тэртиптеги 

тууындыларFа ийе:
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a) x ф 0 болFанда

2
f '(x) = 3 • e

-  1 / x 2

x

f "(x )=
4____6

V x6 x 4 у
■1/ x2

f  (n)( x) = e <23n
/ 1  \

V x у

бул жерде Q 3n (t) -  t езгериушисинин 3n — ши тэртипли кепаFзалысы. Бул

f  <n)( x) = e Q 3n n = 1,2,
V x у

катнас математикалык индукция методы жэрдеминде керсетиледи.

б) Енди l i m
1

x — 0 x

f (k)(x) = 0, Vk e N

= 0, Vk  e N  екенлигинен пайдаланып

(9.4)

керсетемиз. Хдкыйкатында да,

- 1 / x 2
k = 1 — f  '(0) = l im

x — 0
= 0,

x

(9.4) формула k = n де дурыс деп есаплап индукция методы менен

f  (n + 0 (0) = l i m  f  (n ) ( — f  (n)(0) = , , m  I  Q^n
1

x — 0 x —0 x
e — 1/x2 = 0.

v x у

Демек, (9.4) формуланын дурысль^ы математикалык индукция 

методы жэрдеминде керсетилди. Сонын ушын каралып атырFан 

функциянын x0 = 0 точкадаFы (9.1) Тейлор катарынын барлык

коэффициентлери нолге тен болады.

- 1/ 2Бирак e x ф 0, x ф 0 екенлигинен берилген функциянын (9.1)

Тейлор катарынын косындысы f  (x) функция менен x = 0 да бирдей

болмайды, яFный берилген f  (x) функцияны x0 = 0 точканын дегерегинде

OFан жыйнаклы болFан Тейлор катары менен анлатып жазыу мYмкин емес.
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Егер f  (z ) функциясын комплекс тегислигинде берилген деп карасак, 

онда жокарыдаFы жаFдайдын себеби айдынласады. Хдкыйкатында да,

- 1/ z 2f  (z) = e функциясы z = 0 Yзликсиз болмайды, себеби

f  (x) = e -1/x ^  0, x ^  0, ал f  ( i y) = e 1/y ^ ж ,  y  ^  0.

2-аныклама. Мейли f  (x) функциясы x0 точкасында шексиз мэрте 

дифференциалланыушы болсын. Сонда бул функцияFа (9.1) керинистеги 

дэрежели катарды сэйкес койыу мYмкин. Енди темендеги белгилеулерди 

киритемиз:

n f (к)( x )
Sn(x) = Ъ  (x -  x0) k , (9.5)

k = 0 k!

rn (x) = f  (x) -  Sn (x ). (9.6)

(9.6) даFы rn (x) f  (x) функциясынын x0 точкадаFы Тейлор формуласынын 

калдык аFзасы деп аталады.

Демек, егер

l i m rn(x) = 0 (9.7)
n ^  ж

болса, онда катар жыйнаклы^ынын аныкламасы бойынша (9.1) катары f  (x) 

функциясына x точкада жыйнаклы болады, яFный:

ж f (n)( x )
f  (x) = Ъ  (x -  x0) n . (9.8)

n = 0 n!

9.1-теорема. Егер f  (x), f '(x ) ,...... ,f (n +1)(x) функциялары

A = (x0 -  S, x0 + S), S > 0 интервалында Yзликсиз болса, онда Vx eA 

ушын f  (x) функциясынын x0 точкадаFы Тейлор формуласынын калдык 

аFзасын:

1 x
а) r„(x) = -  J (x - 1) " f (” +1)(t)dt  (9.9)

n! xx 0

интеграллык х,эм
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f (n +1)(4)
б) rn(y) — ---- W T (Y — Y0)n +1, Y0 < 4 < Y (910)(n +1)!

Лагранж керинислеринде анлатып жазыу мYмкин.

Дэлиллениуи. (9.9) формуланы индукция методы менен дэлиллеп

керсетемиз. (9.5) х,эм (9.6) тенликлерден

n f (k)(у ) 1 у
f  (у) — f  (Xq) —Z  (у  — Xq)k + j(X — t ) " +1l(t)dt  (9.11)

k —1 k! n! у0

тен екенлигин керсетиу талап етиледи. Онын ушын j f ' (t) dt  — f  (х) — f  (y0)
Y0

формуласынын шеп тэрепин белеклеп интеграллау формуласы бойынша 

тYрлендиремиз:

j f  ■ (t) d t —- j f ' ( t) d  (у —t ) —[— f  X x) •( у —t )] t:  уп + J( у —t ) f  • (t) dt

Y
— f ' (Xo )(X — Yo) + j (X — t) f  " (t) dt.

Y0

Солай етип n — 1 де (9.11) формула темендегише болады:
Y

f  (х) — f  (х0 ) — f ' (х0 )(х — х0) + j (х — t) f  " (t) dt .
Y0

Енди (9.11) формула n — 1 номер ушын х,эм дурыс деп болжаймыз, яFный:

n -1 f(k)( у ) 1 у
f  (у) -  f  (Xo) — Z  (у -  Xq)k + — ^ г  / (X- 1)n-1f (n)( ')d t . (9.12)

k —1 k ! (n -  1)! xq

(9.12) формуланын он тэрепин белеклеп интеграллау усылы бойынша 

тYрлендиремиз, яFный:
л X л X

— j (у - 1)''- \ f {'')( t )dt  — -  1  j f 1"\ t ) d  ((у - 1)n ) —
(n - 1)! i  n !0

t — X 1 X
+ -  j (X - 1) n f ('• + 1)(t)dtу

t n ! уt — X o X0
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= 1  f {n Ч*,,) • (x — x0) n + 1 J (x — t) n f  + ‘>(0 dt  
n ! n ! x

x 0

1 1 x

Нэтийжеде, (9.12) тенликти (9.11) керинисте жазыу мYмкин екенлиги келип 

шыFады, (9.9) формула дурыс болады. Теорема толыFы менен дэлилленди.

9.2-теорема. f (x) функциясы f '(x>,...... ,f (n>(x>, n = 1,2,...... х,эм

онын барлык тууындылары Д = (x0 — 8, x0 + 8 ), 8 > 0 интервалында 

шегараланFан болса, яFный

3 M  > 0: Vx еД  — f  (n)(x> < M , n = 0,1,2,..... , (9.13)

онда f  (x) функциясынын Vx еД  точкадаFы (9.8) Тейлор катары 

аныклаетан болады.

Дэлиллениуи. Мейли x еД =  (x0 — 8, x0 + 8) болсын. Сонда (9.10) 

формула х,эм (9.13) шэрттен катардын калдык аFзасы ушын темендеги 

бах,алауы дурыс болады:
I I n + 1I I x — x0

Г (x) < n = 0,1,2,.....  (9.14)
(n +1)!

a n
Егер l i m  ----= 0, V a  > 0 лимиттин мэнисин итибарFа алсак, онда (9.14)

n — да n !

тен (9.7) шэрттин дурыс екенлиги келип шы^ады, яFный f  (x) функциясынын 

x точкадаFы (9.8) Тейлор катары аныкланFан болады. Теорема толь^ы  

менен дэлилленди.

ТийкарFы элементар функциялардын x0 = 0 точканын базы бир 

дегерегиндеги Тейлор катарына жайылмасын

да f ( п)(0)
f  (x) = Z  x n (9.15)

n = 0 n!

аныклаймыз, (9.15) функциянын Маклорен катары деп аталады.

1) Мейли f  (x> = e x болсын. Сонда Vx е (—р,  р) ,  р >  0 ушын 

темендеги бах,алаулар орынлы болады:
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Сонлыктан 9.2-теорема бойынша f  (x) = e x функциясынын (9.15) катары 

усы функцияFа (-p , p) интервалда V p> 0 да жыйнаклы, яFный катардын 

жыйнаклылык радиусы R = +ж болады.

Енди f  (x) = e x функциясы ушын f  (0) = 1, f  (n)(0) = 1, Vn e N  

екенлигинен (9.15) формула бойынша. керсеткишли функциянын Маклорен 

катарына жайылмасына ийе боламыз:

0 < f  (x) < ep, 0 < f (n) (x) < ep, n e  N .

ж уПxex = £  — . (9.16)
n = 0 n!

(9.16) жайылма х,эм темендеги формулалардан
х , _ -x х _ -x, e + e , e — e

c h x  = ------------, s h x  = ------------
2 2

гиперболикалык косинус х,эм гиперболикалык синуслардын Маклорен

катары жайылмаларын келтирип шь^арамыз:

ж x 2 n
c h x  = У  ^ — , (9.17)

n = 0 (2n)! V '

ж x 2 n+1
s h x  = У  — ------ , (9 .18)

n = 0 (2n +1)!’ V '

бул жерде (9.17) х,эм (9.18) катарлардын, х,эр биринин жыйнаклылык 

радиусы R = +ж .

2) Мейли f  (x) = s i n  x болсын. Сонда Vx e (-ж , + ж), Vn e N  ушын

\ f  (x)| < 1 х,эм f  (n)(x) < 1 бах,алаулары дурыс болады. Сонлыктан

9.2-теорема бойынша f  (x) = s i n  x функциясынын (9.15) катары усы 

функцияFа Vx e (-ж , + ж) да жыйнаклы, ал катардын жыйнаклылык 

радиусы R = +ж болады. Енди f  (x) = s i n  x функциясы ушын

f  (0) = 0, f  (2n)(0) = 0, f  '(0) = 1, f (2n +1)(0) = (-1)n, Vn e N  екенлигинен

(9.15) формула бойынша синустын Маклорен катарына жайылмасына ийе 

боламыз:
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nда (—1V
s i n x  = Z  > x 2 n +1. (9.19)

n = 0 (2n +1)! V '

Тап усындай жол менен f  (x) = c o s  x функциясы ушын да | f  (x)| < 1 х,эм 

f  (n>(x) < 1 бахалаулары Vx e (—да, +да>, Vn e N  дурыс болады. Бул

функциянын f  (0) = 1, f  (2n>(0) = (—1)n, f  '(0) = 0, f (2n +1>(0) = 0, Vn e N  

екенлигинен (9.15) формула бойынша косинустын Маклорен катарына 

жайылмасы

да (—1)n оc o sx  = Z  x2 n (9.20)
n = 0 (2n>! V '

керинисте болады, бул жерде (9.19) хэм (9.20) катарлардын хэр 

биринин жыйнаклылык радиусы R = +да .

3) Мейли f  (x) = ln (1 + x) болсын. Сонда бул функциянын n — ши 

тэртипли тууындысынын рекуррент формуласы темендегише болады:

f (n)(x> = J — :> P n —-1)1. (9.21)(1 + x)

буннан

/ ^ Ш  = (—П т . (9.22)
n! n

Енди 9.1-теорема шэртиндеги (9.9) формулада x0 = 0 деп алып 

интеграллык керинистеги rn (x) калдык аFзаны бахалаймыз. Онын ушын 

дэслеп езгериушини t = rx , x = const  керинисте алмастырамыз. Сонда 

d t  = x d r ,  x — t = x (1 — r)  итибарFа алсак, онда (9.9) формула темендеги 

кериниске ийе болады:
x n +1 1

Гг (x) = -—  J (1 — r) nf { n +1)(rx) d r .  (9.23)
n! 0

Солай етип, f  (x) = ln (1 + x) хэм (9.21) тенликти колланып (9.23) ти 

темендегише кылып тYрлендиремиз:
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■1 1 (1 — T)
(1 + T Y)

n
г"(у) — (-1 )"x " +1 j v ‘ n +1 dT.  (9.24)

Егер | x | < 1 болса, онда

| 1 + t y  |> 1 — t| y |> 1 — t, (9.25)

| 1 + t y  |> 1 —| x |, 0 < t < 1. (9.26)

Сонын ушын V n e N  лерде

| 1 + t y  I" +1 >(1 — t ) "  (1 —I у I). (9.27)

Нэтийжеде (9.27) тенсизликти пайдаланып (9.24) формуладан калдык 

аFза ушын темендеги бах,алауды келтирип шыFарамыз:

1 7 I I "  + 11 г dT х
rn (у)| <1 у |" + j —

0 1 у 1 — X

бул жерде rn (х) — 0, n — х , | у | < 1.

Мейли х — 1 болсын. Сонда

1 + тх —1 + т, (1 + т)" +1 > 1, 1 — т > 0, 0 < т < 1.

Буннан х,эм (9.24) формуладан

1 n 1
V" (1) <j (1 —т) ndT — -----------— rn (1) — 0  " — х .n 0 n +1 n

Солай етип, егер х e (— 1,1] болса, онда f  (х) — ln (1 + х) функциясынын 

rn (х) калдык аFзасы n — х  да нолге умтылады, яFный Маклорен 

катарынын косындысы f  (х)ка тен.

ЖуУмаFында, (9.15) х,эм (9.22) формулалардан ln (1 + х) 

функциясынын Маклорен катарына ийе боламыз:
X (—1) " -1

ln (1 + х) — Z  — -----у" , (9.28)
n—1 n

бул жерде (9.28) катардын жыйнаклылык радиусы R — 1 ге тен.

(9.28) формула х — 1 де х,эм орынлы болады, яFный
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, ” ( -1 )n - ' 1 1 1 ( -1 )n-1
In 2 = У  -—------= 1 —  + ---------+ ....... + -—------+ .......

n = 1 n 2 3 4 n

Эмелий мысалларды шешкенимизде керек болатуFын жэне бир тецликти 

келтирип етемиз, яFный (9.28) де x ты -  x ка алмастырамыз:

ж x n
ln (1 - x) = - £  — . (9.29)

n = 1 n

4) Мейли f  (x) = (1 + x) a болсын. Егер a  = 0, f  (x) = 1, ал a  = n e N , 

болса, онда f  (x) функциясы n -  ши тэртипли кепаFзалы болып, онын, 

жайылмасы шекли косынды сыпатында Ньютон биномы бойынша 

аныкланады:

f  (x) = Z  Cn xk ,
к = 0

бул жерде C ’‘ = n(n -  1)(n -  2)..... ("  -  (k -1 ) ) , к = 1,2,....,n, C,° = 1.
к !

Биз f  (x) = (1 + x )a , a £  N , a  Ф 0 функциясынын Vx e (-1,1)

интервалдаFы темендеги керинистеги Маклорен катарын келтирип 

шыFарамыз:
ж

(1 + x )a = Z  c ; x " , (9.30)
n = 0

бул жерде

Cn = a ( a -  1)(a -  2)..... (a -  (n -1)) c 0 = 1 (9 31)
CC • э (X \ * 'n !

Сонда бул функциянын (n +1) -  ши тэртипли тууындысынын

рекуррент формуласы темендегише болады:

f (n +1)(x) = a  (a  -  1)(a -  2)..... (a -  n) -(1 + x )a - (n +1). (9.32)

Буннан пайдаланып бул функциянын калдык аFзасы ушын (9.23) формулаFа 

кере темендеги анлатпаFа ийе боламыз:
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rn (x) = A nxn + 1 J 
0

1 (  1 — r  л п

v 1 + r x j
(1 + r x ) a — 1 d r , (9.33)

бул жерде

л _ a ( a  — 1)(a — 2) ..... (a — n)
A n = ; .n!

Енди сондай m e N  санын | a  | < m шэртинен танлаймыз. Сонда 

Vn > m лерде темендеги бахалаулар дурыс болады:

A < m(m —11..... (m + n) < = (n +1)..... (n + m) < (2n)m. (9.34)n n ! n !

Бунда (9.25), (9.26) тенсизликлерден жэне 1 + r x  < 1 + x , 0 < r  < 1

катнасынан пайдаланып, темендеги эхмийетли кос тенсизликти келтирип 

шы^арамыз:

1 — r0 < -------  < 1, (9.35)
1 + r x

бул жерде

1 + r x Г 1 < P ( x) =
(1 +1 x I )a 1, a  > 1, 
v 1 17 (9.36)
(1 I \\a —1 11̂ —j x j j , a  < 1.

Солай етип, (9.33) формуладан хэм (9.34)-(9.36) бахалаулардан 

берилген функциянын Маклорен формуласынын калдык аFзасы ушын 

жуумаклаушы бахалауды келтирип шыFарамыз:

I rn(x^ < P(x)  • 2mnm\ x \ n +1, (9.37)

бул жерде V n > m хэм Vx e (—1, 1).

t MЕгер l i m  —  = 0, V a  > 1 лимиттин мэнисин итибарFа алсак, онда
t —— +да

nm
l i m  7--------r— 1 = 0 . Сонлыктан (9.37) ден rn (x) — 0, n — да .

n —да (1/ | x| )n

Демек, f  (x) = (1 + x )a , a £  N , a  Ф 0 функциясынын Vx e (—1,1)

точкадаFы Маклорен формуласынын rn (x) калдык аFзасы n — да да нолге
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умтылады, яFный (9.30) тенликтин дэлиллениуин келтирип шыгеардык, 

бул жерде (9.30) катардын жыйнаклылык радиусы R — 1.

(9.30) формуланын эх,мийетли дара жаFдайларын келтирип етемиз:
1 X

------— Z  (-1)"у" , (9.38)
1 + у " — 0

1 X
-j-----— Z  х " . (9 39)1 — у " — о

Эдетте, берилген функцияны Тейлор катарына жаЙFанымызда

(9.16) -  (9.20), (9.28) -  (9.30) формулалары колланылады. Сонын менен 

бирге сол берилген функцияны Тейлор катары белгили болFан 

функциялардын сызыклы комбинациясы керинисде анлатып жазыу, 

езгериушини алмастырыу, катарды аFзама-аFза дифференциаллау х,эм 

интеграллау усыллары кеп колланылады.

2-мысал. Темендеги f  (х) функциясын Маклорен катарына жайын 

х,эм онын жыйнаклылык радиусын R табын. Егер:

a) f  (у) —- ^ ;  б) f  (у) — г ^ ; в) f  (у) — 2 х 1
1 + х2 vT + х2 у 2 + у — 6

Шешими. а) (9.38) формуладан жыйнаклык радиусы R — 1 болFан 

темендеги катарFа ийе боламыз:
1 X

------2 — Z  (—1)"х " . (9.40)1 + у  " — о

б) (9.30) тенликтен

л/1
— V  C" у 2" 2 _ Zj -1/2 у

+ X n — о

бул жерде
Г 1 л

' n V 2
1 1
2

1 2
2 у V

1
2 (" —1)

f~< n
C-1 / 2 — .n!

(—1)"1 • 3 •..... • (2n — 1) (—1)" (2n — 1)
2"n! 2"n!
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Нэтийжеде, жыйнаклык радиусы R = 1 болFан темендеги катарFа ийе 

боламыз:

2 = 1 + Z  ( 1)} 2 n, 1)!! x2” . (9.41)
VT+x2 2 nn!

в) Берилген функция эпиуайы рационал функцияларFа ажыратамыз:

г г л -  1 1 _ 1 1 
f  (x) = —~  = ~7------ л + ~7------л .x + 2 x — 3 2 1 + x

2
1 -  x

3V

Нэтийжеде, (9.38) х,эм (9.39) формулалардан жыйнаклык радиусы 

R = 2 болFан темендеги катарFа ийе боламыз:

2x -1  ж (  (-1)” 1 л
^n +1 on + 1

V 2  3 У

x  n .

3-мысал. Темендеги функцияларды Маклорен катарына жайын х,эм 

олардын жыйнаклылык радиусларын R табын,. Егер:

a) arctg x ; б) arcs i n  x ; в) ln ( x + V1 + x2 j.

Шешими. а) (9.40) катарды аFзама-аFза интеграллау аркалы 

темендеги катарFа ийе боламыз:

x dt  ж x 2n +1
arctg  x = J ----- ^ = Z  (-1)n --------, R = 1.

1 + 12 n = 0 2 n +1

б) (9.41) формулада x ты -  x алмастырсак, онда

1 = 1 + Z  (2n~ 1)!! x2n .
41 -  x2 n-1 2”п!

Буннан

x dt ж (2n -1)!! 2n+1 D лarcs i n  x = I , = x + z —-------- -—  x , R = 1.
0 4 Г - ?  ...1 2”п!(2” +1)

в) (9.41) катарды аFзама-аFза интеграллау нэтийжесинде жыйнаклык 

радиусы R = 1 болFан темендеги катарFа ийе боламыз:

l n  (x + v r+ x 2  )= f  *  = x + Z  ( - 1'>" (2n -1)!! 
V ’  0 -4/1+7 ,-1  2” ” ! ( 2 п  +1)
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4-мысал. f  (х) = ln (4 + 3х -  x ) функцияны x0 = 2 точкада Маклорен 

катарына жайьщ.

Шешими. Дэслеп квадрат Yш аFзалы кебейтиушилерге жиклеймиз:

4 + 3х — х х = — (х — 4)( х +1)

х,эм езгериутттини t = х — 2 деп алмастырамыз. Сонда:

f  (х) = in (4 — х)(х +1) = g( t ) = ln (2 — t)(3 + 1) =

= In 6 + In 1 — -  
V 2 J

+ In

Бунда (9.28) х,эм (9.29) формулаларды коллансак, онда:
да + п да

g (t) = in 6 — £  + £  
n = 1 n 2 n = 1

(—1)n —1 t n 
n 3n

t <2.

Нэтийжеде,

l n (4 + 3х — х ) — in 6 —
n = 1

(—1)' (х — 2)'
n

R  =  2

5-мысал. J c o s x 2 dx интегралды a  = 0,001 дэллигинде есаплан.
о

Шешими. Интеграл белгиси астындаFы функциянын Маклорен 

катарына жайылмасынан пайдаланамыз. Онын ушын
да

c o s  х = £
n = 0

х

(2n)! 2!
+ х х

4! 6!
+ .....  х е (—да, да)

жайылмада х ты х2 пенен алмастырамыз. Сонда

2 , (х2) 2 (х2) 4 (х2) 6 
c o s  х = 1 — —— — + —— -------- -— —  +

2! 4! 6!

1 х4 х8 х12н------------------ь .....  х е (—да, да) .
2! 4! 6!

Бул катар кэлеген х точкада жыйнаклы екенлигинен оны аFзама-аFза 

интеграллау мYмкин, яFный:

J c o s x 2 dx =J 1 х4 х8 х12 + --------------+
2! 4! 6!

dx ■■
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X' X X„13

X +
5 • 2! 9 • 4! 13 • 6!

+
X — 1

у — 0
1

1 1 1+
5 • 2! 9 • 4! 13 • 6!

+

« 1 — 0,1 + 0,0046 « 0,905 .

Бунда интеграллау нэтийжесинде келип шыккан анлатпа белгиси алмасып

келиуши катар болFанлыктан S  — S"\ < an + 1 шэрт орынлы болады.

Буннан | S  — S3 < a4 «0,0001 <0,001 болып, берилген дэлликти тэмийинлеу 

ушын дэслепки Yш аFзасын алыу жеткиликли болады.
0,1

6-мысал. j ln (1 + 2х)
у

dx интегралды а  — 0,001 дэллигинде

есаплан.

Шешими. Бул мысалда х,эм интеграл белгиси астындаFы функциянын 

Маклорен катарына жайылмасынан пайдаланамыз.
X (_1) " -1 t2 t3

ln (1 + 1) —У ^ -----1" — t — —  + —
n 2 3

t4 t5 +
n—1 4 5

жайылмада t ны 2у  пенен алмастырамыз. Сонда

8 у3 32 у5
ln (1 + 2х) — 2х — 2х2 + — 4х4 + 32х

3 5

1Бул катар кэлеген | у  | < — точкаларда жыйнаклы екенлигинен оны

аFзама-аFза интеграллау мYмкин, яFный:
0,1 ln (1 + 2х) 0,1

у
dx — j 8х2 3 32х4 2 — 2 х + ---------4 х +

3 5
dx

V 9
у4 + 32 х' 

"^5~

х — 0,1

х — 0

— 0,2 — 0,01 + 0,0008889 — 0,00011 +
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Бул Лейбниц теоремасы шэртлерин канаатландыратуFын белгиси

алмасып келиуши катар болады. Онын калдыгеы ушын к" 1—1 s —S"\ < 

шэрти орынлы болады. Буннан | S  — S2| < | a3| « 0,0008889 < а  .

Демек,

j In (1 + 2у) dx к  о,2 — 0,01 — 0,19.
п X

an+1

0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалыр

Темендеги функцияларды у езгериушисинин дэрежелери бойынша. 

Тейлор катарына жайын.

19.1.

19.3.

19.5.

19.13.

19.15.

19.17.

19.19.

f  (у) —
9

20 — х — х

f  (х) — ln (1 — х — 6х );

f  (у) — —  -  2;X

19.7. f  (х)
у

У 27 — 2 X

19.9. f  (х) — (х — 1) s i n  5х ;

19.11. f  (х) —
6

8 + 2 х — х

f  (х) — ln (1 — х — 12х2);

, arcs i n  х
f  (х) —-------------- 1 ■х

f  (х) — х2 л] 4 — 3х ; 

f  (х) — 2 х s i n  2 (х /2) — х ;

19.2.

19.4.

19.6.

19.10.

19.12.

19.14.

19.16.

19.18.

f  (у) —
х

■\J 4 — 5х

f  (х) — 2 x c o s  2(х/2 ) — х;

7
f  (х) —12 + х — х

19.8. f  (х) — ln (1 + х — 6х );

f  (у) — 

f  (у) —

ch 3х — 1
х

4/16 — 3х ’ 

f  (х) — (3 + е -х ) 2;

f  (у) —
7

12 — х — х

f  (х) — ln (1 + 2х — 8х2);

19.20. f  (х) — (х — 1) sh х

1
2

2
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19.21. f  (x) =

19.27.

19.29.

5

19.23. f  (x) = in (1 + x — 12x2);

19.25. f  (x) = arctg x
х

f  (x) = У 16 — 5 x ;

f  (x) = (2 — e x ) 2;

19.31. f  (x) =
3

2 — x — x

19.22. f  (x) = x У  27 — 2x ;

,  ̂ ^  ч s i n  3x 19.24. f  (x) = ------------c o s  3 x ;
х

19.26. f  (x) =

19.28. f  (x) = in (1 — x — 20x2); 

19.30. f  (x) = (x — 1) c h x ;

Темендеги интегралларды a  = 0,001 дэллигинде есаплан.

20.5.

20.9.

0,1
20.1. J e " 6x d x ;

0
1

20.3. J c o s  x 2 d x ;

d x ;

1,5
20.7. J

x

dx

0 3 27 + x3

0,2

20.11. J

J s i n  (25x2)d x ;
0

dx

0 Л/16 + x4

0,4
20.13. J in (1 + x /2 )

dx
x

0,3
20.15. J e - 2x dx

20.2.

20.4.

20.6.

20.8.

20.12.

20.14.

0,1
J s i n  (100x2) d x ; 

dx

0
0,5
J
0 4л/1 + x4

J ln  ( 1 + X/5 )  dx
x

0,2
J e 3 x dx

0,5
20.10. J c o s  (4x2) d x ;

0,2 1 — e
x

dx

dx

0 3 64 + x3

0,4
20.16. J s i n  (5x /2 )2 d x ;
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20.19.

20.21.

20.23.

20.25.

20.27.

20.29.

20.31.

20.17.
0,2

J c o s  (25x 2 ) d x ;

0,4 1 -  e - x/2
x

dx

1,5
20.18. J

dx

0,1
20.20. J l n (1 + 2x )

d x ;
x

2,5
J

dx

0 3/125 + x3

0,5
J s i n  (4 x2 ) dx
0

dx
J

2,5
J

dx

0 4 625 + x4

0,5
dx

20.22.

20.26.

20.28.

0,4

0,4

- 3 x 2/4 dx

20.24. J c o s  (5x /2 )2 d x ;

0,5 dx

0 У 1 + x3

1 dx

0 У 8 + x3

20.30. J s i n  x 2 d x ;

0,1
J c o s  (100x2 ) dx
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10—§. Фурье катары

1—аныклама. Егер темендеги шэрт
b
J p n( x) p  m(x)dx = 0, n Ф m, n,m e N  (10.1)
a

орынлы болса, онда [a, b ] кесиндиде Yзликсиз болFан функциялар

p  1(x), p  2(x),.... , p n (x),.....системасы ортогоналлык деп аталады.

Сонын менен бирге
b
J (p2n (x) dx = 1, Vn e N  (10.2)
a

болса, онда \ p n(x )} функциялар системасы [a, b] кесиндисинде

ортонормаллаетан деп айтылады.

Мысалы, темендеги тригонометриялык система [ - 1, l ] кесиндисинде

1 7ix 7ix n n x  n n x—, c o s — , s i n — , ...... , c o s ------, s i n ------, ....... (10.3)
2 l l l l

ортогоналлык болады. Енди

l /1 \2 l I
2 , , , , s i n  —-— dx = l , Vn e N  (10.4)

l 2 l l
f (  1 I j  f 2 ” 7 x  j  e ■ 2 n 7  x  , . w . T2 J I — dx = J  c o s  ------dx = J  s i n  ------ dx = l, Vn e N

-l V2 У -l l -l l

екенлигинен (10.3) системанын, барлык аFзаларын л/7, ал биринши аFзасын 

V772 ге белсек, онда [ - 1, l ] де ортонормаллаетан тригонометриялык 

системасына ийе боламыз, яFный:

1 1  77 x 1 77 xc o s — , —1= s i n — , .........  (10.5)
л/Ш’ л/7 l ’ л/7 l ’

Дара жаFдайда, l = п  болFанда (10.3) система жэнеде эпиуайы 

кериниске келеди:

1 , c o s  x, s i n x ,  ...... , c o s n x ,  s i n n x ,  ....... (10.6)

Бул система [- п, п] кесиндисинде ортогоналлык болады.

1-мысал. Темендеги керинистеги ацлатпа
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1 d n
L n(x) = -------------- (x2 — 1)n, n е N,  L 0(x) = 1 (10.7)

2 nn! d x n

Лежандр кепаFзалысы [— 1,1] кесиндисинде ортогоналлык функциялар 

системасын дYзеди.

Дэлиллениуи. Лежандр полиномларынын [— 1,1] кесиндидеги 

ортогоналлык шэртинин дурыслыFы темендеги бирдейликтин n > m де 

орынлы екенлиги менен аныкланады, яFный:

1 d n 2 d m 2 
J  = J Л—  (х2 — 1)n ■ —— (х2 — 1) mdx = 0.

—1 d x n d x m

Бунда х = —1 хэм х = 1 лер (х2 — 1)n кепаFзалысынын n есели корени

екенлигинен пайдаланамыз. Сонын ушын (х2 — 1)n кепаFзалысынын n — 1 

тэртипке дейинги барлык тууындыларынын х = —1 хэм х = 1 точкалардаFы 

мэнислери нолге айланады.

Енди J  анлатпасын белеклеп интеграллаймыз:
1 d  n — 1 dm + 1

J  = — J —-----r (x2 — 1)n ■ —----- r (x2 — 1) mdx = ....
—1 d x n — 1 d x m +1

1 jm + n
....= ( — 1) n J (x2 — 1) n ■ , m + n (x2 — 1) mdx = 0,— 1 d x

себеби шэртке кере n > m х,эм n + m > 2m, ал (x2 — 1)m кепаFзалысынын 

тэртиби 2m ге тен. Сонлыктан дифференциаллау тэртиби онын дэреже 

тэртибинен Yлкен болFан кепаFзалынын тууындысы анык нолге тен.

Мейли f (х) функциясы [a, b] кесиндиде Yзликсиз, ал \ ф к(х )}

Yзликсиз функциялар [a, b] кесиндиде ортогоналлык система болып, 

олардын х,еш бири (pk (х) [a, b] кесиндиде нолге тен болмасын.

да
2-аньщлама. Егер £  a k (pk (х) функционаллык катары жыйнаклы

k = 1

хэм онын косындысы f  (х) функциясына тен болатуFындай сондай { a k |  

санлы избе-излиги
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f  (x ) — Z  a k Vk (xX
k —1

x e a[a, b\ (10.8)

бар болса, онда f (x) функциясы | v k(x )} ортогоналлык функциялар 

системасы бойынша [a, b\ кесиндиде жыйнаклы болFан катарFа 

жайылFан деп аталады.

10.1-лемма. Егер (10.8) функционаллык катары [a, b\ кесиндиде 

тен, елшеули жыйнаклы болса, онда онын коэффициентлери ушын 

темендеги анлатпалар орынлы болады:

Jf  (x) Vn(x)dx

a n — n e N . (10.9)
J V2 (x)dx
a

Дэлиллениуи. Шэртке кере v  n (x) функциясы [a, b\ кесиндиде 

Yзликсиз, буннан Вейерштрасс теоремасы бойынша ол усы кесиндиде 

шегаралаетан болады. Егер тен елшеули жыйнаклы болFан катарды 

шегаралаетан функцияFа кебейтирсек, онда жэне тен елшеули жыйнаклы 

болFан катарFа ийе боламыз (тен елшеули жыйнаклылык аныкламасынан 

тиккелей келип шь^ады). Сонын ушын (10.8) катарды v n(x) функциясына 

кебейтиремиз. Нэтийжеде:

f  (x)v n(x) — Z  a k Vk (x)Vn (xX n e N, (10.10)
k —1

бул жерде (10.10) нын он тэрепиндеги функционаллык катары [a, b\ 

кесиндиде тен елшеули жыйнаклы болады.

Енди функционаллык катарды аFзама-аFза интеграллау х,аккындаFы 

теореманын шэртлери орынлы болыуынан хэм Vk(x) функциялардын

[a, b\ кесиндиде ез-ара ортогонал екенлигинен пайдаланамыз:

J f (x ) Vn (x)dx — J Z a k Vk (x)
a k —1

Vn (x) dx —
ь
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да Ь Ь

— Z  a k J V k (x) V n (x)dx — a n J v 2n ( x ) d x . (10.11)
k — 1 a a

Сонын ушын шэртке кере v n(x) Ф 0, Vx e[a, b\ х,эм Yзликсиз болыуынан

ь
J V2 (x)dx >0. Демек, (10.11) тенликтен a n коэффициентлерин
a

аныклайтуFын (10.9) формулаFа ийе боламыз.

3-аньщлама. [a, Ь\ кесиндиде ортогоналлык { v k(x )} функциялар

да
системасы бойынша жайылFан (10.8) Z  a k V k (x) функционаллык катары

k —1

f  (x) функциясынын Фурье катары, ал a n санлары Фурье

коэффициентлери деп аталады.

f ( x) функциясынын [ - 1, i ] кесиндидеги тригонометриялык 

системасы бойынша жайылFан Фурье катары:

ч a 0 ^  (  k 7 x  . k 7ix Л г -j / т ю хj  (x) —-----h Z  a k c o s --------h b k s i n ------ , x e[-1, l \ . (10.12)
2 k — 1 l l

(10.12) катар f  (x) функциясынын [- i , i \ ги тригонометриялык Фурье

катары деп аталады, бул жерде a k хэм bk коэффициентлерин аныклау

ушын (10.9) формулаFа тригонометриялык функциялардын анлатпаларын 

алып барып койыу хэм (10.4) формулаларды колланыу керек, яFный:

1 l 1 l
a 0 — — J f  (x)dx, a n — -  J f  (x) c o s  П7 Хdx, (10.13)

l - i l -i l

1 i
b n — -  J f  (x) s i n  n 7 x  dx, n e N  . 

n i >, JK i
n7 x

f  (x) s i n
-i

Дара жаFдайда, i — 7  болFанда: 
1 7 1 7

a 0 —— [ f  (x) dx, a n — — J f  (x) c o s n x d x ,  (10.14)
7  -7 7  -7

1 7b n — — I f  (x) s i n n x d x ,  n e N
7  - 7
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Мейли [a, b] кесиндиде f  (x) базы бир абсолют интегралланыушы 

функция, ал \ p k(х )} функциялары усы кесиндиде Yзликсиз хэм хеш 

бири кесиндиде p k (х) # 0, Vk е N, Vx e[a, b] нолге тен болмасын. Усы 

шэртлер орынлы болFанда, [a, b] кесиндиде абсолют интегралланыушы 

кэлеген f  (х) функциясынын Фурье коэффициентлери (10.9) формула 

бойынша аныкланады.

Хдкыйкатында да, мейли меншиксиз интеграл сыпатында
b
J | f  (х) | dx < да жыйнаклы болсын. Сонда
a

\f  (х) Р n (х )| ^ kn \ f  ( x ) |, kn = SUP |p  n (x ) |.хе [a, b]
b

Буннан салыстырыу белгиси бойынша J f  (x) p  n(x) dx меншиксиз
a

b
интегралы абсолют жыйнаклы болады, яFный J | f  (х) p  n(х) |dx < да. Демек,

a

f  (х) тын барлык Фурье коэффициентлери (10.9) формула менен 

табылады. Улыума алFанда, [a, b] кесиндиде абсолют интегралланыушы

да
f  (х) функциясынын Фурье катары £  a k p k (х) таралыушы хэм болыуы

k = 1

мYмкин. Сонлыктан бундай типтеги функциялар ушын темендеги 

белгилеуди кабыл етемиз:

f  (х) ~ £  a n Pn(х ). (10.15)
n = 1

Дара жаFдайда, (10.3) тригонометриялык система ушын (10.15) 

формула темендеги куриниске ийе болады:

f t  \ a 0 ^  (  k п х  . k п х  Л j  (х) ~ -----ь £  a k c o s -------- н b k s i n ------ . (10.16)
2 l l /
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(10.15) жазылыуда Z  a n (pn (x) катары f  (x) функциясынын, ортогоналлык
П = 1

{ p k (x )} системасы бойынша жайь!^ан Фурье катарын билдиреди.

Темендеги Риман леммасы тригонометриялык Фурье катары х,эм 

интеграллары теориясында Yлкен эх,мийетке ийе.

10.2-лемма (Риман леммасы). Мейли f  (x) функциясы шекли ямаса

шексиз болFан (a, b) интервалында абсолют интегралланыушы болсын.

Сонда

l im J f  (x) s i n w x d x  = l im J f  (x) c o s w x d x  = 0. (10.17)
w —— Ж w — Ж

Дэлиллениуи. Лемманын дэлиллениуин еки пунктке ажыратамыз.

а) Мейли дэслеп f  (x) функциясы Риман маFанасында [a, b] 

кесиндиде интегралланыушы болсын. Сонда интегралланыушылык 

критериясы бойынша кэлеген s  > 0 ушын [a, b] кесиндисинин сондай

T = {x}, i = 0,1,2,.....  белиниуи табылып, бул белиниуге сэйкес болFан

ST жокарFы х,эм sT теменги Дарбу косындылары ушын

s
ST -  ST = Z  ( M i -  m i) A x i < ~

i =1 2

шэрти орынлы, бул жерде M t = sup f  (x ) , m t = sup f  (x ) .
x e[xi-l, xi] x e[xi-l, xi]

Бул жаFдайда, кэлеген i = 1, n х,эм кэлеген x e [xi-1, x t ] ушын

0 < f  (x) -  mt < M t -  mt тенсизлиги х,эм темендеги бах,алаулары дурыс 

болады:

b n xi
J f  (x) s i n  w x  dx = Z  J f  (x) s i n  w x  dx
a i =1 xi-1

n i n i
Z  J (f  (x) -  m t)s in w x  dx + Z  m t J s i n  w x  dxm

i =1 xi
<

i =1 x
i -1
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<  £  J  f  (x) -  m i •( s i n w x | d x  +  £
m

4 - 1 = 1 w
C05 wx,. -  C05 w x ; !I , — 1 <

и 2 n
< £  (M i -  m,) Ax, + ^  £

, = i w i = i
m, . F с 0 < — +

2 w

бул жерде с0 = 2n • sup I f (x)I
x e [a, b ]

Енди тайынлаетан n нин, мэнисинде сондай w0 > 0 саны бар болып

w > w0 шэртин канаатландыратуFын кэлеген w саны ушын с 0 F < —
w 2

тенсизлиги дурыс болады. Демек, w параметрдин |w| > w0 мэнислеринде

b
J f  (x) s i n w x d x  < f
a

болады, яFный
b

lim J f  (x) s i n w x d x  = 0.
w a

б) Мейли енди f  (x) функциясы (a, b) интервалында абсолют

b
интегралланыушы болсын. Пикирлеуди шегараламаFан х,алда J | f  (x) | dx

a

меншиксиз интегралынын тек бир дана b айрыкша точкасы бар 

деп есаплаймыз. Бунда биз тек шекли сандаFы айрыкша точкаларFа 

ийе болFан меншиксиз интегралларды карастырамыз. Сонда меншиксиз

интегралдын жыйнаклы болыу шэртине кере Vf > 0 ушын 3 b*, b* < b

табылып [a, b*] кесиндиде f  (x) функциясы Риман маFанасында 

интегралланыушы, ал темендеги меншиксиз интеграл ушын
b F
Я f (x ) \ d x < 2

бах,алауы дурыс болады.

x
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Риман маFанасында интегралланыушы функциялар ушын лемманын 

дэлиллениуи а) пунктте келтирилген еди. Буннан сондай w0 > 0 саны бар

болып w > w0 шэрти менен аныкланFан w нын барлык мэнислеринде

J f  (x) s i n  w x  dx
s

<  — . 
2

Сонын ушын w параметрдин I w I > w0 мэнислеринде

J f  (x) s i n  w x  dx

J f  (x) s i n  w x  dx + J f  (x) s i n  w x  dx <

< J f  ( x ) s i n  w x  dx + J | f  (x)| dx < S  + S  — s
, * 2 2ь

Демек, J f  (x) s i n w x d x  д  0, w д д а . Тап усындай жол менен
a

ь
iim J f  (x) c o s  w x  dx — 0 екенлигин керсетиу мYмкин.

w дда a

1-салдар. Егер f  (x) функциясы [ - 1, i \ кесиндиде абсолют 

интегралланыушы функция болса, онда онын (10.13) формулалары менен 

аныклаетан Фурье коэффициентлери n д д а  умтылFанда нолге умтылады.

Тригонометриялык Фурье катарыныц дара косындылары

ушын формула

f  (x) функциясынын периоды T дегенде биз сол период болатуFын 

санлардын ен кишисин кабыл етемиз. Егер f  (x) функциясынын периоды 

2i ге тен болса, онда оны 2i периодлы деп айтамыз. [ - 1, i ) ярым 

сегментте аныкланFан f  (x) функцияны (-да, да) аралыкка периодикалык 

дауам еттириуге болады. Бунын ушын [ - 1, i ) ярым сегменттеги f  (x) 

функциянын графигин Ox кешери бойлап параллел рэуиште
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2ni , n — 0, ± 1, ± 2,.....  бирликке кеширемиз. Сонын менен бирге, егер

f  (- i + 0) хэм f  (i -  0) бир тэреплеме лимитлери бар болса, онда функциянын 

периодлыгеына кере темендеги тенликлер орынлы болады:

f  (i + 0) — i im f  (x) — i im f  ( i + u) — i im f  ( - 1 + u) —
x —— i +0 u —— +0 u —— +0

— i im f  (x) — f  ( - i + 0) .
x— -i  +0

Егер f  ( - i + 0) ф f  (i -  0) болса, онда [ - 1, i ) аралыкта аныклаетан 

(YЗликсиз болFан) f  (x) функциянын периодлы дауамында i (2n +1), n e Z 

точкалары секириуи | f  ( - i  + 0) -  f  (i -  0) | ге тен болFан биринши тYP Yзилис 

точкалары болады.

i ! /  

1 /

У1\
!

/  1
/  1/  1

/  1 ё 1

4

/  \ 
j  t 

/  1

5/1 -2 i\J -I

и1 1

0 /  2Г 
1 > У
Г

/  Ц  * 
*11

6-сызылма

Тек бир жаFдайда, егер f  ( - i + 0) — f  (i -  0) болса, онда [ - 1, i ) аралыкта 

Yзликсиз болFан f  (x) функциянын (-да, да) аралыкка периодлы дауамы 

хэм Yзликсиз болып калады.

10.3 -лемма. Егер f  (x) функциясы [ - 1, i \ кесиндиде абсолют

интегралланыушы хэм 2i периодлы болса, онда кэлеген хакыйкый a саны 

ушын темендеги тенлик орынлы болады:
a +i I

a -i -i

Енди 2i периодлы [ - 1, i \ кесиндиде абсолют интегралланыушы 

f  (x) функциясынын (12) керинистеги тригонометриялык Фурье катарын
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:[- /, /].

^ra6apFa алып, онын, дара косындылар избе-излигин жасаймыз:

Sn (x) -  + £
2 k - 1

a k cos k жх  . k ЖХ^ + b k s i n x e (10.18)
у/ /

Бунда Sn (x) функциялары шексиз дифференциалланыушы х,эм 2/ 

периодлы екенлиги анык. Енди Sn (x) ушын формуланы (Дирихле 

формуласы) келтирип шыFарамыз, яFный и ф 2kж, k e Z  де дурыс болFан 

темендеги бирдейликти дэлиллеймиз:

D n (и) = — + c o s u  + ..... + c o s n u  -
п 2

s i n n + 1
2

и

2 s i n
и
2

(10.19)

Бул тастыйыклаудын дэлиллениуи темендеги тYрлендириуден тиккелей 

келип шь^ады:

и и— = s i n  — +
2 2

и 3и-  + s i n  -
2 2

г
-  s i n n

V

и

2
и
2

и
s i n — + ..... + s i n

2
n н—  

2
и

л

2
и -  sin 1n н—  

V 2,
и .

(10.19) формула менен аныклаетан D n (и) функциясы Дирихле ядросы 

деп аталады.

10.4-лемма. Дирихле ядросы шексиз дифференциалланыушы жуп 

2ж периодлы функция х,эм онын ушын темендеги тенлик орынлы болады:

1 Ж— [ D n (и) du -1  
ж *

(10.20)

Дэлиллениуи. (10.19) формуладан c o s k u  лар жуп, 2ж периодлы

х,эм шексиз дифференциалланыушы екенлигинен усы кэсийетлерге 

Дирихле ядросы х,эм ийе болады. (10.19) формуланы пайдаланып 

Дирихле ядросынын анлатпасынан тиккелей (10.20) формуланы келтирип 

шыгеарыу мYмкин:

- 173 -

n

1

1



1  J D n(u) du = — J f 1  + c o s u  + ......+ с
n

\
o s  nu du =

1 n n
= 1 н-----£  J c o s k u d u  = 1.

K k = 1 -n
Енди Фурье катарынын дара косындылары ушын Дирихле формуласын 

келтирип шь^арамыз. Онын ушын дэслеп (10.13) анлатпалары менен 

берилген Фурье коэффициентлерин (10.18) формулаFа алып барып коямыз, 

сон Дирихле ядросынын (10.19) формуласынан пайдаланамыз. Нэтийжеде:

1 1
Sn(x) = J f  (x) dx +

+ £
k = 1

k K x  1 l N k n t  7 k Kx  1 l N . kn t 7 cos —;—  -  J j  (t) c o s -----dt  + s i n ------  — J j  ( t) s i n  ——dt
l -i l 1 1  -il i

1 i
-  J f (  t )
L -i

1 n
2 +  £2 k =1

k к  x k n t
c o s c o s + s i n

k n x  k n t
I

si  n
I

dt

1 n k n
— + £  c o s ----(x - 1)
2 k =1 l= ]  J f (  t)

L -I

1 i ( n Л 1 l +x
у J f  (t) D n Y (t -  x) dt  = 7 J f  (x -  u) Dl -1 V 1 У 1 -1+x

dt  =

n—u 
V l У

du .

СонFы интегралда интеграл белгиси астындаFы функция 21 периодлы, 

буннан 10.3-леммаFа кере узынлыFы 21 кесинди бойынша алы^ан 

интегралдын мэниси, сол кесиндинин сан кешериндеги жайласкан орнынан 

Fэрезсиз екенлигин анлатады, яFный

1 1
Sn (x) = 7 J f  (x -  u) D n

l -1 V l У

Фурье катарынын дара косындысы ушын алы^ан (10.21) анлатпасы 

Дирихле формуласы деп аталады.

Егер (10.21) де интеграллау кесиндисин [ - 1, 0 ] х,эм [0, l ] болFан 

симметриялык кесиндилерге ажыратып, сон екиншисинде u = -v  деп

n—u 
l

du (10.21)
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езгериушини алмастырып х,эм Дирихле ядросынын жуп екенлигин есапка 

алсак, онда (10.21) формуланы темендегише кылып тYрлендириу мYмкин:

1 / г Ж А
Sn (x) -  -  J [ f  (x + и) + f  (x -  и)] D n — и du . (10.22) 

1 0 V1 У

Дара жаFдайда, / -  ж болFанда (10.21) х,эм (10.22) формулалар 

жэнеде эпиуайыласады
1 Ж

Sn (x) -  — J f  (x -  и) D n (u) du
Ж  - ж

1
- -  J [ f  (x н u) + f  (x -  u)] D n(u) du . (10.23)

Ж 0

Фурье катарыныц точкада жыйнаклы болыуы

Фурье катарынын x0 точкада жыйнаклы болыуы (10.23) Дирихле 

формуласы менен аныкланFан Sn (x0) дара косындылар избе-излигинин 

жыйнаклылык шэрти менен алмастырылады. Келеси баянлауымызда тек 

/ -  ж болFан жаFдайды карастырамыз. Бул бизлердин пикир жYритиуимизди 

шегаралап коймайды, себеби 2ж периодтан 2/ периодка эпиуайы 

езгериушини алмастырыу усылы менен етип алы ^а болады.

10.1-теорема (локализациялау принципи). Мейли f  (x) функциясы

2ж периодлы х,эм [- ж, ж ] кесиндиде абсолют интегралланыушы болсын. 

Сонда f  (x) функциясынын x0 точкадаFы Фурье катарынын жыйнаклы 

болыу шэрти х,эм f  (x) функциясынын x0 точкадаFы Фурье катарынын 

косындысы (егер бул катар жыйнаклы болса) тек f (x) функциясынын 

(x0 -  8,  x0 + 8 ), 8 > 0 кэлегенше киши интервалдаFы мэнисинен Fэрезли 

болады.

Дэлиллениуи. Фурье катарынын дара косындылары анлатпасы 

болFан (10.23) формуласынан пайдаланамыз. Дэслеп бул формуланы 

темендеги керинисте жазып аламыз:
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S  (x0) = I  n f  (x0 + u) + f  (x0 - u) s i n
n i  ~ . u2 s i n

1
n +—  

2

\
u du . (10.24)

/
2

Бунда f  (x0 + u) + f  (x0 -  u) функциясы [- n, n  ] кесиндиде абсолют 

интегралланыушы, ал кэлеген 8 > 0 хэм кэлеген u e[8, n  ] ушын мына 

бахалауы дурыс

f  (x0 + u) + f  (x0 -  u)

2 s i n
u
2

<
2 s i n 8

2

f  (x0 + u ) + f  (x0 -  u)

болады. Сонын ушын салыстырыу белгиси бойынша

f  (x0 + u) + f  (x0 -  u)
Ф(а) =

2 s i n
u
2

u e [8, n  ]

функциясы [8, n  ] кесиндиде абсолют интегралланыушы болады. Буннан

Риман леммасы бойынша

!■ 1 n f  (x0 + u) + f  (x0 -  u) . rl im — I 0------— ------ s i n
n u 2 s i n

1
n +—  

2

\
u du = 0 .

J
2

Нэтийжеде, (10.24) формулаFа мууапык

l im
n — да Sn(x0) J

n  n

<?
1 r f  (x0 + u) + f  (x0 -  u) si  n

2 s i n
u
2

1
n +—  

v 2,
udu = 0 (10.25)

Демек, бул (10.25) формуладан l im Sn(x0) лимиттин бар болыуы
n — да

хэм онын мэниси тек темендеги лимитин

!■ 1 г f  (x0 + u) + f  (x0 -  u) . l im — J ------ s i n
n — да n  0 2 s i n

u
2

v

1
n +—  

2

\
u du

J

бар болыуы х,эм онын мэнисинен Fэрезли болады, яFный (x0 -  8, x0 + 8) 

интервалдаFы f  функциянын мэнисинен Fэрезли болады. Теорема толь^ы  

менен дэлилленди.
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1-ескертиу. f (х) = 1  функциясы ушын (10.25) формула темендеги 

керинисте болады:

• (  1 ^S s i n  n +—  u
1 S 2 1 

l i m -  j  -------^ du  = - ,  VS >0. (10.26)
n — ю ж 0 2 s i n u 2

2

4-аньщлама. Егер шекли f  (х0 ± 0) бир тэреплеме лимитлери 

хэм сондай S > 0, а  e (0,1], c0 > 0 санлары бар болып барлык u e (0, S) 

лар ушын темендеги тенсизликлер орынлы

I f  (Х0 + u) -  f  (Х0 + 0)1 < С0 ua , (10.27)

а
| f  (х0 -  u) -  f  (Х0 -  0) | < c0 u 

болса, онда f  (х) функциясы х0 точкада Г ельдер шэртин канаатландырады 

деп аталады. Бул жерде а  саны Гельдер керсеткиши деп айтылады.

Егер х0 точкада (10.27)) Гельдер шэртин канаатландырыушы f  (х) 

функциясы ушын f  (х0 + 0) ф  f  (х0 -  0) болса, онда функция усы точкада

биринши TYP Y 3 ^ ^ ^  ийе болыуы мYмкин.

Енди бир тэреплеме тууындылардын белгили болFан аныкламаларын 

улыумаластырып келтиремиз:

л  <■ \ 1- f  (х0 + u) -  f  (х0 + 0) f н (х0) = l im ------— ------,
u — + 0 u

f _ (х0) = l im f  (х0 -  u) -  f  (х0 -  0 ) .
u — +0 u

10.5-лемма. Егер f  (х) функциясы х0 точкада шекли f+ (х0) хэм

f -  (х0) бир тэреплеме тууындыларFа ийе болса, онда f  (х) функциясы х0

точкада Гельдер шэртин а  = 1 керсеткиши менен канаатландырады. 

Дэлиллениуи. Шэрт бойынша темендеги функциялар

) = f  (х0 + u) -  f  (х0 + 0) ^ ( u) = f  (х0 -  u) -  f  (х0 -  0) 
u u
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и ^  + 0 да шекли лимитлерге ийе болады. Сонын ушын базы бир (0, 8) 

интервалда шегарала^ан, яFный сондай с0 > 0 саны бар болып

f  (x0 + и ) -  f  (x0 + 0)
< С0 -

f  (x0 -  и ) -  f  (x0 -  0)
и

< с0
и

тенсизликлери орынлы болады.

Демек, f  (x) функциясы x0 точкада Гельдер шэртин а  -1  керсеткиши 

менен канаатландырады екен.

1-салдар. Егер f  (x) функциясы x0 точкада тууындыгеа ийе болса, 

онда ол Гельдер шэртин канаатландырады. Кери тастыйыклау 

улыума алFанда дурыс емес, мысалы: f  (x) - |  x |а , 0 < а  < 1 функциясы

x -  0 точкада Г ельдер шэртин канаатландырады, бирак x -  0 точкада 

дифференциалланыушы емес.

10.2-теорема (Фурье катарыныц точкада жыйнаклы болыуы).

Мейли 2ж периодлы f  (x) функциясы [- ж, ж ] кесиндиде абсолют 

интегралланыушы х,эм x0 точкада Гельдер шэртин канаатландырсын. 

Сонда f  (x) функциянын x0 точкадаFы Фурье катары

2  (f  (x0 + 0) + f  (x0 -  0)) 

ге жыйнаклы болады. Сонын менен бирге, егер f  (x) функциясы x0 

точкада Yзликсиз болса, онда усы точкадаFы Фурье катарынын косындысы 

f  (x0) ге тен болады.

Дэлиллениуи. Теорема шэрти бойынша f  (x) функциясы x0 точкада 

Г ельдер шэртин канаатландырады, яFный 0 < и < 8  х,эм а  > 0 лар ушын 

(10.27) тенсизликлери орынлы болады. Берилген 8 > 0 ушын (10.25), 

(10.26) тенликлерин жазып аламыз. Сон (10.26) тенликти дэслеп 

f  (x0 + 0) + f  (x0 -  0) ге кебейтемиз х,эм нэтийжени (10.25) тенликтен 

алып таслаймыз:
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l im
n — да S n (x0) -

f  (x0 + 0) + f  (x0 -  0) 
2

(10.28)

1 8  

—  8n
f  (x0 + u) -  f  (x0 + 0) + f  (x0 -  u) -  f  (x0 -  0) x s i n

2 s i n
u
2

n +—  
2

u du =0

(10.27) Гельдер шэртинен темендеги

f  (x0 + u) -  f  (x0 + 0) + f  (x0 -  u) -  f  (x0 -  0)

2 si  n
u
2

(10.29)

функциянын [ 0, 8 ] кесиндиде абсолют интегралланыушы екенлиги анык. 

Хдкыйкатында да, егер Гельдер шэртин коллансак, онда (10.29) тенлиги 

менен аныклаетан Ф(п) функциясы ушын темендеги тенсизлиги дурыс 

болады:

Ф(ц)
2c0 ua

""2
n c 0 u a -1 0 < a  < 1. (10.30)

u
n

Демек, меншиксиз интеграллардын жыйнаклы болыуынын салыстырыу 

белгиси бойынша (10.30) тенлик пенен аныклаетан Ф(п) функциясы [ 0, 8 ] 

кесиндиде абсолют интегралланыушы болады.

Риман леммасына мууапык

l im J Ф(п) s i n
n — да 0

1
n +—  

2 у
u du = 0 .

Нэтийжеде, (10.28) формуладан темендеги жуумаклаушы тенликке ийе

боламыз:

l lm S„ (x0) = ^  0) + f  (x0 -  0)
n — да 2

Теорема толь^ы  менен дэлилленди.

1-салдар. Егер 2n периодлы х,эм [- n, n  ] кесиндиде абсолют 

интегралланыушы f  (x) функциясы x0 точкада f+ (x0) хэм f -  (x0) бир

1

8
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тэреплеме туУындыларFа ийе болса, онда онын x0 точкадаFы Фурье 

катары 1  (f  (x0 + 0) + f  (x0 -  0)) ге жыйнаклы болады.

2-салдар. Егер 2ж периодлы х,эм [- ж, ж ] кесиндиде абсолют 

интегралланыушы f  (x) функциясы x0 точкада f '(x0) туУындыFа ийе болса, 

онда онын x0 точкадаFы Фурье катары f  (x0) ге жыйнаклы болады.

3-салдар. Егер 2ж периодлы х,эм [- ж, ж ] кесиндиде абсолют 

интегралланыушы f  (x) функциясы ± ж точкаларда Г ельдер шэртин 

канаатландырса, онда онын периодлыгеы бойынша ± ж точкалардаFы 

^  f  (ж -  0) + f  ( - ж + 0) „Фурье катары —-------  -------- - ге жыйнаклы болады.

1-мысал. Функциянын Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин.

Z -
n - 1

(-1)
n + 1 Ж

n 12

Шешими. f  (x) -  x 2, [- ж,ж] функциясы жуп х,эм онын периодлы 

дауам кылынFан функциясы Yзликсиз х,эм белек-сыйпак болады 

(6-сызылма). Сонын ушын 10.2-теорема бойынша Фурье катары [- ж,ж]

кесиндинин дерлик барлык жеринде f  (x) -  x функциясына абсолют х,эм 

тен елшеули жыйнаклы болады.

Есаплаулардан:

6-сызылма

a0 -  — Jx 2dx - :
Ж

180 -

3



bn = 0, n = 1,2,3,..... (себеби f (x) = x функциясы жуп). Сонльщтан барлык

-  7  < X < 7  уШЫН

(10.31) ни темендегише кылып тYрлендиремиз, яFный

Егерде (10.32) де x = 0 деп алсак, онда керекли болFан нэтийжеге ийе 

боламыз:

2-мысал. Функциянын, Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин.

Шешими. f  (x) = x функциясын 0 < x < 27 аралыкта Фурье катарына 

жайыу мэселесин керип шыFамыз. Бул функциянын графиги темендегише 

болады (7-сызылма). Онын периодлы дауам кылынFан функциясына

10.2-теорема шэртлерин колланыу мYмкин. Yзилис нокатларында 

( x = 2k7,  k = 0, ± 1, ± 2,....) Фурье катары функциянын он х,эм шеп 

нокатлардаFы лимит мэнислеринин орта арифметигине

n = 1 n 12

2

2

n = 1 n2 6

2

яFный 7  ге жыйнаклы болады. Берилген функция жупта, такта емес.
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7-сызылма

Сонлыктан, Фурье коэффициентлери темендегише болады.

a0 = -  n

1 2n
— J xdx =2n

1 2n 1 1 2n 
an = — Jxcosnxdx =— (x sin nx) | ------ J sinnxdx =0.

n 0 nn n n

1 2n 1 1 2n 2
bn = — J x sin nxdx = ------ (x cos nx )| x~ n н-------J cos nxdx = ------

n  0 n n  n n  0 n

Сонлыктан барлык 0 < x < 2n ушын x = n  -  2 £
sin nx . Буннан

£
sin nx n  -  x

2
(10.33)

2
Енди тап усындай кылып f  (x) = x функциясынын 0 < x < 2n 

аралыкта Фурье катарына жайыу мэселесин карастырамыз. Бул функциянын 

графиги темендегише болады (8-сызылма). Онын периодлы дауам кылыютан 

функциясына 10.2-теорема шэртлерин, яFный жыйнаклылык белгисин 

колланыу мYмкин. Yзилис нокатларында (x = 2kn,  k = 0, ± 1, ± 2,....) Фурье 

катары функциянын он хэм шеп нокатлардаFы лимит мэнислеринин 

орта арифметигине

f  (0) + f  (2n) = 2n2
2 ,

яFный 2n2 ге жыйнаклы. Берилген функция жупта, такта емес.

n

n
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4 1
1

f\ f\ 1 n /!
1 / 1 ' A A /' r A/ 1 / 1  / 1 1
to

J
1 1 

J  j  1У
jjJ

\
J  V ,

J 2n 6rt 8n !0n t2n

8-сызылма

Сонлыктан, Фурье коэффициентлери темендегише болады.
1 27

a0 = — f x 2 dx =
7

8 7 "
3

27
— f x 
7

a„ = — I x cosnxdx
2 27

7 n

2
7 n

x=27 2 27

7 n
I cos nx dx

4
2

1 27 1
bn = — f x2 sin nxdx = ------ (x2 cos nx j

7  0 7 n

n

x=27 
x=0 +

2 27 4 7  2 27 4 7  
н------I x cos nxdx = --------------- ^ I sin nxdx = -

7 n n 7 n n

Сонлыктан барлык 0 < x < 27  ушын

x
47 да  ̂ cos nx 7  sin nx^

47 ■
~ Y

n = 1 v n 

да

n у

Лcos nx 7  sin nx

=1v n2 n J

2
47  . ” cos nx . да sin nx
— + 4 2 — 2— 47 2 -------

x
47

=1 n

. cos nx . да sin nx
+ 4 2 ---- 2----- 47 2

n =1 n

0 < x < 27
=1 n =1 n

2
23

n

3 n n
(10.34)
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Ж sm nx ж -  x
Егер (10.33) ни Z ------- ----------  екенлигин инабатка алсак, онда

n -1 n 2

(10.34) ни темендегише кылып тYрлендирип жазыу мYмкин.
Ж cos nx 3x2 -  6ж  + 2ж2
Z  — —  =--------- ^ ----------. (1035)n - 1 n 12

Енди (10.35) де x -  0 деп алсак, онда керекли болFан нэтийжеге ийе 

боламыз:
21 Ж

n^1 n2 6

3-мысал. Функциянын Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин.

Z  (-1 )nH1 -  Ж  
n2-1 2n -1  4 .

Шешими. f  (x) - 1 ,  0 < x < ж функциясын берилген аралыкта Фурье 

катарына синуслар бойынша жайып шыFамыз. Бул функциянын [- ж; 0] 

кесиндиде так болFан периодлы дауамында x -  0 Yзилис нокаты 

болатуFынлыFын анлаймыз. Ox кешерине так, периодлы (T -  2ж) дауам 

KылынFан f  (x) функциясынын графиги темендегише болады (9-сызылма). 

Yзилис нокатларында ( x -  kж, k -  0, ± 1, ± 2,....) катардын косындысы нолге

- f  (0) + f  (ж) л тен болады, яFный — — -  0.

9-сызылма

Фурье коэффициентлери темендегише болады.

an -  0, n -  0,1,2,
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bn = — [sin nxdx = ( -  cos nx )| x=n = - ^ [ l  -  (-1)n ]. 
n 0 n n  nn

4 ® sin(2n +1)x
Сонлыктан барлык 0 < x < n  ушын 1 = — £ --------------- . Буннан

n n = 1 2n +1

£  sin(2n + 1)x = n . (10.36)
n =1 2n +1 4 v '

ъ n да (-1)n nЕнди (10.36) де x = — деп алсак, онда £  —— — = —, яFный
2 n = 1 2n + 1 4

n л 1 1 1— = 1 —  + ------ + .........
4 3 5 7

4-мысал. Функциянын Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин.

^  3 -  (-1) n 7 2
£ ------ о—  = — n  .

„-1 n2 12

Шешими. Биз 1-мысалда f  (x) = x 2, [- n ,n ] функциясынын

керсетилген кесиндидеги Фурье катарына жайылмасынан темендеги 

келтирип шыFарFан едик, яFный

£  (- 1 ) ,  + 1 ^ n x  = к  2 -  3x 2 . (10.37)
n =1 n 12

Тап усындай кылып, 2-мысалда f  (x) = x функциясынын 0 < x < 2n 

интервалдаFы Фурье катарына жайылмасынан темендеги тенликти, яFный

£  . (10.38)
n = 1 n 2

2
Енди 2-мысалда f  (x) = x функциясынын 0 < x < 2n интервалдаFы 

Фурье катарына жайылмасынан темендеги тенликти, яFный

^  cos nx = 3x2 -  6nx + 2 n 2 (1039)
£  2 = To (10.39)

n =1 n 12

келтирип шыFарFан едик.

Енди (10.37) де x = 0 деп алсак, онда
- 185 -



z
n = 1

(-1 )
n+1 ж'

n 12

Егер (10.39) де x = 0 деп алсак, онда

Ж 1 
3 z  -V
n = 1 n

6ж
12"

Нэтийжеде, (10.40) х,эм (10.41) ез-ара коссак, онда

^  3 -  (-1) n 7 2
z  — -— = — ж

n = 1 n 12

(10.40)

(10.41)

керекли болFан нэтийжеге ийе боламыз.

5-мысал. Функциянын, Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин:

z
(-1) n +1 1 1 ж

shж

Шешими. f  (х) = e ax , а = const , а Ф 0 функциясынын -  ж < х < ж 

аралыктаFы Фурье катарына жайылмасын келтирип шь^арамыз.

f  (х) ~ —  + Z  (an cos nx + bn sin nx),
2 n = 1

1 ж
a0 = — J f  (x)dx 

ж

1 ж
an = — J f  (x)cos nxdx , n = 1,2,3,.....

ж

1 ж— J f  (x)sin nxdx,  n = 1,2,3,bn = ~
ж ж

Тиккелей есаплаулар нэтийжесинде

1 1 2a0 = -  Je axdx = —  (eaж -  e “aж)= —  sh 
ж * аж аж

аж

а„ = — | e (lx cos nxdx =—
ж

а cos nx + n sin nx
2 2 а + n

n

x—ж
а xe

x = -ж
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=(-1)"
2a

n ( a 2 + n 2)
sh a n , n = 1,2,3,

b„ = — I e ax sin nxdx =—
71

= (-1)
n -1 2n

n ( a 2 + n2)

a sin nx -  n cos nx
2 2 a + n

sh an,  n = 1,2,3,

Сонда берилген функциянын, Фурье катары темендеги керинисте

e ax = 2 sh an
71

±  + £  (-  1)nл 2 22a n = 1 a + n
a cos nx -  n sin nx (10.42)

болады. Енди (10.42) де x = 0 х,эм a = 1 деп алсак, онда

2 shn
71

Буннан

£ (-1)
n +1 г 71 \

1 -
v shn  у

(10.43)

6-мысал. Функциянын Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин:

£
1 1

=1 4n2 -1  2

Шешими. f (x) = |s inx\  функциясын караймыз. Ол x тин барлык

мэнислеринде аныкланFан х,эм жуп, белек-сыйпак Yзликсиз функция болады. 

Онын графиги 10-сызылмада келтирилген. Жыйнаклылык белгиси орынлы 

болып, f (x) = |s inx\  функциясы езинин барлык жерде абсолют х,эм тен 

елшеули жыйнаклы болFан Фурье катарына тен болады.

10-сызылма

x - j

axe
x_—J

1

1
n
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2 ж . , 4

0 < x < ж ушын | s in x  | = s i n x  екенлигинен

а0 = ~ J sin xdx = —,
ж 0 ж

2 ж • й 1ап = — J sin x cos nxdx =-----
ж 0 ж

r cos(n +1)x cos(n -1 )x Л
n +1 n -1 x=0

= - 2 H 3 -± 1
ж (n -1)

0, егер n = 2k +1,
4

, егер n = 2 k , k = 1,2,,,,.
ж (4k2 -1)

2 ж 1 ж 
n = 1 де а1 = — J sin x cos xdx  = — J sin 2 xdx  = 0, ал bn = 0, n = 1,2,. 

1 ж ж 0

Демек, берилген функциянын Фурье катары темендеги керинисте

, 2 4 Ж 1
\ sinx\  = --------Z  ——2— 7 (10.44)

ж ж n = 1 4n -1

болады. Енди (10.44) де x = 0 деп алсак, онда

1 = 1 
f  1 4n2 -1  _ 2

7-мысал. Функциянын Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин:

^ 1  -ГГ21 жz  -
n ,  1 (2n - 1)2 8

Шешими. f  (x) = | x| функциясын -  ж < x < ж ушын караймыз.

Функция жуп. Онын периодлы дауамынын графиги 11-сызылмада 

келтирилген. «Дауам еттирилген» функция Yзликсиз х,эм белек-сыйпак 

болады. Жыйнаклылык белгисин колланыу мYмкин. Сонлыктан, Фурье 

катары f  (x) = | x| функциясына [- ж,ж] кесиндинин барлык нокатларында

х,эм онын «периодлы дауамына» абсолют х,эм тен елшеули жыйнаклы 

болады.

x - n
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( \
1 \

УГк У7\  /  [ \  /  1 X  /  1/  1 \  /  1 \  /  1Г . h \Х 1 \ /  к
-А о 1

п J ,4
----■ I —Л?

11-сызылма 

x > 0 ушын I x I = x екенлигинен

a0 = -  7

2 7
I xdx = 7  ,

2 7 2 
an = — |  x cos nxdx =— — (cos nx j

7 7n
x=7
x=0

2
7 n

0, егер n = 2k ,
4

, егер n = 2k +1, k = 0,1,2,....
тт 2

h = 0, n = 1,2,

Демек, берилген функциянын, Фурье катары темендеги керинисте

I I 7 4 ” cos(2n - 1)x
x = -------- 2  --------------

I I  2 7  n= 1 (2n - 1)2

болады. Енди (10.46) де x = 0 деп алсак, онда

2т 1 = 7
2 1 (2n - 1)2 8

(10.46)

(10.47)

8-мысал. Функциянын Фурье катарына жайылмасынан пайдаланып, 

темендеги тенликтин орынлы болыуын керсетин:

2
(-1 )n +1 7  -  2

“ 4 n2 -1  4

Шешими. f  (x) = | cos(rnx / 1)|, l = const,  l > 0 функциясын 0 < x < l

ушын караймыз. Функция жуп. «Дауам еттирилген» функция Yзликсиз х,эм 

белек-сыйпак болады. Жыйнаклылык белгисин колланыу мYмкин. 

Сонлыктан, Фурье катары f  (x) = 1 cos(7x / 1)| функциясына [0; l ] кесиндинин
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барлык нокатларында х,эм онын «периодлы дауамына» абсолют х,эм

тен елшеули жыйнаклы болады. Енди

cos(nx / 1), егер  0 < x < l /2,
[- cos(nx/ 1), егер - 1/2 < x < l

екенлигин есапка алсак, онда Фурье коэффициентлери

2

f  (x>

= —J f  (x)cos(nn / 1) xdx,  n = 0,1,2,.....
l nan = -

h = 0, n = 1,2,3,

керинисте болады. Тиккелей есаплаулар нэтийжесинде

2
an = --  J f  (x) cosJn / 1)xdx 

l

(10.48)

//2 /
J cos(nx / 1) cos(nn / 1)x dx -  J cos(nx / 1) cosJn / 1)x dx
0 //2

взгериутттини алмастырамыз: nx/ 1 = t

1

71

j / 2

j /2

J(cos(n + 1)t -  cos(n -  1)t) dt -  J(cos(n + 1)t -  cos(n -  1)t) dt
0

1

n = 1,2,....

a 1 = —
71

j /2

J(cos2tdt -  Jcos2tdt
j / 2

0,

1
a n = -  

71

^sin(n + 1)t + sin(n -  1)Л
(n + 1) (n -1)

sin(n + 1)t + sin( n -  1)t

t _0 (n + 1) (n -1)

t _J

t _n/2

2_ cos(nn)/2 cos(nn)/2
(n + 1) (n -1)

4 (-1)
71

n / 2

n 1

Демек,

, 4
cos(nx / 1) = — 

к

1 да

2  + £2 n =1
(-1)

n +1

4n2 -1
- cos(2 nn / 1) x (10.49)

Енди (10.49) де x = 0 деп алсак, онда

К

1  + £  (-1)n +1
2 “  1 4n2 -1

Ж
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Буннан

(-1 ) n +1 ж -  2
z
n=1 4 n1 -1  4

9-мысал. Берилген функцияны Фурье катарына жайын:

(10.50)

f  (x)

ж
— x, 
4

ж < x < 0,

ж—(ж -  x), 0 < x < ж. 
4

Шешими. Берилген f  (x) функциясынын -  ж < x < ж кесиндидеги 

Фурье катарына жайылмасын келтирип шыFарамыз.

f  (x) ~ —  + z  (an cos nx + bn sin nx),
2

а0 = -  ж

1 ж 1
— J f  (x)dx = — 
ж ж

n = 1 

0
J 1 xdx + J ж (ж -  x)dx

-ж 4
0

1 ж 1
an = — J f  (x)cosnxdx = — 

ж ж
J ж x cos nxdx + J  ж (ж -  x)cos nxdx

4

(cos nx)
x=0

(cos nx)
x=0

= 2n2(1 -  (-1) n )=

1 ж 1
bn = — J f  (x) sin nxdx = — 

ж ж

0,
1

(2k - 1)2

n = 2k,

n = 2k -1 , k = 1,2,

J ж x sin nxdx + J  ж (ж -  x)sin nxdx

ж
4n (1 -  ( - 1)n )=

4i

0,
ж

n =  2k,

2(2k -1)
n =  2k - 1, k =  1,2,

Сонда берилген функциянын Фурье катары темендеги керинисте

f  (x) = z
k  = 1

1 жcos(2k -1) x +-------------sin(2k -1) x
(2k -1 ) 2(2k -1 )
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z
k = 1

cos(2k - 1)x ж sin(2k - 1)x----------------------  +  ---. ----------------------
(2k - 1)2 2 (2k - 1)

(10.51)

болады.

10 -мысал. Берилген функцияны Фурье катарына жайын:

f  (x) =
V ж

1 ( л x A 1----
V ж

-  ж < x < 0, 

0 < x < ж.
У

Шешими. Берилген f  (x) функциясынын -  ж < x < ж кесиндидеги 

Фурье катарына жайылмасын келтирип шыFарамыз.

а п
f  (x ) ---- 0 + z  (аn cos nx + bn sin nx),

2 n = 1

1 ж 1 0 1 ( x \ ж 1 ( 
а0 = ж J f  (x)dx = — J -  - 1  + — dx + J  - 11 -

ж  -ж  2
1 + -  

V жУ
x л

dx
1 ж ж

— = — + —
ж У ж_-  т 4 _

=0

а. = -ж
1 ж 1 0 1— J f  (x)cosnxdx = — J —

ж  - ж  2 V ж
cosnxdx

1 (  cos nxл
2 жп n

x=0
+

1 (  cos nxл
2 ж - n x=0

L _  (-1 + (-1 )n +1 -  (-1)n )= 0 ,
2n 2ж2

1 ж 1 0 1
bn = — J f  (x)sin nxdx = — J —  

ж_- ж ж 2 V

— (1 -  (-1)n)
n ж

0,
2

ж
sin

У
x
ж

sin nxdx

ж( 2k  - 1 )

n =  2k,

n =  2k - 1, k =  1,2,

Сонда берилген функциянын Фурье катары темендеги керинисте болады:

(10.52)f (x) = 2 z  sin(2n - 1)x
ж n = 1 (2n -1 )

x —ж

x — - K
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0 з  бетинше ислеу ушын тапсырмалыр

Темендеги функцияларды (-п ; п) интервалда Фурье катарына жайьщ.

21.1.

21.3.

f  (x) = 1 -  2 x ;

0, -  п  < x < 0,
f  (x) = 1, 0 < x < n  ;

21.5. f  (x) =

21.7. f  (x)

n, n  < x < 0,
n  -  x, 0 < x < n  ;

0,
n x

~ T

-  n  < x < 0,

0 < x < n  ;

21.2.

21.4.

f  (x) = x + n

f  (x) =
0,
x ,

21.6. f  (x) =
3,

■n < x < 0, 
0 < x < n  ;

5, -  n  < x < 0,
0 < x < n  ;

21.8. f  (x) = x -  x .

Темендеги функцияларды керсетилген аралыкларда синуслар бойынша 

Фурье катарына жайын.

21.9. f (x) = x, x e [0 ; n]

j  x
21.10. f (x) = — -  — , x e [0 ; n];

21.11. f  (x) = c o s  x, x e[0 ; n];

21.12. f  (x) =
x, 70 < x < — .

2
710, —  < x < к
2

21.13. f  (x) = x, x e [0; 3];

21.14. f  (x) = x2, x e [0; 1];

21.15. f  (x) =

к
s i n  —x, 

l

0,

l0 < x < —
2

1
— < x < l
2
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21.16. f  (x)

7
s i n  —x, 

l
7-  s i n  —x, 
l

0 < x < —
2

1— < x < l 
2

Темендеги функцияларды керсетилген аралыкларда косинуслар бойынша 

Фурье катарына жайын.

21.17.

21.18.

21.19.

21.20.

21.21.

21.22.

21.24.

f  (x) = x, x e[0 ; 7 ]; 

f  (x) = 2 x -  1, x e [0; 7 ];

f  (x) = x , x e  [0; 7 ];

1 2f (x) = —x + 3, x e [0 ; 7 ];

f  (x) = s i n  x, x e [0 ; 7 ]; 

f  (x) = x, x e[0 ; 1];

1, 0 < x < h ,
f  (x) =

21.25. f  (x) =

0, h < x < 7 ;

x
1 - —  , 0 < x < 2h 

2 h

21.23. f  (x) = x2, x e [0; 3];

0, 2h < x < 7 .

Берилген функциянын (-7 ; 7 ) интервалдаFы Фурье катарына жайылмасынан 

пайдаланып катардын косындысын есаплан.

21.26. f  (x) = x, x e ( - 7 ; 7 ), 2 (-1)
n + 1

= 1 2n -1

21.27. f  (x) = x , x e ( - 7 ; 7 ), 2
= 1 n

n

1
n
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да (- 1)n +1
21.28. f  (x) = x ,  x e ( -n ; n), £  -— ——  = ?;

n _ 1 n

да 1
21.29. f (x) = 1 xI, x e ( - n ;  n), £  ------------ =  ?;

11 „=1 (2n - 1)2

да (- 1)n +1
21.30. f  (x) = s i g n  x, x e ( -n ; n), £  —— ------= ?.

n _1 2n -1
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