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Temani’n’ tiyvkarlamasi’ ha’m aktualli’g’i’; Shekli’ o’lshemli’ Li

algebralari 2-lokal differenci’allawlari’n xarakterlew usi’ wagi’tqa deyin ashi’q
turi’pti’. Bul jumi’sta bizin’ magsetimiz shekli’ o’Ishemli’ Li algebralari 2-lokal
differenci’allawlari’n izertlewden ibarat.

Jumi’sti’n’ magseti’ _ha’m wazi’ypalari’: Shekli’ o’Ishemli’ Li algebralari

2-lokal differenci’allawlari’n izertlewden ibarat.

Izertlew obekti _ha’m_predmeti: Li algebralari’, nilpotent Li algebralari’,

differenciallawlar, lokal differenciallawar. 2-lokal differenciallawar.

Izertlew  usi’llari’. Magistrlik dissertaciya jumi’si’nda tiykari’nan

funkcionalli’g analiz ha’m Li algebralari’ teoriyasi’ usi’llari’nan paydalani’ladi’.

Izertlew na’tiyjelerinin’ ilimiy ta’repten jan’ali’g da’rejesi. Jumi’sti’n’

tiykarg’i’ na’tiyjesi jan’a yesaplanadi’.



Izertlewdi’n’ tiykarg’i’ ma’seleleri ha’m boljawlari’: U’sh o’Ishemli

nilpotent Li algebralari’ 2-lokal differenciallawarin xarakterlew.

Izertlew na’tiyjelerinin’ a’meliy a’hmiyeti ha’m qgollani’li’wi’; Jumi’s

teoriyali’q xarakterge iye. Dissertaciyada Kkeltirilgen na’tiyjeler ha’m usi’llar
funkcionalli’g analiz ha’m Li algebralari’ teoriyasi’n izertlewde qollani’li’wi’
mu’mkin.

Jumi’sti’n’ ko’lemi ha’m du’zilisi: Magistrlik dissertaciya jumi’si’ Kirisiw, u’sh
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KIRISIW

Maugistrlik dissertaciya temasinin’ aktuallig’i: Operatorlar algebralari’nda

lokal differenciallawlardi’ uyreniw 1990 ji’li’birinshi ret R. Keydison [22], D.
Larson ha’m A. Sururlardin® [25] jumi’si’nan baslang’an. R. Keydisonnin™’
jumi’si’nda spetsifik ga’siyetlerge iye bo’lg’an lokal differensiallawlar qurilg’an.
D. Larson ha’m R. Surur jumisinda bolsa X banax kenisliginde ani’qglang’an
barlig shegaralang’an siziqli operatorlar algebrasinda aniglang’an ha’r bir lokal
differensiallawdin’ differensiallaw bo’liwi daliyllengen. R. Kadisonnin’ jumisinda
fon Neymann algebralari va polinomlar algebralarinin local differensiallashlari
uyrenilgen.

2-lokal differensiallaw ha’m avtomorfizmlar 1997 jili P. Shemrl [27]
jumislarinda uyrenilp baslangan. Ol [27] jumista sheksiz o’lshemli separabel
Gilbert kenisliginde aniglang’an barlig shegaralang’an sizigli operatorlar
algebrasinda ha’r bir 2-lokal differensiallawdin’ differensiallaw bo’liwin
ko’rsetken. Matritsalar algebrasinda 2-lokal differsiallawlar 2004 jili S. Kim ha’m
J. Kim [23] tarepinen uyrenilgen.

Lokal va 2-lokal differensiallawlar va olarg’a jagin sawlelendiriwler
ko’plegen avtorlar tarepinen izertlengen (garan’ [10- 27]).

2014 jili Sh.A.Ayupov, K.K.Kudaybergenov ha’m 1.S. Raximovlar [14]
shekli o’Ishemli Li algebralari differensiallawlarin izertlegen. Olar [14] jumista
shekli o’Ishemli yarim apiwayi Li algeblarinda ha’r bir 2-lokal differensiallawdin’
differensiallaw ekenin dalillegen. O’Ishemi u’shten kishi bo’lmag’an nilpotent Li
algebralari’nda ha’mde 2-lokal differensiallawlarinin® ba’zi  bir qasiyetlerin
izertlengen.

Obekti _ha’m predmeti: Li algebralari’, differenciallawlar, 2-lokal

differenciallawar, nilpotent Li algebralari’.

Magset ha’m_wazi’ypalari’:  Shekli’ o’Ishemli’ Li algebralari 2-lokal

differenci’allawlari’n izertlewden ibarat.



llimiy _jan’ali’g’i’:  Shekli’ o’lshemli” Li algebralari  2-lokal

differenci’allawlari’ xarakterlengen.

Izertlewdin’ tiykarg’i’ ma’seleleri ha’m boljawlari’:  Shekli’ o’Ishemli’

Li algebralari 2-lokal differenci’allawlari’n uli’wma ko’rinisin ani’qlaw.

Izertlew temasi’ boyi’nsha a’debiyatlar tu’sindirmesi (analizi):

Magistrlik dissertaciya jumi’si’nda uli’'wma 29 turli adebayattan
paydalani’ldi’. Normativ hu’jjetler boyi’nsha [1,2] a’debiyatlardan paydalani’ldi’.
O’zbekistan Respublikasi’ Prexidenti miynetlerinen [3,4] a’debiyatlardan
paydalani’ldi’. Tiykarg’i’ a’debiyatlar [5-9] a’debiyatlardan turadi’. Bul
a’debiyatlardan magistrlik dissertaciya jumi’si’ ushi’n za’ru’r bolg’an tiykarg’i
tu’sinikler, ani’gqlamalar ha’mde ayri’m faktler ali’ndi’. Magistrlik dissertaciya
jumi’si’nda paydalani’lg’an ilimiy magalalar [10-27] a’debiyatlarlardan turadi’.
Bul ilimiy maqgalalardan Li algebralari’ differenciallawlar’, lokal ha’m 2-lokal
differenciallawlari’ haqgi’ndag’l’ za’ru’rli mag’li’wmatlardan paydalani’ldi’.

Izertlewde gollani’lg’an metodika: Dissertaciya jumi’si’nda tiykari’nan Li

algebralari’ teoriyasi’ ha’m funkcionalli’q analiz usullari’nan paydalani’ldi’.

Izertlew na’tiyjelerinin’ teorivali’g ha’m a’meliy a’h’miyeti: Jumi’s

teoriyali’q xarakterge iye. Dissertaciyada Kkeltirilgen na’tiyjeler ha’m usi’llar
funkcional analiz ha’m Li algebralari’ boyi’nsha izleniwlerde gollani’li’wi’ mu’mkin.

Jumi’sti'n’_du’zilisi: Magistrlik dissertaciya jumi’si’ Kkirisiw, u’sh bap, alti’

paragraf, juwmaq ha’m paydalani’lg’an a’debiyatlar diziminen ibarat.

Birinshi bap yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda Li algebralari’
ani’glamalari’, mi’sallar ha’m ayri’m ga’siyetleri garalg’an. Birinshi paragrafta Li
algebralar hagqgi’nda tiykarg’i’ tu’sinikler keltirilgen. Yekinshi paragrafta bolsa
ules algebralar ha’m ideallar di’n” ani’glamasi’, bir neshe mi’sallar ha’m ayri’m
belgili na’tiyjeler berilgen.

Yekinshi bapta  kishi o’Ishemli Li algebralari’ni’n” xarakteristikasi’

garalg’an. Birinshi paragrafta 1 ha’m 2 o’lshemli Li algebralari’ dizimi, al 3



o’Ishemli Li algebralari’nan’ bazi’bir Kklaslari’ garalg’an. Yekinshi paragrafta
nilpotent Li algebralari xarakteristikasi’ u’yrenilgen.

U’shinshi bap yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda Li algebralari’nda
differenciallaw, 2-lokal differenciallaw ani’glamalari’, qa’siyetleri ha’m
mi’sallar keltiriledi.

Meyli F maydan u’stinde L Li algebrasi berilgen bolsin. Yeger D:L — L

si’zi’gli’ operatori’ ga’legen X,y € L elementlaeri ushi’n

DIx, y]=[D(x), yI+[x,D(y)] 1)

ten’likti ganaatlandiirsa, onda bul operator differenciallaw delinedi.

3.1.1-Teorema. sl, algebrasinin’ ha’r bir differentsiallawi to’mendegishe
ko’riniste boladi:
0 d, dg
-2d,, d, 0 (2)
-2d, 0 -d,,
Meyli bizge A:L — L sizigh sa’wlelendiriwi berilgen bolsin. Eger Vx e L vektori
ushin sonday D, eDerL tabilip, A(x)=D,(x) ten’ligi orinlansa, onda A

operatori lokal differentsiallaniw dep ataladi.
3.1.2-Teorema. U’sh o’lshemli’ Geizenberg algebrasinda ha’r bir

differentsiallaniwi to’mendegishe aniglanadi:

dy dy 0 : (3)

Aniglamadan L Li algebrasinda qalegen differentsiallaniw lokal
differentsiallaniw bolatuginligi keli’p shi’gadi’.

Tomendegi teoremani garastirayiq.

9



3.1.3-Teorema. sl, algebrasinin® ha’r bir lokal differentsiallaniwi

differentsiallaniw boladi.
3.2.2-Teorema. U’sh o’lshemli’Heyzenberg algebrasinda ha’r bir 2-lokal

differentsiallaw tomendegi ko’riniste bo’ladi’:

A(X) =dx.e, + f,(x,%,)e + f,(x,%,)e, + f,(x, X,)e,, 4)

bul jerde d turagli san, f(x,x,), f,(x,X,), f,(X,x,) birtekli funkciyalar.

10



| BAP
LI ALGEBRALARI

Birinshi bap yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda Li algebralasi’
ani’glamalari’, mi’sallar ha’m ayri’m ga’siyetleri garalg’an. Birinshi paragrafta Li
algebralar haqqi’nda tiykarg’i’ tu’sinikler keltirilgen. Yekinshi paragrafta bolsa Li
algebralari’ni’n™ u’les algebralar ha’m ideallar, bir neshe mi’sallar ha’m ayri’m

belgili na’tiyjeler keltiriledi.
§ 1.1 Li algebralari

F sanli’ maydani’ ha’m L bul F maydani’ u’stinde ganday da bir si’zi’gli’

ken’islik bolsi’n. Yeger

[]:LxL—>L

sa’wlelendiriwi to’mendegi ga’siyetlerge iye bolsa,

[a1X1 + X, y] = al[xl’ y]+a2[X2, y]
[X’ﬂlyl +,Bzy2] = ﬂl[X1 y1]+ﬂ2[xl’ yl]

onda bul sa’wlelendiriw bisi’zi’gli’ forma delinedi.

1.1.1-Ani’glama, L ken’isliginde [--] ani’glang’an bisi’zi’gli" forma
to’mendegi sha’rtlerdi ganaatlanti’rsa, onda L ken’isligine F maydani’ u’stinde
Li algebrasi’ delinedi.
a) [x,x]=0, vxel;

11



b) [ x.[y.z]]+] v.[z.x]]+[z[x.y]]=0, ¥x,y,zeL.
[x, y]eL vektori’ x,y elementlerinin’ ko’beymesi yamasa kommutatori’

delinedi.
b) sha’rti Yakobi birdeyligi delinedi.

Li algebrasi’nda to’mendegi birdeylik ori’nlanadi’.

[xy]==1y.x]. (2.1)
Xagiyqgati’nda da

0=[x+y,x+y]=[xx+y]+[y,x+Yy]=
=[x=0, x]+[x y]+[y,x]+[y=0, y]=
=[x, y]+ [y, x].
Li algebrasi’ndag’i’ a) sha’rtinin’ orni’na (1.1) birdeyliktide alsaq boladi’. (1.1)

birdeyliktin’ a)-ni’n’ kelip shi’g’i’wi’n ko’remiz.
[xy]=-[y.x].

(1.1) birdeyliktegi y tin’ x ga goyami’z. Onda
[x,x]+[x,x]=0,
2[x,x]=0,
[x,x]=0.
(1.1) birdeylik antikomutativ birdeylik delinedi.
1.1.2-Mi’sal. F maydani’ u’stindegi assosativ algebradan paydalani’p, Li
algebrasi’n quri’w mu’mkin. Buni’n’ ushi’n Li ko’beymesi to’mendegishe

ani’qlanadi’.

[X,y]=x-y-y-x, x,yel. (1.2)

12



Esletip otetug’in bolsag, associativ algebra bul tomendegi ten’lik

orinlanatug’in algebra:

(xy)z=x(yz) .

Li algebrasi’ aksiomalarin teksereyik.

Da’slep bizi’zi’qgli’ ekenin tekseremiz. Onda

[ X + %, Y] = -]y, % +a,%, | =
= (o + %)y —y(ax + %) =
= (o) Y + (%) y = y(aux) = Y(aX,) =
= o, (%Y) + 2 (%Y) — @ (Y%) — o, (Y%, ) =

=a, (%Y — Y% )+ &, (%Y = VX, )= [ X, Y]+ @[ X, Y]

ha‘mde

[XBY: + BoYo )= X(BY, + BoY.) = (BY, + BoY, )X =
=Xy, + XY, — By X —
_ﬂZyZX:ﬂl(Xyl - Y1X)+ ﬁz(xyz — yzx):

= ,Bl[X’ yl] + :Bz [X’ yz]'
Endi Yakobi birdeyligin tekseremiz.

1) [x[y.z]]=x(yz-2y)-(yz—2y)- X = Xyz — X2y — yzx + zyX,
2) [ vi[z.X]]=y(2x—x2) = (2x = X2)- y = yzx — yxz — 2y + Xzy,

3) [z[xy]]=2(xy = yx) = (Xy = yX)- 2 =2 Xy — ZyX — XyZ + Xz
ten’liklerin gossaq talap etilgen birdeylik kelip shi’d’adi’.

(1.3)

Komutativ assosativ algebra do’retken. Li algebrasi’ trivial boladi’, yag’ni’y

vx,y € L elementleri ushi’n [x,y]=-[y,x]0.

13



1.1.3-mi’sal. R® ken’isligin garasti’rayi’q. Bunda

X=(4, 10, 115) Y =(V,V,,V,) vektorlari ko’beymesi

1|

(1.4) formula menen ani’glang’an Li ko’beymesine garata R® ken’isliginde

Hy M,
Vv, V3’

My 1y
AL

M Hy
Vi Y,

j- (1.4)

Li algebrasi’ ekenligin ko’rsetemiz. Oni’n’ ushi’n da’slep to’mendegi birdeylikti
da’lilleymiz.

[x[y.2]]=(x2)y-(xYy)z. (1.5)

Yakobi birdeyligin da’lillew ushi’n da’slep (1.5) birdeylikti tekseremiz.

[Xl[y,Z]]{ j=

H, Hs H H H H,
v, vl v, vllv, vl v, vl v

Vs T (Y Yel (|72 Vel (Ve Vsl (Y2 Vsl |7 7o

Hy  Hy
Vs Vl,

M
Vi VY,

Hy M),
Vv, Vs’

1-koordinatasi’

Hy H3
Vs, =Viys Vi), —Von

=N Y, — N — (V371 _V173) =

=Ny, — 1N Y — HgVsyy + sV 7,

2-koordinatasi’

14



Hs H _
Vivo =V Voys = V37,

:,Us(V27/3 _V372)_/L‘1(V172 _V27/1):

=MV Yy — HgV3y, — IV Y, + iV, ),

3-koordinatasi’

H Hy _
Vo¥s —=V3), ViY, —Voii

= 1 (V7 = Vo71) = 1y (Vo5 = Vo, ) =
= VY, — VL) — VL)t HGV5Y .

Tomendegilerdi paydalanamiz:

v.[zx]]=(
z[xY]]=(z.y)z-(z.X)y,
X[y z]]=(x2)y-(xy)z.

Onda
[x(v.2) ]+ [v[z.x]]+[z[x ¥]]=
(Y= (e y) vz (y.2)x
+(z,y)x—(z,x)y=0.

X=(t4, 50 115), Y=V Vo,Vs), 2=(71,72.75) ushin  (x,z)y—(x,y)z vector

koordinatalri’:
1-koordinatasi’

15



(/Ul?/l T L), T /U37/3)V1 - (lulvl + LV, + /U3V3)71 =
=YV T YN YV — N T YN — MYV, =

=K, (72\/1 _V271)+ﬂ3(7/3vl _V371)’

2-koordinatasi’

(:uﬁ/l T L), T /U373)V2 _(le + N, + /U3V3)72 =
=)\, T YN, T YV, — YV, — YN, — MYV, =

:/“1”1(71\/2 _V17/2)_1U3(V37/2 _73V2)'

3-koordinatasi’

(£471+ 175 + 175 Vg — (44Vy + 1V + f1aV3 ) 73 =
= M)y T 1YoV = V1Y = Vo) s
Saykes koordinatalr ren’liginen Yakobi birdeyligi kelip shi’g’adi’.
Meyli V bazi’ bir ken’islik bolsi’n. End (V) belgisi menen V ken’isligin
0’zin-0’zine sa’wlelendiriwshi barli’q si’zi’gli” operatorlar ko’pligin belgileymiz.
Bul ko’plikte algebrali’q a’mellerdi to’mendegishe ani’glayi’qg: X,y < End (V)

ushi’n

(x+y)(&)=x(&)+y($), eV,
2-x(&), &eV,
(xy)(&)=y(x(£)), &eV

—~~
AN
>

~

—_

AN
~
Il

bul algebrali’g a’mellerge garata End (V) ko’pligi assosativ algebra boladi’.
Nollik vektori: 6(£)=0, £eV.
Algebrani’n’ assosativlik sha’rtin teksereyik:

x(yz)=(xy)z.

16



Onda

Bunnan x(yz)=(xy)z.

Jogari’dag’i’  1.1.2-mi’saldan  End (V)  ken’isligi

[X,y]=xy —yx

ko’beymege qarata Li algebrasi’ boladi’. Bul algebra gl (V) argali’ belgilenedi.

1.1.4-mi’sal. Yeger dimV =n bolsa, onda
gl(V)=M,(F)

izomorfizm orinli” boladi’.

Da’lillew. VvV kenislikte e,e,,...e,  bazisin  belgileyik. Onda

n

EeV, £=) Ae vektorin alsag,

i=1

x(&)= x(gﬂﬁeij: iZ;:ﬂ,,x(ei )=Ax(e)+ A,x(e,) +...+ A,x(e, ).

Bunnan
X(el) =a;6 +a,6, +..+a,€6,
x(e,)=a,6 + 8,6, +...+a,6,,
x(en) =a,6+a,€6 +..+a_ €.
Onda

17



ha’m

Bunnan

Demek

Onda

ha’m

ay, a, . a\(A4) |

.........

a, a, .. a,)\A4

Zani /ll
i=1
b, b, .. b,
yis b, b, .. b,
b, b, .. b,

a11-|_bll a12+b12 ain+b1n

a.+hb, a,+bhb .. a, +b
X+yH 21 21 22 22 2N 2n

18



ail a12 aln bll b12 bln
a, a, .. a, b, b, .. by,

n

Bunnan

= iZl:aily(ei ) =

= anY(el) + a21y(e2) +..+ anly(en):

= ail(bllel + bzlez ot bnlen ) +

+a,, (b€, +hye, +..+be ) +..

+a,(b,e +b,e +..+b,8).

nn-=n

8 2.1. U’les algebralar ha’m ideallar

Meyli L bazi bir Li algebrasi bolsin. E bul L algebrasinin’ ganday da bir
u’les ken’isligi E u’les ken’islikten aling’an ga’legen eki elementtin’ ko’beymesi
de E de jatsa, onda E u’les ken’isligine u’les algebra delinedi.

Meyli | bul L algebrasinin® u’les ken’isligi bolsin. Yeger | u’les
ken’isliginen aling’an vektor menen L algebrasinan aling’an vektorlardin’

ko’beymesi | u’les ken’isligine tiyisli bolsa, onda | ideal delinedi, yag’niy
vxel, Vyel, [xy]el.
Ko’beymenin’ antikomutativlik ga’siyetinen to’mendegige iye bolamiz.

[y, x]==[xy]el
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Aniglamadan to’mendegi tikkeley kelip shig’adi. Qa’legen ideal u’les algebra
boladi. Endi matritsalar algebrasinin’ u’les algebrasin h’a’m idealin garastiramiz.
gl(n,F) bul F maydani u’stindegi n-ta’rtipli kvadrat matritsalar Li
algebrasi:
[X,y]=xy —yx.
Endi matritsa izi aniglamasin bereyik. Kvadrat matritsanin’ barliq

diagonallig elementleri gosindisina onin’ izi delinedi.

Matritsanin’ izi — tr(x Zx” = Xy + Xpp + Xgg oot X
i=1

Matritsanin’ izi to’mendegi ga’siyetlerge iye boladi.
10 tr(x+y)=tr(x)+tr(y);

2°. tr(ax)=oatr(x);

3°. tr(xy)=tr(yx).

Da’lillew.

n

1°tr(x+y)=>(%+VY;) ZX..+ZV.. =tr(x) +tr(y).

i=1
20, tr(ax) Zax _aZx" = atr(X).
3°. tr(xy)=tr(yx). Diagonalli’q elementleri:

X11y11 + X12y21 +o.t Xln ynl

X21y12 + X22 y22 ot X2n yn2

anyln + XnZyZn to.t Xn yn

gatar ha’m bag’ana boyinsha > > x.y;=>.> y;x; qosindilardi’ salistirsag,
i-1 j-1 =1 i1

talap etilgan ten’likti alamiz.

Meyli sI(n,F) izi nolge ten’ bolg’an n-ta’rtipli kvadrat matritsalar bolsi’n.

20



sl(n,F)={xeyl(nF):tr(x)=0}.

1.2.1-Lemma. sl(n,F) ko’pligi gl(n,F) algebrasinin ideal bolad!.

Da’lillew: Da’slep sl(n, F) ko’pliginin’ u’les ken’islik ekenligin matritsalar
izinin” additivlik h’a’m birdeylik ga’siyetlerinen kelip shig’adi. Ha’r bir
x,yesl(n,F), aeF ushi’n

tr(x+y)=tr(x)+tr(y)=0+0=0.

Bunnan x+yesl(n,F).
Endi x,yesl(n,F), aeF ushi'n tr(ax)=atr(x)=0, ten’liginen
axesl(n,F) keli’p shi’gadi’.

Ko’beyme ushi’n

tr([x,y])=tr(xy — yx) =tr(xy)—tr(yx)=0.
Lemma dalillendi.

Meyli b(n,F) bul n—ta’rtipli u’stki u’shmu’yeshlik matritsalar ko’pligi:
b(n,F) ={xegl(n,F); x,=0,i> j}.

1.2.2-Lemma. b(n,F) ko’pligi gl(n,F) algebrasinin® u’les algebras
boladi.
Da’lillew: U’shmu’yeshlik matritsasinin’ gosindisi da, sang’a ko’beymeside

usi ko’riniske iye bolg’anligtan b(n, F) te u’les ken’islik boladi.

x,yeb(n,F) [xy]eb(nF)

ekenligin ko’rseteyik:
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(1<s<i|
\ Xis = O i n
(Xy)ijzzxisysj: S> i :z:OXis+Z:0ij:O-
s=1 J s=1 s+l
| ¥q=0 |
Bunnan
[X’ y]ij =0, i > J
ha’m

[x,y]eb(n,F).
Lemma dalillendi.

b(n,F) u’les algebrasi gl(n,F) tin’ ideali emes. Buni n=2 de teksereyik.

X1 X egl(n,F), Yu Yo eb(n,F) matritsalari’n alayig. Onda
0 X, Ya Y2

Ix y]:Xy_yX:[xﬂ xlz]_(yn ylzj_
0 X)) (Y VYo
(Y ylzj.[xﬂ xlz]:[xnylﬁxﬁyﬂ x11y12+x12y22j_
y21 y22 0 X22 X22 y21 X22 y22

N Yares ]:(xlzyu X2 Xor ng(n’F)_
YinXio + Yo Xoo Yo X + Y Xy —YuX, —YaX,

n(n,F) gatan’ u’stki u’shmu’yeshlik matritsalar ko’pligi:

n(n,F)={xegl(nF):x,=0, i> j}.

n=3te
0 X, X
NBF)=110 0 Xy |Xy, Xy Xz€F ¢
0O 0 O
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1.2.3-Lemma. n(n,F) ko’pligi b(n,F) algebrasinin’ ideali bolad.
Da’lillew: n(n,F) tin’ u’les ko’plik ekenligi ayqin. Ko’beymeni teksersek,

onda
xen(n,F), yeb(nF), [x,y]en(n,F)

ushi’n

(Xy)ii :ZXisysi :insysi + Z Xisysi :O'
s=1 s=1 s=i+l
[x,y]en(n,F) diagonalli’q elementleri nol. Demek, n(n,F)csl(n,F). Lemma

dalillendi.
Endi gl(n,F), sl(n,F), b(n,F), n(n,F) algebralar o’Ishemlerin

keltireyik.

0 X, X

N(3F):[0 0 Xy dim3
0O 0 O
X1 X Xy

b(3F):[ 0 X, Xy dim6
0 0 Xg
X1 X X3

SI(3F):| X,y Xy X,s dim8.

Xy Xy Xy Xy
Uluima jag’daya
gl(n,F)=dimn?,

sl(n,F)=dim(n”-1),
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b(n,F)=dim

n(n,F)=dim

Meyli L li algebrasi I J onin’ u’les ken’islikleri bolsin. To’mendegi u’les
ko’pliklerdi garastiramiz:

INnJ={xelL: xel, xel}
l+J={x+y: xel, yel}

[1,d]=spam{[x,y]: xel, yel}=

:{Zn:ai[xi-yi]; xel, yel, aeF, iln, neN}
i=1

1.2.4-Teorema. Meyli L Li algebrasi bolsin. Eger 1, J bul algebranin’
ideallar1 bolsa, onda 1 nJ, I +J, [J_r, J] ko’pliklerde bul algebranin’ ideallar
boladi.

Da’lillew: 1 nJ ideal ekenin teksereyik. x,yel nJ, a eF qarastirayiq.

I ha’m J leer ideallar bolg’anligtan to’mendegige iye bolamiz.

X+yel, x+yeld = +yelnd
axel, axeld = aXxelnld
[x,y]el [xy]eld = [xy]elnd, yelL

bul gatnaslar tikkeley anigqlamadan kelip shi’g’ai’.

Endi I +J din’ ideal ekenin teksereyik,

vx,yel +J, ael

aniglamadan to’mendegige iye bolamiz.
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Xx=a+b, ael, bel,
y=u+4, uel, e

bul jaziwdan paydalansaq

x+y=(a+u)+(b+3)el+1J
ha’m
aXx=aa+abel +J.
Jene
[x,y]=[a+b, u+3]=[au]+[a 9]+[bu]+[bg]el +J,

[x,y]=[a+b,y]=[a,y]+[b,y]el +J.

[I,J] kommutator1 u’les ken’islik ekenligi ayqgin. Sebebi, bul ko’pliktin’ ha’r bir

elementi ganday da bir elementtin’ sizigli gabig’inan turadi.

vxe[l,J], yeL=[x,y]e[l,J] ekenin tekseremiz. Meyli x=[u,¥], yel

bo’lsin. Ona
[[u. 8]y )=y [ud]]=[ y.[u.8]]=[u[y.9]] +[[y.u]. 8] <[1.3].

Endi x=>) a;[u;, 3] korinistegi elementti alsag, onda
i=1

[x,y]zgai u.8]y]elnd].

Teorema alillendi.

1.2.5-Saldar. [L,L] algebrasinin’ ideali boladi. Bul ideal L algebrasinin’

kvadrati delinedi. To’mendegi ten’likler orinlanadi.
1. [gl(n,F); gI(n,F)]:sI(n,F),
2. [sl(n,F); sl(n,F)]=sl(n,F),
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3.[b(n,F); b(n,F)]=n(n,F),

4. [n(n,F), n(n,F)];t n(n,F).
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Birinshi bap boyi’'nsha juwmagq

Jumi’sti’n’ birinshi babi’ yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda shekli
o’Ishemli Li algebralari’ ani’glamasi’, mi’sallar ha’m ayri’m qa’siyetleri garaldi’.
Birinshi paragrafta Li algebralar haqgi’nda tiykarg’i’ tu’sinikler keltirilgen.
Yekinshi paragrafta bolsa shekli o’Ishemli Li algebralari’ ani’glamasi’, mi’sallar

ha’m ayri’m belgili natiyjeler berildi.
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I1 BOB
LI ALGEBRALARI’ KLASLARI’

Bul bapta kishi o’Ishemli Li algebralari’ ha’m nilpotent Li Li algebralari’
garalg’an. Birinshi paragrafta kishi o’Ishemli Li algebralari’ garalg’an. Yekinshi

paragrafta nilpotent Li Li algebralari’ u’yrenilgen.

§ 2.1. Kishi o’'Ishemli Li algebralari’

Biz o’Ishemi u’shten u’lken bolmag’an Li algebralariniu’zilisin garastiramiz.
1. Bir o’lshemli Li algebrasi

Meyli L bir o’Ishemli Li algebrasi bolsin. Onda eeL, e=0 vektorin
alsag, L={ae:aeF} ten’lik orinlanadi. Onda Vx,yel x=ae, Yy=a,e

ushi’n

[x,y]=[ae, ae]=aa,[ee]=0.
Demek, [x,y]=0.
Qa’legen eki elementtin’ ko’beymesi nol bolg’an Li algebrasina abel algebrasi
delinedi.
2.1.1-Teorema. Bir o’Ishemli Li algebrasi abel algebrasi boladi.
Da’lillew jogarida keltirildi.

Meyli L n-o’Ishemli Li algebrasi bolsin. e, e,,...,e, bazis

vektorlarin alayiq

e ej}:zn:ci'}ek (2.1)
k=1
bul jerde ¢ e F i, jke{l2,..,n}.
[ene ]=2ocley (2.2)
=1
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(2.1) ha’'m (2.2) salistirsag, onda c¢i=-cX. (2.1) ¢ sanlan L

ij ji 1]
algebrasinin’strukturaliq konstantalari delinedi. L algebrasinin® strukturasi bul

konstantalar menen birden-bir aniglanadi. Eki dana

X=D Xe, y=2 Ve
: <

elementleri ushi’n

n

= ixiyj [ei’ej]: Z Xiyjciljek

i,j=1 i,j.x=1
Eki o’Ishemli Li algebralari.

Abel bolmag’an eki o’Ishemli Li algebrasin garastirayiq {xl,xz} bul

Li algebrasinin® bazisi bolsin. Bul algebranin® kvadratin qarastiramiz.

X=X +a,X,, y = B, X + B,X, elementlerin alsag, onda
[X’ y] = [alxl + %, fiX + ﬂzxz] = [a1X1 'ﬂzxz] +o -0+

+[a, Bxox |+ 0=[er, Box %, | [t BiX %, | = (e B, — 0 B)[ X %, |
Bunnan, dim[L,L]<1. Demek
1) [%,,%,]=0 bolsa, onda dim [L,L]=0.
2) [%.,%,]#0 bolsa, onda dim[L,L]|=1.
X, X, baziste x, vektorin algebranin’ kvadratin alayig. x, €[l,L] onda
[%.X%,]e[L,L] bunnan Ja#0, [x,x,]=ax,. Endi to’mendegi bazisti

garastiramiz.
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1 1 1
S [T F MM [T MM T TR A=A =0,
[ee]{lex} 2[x1x] A X =X, =e

[e.6,]=86,,
c.=c:=0 i=12,...,
c,=0, ¢;=1 c,=0, c5=-1.
Demek tomendegi teorema orinli boladi’.
2.1.2-Teorema. Meyli L eki o’lshemli Li algebrasi bolsin. Onda L
algebrasi to’mendegilerdin’ birewine izomorf boladi.

1. L abel Li algebrasi;
2. L:[e,6,]=¢,.

U’sh o’Ishemli Li algebrasin u’yrenbesten aldin to’mendegilerdi

garastirayiq. L Li algebrasinin’ orayi dep
Z(L)={xeL, [x,y]=0, Vyel].

2.1.3-Teorema.
1. Li algebrasinin’ orayi abel Li algebrasi boladi.

2. Z(L) oray! L algebrasinin’ ideali bolad.
Da’lillew. Vvx,, x, € Z(L)
[% 4%, y]=[x,y]+ %, y]=0
X + X% eZ(L)
a(x)eZ(L)
[[Xl'XZ]'y}:[O’y]:O [x.%,]eZ(L)
[%.,X,]=0 ten” orayda jatadi h’a’m abel algebrasina tiyisli.
[x,y]=0eZ(L) ideal bolad.
3. U’sh o’Ishemli Li algebrasi

Meyli dim L =3 u’sh o’Ishemli algebra bolsin.
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1. Yeger dim[L,L]=0 bolsa, onda L abel algebrasi bolad.
2. dim[L,L]=1 jag’daydi garastirayiq.
1. [L,L]cZ(L) bul jag’dayda x,x,,X, bazis vektorlarin alayiq. Bunda x,

vektorin algebranin’ kvadratinan alamiz:
0 # X, e[L,L]gZ(L) ha’m [Xl,xz]e[L,L].

Onda sonday o 0 sani’ tabilip, [x,x,]=aXx;. X, vektori algebranin’ orayinda
jatgani ushin

[%.%]=0, [X,,%]=0.

Endi jan’a baziske o’teyik.

1
o, ==X,
Q) =X,
C(3=X3

Bul Li algebrasi to’mendegi Li algebrasina izomorf boladi.

0 alZ 0!13 C{--EF
N F)=410 0 ay|:, ' .
1<i< <3
0O 0 O

bul jag’dayda izomorfizmdi bazisler vektorlardi to’mendegishe an’latiwg’a boladi:

e =€, =

o O O
o O
o O O
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0 0O
e,—>e,=0 0 1],
0 0O
0 01
e;—>e,=(0 0 0.
0 0O

Buni’n ushi’n [e,,, e,]=e,; gatnasta tekseremiz:

[612’ e23] =

o O O
o O
o O O
o O O
o O O
o +— O
Il
o O O
o O O
o O
Il
5('D

2. [L,L]zZ(L) bolsi’n. Onda x,X,,X, bazis vektorlarin alayiq. Bunda x,
vektorin algebranin’ orayinan alamiz: x, € Z(L).

Endi [x,, X, | ko’beymeni garastirayiq:
[%.% | = o + a,%, + X,

a, =a, =0 dep boljayig. Onda
[%.% |=a%, €Z(L).

Son’g’1 gatnastan algebranin’ kvadrati onin’ orayinda jatadi. Bul jogarida berilgen
sha’rtke garama-garsi. Payda bolg’an garama-qarsiligtan boljawimizdin’ naduris

ekenligi kelip shig’adi. Demek, o, =0 yamasa «, #0.

Endi anihq ushin ¢, # 0. Onda to’mendegi baziske o’temiz,

ezz[xiixz]’
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Onda

&6 ]=[e.8] =0,

1 1
[1, 2] {[xl,xz], ;xz}:{alx1+a2x2+a3x3, =X, |=
1

a,

=05+ 2 ke ]+ 2 0% = [ % |

a a, o

Demek [e,,e,]=¢,. Bul u’sh o’Ishemli algebra eki o’Ishemli Li bolmag’an algebra

menen bir o’Ishemli Li algebrasinin’ tuwri qosindisina ten’ boladi:
L =spam{e,,e,} ®Z(L).

Biz tomendegi teoremag’a iye boldiq.

2.1.4-Teorema. Meyli L u’sh o’lshemli Li algebrasi bolip, onin’
kvadratinin® o’lshemi birden u’lken bolmasin. Onda bul algebra to’mendegi
algebralardin’ birewine izomorf boladi.
1. L abel Li algebrast;
2. L:[e,,e,]=¢e, (kvadrati orayda);

3. L:[e,,e,]=¢, (kvadrati orayda jatpag’an).

Tomendegi matrirsaliq algebalardi garastiramiz.

1) gl(n,F) bazisi {¢,}

2) sl(n,F) bazisi {e;; i#j}u{h:ieln| bunda h =g ¢

i i i+i+1?

ieln-1;

3) b(n,F) bazisi {g;:1<i<j<n};
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4) n(n,F) bazisi {g;:

ji1<i<js<n}.

Meyli x esl(n,F) bolsin. Onda

n n
X=Y a,e + > ey, > a,=0.
s=1

i#] s=1

n-1
Ekinshi ta’repten x=>_ ., + > Ah,, B;=a;, i# j.Bunnan
1

i#] S=!

n-1 n-2

Zﬂs (ess - es+1) = ﬂlell + Z(ﬁsﬂ - IBS )ess - an—lenn :

s=1 5=2

Salistirsag

= B=q
B - p=a, =0 +a,
B — b =0y Bo=a,+a,+a,
ﬂnfz _ﬂn—fy’ :an72 ,Bn72 :a1+...+...an72
_ﬂn—lzan ﬂn_lz_an =0, ta, +..+x, .

1%°n1?

2.1.5-Lemma. [g.l,.gl,]csl,, sl, <[sl,, sl,].

Dalillew. Meyli xe[gl,,gl, ] bolsin. Onda

x:iz:[ai,bi].

Bunnan

tr(x):tr(zn:[ai,bi]):

i=1

0.

= Zn:tr[ai b= Zn:tr(aibi -ha)
i=1 i=1
Demek xesl, .
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Ekinshi qatnasti’ tekseriw ushin tek g’ana bazisli vektorlar ushin orinl
ekenligin ko’rsetiw jetkilikli.

e; =| & €; | bul to’mendegi ten’liklerden kelip shi’g’ai’

|: i ? u] ell ij eljell _e
h=[e ;]  j=i+Lushi’n

h.—e "€ — € "8 =€y €y —€

i+1i

i =8 — Gy

ii+1 i+1i

Lemma dalillendi.

2.1.5-Lemmadan to’mendegiler kelip shig’adi.

sl, < [sl,.sl,]<[al,.al,]<sl,.

Bunnan

[sl..sl.]=[gl,.al,]=5l,.

[b(n,F)], b(n,F)=n(n,F)da’slep to’mendegi qatnasti da’lilleyik.
F)g[b(n, F), b

i=lene ]

Endi jogaridag’t qatnastin’ keriside orinli ekenligin ko’rseteyik. Meyli
x,y €b(n,F) bolsin. Ona

(n,F)] bul gatnas to’mendegi ten’likten kelip shig’adi:

i-1

[X y],, _lesym Zyls si :Z Xis¥Ysi — yisxsi)+

s=1

+(Xiiyii - yiiXii)+ Z(Xisysi - yisXsi):O'

s=i+1

U’sh o’Ishemli jag’aydi koreyik: [ n(3,F), n(3,F)]
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0 ab 0 a B
x=[{0 0 c|, y=0 0 ¥y
0 0O 0 0 O
Ona
[, y]=xy —yx=
0 a by(0 « B) (0 y BY(0 a b
=0 0 c|-/0 0 y|-|0 O y|{0 0 cl=
0O 0 0)Jl0O O O 0 0 0)l0O OO
0 0 ay 0 0 «ac 0 0 ay—ac
=0 0 0|-{0 O O |=/0 O 0
00 O 00 O 00 0

§ 2.1. Nilpotent li algebralari

Meyli L Li algebrasi bolsin. To’mendegi izbe-izlikti garastiramiz.

U=[LL], =] L], k=2

aniglamadan to’mendegi kelip 1shg’adi.

'S5 o..ol"o.. (2.3)

2.2.1-Lemma. Ha’r bir natural k sani ushin L ko’pligi L algebrasinin’
ideali boladi.
Da’lillew: Matematikaliq induktsiya boyinsha da’lilleyiz.

k=1 L'=[L,L] idealdin” ko’beymesi ideal bolg’anligtan L* de ideal bolad.
k-1, L=[L"L]| ideal ekenligi jogaridag’idan kelip shig’adi. lemma

da’lillendi.
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Yeger sonay neN tabilip, L”={0} bolsa, onda L nilpotent algebra

delinedi.

Abel Li algebrasi Nilpotent boladi, sebebi L' =[L,L]={0}.

Nilpotent bolmag’an algebrag’a misal to’mendegi eki o’lshemli Li

algebrasin garastirayig.
L:[e.e,]=¢e,.

Bul algebra nilpotent emes, sebebi

=[L L]={al,:aeF},
> =L L]=L,
L =L, k=2, L“#{0}.
2.2.2-Lemma. n(n,F) algebrasi nilpotent boladt.
Da’lillew. Bul algebra bazisin alayig: {e;, i< j}.Ona

%91-| St e T |-Te i [8.]

i<j k<s i<j
k<s

Bul jerde tomendegilerdi esapga alamiz:
e., Jj=Kk
CRNE
I<j=k<s, i+1<s,
k<s=i<j, k+1l<].
Demek L bazisi: {eij +l< j}. Sondayag, L bazisi: {eij +k< j}. Dawam
ettirsek, onda L™ ={0}.

b(n, F) algebrasi nilpotent emes to’mendegi ten’likten paydalanayiq.

[b(n,F), b(n,F)]=n(nF).
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To’mendegi ten’lik orinli boladi:

[b(n,F), n(n,F)]=n(nF)
ten’lik e, :[e.ij, eij] ten’likten kelip shig’adi. Bunnan u’shmu’yeshli matritsalar

algebralari ushin to’mendegi gatnaslar kelip shig’adi:

L=b(n,F), L'=n(nF), L=n(nF).
2.2.3-Teorema. n-o’lshemli nilpotent Li algebralarinda to’mendegi

ga’siyetlerge iye e,,e,,...,e, bazis bar boladi:

(e [=Dcle,,
k=1
bunda ¢ =0, k>min{i, j}.
n o’Ishemli algebrada ko’beytiw kestesi to’mendegishe bolsin.
[e.e]=6 2<k<n-1.

a) L Lialgebrasi boladi
b) L nilpotent boladi.

Da’lillew: a) Yakobi birdeyliginin’ orinli ekenligin tekseresik.

[x[y.2]]+[ v.[z.x]]+][ z[xy]]=0

bul birdeyliktin’ bazis vektorlari ushin orinli ekenligin tekseriw jetkilikli.

[ei,[ej,ekﬂ+[ej,[ek,ei ]}+[ek,[ei,ej ]]:O,

i,jkeln i<j<k.

1-jag’day. i>1 bul jag’dayda jogaridag’i ten’liktin’ u’sh qosiliwshisida
nolge ten’.
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2.i=1.
2,) J =1 bolsin. Onda

[el’[el’ek]] + [el’[ek’el]] + [ek’[el’el]] =€, ~ 8, =0,

bul jerde 2<k<n-2.
2;) J>1 bolsin. Onda

[el,[ej ,ekﬂ +[e;[e.e]] +[ek,[e1,ej ﬂ =[e,,0]+|e;—e., |+|& —ep., |=0.

Endi nilpotentlikke tekseremiz. Onda

[y]{zzﬂ} S ap[ae]-

i,j=1

n— n-1

= 05“8 eJ+1 Z € Z al’B aﬂ i+

J =2 i=2

[LEN

i
N

n-1
Bunnan L' bazisi {e,,...,e,}. Dawam ettirsek, ona x = Za, ., Y= _pe, ushi'n
j=1

i=3

[X: Y] = |:iaiei’ iﬁjej:|: iaiﬂl[ei’ el] = _ialﬂieiﬂ -

Bunnan L* bazisi {e,,..,e,}. Uluima jag’ayda L‘ bazisi {e,,...e,}. Demek
L"* ={0} .Bunna algebra nilpotent algebra boladi’.

2.2.4-Teorema. Meyli L n o’lshemli nilpotent Li algebrasi bolsin. Onda
diml'<n-2 (1)
Da’lillew. Kerisin boljap da’lilleymiz. dimL'>n—-2 dep boljayig. Onda

dimL' =n bolsa, dimL* =n, L' <L bolg’anhqgtan, L =L". Bunnan

Lk:[L“,L]:Ll:L,
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=L L]=L,
=L L]=[LL]=L.
LF=L# {0} gatnas L din’ nilpotent ekenligine garama qarsil.
Meyli dimL' =n—1 dep alayiq. Onda L' ken’isliginin’ gandayda bir bazisin
garastiramiz. L' :e,,...,e, bul bazisti L din’ bazisine shekem toltiramiz.

L:e,e,,....€,

L>:x=> agel, y=> Be el.
i=1 j=2

Bunnan
[X’y]:; Z;ai j[ei,ej}zzzl*es.
i=l  j= 5=
Demek L’:e,,..e, ham L =L°=.=L“=.. Bunnan L“=L={0} k=>2.

Son’g’1 gatnastan nilpotentlikke garama-garsi. Teorema da’lillendi.
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II bap boyi’'nsha juwmagq

Ekinshi bapta kishi o’Ishemli Li algebralari’ garaldi. Bir ha’m eki o’lshemli
Li algebralari’ tolig dizimi keltirildi. Nilpotent Li algebralari’da qaraldi’. Birinshi
paragrafta kishi o’Ishemli Li algebralari’ garalg’an. Yekinshi paragrafta nilpotent

Li Lialgebralari’ u’yrenildi.
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I11 BAP

LI ALGEBRALARTI’ 2-LOKAL DIFFERENCIALLAWLARTI’

U’shinshi bap yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda Li algebralari’nda
differenciallawlar, 2-lokal differeniallawlar ani’glamalari’, ishki differeniallaw
ha’m matrica izi qa’siyetleri, mi’sallar keltiriledi. Nilpotent Li algebralardi’n’ 2-
lokal differenciallawlari’ xarakterlengen.

8 3.1 Li algebra’lari’ differenciallawlari’

Meyli F maydan u’stinde L Li algebrasi berilgen bolsin. Yeger D:L — L

si’zi’gli’ operatori’ ga’legen x,y € L elementlaeri ushi’n

DI, y]=[D(x), y]+[x, D(y)] 3.1)

ten’likti ganaatlandiirsa, onda bul operator differenciallaw delinedi.

sl, algebrasin garastirayik:

{3

Bul algebrada tomendegi elementler basis boladi:
1 0 01 00
h= , = , f= :
0-1 00 10

Ko’beytiw kestesi tomendegishe boladi:
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[h,e]=h-e—e-h=2e, [h,e]=2e,
[h,f]=hf - f-h=—2f,  [h f]=-2f,
[e, f]=e-f—f.e=h, [e, f]=h.

Endi bul algebrada diiferenciallawdin uluima korinisin tabamiz.

3.1.1-Teorema. sl, algebrasinin’ ha’r bir differentsiallawi to’mendegishe

ko’riniste boladi:

—2d, d,, 0 (3.2)

Endi bul ten’liklerdin® ha’r gaysi birinen differentsial alamiz.
D[h,e]=D(2e)
Differentsiallawdin’ aniglamasina ko’re
D[h,e]:[D(h),e}L[h, D(e)]: 2D(e).
Ori’nlari’na qoysaq, onda

[dh+d,e +dy, €]+ [h,dh+dye+dy, f]=2(d,h+de +dy, F).
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Bunnan

2,6 —d,h +2d,,e - 2d,, f =2d,,h+2d,,e +2d,, f .

Bul ten’liktegi bazis aldindag’ilarin ten’lestirsek, onda

2d,, +2d,, =2d,,
_d31 = 2d12’
—2d,, =2d,,.

Bul sistemadan tomendegige iye bolamiz:
d11 =0,
d31 = _2d12’
d,, =0.
Bul’l sistemasindag’t ten’liklerden paydalana otirip, izlenip atirg’an matritsa

to’mendegishe ko’riniske keledi:

0 d, dg
dy dy dy|.
-2d, 0 d,

Endi tomendegi gatnastan faydalanamiz:

D[h, f]=D(-2f).

Bunnan
[D(h), f |+[h,D(f)]=-2D(f).

Bazistagi jayilmasin esapga alsag, onda
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[d,h+de+d, T, f]+[hdh+de+d,f]=-2(dh+de+d,f).
Bunnan
-2d,, f +d,;h+2d,.e—2d,,f =-2d,,h—2d,.e—2d,,f .
Bu’l ten’liktegi tabilg’an matritsadan paydalansaq
d,,h+2d,.e —2d,,f =-2d,;h—2d,,e —2d,, f .
Bunnan

d,, =—d,
2d,, =-2d,,,
—2d,, =—-2d.,.
Bul sistemadan
d,, =-2d,,
d,, =0.

Bunnan izlenip atirg’an matritsa to’mendegishe ko’riniske keledi:

0 d,

d13
—2d, d,, 0
—2d, 0 d

33

Endi Dle, f|=D(h) ten’liginen paydalanamiz. Onda

[D(e), f |+[e,D(f)]=D(h).

Bunnan
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[d,h+d,e+d,f, f]+[edh+de+d,f]=d h+d,e+d,f.

Endi bazistagikelip shiggan matritsadan paydalansaq, onda

—2d,, f +d,,h—2de+dzh=-2d,e—2d,T .

Bunnan
d,, +d,; =0,
—2d,, =-2d,,,
—2d,, =-2d,,.
Demek
d,, =—0;.

Bunnan izlenip atirg’an matritsa, yag’nty sl, algebrasinin

differentsiallaniwi to’mendegi ko’riniske keledi:

O dlZ dlS
~2d,, d,, O
~2d,, 0 —d,,

Teorema da’liyllendi.
3.1.2-Teorema. U’sh o’lshemli’ Geizenberg algebrasinda

differentsiallaniwi to’mendegishe aniglanadi:

dll d12 O
d21 d22 0
d31 d32 d11 + d22
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Da’lillew. Da’slep izlenip atirg’an matritsani to’mendegishe jazip alsaq

L, de bazislerin e, e,, e, dep alsaqg, onda olar to’mendegi ten’likti qanaatlandiradi.
[e. &,]=¢, (3.4)

Al L, de galg’an [e, &,], [e,, e;] ko’beymeleri nolge ten’ dep alamiz. Endi (3.4)

ten’liginin’ eki ta’repin differentsial alsag, onda
D[e, e,]=D(e;).

Bunnan

[D(e,). e, |+ D;D(e,)]=D(e,).
Bazis vektorlardagi jayilmasin esapga alsag, onda

[d.e +d,e, +d,e;.e]+[e, de +d,e, +d,e]=de +d,e, +dye,.

Demek

d,e;+d,.e, =d, e +d,e, +d.,.e,.
Sa’ykes bazisler aldindag’ilarin ten’lestirsek,
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d11 + dzz = d33’
d, =0,
d,, =0.

Demek differensiallaw matritsasi tomendegishe boladi’:

Endi (3.4) matritsanin’ differenciallaw ekenin ko’rseteyik. Meyli

X=XE + X6, + X8, Y=VY,& +VY,6, +Yy,e, el

bolsin. Onda

[X, y] = (X1y2 — X%, yl)es'

Buunan

D[X, y] = (dll + dzz)(X1Y2 - X2y1)e3 :

Ekinshi ta’repten

[D(X), y1=[(d;; X +d, X, )€ +(d,y % +d,,X%,)e,, V.6 + Y,8,]=

=(dy XY, +dipXp Y, —dy XYy — X, Y;)e

ha’mde
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[X, D(Y)]=[x8, + X,&,, (d,y, +d,¥,)e +(d, Y, +d,,Y,)e,, 1=

= (d21X1y1 + d22X1y2 - dllxz Yi— dlZXZ YZ)ea-

Bunnan

DI, y]=[D(x), y]+[x, D(y)].
Demek, (3.3) matritsanin’ differenciallaw ekenin ko’rsettik. Teorema da’lillendi.
Meyli bizge A:L — L sizigh sa’wlelendiriwi berilgen bolsin. Eger Vx e L

vektori ushin sonday D, € DerL tabilip, A(x)=D,(x) ten’ligi orinlansa, onda A

operatori lokal differentsiallaniw dep ataladi.

Aniglamadan L Li algebrasinda qalegen differentsiallaniw lokal
differentsiallaniw bolatuginligi keli’p shi’gadi’.

Tomendegi teoremani garastirayiq.

3.1.3-Teorema. sl, algebrasinin® ha’r bir lokal differentsiallaniwi

differentsiallaniw boladi.

Da’lillew. 3.1.1-Teoremadan bizge ma’lim sl, algebrasinin® ha’r bir

differentsiallaniwi to’mendegishe ko’riniste boladi:

0O a b
-2b ¢ 0 |
-2a 0 -—c

bul jerde a,b,ceC. Endi bul matritsa menen aniglangan operatordin’ lokal

differentsiallaniw boliwinda ko’rseteyik. Bunin’ ushin bazis vektorlar bolg’an

lerden paydalanamiz. Lokal differentsiallaniw esabinda
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d, d,, d,

d,, dy, dy
matritsani alsag lokal differentsiallaniwdin’ aniglamasina ko’re Vxe L vektor
ushin sonday D, € DerL tabilip

A(x)=D,(x).
1
1) x=h=| 0 | dep alayig. Onda
0
d11 12 13 1 11
A(h): d21 d22 d23 10 |= d21
d3l d32 d33 0 d3l

ha’mde

A(h)=D,(h) ten’liginen

11 O
d, |=| —2b,
d,, —2a,

Bunnan d,, =0.

0
2) x=e=|1| dep alayig. Onda
0
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0 d12 d13
A(e): d, d, dza
d31 d32 d33
ha’mde
0 a N
D.(e)=| -2b, c,
—2a, —C,
Bunnan A(e)=D,(e) tenliginen, d,, =0.
0
3) x=f =| 0 | vektorin alayig. Onda
1
0 d12 13
A(f): dy dy dy |-
d31 d32 33
0 a;, b
D,(f)=|-2b, ¢, O
-2a, 0 -c
Bunnan A( f)=D,(f) bolganligtan d,, =0.
1
4) x=h+e=| 1| vektorin alamiz. Onda
0
0 d, dg) (1
A(x)=|d, d,, 0 |1
d, 0 d,)\0

o1

o - O

o - O

I
o o o

N

N

QD

(v]

@

o



Bunan A(x)=D,(x) tenligin esapga alsag, onda

d,=a, d,;=-2a =d, =-2d,.
0
5) x=e+ f =| 1| desek, onda
1

0 d12 d13 0 d12 + d13
A(x): dy, d, O 1|= d,
_2d12 dss 1 d33
0 a b (0 a +b,
Dx(x)z -2b, c, 11|=| ¢,
—2a, 0 - )\1 —C,
Bul vektoelardi tenlestirsek, onda
dzz =C d33 =—C, .
Bunan d,, =—d,,.
1
6) x=h+ f =| 0 | vektorin garatirayiq. Onda
1
0 d12 d13 1 d13
A(x): dy, d, 0 |-|0]|= d,,
-2d, 0 -d,) (1 -2d,,—d,,
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0 a b (1 b,
D,(x)=|-2b, ¢, O 0|= -—2b,
-2a, 0 -c ) \1 —-2a,—C,

Salistirsaq

Bunnan d,, =-2d,,.

Demek izlenip atirg’an matritsa

0 d, dy
-2d, d,, O
-2d, O d,,

Teorema da’lillendi.

8§ 3.2 Shekli o’Ishemli Li algebra’lari’ differenciallawlari’

3.2.1-Teorema. sl, algebrasin’n’ ha’r bir 2-lokal differenciallawi

differenciallaw bo’ladi’.

Dalillew. Meyli A bul sl,algebrasindagi’ 2-lokal differenciallaw bo’lsi’n.

Sonday D, differenciallawi tabilip,

A(h) =D, (h) ha’m A(e) =D, . (e)

ten’likleri  ori’nlanadi’.  Zarurlik  bo’lsa, A ornina A-D,, 2-lokal
differenciallawin garastirip, biz A(h) = A(e) =0 dep aliwimiz mumkin.
Qalegen x=xh+Xx,e+ X, f esl, elementin alayig. Onda ani’qlamadan

sonday D differenciallawi tabilip,
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A(X) = D(x) ha’m A(h) = D(h)

ten’likleri ori’nlanadi’. Differenciallaw matritsasi’ tomendegi ko’riniste boladi’:

0 a b
—2b ¢, O
-2a, 0 -c

Onda

0 a b 1 0
0=A(h)=D(h)=|-2b, ¢, O ||0|=|-2b |.
-2a 0 -c

0 —2a,
Bunnan b, =&, =0 ten’lilerine iye bolamiz. Onda
00 o] [?©
AX)=D(x)={0 ¢, 0 || x,|=| CX, | (3.5)
0 0 —¢ X, ex,

Endi ani’gqlamadan sonday basga bir D differenciallawi tabilip,
A(x)=D(x) ha’m A(e)=D(e)

ten’likleri ori’nlanadi’. Differenciallaw matritsasi’ tomendegi ko’riniste boladi’:

0 a b,
-2b, ¢,
-2a, 0 -—c,

Onda
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0=A()=D(e)=|-2b, ¢, 0 ||1|=]|cC,
—2a, 0 -G )|, 0

Bunnan a, =c, =0 ten’lilerine iye bolamiz. Onda

0 0 b, X b, X,
AX)=D(x)=|-2b, 0 O | X, |=| —-2bX |. (3.6)
0O 0 O X, 0

Endi (3.5) ha’m (3.6) ten’liklerdi salistirip, A(x) =0 ten’ligine iye bolamiz.
Teorema dalillendi.
3.2.2-Teorema. U’sh o’lshemli’Heyzenberg algebrasinda ha’r bir 2-lokal

differentsiallaw tomendegi ko’riniste bo’ladi’:

A(X) = dX363 + fl(xl' XZ)el + fz (X1’ Xz)ez + f3(X1’ Xz)e3’ (3-7)

bul jerde d turagli san, f,(x,%,), f,(x,%,), f.,(x,X,) birtekli funkciyalar.

Dalillew. 3.1.2-Teoremadan u’sh o’Ishemli Geizenberg algebrasinin’

differenciallawlari tomendegi koriniske iye.

Sonday D, differenciallawi tabilip, A(e;) = D, (e;) ten’ligi ori’nlanadi’. Zarurlik
bo’lsa, A ornina A- D, 2-lokal differenciallawin garastirip, biz A(e,) =0 dep

aliwimiz mumkin.

Qalegen x =X, + X,&, + X,&, elementin alayiq. Onda ani’glamadan sonday

D differenciallawi tabilip,
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A(X)=D(x) ha’m A(e,) =D(e,)

ten’likleri ori’nlanadi’. Differenciallaw matritsasi’ tomendegi ko’riniste boladi’:

Meyli A(x),,A(X),,A(x); bul A(x) vektorinin’ saykes turde 1, 2 ha’m 3
koordinatalari’ bolsi’n. Onda

A(X); =dyx +dpX;,

bul jerde i e{1,2,3}. 2-lokal differenciallaw bir tekli bolganligtan, bul funkciyalar
da bir tekli boladi’. f (x;,X,)=A(X),, f,(X,%)=A(X),, f;(X,X,)=A(X), dep
aliw jetkilikli bo’ladi’.

Endi (3.7) ten’lik penen an’glang’an operatordi’n’ 2-lokal differenciallaw
ekenin kotseteyik. Buni’n’ ushi’n (3.3) korinistege A(X)=D(x) ha’m
A(y)=D(y) tenliklerin ganaatlandiriwshi differenciallawdi gidiramiz. Onda

tomendegi sistemag’a iye bolamiz.

(d11X1 +dp,%, = f,(%,X,),

diy Yy +di, Y, = (Y1 Ya),

) dy X +dy%, = f,(%,X,),

dyy; +dyY, = 1,01, ¥2),

31X + g, X, +(dyy +dy,) %, = dX; + T50%,%,),
\d31y1 +d3,Y, +(dy;, +dy,) Y, =dy; + f5(y5, ).
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X
Yeger > 1=0 bolsa, bul sistema sheksiz sheshimlerga iye boladi’.
i Y.
. Xl X2 . . . .. . .. .
Meyli # 0 bolsi’n. Onda jogaridag’i sistemag’i’ birinshi ha’'m
i Y2

ekinshi ten’lemelerden d,,,d;, sanlari’, u’shins ha’m tortinshi ten’lemelerden

d,,,d,, sanlari’, al besinshi ha’m alti’nshi ten’lemelerden d,,,d,,,d,, sanlari

tabiladi’. Teorema dalillendi.
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III bap bo’yi'nsha juwmaq

U’shinshi bap yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda Li algebralari’nda
differenciallawlar, 2-lokal differeniallawlar ani’glamalari’, ishki differeniallaw
ha’m matrica izi qa’siyetleri, mi’sallar keltiriledi. Nilpotent Li algebralardi’n’ 2-

lokal differenciallawlari’ xarakterlengen.
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JUWMAQLAW

Jumi’sti’n’ birinshi babi’ yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda shekli
o’Ishemli Li algebralari’ ani’glamasi’, mi’sallar ha’m ayri’m qa’siyetleri garaldi’.
Birinshi paragrafta Li algebralar haqgi’nda tiykarg’i’ tu’sinikler keltirilgen.
Yekinshi paragrafta bolsa shekli o’Ishemli Li algebralari’ ani’qlamasi’, mi’sallar
ha’m ayri’m belgili natiyjeler berildi.

Ekinshi bapta kishi o’Ishemli Li algebralari’ garaldi. Bir ha’m eki o’lIshemli
Li algebralari’ toliq dizimi Kkeltirildi. Nilpotent Li algebralari’da garaldi’. Birinshi
paragrafta kishi o’Ishemli Li algebralari’ garalg’an. Yekinshi paragrafta nilpotent
Li Lialgebralari’ u’yrenildi.

U’shinshi bap yeki paragraftan ibarat boli’p, bunda Li algebralari’nda
differenciallawlar, 2-lokal differeniallawlar ani’glamalari’, ishki differeniallaw
ha’m matrica izi qa’siyetleri, mi’sallar keltiriledi. Nilpotent Li algebralardi’n’ 2-

lokal differenciallawlari’ xarakterlengen.
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