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Kirisiw
Fizikaliq tabiyattin har quyli (terbelis, jillihq otkizgishlik, diffuziya
h.t.b.) ornigh qubilislarin izertlew processi elliptikaliq tiptegi tenlemelerge alip

kelinedi. Bunday tiptegi tenlemeler arasman en kop tarqalgan, uyrenilgen

] o o, . o’u % ) ) ) .
tenlemelerdin  birt  eki  6lshemli ?+W:0 ham 1ush o6lshemli
X
2 2 2
Z lzj + 2; + 0 LZJ =0 Laplas tenlemesi bolip tabiladi, bul jerde u— garezsiz
X A

X,y ham z 6zgeriwshilerdin funkciyasi bolip, ol 1782 jillar1 6z jumislarinda

gollangan  Francuz matematigi P. Laplas ati menen atalgan. Laplas
tenlemesine fizikaliq shamalar tek nogat koordinatalarimin funkciyasi bolgan
fizika ham mexanikanin koplegen maseleleri alip kelinedi. Solay etip, Laplas
tenlemesi 6z ishine tartiwsh1 massani almagan oblasta tartillw kushinin
potencialin, zaryadga iye bolmagan oblastta elektrostatikaliq maydannin
potencialin, jillihgtin ormiglt taraliw processlerindegi temperaturant ham tagi
basga usinday qubilislardi sawretleydi [3,5,7,8,11-13,17-21].

Laplas tenlemesinin sheshimi bolip tabilatugin ekinshi tartipli tuwindisina
shekem uzliksiz bolgan har qganday funkciya garmonikaliq dep ataladi.
Garmonikaliq funkciyalardi ayrenip shigiwda har tarli matematikaliq usillar
islep shigarilgan bolip, bul usillard1 giperbolaliq tiptegi tenlemelerge (tardin
terbelis tenlemelerine), parabolaliq tiptegi tenlemelerge (misal ushin jilliliq
Otkizgishlik tenlemelerine) qollamiw jagst natiyje bergen. Laplas tenlemesi
ushin shegaraliq maselelerdi bazi-bir apiwayr oblastlarda (misal ushin tuwri
muyeshli, dongelek, shar, cilindr ham tag: basqa oblastlarda yamasa usinday
oblastlardin bir boéleginde) usinday usillardin biri bolgan Fure usili, yagniy
6zgeriwshilerdi ajiratiw usili menen jenil sheshiwge boladi [1,2,4,6,9,1014-16].

Ush  6lshemli Laplas tenlemesi kobinese jilliligtin taraliwinda,
aeromexanikada, serippelilik teoriyasinda, elektrostatikada ham fizika-

mexanikanin basgada kopshilik tarawlarinda ushirasadi. Jilliligtin taraliw
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teoriyasinda, qarastirilip atirgan oblastta jilliliq deregi bolmagan jagday ushin
jilliligtin ornigh bélistiriliwin sawretlydi.

Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maselelerdi sheshiw metodlarinin
rawajlantw dawiri XIX asirlerden baslanadi. Sebebi, us1 dawirleri ulli francuz
matematikleri J.Furenin  «Jilliligtin analitikaliq teoriyasi» (1822 j.) ath
ahmiyetli ilimiy miyneti jariqqa shigip, ol wusi miynetinde sheshimdi
Ozgeriwshilerge ajiratiw  joli menen qatar koriniste aliwga erisken edi. Ol
6zinin bul metodin jilliliqtin taraliw teoriyasinda qollanadi. Keyinshelik bul
metod har qiyli maselelerdi, sonin ishinde terbeliske, tolqinga arnalgan
maselelerdi matematikaliq izertlewde qudretli quralga aylandi.

Bul pitkeriw ganigelik jumisi tiykarmnan alti paragraftan ibarat eki bap
kéleminde jazilgan. Pitkeriw ganigelik jumisinin soninda juwmaglaw bolimi
menen paydalanilgan adebiyatlar dizimi keltirilgen.

Pitkeriw ganigelik jumisinin  «Tuwrt mayeshli ham polyar koordinatalar
sistemasinda Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler» dep atalatugin
birinshi babmin birinshi paragrafi ,,Tuwr1 muyeshli oblastta Laplas tenlemesi
ushin shegaraliq maseleler” dep atalip, onda tuwr1 muyeshli oblastta Laplas
tenlemesi ushin Dirixle maselesi qarastiriladi hdm 6zgeriwshilerdi ayiratiw usili
jardeminde bul maselenin sheshimi qatar koériniste aniglanadi. Sofiinan bir
qatar misallar beriledi.

Bul baptin ekinshi paragrafi ,,Dongelek oblastta Laplas tenlemesi
ushin shegaraliq maseleler” dep atalip, onda dongelek oblastta Laplas
tenlemesi ushin ishki ham sirtq1 Dirixle maseleleri garastiriladi.

Bul  baptin tushinshi paragrafi ,,Dongelek saqiyna ham doéngelek
sektorinda Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler” dep atalip, onda
saqiyna ham dongelek sektor1 siyaqli oblastlarda Laplas tenlemesi ushin
ishki ham sirtq1 Dirixle méseleleri qarastiriladi.

Pitkeriw ganigelik jumisinin  «Tuwr1 muyeshli parallelepiped, shar ham
cilindrlik oblastlarda Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler» dep

atalatugin ekinshi babimin  birinshi  paragrafi ,,Tuwri muyeshli
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parallelepipedtegi Laplas tenlemesi ushin shegaraliqg maseleler” dep atalip, onda
tuwri muyeshli parallelepipedte Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi
qarastiriladi.

Bul baptin ekinshi paragrafi ,.Shardag: Laplas tenlemesi ushin Dirixle
maselesi” dep atalip, onda Laplas tenlemesi sferaliq koordinatalar
sistemasinda beriledi hdm sofinan Lejandr funkciyasi jardeminde shardagi
Laplas tenlemesi ushin ishki, sirtqi Dirixle maselesinin, sonday-aq shar
qatlamindagi Dirixle maselesinin sheshimi alinad.

Bul baptin songi ushinshi  paragrafi ,,Dongelek cilindrde Laplas
tenlemesi ushin shegaraliq maseleler” dep atalip, onda Laplas tenlemesi
cilindrlik koordinatalar sistemasinda beriledi ham sonman Bessel funkciyasi
jardeminde cilindrdegi Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesinin sheshimi
almada.

Pitkeriw qganigelik jumisinin  soninda juwmaglaw bolimi  ham

paydalanilgan adebiyatlar dizimi keltiriledi.



1-Bap. Tuwri muyeshli ham polyar koordinatalar
sistemasinda Laplas tenlemesi ushin
shegaraliq maseleler
Denedegi jilliligtin taraliwi stacionar dep ataladi, egerde denenin har bir
tochkasindag1 temperetura waqittan garezsiz bolsa. Bul jagdayda jilliliq
otkizgishlik  tenlemesindegi temperaturadan waqit boymsha alingan tuwindi
nolge ten boladi, yagniyy u, =0 ham u, =Au jilliliq otkizgishlik tenlemesi
Au =0 Laplas tenlemesine aylanadi. Bul songi tenlemede waqit gatnaspaytugin
bolganligtan bugan baslangish  shart  berilmeydi. Eger V denenin o

shegarasinda berilgen f temperatura uslap turilsa, onda denenin ishki

tochkalarinda aniq temperatura bar boladi. Bul jagdayda masele Laplas
tenlemesi ushin Dirixle maselesi yamasa Laplas tenlemesi ushin birinshi
shegaraliq masele dep ataladi, ham bunday maselenin matematikaliq modeli

Au =0, u\a = f Kkoriniske iye boladi. Bunday maseleler hazirgi dawirde jagsi

uyrenilip, onin Kop sanli sheshiw metodlari islep shigilgan.

Eger V denenin o betinde temperatura belgisiz bolip, biraq onin har bir
tochkasinda normal boyimnsha alingan tuwindiga proporcional bolgan jilliliq
agimi berilgen bolsa, onda masele Laplas tenlemesi ushin Neyman maselesi
yamasa Laplas tenlemesi ushin ekinshi shegaraliq masele dep atalatugin masele

payda boladi ham bunday maselenin matematikaliq modeli Au =0, Z—U =0
n

koriniske iye boladi.

Bul bapta tuwrt muyeshli, dongelek, dongelek saqiynast ham dongelek
sektor1 siyaqli oblastlarda berilgen Laplas operatori menen baylanisli bolgan
tiykargr shegaraliq maseleler qarastiriladi ham bunday maselelerdi sheshiw

usillar1 uyreniledi.



§1. Tuwri muyeshli oblastta Laplas tenlemesi
ushin shegaraliq maseleler

Meyli D={(x,y),x<[0, p],y €[0,q]} tuwri mayeshlikte

Au=u, +u, =0 (1)

Laplas tenlemesinin
u(0,y)=2(y). u(p,y) =n(y), (2)
u(x,0) =(x), u(x,q) =w(x) (3)

shegaraliq shartin qanaatlantiratugin sheshimin tabiw maselesin qarastiriw kerek

bolsin. Meyli ¢@,w,&,n  funkciyalari Gzliksiz ham tuwri  muyeshliktin

tobelerinde olardin manisleri bir-birine ten bolsin, yagniy

¢(0) =£(0), o(p)=1(0), w(0)=5(q), w(p)=n(a).
Sheshimdi

u(x,y) =v(x,y) +w(x,y) (4)
qosindis1 tarinde izleymiz. (4) ni (1)-(3) lerge qoyip v funkciyasin
AV=V, +V, =0, (5)
v(x,0)=0(x), v(x,0) =y (X),
v(0,y)=0, v(p,y)=0
maselesinin, al w(x,y) funkciyasin bolsa
Aw=w, +w,, =0, (6)
w(x,0) =0, w(x,0) =0,
w(0,y) =&(y), w(p,y)=n(y)

maselesinin sheshimi bolatuginday etip tanlap alamiz. (5) shegaraliq maselenin

sheshimin
V(X y) = X(x)-Y(y)
kobeymesi tarinde izleymiz ham
X"+ 12X =0, X(0)=X(p)=0 (7)
Y'-2%Y =0 (8)



X (X) funkciyasi ushin (7) tarindegi Shturm-Liuvill maselesine iye bolamiz.

Onin menshikli ménisleri h&m menshikli funkciyalari

sz_;‘, Xk(x)=sin”_§x, k=12,.

boladi. (8) nin uliwma sheshimi
k Tk
Yk(y):AkCh?y_i_BkSh?y

bolip, bulardi (5) degi orinlarina qoyip, superpoziciya principin gollansaqg (5)

maselenin

v(X, y):i(A ch”—ky+ B, sh”—kyjsin”—kx 9)
k=1 p Y Y

tarindegi A , B, parametrlerine baylanisl sheshimine iye bolamiz. (7) shartten

v(x,0) = @(Xx) :iA(sinn—;(x,

v(x,0)=w(x)= Z[Ak ch n—sq + B, sh n—;{qjsin n—sx
k1

bolip, bunnan
2 f .7k
A =—|@(x)sin—xdx,
p [P0

p
A chn—kq+ B, shn—kq =£Iw(x)sinﬁxdx
p p p

0

boladi. Bul sistemadan A, ham B, lardi aniqlap, olardi (9) dagi orinlarina

qoysaq, (5) shegaralig maselenin sheshimine iye bolamiz. Bul sxemani (6)

shegaraliq masele ushin gaytalasaq, onda w(x,y) tin

W(X,y):i(Ck ch%kx+ D, sh%kxjsin%ky (10)
k=1

tarindegi manisine iye bolamiz, bul jerde



(o 2%, mk
N, == [&0)sin = ydy,
a3 q

q
Ckch%k p+ Dkshﬂ—kpzéjn(y)sin%kydy.
0

(9) formula jardeminde tabilgan v(X,y) tin ham (10) formula jardeminde
tabilgan w(x,y) lerdin manislerin (4) degi ormlarina qoyip, (1)-(3) shegaraliq
maselenin sheshimine iye bolamiz.

Misal 1. D:{(X, y):0<x<p,0< ygq} tuwrt  muyeshliginde

temperaturanin  orniqli taraliwin aniqlan, egerde oblasttin shegarasindagi

temperatura tomendegishe berilgen bolsa:

u(x,0)=u(x,q)=0, 0<x<p, (11)
00, y)=y(@-y) u(p,y):sin?’%y, 0<y<q. (12)

Sheshiliwi. Temperaturanin orniglh taraliwin aniglaw, berilgen shegaraliq

shartlerdi qanaatlandiratugin
Au=u, +u, =0 (13)

Laplas tenlemesin sheshiwge alip kelinedi.

Sheshimdi

u(x,y) =X (x)-Y(y)

kobeymesi tarinde izleymiz. Bul sheshimdi tenlemedegi ormlarma qoyip,
6zgeriwshilerin ajiratip, Y (y) ke garata menshikli manisleri ham menshikli

funkciyalar1 saykes

A =%k, Yk(y)=sin%ky, k=12,...

bolatugin
Y'(y)+2%Y (y)=0, Y(0)=Y(q)=0

Shturm-Liuvill maselesine, al X (x) ga garata



X"()( jX() 0
q

tenlemesine iye bolamiz.

Songi tenlemenin sheshimi

7rk K
-Z=x

X (X)= Akeq +Be *°
bolip, bul  tabilgan X, (X) ham Y, (y) lardin ~ manislerin

sheshimninu(x, y) = X (x)-Y (y) koérinisindegi ormlarina aparip qoysaq

7k S
u(x,y) = Z(Akeq +Be ¢ jsmqky

tarindegi (11) shegaraliq shartti ganaatlandiratugin (13) tenlemenin sheshimine

iye bolamiz. Bul sheshim (12) shegaraliq shartti qanaatlandiriw ushin
N .7k
u@.y)=2 (A+ BK)SInFy =y(a-y),
k=1

o) 7k _zk
u(p,y) =Z[ﬁye a’ +Be * ID]sin”—ky:sin?’”_y
k=1

sistemas1 orinli boliw1 kerek. Bul sistemadan

sistemasi kelip shigadi, bul jerde

4q°
7Z'3k3

2 1 .7k k .
a, :ajy(q—y)5|nFydy: (1-(-D%), by=L b =0, k=3.
0

Songi sisteman1 A ham B, larga garata sheshsek

_nk k
A B —ae * B ae’ —p
zk K 7k
2sh—np 2sh—np
q q

ham bulardi orinlarina qoysag, sheshim
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.7k
sin“~—vy

= k 743 q
u(x,y) = (,B shZ8 x —a sh 22 (x - p)j—
é g " q 7K

sin—p
q
yamasa
h?’;x 3 o & sm—ky shq(x p)
7T
u(x,y) = sm—y Z
sh7;kp 0(2k+1) sh7;kp

koriniske iye boladi.

Misal 2. D={(x,y):0<x<p,0<y<oo} yanm jolagindagi tempera

turanin ornigh taraliwin aniqlan, egerde oblasttin shegarasindagi temperatura

tomendegishe berilgen bolsa:
u(0,y)=u(p,y)=0, 0<x<p,

u(x,O):éx(p—x), u(x,©)=0, 0<y<oo

Sheshiliwi. Temperaturanin orniglh taraliwin aniglaw, berilgen shegaraliq
shartlerdi qanaatlandiratugin
Au=u, +u, =0
Laplas tenlemesin sheshiwge alip kelinedi. Sheshimdi
u(x,y) =X(x)-Y(y)
kébeymesi tarinde izleymiz. Bul sheshimdi tenlemedegi orinlarina qoyip,

6zgeriwshilerin ajiratip, X (X) qa garata menshikli manisleri ham menshikli

funkciyalar1 saykes
A :”—k, Xk(x):sinﬁ—kx, k=12,...
p p
bolatugim X"+ A°X =0, X(0)=X(p)=0 Shturm-Liuvill maselesine, al
Y (y) qa garata
” k
Y/(y) - (”p ] Y (y)=0

tenlemesine iye bolamiz. Bul tenlemenin sheshimi
11



7rk 7rk

Y (y)=Ae Py B.e o’
bolip, bul tabilgan X, (X) ham Y, (y) lardin manislerin sheshimnin
u(x, y) = X(x)-Y(y) koérinisindegi orinlarina aparip qoysaq
. K K
u(x,y) = Zﬁ&epy + Bkepyjsin ”—Fi(x
k=1

turindegi  berilgen  tenlemenin X  boymsha  shegaraliq  shartlerin
qanaatlandiratugin sheshimine iye bolamiz. Bul sheshim y-—>oo dagi shartti
ganaatlandirtw ushin A =0, k=12,... boliw1 kerek. Al y=0 shegaraliq

shartinen
u(x,0) :ZBksin”—kx :izx(p —X)
k=1 p p

bolip, bunnan

-8

2 p
=—|X X sm—xdx——
3! (P=x) 7r3(2k+1)3

boladi ham izlenip atirgan sheshim

7(2k+1)
o o 2k +D)

Z (2k ) p

u(x,y)=

koériniske iye boladi.

Misal 3. Eger OB tarepi boyinda potencial V ga ten bolip, al galgan ush
tarepi jerge tutastirilgan bolsa, onda OACB tuwr1 muyeshliginde u(x,y) elektr
maydani potencialinin taraliwin aniglan. Tuwr1 muyeshliktin ishki oblasti elektr

zaryadina iye emes.
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Sheshiliwi. Berilgen maseleni sheshiw tuwr1 mtyeshlikte
U, +u,, =0,
u(0,y)=V, u(a,y)=0; u(x,00=0, u(x,b)=0
turindegi Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesin sheshiwge alip kelinedi.
Sheshimdi
u(x,y) =X (x)-Y(y)
kobeymesi tarinde izleymiz. Bul sheshimdi tenlemedegi orinlarma qoyip,

6zgeriwshilerin ajiratip, Y (y) ke garata menshikli manisleri ham menshikli

funkciyalari saykes

A =”—k, Yk(y):sin”—ky, k=12,..
b b
bolatugin
Y'(y)+2%Y(y)=0, Y(0)=Y(b)=0

Shturm-Liuvill maselesine, al X (x) ga garata

x;'<x)—(%kj X, (=0

tenlemesine iye bolamiz. Song tenlemenin sheshimi
X (X) = Akch%kx+ Bksh%kx

bolip, bul tabilgan X, (x) ham VY, (y) lardin manislerin sheshimnin

u(x, y) = X(x)-Y(y) koérinisindegi orinlarina aparip qoysaq

u(x,y) = Z(Akch%kx+ Bksh%kxjsin%ky
k=1

tarindegi berilgen maselenin A ham B, parametrlerine garezli sheshimine iye

bolamiz. Bul turaglilardi aniglaw ushin sheshimnin songi korinisin

u(0,y)=V, u(a,y)=0 shegaraliq shartine aparip qoyamiz:

Zﬂksinﬂ—kyzv,
P b

13



Z(A(ch%ka+ Bksh%kajsin%ky =0

0
k=1

Bunnan
b O, k:2n,
Aﬁyjsinﬂ—kydy: 4V
b 4 b —. k=2n+1
k
0, k=2n,
B.=! 4v ch”—ka
N A bk k=2n+1
7K on 7K 5
L b
bolip, sheshim
h((2n+1)(a—x)7zj
u(x,y):4v > b Sin(2n+1)7zy

7 15 (2n+1)sh 2N 1D7A b

koriniske iye boladi.
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§2. Dongelek oblastta Laplas tenlemesi ushin
shegaraliq maseleler

Meyli tegisliktegi
o’u  ou
"o oy @

Laplas tenlemesin garastirayiq.

Au

Meyli bizge oraylar1 koordinata basinda jaylasgan eki R, hdm R, radiush

shenberler menen shegaralangan saqiyna tarizli K oblasti berilgen bolsin. Meyli

aniqliq ushin R <R, dep esaplap, ust saqiynada (1) Laplas tenlemesin
qanaatlandiratugin u(x, y) funkciyani tabiw maselesin qarastirayiq. Bul maseleni
sheshiw ushin  x=rcosg, y=rsing belgilewleri jardeminde polyar

koordinatalar sistemasia otemiz. Bul jagdayda K saqiynasi jana koordinatalar
sistemasinda R <r<R,, 0<@<27 tarindegi 4piwayr qatnas penen
suwretlenedi. Al Laplas operator1 jana koordinatalar sistemasinda

_ou lou 1 o4 0

AU=—+=— =~ — =
or* ror r? o

(2)

koriniske iye boladi.

Qarastirilip atirgan maseleni sheshiw ushin 6zgeriwshilerdi ayiriw usilin
qollanamiz, yagniy sheshimdi u(r, @) =R(r)®(¢) kobeymesi tarinde izleymiz.
Buni (2) teflemedegi orinlarina qoyip

14 1 ! 1 14
RI(N®(p) + - R(NP(p) +-7 R () =0

tenligine iye bolamiz.

Song tenliktin eki tarepin — R(r)®(¢) anlatpasma bolip, natiyjeni
r

FPR(N+rR'(r) _ @"(p) (= 2%)
R(r) D(p)

(3)

koériniste jazamiz.

(3) tenlemenin shep tarepi tek r argumentke, al on jagi tek ¢ argumentke

garezli bolganliqtan tenliktin eki tarepide turagli tenlemede korsetilgen turaql
15



A% sanmna ten boladi. (3) gatnastan
D' (p) + A°®(p) =0, ®(0)=D(27), P'(0)=d'(27); (4)
r’R"(r)+rR'(r)—A°R(r) =0, (1>0) (5)
turindegi eki apiwayi differencialliq tenlemelerge iye bolamiz.

(4) tenlemedegi qosimsha shart ®(¢) funkciya manisinin har bir 27 den
keyin gaytalanatuginligin anlatip, sheshimnin ¢ boyinsha periodli bolatuginligin
korsetedi. (4) maseleni bizge malim sxema boyinsha sheshemiz. Daslep A
parametrin on dep esaplaymiz. Onda k?+A° =0 xarakteristikaliq tenlemenin

korenleri  k=+id bolip, (4) tenlemenin  uliwma  sheshimi

d(p)=C,cosAp+C,sindp boladi. Bul uliwma sheshimdi shegaraliq
shartlerge aparip qoyip C,,C, lerge garata

{ C,(cos27z24-1)+C,sin 274 =0, ©)

—C,sin2z4+C,(cos2z4-1) =0
turindegi algebraliq teflemeler sistemasina iye bolamiz.
Bul sistema birtekli bolganligtan, nollik emes sheshimge iye boliw

magsetinde sistemanin aniglawshisin nolge tenlestiremiz

cos2zA—-1 cos2zA -1 B
—sin2z4  cos27zA-1

Aniglawshin1 esaplap, cos2z4=1 tenlemesine iye boamiz, bunnan
A, =n, bul jerde n=1,2,... di C, ham C, lerdi amiqlaw ushin tabilgan A =n di
(6) sistemadagi orinlarina qoyamiz ham 0=0 tarindegi birdeylikke iye bolamiz.
Bunnan C, ham C, lerdin gqalegen manisinde (6) sistemanin orinli bolatuginligt
kelip shigadi. Soni aytip 6tken maqul, A =n nin 6zgeriwi menen C, ham C,
turaglilart ham 6zgeredi, sonligtan (4) nin sheshimin

® (p)=A cosnp+B sinnp, n=12,...

koriniste jaza alamiz.

A =0 jagdaydi 6z aldina ayrigsha qarastiramiz. Bul jagdayda (4) masele

@"(p) =0, ©(0)=D(27), D'(0)=D'(2x)
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koriniske iye boladi. Bul tenlemenini uliwma sheshimi ®(¢)= A +Byp
koriniske iye bolip, buni shegaraliq shartke aparip qoysaq B, =0 boladi,
natiyjede sheshim @,(¢p)= A, tirinde turaqli bolip qaladi. Alingan natiyje jiyi
qollaniladi, sonligtan bun1 tomendegi jeke uygartw menen juwmagqlaymiz.

Teorema 1. (4) periodli shegaraliq masele sanaqhi sandagi A°=n’,
(n=0,1,2,...) menshikli manislerge ham sanaqli sandagi

DO, (p)=A,, D,(p)=A,cosnp+B, sinnp, n=12,... (7)

menshikli funkciyalarga iye boladi.

Endi (5) maseleni sheshiwge otemiz. Bul tenleme Eyler tenlemesi bolip

tabiladi, sebebi har bir qosiliwshidagi tuwindinin tartibi r kobeytiwshinin

darejesi menen saykes keledi. Eyler tenlemesinin sheshimi A>0 ushin
R(r) =r“ koriniste izlenedi. Buni (5) degi orinlarina qoyip, keyinshelik r“ ge
qisqartiw arqali jenil sheshiletugin
ala-1)+a—-1"=0
tenlemesine iye bolamiz. Bul o ga garata kvadrat tenleme bolip, onin korenleri
a=+A boladi. Bunnan Eyler tenlemesinin r* ham r™* tdrindegi dara
sheshimlerine ham R(r) =Cr* +Dr™*, (1>0) uliwma sheshimine iye bolamiz.
Endi jane A=0 jagdaydi 6z aldina ayriqsha qarastiramiz. Bul jagdayda (5)
masele r’R"(r)+rR'(r)=0 koériniske iye bolip, omn uliwma sheshimi
R(r)=ClInr+D boladi. Alingan natiyje jane tdmendegi jeke uygariw menen
juwmagqlaymiz.
Teorema 2. (5) Eyler tenlemesinin uliwma sheshimi
R(r)=CInr+D, (1=0),
R(r)=Cr*+Dr*, (1>0)
koriniske iye boladi.
(4) ham (5) tenlemeler A nin birdey manislerinde sheshiliwi kerek. (4)

periodli shegaraliq maselenin sheshimi 4. =n, (n=0,12,...) ushin alingan,
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sonhigtan (5) maselenin sheshimide A nin usinday manislerinde aliniwi kerek,
yagniy
R,(r)=C,Inr+D,, (n=0), (8)
R (r)=Cr"+D,r ", (n=12,..)
(7) ham (8) formulalar menen korsetilgen (4) ham (5) maselelerdin

sheshimin har bir n=0,1,2,... ushin jub1 menen jazsaq
n=0: R,(r)=C,Inr+D,, ®,(p) =A,,
n>0: R(r)=Cr"+Dr", @ (¢)=A, cosng+B, sinng
bul funkciyalardin jub1 menen
n=0: u,(r,p)=a,+b,Inr, 9)
n>0: u.(r,p)=(a,r"+br")cosng+(c,r"+d. r")sinng
kobeymesi Laplas tenlemesinin saqiynadagr dara sheshimi bolatugmligin
tikkeley esaplaw arqali koriwge bolad.

Superpoziciya principi boyinsha (9) dagi barliq dara sheshimlerdin

gosindist Laplas tenlemesinin saqiynadagi uliwma sheshimi boladi:
u(r,p)=a,+b,Inr + i[(anr“ +b r™")cosnp+(c.r"+d r")sinng] .  (10)
]

Bul formula jardeminde saqiynadagi Laplas tenlemesi ushin shegaraliq
maselenin sheshimin aliwga boladu.

(10) qatardin jiynaqliligt haqqindagi sorawga juwap retinde har bir
konkret jagdayinda qosimsha maseleni sheshiw zarar boladi. Bul gatardin bazi-
bir uzliksiz funkciyaga jiynaqliligt omin differenciallaniwshiligina juwap
bermeydi, sonin ushin Laplas tenlemesine qosimsha shartlerdin qoyiliw zarurligi
payda boadi. Sonligtanda (10) sheshim berilgen maselenin uliwmalasgan
sheshimi bolip tabiladi. Egerde (9) tarindegi dara sheshimlerdin shekli qosindisi
menen shegaralanatugin bolsag, onda bul sheshim Laplas tenlemesinin shekli

K={0<r<ow, 0<p<2r} saqiynasinda klassikaliq sheshim boladi. Misal ushin

u(r,@) =Inr+4r® Cos3¢—£5sin 5¢ funkciyas: klassikaliq sheshim bola aladk.
r
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Dongelektegi Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi. Aldingi

paragrafta qarastirilgan saqiynanin dongelek halinda, yagniy ishki radius R, =0

bolgan dara jagdayindagi maseleni qarastirayiq. Bul jagdayda sirtqi radiusti

R =R, dep belgilewge boladi. f(¢) funkciyasin belgili ham period1 27 bolgan
periodli funkciya dep esaplap Au=0 Laplas tenlemesin u\r:R = f (@) shegaraliq
sharti menen toligtiramiz. Laplas tenlemesi ham ogan qoyilgan shegaraliq

shartlerden turatugin sistema Laplas tenlemesi ushin doéngelektegi Dirixle

maselesi dep ataladi. Polyar koordinatalar sistemasinda bul masele

o’u 1ou 1 &
R R =0, O<r<R), u =f
or’> ror r?og ( ) ‘r=R 2

koriniske iye boladi.
Bizge malim, Laplas tenlemesinin saqiynadagi uliwma sheshimi
u(r,p)=a,+b,Inr+ Z[(anr” +b.r")cosng+(c,r'+d. r")sinng]
n=1
koriniske iye. Bul uliwma sheshimdegi Inr ham r™ (n=12,...) funkciyalar

dongelek orayinda shegaralanbagan. Sonligtan bul uliwma sheshimdegi bul
funkciyalardin aldinda turgan koefficientlerdi nolge ten dep alamiz. Natiyjede
Laplas tenlemesinin dongelektegi uliwma sheshimi

u(r,p) =a,+ Y _[a,r"cosng+c,r"sinng] (11)

n=1L
boladi.

(11) degi a, ham c, koefficientlerdi anigqlaw ushin oni u‘r:R: f(p)

shegaraliq shartke aparip qoyamiz, Natiyjede
u(R, ) =a,+ Y [a,R"cosnp+c,R"sinnp] = f(p) (12)
n=1

tenligine aparip qoyamiz ham parallel f(¢) funkciyasin [0,27] intervalinda

Fure gatarina jayamiz:

f(p)=f,+ D [f;cosnp+ f’sinngp].

n=1
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Funkcyanin Fure qatarna jayilmasinin birden-bir ekenligin esapga algan

halda song: gatnastan a,=f,, a R"="f’

n?

c,R"=1f’, (n=12,..) tenliklerine

iye bolamiz. Bunnan a, :% fe c :% f*, (n=12,..) bolip, bulardi uliwma

n n

sheshimdegi orinlarina goysaq
u(r,p) = f, +Z(%j [f°cosng+ f’sinng]
n=1

tenligine iye bolamiz, bul jerde f,, f¢, f° koefficientleri Fure gqatarinin

n?

teoriyasinan belgili
1 2r l 2r 1 2

fo=——[ f(p)o, f7==1]f(p)cosnpdp, f5==1[f(p)sinnpdp (13)
27 Ty Ty

formulalar1 menen aniglanadi.
Misal 3. Tomendegi Laplas tenlemesi ushin ishki Dirixle maselesin
sheshiw talap etilsin:
Au=0, (0<r<3), u‘r:3 =¢°, 0<p<271
Sheshiliwi. [0, 2r] araligta shegaralangan f (@) =¢* funkciyasimn Fure
koefficientlerin esaplaymiz. n=0 ushin
27
f, 25 ?[ ¢2d(p=g72'2
Eger n=12,3,... ushin boleklep integrallaw arqali tomendegilerdi
esaplaymiz

A

27
iz, f> :lj(pzsin npdp = ———.
T n

Ky
fe _1 j @° cosnpdp =
Ty n

Onda berilgen maselenin sheshimi r <3 ushin
u(r,gp)zﬁn2+42(£) [izcosngo—zsin ne] (14)
3 =\3/) n n

koriniske iye boladi.

Endi alingan bul gatardin jiynaqliliq shartin aniglaymiz. Bul
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0 n
A+ BZ(%) tarindegi  kemeyiwshi geometriyaliq progressiyanin sheksiz
n=1

sandag1 agzalarmin qosindisinan ibarat qatar menen majorantlanadi ham

sonligtan ol ¢ boyinsha har bir r <3 din manisi ushin ten 6lshemli jiynaql

boladi. u(r,e) funkciyasinin dara tuwindilart ushin payda bolatugin gatarlar

A+ BZ(%) qatarin  differenciallawdan payda bolatugin qatar menen
n=1

majorantlanadi. Al bul 06z gezeginde sheshimdi aniqlaytugin qatardin
r<r,<3, 0<¢@<2r oblastinda tenh Olshewli jiynagli bolatuginligin
tamiyinleydi. Bunnan u(r,e) funkciyasimin barliq dara tuwindilari r <3
dongeleginin har bir tochkasinda aniglanganlhigin, yagniy bul funkciya r ham
@  Ozgeriwshileri boymsha qarastirllip atirgan  dongelekte  sheksiz
differenciallaniwsh1 funkciya bolatuginligi kelip shigadi. ¢ argumentin
fiksirleymiz ham r — 3—0 shegin esaplaymiz. Natiyjede

u(3, o) :gnz +4g[%cos ngo—%sin ne]
tarindegi [0,27] araligta aniglangan ham barliq san késherinde periodli dawam
etetugm ¢° funkciyasinin Fure qatarina jayilmasia iye bolamiz. Bul funkciya

27 ge eseli tochkalarda tziliske ushirap, galgan tochkalarda uzliksiz bolad:.
Basqgasha s6z benen aytqanda qarastirilip atirgan funkciya Dirixle shartin

qanaatlandiradi ham sonligtan onin Fure qatar1 6zine (0, 27 ) intervaldin har bir

2
tochkasinda jiynaqli bolip, al 0 ham 2z tochkalarda (27;) =27° ménisine

ortasha jiynaqli boladi. Tap usinday jollar menen r =3 shenberinde ham

usinday shek manislerin aliwga boladi:

u‘ B (/)2, O0<p<2r,
= 27%, 9=0, p=2r.

Juwmaglap aytganda (14) koriniske iye u(r, o) funkciyasi uziliske iye
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bolatugin (r,p)=(3,0) tochkasin 6z ishine almaytugin r <3 tuyiq oblastta

tizliksiz bolad1. Bul tochkamn galegen dogeregende u(r, ) funkciyas: (0,47°)

intervaldag: galegen manisti gabil etedi. r <3 dongeleginin har bir tochkasinda
r ham ¢ ozgeriwshileri boyinsha sheksiz differenciallanip, Laplas tenlemesin
ganaatlandirad.

Dongelekte Laplas tenlemesi ushin sirtoqp Dirixle maselesi.  Bul

paragrafta sagqiynanin dongelek sirtindag: halinda, yagniy sirtqr radius R, =+oo

bolgan dara jagdayindagi maseleni qarastirayiq. Bul jagdayda ishki radiust

R =R, dep belgilewge boladi. f(¢) funkciyasin belgili ham period: 27 bolgan
periodl funkciya dep esaplap Au =0 Laplas tenlemesin u\r:R = f (¢) shegaraliq

sharti menen toligtiramiz. Laplas tenlemesi ham ogan qoyilgan shegaraliq
shartlerden turatugin sistema Laplas tenlemesi ushin dongelektegi sirtqr Dirixle

maselesi dep ataladi. Polyar koordinatalar sistemasinda bul masele

oy lou 1 d%
—+—-——+——->=0, (R<r), ul =f
or* ror r?ogp ( )} U= flo)

koriniske iye boladi. Bizge malim, Laplas tenlemesinin saqiynadagi
u(r,p)=a,+byInr+> [(a,r" +b,r ")cosnp+(c,r" +d,r")sinng]
n=1
uliwma sheshimge Inr hiam r" (n=12,...) funkciyalar1 qatnasadi ham olar

r—>o da sheksiz 6sedi. Sonligtan uliwma sheshimdegi bul funkciyalardin
aldinda turgan koefficientlerdi nolge ten dep alamiz. Natiyjede Laplas
tenlemesinin dongelektegi uliwma sheshimi

u(r,p) =a,+ > _[b,r " cosnp+d,r"sinng] (15)

n=1

boladi. (15) degi b, ham d_  koefficientlerdi aniqlaw ushin on1 u‘r:R = f (o)

shegaraliq shartke aparip qoyamiz, Natiyjede
U(R, @) =a,+ Y [b,R"cosng+d,R™"sinng] = f(¢)
n=1

tenligine aparip qoyamiz ham om1 f (@) funkciyasin (12) dagi gatar menen
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salistiramiz:
a,="f,bR"=f", dR"=1° (n=12,.)
Bunnan b =R"f°, d =R"f*, (n=12,..) bolip, bulardi uliwma sheshimdegi

ormlarina goysaq

u(r,(p)=a0+i[bnr‘” cosng+d r"sinng] (16)

n=1L

tenligine iye bolamiz, bul jerde f,, f°

n?!

f* koefficientleri (13) formula menen

esaplanadi.
Misal 4. Tomendegi Laplas tenlemesi ushin sirtqr Dirixle maselesin

sheshiw talap etilsin:
Au=0, (8<r), u| ,=¢* 0<p<2z
Sheshiliwi. [0, 2r] araligta shegaralangan f (@) =¢* funkciyasimn Fure

koefficientleri ekinshi misalda esaplanilgan, sonliqtan r >3 dep esaplap, (16)

formula boyinsha bul maselenin sheshimin birden

4 , &(3). 1 .
u(r,p)=—xn°+4 — | [—=cosnp——sInn
(r,) 2 Z;(rj [ cosng—sinng]
koériniste jaza alamiz.

Har bir r>3 ushim alingan gatar A+ BZ(EJ tarindegi kemeyiwshi

n=1 r
geometriyallq progressiyanin sheksiz sandagi agzalarmin qosindisi menen

majorantlanadi ham sonliqgtan ol r ham ¢ oOzgeriwshileri boyinsha sheksiz

differenciallaniwshi funkciya bolip tabiladi. r=3 ushin gaytadan jane ¢°

funkciyasinin Fure qatarma iye bolamiz. Eger r —oo da, onda u(r e ):%;zz

Bunnan uziliske iye bolatugin (r,@)=(3,0) tochkasin 6z ishine almaytugin
r > 3 tuyiq oblastta u(r,¢) funkciyasi azliksiz boladi. r >3 bolatugin dongelek

sirtinda bul funkciya Au =0 Laplas tenlemesin ganaatlandiradi.
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§3. Dongelek saqiyna ham déngelek sektorinda
Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler

Saquynag Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi. Laplas tenlemesin
6z ishine alatugin elliptikaliq tiptegi tenlemeler ushin oblasttin shegarasinda
sheshimnin manisi belgili dep esaplap, kobinese birinshi shegaraliq masele
qoyiladi. Laplas tenlemesinen ham birinshi shegaraliq shartten ibarat payda
bolgan sistema Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi dep ataladi. Eger
sheshim izlenip atirgan oblast saqiyna bolsa, onda bul oblasttin shegarasi eki

shenberden ibarat boladi. Bul shenberlerdin radiuslarin R, ham R, arqali

belgileymiz. Sonda Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi tomendegishe
koriniske:
Au:urr+%ur+r—12uw:0, R <r<R,, (1)
u\rle = f (), u\r:RZ =g(p), 0<p<2r
Bizge malim (1) tenlemenin uliwma sheshimi

u(r,p)=a,+b,Inr +Z[(anr” +b r")cosng+(c.r"+d r")sin n(p] (2)
n=1L

bolip, bul (2) den r =R, ushin

f ()= +byInR,+ S [ (a,R +b,R™)cos g +(c,R." +d,R, "sinng |
n=1

tenligine iye bolamiz. Songi tenlikti f () funkciyasinin

f(p)=f,+ i( f,°cosng+ f,°sinng)

n=1
Fure qatarina jayilmasi menen salistirsaq ham har ganday funkciyanin Fure

qatarina jayilmasmin birden-bir ekenligin esapga alsaq, onda f(¢)

funkciyasinin bul eki jayilmasinan onin koefficienlerin salistirtw arqali

1 2z
%+0y IR, =y =—— [ f(g)do,
7[0
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2r
AR +BR" = 17 == [ f(p)cosnpdp, ®
0

2z
c,R"+d R™"=f> =%j f (p)sinngde, N=1,2,...
0

sistemasina iye bolamiz.

Endi (2) den r =R, ushin ormli bolatugin

9(9) =3, +b, IR, +Y"[ (a,R," +b R, ") cosng +(c,R," +d,R, ")sinng |
n=1

tenligin, jogaridagiday g(¢) funkciyasimin
9(¢) =9y + (9 cosnp+ g3 sinng)
n=1

Fure gatarina jayilmasi menen salistirsaq

1 2z
8, +byINR, =g, =— [ g(g)do.
7T 0

' oo L
aR"+bR," =g; =— [ glg)cosnedo, (4)
0

12

c,R"+d R "=g, = j g(p)sinngpde, n=1,2,..
0

T
sistemasina iye bolamiz.

(3) ham (4) sistemalar birgelikte sheshiliwi kerek. Sonligtan olardi
tomendegishe biriktirgen qolayli boladi:

a,+b,InR, = f,, 5)
a,+b,InR, =g,

aann—}_bann: fnc’ (6)
a,R; +b,R) =g,
C,R'+d,R'=f’,

R = 7
c,R;+d R =0,
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Payda bolgan sistemalardin (5) si a, ham b, ga qarata, (6) s1 a, ham b_ ge
garata ham (7) si ¢, ham d_ ge qarata sheshiledi.

Bul keltirilgen magliwmatlardi biriktirip, biz tomendegi uygariwga iye
bolamiz.

Uygariw. Saqiynadagi Laplas tenlemesi ushin (1) Dirixle maselesin

sheshiw ushin 0<@ <27 ushin aniglangan dep esaplap, f(@) ham g(p)

funkciyalarinin Fure qatarma jayilmasindagi koefficientlerdi esaplap, soninan
(5)-(7) s1z1ql1 algebraliq tenlemeler sistemasin sheshiw kerek ham a_, b, c , d,
koefficientlerinin tabilgan manislerin (2) degi orinlarina qoyiw kerek.
Misal 1. Saqiynada berilgen tomendegi Laplas tenlemesi ushin Dirixle
maselesin sheshin:
Au=0, 1<r<e, 0<Z¢p<2r,
ul_, =2 ul_ =1

Sheshiliwi. Qalegen turaqli san, birinshi koefficientten basqasi nolge ten
bolgan Fure qatarmin jayilmasi bolip tabiladi. Dara jagdayda f(e F

funkciyasinin Fure qatarmin jayilmasmnda f,=2, f¢=0, f>=0 bolip,

g(p)=1 funkciyasmin Fure qatarmin jayilmasinda g,=1, g; =0, g, =0
boladi. Onda (5)-(7) sistemasi
{a0+boln1:2, {an+bn:0, {cn+dn=0,
a,+b,Ine=1, ae'+be"=0, |ce"+de"=0.
Bunnan a, =b, =c, =d, =0. Al birinshi sistemadan a, =2, b, =-1.
Bul tabilganlardi (2) uliwma sheshimdegi orinlarina qoyip
u(r,p)=2Inr, 1<r<e

tarindegi sheshmge iye bolamiz.

Misal 2. Saqiynada berilgen tomendegi Laplas tenlemesi ushin Dirixle
maselesin sheshin:

Au=0, 1<r<2, 0<p<2r,

2 H2
u| , =2cos’p, u|_ =4sin’gp.
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Sheshiliwi. Berilgen
f (¢) = 2c0s* p =1+ C0s 2¢, g(p) =4sin® p=2-2cos2¢p
funkciyalar trigonometriyaliq kopagzali bolip, olardin Fure koefficientleri
f,=1, f'=1 f°=0, (n=12,..), g,=2, g -=-2, g, =0, (n=12,..)
bolganligtan (5)-( 7) sistemas1 boyinsha

{ao+boln1:1, { a,+h, =1, {cn+dn=0,

a,+b,In2=2, a2"+he?=-21c2"+d 2"=0

bolip, bunnan a, =1, b,=1/In2a,=b, =c, =d, =0. Tabilgan belgisiz
koefficientlerdin bul manislerin (2) degi uliwma sheshimge qoyip, berilgen
maselenin tomendegi sheshimine iye bolamiz

Inr 1( 8
u(r,p)=1+—+=| ——3r? |cos2op.
(r.¢) In2 5(r2 j 4

Dongelek sektorinda Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler. Meyli
ishki dongelek 0<p<a, 0<@<a sektormin ¢=0 ham ¢@=q« nurlarinda

birtekli shegaraliq shartlerge iye bolgan Laplas tenlemesi ushin

Au=0, 0<p<a, O<p<a,

ul _,=f() (8)
ou
Pl(u):ala__ﬂlu =0,
@ 0
Pz(u):aza_u"‘ﬂzu =0,
op

p=a
shegaraliq maseleni qarastirayiq. Maselenin sheshimin u(p, @) =R(p)D(¢)
kobeymesi tarinde izlep, 6zgeriwshilerin ajiratqannan son ®(e) funkciyasina
garata 0<¢@ <a kesindisinde
O+ A°D=0, O<p<a,
R.(P)=a® - | =0,
P,(®) =, @'+ 50| =0
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tarindegi Shturm-Liuvill maselesine iye bolamiz. Al eki adettegi differencialliq
tenlemege iye bolamiz. Al R(p) funkciyasina qarata
p’R"+pR'—AR=0, 0<p<a, HR(p)H<oo 9)
tenlemesine iye bolamiz.
Al (9) tenlemenin sheshimi bizge tanis bolip, onin
R(p)=Cp’
tarindegi p =0 ushin shegaralangan sheshimine iye bolamiz. Solay etip Laplas
tenlemesinin dongelek sektrindagi dara sheshimlerinin
u (0, 90) = p*® (), k=12,...
turindegi dara sheshimleri toparina iye bolamiz, bul jerde ®, (¢) ham
A, >0-ler (8) maselenin 0<@ <o Kesindidegi saykes menshikli funkciyalar
ham menshikli manisleri. Sonligtan Laplas tenlemesinin dongelek sektri

1shindegi uliwma sheshimi

© Ay
u(p, @) = ZCk (fj D, (@)

bolip, C, koefficientler (8) shegaraliq shartten

2 .C0(p) = f(p)
k=1
tenliginen

C, = J f(p)P, (p)do

| kH

formulast menen aniglanadi.

Misal 3. Misal ushin, meyli 0< p<a, 0<@p<a dongelek sektorinda

u(p,0)=u(p,a) =0, u(p.p)=Ap, (A=const)
shegaraliq shartlerin qanaatlandiratugin temperaturanin ornigh taraliw nizamin
garastirayiq.
Maselenin sharti boymsha berilgen temperaturanin orniqli taraliwin
aniglaw maselesi
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pzupp+pup+uw:O, O<p<a, O<p<a<?2r,
u(p,0)=u(p,a)=0, 0< p<a,

u(@,e)=~Ap, 0<p<a

tarinde berilgen Dirixle maselesin sheshiwge alip kelinedi.

L
<

~

& &

\Q A\

W» >
Au-—-O\-e
= MR \ N
0 u(p,0) =0 a x

Sheshimdi u(p, ) =R(p)®P(¢p) kdébeymesi tarinde izlep, ézgeriwshilerin
ajiratgannan SOn
P°’R"+ pR' —1°R=0, ®"+1°®=0
tarindegi eki adettegi differencialliq tenlemege iye bolamiz.
u(p,0)=R(p)®(0)=0
ham

u(p,a)=R(p)®(a) =0
shartlerinen ®(0) = ®(«) =0 tenligi kelip shigip, natiyjede

"+ 1’ =0, O<p<a,
®(0) = D(ar) =0

tarindegi  Shturm-Liuvill maselesine iye bolip, bunnan ﬂkzﬁ—k ham
(04

CDk((o):Sinﬂ—k(p, k=12,.., tarindegi bul maselenin menshikli manisleri
(04

menen menshikli funkciyalarina iye bolamiz.

Endi  R(p) funkciyasin R(p)=p" koriniste izleymiz. Buni

p°R"+ pR’ — A’R =0 tenlemesine qoysaq
2
7k
ﬂ(ﬂ—1)+ﬂ—(—) =0
a
tenligine iye bolip, bunnan x din u= iﬂ—k manisi kelip shigad.
a
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R(p) funkciyasinin shegaralangan funkciya ekenligin paydalansaq
Kk
R.(p) = bolip, natiyjede

7k

uk(p,(p):p%in”—kgﬁ, k=12,...,
a

yamasa, sheshimnin

.ok
u(p,@) = o sin

k=1
erikli ¢, turaqlilart u(a, @) = Agp shartinen aniqlanatugin kérinisi hasil boladi.

K
—Q
a

7k

u(a,p)=> ca« sin ”—kgo: Ap

k=1 24
tenliginen
™ T 7k
cac =—J-Agosin—(pd(0
as (04
yamasa
2A ¢ . 7k 20A
C = —x I¢Sln7r—(pd(p=(—l)k“i-
= a Kk
aa“

¢, nin bul manisin esapga alsag, onda sheshim

7k

20A & (—l)k“(p]a .7k
u(p, ) = 2| sin==
(p.p)=— kz; v by —9

turine iye boladi.
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2-Bap. Tuwn muyeshli parallelepiped, shar ham
cilindrlik oblastlarda Laplas tenlemesi
ushin shegaraliq maseleler

Ush o6lshemli Laplas tenlemesi kobinese jillihqtin taraliwinda, gidro ham
acromexanikada, serippelilik teoriyasinda, elektrostatikada ham fizika-
mexanikanin basqada kopshilik tarawlarinda ushirasadi. Bul tenleme jilliliqtin
taraliw teoriyasinda, qarastirilip atiran oblastta jilliliq deregi bolmagan jagday
ushin jillihiqtin ornigh bolistiriliwin stwretleydi.

Bul bapta ush olshemli Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maselelerdi

Au=0, 0<x<a, 0<y<bh, 0<z<h,

u‘zzo =@, (X, Y), U‘Z:h =, (%, Y), P[U]|X=0,X=a, =0

y=0, y=b
tuwrt  muyeshli parallelepipedte, Lejandr funkciyasi jardeminde sferaliq
koordinatalar sistemasinda berilgen

1 U -
r’sin?g@

Au :iz(rzur) +

r r rzsinH(Sing'ug)‘ﬁ

Laplas tenlemesi ushin shardagi ishki ham, sirtq1 Dirixle maselelerin, sonday-

ag R, <r <R, shar qatlamindag1 Dirixle maselesin ham sonday-aq cilindrlik

koordinatalar sistemasinda berilgen

Au=0,0<r<a, 0<p<2r,0<z<h,

ul_ =fle 2, u_="(re), u_ =1 e
dongelek cilindrdegi Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesin 6zgeriwshilerdi

ajiratiw usili menen sheshiw maselesi qarastirilgan.
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§1. Tuwr1 muyeshli parallelepipedtegi Laplas
tenlemesi ushin shegarahq maseleler

Laplas tenlemesi ushin uliwma shegaraliq masele standart tardegi tsh
koérinistin birine iye boladi. Tuwrt mutyeshli parallelepiped jagdayinda standart
masele dep, birtekli emes shegaraliq sharti eki parallel jaginda (aytayiq, eki
ultaninda), al galgan jaqlarinda shegaraliq shartler birtekli bolgan (aytayiq,

gaptal jaglarinda) maselege aytamiz. Misali tomendegi Standart maseleni

garastirayiq.
Au=0, O<x<a, 0<y<bh, 0<z<h, (1)
ul,, =a(xy), 2)
u,_, =2 (xy), (3)
Plilleges, =0 @

bul jerde P[u]-ushinshi tar shegaraliq shartke saykes operator.
Bul maseleni sheshiw ushin daslep
u(x,y,z)=9(x,y)Z(z) #0
korinistegi Laplas tenlemesinin dara sheshimin dawip alamiz. Buni Laplas
tenlemesine qoyip 6zgeriwshilerin ajiratsaq
AS 72"
s(xy) Z(2)

bolip, bunnan

A,9+19=0, O<x<a, O<y<hb,

PLlcacq =0 9(x,Y) %0 )
ham

Z"(z)-2Z(z)=0, 0<z<h

turindegi 6zgeriwshileri ekige ajiralgan shegaraliq maselelerge iye bolamiz. (5)
masele tuwrt mayeshlik ushin Shturm-Liuvill maselesi bolip tabiladi. Meyli (5)
ni tdmendegishe jazip alayiq.

A,9+219=0, O<x<a, O<y<b, (6)
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RI9=(3, - B9) _, =0, P[I]=(c9,+p,9) _ =0, (7)
P91 =(cs8, - ,83,9)y:0 =0, P[I=(a9,+ ﬁ49)y:b =0, (8)

bul jerde o, S, turaqli sanlar, sonii menen birge | |+| 3| #0.

(6)-(8) maseleni o6zgeriwshilerdi ajiratiw usili menen sheshemiz. (6)
tenlemenin nollik emes sheshimin
d(x,y) = X(X)Y(y)
koriniste izleymiz ham oni1 tenlemege qoyip, 6zgeriwshilerin ajiracaq

X'0)_ YO, __
X0 Y(y)

bolip, X(xX) ham Y(y) funkciyalar1 ushin bir o6lshemli Shturm-Liuvill

maselelerine 1ye bolamiz:

{ X"+uX =0, 0<x<a, o)
I:):I.[X]x=0 :0’ PZ[X]X:a =0
ham
Y"+vY =0, 0<y<bh,
(10)
P3[Y]y:0 :01 P4[Y]y:b :O

bul jerde v=A4—u. Bul maselelerdin har birin sheship, (9),(10) maselelerdin

saykes menshikli manislerine iye bolamiz

A, sin ,unx+a1a/,un COS \/ 4, X

\ My alz + ﬂlz |

Y ()= ﬂgsinﬂy+a3\/acosﬁy
" \/Vma;—l_ﬂ; |

X, (X) =

bul jerde £, n=12,..., degenimiz

(alazlu - BB, g \//_18- = \//_1 (alﬁz + ﬁlaz)
ham v, m=12,..., degenimiz

(@@ = BBIGNVD =V (@8, + By,
tenlemesinin korenleri ham sonin menen birge
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HX Hz E 1 (B, +a b)), + B,) .
! 2 2 (,Unal +ﬂ1 )(,Unaz +:82)

HY H _9 1 (B + s B,) Vs, + BiBy)
22 (vyal+ Vel + B2

Bulardi esapqa alsaq, onda (6)-(8) Shturm-Liuvill maselesinin

G (X y) =X, (X)Y,,(y) kobeyme tarinde korsetiletugin menshikli funkciyalarina
ham qosind1 turinde korsetiletugin A, =, +v, menshikli manislerine iye

bolamiz.

Endi Z"(z)—1Z(z)=0, 0<z<h tenlemeni sheshemiz. Bul tenlemenin

sheshimin

sh'A. Az shJ_ A(h=2)
sh'l h shy/2h

koriniste jazgan qolayli boladi, bul jerde A, B lar erikli turaqlilar.

Z(2)=A

Solay etip, Laplas tenlemesinin dara sheshimi

h h h—
U (X, Y,2) =9, (X, y)(Am Shgﬁ - > ;/k:?%h Z)J

koriniske iye boladi.
Endi garastirilip atirgan (1)-(4) shegaraliq maselenin sheshimin dara

sheshimler boyinsha jayilgan

. sh Ny A (N —
U y.2)= Y 9 (% y)[Aqm hJ*/:; B, \S/ﬁ;—h z)}

gatar koriniste izleymiz, bul jerde A, ham B koefficientler

n,m=1

1 ab

A\]m = 2 ¢2 (X’ y)‘gnm (X’ y)dXdy1
Huan 00
1 ab

By = 5 | | 2.(% ¥) 9, (X, y)dxdy
Um0

formulalar jardeminde aniqlanadi.
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Misal 1. x=0 jagindag1 temperatura Ayz ke ten, al z=0 ham z=c

jaglarindag1r temperatura nolge ten bolgan, al qalgan jaglari jilliliq
otkermeytugin halda izolyaciyalangan birtekli tuwrimuyeshli

0<x<a, 0<y<bh,0<z<c parallelepipedte jilliligtin orniqli taraliw nizamin
aniglan, bul jerde A turaqgli san.
Sheshiliwi. Ornight u(x, y, z) temperatura tomendegi
Au=0, 0<x<a, 0<y<bh,0<z<c,

u‘x:o = AyZ, u‘z:O :u‘z:c :0’

Uy| =0

X=a

=0, uy‘yzo =0, uy‘y:b

shegaraliq maselenin sheshimi sipatinda aniglanadi.
Bul maselenin sheshimin

u _=ul_ =0, u| =0, ul =0

z=0 z=C ! Yly=0 Yly=b
shegaraliq shartke iye O0<y<b,0<z<c tuwrimuiyeshliginde aniglangan
menshikli funkciyalar boyinsha jayilgan qatar koriniste izleymiz.

Bul menshikli funkciyalar
3. (y,2)= 0037%n ysin@ z, n=0,12,...m=12,..,
c

kériniske iye. X oOzgeriwshi boymsha X=0 ushin birinshi tir hdm x=a

boyinsha ekinshi tar shegaraliq shartler berilgen. Sonligtan maselenin sheshimin

shFx chﬁ(a X)
u(x,y,z) = ZZCOS ysm—( \f_ch\/_a - ch\/_a j

n=0 m=1

koériniste izleymiz, bul jerde

zn ? zzm ?
A=l— 1+ — | .
-=(5) (%)
Al ux\xza =0 bolganliqtan barlig n hdm mler ushin A =0 boladi. x=0

ushin shegaraliq shartti paydalansaq

o0 00

> > B 0037%n ysinZ™ 7 = Ayz

n=0 m=1 C
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bolip, bunnan B, koefficientleri

nm 2

O e T

j yz cos— ysm — zdydz
5 C

cos " y‘
b

sm—z
C

formulasi menen aniglanadi. Al

Izsinﬂzdz_( )™ —— c’
c

zm’
b2
b —[(=D)" 1], n=0,
zn Tn
'fycosrydyz ’
° A n:01
2
2 b n=0,
.tm
sin—z|| =—, Cos—y b
Cc H —, n=0
2
bolganligtan
m+1 bC 4bC m n
BOm:(_l) - Bnm:ﬁ(_l) [1—(—1) ], m=1,2,..., n;tO,
m zZ-mn

bolip, bunnan temperaturanin orniqli bolistiriliwi, yagniy maselenin sheshiminin

3 ch™ (a—x)
u(x,y, z) :Z(—l)m+l be ~ ¢ sinZ 7 4
m=1 ch@a ¢

o @ abc chy4,, (@a-x)
+n2_1:;( )" (- 1)] T cos—ysmTz

bolatuginligi kelip shigadi, bul jerde

n\’ m\’
S
b c
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§2. Shardag Laplas tenlemesi ushin Dirixle
maselesi

Meyli x=rsindcosep, y=rsindsing, z=rcoséd sferaliq

koordinatalar sistemasinda Au=0 Laplas tenlemesin qarastirayiq. Sferaliq

koordinatalar sistemasinda

) 1
(S|n0-ug)e+muw

1
Au :F(rzur)r " r’sin@

bolganligtan Laplas tenilemesi sferaliq koordinatalar sistemasinda

) 1
(sm@-ue)g +—rzsinz Hu“’“’ -

Au = r—lz(rzur)r + (1)

2sin@

r
koriniske iye boladi.

(1) tenlemenin sheshimin 6zgeriwshilerdi ayiriw usili menen sheshemiz.
Meyli
u(r,0,¢) = X(r)Y(6,¢)

funkciyasi (1) tenlemenin sheshimi bolsin. Onda

iz(ﬁx’(r))'\((e,(p)Jr ] L (sin6Y, (0.9)), X (N +— (0,9)X(r) =0
r resiné

26 ¢7¢7
bolip, tenliktin eki jagin X(r)Y(6,p) kobeymesine bélip, sonman r° ga
kobeytsek

' 1 1
(rZX’(r)) Slne(smeY 6,9)),+ Sinfo Y,,(0,9)

X(r) Y (6, (p)
bolip, tenlik belgisinin shep jaginda r ge garezli, al on jaginda & ham ¢ ge
garezli shamalar turganligtan olar bir birine ten boliw1 ushin ekewide turaqli bir

sannan ibarat boliw1 kerek, yagniy

, 1
(I’ZX'(F)) B SmH(SInHY ((9 (D)) 29 rprp(e (0) 3
X Y6, cu) |
Bunnan X (r) ushin
r’X"(r)+2rxX'(r)—AX(r) =0, (2)
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al Y (0, ¢) ushin
1
singY, (6, ——Y_ (6,0)+AY(0,0)=0 3
peal 0.0)),+ 5575 Yoo (0.0) + 2Y (6.9) (3)
tenlemelerine iye bolamiz.
Eger (3) nin sheshimin
Y (0,p) =Y (0)D(p) (4)

koriniste izlesek, onda

(Sln v’ (0)) D(p) + 1 oy Y(0)D" () + AY(O)D(p) =0

sind
tenligi ormli bolip, tenliktin eki jagin ¥ ;go) shamasina bolsek
sin®
in9(sin 6¥'(6)) "
sin@(sin &¥'(6)) sinzg - 2@
¥(0) D(p)

bolip, bul tenlik ham joqaridagiga ugsas shep jagi tek € ga, al on jagi tek ¢ ge

garezli bolganliqtan eki jagin ham bir sanga tenlestiremiz:

sin 6 (sin 0¥'(6) ) asinzg- @) _
¥ () O ()

Bunnan
sin@(sin O¥'(0)) +(Asin? 0 — )W (6) =0,
D" () + 1D () =0 ()

turindegi tenlemelerge iye bolamiz.

u(r,8,p) funkciyasi ¢ boymsha periodli funkciya bolganligtan, Y (6, @)
funkciyasi, demek ®(¢p) funkciyas: periodli funkciya bolip, (5) tenlemege
periodliliq shartti qosip jaziw kerek. Onda ®(¢) funkciyasi ushin

{CD"((p) + 1@ () =0,

- (6)
D(p+27) = D(p)

sistemasina iye bolamiz.

(6) tenlemenin uliwma sheshimi
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D(p) = c;sh(Bp) +C,ch(Bp), wu=-p*<0;
cD((”) =C, +C,0, H= 0;
D(p) = ¢, sin(By) +c, cos(Byp), u=p>>0

korinislerge iye boladi. Al ®(¢)=c;sh(fp)+c,ch(fe) korinistegi sheshim
c,=C,=0 den basga c,c, ler ushin periodliliq ®(p+27)=D(¢) shartin
ganaatlandirmaydi. Sonii menen birge ®(@) =c, +c,¢ funkciyasida c, =0 den
basqa ¢, ler ushin periodlilhq shartin  ganaatlandirmayd:. Al
®(p) =, sin(Bp) +c,cos(Bp) funkciyast p=pB°=m’, meZ  jagdayinda
periodlilig shartin ganaatlandiradi. Demek songi sheshim (6) sistemani toligi

menen ganaatlandiradi. Bul jagdayda biz m nin tek on teris emes manislerin

alamiz. Teris jagdaylarin algan menen x din yamasa ®(¢) funkciyasmin jana

mManisleri payda bolmaydi.
Solay etip, (4) funkciyasi (3) tenlemenin sheshimi, yagniy sferaliq funkciya
boladi, egerde
®_ () =c,sin(me) +c, cos(mp), m=0,1,2,..., (7)
bolip, al w (@) funkciyasi

sind(sinOW'(0)) +(Asin? 0 —m)¥(6) =0, (8)

tenlemesin qanaatlandirsa.
(8) tenleme ushin x =cosé@ belgilewin Kkiritemiz. Sonda
P(x) =P(cos8) =y (0)
funkciyasi ushin
w'(6) =—sindP'(cos ), w"(0)=sin’dP"(cos ) —cos HP'(cos )
tuwindilarin esapqa alsaq
sin® OP"(x) —2sin® &cos OP'(X) +(Asin* @ —m*)P(x) =0

tenlemesin yamasa tenliktin eki jagin sin6 ga bolip ham  cosd =X,

sin” @ =1—x* belgilewlerin esapga algan jagdayda
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2

(1= x2)P"(X) — 2xP"(X) + (,1 - 1m : ] P(X) =0

tenlemesine iye bolamiz.
Payda bolgan tenlemenin sheshimi tutastirilgan Lejandr funkciyasi bolip,
bul sheshim
A=n(n+1), n=0,12,..;

P(X)=P"(x)=(L-x})? %

formulas1 menen aniglanadi. Sonligtan (8) tenlemenin nollik emes sheshimleri

, m=0,n

W (0) =PI (c0s0), n=0,00, m=0,n
formulasi menen aniglanadi.
Solay etip, (7) n1 esapqa alsaq tomendegi natiyjege erisemiz:
u(r,8,¢) = X(r)Y (6,¢)
funkciyas: Laplas tenlemesinin sheshimi boladi, egerde X (r) funkciyasi
r’X"(r)+2rxX'(r)—=AX(r) =0, 9)
tealemesinia A =n(n+1), n=0,0 ushin, al Y (8,¢) funkciyas
Y (6,9)=Y,,(0,9) =P (cosO)(c,sin(mg) + c, cos(me)), n= 0,00, m=0,n (10)
koriniske iye bolsa.

(9) tenleme Eyler tenlemesi bolip, bul tenleme r=e¢' tarinde jana
6zgeriwshi Kiritiw argali sheshiledi. Bul jagdayda
X(r)=X(E)=y), X')=y'@, r’xX@=y"0-ye
bolip, 2=n(n+1), n=0, jagdayinda jana y(t) funkciyasi ushin
y'(1)+y' ) -n(+1yt) =0, n=0,%
tenlemesine iye bolamiz. Bul tenleme ushin xarakteristikaliq tenleme
K +x—-n(n+1)=0
bolip, onin korenleri x; =n, x, =—n—1 bolganliqtan, sheshimi
y(t) = Ae™ + Be ™!
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boladi. Bunnan r =¢' belgilewdi esapga alsaq
X(r)=Ar"+Br "
boladi. Biz tek shegaralangan sheshimdi izlep atirganligtan

a) koordinata basin 6z ishine alatugin sharda B =0 ham
X (r)=r", n=0,0, (11)
b) koordinata basin 6z ishine alatugin shardin sirtinda A=0 ham

1 -

X, (r)= n=0, 0, (12)

n+l?
r

V) oray1 koordinata basinda bolgan shar qatlaminda A, B =0 ham

X (r)=Ar" +Bi n=0,00,

n+l?
r

Shar ishinde Laplas tenlemesinin uliwma sheshimi. Endi (11) formula

menen almgan X (r)  jéne (10) formula menen alingan

Y..(6,9), n=0,00, m=0,n funkciyalar boymnsha shardag: Laplas tenlemesinin

sheshimin dazemiz. 0 den oo ke shekem 6zgeretugin har bir n ushin mindeksi
0 den n ge shekem o6zgeretugin bolganliqtan sheshimdi n boyimsha dazilgen

gatar koriniste anigqlaymiz.

U(,0,0) = 3. X, (1Y Yon (0,0) = (13)

_ i P Z P"(cosd) (A, cos(me) + B, sin(mg))

n=0 m=0
Shar sirtinda Laplas tenlemesinin uliwma sheshimi. Endi (12) formula

menen almgan X, (r)  jane (10) formula  menen  alingan

Y..(6,9), n=0,000 m=0,n funkciyalar boymsha shar sirtindagi Laplas

tenlemesinin sheshimin dazemiz.
u(r,0,0)=> X, (N> Y (6,0) = (14)
n=0 m=0

= i n1+1 Zn: P"(cosd)( A,, cos(my) + B, sin(my))

n=0
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Shar qatlamindag Laplas tenlemesinin uhwma sheshimi. Shar

gatlaminda R <r <R, bolganligtan shar qatlaminda Laplas tenlemesinin
sheshimin

u(r,0,¢) = i r”zn: P"(cosd) ( A, cos(mg) + B, sin(mg) ) +

n=0 m=0

r”1+1 Zn: P"(cosd) ( A,, cos(my) + B, sin(m) )

+2
n=0
turinde korsetiwge bladi.

Laplas tenlemesi ushin ishki Dirixle maselesi. Radius1 R ge ten bolgan

shar ishinde Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi

) 1

sin@-u,) +————u_ =
rzsine( 9)5 r’sin?@ **
0<r<R,0<0<7 0<p<2r,
‘u(0,0,¢)‘<oo, u(R,8,9)=1(6,0)

shegaraliq maseleni qanaatlandiratugin shegaralangan u(r,é,9) funkciyasin
tabiwdan ibarat.
Bul maseleni sheshiw ushin birinshi adimda shar ishinde Laplas
tenlemesinin (13) formula menen aniglanatugin uliwma sheshimin tawip alamiz.
U(R,8,9) = f(0,¢p) shegaraliq shart uliwma sheshimdegi A, ham B_
koefficientlerin ~ tabiwga  mumkinshilik  beredi. f (6, p) funkciyasin
tomendegishe Fure qatarina jayip alamiz

f(0,0)= i{% P (cos8) + Zk: R (cos 0) (e, cos(me) + L., sin(m(p))} (15)

m=1
bul jerde

2+l (k-m)!
27 (k+m)!

TCOS(mCD)d (DT f (0,9)P" (cos@)sin6d o, (16)

Am:2k+1(k—mnT

27 (k+m)! Si”(m¢)d¢]£ f(6,9)P"(cos@)sind6, (17)
V2 X )

sonin menen birge (15) gatar f (4, @) funkciyasma € €[0, 7], ¢ €[0,27] ushin
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absolyut ham ten 6lshemli jiynaladi. (13) gatard1 r =R ushin (15) gatar menen

salistirsaq

u(R,6,p) = i R”Zn: P’ (cos@)(Am cos(me)+B_ sin(m(p)) =

5

n=0

azno P (cos®) + Z P"(cos®) (amn cos(me) + S, sin(m(p))} =f(0,¢)
m=1
tenliginen m=0 ushin

R"P, (cos6) (A, cos0+ By, sin0)= % P (cos8),

bunnan

— ano
2R"’
Usigan ugsas me N ushin

B,,—erikli, n=0,c.

Aon

R"P"(cos8)( A, cos(me) + B, sin(mg) ) = P," (cos 8) ( ,,,, cos(me) + f3,., sin(my) ),

bunnan

o s —
A, =—*, B, =", n=0,00, meN
n Rn Rn

Solay etip natiyjede Laplas tenlemesi ushin ishki Dirixle maselesinin

u(r,6,p)= i(%)n {azno P (cos ) + Zn_: P"(cos8)(a,, cos(me) + B, sin(m(p))}

trindegi sheshimine iye bolamiz, bul jerde P,(X)—-Lejandr kép agzalisi, al «,,
ham g koefficientleri sdykes (16) ham (17) formulalar menen aniqlanadi.

Laplas tenlemesi ushin sirtq1 Dirixle maselesi. Radius1 R ge ten bolgan
shar sirtinda Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesi
. 1
sinf-u,) +—-———u, =
rzsine( o), r’sin?g
R<r,0<0<x, 0<p<2r,
u(0,0,¢)| <0, u(R,0,9)=1(0,9)

Au :i(rzur)r +

r2

shegaraliq maseleni ganaatlandiratugin shegaralangan u(r, d, ¢) funkciyasin
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tabiwdan ibarat.
Bul maseleni sheshiw ushin birinshi adimda shar sirtinda Laplas
tenlemesinin (14) formula menen aniglanatugin uliwma sheshimin tawip alamiz.
U(R,0,9) = f(0,¢p) shegaraliq shart uliwma sheshimdegi A, ham B_
koefficientlerin tabiwga mumkinshilik beredi. (14) gatardi r=R ushin (15)

qatar menen salistirsaq:

0 n

U(R.0.0) =Y, == > PP (0030) (A, COS(Mp) + By Sin(mp)) =

n=0 m=0

szno P (cos®) + Z P™(cos®) (amn cos(me) + S, sin(m(p))} =1(0,¢)
tenliginen m=0 ushin

P,(cos8) (A, cos0+B,,sin0) = a2”°

P (cos®),

n+1

bunnan

anO

A, =5

R™, B,,—erikli, n=0,00.

Usigan ugsas me N ushin

R%*l P (cos8) (A, cos(me) + B, sin(me) ) = P;"(cos 8) ( &, cos(me) + f3,,, sin(my) ),
bunnan
A, =a,R™ B, =8,R"™ n=00 meN

Solay etip natiyjede Laplas tenlemesi ushin ishki Dirixle maselesinin

u(r,o,p)= i(?jm {(ZZ“O P.(cos8) + Zn: P"(cos0) (amn cos(me) + ... sin(mgo))}

m=1
turindegi sheshimine iye bolamiz.
Misal 1. Radiusi R ge ten bolgan birtekli shar betindegi temperatura

T, 0<0<q;
T, a<0=<x

MR@=H®={

ekenligi malim bolsa, us1 sharda temperaturanin orniqli bolistiriliwin aniglayiq.

Maselenin sharti boyimnsha temperaturanin ornigl bolistiriliwi
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1
Au =F(r2ur)r ’ r’sin@

0<r<R,0<0<m,

(sinf-u,) =0,

0

T, 0<0<q,
T, a<0<x

u(0,6)| <, u(R,0)=f(6) :{

shegaraliq maseleni sheshiw arqali aniqlanadi.
Sheshim ¢ ge garezsiz bolganligtan sheshimdi
u(r,8) = X(r)Y(0)

koriniste izleymiz. Bul sheshim

1 1 )
r—z(rzur)r + r2Sine(sme-ug)g =0

tenlemeni gqanaatlandiradi. Onda

r—l2(rZX'(r))'Y(9)+ (sin@-Y'(6)) X(r)=0

r’sin@
bolip, bul tenlikti X (r)Y(6) kébeymesine bolip, r* ga kobeycek
’ 1 . ' !
(rzxr(r)) 7(S|n9Y (0))

__Sin@

X(r) Y (6)

boladi. Joqaridag keltirilgen boyinsha

' 1 . N
(rzxr(r)) B W(SH]QY (0))

X(r) Y (9)

tenliginen X (r) ge garata
reX"(r)+2rxX'(r)—AX(r) =0,

al Y(0) ga qarata

1 1 4 ! —
W(sm@Y (6)) +AY (6) =0,

tenlemesine iye bolamiz. Bul tenllemeni sin®@ ga kobeytip hasil bolgan

sin®@-Y"(0) +sin@cos@-Y'(0) + Asin*-Y (8) =0
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tenlemede x=cos@ belgilew kiricek, onda P(x)=P(cosd)=Y(6) funkciya
ushin
Y'(0) =sin@P’'(cos 8), Y"(6) =sin® OP"(cos ) —cos OP'(cos )
(19) tenleme
sin® 8- P"(0) —sin® @cos 8- P'(6) + Asin* - P(6) =0
tarine iye boladi. Bul tenlemeni sind ga  bolip X =C0s6,
sin® @ =1— x*tenliklerin esapga alsaq (19) tenleme
(L—x*)P"(x) —2xP'(x) + AP(X) =0
turindegi
A=n(n+1), n=0,12,..;
P(x) =PF,(x)
turindegi shegaralangan Lejandr kopagzalisinan ibarat sheshimge iye boladi.
Solay etip, nolik emes barliq shegaralangan sheshimler
Y. (6) =P (cosd), n=0,00
koriniske iye boladi. Eger (18) ni esapqa alsaq ¢ ge garezsiz bolgan
u(r,8) = X(r)Y(€) sheshim Laplas tenlemesinin sheshimi boladi, egerde X(r)
funkciyas1 A=n(n+1), n=0,1,2,... ushin (18) tenlemenin sheshimi bolip, Y(O)
funkciyasi
Y(0)=Y,(0) =P, (cosd), n=0,0

koriniske iye bolsa.

(18) tenleme Eyler tenlemesi bolip, onmin shegaralangan sheshimi
X,(r)=r" Koriniske iye boladi. Solay etip, Laplas tenlemesinin nollik emes

shegaralangan sheshimi
u(r,6)=3 A X, (F)Y, ()= Ar'P,(cosd), A <R
n=0 n=0

bolip, belgisiz A, koefficientlerin amiqlaw ushin u(R,8) = f(6) shegaraliq

shartti paydalanamiz.
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u(R.6)=> AR'P,(cosd) =i%A]Pk(cos¢9)= £(0)

gatarman

Ay 2n+17 :
=_no _ f (@)P.(cos@)sin £dao.
A= 2R”£ (O)P, (cos0)

Al

TTan (cosd)sinddd =[x =cos O] = —TlcTa P, (x)dx =[(2n+1)P,(x) =
T [ (o i o B
= on+1 I (Pn+1(x) Pn—1(X))dX—

Cosa

= I:)n,+1 (X) - Pn’—l (X)]

Tl X=1
= P (X) =P, (x =[P.() =1 n>1]=
2n+1( n+1( ) n—1( ))X:COSa [ n() ]
Tl
= P _(cos —P...(cos ., h>1
2n+1( n—l( a) n+l( 0[))

X=COSsx

Pn+1(X) - Pn—l(x))

IR (D) = (D", n>1] -

i : T
T,P.(cos@)sin0do = —2—
;[ 2F(c0s6) 2n+1(

T2
2n+1

( I:>n+1 (COS a) - Pn—l (COS 0()) , N2 1;

ITlF’n(Cosé’)sin 0do =[PR,(x)=1] :lesin 6d0=T,(1-cosa), n=0,
0 0

[T,Ry(cos 0)sin 600 =[Py (¥) =1] = —2— (1 +c0s @), n=0
a 2n+1

bolganligtan

2n+17% 2n +nl,T2 —Tl(Pn+1(COSOC)_Pn_1(COSa)), n>1
A= R If(G)Pn(cose)sinedgz 2R 12n+1
0 E(T1+T2+(T1—T2)cosa), n=0
bolip, natiyjede

u(r,0)= %(T1 +T,+(T, —TZ)COSa)+%i(%j P.(cos6)(P,,,(cos) — P, , (cosa))
n=1

korinistegi izlenip atirgan sheshimge iye bolamz.
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§3. Dongelek cilindrde Laplas tenlemesi
ushin shegaraliq maseleler

Tuwr1 dongelek cilinder (0<r<a, 0<¢p<27, 0<z<h) ishinde Laplas
tenlemesin sheshiw tuwri muyeshli parallelepipedtegi sxema siyaqli alip

bariladi. Meyli dongelek cilinder ishinde berilgen tomendegi Dirixle maselesin

garastirayiq
Au=0,0<r<a, 0<p<27,0<z<h, (1)
.= (0. 2) 2)
ul,_, = f.(r, o), (3)
u|zzh = f,(r, p). 4)
Bul (1)-(4) maseleni tomendegishe eki standar maselege ajiratamiz:
Au=0, 0<r<a, 0<p<2r, O0<z<h, (5)
ul . =0, (6)
ul,_, = f.(r,e), (7)
ul,_, = f,(r.e), (8)
ham
Au=0, 0<r<a, 0<p<2r, O<z<h, 9)
U, = f(p.2) (10)
Ul =l =0 (11)

Endi bul maselelerdin har birin qgarap otemiz. Daslep (5)-(8) maseleni

sheshiwden baslaymiz. Bul Laplas tenillemesinin sheshimin

u|_ =0

r=a

shegaraliq shartin gqanaatlandiratugin etip

u(r, ¢, z) =v(r,9)Z(z) (12)

koériniste izleymiz. (12) ni Laplas tenlemesine qoyip, 6zgeriwshilerin ajirattw

arqall
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|
z

M Z”
\"

tenligine iye bolamiz. Bunnan parallelepipedtegi siyaqh v(r,p) ham Z(z)
ushin tomendegi
ANV+Av=0, O0<r<a, 0<¢p<2r, (13)
ul_ =0, v(r,p) =0,
shegaraliq maselege ham
—-AZ2=0, 0<z<h. (14)
tenlemesine iye bolamiz. (13) masele dongelektegi Shturm-Liuvill maselesi

bolip, onin menshikli funkciyasi

V=v, (r,¢)=J,(J4"r) {Cosn(p’

sinne,
al menshikli manisi A" bolip, ol

J.(JAMa)=0, n=012,., k=12,..,0

tenlemenin koreni boladi. (14) nin uliwma sheshimin

ho 4™ ho M (h—
2(z)= ASNA 2 g WA (h=2)
shy/A"h shy A" h

koriniste izleymiz. Solay etip dara sheshimler sistemasi

Uy (0 z>=vnk(r,<o){/ka+8 shy4” (h‘z’},

shJ4™h  shyA™h
n=01.., k=12,...,.00

tarine iye boladi. (5)-(8) maselenin sheshimin usi dara sheshimler boyinsha

jayilgan

U(r,¢,2)=ii3n(\//1?r){ o ﬂk(nz+5nk Shm(h Z)]COSH¢+

n=0 k=1 h/’ik(nh sh ﬂk(nh

J{C sh ﬂk(nz D sh\/ﬂkT(h Z)lsmn(p}

shA™h " shya™h
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bul jerde A,, B,, C,, D, koefficientler (7),(8) shegaraliq shartlerden

tomendegishe aniglanadi:

azlr
(r,@)Jd, (A r)cosnerdrde,
Y ucos REASRGRG
azlr
“TIr ucoSn i AT oo rarde
az2r
(r,@)d. (A" r)sinngrdrde,
“Ior ucos Pl teon(A
az2r
(r,@)d. (YA r)sinngrdrde.
oo )] A

Eskertiw 1. Dirixle maselesi ushin barliq menshikli manisler A" > 0.

Neyman maselesin sheshiw payitinda A=0 menshikli manisi pyda boladi.

Eger A =0Dbolsa, onda (14) tenleme

Z” — 0
koriniske iye boladi ham onin sheshimi
Z(z)=A+Bz

tarine iye boladi. Sonligtan Neyman maselesin sheshiw payitinda onin dara
sheshimler sistemasinda nollik menshikli maniske saykes keliwshi
U, =A, +B,z
sheshimine itibar beriw kerek bolad.
Endi (9)-(11) maseleni qarastiramiz. Onin sheshimi ushin Laplas
tenlemesinin dara sheshimlerinin

uj,

0= u | 2=h— O
shegaraliq shartin ganaatlandiratugin

u(r,@,z) =v(r,9)Z(2) (15)

korinistegi sistemasin duziw kerek boladi. (15) ni Laplas tenlemesine qoyip,

6zgeriwshilerin ajiratiw arqali Z(z) ham v(r, ) ushin tomendegi
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Z2"+AZ =0, 0<z<h,

16
Z(0)=2(h)=0, Z(x) =0, (16)
AN-Av=0, 0<r<a, 0<@<2r (17)

maselelerine iye bolamiz. (16) masele kesindidegi Shturm-Liuvill maselesi
bolip, onin menshikli manisleri ham menshikli funkciyalari

2
ﬂ:ﬂk:(%k] : Z=Zk(z)=sin%kz, k=12,...,.
boladi.
(17) tenlemenin dara sheshimlerin 6zgeriwshilerdi ayiriw usili menen
tabamiz. Meyli sheshimdi
v(r,) = R(r)®(e)

tarinde izleyik. Buni (17) ge qoyip ham 6zgeriwshilerinajiracaq

dr r __ 9" v
R(r) D(p)
bolip, bunnan ®(¢p) funkciyasin qarata
O"+vd =0, 0<p<2r,
i (18)
D(p) =D(p+27),
al R(r) ge garata
r’R"+rR' —(Ar* +v)R=0, 0<r<a, (19)
IR(0)| <0 (20)

tenlemesine iye bolamiz.
(18) masele periodli shegaraliq shartke iye kesindidegi Shturm-Liuvill

maselesi bolip, onin menshikli manisleri ham menshikli funkciyalari

CosS Ny,
V:Vn:n21 (D:(Dn(w):{ - gp n:O,l,...,OO
sin ng,

boladi.

(19) tenleme Bessel tenlemesi bolip, o nin uliwma sheshimi
R(r)=C, (JAr)+C,K_(JAr),

o1



bul jerde 1 (x) infelda funkciyas: dep, al K_(x) Makdonalda funkciyas: dep

atalad1. (20) shartten C, =0 boladi. Sonliqtan (15) dara sheshimler sistemas1

Uy (1.0, 2) =1, (JAD)sin 7z {“’S”(’)’

sin ng,

, (21)
ﬂk:(”—k) ,n=01,..0

h
koériniske iye boladi.

(9)-(11) shegaraliq maselenin sheshimin (21) sistema boyinsha jayilgan

u(r,e,z) = nzc;kzlll E\/\/:;sm(\/_z) A, cosnp+ B, sinng}

gatar koriniste izleymiz, bul jerde koefficientler

2z h

g ”f(gp,z)smTkzcosngodzdgo,

1 00

A =

1 2z h k
B, = f (¢, 2)sin 2= zcosngdz de,
ZM (p,2)sin == zcosnpdzdg

formulasi menen aniglanadi, bul jerde

.7tk .7k i
N, = sm%z sm%z Isinng|.

lcosng|, N, =
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Juwmaglaw

Laplas tenlemesi koébinese jillihigtin  taraliwinda, gidro ham
acromexanikada, serippelilik teoriyasinda, elektrostatikada ham fizika menen
mexanikanin basgada kopshilik tarawlarinda ushirasadi. Bul tenleme jilliliqtin
taraliw teoriyasinda, qarastirilip atir§an oblastta jilliliq deregi bolmagan jagday
ushin jillihqtin orniglh bolistiriliwin stwretleydi.

Pitkeriw ganigelik jumisi eki baptan ibarat bolip, «Tuwrt mayeshli ham
polyar koordinatalar sistemasinda Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler»
dep atalatugin birinshi babinda tuwr1 muyeshli oblastta, dongelektin ishki ham
sirtqr oblastlarinda, sonday-aq dongelek saqiynasinda ham doéngelek sektorinda
Laplas tenlemesi ushin shegaraliq maseleler qarastirilgan ham bul maselelerdin
6zgeriwshilerdi ayiriw, yagniy Fure usili jardeminde sheshiliw jollar1 bayan
etilgen.

Pitkeriw ganigelik jumisinin  «Tuwr1 muyeshli parallelepiped, shar ham
cilindrlik oblastlarda Laplas tenlemesi ushin shegaralig maseleler» dep
atalatugin ekinshi babinda tuwr1 muyeshli parallelepipedtegi, shardagi Laplas
tenlemesi ushin Dirixle maselesi qarastirilgan ham sferaliq koordinatalar
sistemasinda Lejandr funkciyasi jardeminde ishki, sirtqr Dirixle maselesinin,
sonday-aq shar gatlamindagi Dirixle maselesinin sheshimi alingan.

Sonday-aq pitkeriw ganigelik jumisimin  sonida dongelek cilindrde
Laplas tenlemesi wushin shegaraliq maseleler cilindrlik koordinatalar
sistemasinda qarastirilip, Soninan Bessel funkciyasi jardeminde cilindrdegi
Laplas tenlemesi ushin Dirixle maselesinin sheshimi alingan.

Pitkeriw ganigelik jumisinda qarastirilgan maseleler 6zinin kop sanli

konkret alingan misallar1 menen toliqtirilgan.
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