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KIRISH 

 

Ushbu uslubiy qo’llanma Funksional analiz fanining Vektor 

fazolar deb ataluvchi asosiy bo’limini qamrab olgan bir qo’llanmadir. 

U oliy ta’lim muassasalarining “Matematika”, ”Amaliy matematika va 

informatika” ta’lim yo’nalishlarida tahsil olayotgan talabalar uchun 

mo’ljallab yozilgan. 

Mazkur qo’llanmada biz chiziqli (vektor) fazolar, chiziqli 

normalangan fazolar, Banax fazolari, Yevklid fazolari, Gil’bert 

fazolari va Fok fazolarining asosiy xossalarini o‘rganamiz.  

Birinchi paragrafda chiziqli fazo ta'riflanib, ularga ko‘plab 

misollar keltirilgan. Chiziqli fazo o‘lchamining ta'rifi bayon qilinib, 

chekli va cheksiz o‘lchamli chiziqli fazolarga misollar keltirilgan. 

Chiziqli fazoning qism fazosi va faktor fazosi tushunchalari tahlil 

qilingan. Faktor fazoda elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish 

amallari kiritilgan va faktor fazoning chiziqli fazo tashkil qilishi 

ko‘rsatilgan. 

Ikkinchi paragrafda chiziqli normalangan fazolar mavzusi 

yoritilgan bo’lib, bunday fazolarga ko‘plab misollar qaralgan. 

Normalangan fazolardagi tushunchalar metrik fazolardagi 

tushunchalar bilan taqqoslangan. Normalangan fazoning qism fazosi 

va faktor fazosiga misollar keltirilgan. 

Navbatdagi uchinchi paragraf Yevklid fazolariga bag‘ishlangan. 

Yevklid fazolarining xaraktirestik xossalari ochib berilgan. Koshi-

Bunyakovskiy tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari 

isbotlangan. Nomdor teoremalar - Riss-Fisher, Shmidtning 

ortogonallashtirish jarayoni haqidagi teoremalar isboti bilan berilgan. 

Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar qaralgan. Separabel 

Yevklid fazolarida to‘la ortonormal sistema va yopiq ortonormal 

sistemalarning ekvivalentligi isbotlangan. Normalangan fazo Yevklid 

fazo bo‘lishligining zarur va yetarli sharti  keltirilgan. 

 To’rtinchi paragrafda Gil’bert fazolariga bag‘ishlangan. Barcha 

separabel Gil’bert fazolari o‘zaro izomorfligi isbotlangan. Gil’bert 

fazolarining qism fazosi, qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi, 

ortogonal qism fazolarning to‘g‘ri yigindilari qaralgan. Xuddi shunday 

Gil’bert fazolarining to‘g‘ri yigindilari ta’riflangan. Paragraf so‘ngida 

haqiqiy va kompleks Yevklid fazolaridagi skalyar ko‘paytmalardagi 

tafovutlar tahlil qilingan. 
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 Oxirgi beshinchi paragrafda Fok fazosi va uning qirqilgan qism 

fazolari haqida fikr yuritilgan. Bu fazolarda elementning normasi va 

ikkita elementlar uchun skalyar ko’paytmasi tushunchalari keltirilgan.  

 Har bir paragraf uchun ta’rif, teorema, lemma va formulalar 

alohida nomerlangan. Barcha paragraflarda mavzuga oid tipik 

masalalar namuna sifatida yechib ko’rsatilgan. Bundan tashqari 

mavzuning mohiyatini ochib beruvchi 25 tadan masalalar va talabalar 

o’z bilimlarini tekshirishlari uchun 20 tadan test topshiriqlari bayon 

qilingan. Keltirilgan mashq va test topshiriqlarini mustaqil yechib 

o’rgangan talabalar o’zlarida yetarli darajada bilim va ko’nikmalar 

hosil qiladi.  

 Qo’llanmani o’qish jarayonida talabalar o’zlarining matematik 

analiz, chiziqli algebra va analitik geometriyadan olgan bilimlarini 

to’ldiradilar, hamda ularni funksional fazolarga moslab 

mustahkamlaydilar. Undan matematikaning ko’plab sohalari bo’yicha 

ilmiy-tadqiqot ishlari olib borayotgan magistrantlar, tayanch 

doktorantlar va mustaqil izlanuvchilar ham foydalanishlari mumkin.  
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1-§. CHIZIQLI FAZOLAR 

 

   Chiziqli fazo (vektor fazo) tushunchasi matematikaning asosiy 

tayanch tushunchalardan biri hisoblanadi. Quyida C  orqali kompleks 

sonlar, R  orqali haqiqiy sonlar to‘plamini belgilaymiz. 

 1.1-ta'rif. Agar elementlari zy,x, ,… bo‘lgan L  to‘plamda 

quyidagi ikki amal aniqlangan bo‘lsa: 

 I. Ixtiyoriy ikkita Lyx,   elementlarga ularning yig‘indisi deb 

ataluvchi aniq bir Lyx   element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy 

Lzyx, ,  elementlar uchun 

1) xyyx   (kommutativlik), 

2) zyxzyx  )()(  (assotsiativlik), 

3) L  da shunday   element mavjud bo‘lib, xx   (nolning 

mavjudligi), 

4) shunday Lx  element mavjud bo‘lib,  )( xx  (qarama-

qarshi elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa; 

  II. ixtiyoriy Lx  element va ixtiyoriy   son ( R  yoki C ) 

uchun x  elementning   songa ko‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir 

Lx  element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy Lyx,   va ixtiyoriy 

 ,  sonlar uchun 

5) ,)()( xx     

6) xx 1 ,  

7)   ,xxx     

8)   yxyx     

aksiomalar bajarilsa, u holda L  to‘plam chiziqli fazo yoki vektor fazo 

deb ataladi. 

 Ta’rifda kiritilgan I va II amallar mos ravishda yig‘indi va songa 

ko‘paytirish amallari deb ataladi. 

 Ta’rifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (haqiqiy sonlar R  yoki 

kompleks sonlar C ) bog‘liq holda chiziqli fazo haqiqiy yoki 

kompleks chiziqli fazo deb ataladi. 

 1.1-misol. RL   haqiqiy sonlar to‘plami odatdagi qo‘shish va 

ko‘paytirish amallariga nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil qiladi. 

CL   kompleks sonlar to‘plami ham kompleks sonlarni qo‘shish va 

ko‘paytirish amallariga  nisbatan kompleks chiziqli fazo tashkil qiladi. 
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 1.2-misol.   nniRx,x,,xxxRL in
n  ,,2,1, ),( 21   

ta haqiqiy sonlarning tartiblangan guruhlari to‘plami. Bu yerda 

elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari quyidagicha 

aniqlanadi:  

 Ixtiyoriy ),...,,( 21 nxxxx   va n
n Ryyyy  ),...,,( 21  lar uchun 

),...,,( 2211 nn yxyxyxyx        (1.1) 

),...,,( 21 nxxxx   .                                   (1.2) 
nR  - to‘plam (1.1) va (1.2) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va 

songa ko‘paytirish amallariga nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil 

qiladi va u n  - o‘lchamli haqiqiy chiziqli fazo deb ataladi. 

 1.3-misol. },...,2,1,),,...,,({ 21 nkCzzzzzCL kn
n  . Bu 

yerda ham elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1.1) 

va (1.2) tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi. 
nC  - to‘plam kompleks 

chiziqli fazo bo‘ladi va u n - o‘lchamli kompleks chiziqli fazo deb 

ataladi. 

 1.4-misol. ],[],[ babaCL   kesmada aniqlangan uzluksiz 

funksiyalar to‘plami. Funksiyalarni qo‘shish va funksiyani songa 

ko‘paytirish amallari mos ravishda  

)()())(( xgxfxgf                           (1.3) 

va  

       xfxf                                 (1.4) 

ko‘rinishda aniqlanadi. (1.3) va (1.4) tengliklar bilan aniqlangan 

qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari chiziqli fazoning 1-8 

aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, ],[ baC  to‘plam chiziqli fazo 

tashkil qiladi. 

 1.5-misol. }:,...)...,,,({
1

2

212  


n
nn xxxxxl  - kvadrati 

bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar to‘plami. Bu yerda elementlarni 

qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi: 

,...),...,,( 2211 nn yxyxyxyx                     (1.5) 

Cxxxxxxx nn   ,,...)...,,,(,...)...,,,( 2121 .  (1.6) 

Yig‘indi 2lyx   ekanligi 222 ||2||2|| baba   tengsizlikdan 

kelib chiqadi. (1.5) va (1.6) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va 
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songa ko‘paytirish amallari chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini 

qanoatlantiradi. Demak, 2l  - to‘plam kompleks chiziqli fazo bo‘ladi. 

 1.6-misol. }0lim:),,,,({ 210 


n
n

n xxxxxc  - nolga 

yaqinlashuvchi ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plamda ham qo‘shish 

va songa ko‘paytirish amallari (1.5) va (1.6) tengliklar ko‘rinishida 

aniqlanadi va ular chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. 

Demak, 0c  - to‘plam chiziqli fazo bo‘ladi. 

 1.7-misol.   }lim:,......,,,{ 21 axxxxxc n
n

n 


 - yaqinlashuvchi 

ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plam ham 1.5 - misolda kiritilgan 

qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qiladi. 

 1.8-misol. mL   - barcha chegaralangan ketma-ketliklar 

to‘plami. Bu to‘plam ham 1.5-misolda kiritilgan qo‘shish va songa 

ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 1.2-ta’rif. Bizga L  va *L  chiziqli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar 

bu fazolar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin 

bo‘lib, 

 ***,,,*,va* LyxLyxyyxx   

ekanligidan 

 sonixtiyoriy*,va**   yxyxyx  

ekanligi kelib chiqsa, u holda L  va *L  chiziqli fazolar o‘zaro izomorf 

fazolar deyiladi. 

 Izomorf fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko‘rinishi deb 

qarash mumkin. 

 1.3-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoning nxxx ...,,, 21  elementlar 

sistemasi uchun hech bo‘lmaganda birortasi noldan farqli bo‘lgan 

naaa ...,,, 21  sonlar mavjud bo‘lib, 

0...2211  nnxaxaxa                         (1.7) 

tenglik bajarilsa, u holda nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi chiziqli 

bog‘langan deyiladi. Aks holda, ya'ni (1.7) tenglikdan 

0...21  naaa  

ekanligi kelib chiqsa, nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi chiziqli 

bog‘lanmagan yoki chiziqli erkli deyiladi. 
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 Agar ,...,,, 21 nxxx  cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy 

chekli qism sistemasi chiziqli erkli bo‘lsa, u holda  
1nnx  sistema 

chiziqli erkli deyiladi. 

 1.4-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoda n  elementli chiziqli erkli 

sistema mavjud bo‘lib, bu fazoning ixtiyoriy 1n  ta elementdan 

iborat sistemasi chiziqli bog‘langan bo‘lsa, u holda Lga n  - 

o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va nL dim  deb yoziladi. n -

o‘lchamli L  chiziqli fazoning ixtiyoriy n  ta elementdan iborat chiziqli 

erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi. 

 1.5-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoda ixtiyoriy Nn  uchun n  

elementli chiziqli erkli sistema mavjud bo‘lsa, u holda L  cheksiz 

o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va Ldim  ko‘rinishda yoziladi. 

 nR  va nC  fazolar n -o‘lchamli chiziqli fazolardir. ],[ baCL   

fazodan boshlab 1.4-1.8 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz 

o‘lchamli fazolardir. Masalan, 2l  fazoda  


1=)},0,,10,0,(={ n

n

ne 


 

sistema cheksiz chiziqli erkli sistemaga misol bo‘ladi.  

 

Chiziqli fazoning qism fazosi 

 Bizga L  chiziqli fazoning bo‘sh bo‘lmagan L qism to‘plami 

berilgan bo‘lsin. 

 1.6-ta’rif. Agar L ning o‘zi L  da kiritilgan amallarga nisbatan 

chiziqli fazoni tashkil qilsa, u holda L to‘plam L  ning qism fazosi 

deyiladi. 

 Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy Lyx ,  va )(, RCba   

sonlar uchun Lbyax   bo‘lsa, L qism fazo deyiladi. 

 Har qanday L  chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat    

qism fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L  chiziqli fazoni 

o‘zining qism fazosi sifatida qarash mumkin. 

 1.7-ta’rif. L  chiziqli fazodan farqli va hech bo‘lmaganda bitta 

nolmas elementni saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyiladi. 

 1.9-misol. ],[ ba  kesmada )1( pp -darajasi bilan 

integrallanuvchi funksiyalar fazosi  baLp ,
~

 ni qaraymiz. Bu fazoning 

deyarli hamma yerda nolga teng (nolga ekvivalent) funksiyalaridan 
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tashkil bo‘lgan qism to‘plamni  baLp ,
~ )0(  ko‘rinishda belgilaymiz. 

Ma’lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig‘indisi yana nolga 

ekvivalent bo‘lgan funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning 

songa ko‘paytmasi ham nolga ekvivalent funksiya bo‘ladi. Demak, 

 baLp ,
~ )0(  to‘plam  baLp ,

~
 fazoning xos qism fazosi bo‘ladi. 

 1.10-misol. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi ],[ baV  

ni qaraymiz. Ma’lumki, ],[ ba  kesmada monoton funksiyalar to‘plami 

],[ baV  ning qism to‘plami bo‘ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning 

yig‘indisi har doim monoton funksiya bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi 

misolda ishonch hosil qilish mumkin. 1)( 2  ttx , tty 2)(   

funksiyalarning har biri ]2,0[  kesmada monoton funksiya bo‘ladi, 

ammo ularning yig‘indisi 
2)1()()(  ttytx  funksiya ]2,0[  

kesmada monoton emas. Demak, ],[ ba  kesmada monoton funksiyalar 

to‘plami ],[ baV  fazoning qism fazosi bo‘la olmaydi. Demak, chiziqli 

fazoning har qanday qism to‘plami qism fazo tashkil qilavermas ekan. 

 Bizga L  fazoning bo‘sh bo‘lmagan  ix  qism to‘plami berilgan 

bo‘lsin. U holda L  chiziqli fazoda  ix  sistemani o‘zida saqlovchi 

minimal qism fazo mavjud. 

 Haqiqatan ham,  ix  sistemani saqlovchi hech bo‘lmaganda 

bitta qism fazo mavjud, bu L  ning o‘zi. 

 Ixtiyoriy sondagi qism fazolarning kesishmasi yana qism fazo 

bo‘ladi. Haqiqatan ham, agar  


i

iLL *  

bo‘lib *, Lyx   bo‘lsa, u holda ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy i  uchun 

iLyx ,  bo‘ladi. iL  qism fazo bo‘lganligi uchun iLyx    

munosabat barcha  ,  sonlar uchun o‘rinli. Demak, *Lyx    

bo‘ladi. 

 Endi }{ ix  sistemani saqlovchi L  ning barcha qism fazolarini 

olamiz va ularning kesishmasini qaraymiz hamda uni   ixL  orqali 

belgilaymiz.   ixL  qism fazo }{ ix  sistemani saqlovchi minimal 

qism fazo bo‘ladi. Bu   ixL  minimal qism fazo }{ ix  "sistemadan 
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hosil bo‘lgan" qism fazo yoki }{ ix  sistemaning chiziqli qobig‘i 

deyiladi.  

 

Chiziqli fazoning faktor fazosi 

 Bizga L  chiziqli fazo va uning L xos qism fazosi berilgan 

bo‘lsin. L  ning elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish 

mumkin. 

 1.8- ta’rif. Agar Lyx ,  elementlar uchun yx   ayirma L ga 

tegishli bo‘lsa, x  va y  ekvivalent elementlar deb ataladi. 

 Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, 

simmetriklik va tranzitivlik xossalariga ega. Haqiqatan ham, 

'Lxx   (refleksivlik); 'Lyx   dan ')( Lyxxy   

(simmetriklik); 'Lyx  , 'Lxy   dan Lzyyxzx  )()(  

(tranzitivlik). Shuning uchun bu munosabat L  ni o‘zaro 

kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekvivalent 

elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar qo‘shni sinflar deb ataladi. 

Barcha qo‘shni sinflar to‘plami L  chiziqli fazoning L qism fazo 

bo‘yicha faktor fazosi deb ataladi va '/ LL  ko‘rinishda belgilanadi. 

 Tabiiyki, har qanday faktor fazoda yig‘indi va songa ko‘paytirish 

amallari kiritiladi. 

 Aytaylik,   va   lar '/ LL  dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflar 

bo‘lsin. Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan 

  yx , .   va   sinflarning yig‘indisi sifatida yx   elementni 

saqlovchi   sinf qabul qilinadi.   qo‘shni sinfning   songa 

ko‘paytmasi sifatida x  elementni saqlovchi sinf qabul qilinadi. 

Natija   yx ,  vakillarning tanlanishiga bog‘liq emas, chunki, 

qandaydir boshqa   ',' yx  vakillarni olsak ham 

 )()( yxyx  Lyyxx  )()(  

bo‘lgani uchun  '' yx  bo‘ladi. Bevosita tekshirish shuni 

ko‘rsatadiki, '/ LL  da aniqlangan qo‘shish va songa ko‘paytirish 

amallar chiziqli fazo ta'rifidagi aksiomalarni qanoatlantiradi (buni 

mustaqil tekshirib ko‘rishni o‘quvchiga tavsiya qilamiz). Boshqacha 

aytganda, '/ LL  faktor fazo chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 Shunday qilib, har bir '/ LL  faktor fazo unda yuqorida 

ko‘rsatilgan usulda kiritilgan yig‘indi va songa ko‘paytirish amallariga 

nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Shuni ta'kidlash joizki, har qanday 
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faktor fazoda L qism fazo '/ LL  faktor fazoning nol elementi bo‘ladi. 

Ma'lumki, L qism fazoning elementlari o‘zaro ekvivalent va L qism 

fazo L  chiziqli fazoning nol elementini saqlaydi. Shuning uchun   va 

L qo‘shni sinf lar ning yig‘indisi xx   ( ', Lx   ) elementni 

saqlovchi qo‘shni sinfga, ya'ni   ga teng.  

 1.11-misol. ],[ ba  kesmada )1( pp -darajasi bilan Lebeg 

ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar to‘plami chiziqli fazo tashkil 

qiladi va u  baLp ,
~

 simvol bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga 

ekvivalent funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosini  baLp ,
~0  

ko‘rinishda belgilaymiz. Endi  baLp ,
~

 chiziqli fazoning  baLp ,
~0  qism 

fazo bo‘yicha faktor fazosini qaraymiz va bu faktor fazoni ],[ baLp  

bilan belgilaymiz. Bu fazo ],[ ba  kesmada aniqlangan va p –darajasi 

bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi 

deb ataladi. 

 Agar L–n  - o‘lchamli chiziqli fazo va L - uning )0( nkk   - 

o‘lchamli qism fazosi bo‘lsa, u holda '/ LL  faktor fazo )( kn   - 

o‘lchamli bo‘ladi. 

 Bu tasdiqni isbotlaymiz. Aytaylik, kxxx ,...,, 21  elementlar 

sistemasi L  da bazis bo‘lsin. Bu sistemani Lxxx nkk  ,...,, 21  

elementlar bilan L  fazo bazisigacha to‘ldiramiz. Bu 

Lxxx nkk  ,...,, 21  elementlar bir-biri bilan ekvivalent emas, aks 

holda nkkk xxxxxx ,...,,,,...,, 2121   sistema chiziqli bog‘langan bo‘lar 

edi. Shuning uchun Lxxx nkk  ,...,, 21  elementlar har xil qo‘shni 

sinflarga tegishli bo‘ladi. i  orqali },...,2,1{, knix ik   element 

tegishli bo‘lgan sinfni belgilaymiz.  

 Endi kn ,...,, 21  elementlar sistemasining '/ LL  da bazis 

bo‘lishini isbotlaymiz. Ixtiyoriy  '/ LL  qo‘shni sinfni olaylik va 

x  bo‘lsin. U holda 

nknkkkk xxxxxxx    ...... 22112211  

yoyilma o‘rinli bo‘ladi.   'L  (har qanday '/ LL  faktor fazoda L 

qism fazo '/ LL  faktor fazoning nol elementi bo‘ladi, ya'ni 'L ) 

bo‘lgani uchun  

kk xxxxx   ...' 2211  



13 

 

element   qo‘shni sinfga tegishli va 

nknkk xxxx    ...' 2211  

yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Bundan 

knkn   ...2211  

tenglik kelib chiqadi. Har qanday   ),...,,( 21 kn  da  

'...2211 Lxxx nknkk     

bo‘lgani uchun kn ,...,, 21  chiziqli bog‘lanmagan sistema bo‘ladi. 

Shunday qilib, kn ,...,, 21  sistema chiziqli bog‘lanmaganligi va har 

bir '/ LL  sinf kn ,...,, 21  sinflarning chiziqli kombinatsiyasidan 

iborat bo‘lganligi uchun kn ,...,, 21  sistemaning bazis ekanligiga 

kelamiz. Demak, '/ LL  fazo )( kn  - o‘lchamli chiziqli fazo ekan. 

 1.9-ta’rif. '/ LL  faktor fazoning o‘lchami L qism fazoning 

koo‘lchami deyiladi. 

 Agar L qism fazo chekli n  koo‘lchamga ega bo‘lsa, u holda L  

da shunday nxxx ,...,, 21  elementlarni tanlash mumkinki, ixtiyoriy 

Lx  element yxxxx nn   ...2211  ko‘rinishda bir qiymatli 

ifodalanadi, bu yerda n ,...,, 21  - sonlar, Ly  . Haqiqatan ham, 

'/ LL  faktor fazo n  - o‘lchamli bo‘lsin. Bu faktor fazoda n ,...,, 21  

bazisni tanlaymiz va har bir k  sinfdan bittadan kx  vakil olamiz. Endi 

Lx  ixtiyoriy element bo‘lsin va   esa x  ni saqlovchi '/ LL  dagi 

qo‘shni sinf bo‘lsin. U holda 

nn  ...2211 . 

Ta'rifga ko‘ra   sinfdagi har bir element, xususiy holda, x  element 

nxxx ,...,, 21  elementlarning  

nnxxx   ...2211  

chiziqli kombinatsiyasidan L dan olingan elementgagina farq qiladi, 

ya'ni 

',...2211 Lyyxxxx nn   .               (1.8) 

Bu tasvirning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, 

'','... '
2

'
21

'
1 Lyyxxxx nn    

tasvir ham o‘rinli bo‘lsin. U holda 

')(...)()(0 '
2

'
221

'
11 yyxxx nnn    

tenglikka kelamiz. Bundan  
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',,...,, ''
22

'
11 yynn   . 

 1.12-misol. Ixtiyoriy L  chiziqli fazoning nol elementi yagona 

ekanligini isbotlang.  

 Yechish: L  chiziqli fazoning ikkita 1  va 2  nol elementlari 

mavjud bo`lsin. U holda nol element ta`rifi va qo`shish amalining 

kommutativligidan,  

212211   .  

Demak, 21   , ya`ni nol element yagona bo`ladi. 

 1.13-misol. Ixtiyoriy L  chiziqli fazoda har bir elementga 

qarama-qarshi element yagona ekanligini isbotlang.  

 Yechish: Aytaylik, 'x  va ''x  elementlar x  elementga qarama-

qarshi elementlar bo`lsin. U holda,  

 '''''')'()''(''' xxxxxxxxxx   , ya’ni ''' xx  . 

 1.14-misol. Agar L  chiziqli fazoning yx,  elementlari va noldan 

farqli   soni uchun yx    tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda x  va y  

elementlarning o‘zaro teng bo‘lishini isbotlang.  

 Yechish: yx    tengligining ikki tomoniga y  elementini 

qo‘shsak 0)(  yx  tengligiga ega bo‘lamiz. 0  bo‘lgani uchun 

  0)(1   yxyx  , ya`ni yx  . 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

1.1. mccl  02  fazolarning har biri o‘zidan keyingilari uchun 

xos qism fazo bo‘lishini ko’rsating. 

Quyida 1.10 – 1.17 misollarda keltirilgan to‘plamlar ]1;1[С  

fazoning qism fazosi bo‘ladimi? 

1.2. Monoton funksiyalar to‘plami. 

1.3. Toq funksiyalar to‘plami.  

1.4. Juft funksiyalar to‘plami. 

1.5. Darajasi  1nn  dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami. 

1.6. ax )1(  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami. 

1.7. ]1;1[  kesmada aniqlangan barcha ko‘phadlar to‘plami. 

1.8. Qisman chiziqli uzluksiz funksiyalar to‘plami. 

1.9. 



1

1
0)( dttx  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami. 
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1.10. nR  fazoda }:),...,({ 211 xxxxxV n   to‘plam qism fazo tashkil 

qilishini isbotlang, uning o‘lchamini toping. 

1.11. 2l  fazoda }0:,...),...,({ 3211  xxxxxxM n  to‘plam qism fazo 

tashkil qilishini isbotlang, qism fazoning koo‘lchamini toping. 

1.12. mc  ekanligini isbotlang. 

1.13. 02 cl   ekanligini isbotlang. 

1.14 – 1.25 misollarda keltirilgan to‘plamlar funksiyalarni 

qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo 

tashkil qiladimi? Qaysilari haqiqiy chiziqli fazo, qaysilari kompleks 

chiziqli fazo bo‘ladi? 

1.14. [ , ]a b  kesmada aniqlangan monoton funksiyalar to‘plami. 

1.15. [ , ]a a  kesmada aniqlangan toq funksiyalar to‘plami.  

1.16. [ , ]a a  kesmada aniqlangan juft funksiyalar to‘plami. 

1.17. [ , ]a a  kesmada aniqlangan, uzluksiz va ( )x a b  shartni 

qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami, b  ning qanday qiymatida 

chiziqli fazo bo‘ladi. 

1.18. P barcha ko‘phadlar to‘plami. 

1.19. ( )[ , ] [ , ]nC a b a b  kesmada aniqlangan n  marta uzluksiz 

differensiallanuvchi funksiyalar to‘plami. 

1.20. [ , ]a b  kesmada qisman chiziqli uzluksiz funksiyalar to‘plami. 

1.21. [ , ] [ , ]La b a b  kesmada aniqlangan va Lipshits shartini 

qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami. 

1.22. [ , ] [ , ]AC a b a b  kesmada aniqlangan absolyut uzluksiz 

funksiyalar to‘plami. 

1.23. R  da aniqlangan uzluksiz va davriy funksiyalar to‘plami. 

1.24. RRM )(  da aniqlangan chegaralangan funksiyalar to‘plami. 

1.25. [ , ]a a  kesmada aniqlangan uzluksiz va 2T a  davriy 

funksiyalar to‘plami. 
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Mavzu yuzasidan test savollari 

1. Darajasi 100 dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosining o‘lchamini 

toping.  

A) 100    B) 101    C) 50    D) 200 

2. Uch satr va uch ustundan iborat matritsalar fazosining o‘lchamini 

toping. 

A) 3    B) 6    C) 9    D) 27 

3. Chekli o‘lchamli chiziqli fazolar ko‘rsatilgan javobni toping. 

A) ],[ baC , 2l     B) ],[2 baC , 0c     C) nC , 3R     D) nC ,  baL ;2  

4. Cheksiz o‘lchamli chiziqli fazolar ko‘rsatilgan javobni toping.  

A) nR , ],[ baC , 2l    B) ],[ baC , 2l , 0c     

C) nC , mc,              D) nC , ],[2 baL , pl   

5. ]1,0[C  fazoda chiziqli bog‘langan vektorlar sistemasini toping. 

A) 
2,,1 tt     B) 

532 ,, ttt     C) 
22 )1(,2,1 ttt      D) 

42 ,,1 tt   

6.  }0:{' 51
5  xxRxL qism fazoning koo‘lchamini toping.  

A) 1    B) 2     C) 3    D) 4 

7. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri ],[ baC  chiziqli fazoning qism 

fazosi bo‘ladi?  

A) Monoton o‘suvchi funksiyalar         B) Manfiymas funksiyalar  

C) Monoton kamayuvchi funksiyalar   D) Barcha ko‘phadlar 

8. Noto‘g‘ri tasdiqni toping.  

A) 1l  fazo 2l  fazoning qism fazosi bo‘ladi 

B) 0c  fazo c  fazoning qism fazosi bo‘ladi. 

C) 2l  fazo 0c  fazoning qism fazosi bo‘ladi. 

D) m  fazo c  fazoning qism fazosi bo‘ladi. 

9. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri ]1,1[C  fazoda qism fazo tashkil 

qilmaydi?  

A) Barcha ko‘phadlar to‘plami. 

B) 0)1( x  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami. 

C) Monoton funksiyalar to‘plami. 

D) Uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to‘plami. 

10. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri ]1,1[C  fazoda qism fazo 

tashkil qilmaydi?  
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A) Darajasi 100 dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami.  

B) 1)1( x  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami. 

C) Toq funksiyalar to‘plami. 

D) Juft funksiyalar to‘plami. 

11. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri ]1,1[C  fazoda qism fazo 

tashkil qiladi? 

A) Monoton o‘suvchi funksiyalar to‘plami. 

B) Monoton kamayuvchi funksiyalar to‘plami. 

C) }0)(:]1,1[{
1

1



 dttxCx  shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar 

to‘plami. 

D) Darajasi 2 bo‘lgan ko‘phadlar. 

12. Noto‘g‘ri tasdiqni toping. 

A) Chiziqli bog‘lanmagan sistemaning biror qism sistemasi chiziqli 

bo‘glangan bo‘ladi. 

B) Chiziqli bog‘lanmagan sistemaning ixtiyoriy qism sistemasi ham 

chiziqli bo‘glanmagan bo‘ladi. 

C) Agar sistemaning biror qism sistemasi chiziqli bog‘langan bo‘lsa, 

berilgan sistema ham chiziqli bo‘g‘langan bo‘ladi. 

D) Agar nxxx ,...,, 21  vektorlar sistemasi chiziqli bog‘langan bo‘lsa, bu 

vektorlardan biri qolganlarining chiziqli kombinatsiyasidan iborat 

bo‘ladi. 

13. E  chiziqli fazo, Exxx n ,...,, 21  bo‘lsin. Chiziqli bog‘lanmagan 

vektorlar sistemasining ta'rifini ko‘rsating. 

A) 00 212211  nnnxxx    

B) 0,10 212211  nnnxxx    

C) 0,00 3212211  nnnxxx    

D) 0...0... 212211  nnnxxx   

14. Noto‘g‘ri tasdiqni toping. 

A) n -o‘lchamli chiziqli fazoda ixtiyoriy n  ta chiziqli bog‘lanmagan 

vektorlardan iborat sistema bazis bo‘ladi. 

B) n
k

k

ke 1=0)},,0,,10,0,(={ 


 vektorlar sistemasi nR  fazoda bazis 

bo‘ladi. 

C) n  - o‘lchamli chiziqli fazoda ixtiyoriy n  ta vektordan iborat 

sistema bazis bo‘ladi. 
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D) 3R  fazoda ixtiyoriy to‘rtta vektor chiziqli bog‘langandir. 

15.  Chiziqli bog‘langan sistemani toping. 

A) ],0[1)(;2cos)(;2sin)( 22 Ctzttyttx   

B) 
2)0,1(;)1,0( Ryx   

C) 
3)1,0,0(;)1,1,0(;)1,1,1( Rzyx   

D) ]1,0[)(;1)( Cttytx   

16.  Chiziqli bog‘lanmagan sistemani toping. 

A) ]1,0[1)(;)1lg()(;)( Ctzttyttx   

B)   21,1;)1,2(;)1,0( Rzyx   

C)   32,2,0;)0,0,1(;)1,1,0( Rzyx   

D) ],0[2cos)(;2cos)(;2sin)( 22 Cttzttyttx    

17. 1
3 )(,: xxfRRf   chiziqli funksionalning yadrosini toping. 

A) }0:{ 21
3  xxRx     B) }0:{ 1

3  xRx   

C) }0:{ 2
3  xRx         D) }0:{ 3

3  xRx  

18. Faktor fazoda elementning normasi qanday aniqlanadi.  

A) x
x 




 sup    B) x
x 




 inf    C) x     

D) yx
Ly


 '

sup  

19. Agar Lyx ,  elementlar uchun yx  ayirma L ga tegishli bo‘lsa, 

x  va y  ... deb ataladi. 

A) chiziqli bog`langan elementlar 

B) chiziqli bog`lanmagan elementlar 

C) ekvivalent elementlar 

D) ekvivalent bo`lmagan elementlar 

20. '/ LL  faktor fazoning o‘lchami L qism fazoning ... deyiladi. 

A) o`lchami      B) qism fazosi      C) faktor fazosi      D) koo`lchami 
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2-§. CHIZIQLI NORMALANGAN FAZOLAR 

 

Chiziqli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqinligi degan 

tushuncha yo‘q. Ko‘plab amaliy masalalarni hal qilishda elementlarni 

qo‘shish va ularni songa ko‘paytirish amallaridan tashqari, elementlar 

orasidagi masofa, ularning yaqinligi tushunchasini kiritishga to‘g‘ri 

keladi. Bu bizni normalangan chiziqli fazo tushunchasiga olib keladi. 

Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va boshqa matematiklar 

tomonidan rivojlantirilgan. 

2.1-ta’rif. Bizga L  - chiziqli fazo va unda aniqlangan haqiqiy 

qiymatli p  funksional berilgan bo‘lsin. Agar p  quyidagi uchta 

shartni qanoatlantirsa, unga norma deyiladi:  

1) ;0)(;,0)(  xxpLxxp   

2) LxCaxpaaxp  ,),()( ; 

3) Lyxypxpyxp  ,),()()( .  

2.2-ta'rif. Norma kiritilgan L  chiziqli fazoga chiziqli 

normalangan fazo deyiladi va Lx  elementning normasi x  orqali 

belgilanadi. 

Agar L  - normalangan fazoda Lyx ,  elementlar jufti uchun 

  yxyx ,  

sonni mos qo‘ysak,   funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini 

qanoatlantiradi. Metrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3 

shartlaridan bevosita kelib chiqadi. Demak, har qanday chiziqli 

normalangan fazoni metrik fazo sifatida qarash mumkin. Shu sababli, 

metrik fazolarda o‘rinli bo‘lgan barcha tasdiqlar (ma'lumotlar) chiziqli 

normalangan fazolarda ham o‘rinli. 

2.1-misol. Ushbu arctgxxp )(  funksiya R  da norma 

shartlarini qanoatlan tiradimi? 

Bu funksiya normaning musbat bir jinslilik shartini 

qanoatlantirmaydi, chunki norma ta’rifidagi 2-shart )()( xpxp    

bajarilmaydi. Masalan, ,3x  
3

1
  sonlari uchun 

63

1
)(


  arctgxarctgxp  va 

9
3

3

1
)(


  arctgxp  
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bo‘lganligi sababli )()( xpxp    tenglik o‘rinli emas. 

 2.2-misol. RL   - haqiqiy sonlar to‘plami bo’lsin. Agar 

ixtiyoriy Rx  soni uchun xx   sonni mos qo‘ysak, R  

normalangan fazoga aylanadi. 

CL   - kompleks sonlar to‘plami bo’lsin. Bu yerda ham 

norma yuqoridagidek kiritiladi: zz  . 

 2.3-misol. 
nRL   - n  - o‘lchamli haqiqiy chiziqli fazo. Bu 

fazoda  

n
k

nk

pn

k

p

kp

n

k
k Rxxxxxxx 














,max,,
1

1

11

2

 

funksionallar norma shartlarini qanoatlantiradi. nR  chiziqli fazoda 

p
  norma kiritilgan bo‘lsa, uni 

n
pR , agar 


  norma kiritilgan 

bo‘lsa uni 
nR  deb belgilaymiz. 

 2.4-misol. 
nCL   - n  - o‘lchamli kompleks chiziqli fazo. Bu 

fazoda  





n

k
kzz

1

2

 

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi. 

 2.5-misol. ],[],[ babaCL   kesmada aniqlangan uzluksiz 

funksiyalar fazosi. Bu fazoda ],[ baCf   elementning normasi  

 xff
bxa 

 max  

tenglik bilan aniqlanadi. Agar ],[ baC  chiziqli fazoda norma  


b

a

dttff |)(|
1  

formula vositasida kiritilgan bo‘lsa, uni ],[1 baC , agar norma  


b

a
dttff 2

2
|)(|  
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tenglik orqali kiritilgan bo‘lsa uni ],[2 baC  deb belgilaymiz.  

 2.6-misol. 2l  fazoda x  elementning normasi quyidagicha 

kiritiladi:  







1

2

k
kxx . 

 2.7-misol. mcc ,,0  fazolarda x  elementning normasi 

quyidagicha kiritiladi:  

n
n

xx



1

sup . 

 2.8-misol. ],[ baM  - bilan ],[ ba  kesmada aniqlangan barcha 

chegaralangan funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plam 

odatdagi funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga 

nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Bu fazoda aniqlangan  

     baMxtxxp
bta

,,sup 


   (2.1) 

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi va ],[ baM  chiziqli 

normalangan fazo bo‘ladi. 

 2.9-misol. ],[)( baC n
 - bilan ],[ ba  kesmada aniqlangan n  

marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to‘plamini 

belgilaymiz. ],[)( baC n
 to‘plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish va 

songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Bu 

fazoda aniqlangan  

         ],[,maxmax
1

baCxtxtxxp nn

k

k

btabta
 

 
   (2.2) 

funksional normaning 1-3 shartlarini qanoatlantiradi. 

 2.10-misol. ],[ ba  kesmada aniqlangan o‘zgarishi 

chegaralangan funksiyalar fazosi ],[ baV  ni qaraymiz. Bu fazoda  

RbaVp ],[: ,     ][|)(| xVaxxp b
a               (2.3) 

funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi va ],[ baV  chiziqli 

normalangan fazo bo‘ladi. 

X  chiziqli normalangan fazoda }{ nx  ketma-ketlik berilgan 

bo‘lsin. 



22 

 

2.3-ta'rif. Biror Xx  va ixtiyoriy 0  uchun shunday 

0)(00  nn  mavjud bo‘lib, barcha 0nn   larda  xxn  

tengsizlik bajarilsa, }{ nx  ketma-ketlik Xx  elementga yaqinlashadi 

deyiladi. 

2.4-ta'rif. Agar ixtiyoriy 0  son uchun shunday 

0)(00  nn  mavjud bo‘lib, barcha 0nn   va Np  larda 

 npn xx  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  - fundamental ketma-ketlik 

deyiladi. 

2.11-misol. ]1;1[C  fazoda )()( Nnttx n
n   ketma-ketlikni 

fundamentallikka tekshiring. 

 Yechish: ]1;1[C  fazo to‘la normalangan fazo bo‘lganligi uchun 

}{ nx  ketma-ketlikning fundamentalligidan uning yaqinlashuvchi 

ekanligi kelib chiqadi. ]1;1[C  fazodagi yaqinlashish tekis 

yaqinlashishni ifodalaganligi uchun }{ nx  ketma-ketlikning limiti ham 

uzluksiz bo‘lishi kerak. Qaralayotgan ketma-ketlikning limiti uzluksiz 

emas. Shuning uchun qaralayotgan ketma-ketlikning fundamental 

emasligini ko‘rsatishga harakat qilamiz. Buning uchun shunday 00  

soni mavjud bo‘lib, istalgan Nn  uchun undan katta nn 0  va 

shunday Np 0  sonlari mavjud bo‘lib, 0000
 npn xx  tengsizlik 

o‘rinli ekanligini ko‘rsatish kerak. 
5

1
0  va har bir Nn  dan katta 

biror nn 0  natural son uchun 00 np   deb olamiz. Ixtiyoriy ]1;0[0t  

uchun  
0000

00

22

11
2 max

nnnn

t
nn ttttxx 


 

tengsizlikga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikdan 
0 2

1
0 n

t   bo‘lganida ushbu 

5

1

4

1

4

1

2

1
002  nn xx  

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa  nx  ketma-ketlikning fundamental 

emasligini ko‘rsatadi.  
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2.5-ta'rif. Agar X  chiziqli normalangan fazodagi ixtiyoriy }{ nx  

fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda X  to‘la 

normalangan fazo yoki Banax fazosi deyiladi. 

2.12-misol. 0,,1,,],[,, ccpbaCRR p
n
p

n   fazolarni 

to‘lalikka tekshiring. 

Yechish: To‘la metrik fazolar mavzusidan ma'lumki nR , n
pR , 

0,,1,,],[ ccpbaC p   lar to‘la metrik fazolar edi. Shuning 

uchun ular to‘la normalangan fazolar, ya'ni Banax fazolari bo‘ladi. 

],[2 baC  to‘la bo‘lmagan metrik fazo edi. Shuning uchun 

],[2 baC  to‘la bo‘lmagan normalangan fazoga misol bo‘ladi. 

2.13-misol. Normalangan fazoda  rxB ,0  sharning qavariq 

ekanligini isbotlang.  

Yechish:  rxB ,0  shardan ixtiyoriy yx,  elementlarni olaylik. U 

holda rxx  0  va rxy  0  tengsizliklari o`rinli bo`ladi. 

Natijada, har bir  1,0  uchun  

000 )1()1()1( xxyxxyx    

rrrxyxx  )1()1( 00  . 

Demak, ),()1( 0 rxByx   , ya`ni  rxB ,0  qavariq to`plam. 

 

Normalangan fazoning qism fazosi 

Biz yuqorida chiziqli fazoning qism fazosi tushunchasini kiritgan 

edik, ya'ni agar ixtiyoriy 0, Lyx   elementlar va ixtiyoriy  ,  

sonlar uchun 0Lyx    bo‘lsa, bo‘sh bo‘lmagan LL 0  

qism to‘plam, qism fazo deyilar edi. 

Normalangan fazolarda yopiq qism fazolar, ya'ni barcha limitik 

nuqtalarini o‘zida saqlovchi qism fazolar muhim ahamiyatga ega. 

Chekli o‘lchamli normalangan fazolarda har qanday qism fazo 

yopiqdir. Cheksiz o‘lchamli normalangan fazolarda qism fazolar doim 

yopiq bo‘lavermaydi. Quyida keltiriladigan misol fikrimizni 

tasdiqlaydi. 
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2.14-misol. Uzluksiz funksiyalar fazosi ],[ baC  dagi barcha 

ko‘phadlar to‘plami qism fazo tashkil qiladi, lekin u yopiq emas. 

Bunga ishonch hosil qilish uchun 

 
!

...
!2

1
2

n

tt
ttP

n

n   

ko‘phadlar ketma-ketligini qaraymiz. Ravshanki, }{ nP  fundamental 

ketma-ketlik bo‘lib, uning limiti 
tetx )(  ga teng. 

tetx )(  

funksiya esa ko‘phad emas. 

Normalangan fazolarda asosan yopiq chiziqli qism fazolarni 

qaraymiz.  

2.6-ta'rif. Agar L  normalangan fazoning LL 0  qism 

to‘plamida ixtiyoriy 0, Lyx   elementlari va ixtiyoriy  ,  sonlar 

uchun 0Lyx    bo‘lsa 0L  chiziqli ko‘pxillilik deyiladi. Agar 

LL 0  qism to‘plam yopiq chiziqli ko‘pxillilik bo‘lsa, 0L  qism 

to‘plam L  ning qism fazosi deyiladi.  

 2.15-misol. Uzluksiz funksiyalar fazosi ]1,1[C  dagi barcha 

toq funksiyalar to‘plami ]1,1[C  chiziqli ko‘pxillilik tashkil qiladi 

va u yopiq. Haqiqatan ham, }{ nx  toq funksiyalar ketma-ketligi biror 

]1,1[Cx  elementga yaqinlashsin. U holda  

          txtxtxtxtx n
n

n
n

n
n




limlimlim . 

 

Normalangan fazoning faktor fazosi 

Bizga L  normalangan fazo va uning LL 0  qism fazosi 

berilgan bo‘lsin. 0LLP   faktor fazoni qaraymiz va unda normani 

quyidagicha aniqlaymiz. Har bir P  qo‘shni sinfga  

x
x 




 inf               (2.4) 

sonni mos qo‘ysak, bu funksional norma aksiomalarini 

qanoatlantiradi. Demak, 0LL  faktor fazo ham normalangan fazo 

bo‘lar ekan. 
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Agar L  to‘la normalangan fazo bo‘lsa, 0LL  faktor fazo ham 

(2.4) normaga nisbatan to‘la fazo bo‘ladi. 

2.16-misol. 
3RL   fazoning xos qism fazosi 

}0:),,({ 3
3

321  xRxxxL  ni qaraymiz va LL   faktor 

fazoning elementlarini, ya'ni qo‘shni sinflarning tavsifini beramiz. 

Ma'lumki,   ',, 332221 Lyxyxxxyx   bo‘lishi 

uchun 33 yx   bo‘lishi zarur va yetarli. Demak, LL   faktor 

fazoning elementlari 21xOx  tekislikka parallel bo‘lgan tekisliklardan 

iborat. Masalan, 
3),,( Rcba   nuqtani o‘zida saqlovchi   qo‘shni 

sinf 21xOx  tekisligiga parallel bo‘lgan cx 3  tekislikdan iborat. Bu 

faktor fazoda   elementning normasi 

  ||infinf 3
2
3

2
2

2
1

,

2
3

2
2

2
1

21

xxxxxxxp
Rxxx




  

tenglik bilan aniqlanadi. Bu faktor fazoning o‘lchami 1 ga teng va u 

to‘la normalangan fazo. 

2.17-misol. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi 

],[ baV  ni qaraymiz. Unda o‘zgarmas funksiyalardan iborat 

})(:],[{ consttxbaVxL   bir o‘lchamli qism fazoni 

olamiz. Endi ],[ baV  chiziqli fazoning L qism fazo bo‘yicha faktor 

fazosini qaraymiz. Faktor fazo ta'rifiga ko‘ra, yx, ],[ baV  

elementlar bitta qo‘shni sinfda yotishi uchun consttytx  )()(  

bo‘lishi zarur va yetarli. Boshqacha aytganda, ],[ baVy  element x  

elementni saqlovchi   qo‘shni sinfda yotishi uchun 

constCCtxty  ,)()(  ko‘rinishda tasvirlanishi zarur va 

yetarli. Ma'lumki, har qanday faktor fazoda   elementning normasi 

quyidagicha aniqlanadi: 

    CxVCaxy b
a

RCy



infinf


 .  (2.5) 

O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma'lumki, istalgan 

C  o‘zgarmas uchun  
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][][ xVCxV b
a

b
a   

tenglik o‘rinli. |)(| Cax   ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. 

Bulardan foydalanib, (2.5) ni quyidagicha yozish mumkin: 

0)(va,][  axxxV b
a  .    (2.6) 

Shunday qilib   qo‘shni sinfga, shu sinfning a  nuqtada nolga 

aylanuvchi x  elementini mos qo‘yish bilan LbaV ],[  faktor fazo va 

],[0 baV  fazolar o‘rtasida izomorfizm o‘rnatiladi. Demak, 

LbaV ],[  va ],[0 baV  fazolar o‘zaro izomorf ekan. 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 Quyidagi akslantirishlar norma shartlarini qanoatlantiradimi? 

2.1. Har qanday normalangan fazoda ochiq shar ochiq to‘plam, 

yopiq shar yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.  

2.2.   }|||,...,{|max,: 1 nn aaxpRPp  , bu yerda nP  - darajasi 

n  dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosi. 

2.3.        txaxbxxpRbaCp
bta



max,];[: )1( . 

2.4. ,];[: RbaCp         2

1

2







 

b

a
dttxxp . 

2.5. ,: RRp n       nxxxxp  21 . 

2.6. ,],[: RbaMp     |)(|)( max txxp
bta 

 . 

2.7. ,];[: RbaCp     
b

a
dttxxp )()( . 

2.8.   ,,: )1( RbaCp     )(max)( txxp
bta



. 

2.9. ,)(: RRp C     )(xp )(m a x tx
t 

. Bu yerda )(RC  - 

sonlar o‘qida aniqlangan uzluksiz va finit funksiyalar to‘plami.  

2.10.   ,,:
)2(

RbaCp     )(xp )(max)()( txaxax
bta



. 

2.11.   ,,:
)2(

RbaCp     )(xp .)(max)()( txbxax
bta



  

 Quyidagi funksiyalar ketma-ketligi 0)( tx  funksiyaga 

ko‘rsatilgan fazoda yaqinlashuvchimi? 
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2.12.   ,
1 22 tn

nt
txn


    ].1;0[C  

2.13.   ,nt
n tetx     ].10;0[1C  

2.14.   ,
sin

n

nt
txn     ].;[1 C  

2.15. ,)( 2nn
n tttx     ].1,0[2C  

2.16. ,
21

)(
21

n

t

n

t
tx

nn

n








   ].1,0[C  

2.17. ;
1

)(
22tn

t
txn


     1;01C . 

2.18. ;
1

)(
2

t
n

ttx n
n      1;01C . 

2.19. ;)( 1 nn
n tttx     1;02C  

2.20. ;2)( 2

1

2

1
nt

n entntx


     1;02C  

2.21. ;2)(
2nt

n etntx      1;01C . 

2.22. X  normalangan fazo va Xyyxx nn ,,,  bo‘lsin. 

Quyidagiarni isbotlang: 

a) agar xxn   bo‘lsa, u holda nx  chegaralangan ketma-

ketlik; 

b) agar Cxx nnn   ,,  bo‘lsa, u holda 

xxnn   ; 

c) agar xxn   bo‘lsa, u holda |||||||| xxn  ; 

d) agar xxn   va 0||||  nn yx  bo‘lsa, u holda xyn  ; 

e) agar xxn   bo‘lsa, u holda |||||||| yxyxn  ; 

f) agar yyxx nn  ,  bo‘lsa, u holda |||||||| yxyx nn  . 

2.23. Ixtiyoriy Xyx ,  lar uchun ||}||||,max{|||||| yxyxx   

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang. 

2.24. Shunday ),,,,( )()(
2

)(
1

)(  n
k

nnn xxxx   ketma-ketlikka misol 

keltiringki, u: 

a) m  da yaqinlashuvchi, 1l  da uzoqlashuvchi bo‘lsin; 

b) m  da yaqinlashuvchi, 2l  da uzoqlashuvchi bo‘lsin; 
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c) 2l  da yaqinlashuvchi, 1l  da uzoqlashuvchi bo‘lsin; 

d) 0c  da yaqinlashuvchi, 1l  da uzoqlashuvchi bo‘lsin; 

e) 0c  da yaqinlashuvchi, 2l  da uzoqlashuvchi bo‘lsin. 

2.25. Ixtiyoriy Xyx ,  lar uchun |||||||||||| yxyx   

tengsizlikni isbotlang. 

 

Mavzu yuzasidan test savollari 

1. To‘la bo‘lmagan normalangan fazoni toping. 

A) ],[1 baC     B) 2l     C) nR     D) ],[ baC  

2. E  normalangan fazo. Noto‘g‘ri tasdiqni toping. 

A) E  dagi ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlik yaqinlashuvchidir 

B) Agar yyxx nn  ,  bo‘lsa, u holda yxyx nn   

C) Eyx ,  uchun yxyx   tengsizlik o‘rinli 

D) xxn   va  n  bo‘lsa, u holda xxnn    

3. ]1,0[1C  fazoda 1)( 2  ttx  elementning normasini hisoblang.  

A) 1/3         B) 2/3         C) 1         D) 4/3 

4. ]1,0[C  fazoda 1)( 2  ttx  elementning normasini hisoblang.     

A) 4             B) 3            C) 2        D) 1 

 5. Qanday fazo Banax fazosi deyiladi? 

 A) Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo 

 B) To‘la normalangan fazo 

 C) Har qanday normalangan fazo 

 D) Istalgan metrik fazo 

6. Quyidagi  xP  akslantirishlardan qaysi biri nоrma emas? 

 A) ],[ baС  da    dttxxP
b

a
         B) ],[ baС  da    txxP

bat ],[

sup


  

 C)  1pl p  da   P

k

p

k
xxP 






1

           D) 0c  da   nxxP sup  

 7. Quyidagi  xP  akslantirishlardan qaysi biri nоrma emas? 

 A) nR  da   



n

k
kxxP

1
        B) nR  da   k

nk
xxP

,1
max


  

 C) nR  da   





1

1

n

k
kxxP        D) nR  da   




n

k
kk

nk
xxxP

1,1
||max  
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 8. 
1

(1,1, 1,0,...)x     va 1
(1,2,3,4,0,...)y    bo’lsa, x y  ni 

hisoblang. 

A) -9               B) 0              C) 5                D) 9 

9. 
2

(1,1, 1,0,...)x     va 2
( 1,0,1,0,...)y     bo’lsa, x y  ni 

hisoblang. 

A) 3                B) 6               C) 5               D) 4  

10. 3(1,1,0)x   normasini hisoblang. 

A) 2     B) 0       C) 2        D) 3 

11. 3( ,1,0)x i  normasini hisoblang 

A) 2     B) 1       C) 4        D) 3 

12. 3
321 ),,( Rxxxx   va 

3
321 ),,( Ryyyy   bo’lsa, x y  ni 

toping. 

A) x y 
3

2

1

( )k k

k

x y


   B) x y 
3

2

1

( )k k

k

x y


  

C) x y 
3

2

1

( )k k

k

x y


   D) x y 
3

2

1

( )k k

k

x y


  

13. Normalangan fazoda qaysi tengsizlik har doim o’rinli. 

A) x y x y      B) x y x y    

C) x y  x y    D) x y  x y  

14. Normaning ta’rifidagi xossani ko’rsating: 

A) x y  x y    B) x y y x    

C) x y x y      D) 0x x     

 15. 
1 fazoda aniqlangan 1 2( )f x x x   chiziqli funksional 

normasini hisoblang. 

 A) -1                     B) 1                  C) 2                D) 3 

 16. 
2  fazoda aniqlangan 1 2( )f x x x   chiziqli funksional 

normasini hisoblang. 

 A) 2                      B) 2                   C) 0                  D) 3 

 17. [0,1]C  fazoda aniqlangan 

1

0

( ) ( )f x tx t dt   chiziqli funksional 

normasini hisoblang. 

 A) 
1

3
                     B) 

1

2
                   C) 1                 D) 

2

3
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 18. 
2[0,1]L  fazoda aniqlangan 

1

0

( ) ( )f x tx t dt   chiziqli funksional 

normasini hisoblang. 

 A) 
1

3
                       B) 

1

2
                        C) 1                    D) 

1

3
 

 19. L  normalangan fazoning LL 0  qism to‘plami qachon L  ning 

qism fazosi bo`ladi? 

 A) Agar L  normalangan fazoning LL 0  qism to‘plamida 

ixtiyoriy 0, Lyx   elementlari va ixtiyoriy  ,  sonlar uchun 

0Lyx    bo‘lsa. 

 B) L  normalangan fazo qism fazoga ega emas.  

 C) Agar L  normalangan fazoning LL 0  qism to‘plamida 

ixtiyoriy 0, Lyx   elementlari va ixtiyoriy  ,  sonlar uchun 

0Lyx    bo‘lsa 0L  chiziqli ko‘pxillilik bo`lib, LL 0  qism 

to‘plam yopiq chiziqli ko‘pxillilik bo‘lsa.  

 D) LL 0  bo`lishi yetarli.  

 20. Quyidagilardan qaysi biri to‘la bo‘lmagan normalangan fazoga 

misol bo‘ladi? 

 A) ],[2 baC                 B) nR               C) n
pR                  D) ],[ baC  
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3-§. YEVKLID FAZOLARI 

 

Chiziqli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, 

unda skalyar ko‘paytma kiritishdir. 

3.1-ta'rif. Bizga L  haqiqiy chiziqli fazo berilgan bo‘lsin. Agar 

LL  dekart ko‘paytmada aniqlangan p  funksional quyidagi to‘rtta 

shartni qanoatlantirsa: 

1) ;0),(;,0),(  xxxpLxxxp   

2) ;,),,(),( Lyxxypyxp   

3) LyxRyxpyxp  ,,),,(),(  ;  

4) Lyxxyxpyxpyxxp  ,,),,(),(),( 212121 , 

unga skalyar ko‘paytma deyiladi. 

3.2-ta'rif. Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Yevklid 

fazosi deyiladi va yx ,  elementlarning skalyar ko‘paytmasi 

),(),( yxyxp   orqali belgilanadi. 

  3.1-misol.  nkCxxxxxC kn
n ,...,2,1,),,...,(: 1   chiziqli 

fazoni qaraylik.  

nn

k
kk Cyxyxyxyxp  


,,),(),(

1
                (3.1) 

formula yordamida aniqlangan p  funksional skalyar ko‘paytma 

aksiomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Bunda biz kompleks 

sonlar xossalaridan foydalanamiz. 

1)   






n

k

n

k

n
kkk Cxxxxxx

1 1

2
,0,   

tengsizlik 0|| kx ekanligidan kelib chiqadi. Endi  

  



n

k
kxxx

1

2
0,  

bo‘lsin. Qo‘shiluvchilarning manfiy emasligidan har bir k  uchun 

,0kx  ya’ni 0x  ekanligi kelib chiqadi. Aksincha, har bir k  uchun 

0kx bo‘lsa, u holda   0, xx  bo‘lishi ko‘rinib turibdi. 

2)  xyxyyxyxyx
n

k

n

k
kk

n

k
kkkk ,),(

1 11









 . 

Bu xossa ko‘paytmaning qo‘shmasi qo‘shmalar ko‘paytmasiga, 

yig‘indining qo‘shmasi esa qo‘shmalar yig‘indisiga tengligidan kelib 

chiqadi. 
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3) 










 
n

k

n

k

n

k
kkkkkkk

n zyzxzyzxzyxzyxСzyx
1 1 1

),(),()(),(,,, , 

4)   






n

k

n

k
kkkk

n yxyxyxyxCСyx
1 1

),(,,,,  . 

Bu tengliklarning bajarilishi ham 2-xossa kabi tekshiriladi. Demak, 

(3.1) tenglik yordamida aniqlangan p  funksional skalyar ko‘paytma 

aksiomalarini qanoatlantiradi va nC  kompleks Yevklid fazosi bo‘ladi. 

Yevklid fazosida x  elementning normasi 

 xxx ,      (3.2) 

formula orqali aniqlanadi. Bu funksional norma aksiomalarini 

qanoatlantiradi. Skalyar ko‘paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-

2 shartlari bevosita kelib chiqadi. Uchburchak aksiomasining 

bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataluvchi quyidagi  

  yxyx ,                       (3.3) 

tengsizlikdan kelib chiqadi. 

Endi (3.3) tengsizlikni, ya'ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini 

isbotlaymiz. R  ning barcha qiymatlarida nomanfiy bo‘lgan 

kvadrat uchhadni qaraymiz: 

           
2222 22 yy,xxy,yy,xx,xyx,yx   . 

Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya'ni 

   .04,4
222
 yxyxD  

Bundan  

  222|,| yxyx  ,   ya'ni     yxyx , . 

Endi (3.2) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini 

ko‘rsatamiz: 

       

  .2

,,2,,

222

2

yxyyxx

yyyxxxyxyxyx




 

Bundan 

.yxyx   

Shuni ta'kidlaymizki, Yevklid fazosida yig‘indi, songa ko‘paytirish 

va skalyar ko‘paytma amallari uzluksizdir, ya'ni agar ,xxn   yyn   
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(norma bo‘yicha yaqinlashish ma'nosida),  n  (sonli ketma-ketlik 

sifatida) bo‘lsa, u holda 

   yxyxxxyxyx nnnnnn ,,,,   . 

Bu tasdiqlarning isboti quyidagicha: 

        ;,0  nyyxxyyxxyxyx nnnnnn  

   

;,0 



nxxx

xxxxxxxxx

nnn

nnnnnnnnn





 

             yxyxyxyxyxyx nnnnnn ,,,,,,  

    .,0,,  nyyxyxxyyxyxx nnnnnn  

Yevklid fazolarida nafaqat vektorning normasini (ya'ni 

uzunligini), balki vektorlar orasidagi burchak tushunchasini ham 

kiritish mumkin. Noldan farqli x  va y  vektorlar orasidagi   

burchakning kosinusi 

 
yx

yx




,
cos                     (3.4) 

formula bilan aniqlanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra 

(3.4) ning o‘ng tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak 

(3.4) formula haqiqatan ham, nolmas x  va y  vektorlar orasidagi 

 0,  burchakni aniqlaydi. 

Agar 0),( yx  bo‘lsa, u holda x  va y  vektorlar ortogonal 

deyiladi. 

3.3-ta'rif. Agar ixtiyoriy    da   0,  xx  bo‘lsa, u holda 

nolmas  x  vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar 

bu holda har bir elementning normasi birga teng bo‘lsa,  x  

ortogonal normalangan sistema, qisqacha ortonormal sistema 

deyiladi. 

Agar  x  vektorlar ortogonal sistemani tashkil qilsa, u holda 

 x  chiziqli bog‘lanmagan bo‘ladi. Haqiqatan ham, 

  nn xxx ...2211  

bo‘lsin. Bu tenglikning ikkala qismini ix  ga skalyar ko‘paytirib, 

quyidagiga ega bo‘lamiz 

    nixxxxxx iiinni ,...,2,1,0,..., 2211    
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  0, ii xx  bo‘lgani uchun, barcha },...,2,1{ ni  larda 0i  

bo‘ladi. 

3.4-ta'rif. Agar   Ex   sistemani o‘zida saqlovchi minimal 

yopiq qism fazo E  fazoning o‘ziga teng bo‘lsa, u holda  x  sistema 

to‘la deyiladi. 

3.5-ta'rif. Agar  x  ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, u holda 

bu sistema E  fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis 

deyiladi. 

Ravshanki, agar  x  - ortogonal sistema bo‘lsa, u holda 

}{
1

 xx  

ortonormal sistema bo‘ladi. 

3.2-misol.   RxxxxxR in
n  ,...,,, 21  - n - o‘lchamli 

Yevklid fazosi. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

  



n

i
ii yxyx

1
, . 

Bu fazoda  
n
k

k

ke 1=0)},,0,,10,0,(={ 


 

vektorlar sistemasi ortonormal bazisni tashkil qiladi. 

3.3-misol. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi 

2  ni qaraymiz. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

  





1
,

i
ii yxyx . 

2l  fazoda ortonormal bazis sifatida 


1=)},0,,10,0,(={ n

n

ne 


 

vektorlar sistemasini olish mumkin. 

3.4-misol. ],[2 baC  fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha 

kiritiladi 

     
b

a
dttgtfgf , . 

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga 
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,2,1,
2

sin,
2

cos,
2

1



n

ab

tn

ab

tn 
 

funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo‘la oladi. 

3.6-ta'rif. Agar E  Yevklid fazosining hamma yerida zich 

bo‘lgan sanoqli to‘plam mavjud bo‘lsa, E  separabel Yevklid fazosi 

deyiladi. 

Yuqorida keltirilgan nR , 2l , ],[2 baC  va ],[2 baL  fazolar 

separabel Yevklid fazolariga misol bo‘ladi. Har qanday separabel 

Yevklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir.  

3.1-teorema. (Shmidtning ortogonallashtirish jarayoni). Bizga 

E  Yevklid fazosida chiziqli bog‘lanmagan 

...,...,,, 21 nfff         (3.5) 

elementlar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda E  Yevklid fazosida 

quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi 

...,...,,, 21 n        (3.6) 

sistema mavjud:  

1) (3.6) ortonormal sistema.  

2) Har bir n  element ...,...,,, 21 nfff  elementlarning chiziqli 

kombinatsiyasidan iborat, ya'ni 

;0,...2211  nnnnnnnn afafafa  

3) har bir nf  element 

0,...2211  nnnnnnnn bbbbf   

ko‘rinishda tasvirlanadi.  

4) (3.6) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir qiymatli 

aniqlanadi. 

Isbot. 1  element 111 fa  ko‘rinishda izlanadi va 11a   

    1,, 11
2
1121  ffa  

shartdan aniqlanadi. Bu yerdan 

  121
11

1

,

1

fff
a  . 
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Ko‘rinib turibdiki, 1  bir qiymatli aniqlanadi. Faraz qilaylik, 1-3 

shartlarni qanoatlantiruvchi }1,...2,1{,  nkk  

elementlar qurilgan bo‘lsin. Ushbu  

      112211 ,...,,  nnnnnnn ffff   

elementni kiritamiz. Ko‘rinib turibdiki, agar  1...,,2,1  nk  bo‘lsa, 

  0, kn   va   0, nn   bo‘ladi. Chunki   0, nn   tenglik 

(3.5) sistemaning chiziqli erkli ekanligiga zid. 

 nn

n
n






,
  

deymiz. n  vektorning qurilishiga ko‘ra u nfff ...,,, 21  vektorlarning 

chiziqli kombinatsiyasi va demak, n  ham ularning chiziqli 

kombinatsiyasi, ya'ni 

nnnnnn fafafa  ...2211 ,   bu yerda   
 

0
,

1


nn

nna


 

Bundan tashqari   1, kk  ,    nkkn  ,0,  va  

  0,,...2211  nnnnnnnnnn bbbbf  , 

ya'ni n  teorema shartlarini qanoatlantiradi. (3.5) sistemadan 1-3 

shartlarni qanoatlantiruvchi (3.6) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish 

jarayoni deyiladi. Ko‘rinib turibdiki, (3.5) va (3.6) sistemalardan hosil 

bo‘lgan qism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan kelib chiqadiki, bu 

sistemalar bir vaqtda to‘la bo‘ladi. 

3.1-natija. Har qanday separabel Yevklid fazosida sanoqli 

ortonormal bazis mavjud. 

Isbot. n  - E  Yevklid fazosining hamma yerida zich sanoqli 

to‘plam bo‘lsin. Undan chiziqli bog‘langan elementlarni chiqarib 

tashlab, qolgan  nf  sistemaga ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, 

ortonormal bazisni hosil qilamiz. 

3.5-misol. 
3R  Yevklid fazosida ),1,1,0(),0,1,1( 21  ff  

 1,1,13 f  vektorlar sistemasiga Shmidtning ortogonallashtirish 

jarayonini qo‘llayliz. 
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Ma’lumki, nR  fazoda n  ta vektordan iborat sistemaning chiziqli 

erkli bo‘lishi uchun bu vektorlarning koordinatalaridan tuzilgan 

determinantning noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarlidir. Berilgan 

vektorlar uchun bu determinant  

01

111

110

011

  

bo‘lganligi sababli, ular chiziqli erklidir. Endi bu elementlarga 

Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo‘llaymiz. )0,1,1(11  f  

deb olsak, 2011 222
1   bo‘ladi. 2  elementni 

12122  af   ko‘rinishda olib, 21a  koeffitsiyentni 0),( 12   

shartni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz: 

),(),(),(0 11211212  af  , yoki 
2

1),(
2

1

12
21 



f
a . 

U holda  

,
2

3
1)

2

1
()

2

1
(||||),1,

2

1
,

2

1
()0,1,1(

2

1
)1,1,0( 2222

22     

2

3
2   

bo‘ladi. 3  vektorni quyidagicha izlaymiz: 

23213133  aaf  .                          (3.7) 

Bunda 3231, aa  koeffitsiyentlarni shunday tanlaymizki,  13 ,  

  0, 23    bo‘lsin. Buning uchun (3.7) ni avval 1  ga, keyin esa 2  

ga skalyar ko‘paytirib, 3231, aa  koeffitsiyentlarni topamiz: 

,1
2

101111),(
2

1

13
31 






f
a    

3

2

2/3

1),(
2

2

23
32 



f
a . 

Demak,  

),
3

1
,

3

1
,

3

1
()1,

2

1
,

2

1
(

3

2
)0,1,1()1,1,1(3   

3

1
3  . 

Hosil bo‘lgan 321 ,,   vektorlar ortogonaldir. Ulardan ortonormal 

sistemani hosil qilamiz: 
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.)
3

1
,

3

1
,

3

1
(,

3

2
,

6

1
,

6

1
,)0,

2

1
,

2

1
(

3

3
3

2

2
2

1

1
1 

























 

Bessel tengsizligi. Yopiq ortogonal sistema 

Bizga n  - o‘lchamli E  Yevklid fazosi va uning neee ...,,, 21  

ortonormal bazisi berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy Ex  

elementni 





n

k
kkecx

1
      

  

yoyilma ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda 

 ,, kk exc   nk ....,,2,1 . 

Bu yoyilmani cheksiz o‘lchamli Yevklid fazolari uchun qanday 

umumlashtirish mumkinligini ko‘rib chiqamiz. Bizga E  Yevklid 

fazosining 

...,...,,, 21 n     (3.8) 

ortonormal sistemasi va Ef   ixtiyoriy elementi berilgan bo‘lsin. f  

elementga 

  ,.......,,2,1,, nkfc kk      (3.9) 

sonlar ketma-ketligini mos qo‘yamiz va kc  sonlarni f  elementning 

koordinatalari yoki }{ n  sistemadagi Fur'ye koeffitsiyentlari deb 

ataymiz. 




1k
kkc                                         (3.10) 

formal qatorni esa f  elementning }{ n  ortonormal sistema bo‘yicha 

Fur'ye qatori deb ataymiz. 

Quyidagicha savol tug‘iladi. (3.10) qator yaqinlashuvchimi? 

Ya'ni qatorning qismiy yig‘indilar ketma-ketligi  





n

k
nkk fc

1
  

biror elementga yaqinlashadimi? Agar }{ nf  ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (3.10) qatorning yig‘indisi f  ga teng 

bo‘ladimi? 
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Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani qaraymiz. 

Berilgan n  natural son uchun },...2,1{, nkk   koeffitsiyentlarni 

shunday tanlash kerakki, f  va 





n

k
kknS

1
               (3.11) 

yig‘indi orasidagi nSf   masofa minimal bo‘lsin. Bu masofa 

kvadratini hisoblaymiz. (3.8) ortonormal sistema bo‘lgani uchun 

  
















  











ffffffSf
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kkn ,,,,

1111

2


 

    







 














n

k
kk

n

k
k

n

k
kk

n

j
jj

n

k
kk cffff

1

2

1

2

111
2,2,, 

  .
1

2

1

22

1

2

1

2

1

2
















n

k
k

n

k
kk

n

k
k

n

k
k

n

k
k ccfcc   

Bu ifoda 

},...,2,1{, nkckk                                   (3.12) 

bo‘lgan holda minimumga erishadi. Bu holda 

.
1

222




n

k
kn cfSf                                  (3.13) 

Biz isbotladikki, (3.11) ko‘rinishdagi yig‘indilar ichida f  elementdan 

Fur'ye qatorining  





n

k
kkn cf

1
  

qismiy yig‘indisi eng kam chetlanar ekan. 

Bu tasdiqning geometrik ma'nosi shundan iboratki, 





n

k
kkf

1
  

vektor n ...,,, 21  vektorlarning barcha chiziqli 

kombinatsiyalariga ortogonal, ya'ni nSf   element 

n ...,,, 21  vektorlardan hosil bo‘lgan qism fazoga ortogonal 

bo‘lishi uchun (3.12) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

0
2
 nSf  bo‘lgani uchun (13) tenglikka ko‘ra  

2

1

2 fc
n

k
k 


. 
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Bu tengsizlik ixtiyoriy Nn  uchun o‘rinli, shunday ekan,  




1

2

k
kc  

qator yaqinlashuvchi va  
2

1

2 fc
k

k 



.                                                   (3.14) 

So‘nggi (3.14) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi. 

3.7-ta'rif. Agar ixtiyoriy Ef   uchun 

2

1

2 fc
k

k 



,   kk fc ,                                     (3.15) 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, }{ n  ortonormal sistema yopiq sistema 

deyiladi. (3.15) tenglik Parseval tengligi deyiladi. 

(3.13) tenglikdan kelib chiqadiki, }{ n  ortonormal sistemaning 

yopiq bo‘lishi uchun, har bir Ef   da  




1k
kkc   

Fur'ye qatorining qismiy yig‘indilar ketma-ketligi f  elementga 

yaqinlashishi kerak. 

3.2-teorema. Separabel Yevklid fazosida har qanday to‘la 

ortonormal sistema yopiq va aksincha. 

Isbot. E  dan olingan ixtiyoriy }{ n  to‘la ortonormal sistemani 

qaraymiz. Istalgan Ef   uchun   nkfc kk ....,,2,1,,    

Fur'ye koeffitsiyentlarini olamiz. }{ n  sistema to‘la bo‘lgani uchun 

ixtiyoriy 0  songa ko‘ra shunday 


N

k
kk

1
  chekli yig‘indi mavjud 

bo‘lib, 

  


2

1

N

k
kkf  

tengsizlik bajariladi. U holda Nn   bo‘lganda  

  











2

1

2

11

22

1

22

k

N

k
kk

N

k
k

N

k
k

n

k
k fcfcfcf . 

Olingan bu munosabatlardan  







1

22

k
kcf  
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Parseval tengligi kelib chiqadi, ya'ni }{ n  sistema yopiq ekan.  

Endi }{ n  - E  dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema 

bo‘lsin. Ef   vektor qanday bo‘lmasin, uning Fur'ye qatori 




1k
kkc   ning qismiy yig‘indilar ketma-ketligi f  elementga 

yaqinlashadi, chunki 

0limlim
1

22
2

1






  





n

k
k

n

n

k
kk

n
cfcf  . 

Shuning uchun }{ n  - sistemaning barcha chekli kombinatsiyalari 

to‘plami E  ning hamma yerida zich bo‘ladi. Ya'ni }{ n  to‘la 

ortonormal sistema bo‘ladi.  

 

To‘la Yevklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi 

Bizni asosan to‘la Yevklid fazolari qiziqtiradi. 

3.8-ta'rif. E  Yevklid fazosi  xxx ,  normaga nisbatan 

to‘la bo‘lsa, u to‘la Yevklid fazosi deyiladi. 

3.6-misol. ],[2 baC  to‘la bo‘lmagan separabel Yevklid fazosi 

bo‘ladi. 

3.7-misol. 2l  va ],[2 baL  to‘la separabel Yevklid fazolariga 

misol bo‘ladi. 

3.3-teorema. (Riss-Fisher). }{ n  - E  to‘la Yevklid fazosidagi 

ixtiyoriy ortonormal sistema va ,......,,, 21 nccc  sonlar shunday 

bo‘lsinki, 




1

2

n
nc       (3.16) 

qator yaqinlashsin. U holda shunday Ef   element mavjudki,  

  ,.......,,2,1,, nkfc kk       va      2

1

2 , fffc
n

n 



 

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. E  to‘la Yevklid fazosida }{ nf  ketma-ketlikni 

quyidagicha aniqlaymiz: 
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



n

k
kkn cf

1
 . 

(3.16) qator yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy 0  son 

uchun shunday 0)( n  mavjudki, barcha )(nn   va Np  

larda 

2

1

22

11

2
...   






pn

nk
kpnpnnnnpn cccff  

tengsizlik o‘rinli, ya'ni }{ nf  - fundamental ketma-ketlik. E  ning 

to‘laligiga ko‘ra }{ nf  ketma-ketlik qandaydir Ef   elementga 

yaqinlashadi. Istalgan Ni  uchun 

     ,,,, inini ffff                           (3.17) 

tenglik o‘rinli. (3.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi 

in   da ic  ga teng, ikkinchi qo‘shiluvchi esa n  da nolga 

intiladi, chunki 

  .,0,  nffffff ninin   

(3.17) tenglikning chap tomoni n  ga bog‘liq emas, shuning uchun 
n   da limitga o‘tsak, 

  ii cf , . 

f  ning aniqlanishiga ko‘ra,  

  .,0,,
1

2

11

2






  










ncffcfcfff
k

k

n

k
kk

n

k
kkn   

Shuning uchun 




1

2

n
nc = ff , .  ∆ 

Ortogonal sistemaning to‘laligi haqida quyidagi teoremani 

isbotlaymiz. 

3.4-teorema. To‘la separabel Yevklid fazosidagi }{ n  

ortonormal sistema to‘la bo‘lishi uchun, E  da }{ n  sistemaning 

barcha elementlariga ortogonal bo‘lgan nolmas elementning mavjud 

bo‘lmasligi yetarli va zarurdir. 

Isbot. Faraz qilaylik, }{ n  - to‘la sistema bo‘lsin, u holda 3.2-

teoremaga ko‘ra, u yopiq ham bo‘ladi. Agar f  element }{ n  
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sistemaning barcha elementlariga ortogonal bo‘lsa, u holda uning 

barcha Fur'ye koeffitsiyentlari nolga teng, ya'ni 0nc  bo‘ladi. U holda 

Parseval tengligiga ko‘ra, 







1

2),(
k

kcff , 

ya'ni f . 

Teskarisi, }{ n  to‘la bo‘lmagan sistema bo‘lsin, ya'ni E  da 

shunday g  element mavjud bo‘lib, 







1

2),(
k

kcgg , bu yerda  kk gc ,   

tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday Ef   

element mavjudki, 

    





1

2,,,
k

kkk cffcf   

tengliklar o‘rinli. Bu holda gf   element barcha k  larga ortogonal 

bo‘ladi. 

   ggcff
k

k ,,
1

2 




 

tengsizlikdan  gf  ekanligi kelib chiqadi. ∆ 

 3.8-misol. ],[2 L  separabel Yevklid fazosida 

  



 1

21 }cos{ nn tnt    

ortonormal sistema to‘la bo‘lmasligini ko’rsatamiz. 

}{ n  larning barchasiga ortogonal bo‘lgan   10 tf  nolmas 

element mavjud. Shuning uchun, 3.4-teoremaga ko‘ra }{ n  sistema 

to‘la emas.  

 

Yevklid fazolarining xarakteristik xossalari 

Quyidagicha savolni qaraymiz. R  - normalangan fazo bo‘lsin. R  

da aniqlangan norma qanday qo‘shimcha shartlarni qanoatlantirsa, R - 

Yevklid fazosi ham bo‘ladi? Boshqacha aytganda, qanday shartlarda 

norma orqali unga mos skalyar ko‘paytma kiritish mumkin? 

3.5-teorema. R  normalangan fazo Yevklid fazosi bo‘lishi uchun, 

ixtiyoriy ikkita Rgf ,  elementlar uchun  
2222

22 gfgfgf                           (3.18) 

tenglik bajarilishi zarur va yetarli. 
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Isbot. Zaruriyligi. gf   va gf   tomonlari f  va g  

vektorlardan iborat parallelogramm diagonallaridir. (3.18) tenglik 

Yevklid fazosidagi parallelogramning ma’lum xossasini ifodalaydi, 

ya’ni parallelogramm diagonallari kvadratlarining yig‘indisi barcha 

tomonlar kvadratlarining yig‘indisiga teng. 

   

    .22,2,2

,,

22

22

gfggff

gfgfgfgfgfgf





 

Yetarliligi. R  normalangan fazoda norma ayniyatidan 

foydalanib, R  da skalyar ko‘paytma kiritish mumkinligini ko‘rsatish 

kifoya. Ixtiyoriy Rgf ,  elementlar uchun 

   22

4

1
, gfgfgf                           (3.19) 

deymiz. Ko‘rsatish mumkinki, agar (3.18) tenglik bajarilsa, (3.19) 

tenglik yordamida aniqlangan funksional skalyar ko‘paytma 

shartlarini qanoatlantiradi va bu skalyar ko‘paytma R  fazo normasiga 

mos keladi. ∆ 

 3.9-misol. 
n

pR  - n - o‘lchamli vektor fazoni qaraymiz va unda 

normani quyidagicha kiritamiz: 

pn

k

p

kp
xx

1

1









 



 

1p  da norma aksiomalari bajariladi, lekin 
n

pR  normalangan fazo 

Yevklid fazosi bo‘lishi uchun p  faqat 2 ga teng bo‘lishi kerak. 

Haqiqatan ham, 
n

pR  da ikkita 

)0,,0,1,1(),0,,0,1,1(   gf   

vektorlarni qaraymiz. U holda 

   0,,0,2,0,0,,0,0,2   gfgf . 

Endi (3.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz: 

  p

ppp

pp

p
gfgfgf 11

2,2,22   

.22,222222 22222 ppp   

So‘nggi tenglik faqatgina 2p  da o‘rinli. 

 3.10-misol. ]2,0[ C  fazoni qaraymiz. Normani quyidagicha 

kiritamiz: 
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 tff
t 20

max


 .                                          (3.20) 

ttgttf sin)(,cos)(   elementlarni olamiz. U holda ,1 gf  

2
2

2

2

2
sincosmax

20



ttgf

t 
, 

1sincosmax
20




ttgf
t 

. 

Endi (3.18) tenglikning bajarilishini tekshiramiz: 

2+1=2(1+1),   43    

Demak, (3.20) tenglik bilan aniqlanuvchi normani biror bir skalyar 

ko‘paytma yordamida berish mumkin emas.  

 3.11-misol. 2  Yevklid fazosida ,...)0,...,0,1(1 e , ,...)0,...,0,1,0(2 e , 

…, ,...)0,1,0,...,0(ne , … ortonormal bazisning to`la ekanligini 

ko`rsating.  

 Yechish: 221 ,...),...,,( lxxxx n   xohlagan element va  

,...)0,0,,...,,( 21

)(

n

n xxxx   

bo`lsin. U holda )(nx  element neee ,...,, 21  vektorlarning chiziqli qobig`iga 

tegishli va n  da 0 nxx , ya`ni  nex . Demak,   2len  . 

 3.12-misol. Skalyar ko`paytmaning to`rtinchi aksiomasini 

quyidagi aksioma bilan almashtirish mumkin ekanligini isbotlang. 

,0),( xx  00),(  xxx . 

 Yechish: 0x  bo`lsin. U holda xohlagan   soni uchun 

)0,0()0,0()0,0(    tengligini yoza olamiz. Natijada, 0)0,0(   ekanligi 

kelib chiqadi.  

 3.13-misol. Yevklid fazosida x  va y  elementlarning ortogonal 

bo`lishi uchun 
222

yxyx   tengligining zarur va yetarli ekanligini 

isbotlang.  

 Yechish: Zaruriyligi. yx   bo`lsin. U holda,  
222

),(),(2),(),( yxyyyxxxyxyxyx  . 

 Yetarliligi. 
222

yxyx   tenglik o`rinli bo`lsa, 0),( yx  tengligi 

kelib chiqadi, ya`ni yx  .  

 3.14-misol. 2  fazoda ,...),( 21 xxx   va ,...),( 21 yyy   elementlarning 

skalyar ko`paytmasi 





1

),(
n

nn yxyx  ko`rinishida, norma ),( xxx   

ko`rinishida kiritiladi. 2  ning to`la ekanligini isbotlang.  



46 

 

 Yechish: 2  fazoda metrika 





1

2)(),(
n

nn yxyxyx  formula 

bilan aniqlanadi. Demak, 2  ning to`la ekanligi kelib chiqadi.  

 3.15-misol. Skalyar ko`paytma kiritilgan fazoning xohlagan 

zyx ,,  elementlari uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvchi  
2

222

2
2

2

1 yx
zyxyzxz


  

tengligini isbotlang.  

 Yechish: Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz: 

 ),(),(),(),(),(),(
22

xxxzzxzzyzyzxzxzyzxz  

),(),()),(),(),((2),(),(),(),( yyxxyzzxzzyyyzzyzz  . 










 )
2

,
2

(2),(
2

1

2
2

2

1
2

2 yx
z

yx
zyxyx

yx
zyx  

 ),(
2

1
),(),(),(2)),(),(),(),((

2

1
yxyxyxzzyxzzyyyxxyxx  

),(),()),(,(),((2 yyxxyzzxzz  . 

Demak, berilgan tenglik o`rinli.  

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

 Quyidagi formulalar yordamida berilgan p  funksional, 

ko‘rsatilgan haqiqiy chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma shartlarini 

qanoatlantiradimi? 

3.1. ,2E      





1

,,
k

kkk yxyxp     10  n . 

3.2.   ],;[1 baCE               
b

a

b

a

dttytxdttytxyxp , . 

3.3. ,2RE         2

2

2

1

2

2

2

1, yyxxyxp  . 

3.4. ],;[ baCE          
b

a

t dttytxeyxp .,  

3.5. ,3RE     332211),( yxyxyxyxp  . 

3.6. ,2RE     2211),( yxyxyxp  . 

3.7. ,2RE     221211 2),( yxyxyxyxp  . 

3.8. ,2E    





1

),(
k

kk

k

yx
yxp . 

3.9. ,3RE     332211),( yxyxyxyxp  . 
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3.10.  ,,baCE     
b

a

dttytxyxp )()(),( 44 . 

 Ko‘rsatilgan fazolarda berilgan vektorlarning chiziqli erkliligini 

tekshiring, Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, 

ortonormal sistema hosil qiling. 

3.11.       .1,,1],1;1[ 2

3212  ttxttxtxLE  

3.12.      .,...0,0,1,1,1,,...0,0,1,1,,....0,0,1,2  zyxE   

3.13.       6

3

3

212 ,,1],1;1[ ttxttxtxCE  . 

3.14.   ).1,0,2(),1,1,0(,0,0,1,3  zyxRE  

3.15. 
















  ,

2

1
,,

2

1
,

2

1
,0,1,,

2

1
,,

2

1
,

2

1
,1,0,

222 nn
yxE . 

3.16.   .,sin)(,cos)(,1)(;,02 ttzttytxLE    

3.17. ).1,1,1(,)1,1,0(,)1,0,0(;3  zyxRE  

3.18. ).1,1,0(),1,0,2(),0,1,1(,3  zyxRE . 

3.19.   .,....
2

1
,....,

2

1
,

2

1
,1,,....0,0,1,1,

22 









n
yxE   

3.20.   2

2 )(,)(,1)(;1,1 ttzttytxCE  . 

3.21. E  Yevklid fazosida ixtiyoriy zyx ,,  elementlar uchun Apolloniy 

ayniyatini  

2222 ||
2

||2||||
2

1
||||||||

yx
zyxyzxz


  

isbotlang.  

3.22. E  Yevklid fazosida ixtiyoriy tzyx ,,,  elementlar uchun Ptolemey 

tengsizligi  
|||||||||||||||||||||||| txzytzyxtyzx   

ni isbotlang.  

3.23. E  Yevklid fazosida x  va y  elementlar ortogonal bo‘lishi uchun 
222 |||||||||||| yxyx   tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.  

3.24. E  haqiqiy normalangan fazo va ixtiyoriy yx,  elementlar uchun 

parallelogram ayniyati }||||||{||2|||||||| 2222 yxyxyx   bajarilsin. U 

holda  

}||||||{||
2

1
),(,: 22 yxyxyxpREEp   

funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantirishini ko‘rsating. 
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3.25. ]1,1[2 C  fazoda 1)( xf  va xxg )(  vektorlar orasidagi 

burchakni toping. 

 

Mavzu yuzasidan test savollari 

1. Quyidagi formulalar yordamida berilgan funksionallardan qaysi biri 

ko‘rsatilgan fazoda skalyar ko‘paytma aniqlaydi? 

A)   2

1

2 ,,, 




yxyxyx
k

kk     B)   2

1221 ,,, Ryxyxyxyx   

C)   n
n

k

kk Cyxyxyx 


,,,
1

    D)     

b

a

baCyxdttytxyx ],[,,)(,   

2. Qanday fazo Yevklid fazosi deyiladi? 

A) Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo. 

B) Har qanday normalangan fazo. 

C) To‘la normalangan fazo. 

D) Istalgan metrik fazo. 

3. Yevklid fazolari keltirilgan javobni toping. 

A) 2],,[, baCRn   B)   22 ,b,aC,Rn    C) 12 ],,[, baCC n    D) p

n baCC ],,[, 2  

4. ],[2 baC  haqiqiy Yevklid fazosidagi skalyar ko‘paytmani ko‘rsating. 

A)    
b

a

it dtetytxyx )(,     B)  
b

a

dttytx )(   

C)    
b

a

dtty)t(xy,x      D)          bybxayaxyx , . 

5. Haqiqiy Yevklid fazosida nolga teng bo‘lmagan x  va y  vektorlar 

orasidagi burchak qanday formula bilan aniqlanadi? 

A)  
yx

yx




,
cos      B) 

   
yx

yyxx






,,
cos . 

C) 
yx

yx
tg




     D) 

yx

yx




cos . 

6. Yevklid fazosida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini toping. 

A)   yxy,x             B) yxyx   

C) 
222

yxyx      D)  yxyxyx  2  

7. E  normalangan fazo Yevklid fazosi bo‘lishi uchun quyidagi 

shartlardan qaysi birining bajarilishi zarur va yetarli? 

A) yxyx      B)  2222
2 yxyxyx   

C) xx              D)  yxyxyx  2  
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8. To‘la bo‘lmagan separabel Yevklid fazosini toping. 

A) nR     B) ],[2 baC     C) nC     D) 2  

9. R  Yevklid fazosidagi }{ nx  sistema uchun quyidagi shartlarning 

qaysi biri bajarilganda u R  da ortonormal bazis deyiladi? 

A) Agar  









mnagar

mnagar
xx mn

,0

,1
,  bo‘lsa. 

B) Agar }{ nx  ortonormal sistema bo‘lib, u R  da to‘la bo‘lsa. 

C) Agar }{ nx  sistemani saqlovchi minimal yopiq qism fazo R  ning 

xos qismi bo‘lsa. 

D) }{ nx  sistema chiziqli bog‘lanmagan bo‘lib, 1nx  bo‘lsa. 

10. Noto‘g‘ri tasdiqni toping. 

A) Har qanday Yevklid fazosida sanoqli ortonormal bazis mavjud. 

B) Yevklid fazosida yig‘indi va songa ko‘paytirish amallari 

uzluksizdir. 

C) Yevklid fazosida skalyar ko‘paytma amali uzluksizdir.  

D) Har qanday separabel Yevklid fazosida sanoqli ortonormal bazis 

mavjud. 

11. R  to‘la haqiqiy Yevklid fazosi, 
1}{ nn  undagi ortonormal sistema 

va Rf  ,  kk fc ,  bo‘lsin. Quyidagi shartlarning qaysi biri 

bajarilganda berilgan sistema yopiq deyiladi? 

A) 


1

2

k

kc 2
f , Rf      B) 



1

2

k

kc
2

f ,  Rf   

C) 


1

2

k

kc 2
f , Rf      D) 










1

22

2

1 k

k

k

kk cfcf   

12. Quyidagi tasdiqlarning qaysi biri to‘g‘ri? 

A) Separabel Yevklid fazosida har qanday to‘la ortonormal sistema 

yopiq va aksincha.  

B) Separabel Yevklid fazosida har qanday ortonormal sistema to‘ladir.  

C) Separabel Yevklid fazosida har qanday ortonormal sistema 

yopiqdir. 

D) To‘la Yevklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir. 

13. Quyidagilar ichidan Riss-Fisher teoremasining tasdig‘ini toping. 

To‘la Yevklid fazosida 
1}{ nn  ixtiyoriy ortonormal sistema va 



50 

 




1

2

k
kc  shartni qanoatlantiruvchi 

1nnc }{  sonli ketma-ketlik berilgan 

bo‘lsin. U holda 

A) shunday Rf   mavjud bo‘lib  kk fc ,  va  
2

1

2 fc
k

k 




 bo‘ladi. 

B) har qanday Rf   uchun  kk fc ,  va 
2

1

2 fc
k

k 




 bo‘ladi.  

C) shunday Rf   mavjud bo‘lib  kk fc ,  va 
2

1

2 fc
k

k 




 bo‘ladi. 

D) barcha Rf   lar uchun  kk fc ,  va 





1k

kkcf   bo‘ladi. 

14. R  to‘la separabel Yevklid fazosida berilgan }{ n  ortonormal 

sistema to‘la bo‘lishi uchun … zarur va yetarli. 

A) R  da noldan farqli va barcha n  larga ortogonal elementning 

mavjud emasligi. 

B) biror Rf   uchun,  
2

1

, ff
k

k 




  tenglikning o‘rinli bo‘lishi. 

C) har qanday Rf   element uchun   2

1

, ff
k

k 




  o‘rinli bo‘lishi. 

D) R  da noldan farqli va barcha n  larga ortogonal elementning 

mavjud bo‘lishi. 

15. Quyidagilar ichidan skalyar ko‘paytma shartlarini ajrating. 

 1) ),,(),(),( yzyxyzx     2) )()( y,xy,x      3) ),( zx ),(),( zyyx    

 4) )()( x,yy,x      5) 0 xx,xx,x 0)( 0,)(   

A) 1, 3, 4, 5    B) 1, 2, 4, 5    C) 1, 3, 5    D) 2, 3, 4, 5 

16. Qaysi javobda Yevklid fazosidagi norma to‘g‘ri keltirilgan. 

A)   21
, xxx     B)  yxyx ,    C)  xxx ,    D)  yxyx ,  

17. Quyidagilardan qaysilari ],[ baC  kompleks chiziqli fazoda 

skalyar ko‘paytma aniqlaydi?  

1)    
b

a

dttytxyx )(,    2)    
b

a

tdtetytxyx )(,    3)    
b

a

dttytxyx )(,   

A) 1, 3    B) 2, 3    C) 1, 2    D) 1, 2, 3 

18. Yevklid fazosida noldan farqli x  va y  elementlar qanday shartda 

ortogonal elementlar deyiladi?  

A)   0, yx    B)     1,,  yyxx    C) 0 yx    D)      yyxxyx ,,,   
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19. Yevklid fazosida noldan farqli }{ x  elementlar sistemasi uchun 

............... bo‘lsa, u ortogonal sistema deyiladi? 

A) ixtiyoriy    da   0,  xx     B) }{ x  chiziqli bog‘lanmagan 

C) ixtiyoriy   da   1 x,x          D) }{ x  chiziqli bog‘langan 

20. 
2  -kompleks fazoda skalyar ko’paytmani aniqlang.  

A) ( , ) k kx y x y      B) ( , ) ( )k kx y x y   

C) ( , )x y  ( )k kx y     D) ( , )x y  | |k kx y  
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4-§. GIL’BERT FAZOLARI 

 

To‘la Yevklid fazolarini qarashda davom etamiz. Bizni faqat 

cheksiz o‘lchamli Yevklid fazolari qiziqtiradi, chunki chekli o‘lchamli 

Yevklid fazolari nR  fazoga izomorfdir. 

4.1-ta'rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la Yevklid fazosi Gil’bert fazosi 

deyiladi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli ,,, gf  elementlarning H  

to‘plami Gil’bert fazosi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartni 

qanoatlantiradi: 

1) H  - Yevklid fazosi, ya'ni skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli 

fazo; 

2)    yxyxyx  ,,  metrika ma'nosida H  - to‘la fazo; 

3) H  fazo - cheksiz o‘lchamli, ya'ni unda cheksiz elementli chiziqli 

erkli sistema mavjud. 

Odatda separabel Gil’bert fazolari qaraladi, ya'ni H  ning hamma 

yerida zich bo‘lgan sanoqli to‘plam mavjud. 

Bundan keyin biz faqat separabel Gil’bert fazolarini qaraymiz. 

4.1-misol. ],[2 baC  Yevklid fazosi to‘la emas, shuning uchun 

],[2 baC  Gil’bert fazosi bo‘la olmaydi. 

4.2-misol. 2  va ],[2 baL  lar cheksiz o‘lchamli to‘la separabel 

Yevklid fazolaridir. Shuning uchun ular Gil’bert fazolari bo‘ladi. 

4.2-ta'rif. Agar R  va *R  Yevklid fazolari o‘rtasida o‘zaro bir 

qiymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lib, 
*R*y*,x,Ry,x*,yy*,xx   

ekanligidan 
   **,,**,* yxyxvaxxyxyx    

munosabatlar kelib chiqsa, R  va *R  lar izomorf fazolar deyiladi. 

Boshqacha aytganda, Yevklid fazolarining izomorfligi shundan 

iboratki, bu fazolar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud bo‘lib, 

bu moslik shu fazolardagi chiziqli amallarni va ulardagi skalyar 

ko‘paytmani saqlaydi. 

Ma'lumki, n  - o‘lchamli ixtiyoriy ikkita Yevklid fazosi o‘zaro 

izomorfdir. Cheksiz o‘lchamli Yevklid fazolari o‘zaro izomorf 

bo‘lishi shart emas. Masalan 2  va ],[2 baC  fazolar izomorf emas, 

chunki 2  to‘la, ],[2 baC  esa to‘la emas.  
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Quyidagi teorema o‘rinli. 

4.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Gil’bert fazosi o‘zaro 

izomorfdir. 

Isbot. Ixtiyoriy H  Gil’bert fazosini 2  fazoga izomorfligini 

ko‘rsatamiz. Agar shuni ko‘rsatsak, teorema isbot bo‘lgan bo‘ladi. H  

Gil’bert fazosidan ixtiyoriy }{ n  to‘la ortonormal sistemani olamiz va 

Hf   elementga uning Fur’ye koeffitsiyentlari bo‘lgan 

...,...,,, 21 nccc  ketma-ketlikni mos qo‘yamiz. Bessel tengsizligiga 

ko‘ra, 




1

2

n
nc . 

Shuning uchun   ,c,,c,cc n21  ketma-ketlik 2  fazoning 

elementi bo‘ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko‘ra, 2  

fazoning ixtiyoriy   ,c,,c,cc n21  elementiga (ketma-ketligiga) 

H  fazoning yagona f  elementi mos keladi va uning Fur’ye 

koeffitsiyentlari bo‘lib, ...,...,,, 21 nccc  sonlar xizmat qiladi. 

O‘rnatilgan bu moslik o‘zaro bir qiymatlidir. Agar 

),,,,( 21  ncccf      va    ),,,,( 21  ndddg   

bo‘lsa, u holda 

),,,,( 2211  nn dcdcdcgf    

va 
),,,,( 21  ncccf     

Va nihoyat, Parseval tengligidan 

   dcdcgf
n

nn ,,
1






 

ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham, 

  





1

2,
n

ncff ,        





1

2,
n

ndgg         (4.1) 

va 

          

















1

2

11

2

1

2
22

n
n

n
nn

n
n

n
nn ddccdcg,gg,ff,fgf,gf . 

Bu yerdan va (4.1) dan 

   dcdcgf
n

nn ,,
1






. 
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Shunday qilib, biz o‘rnatgan moslik izomorfizm ekan, ya'ni bu moslik 

chiziqli amallarni va skalyar ko‘paytmani saqlaydi. ∆ 

Isbotlangan teoremadan shu narsa kelib chiqadiki, izomorfizm 

aniqligida faqat 2  Gil’bert fazosi mavjud ekan. Boshqacha aytganda, 

2  fazo H  Gil’bert fazosining "koordinat ko‘rinishi" desak bo‘ladi. 

H  Gil’bert fazosining qism fazosi deganda yopiq qism fazoni 

tushunamiz. Gil’bert fazosining qism fazolariga misollar keltiramiz. 

4.3-misol. Hh  - ixtiyoriy element bo‘lsin. h  ga ortogonal 

bo‘lgan barcha Hf   elementlar to‘plami qism fazo tashkil qiladi. 

4.4-misol. 2  fazoda 21 xx   shartni qanoatlantiruvchi 

elementlari to‘plami qism fazo tashkil qiladi. 

4.5-misol. 2  fazoning   ,...,x,...,,x,,x,,xx:xM n 0000 125312    

to‘plami uning qism fazosi bo‘ladi. 

Gil’bert fazosining har qanday qism fazosi yo chekli o‘lchamli 

Yevklid fazosi bo‘ladi, yo uning o‘zi Gil’bert fazosini tashkil qiladi. 

4.6-misol. ]1,1[2 L  Gil’bert fazosida toq funksiyalardan iborat 

 f(t)f(-t) :]1,1[f]1,1[ 22  LL  to‘plam qism fazo tashkil qiladi. 

4.7-misol. ]1,1[2 L  Gil’bert fazosida quyidagi to‘plam 

]}0,1[,0)(:]1,1[{]1,1[ 20  ttfLfL  qism fazo tashkil qiladi. 

Agar H  Gil’bert fazosi separabel bo‘lsa, uning ixtiyoriy qismi 

ham separabel bo‘ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chiqadi. 

4.1-lemma. R  separabel Yevklid fazosining har qanday R  qismi 

yana separabeldir. 

Gil’bert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki, 

ixtiyoriy normalangan fazoning qism fazolari bu xossalarga ega emas. 

Bu xossalar Gil’bert fazosida kiritilgan skalyar ko‘paytma va unga 

mos ortogonallik tushunchasiga asoslangan. 
H  separabel Gil’bert fazosining M  qism fazosi berilgan bo‘lsin. 

Bu qism fazoning hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli sistema olamiz 

va unga ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, quyidagi teoremaga ega 

bo‘lamiz. 

4.2-teorema. H  separabel Gil’bert fazosining ixtiyoriy M  qism 

fazosida shunday }{ n  ortonormal sistema mavjudki, uning chiziqli 

qobig‘ining yopig‘i M  ga teng. 
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Bizga H  Gil’bert fazosining M  - qism fazosi berilgan bo‘lsin. 

Barcha Mf   elementlarga ortogonal bo‘lgan Hg  elementlar 

to‘plamini MHM   orqali belgilaymiz, ya'ni 

  },0,:{ MfgfHgM  . 
M  ham H  ning qism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to‘plamning 

qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan yopiqligini 

ko‘rsatamiz. Agar Mg,g 21  bo‘lsa, u holda 

  0),(),(, 22112211  fgfgfgg  . 

Endi M  to‘plamning yopiqligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, 
Mgn  elementlar ketma-ketligi Hg  elementga yaqinlashsin. U 

holda skalyar ko‘paytmaning uzluksizligiga ko‘ra, istalgan Mf   

uchun  
      0,lim,lim, 


fgfgfg n

n
n

n
. 

Demak, Mg , ya'ni M  yopiq qism fazo bo‘lar ekan. M  qism 

fazo M  qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi. 

4.3-teorema. Agar M  - H  Gil’bert fazosining yopiq qism fazosi 

bo‘lsa, u holda ixtiyoriy Hf   element yagona usul bilan hhf   

yig‘indiga yoyiladi, bu yerda 
 MhMh , . 

Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. 

Buning uchun M  da }{ n  to‘la ortonormal sistema olamiz va 

 nn

n

nn fcch  ,,
1






 

deymiz. Bessel tengsizligiga ko‘ra, 




1

2

n
nc  

qator yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun .Mh  Endi hfh   deb 

olamiz. Ko‘rinib turibdiki, ixtiyoriy Nn  uchun 
      0,,,'  nnnnn cchfh  . 

Ixtiyoriy M  element uchun  







1n

nna   va     0,','
1




n

nn hah  , 

ya'ni 
 Mh . 
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Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, 

boshqa bir 






 MhMhhhf 1111 ,,  yoyilma mavjud bo‘lsin. U 

holda ixtiyoriy Nn  uchun 

    nnn cfh   ,,1 . 

Bu yerdan kelib chiqadiki hhhh 


 11 , . ∆ 

4.1-natija. HM   qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisining 

ortogonal to‘ldiruvchisi M  ning o‘ziga teng, ya'ni   MM 
 . 

Shunday qilib, H  fazoning o‘zaro to‘ldiruvchi qism fazolari 

haqida gapirish mumkin. Agar M  va M  ikkita shunday bir-birini 

to‘ldiruvchi qism fazolar va }{},{ nn    - mos ravishda M  va M  dagi 

to‘la ortonormal sistema bo‘lsa, u holda }{ n  va }{ n  sistemalarning 

birlashmasi butun H  fazoda to‘la ortonormal sistema bo‘ladi. 

4.2-natija. H  fazodagi har qanday ortonormal sistemani to‘la 

sistemagacha to‘ldirish mumkin. 

Agar }{ n  sistema chekli bo‘lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi 

elementlar soni }{ n  sistemadan hosil qilingan M  qism fazoning 

o‘lchamiga va M  qism fazoning koo‘lchamiga teng. Shunday qilib, 

quyidagiga egamiz. 

4.3-natija. Chekli n  - o‘lchamli qism fazoning ortogonal 

to‘ldiruvchisi n  - koo‘lchamga ega va aksincha. 

4.3-ta'rif. Agar H  Gil’bert fazosining ixtiyoriy Hf   elementi 
 MhMhhhf ',,'  

ko‘rinishda tasvirlansa, u holda H  fazo o‘zaro ortogonal M  va M  

qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi va  
 MMH  

ko‘rinishda yoziladi. 

To‘g‘ri yig‘indini chekli yoki sanoqli sondagi qism fazolar 

uchun ham umumlashtirish mumkin, ya'ni H  o‘zining 

 ,,,, 21 nMMM  qism fazolarining to‘g‘ri yig‘indisiga yoyilgan 

deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:  

a) iM  qism fazolar juft-jufti bilan o‘zaro ortogonal, ya'ni iM  dagi 

ixtiyoriy vektor kM  dagi ixtiyoriy vektorga ortogonal, ki  ;  

b) ixtiyoriy Hf   element  
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,2,1,...,...21  nMhhhhf nnn     

 (4.2)  

ko‘rinishda tasvirlanadi, agar qo‘shiluvchilar soni cheksiz bo‘lsa,  




1

2

n
nh  

qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu holda 





1n

nMH  ko‘rinishda 

yoziladi.  

Osongina ko‘rsatish mumkinki, agar f  uchun (4.2) yoyilma 

mavjud bo‘lsa, u yagona va 







1

22

n

nhf . 

Qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisi bilan bir qatorda chekli yoki 

sanoqli sondagi Gil’bert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi haqida ham 

gapirish mumkin. Agar 1H  va 2H  lar ixtiyoriy Gil’bert fazolari bo‘lsa, 

u holda ularning to‘g‘ri yig‘indisi 21 HHH   quyidagicha 

aniqlanadi. H  fazoning elementlari barcha   221121 ,,, HhHhhh   

juftliklardan iborat. 21 HHH   da skalyar ko‘paytma quyidagicha 

kiritiladi: 

         22211122112121 ',,',,',',',',,
21

HhhHhhhhhhhhhh
HH

 . 

Chekli sondagi nHHH ,,, 21   Gil’bert fazolarining to‘g‘ri 

yig‘indisi ham xuddi shunday aniqlanadi. 

Sanoqli sondagi  ,,,, 21 nHHH  Gil’bert fazolarining to‘g‘ri 

yig‘indisi 





1n

nHH  quyidagicha aniqlanadi 

 








 


1

2

21 ,,,...,...,,
n

nnnn hHhhhhhH . 

H  fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi 

        nnnnn

n

nn Hghgggghhhhghgh 




,,,...,...,,,,...,...,,,,, 2121

1

. 

4.8-misol. 4.6-misolda keltirilgan ]1,1[2 
L  (toq funksiyalar 

to‘plami) qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisini toping. 

Yechish. )}()(:]1,1[{]1,1[ 22 tftfLfL   juft funksiyalardan 

iborat to‘plam ][ 112 ,L   fazoning qism fazosi bo’ladi va 

]1,1[]1,1[ 22   LL . Haqiqatan ham,  
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      ]1,1[],1,1[,0, 22

1

1

 





 LfLfdttftfff . 

Bu yerdan   ]1,1[]1,1[ 22   LL  va   ]1,1[]1,1[ 22   LL  munosabatlar 

kelib chiqadi. Bulardan esa   ]1,1[]1,1[ 22   LL  tenglikni olamiz. 

 

Kompleks Yevklid fazolari 

Haqiqiy Yevklid fazolari bilan bir qatorda kompleks Yevklid 

fazolari ham qaraladi (ya'ni skalyar ko‘paytma kiritilgan kompleks 

chiziqli fazo). Lekin haqiqiy Yevklid fazolaridagi skalyar 

ko‘paytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Yevklid fazolari uchun bir 

vaqtda bajarilmaydi. Haqiqiy Yevklid fazolarida skalyar 

ko‘paytmaning 1-4 aksiomalari quyidagicha edi: 

1) ,0),(;,0),(  xxxExxx   

2) ,,),,(),( Eyxxyyx   

3) EyxCyxyx  ,,),,(),(  , 

4) Eyxxyxyxyxx  ,,),,(),(),( 212121 . 

Biz 2) va 3) dan quyidagiga ega bo‘lamiz 

 ,,),(),(),( 2 xxxxxxxx    

bu yerdan i  bo‘lsa, ),(),( xxixix  , ya'ni x  va ix  vektorlarning 

skalyar ko‘paytmasi bir vaqtda musbat bo‘la olmaydi, bu esa 1)-

shartga zid, ya'ni 1), 2) va 3)-shartlar bir vaqtda bajarilishi mumkin 

emas ekan. Demak, kompleks chiziqli fazolarda skalyar 

ko‘paytmaning shartlarini biroz o‘zgartirish kerak. 

Kompleks chiziqli fazoda skalyar ko‘paytmaning shartlarini 

keltiramiz:  

1) ,0),(;,0),(  xxxExxx   

2) ,,,),(),( Eyxxyyx   

3) EyxCyxyx  ,,),,(),(  ,  

4) Eyxxyxyxyxx  ,,),,(),(),( 212121 . 

2) va 3) dan ),(),( yxyx    kelib chiqadi. Haqiqatan ham, 

       yxxyxyxyyx ,,,,),(   . 

4.9-misol. 
nCE   - kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar 

ko‘paytma quyidagicha kiritiladi: 

  



n

k
kk yxyx

1

, . 
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4.10-misol.  








 


1

2

12 :,,...,...,
n

nnn xCxxxx  kompleks 

chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi: 

  





1

,
k

kk yxyx . 

4.11-misol. ],[2 baCE   - ],[ ba  kesmada aniqlangan kompleks 

qiymatli uzluksiz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko‘paytma 

quyidagicha kiritiladi: 

     dttgtfgf

b

a

, .      

  

4.12-misol. ],[2 baLE   - ],[ ba  kesmada aniqlangan kompleks 

qiymatli va kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar 

sinfi. Bu fazoda ham f  va g  elementlarning skalyar ko‘paytma ham  

     dttgtfgf

b

a

,   

tenglik bilan aniqlanadi. 

Kompleks Yevklid fazolarida ham elementning normasi xuddi 

haqiqiy Yevklid fazolari holidagidek 

 fff ,    yoki    xxx ,   

formula bilan aniqlanadi. 

Kompleks Yevklid fazolarida ikki vektor orasidagi burchak 

tushunchasi kiritilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi 

saqlanib qoladi. Ya'ni, agar 0),( yx  bo‘lsa, u holda x  va y  vektorlar 

o‘zaro ortogonal deyiladi. 

4.4-ta'rif. Agar 

 









mn

mn
mn

agar,0

agar,1
,  

bo‘lsa, nolmas En }{  sistema ortogonal normalangan sistema 

deyiladi. 

Xuddi haqiqiy Yevklid fazolaridagi kabi,   Nn,,fc nn    

sonlar Ef   vektorning }{ n  ortonormal sistema (ortogonal 

normalangan sistema) dagi Fur’ye koeffitsiyentlari deyiladi. 
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


1n
nnc   

qator f  vektorning }{ n  sistemadagi Fur’ye qatori deyiladi. Bu yerda 

ham Bessel tengsizligi o‘rinli: 

2

1

2





n

n fc  

Kompleks Yevklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy 

tengsizligi o‘z kuchini saqlaydi: 

  yxy,x  . 

4.5-ta'rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la kompleks Yevklid fazosi 

kompleks Gil’bert fazosi deyiladi. 

Kompleks Gil’bert fazolari uchun ham izomorfizm haqidagi 

teorema o‘rinli. 

4.4-teorema. Barcha separabel kompleks Gil’bert fazolari 

o‘zaro izomorfdir. 

4.13-misol. 2  va ],[2 baL  lar separabel kompleks Gil’bert 

fazolariga misol bo‘ladi. 

4.14-misol. H  separabel Gil’bert fazosida har qanday 

ortonormal sistema ko`pi bilan sanoqli bo`lishini isbotlang.  

Yechish: H  separabel Gil’bert fazosida    ortonormal sistema 

berilgan bo`lsin. U holda ixtiyoriy   va   har xil elementlari uchun 

2    tengligi o`rinli. Shuning uchun )
2

1
,( B  sharlari o`zaro 

kesishmaydi. Agar sanoqli  n  to`plami H  da zich bo`lsa, u holda 

)
2

1
,( B  sharning har birida bu to`plamning kamida bir elementi 

mavjud bo`ladi. Shu sababli )
2

1
,( B  sharlar sistemasi ko`pi bilan 

sanoqli. Natijada,    ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi kelib 

chiqadi.  

4.15-misol. H  Gil’bert fazosida nxxx ,...,, 21  ortogonal sistema 

berilgan bo`lsin. Agar 



n

k

kxx
1

 bo`lsa, u holda 



n

k

kxx
1

22  tengligini 

isbotlang.  

Yechish:  
 


n

k

knn

n

k

n

k

kk xxxxxxxxxxxx
1

2

2

1

211

1

2
),(...),(),(),(),( . 
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4.16-misol. H  Gil’bert fazosida xohlagan M  qism to`plami 

uchun  )(MM  munosabatining o`rinli ekanligini isbotlang.  

Yechish: M  to`plamidan ixtiyoriy x  nuqtani olamiz. U holda 
 Mx , ya`ni  )(Mx . Demak,  )(MM .  

4.17-misol. H  Gil’bert fazosida NM ,  to`plamlari uchun NM   

bo`lsa,   NM  munosabatining o`rinli ekanligini isbotlang.  

Yechish: N  to`plamidan ixtiyoriy x  nuqtani olamiz. U holda 

Nx  . NM   bo`lganligidan, Mx  , ya`ni Mx . Demak, 
  MN .  

4.18-misol. Gil’bert fazosida yx   bo`lsa, u holda yxyx   

(romb diagonallari perpendikulyar) bo`lishini ko`rsating.  

Yechish:  

0),(),(),(),(),(
2222
 xxyxyyyxxyxxyxyx . 

 

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

4.1. nx  va ny  lar H  Gil’bert fazosidagi yopiq birlik sharga tegishli va 

1),(lim 


nn
n

yx  bo‘lsa, u holda 0||||lim 


nn
n

yx  bo‘ladi. Isbotlang.  

4.2. H  - Gil’bert fazosi, L  uning qism fazosi bo‘lsin. x  element L  

qism fazoga orthogonal bo‘lishi uchun istalgan Ly  da |||||||| yxx   

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.  

4.3. ];[2 C  Yevklid fazosida Nnnttn  ,sin)( , sistemaning 

ortogonal ekanligini isbotlang. }{ n  sistemadan ortonormal sistemaga 

o‘ting.  

4.4. ];[2 L  Gil’bert fazosida Zntn  ,{int}exp)( , sistemaning 

ortogonal ekanligini isbotlang. }{ n  sistemadan ortonormal sistemaga 

o‘ting.  

4.5. ];[2 C  Yevklid fazosida tt 2cos)(   elementning  

},cos
1

)(,
2

1
{ Nnnttn 





 

ortonormal sistemadagi Fur’ye koeffitsiyentlarini toping.  

4.6. H  Gil’bert fazosidagi 21, xx  elementlar uchun ),Re( 21 xx  
2

2

2

1 |||||||| xx  tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda 21 xx   ekanligini 

isbotlang. 

4.7. Har bir natural n  da }0:{ 212  nn xxxxM   to‘plam 2  

Gil’bert fazosining qism fazosi bo‘lishini isbotlang. 321 ,, MMM  qism 
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fazolarning ortogonal to‘ldiruvchilarini tafsiflang, ularning 

o‘lchamlarini toping. 

4.8. 2  Gil’bert fazosida }0:{ 212   nxxxxM  

to‘plamning chiziqli ko‘pxillilik ekanligini hamda 2  fazoning hamma 

yerida zich bo‘lishini isbotlang. 

4.9. )}()(:]1;1[{]1;1[ 22 tftfLfL   toq funksiyalar to‘plami 

]1;1[2 L  fazoning qism fazosi bo‘lishini isbotlang. Uning ortogonal 

to‘ldiruvchisini toping. ]1;1[dim 2 
L  va   ])1;1[(dim 2L  larni hisoblang. 

4.10. ]}1;0[,0)(:]1;1[{]1;1[ 220  ttfLfL  to‘plam ]1;1[2 L  fazoning 

qism fazosi bo‘lishini isbotlang. Uning ortogonal to‘ldiruvchisini 

toping. 

4.11. H  - Gil’bert fazosi, nxxx ,,, 21   undagi ixtiyoriy ortogonal 

sistema va nxxxx  21 bo‘lsin. 22

2

2

1

2 |||||||||||||||| nxxxx    

tenglikni isbotlang. 

4.12. Gil’bert fazosi qat’iy normalangan fazo ekanligini isbotlang. 

4.13. ],[2 L  separabel kompleks Gil’bert fazosida  

  Zn
e

t
tni

n  ,
2

  

sistema to‘la ortonormal sistema bo‘ladi. Isbotlang.  

4.14. ]2,0[2 L  Gil’bert fazosida 











e

n

int
2

1

1
to`plam ortonormal sistema 

bo`lishini ko`rsating.  

4.15. 2l Gil’bert fazoda ,...)0,...,0,1(1 e , ,...)0,...,0,1,0(2 e , …, 

,...)0,1,0,...,0(ne , … tengliklar yordamida aniqlangan }{ ne  sistema 

ortonormal ekanligini ko`rsating.  

4.16. ]2,0[2 L  Gil’bert fazosida  e
inx  to`la ortonormal sistema 

bo`lishini ko`rsating.  

4.17. 2l  fazoda ,...)
4

1
,

3

1
,

2

1
,1(x va ,...)

5

1
,

4

1
,

3

1
(y  elementlarning 

ko`paytmasini hisoblang. 

4.18. 2l  fazoda quyidagi x  va y  elementlar uchun yxyx   

tenglikni tekshiring.  

a) ,...),
8

1
,

4

1
,

2

1
,0(x  ,...)0,0,1(y ,   b) ,...),

27

1
,

9

1
,

3

1
,1(x  xy 3  

4.19. ttmtthttgttf 24 sec)(,sin)(,3cos)(,2sin)(   funksiyalardan qaysilari 

]2,0[2 L  ga tegishli? ),( gf  va ),( mh  skalyar ko`paytmalarni hisoblang.  
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4.20. Gil’bert fazo bo`lmaydigan Yevklid fazosiga misol keltiring. 

4.21. ],[2 baL  Gil’bert fazosida itetf )(  va itetg 2)(   funksiyalar o`zaro 

ortogonal bo`lishi uchun  ba,  kesma qanday bo`lishi kerak? 

4.22. ]1,0[2L  Gil’bert fazosida ikkita birinchi darajali ko`phadlar o`zaro 

ortogonal bo`lishi mumkinmi? Javobingizni asoslang. 

4.23. ]1,0[2L  Gil’bert fazosida ikkita musbat funksiyalar o`zaro 

ortogonal bo`la oladimi? Ikkita manfiy funksiyalar yoki ikkita ishora 

almashinuvchi funksiyalar haqida nima deyish mumkin? 

4.24. Faraz qilaylik, HX   Gil’bert fazosining qism fazosi bo`lsin. U 

holda XX  )(  tenglikni isbotlang.  

4.25.  1,0C , ]1,0[1L , 0c , va 1l  Banax fazolarida parallelogramm qoidasi 

bajarilmasligini ko`rsating.  

 

Mavzu yuzasidan test savollari 

1. Gil’bert fazolari keltirilgan javobni toping. 

A)
2 2[ , ],L a b  B) 

2 2[ , ],C a b  

C) 2, [ , ]nC C a b  D) 2,nC  

2. 
2[ , ]L a b  kompleks Gil’bert fazosidagi skalyar ko‘paytmani 

ko‘rsating. 

A)    , ( )

b

a

x y x t y t dt   B)  ,x y   ( )

b

it

a

x t y t e dt  

C)  ,x y   ( )

b

a

x t y t dt  D)  
1

, n n

n

x y x y




  

3. Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o‘rinli? 

A) Har qanday ikki separabel Yevklid fazolari o‘zaro izomorfdir. 

B) Har qanday ikki Yevklid fazolari o‘zaro izomorfdir. 

C) Har qanday ikki Gil’bert fazolari o‘zaro izomorfdir. 

D) Har qanday ikki separabel Gil’bert fazolari o‘zaro izomorfdir. 

4. Quyidagilardan qaysi biri Gilbert fazosi bo`ladi? 

A) 
nR        B) ],[ baC        C) N       D) 2R   

5. Cheksiz o`lchamli Yevklid fazosi qanday ataladi? 

A) Banax fazosi     B) Gilbert fazosi 

C) Kompakt metrik fazo   D) Metrik fazo 

6. H   fazo Gilbert fazosi bo`lishi uchun qaysi shartlarni 

qanoatlantirishi kerak? 
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A) H Yevklid fazosi ),(),( yxyxyxd   metrika ma`nosida 

to`la va cheksiz o`lchamli bo`lishi kerak 

B) H Yevklid fazosi ),(),( yxyxyxd   metrika ma`nosida 

to`la va cheksiz o`lchamli bo`lishi kerak 

C) H Yevklid fazosi )2,2(),( yxyxyxd   va cheksiz o`lchamli 

bo`lishi kerak 

D) H Yevklid fazosi )2,2(),( yxyxyxd   metrika ma`nosida 

to`la bo`lishi kerak. 

7. M  to`plamning barcha elementlariga ortoganal bo`lgan 

elementlardan tashkil topgan to`plamga M  to`plamning … deyiladi 

A) Ortoganal to`ldiruvchisi 

B) Ekvivalent to`plami 

C) Ortoganal qism to`plami 

D) Qism to`plami 

8. Gil’bert fazosidagi   - ortogonallik munosabati ekvivalentlik 

munosabati bo`la oladimi? 

A) Bo`ladi B) Bo`lmaydi 

C) Bunday munosabat mavjud emas.  

D) To`g`ri javob keltirilmagan 

9. To‘la bo‘lmagan normalangan fazoni toping. 

A) 
1[ , ]C a b  B) 

2
 

C) R
n    D) [ , ]C a b  

10. E  normalangan fazo Yevklid fazosi bo‘lishi uchun quyidagi 

shartlardan qaysi birining bajarilishi zarur va yetarli? 

A) x y x y    2 x y   

B) x y x y    

C) x x    

D) 
2 2

x y x y    2 2
2 x y   

11. To‘la bo‘lmagan separabel Yevklid fazosini toping. 

A) nC     B) 
2[ , ]C a b  

C) R
n     D) 

2
 

12. Agar E  - Yevklid fazosi ..., u holda E  ga to`la Yevklid fazosi 

deyiladi. Nuqtalar o`rnini to`ldiring.  

A)  
1 2

,x x x  normaga nisbatan to`la bo`lsa 
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B)  ,x y x y   munosabat o`rinli bo`lsa 

C)  ,x x x  normaga nisbatan to`la bo`lsa 

D)  ,x y x y   munosabat o`rinli bo`lsa. 

13. Agar L  - chiziqli normalangan fazoda parallelogramm qoidasi 

o`rinli bo`lsa, u holda Lgf  ,  elementlar uchun ularning skalyar 

ko`paytmasi qanday formula orqali hisoblanadi? 

A) 
2 2

x y x y    2 2
2 x y   

B) )(
4

1
),(

22
gfgfgf   

C) )(
4

1
),(

22
gfgfgf   

D) )(
4

1
),(

22
gfgfgf   

14. H  - Gil’bert fazosi 1M  va 2M  qism fazolarning to`g`ri yig`indisiga 

yoyilmasi qanday ko`rinishda ifodalanadi? 

A) 1M + 2M    B) 1M  - 2M     С) 21 MM    D) 1M  2M  

15. 4R  chiziqli fazoni ikkita qism fazolarning to`g`ri yig`indisi 

shaklida tasvirlash mumkin bo`lgan javobni ko`rsating.  

A)  0: 1
4

1  xRxM  va  42;0:4
2  kxRxM k  

B)  0: 1
4

1  xRxM  va  75;0:4
2  kxRxM k  

C)  1: 1
4

1  xRxM  va  42;0:4
2  kxRxM k  

D)  1: 1
4

1  xRxM  va  41;0:4
2  kxRxM k  

16. Agar CH 1 ,   ,22  LH  va 21: HHH   bo`lsa, 

Htif  )sin,(  va Htig  )cos,32(  elementlarning skalyar 

ko`paytmasini toping.  

A) i23     B) i23  

C) i32     D) i32  

17. To`g`ri jumlani aniqlang 

A) Chekli o`lchamli to`la Yevklid fazosiga Gil’bert fazosi deyiladi. 

B) Cheksiz o`lchamli Yevklid fazosiga Gil’bert fazosi deyiladi. 

C) To`la normalangan fazoga Gil’bert fazosi deyiladi. 

D) Cheksiz o`lchamli to`la Yevklid fazosiga Gil’bert fazosi deyiladi.  

18. Agar R  va *R  Yevklid fazolari o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli 

moslik o‘rnatish mumkin bo‘lib, 
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***,,,*,*, RyxRyxyyxx   

ekanligidan 

   **,,va**,* yxyxxxyxyx    

munosabatlar kelib chiqsa, R  va *R  lar ... deyiladi. Nuqtalar o`rnini 

to`ldiring. 

A) Gil’bert fazolari            B) Izomorf Yevklid fazolari  

C) Izomorf Gil’bert fazolari  D) Qism fazolar 

19. Gil’bert fazolari uchun qaysi munosabat o`rinli? 

A)  MMH     B)  MMH  

C) 
 )(MMH             D)   MMH  

20. Agar CH 1 ,   ,22  LH  va 21: HHH   bo`lib, 

),(; 21 fffHf   bo`lsa, f  ni toping, bu yerda xfif sin; 21  . 

A) 1      B) 1 

C) 1      D) 1  
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5-§. FOK FAZOLARI 

 

C – bir o`lchamli kompleks sonlar fazosi bo`lsin. Ixtiyoriy 

Nm  natural soni uchun ],[2 baL  orqali nba ],[  da aniqlangan 

kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda kompleks qiymatli) 

funksiyalarning Hilbert fazosini belgilaymiz. Quyidagicha belgilashlar 

kiritamiz: 

NnbaLHCH n
n  ),],([:,: 20 ; 

nnn
m

on
m HHHH 

  0
)( :,: . 

5.1-ta`rif. H  Gilbert fazoga Fok fazosi deyiladi, )(mH  Gilbert 

fazosiga esa Fok fazosining “qirqilgan m  – zarrachali qism fazosi 

deyiladi.  

Shunday qilib,  

};1,0,:),{(: 1010
)1(  kHfffHHH kk  

};2,1,0,:),,{(: 210210
)2(  kHffffHHHH kk  

};3,2,1,0,:),,,{(: 32103210
)3(  kHfffffHHHHH kk

         ………………………………………………………………….. 

}.,0,:),...,,{(...: 1010
)( mkHffffHHHH kkmm

m   

Odatda, ],[2 baL  fazo yordamida qurilgan Fok fazosi ]),[( 2 baLF  

kabi belgilanadi.  

Nm - fiksirlangan natural son bo`lsin. Ixtiyoriy ikkita 
)(

10 ),...,,( m
m Hffff   va )(

10 ),...,,( m
m Hgggg  vektor – 

funksiyalar uchun ularning skalyar ko`paytmasi  

mmm gfgfgfgf ),(...),(),(),( 111000   

kabi aniqlanadi, bu yerda  

;),( 00000 gfgf   .,1,)()(),(  
b

a
kkkkk mkdttgtfgf  

 Xuddi shuningdek, )(
10 ),...,,( m

m Hffff   vektor – 

funksiyaning normasi  





m

k
kkff

0

2
 

tenglik yordamida aniqlanadi, bunda 

000 : ff  , .,1,)(:
2

mkdttff
b

a
kkk    
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 Endi H  Fok fazosida skalyar ko`paytma va normani aniqlaymiz. 

Ixtiyoriy ikkita  

HfffF n  ,...),...,,( 10  va HgggG n  ,...),...,,( 10   

elementlar uchun ularning skalyar ko`paytmasi  







0
),(:),(

k
kkk gfGF  

kabi, F  vektor – funksiya normasi esa  







0

2
:

k
kkfF  

kabi aniqlanadi.  

 Ko`rinib turibdiki, 0H  – bir o`lchamli chiziqli fazo, ixtiyoriy 

Nn  natural soni uchun nH  cheksiz o`lchamli chiziqli fazo bo`ladi. 

Demak, )(mH  va H  chiziqli fazolar cheksiz o`lchamlidir. Masalan, 

ixtiyoriy Nn  natural soni uchun  

;)0,...,0,,0(: )()1( mHtf   

;)0,...,0,,0(: )(2)2( mHtf   

…………………… 

.)0,...,0,,0(: )()( mnn Htf   

elementlar chiziqli bog`lanmagan. Haqiqatdan ham, n ,...,, 21  

sonlari uchun  

  )()2(
2

)1(
1 ... n

n fff  

tenglikni qaraymiz. Mazkur tenglik  

],[,0...2
21 batttt n

n    

tenglikka ekvivalentdir. Oxirgi tenglik ixtiyoriy ],[ bat  da o`rinli 

bo`lishi uchun  
0..21  n  

bo`lishi zarur va yetarlidir. Bu esa o`z navbatida )()2()1( ,...,, nfff  

elementlarning chiziqli bog`lanmagan ekanligini bildiradi. Demak, 

)(dim mH  ekan.  

 Endi bozonli Fok fazo tushunchasini kiritamiz. Ixtiyoriy Nn  

natural soni uchun )],([2
nsym

aaL   orqali naa ],[  da aniqlangan, 

istalgan ikkita argumenti bo`yicha simmetrik bo`lgan kvadrati bilan 

integrallanuvchi (umuman olganda kompleks qiymatli) 

funksiyalarning Gilbert fazosini belgilaymiz.  
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 21212 coscos),( ttttf   funksiya )],([ 2
2 aaLsym   ga tegishli 

element, 21212 coscos),( ttttg    funksiya esa )],([ 2
2 aaLsym   ga 

tegishli bo`lmagan elementga misol bo`ladi. 

 5.2-ta`rif: Ushbu  

)...],([)],([],[:))],([( 3
2

2
222 aaLaaLaaLCaaLF symsymnsym

b   

Gilbert fazosiga bozonli Fok fazo deyiladi.  

 Fok fazosining qirqilgan qism fazolaridagi elementlarning 

skalyar ko`paytmasini va normasini hisoblashga doir misollar 

qaraymiz. 

  5.1-misol. Quyidagi 

],,[)cos,1( 2  LCtf ],[)sin,( 2  LCtig  
elementlarning skalyar ko`paytmasini va normasini toping.  

 Yechish. f  va g  larning skalyar ko`paytmasini hamda 

normasini ta`rif bo`yicha hisoblaymiz:  








;sincos1),( itdttigf  















1)2cos1(

2

1
1cos1 222

dtttdtf  

.1)2cos1(
2

1
1sin 222















dtttdtig  

 5.2-misol. Quyidagi  

);],([],[)coscos,sin,2( 2
22211   LLCtttf  

)],([],[)coscos,cos,3( 2
22211   LLCtttig  

elementlarning skalyar ko`paytmasini va normasini toping.  

 Yechish: f  va g  larning skalyar ko`paytmasini hamda normasini 

ta`rif bo`yicha hisoblaymiz:  






















212121111 )cos)(coscos(cossincos)3(2),( dtdtttttdtttigf

 






















;26)cos(cos2sin

2

1
)3(2 212

2
1

2
11 idtdtttdtti  






















 2

21
2

2111
222

24)cos(cossin2 dtdtttdttf  

.210)cos(coscos3 2
21

2
2111

222





















dtdtttdttig
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 5.3-misol. ],[2  LC  fazodagi ),2cos,1()1( tf   
),cos,2( 2)2( tf   )2,6()3( f  elementlarni chiziqli bog`langanlikka 

tekshiring.  

 Yechish: Trigonometriyadan yaxshi ma`lum bo`lgan 

1cos22cos 2  tt  formulani inobatga olgan holda  

 )1,3()cos2,4()2cos,1(
2

1
2 2)3()2()1( ttfff

 )0,0()1cos22cos,341( 2 tt  

 munosabatlarni hosil qilamiz. Demak, )3()2()1( ,, fff  elementlar 

chiziqli bog`langan ekan.  

 5.4-misol. ],[2  LC  fazodagi  

),1()1( tf  , ),2( 2)2( tf   

elementlarni chiziqli bog`langanlikka tekshiring.  

 Yechish:   )2(
2

)1(
1 ff , )0,0(),2(),1( 2

21  tt  ,  









0

02

2
21

21

tt 


; 

 Ushbu 02
21  tt   tenglama ],[   oraliqda cheksiz ko`p 

yechimga ega. Ikkinchi tomondan, algebraning asosiy teoremasiga 

ko`ra, 02
21  tt   tenglama ko`pi bilan ikkita kompleks yechimga 

ega. Bu ziddiyatdan 02
21  tt   ekanligi kelib chiqadi. Demak, 

)2()1( , ff  elementlar chiziqli bog`lanmagan ekan.  

 5.5-misol. ],[2  LC   fazoda 

)1,1()1( f , )sin,2()2( tf  , )cos,1()3( tf   

elementlar uchun Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo`llang.  

 Yechish: 1) )3()2()1( ,, fff  elementlarni chiziqli bog`langanlikka 

tekshiramiz. 

  )3(
3

)2(
2

)1(
1 fff    

);0,0()cos,()sin,2(),( 332211  tt   









0sin

02

321

321





t
, .0321    

2) )1,1()1(
1  f   

)sin,2()1,1()sin,2( 212121
)1(

21
)2(

2 ataatfaf     
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 )1(
31

)2(
32

)3(
3 fafaf  )1,1()sin,2()cos,1( 3132 atat

.sincos,21( 31323132 atataa    

0);( 21   






0)(sin2 2121 dtata  .

12

2
21





a   

0);( 31    






;0)sin(cos21 31323132 dtatataa  

0);( 32    








.0)sin)(cos(sin)21)(2( 313221313221 dtatatataaa  

)29)(21(

217
31








a , 

29

4
32


a ;  

Demak, 




































)29)(21(

217
sin

29

4
cos,

)29)(21(

4618
(

)
12

2
sin,

12

4
(

)1,1(

2

3

2

1

















tt

t ;  

So`ngra, 
k

k
k




   tenglikdan foydalaniladi.  

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar 

],[2  LC  fazodagi )3()2()1( ,, fff  elementlarni chiziqli 

bog`langanlikka tekshiring.  

5.1. )7,0(),cos2,1(),sin,
2

1
( )3(2)2(2)1(  ftftf . 

5.2. ),2(),,1(),1,0( 6)3(3)2()1( tftff  . 

5.3. )1,2(),,3(),1,( 2)3()2()1(  tiftfif . 

5.4. )2,12(),sin,4(),2cos,2( )3(2)2()1(  ftftf . 

5.5. )1,(),cos,(),sin,1( )3()2()1( iftiftf  .  

Elementning normasini toping.  

5.6. ],[)cos,3( 2  LCtif .  

5.7. ],[)2sin,2( 2  LCtif . 

5.8. )],([],[)2sin,cossin,1( 2
22211   LLCttitif . 

 5.9. )],([],[)cossin,(cos 2
22211   LLtttf . 

5.10. )],([],[)2cos2sin,cos,5( 2
22211

2   LLCtttif . 
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f  va g  elementlarning skalyar ko`paytmasini toping.  

5.11. ],[)sin,23( 2  LCtif  va  

],[)cos,23( 2
2  LCtig . 

 5.12. ],[),1( 2
2  LCef t  va  

],[)2cos,( 2  LCtig . 

 5.13. ],[))sin(ln,3( 2  LCtif  va  

],[)1,3( 2  LCig . 

 5.14. )],([],[)cos2,,1( 2
2221   LLCttf   va 

)],([],[)cossin,sin,23( 2
22211   LLCtttig . 

        5.15. )],([],[)sin,,( 2
222

2
1

1   LLCtearctgtif
t  

va  

)],([],[)coscos,
1

1
,2( 2

22212
1

 


 LLCtt
t

ig . 

 f  va g  elementlar orasidagi burchak kosinusini toping.  

 5.16. ],[)cos,1( 2  LCtf  va  

],[)sin,( 2  LCtig . 

 5.17. ],[)sin,2( 2  LCtf  va  

],[)cos,1( 2  LCtg . 

 5.18. ],[)2sin,( 2  LCtif  va  

],[),( 2
2  LCeig t . 

 5.19. ],[)1,23( 2  LCif  va  

],[|))|cos(ln,32( 2  LCtig . 

 5.20. )],([],[)coscos,sin,2( 2
22211   LLCtttf   

va )],([],[)coscos,cos,3( 2
22211   LLCtttig . 

 ],[2  LC  fazoda )3()2()1( ,, fff  elementlar uchun 

Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo`llang.  

 5.21. ),()1( tif  , ),2( 2)2( tf  , ),( 3)3( tif  . 

 5.22. )2sin,2()1( tf  ,  )3,()2( if  , )cos,()3( tif  . 

 5.23. )2,2()1( f , )2sin,2()2( tf  , )2cos,1()3( tf  . 

 5.24. )1,2()1( if  , ),1()2( tif  , )1,6( 2)3(  tf . 
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 5.25. )],([],[ 2
22   LLC  fazoda )1,1,1()1( f , 

)3,sin,2( 1
)2( tf  , )2sin,cos,1( 21

)3( ttf   elementlar uchun 

Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qo’llang.  

Mavzu yuzasidan test savollari 

1. ],[2  LC  fazoda ),1( tf   elementning normasini toping. 

A) 
3

2
1

3
      B) 

3

2
1


   

C) 
3

2
1

3
       D) 

3

2
1

3
  

2. )],([],[ 2
22   LLC  fazoda )cossin,,1( 211 tttf   

elementning normasini toping.  

A) 2
3

4
3

2
1 


     B) 24

3

2



   

C) 


4
3

2
1

3

     D) 2
3

4
3

2
1 


  

3. Quyidagi to`plamlardan qaysi biri ],[2  LC  fazoning qism 

fazosi bo`ladi?  

A) 






}0)(:),{( 1100 dttfffL       B) 







}1)(:),{( 1100 dttfffL  

C) 






}2)(:),{( 1100 dttfffL       D) 







}3)(:),{( 1100 dttfffL  

4. ],[2  LC  fazodagi ),2( tf   va )2sin,3( tig   

elementlarning skalyar ko`paytmasini toping.  

A) i26      B) i26  

C) i3      D) i3  

5. ],[2  LC  fazodagi )5,4(f  va )cos,2( 2 tig   

elementlarning skalyar ko`paytmasini toping.  

A) 548  i     B) 546  i  

C) 648  i     D) 548  i  

6. Fok fazosining ikki zarrachali qism fazosidagi ),( 10 fff   element 

normasi uchun formula to`g`ri keltirilgan javobni aniqlang.  

A) 
2

1

2

00 ff       B) 
2

11

2

00 ff   
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C) 3 2

11

2

00 ff       D) 3 2

11

2

00 ff   

7. Fok fazosining ikki zarrachali qism fazosidagi ),( 10 fff   va 

),( 10 ggg   elementlarning skalyar ko`paytmasi uchun qaysi formula 

o`rinli? 

A) 111000 ),(),(),( gfgfgf    B) 2
111

2
000 ),(),(),( gfgfgf   

C) 111000 ),(),(),( gfgfgf    D) 

111000 ),(),(),( gfgfgf   

8. ],[2  LC  fazodagi ),0( tf   va )2sin,2( tig   elementlar 

orasidagi burchakni toping.  

A) 0               B) 
2


 

C) 
3


      D)   

9. ],[2  LC  fazodagi )sin,0( tf   va )2sin,
2

3
( tg   elementlar 

orasidagi burchakni toping. 

A) 
2


     B) 0  

C)                D) 
3


 

10. Fok fazosining uch zarrachali qism fazosidagi ),,( 210 ffff   

element normasi uchun formula to`g`ri ko`rsatilgan javobni aniqlang.  

A) 
2

22

2

11

2

00 fff      B) 3 2

11

2

00 ff    

C) 
2

22

2

11

2

00 fff      D) 3 2

22

2

11

2

00 fff   

11. Fok fazosining uch zarrachali qism fazosidagi ),,( 210 ffff   va 

),,( 210 gggg   elementlarning skalyar ko`paytmasi uchun qaysi 

formula o`rinli? 

A) 222111000 ),(),(),(),( gfgfgfgf     

B) 2
222

2
111

2
000 ),(),(),(),( gfgfgfgf    

C) 222111000 ),(),(),(),( gfgfgfgf     

D) 222111000 ),(),(),(),( gfgfgfgf    



75 

 

12. ],[2  LC  fazoning 






}0)(:),{( 1100 dttfffL  qism fazosi 

o`lchamini toping.  

A) 1     B) 2  

C) 3     D)   

13. ],[2  LC  fazodagi )2,2(f , )sin3,3( 2 tg  , )2cos4,4( t  

elementlar uchun   gf  tenglik o`rinli bo`ladigan  ,,  

larni toping. 

A) Rkkkk  ,3,2,    B) Rkkk
k

 ,3,2,
3

  

C) Rk
kk

k  ,
3

,
2

,    D) Rkkkk  ,3,8,6   

14. ],[2  LC  fazodagi )sin,
2

1
( 2 tf  , )cos2,1( 2 tg  , 

)7,0(   elementlar uchun   gf  tenglik o`rinli 

bo`ladigan  ,,  larni toping. 

A) Rkk
k

k  ,,
2

7
,7    B) Rkkkk  ,3,2,    

C) Rk
k

kk  ,
7

3
,2,    D) 

Rk
kkk

 ,
7

,
2

7
,

2

7
  

15. ],[2  LC  fazodagi )2cos,2( tf  , )sin,4( 2 tg  , 

)2,12(   elementlar uchun   gf  tenglik o`rinli 

bo`ladigan  ,,  larni toping. 

A) Rkkkk  ,3,2,    B) 

Rkkkk  ,3,2,    

C) Rkkkk  ,3,2,2    D) Rkkkk  ,,4,2   

16. ],[2  LC  fazodagi )sin2,2( 2 tf  , )cos,1( 2 tg  , )1,2(  

elementlar uchun   gf  tenglik o`rinli bo`ladigan  ,,  

larni toping. 

A) Rkkkk  ,3,2,10   B) Rkkkk  ,2,2,    

C) Rkkkk  ,2,5,    D) Rkkkk  ,3,,4   
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17. ],[2  LC  fazodagi ),1( 2)1( tf  , ),2( 3)2( tf   elementlarni 

chiziqli bog`langanlikka tekshiring.  

A) Chiziqli bog`langan  B) Chiziqli bog`lanmagan 

C) Chiziqli bog`langanlikka tekshirib bo`lmaydi 

D) To`g`ri javob keltirilmagan 

18. To`g`ri ta`rifni aniqlang.  

A) Sanoqli sondagi Gilbert fazolarning to’g’ri yig’insiga bozonli Fok 

fazo deyiladi.  

B) )],([],[ 2
22   LLC  fazoga bozonli Fok fazo deyiladi. 

C) ...)],([)],([],[ 3
2

2
22  aaLaaLaaLC symsym  Gilbert 

fazosiga bozonli Fok fazo deyiladi.  

D) Fok fazoning istalgan qism fazosiga bozonli Fok fazo deyiladi.  

19. ],[2  LC  fazodagi ),32( tif   va )cos,32( tig   

elementlarning skalyar ko`paytmasini toping.  

A) i512       B) i512       C) 512 i        D) 512 i  

20.  H  Fok fazosining qirqilgan n  – zarrachali qism fazosi nechta 

fazolarning to’g’ri yig’insidan iborat bo’ladi? 

A) 1n      B) n  

C) 1n      D) 2n   
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TEST TOPSHIRIQLARINING JAVOBLARI 

 

№\§ 1-§ 2-§ 3-§ 4-§ 5-§ 

1 B A D A C 

2 C A A A A 

3 C D B D A 

4 B C B B B 

5 C B A B D 

6 C A A B B 

7 D C B A A 

8 D D B A B 

9 C A A A A 

10 B A A D C 

11 C A B B A 

12 A B A A D 

13 A A A B D 

14 A D B C A 

15 A B B A D 

16 A A A A B 

17 B C A D B 

18 A D A B C 

19 C C A A C 

20 D A A D B 
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