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KIRISIW
Pitkeriw qanigelik jumistin aktualligl. Fizika, ximiya, medicina ham
basqa panlerde ushirasatugin koplegen processler differencialliq tenlemeler
jdrdeminde xarakterlenedi. Bul tenlemelerdi Uyreniw menen tiyisli processler

haqqinda bazi bir magliwmatqa iye bolamiz. Us: differencialliq tefilemeler
tyrenilip atir§an processtin matematikaliq modelinen ibarat boladi. Bul model
qansha jetilisken bolsa, differencialliq tenlemelerdi uyreniw natiyjesinde alngan

magliwmatlar processlerdi sonshaliq toliq xarakterleydi. Tébiyatta ushirasatugin
tarli processler birdey differencialliq tenlemeler menen xarakterleniwi mimkin,
yagniy eger bazi bir matematikaliq model’ toliq uyrenilse, tiyisli natiyjeden tarli
processlerdi  tGsindiriwde paydalamw  muamkin. Demek, differencialliq
tenlemelerdin uliwma teoriyast ham ameliy maselelerdi sheshiwge qollaniliwi
ulken dhmiyetke iye.

Pitkeriw qanigelik jumistin magqseti ham waziypalar. Bul pitkeriw
qanigelik jumistin magseti ekinshi tartipli differencialliq tenlemeler ushin Koshi
maselesin uyreniwden ibarat. Pitkeriw ganigelik jumistin maqgsetinen kelip shigip,
tomendegi waziypalar belgilep alindi:

- differencialliq tenlemeler haqqinda tasinikke iye boliw;

- differencialliq tenlemege alip keletugin maselelerdi tiyreniw;

- differencialliq tenlemenin sheshimi haqqinda tuinikke iye boliw;

- sheshimnin bar boliw1 hdm birden-birligi hagqinda teoremalardi Gyreniw;

- Ozgeriwshileri ajiralatugin ham bir tekli differencialliq tenlemelerdi
uyreniw;

- ekinshi tartipli sizigh differencialliq tenlemelerdin uliwma gdasiyetlerin
uyreniw;

- ekinshi tartipli differencialliq tenlemeler ushin Koshi méselesin uyreniw.

Pitkeriw ganigelik jumistin ob’ekti. Differencialliq tenlemelerge baylanish

teoriyaliqg ham ameliy maselelerden ibarat.



Pitkeriw qanigelik jumistin teoriyaliq ham ameliy ahmiyeti sonin menen
belgilenedi, alingan natiyjeler matematikaliq analiz pani boymnsha bakalavrlarga
ham magistrlarga arnawl kurslar sholkemlestiriwde 4meliy 4hmiyetke iye.

Pitkeriw ganigelik jumistin kélemi ham duzilisi. Pitkeriw gdnigelik jumis
kirisiw ham juwmaqlaw bolimlerinen, togiz paragrafdan, sonday — aq
paydalanilgan adebiyatlar diziminen ibarat.

Birinshi paragrafta differencialliq tenlemeler haqqinda tasinik berilgen.

Ekinshi paragrafta differencialliq tenlemege alip keletugin maseleler
uyrenilgen.

Ushinshi paragrafta differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi, dara
sheshimi, integral si1z1q tisinikleri Gyrenilgen.

Tortinshi paragrafta sheshimnin bar boliwi ham birden-birligi haqqinda
teoremalar uyrenilgen.

Besinshi paragrafta ¢zgeriwshileri ajiralatugin differencialliq tenlemeler
hadm ogan baylanisli misallar uyrenilgen.
Altinsh1 paragrafta bir tekli differencialliq tenlemeler ham ogan

Keltiriletugin tenlemeler, siziglt tenlemeler, olardi sheshiw usillar1 uyrenilip,
misallar keltirilgen.

Jetinshi paragrafta ekinshi tartipli siziglt differencialliq tenlemelerdin
uliwma qasiyetleri keltirilgen.

Segizinshi paragrafta ekinshi tartipli bir tekli ham bir tekli emes
differencialliq tenlemeler Gyrenilgen.

Tog1zinshi paragrafta ekinshi tartipli differencialliq tenlemeler ushin Koshi

maselesi Gyrenilgen.



I-BAP. TIYKARGI MAGLIWMATLAR
1-§. Differencialliq tenlemeler haqqinda tasinik

Differencialliq tenlemeler teoriyasi ameliy matematika, fizika, biologiya,

ekonomika ham t.b larda ushirasatugin koplegen maselelerdi izertlewde zararli
qural bolip esaplanadi. Tabiyatta ushirasatugin tarli processler (avtomobil hareketi,
samolyottin ushiwi, fizikaliq, ximiyaliq ham biologiyaliq processler ham t.b)
0zinin hareket mizamliligina iye. Bazi bir processler birdey nizamliliq boyinsha
juz beriwi mamkin, bul jagday olard1 ayreniwdi jenillestiredi. Biraq processlerdi
xarakterleytugin nizamliliglardi tuwridan-tuwr1 tabiw hamme muamkinshiligi
hamme waqitta bola bermeydi. Xarakterli shamalar ham olardin tuwindilar

yamasa differenciallar1 arasindag1 qatnasti tabiw qiym emes. Bunda belgisiz
funkciyanin yamasa vektor funkciyanin tuwindis1 yamasa differenciali arasindagi

qatnas payda boladu. % = f(x,y) birinshi tartipli apiway1 differencialliq tenleme
X

dep ataladi. F(Xx,y,y')=0 -birinshi tartipli tuwindiga qarata sheshilmegen apiway1
differencialliq tenleme, al y®™ =f (X, AN y(”*l)), F(X, A2 y(“)):o n-
tartipli apiwayi differencialliq tenleme dep ataladi. y™ = f(X, y,y',...,y(”‘”) n-

tartipli jogari tartipli tuwindiga garata sheshilgen apiway1 differencialliq tenleme

dep  ataladi. Egery(”)zf(x,y,y',...,y‘”‘l’) yamasa F(x,y,y',.,,,y(”))lar

(n-1)

Y, YVheoo ¥ hom y™argumentlerge qarata sizigh funkciyalar bolsa, tiyisli

differencialliq tenleme siziqh dep ataladi. Joqaridag: differencialliq tenlemelerde
belgisiz funkciya bir argumentli dep qaraladi. Belgisiz funkciya kop argumentli

bolgan jagdaylar da tez-tez ushirasadi. Bunday jagdayda differencialliq tenleme

dara tuwindili dep ataladi. Mina, F(U,Z—u,%jzo tenleme birinshi tartipli dara
X

tuwindili tenlemelerden,



ol 4 ou du u du du
"ox oy ox2 ' axoy oy?

tenleme bolsa ekinshi tartipli dara tuwindili differencialliq tenlemelerden ibarat.

Tomendegi
2

W _ g0 (i1lliliq 6tkizgishlik tealemesi),
OX oy

2 2
a—g+a—g=0 ( Laplas tenlemesi),
ox° oy
ou o

=f(x,y) (Puasson tefilemesi)

_+_
8X2 ayZ
tenlemeler ekinshi tartipli dara tuwindili differencialliq tenlemelerdin ahmiyetli

dara jagdaylar1 bolip tabiladi, olarda belgisiz funkciya eki argumentli.

2-§ Differencialhq tenlemelerge alip keletugin baz1 bir méaseleler

1-masele. Massast m bolgan dene v(0)=v, baslangish tezlik penen bazi

bir biyiklikten taslap jiberilgen. Dene tezliginin 6zgeriw nmizamliligin tabin (1-

suwret).
-KO=F;
1 1 mg=F;
é
1-sawret
Nyutonnin ekinshi nizamina kore:
dv _F
dt

bul jerde F denege tasir etip atirgan kashlerdin qosindist (ten tasir etiwshisi).

Denege tek gana eki kush tasir etiwi mimkin dep esaplayiq: hawanin qarsiliq



kashi F =—kv, k>0 jerdin tartiw kushi F, =mg. Solay etip, matematikaliq kéz
garastan F kush
a) F, ge; b) F, ge; v) F +F, geten boliwi mamkin.

a) F =F, bolsin. Onda birinshi tartipli m%: mg differencialliq tenlemege iye

bolamiz. Apiway1 esaplawlar bul tealemede belgisiz funkciya Vl(t) =gt+C (C
galegen turagli san) koriniste boliwin korsetedi. v(0)=v, bolgan: ushin C=v,

dep aliw mamkin, onda izlenip atirgan mizam v, (t) = gt + v, ko riniste boladi.

_k
b) Eger F=F, bolsa, m%z—kv, bunda v(t)=v,e n ekenligi belgili.

V) F=F +F, bolsin. Bul jagdayda us1 m% =mg — kv differencialliq tenlemege

kelemiz. Demek, belgisiz funkciya

K k
) =Ce ™ + 9 v(0)=y, vz(t):(vo+%)e—mt+ ]

koriniste boliwin korsetiw qiym emes.

Bizge belgili, IkiLTOW2 (t)=v,(t). Haqiyqatinda da,

k—0 k—0

_k
limv, (t)= Iiva0 —%je n +%} =V, + gt =V, (t)

2-masele. Massast m bolgan materialliq noqat tuwri s1zil1 hareket etpekte.

Onin hareket nizamliligin tabif.

Har bir momentte G nogqattan koordinata basina shekemgi araliq X bolsa,

[ J
(2-sawret) nogqattin tezligi x (x=%) boladi.

r 1
i G
L -
o m

2-sawret



0
Materialliq noqatqa eki sirtqi kash; saykeliw kushi —bx, b>0 ham
keriliw kuashi —kx, k>0  tasir etedi deyik. Nyutonnin ekinshi nizamina

tiykarlanip G noqattin hareketi

o 0

mX =—bX—kx
nizam tiykarinda jaz beredi. Bul ekinshi tartipli differencial tenleme esaplanadi.

Eger materialliq noqat dvigatel menen tdmiynlengen bolip, dvigateldin G nogatqa
tasir kashi F bolsa, onda G din hareket nizamlilig1

mx =-bx —kx +F
bolad1. Kobinese F mugdar |F|<F, manasibetke boysinadi.

3-masele. Eki jagl polyusliglardan duzilgen tort jabiq elektr shinjir1 berilgen

(3-sawret).

3-suwret

Eki polyusliglar: ab - induktivlik (L) bc- garsihig (R),cd - siyimliliq
(C) - kernewlilik deregi (U (t))—da. Waqut 6tiwi menen jabiq elektr shinjirinda
elektr togi I(t) nun dzgeriw mzamliligin tabin.

Kirxgoftin birinshi nizamina kére

Ly (1) + 15, (1)=0 1, (t)=1,(1)
Sogan ugsas
Ibc(t):lcd(t) IdC(t)zlab(t)

yagnty

. (t): L (t): leq (t): l (t): I (t)



Kirxgoftin ekinshi nizamina koére:
Uy (1) +U, (1) +U (1) +U,, () =0
Endi

0, (=LY, ()=ri (1)

1
U, (t)=6j| (tdt, U, (t)=-U(t)
gatnaslardan paydalansaqg:

Ld'd—(tt)ml(t)%ju(t)dt_u(t):o

Eger U(t)eC* (C'-bir marte uzliksiz differenciallamwshi funkciyalar
klas1) bolsa, onda joqaridag: tenlemenin har bir agzasin t boyinsha differenciallap,

1(t) ozgeriw mzamhligin anlatiwshi
2
L%gt)+ Rdld—it)+él(t):dud—t(t)

tenlemege kelemiz. Albette, bul maselede de tarli dara jagdaylardi kériw mamkin
edi.

4-méasele. Matematikaliq mayatniktin hareket tenlemesin keltirip shigarif.

Vertikal tegislikte jatgan | radiuslhi K shenber boylap awirliq kushi tasiri
astinda hareketleniwshi m massaga iye bolgan P noqat matematikaliq mayatnikti

suwretleydi (4-sawret).




Har bir momentte P nogqattin orni (o(t) muyesh penen toliq aniglanada.

Maselenin sharti boymmsha P nogat tek gana awirliq kushi tasiri astinda
hareketlenedi. Birag bul harekette shenberdin de orni bar. Ol P noqatt1 shenber
boylap hareketleniwge majburleydi, yagniy P nogatga shenberdin ishki normali
boymsha bagitlangan F kush penen tasir etedi. Eger tarttw kashi mg di eki
qurawshiga ajiracaq F, =-mgsing, F,=-mgcose ol jagdayda F +F, =0
boladi. Solay etip, P ga tasir etip atirgan kuashtin ten tasir etiwshisi
F=FKR+F +F=F =—-mgsing. Demek, P noqattin hareket tenlemesi

Nyutonnin ekinshi nizamina tiykarlanip

[
mlp=-mgsing yaki mlgp+mgsing =0
Kkoriniste boladi.
5-masele. Eger jaqtiliq deregi O noqatqa ornatilgan bolsa, aynanin formasi

onnan gaytgan nurlar gorizontal kosherge parallel boliwi ushin gqanday boliwi
kerek?

Gorizontal kosherdi Ox, vertikal kosherdi Oy deymiz. Ayna betinin XOy

tegisligi menen kesilisiwden payda bolgan iymek siziqti ko'remiz. P(X,y)- usi

s1ziqtag1 galegen noqat bolip, onda alingan iymek si1ziqqa 6tkerilgen urinba menen

Ox kasherinin kesilisken nogatt O bolsin (5-sawret).

g
Pix.y) = A

T e [
Q 0 R

5-sawret.

Bizge belgili, ZOPQ = Z0QP (sebebi nurdin tasiw ham gaytiw mayeshleri

ten boladi, yagniy ZAPVB = /Z0PQ=¢.

Sol sebepli, [0Q|=|OP|=1/x*+y®, y=RP.Eger y>0 desek,

10



dy |PR|_ y

Bunnan
X+ Yy 1
X+

differencialliq tenleme kelip shigadi. Onda malim funkciya y(x) usit
2 C
y :ZC(X+EJ, C—const. y>0

koriniske iye ekenligin tekserip koriw qiyin emes. Bul bolsa C#0 bolgan: ushin

paraboladan ibarat.

Maselenin shartine kore, us1 iymek sizig Ox koésherine garata simmetriyali

boladi. Sonin ushin jogaridagl funkciyada y <0 boliwi da mumkin. Solay etip,

qoyilgan maseleni tegislikte garasaq, jaqtiliq deregi parabolanin fokusinda bolad:.

Eger parabolant Ox kosheri atirapinda aylandirsag, aylanba paraboloid
payda boladi. Demek, ayna formas: aylanba paraboloidtan ibarat bolip, O nogat
onin fokusinda jatadi.

6-masele. Haywanlardin bazi bir tari 6zgermes ortaligta bélek jasayd: deyik.

Urshiw ham oliwlerdin periodlihgin esapga almastan qurilip atirgan tar

individiumlar: saninin 6zgeriw nizamliliglin tabin.

Maselenin shartine kore waaqittin berilgen Kishi intervalinda urshiw ham

oliwshilikler san1 berilgen momentte individiumlar sanina proporcional boladi. N

individiumlar saninin o6siwi qaralip atirgan intervalda N sanina proporcional

bolip, bul ésiw interval kishi bolganda onin uzinlhiglna da proporcional bolad:.
Solay etip, N sani t mn funkciyas: ham omia ésiwi (yagniy C:j—ltl) N(t) a

proporcional . N(t) funkciyani uzliksiz ham uzliksiz differenciallaniwshi dep

qarasag, usl

11



dN (1)
Cdt

Differencialliqg tenlemege iye bolamiz, bul jerde & - proporcionalliq

=eN(t), N(t)=N,>0

koefficienti (“osiw” koefficienti). Ursiw mzamliligl differencialliq tenleme
menen berilgen funkciyanm korinisi N(t): Noe"‘"(t’t‘” ekenligine isenim payda
etiw qiyin emes. Bunnan kelip shigadi, waqit arifmetikaliq progressiya boyinsha
6zgerse, individiumlar san1 geometriyaliq progressiya argali 6zgeredi. Eger ¢>0

bolsa, N o¢sedi, eger &<0 bolsa, N kemeyedi. &£=0 bolganda N —cons

bolip urshiw oliwshilikti toliq gaplaydi.

Bul maselede ortaliqti o6zgeriwshen dep esaplaw ham bul ortahgta

haywanlardi bir neshe tari jasap atir dep qarasaq, tarlerdin arasindag: bazi bir

munasibetlerge garap har bir tar individiumlar: saninin 6zgeriw nizamliligin tabiw

maselesin de qoyiw mamkin.

12



I1-BAP. TUWINDIGA QARATA SHESHILETUGIN BIRINSHI TARTIPLI

DIFFERENCIALLIQ TENLEMELER
1-§. Sheshim tasinigi
Jogarida biz
F(x,y,y')=0 (1)
tenlemeni birinshi tartipli tuwindiga qarata sheshilmegen apiway: differenciallig

tenleme dep atadiqg, bul jerde x- erikli 6zgeriwshi, y- onin belgisiz funkciyasi,

y'=% bolsa belgisiz funkciyania tuwindisi. (1) nif dara jagdayin garaymiz. (1)
X

tenleme ash X,y ham y' o6zgeriwshini baylamstiradi. Bazi bir jagdaylarda bul

tenleme y' tt X ham vy tin funkciyas: sipatinda amgqlaydi. Bul jagdayda (1)

tenleme tomendegi

d
o=ty 2)

differencialliq tenlemege ten kushli boladi. (2) tenleme, adette, tuwindiga garata
sheshilgen dep ataladi. (2) tenlemede f (x, y) funkciya I' oblastta berilgen bolsin.

(2) tenleme berilgen bolip, onda f(x,y) funkciya R® tegisliktih T
oblastinda aniglangan bolsin. Eger | (ashiqg, tuyiq yamasa yarim ashiq) intervalda

aniglangan ¢(x) funkciya ushin tomendegi tsh shart:
19, (X,qo(X))eF, I'cR? xel,
20 p(x)eC(1),

30, dg(oj_g(x): f(xp(x)),xel

orinlansa, onda bul funkciya | intervalda (2) differenciallig tenlemenin sheshimi
dep atalad.

Eger (p(x), x el funkciya (2) tenlemenin sheshimi bolsa, ol (2) tenlemeni

ganaaatlandiradi, dep te aytiladi.

13



(2) differenciallig tenlemenin har bir y:(p(x) sheshimine saykes kelgen

iymek siziq (yagniy yzgo(x) funkciyanin grafigi) usi tenlemenin integral iymek
s1z1g1 (yamasa integral s1zig1) dep atalad.

Us1 % =2x tenleme ushin ' =R? bolip, ¢(x)=x*+1 funkciya R* koplikte
X

(yagniy (—oo <X< +oo) intervalda) sheshim bolad.

Haqiygatinda da, aniglamaga kore:

2
10, (X,X2+1)€R2,X€Rl; 20, x2+1eC1(R1); 30, d(x +l)=2x.
dx

Usigan ugsas, %: L = tefileme ushin 1 =(-11) bolp, ¢(x)=arcsinx—2
X N1-X

funkciya usi (-11) intervalda sheshim boladi. Bul jagdayda

F:{(x, y):—1<x<l,—%—2< y<%—2} (6-sawret).

U

)
e Y
o
-

N\

N
N d o

NN

LS

2%

™

NI

S\

LU

6-suwret

(2) tenlemenin sheshimi ayinm jagdaylarda aygqin emes ®(x,y)=0

koriniste bolsa, ayirim jagdaylarda parametrlik
x=x(t), y=y(t),t,<t<t, x'(t)=0 koriniste bolhw1 mamkin. Juwmaglap

aytganda, tenlemenin beriliwine garap onmn sheshimi tomendegi

14



0;

y=9(x); @(xy)
x=x(t), y=y(t

korinislerden birewi arqgali jaziladi.

N—"

Koshi maselesinin goyilwi: (2) tenleme berilgen bolip, onda f(x,y)
funkciya R® tegisliktin " oblastinda amglangan, Gzliksiz ham | interval x
kosherdegi interval bolsin, x,di 6z ishine alatugin | intervaldi ham usi |

intervalda aniglangan uzliksiz dfferenciallaniwshi ham de tomendegi

10, (x,go(x))eF(XE ),

2. p'(x)=f (x0(x)) (xe).

3% 9(%)=VYo: (X%:¥)el
shartlerdi ganaatlandiriwshi yzgo(x) funkciyan: tabiw talap etiledi. Bul masele
gisgasha

y'=f(xy), v(%)=Yo

Koriniste jaziladi ham (2) tefleme ushin Koshi méaselesi (yamasa baslangish

masele) dep ataladi. Jogaridag 1°, 2° ham 3° shartlerdi ganaatlandiratugin funkciya
| intervalda (K) Koshi maselesinin sheshimi deyiledi. Jane (K) maselenin

sheshimi @(x) X,, Y, baslangish manislerge iye yamasa ¢(x,)=Y, baslangish

shartti qanaatlandiradi, dep juritiledi.

Endi T oblasttin (K) masele tek gana bir sheshimge iye bolatugin (x,y)
nogatlardan duzilgen bolegin D, =" (D, =T") dep belgileymiz. Usigan kore D,
kopliktin har bir (x, y) nogatinan (2) tenlemenin tek gana bir integral sizig otedi.

Aniglama. (2) differenciallig tenleme ham x,C o6zgeriwshilerdin bazi bir

6zgeriw oblastinda aniglangan ham de x boyinsha uzliksiz differenciallaniwshi
y=¢(xC) (3)

funkciya berilgen bolsin. Eger galegen (x,y) e D, nogat ushin (3) gatnas C min

15



C=y(x,) (37

manisin bir manisli aniglasa ham bul manisti mina

dy . ”
o = (%C) (3”)

tenlikke qoyiw natiyjesinde (2) tenleme payda bolsa, onda (3) funkciya (2)

tenlemenin D, koplikte aniglangan uliwma sheshimi deyiledi.

(3) funkciya galegen turagli C ga baylanisli ham demek, (3) ge siziglar
oramasinin tenlemesi dep garaw mumkin. Ayirim waqitlarda C n1 parametr dep te
juritiledi.

Aniklama. (2) tenleme ham (3) siziglar oramas: berilgen bolsin. Eger: 1)

¢(x,C) funkciya | intervalda x boyinsha uzliksiz tuwind: iye bolsa; 2) har bir
(x,y)e D, nogat ushin (3) gatnas C ni (3°) manisin bir manisli aniglasa; 3)
y=¢(Xw(xY)) funkciya (2) tenlemenin sheshimi bolsa, onda (3) funkciya (2)

tenlemenin uliwma sheshimi dep ataladi.

Har bir nogatinda Koshi maselesi tek gana bir sheshimge iye bolatugin

sheshim dara sheshim dep ataladi. Amglamadan D, koépliktin har bir nogatinan
dara sheshimge saykes kelgen integral siziq 6tiwi korinedi.

Differencialliq tenlemeler teoriyasinda (2) tenlemenin barliq sheshimlerdi
tabiw tiykargr masele bolip tabiladi. Barlig sheshimlerdi tabiw processi

differencialliqg tenlemeni integrallaw (sheshiw) deyiledi. Eger (2) tenlemenin
sheshimin elementar funkciyalar ham olardin integrallar1 jardeminde jaziw
mamkin bolsa, onda differencialliq tenleme kvadraturalarda integrallanadi
deyiledi.

Jogaridag: belgilewlerden D =D, /D, kopliktin har bir nogatinan 6tetugin

integral siziglar tek gana birew emes ekenligi kelip shigadi. Har bir nogatinda

sheshimnin birden birligi buzilatugin sheshimler ayrigsha sheshimler dep atalad:.
Uliwma sheshim formulasi (3) ayrigsha sheshimlerdi 6z ishine almaydi.
Eger
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®(x,y,C)=0 (3°)
katnas D, koplikte y=¢(x,C) ulwma sheshimdi aniglasa, onda (3°*”) funkciya

(2) differenciallig tenlemenin uliwma integrali dep ataladi. Solay etip, birinshi
tartipli differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi y:(p(x,C) bir galegen turagh
sandi 6z ishine aladi.Bir parametrli siypaq siziglar oramasinin differencialliq
tenlemesi birinshi tartipli differencialliq tenlemeden ibarat.

Haqgiygatinda da, (3) siypaq siziglar oramas: berilgen, yagniy (p(x,C)
funkciyanm aniklaniw oblastinda uzliksiz ¢, (x,C) ham ¢, (x,C) tuwindilar bar
bolsin. (3) ti x boyinsha differenciallap tomendegini payda etemiz:

y'=,(xC) 6"
Eger (3”°) tinon tarepi C ga garezli bolmasa, biz C ni1 shigarip tasladiq esaplap,
y'=p,(X)
differencialliq tenlemeni payda etemiz. Eger (3’’) tin on tarepi C ga garezli
bolsa, (3) nin on tarepi de C ga garezli bolads, yagniy ¢ (x,C)=0.
Sonhgtan (x,,C,) nogattin bazi bir dogereginde C ni x ham vy tin funkciyas:

Czl/l(x,y) sipatinda aniglaw muamkin. Bizge belgili, x ham C lar boyinsha

v (X@(x,C))=C birdeylik ornli. C ushin tabilgan manisti (3°) ke qoyp,

y'= g, (xw(xY))
birinshi tartipli differenciallig tenlemege iye bolamiz. (3) funkciya qgalegen C

ushin usi differencialliq tenlemenin sheshimi ekenligin korsetiw mamkin.
Jogaridag: pikirlewler berilgen siypaq siziglar oramasinin differencialliq
tenlemesin tabiw jolhin korsetedi.

Maselen, y=Ce" siziglar oramas: berilgen bolsin. Onda y'=Ce*=y.

[zlenip atirgan differencialliq tenleme y'=y boladi. Bizge belgili, bul tenlemenin

uliwma sheshimi: y=Ce*.
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Misallar. 1. y:sin(x+C),—oo<x<+oo,—oo<C<+oo siziglar oramasinin

differenciallig tenlemesi tabilsin.

Tomendegi
y'=cos(x+C),
y=sin(x+C)
gatnaslardan  y'=y/ 1-% ||y < 1 ~ o x differenciallig tenleme Kelip
shigad.

T

2. y'=yctgx, O<x<z, —o<y<+oo differencialliq tenlemenin y(ej 2

shartti ganaatlandiratugin sheshimi tabilsin.

Berilgen tenlemenin uliwma sheshimi y =Csinx bolip, onnan shartke kore
2= Csin% yamasa C=4 boladi. Demek, ¢(x)=4sinx funkciya izlengen

sheshim boladi.

2-§. Bar bohwhqg ham birden-birlik teoremalarn
Har bir (2) korinistegi differencialliq tenleme ushin Koshi maselesinin
sheshimi bar ma yamasa joq pa? Eger bunday sheshim bar bolsa, olar neshew?

Qashan Koshi maselesi shesheimge iye emes? — degen sorawlar qoyiladi. Bul

sorawlarga juwap beretugin teoremalar sheshimnin bar boliwi ham birden-birlik
teoremalar: dep juritiledi. Biz olardan tiykargilarin keltiremiz.

1-teorema (Koshi teoremasi). Eger f(x, y) funkciya I oblastta aniglangan
e , of (xy) _
ham uzliksiz bolip, onin y boyinsha dara tuwindisi T bazi bir Q(QcI)

oblastta aniglangan ham uzliksiz bolsa, onda:
1°. (2) tenlemenin  x, di 6z ishine alatugin bazi bir intervalda aniglangan
ham har bir berilgen (X,,Y,)€Q nogat ushin y(x,)=y, baslangish sharti

ganaatlandiriwshi sheshimi bar.
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20. Eger (2) tenlemenin eki y=¢(x) ham y=y(x) sheshimleri x, da

ustpe-ust tasse, yagny ¢(x,)=w(x%,)=1Y, bolsa, onda bul y=¢(x), y=w(x)
sheshimler aniglaniw oblastlarinin uliwma béleginde ustpe-ust tasedi.

Aniglama. Eger f(x,y) funkciya I" oblastta aniglangan bolip, bul funkciya

ushin sonday on L san tabilip, galegen (x,y,)el, (x,y,)el’ nogatlar ushin
tomendegi

LCSARRICSA A (L)
tensizlik orinlansa, onda f(x,y) funkciya I' oblastta y boyinsha Lipshic shartin

ganaatlandirad: deyiledi, L sani Lipshic turaglis: dep ataladi.

2-teorema (Koshi-Pikar-Lindelef teoremasi). Eger f(x, y) funkciya T’
oblastta X ham y boyinsha aniqlangan ham uzliksiz bolip, I" oblastta y boyinsha

Lipshic shartin ganaatlandirsa, onda sonday turaqlt h >0 san tabiladi, natiyjede (2)

terilemenin (X,,Y,) €l bolganda 1°-3° baslangish shartti qanaaatlandiratugin ham
| = {X X =%,| < h} tuy1q intervalda aniklangan birden-bir sheshimi bar boladu.
3-teorema (Peano teoremasi). Eger f (X, y) funkciya I' oblastta aniglangan

ham uzliksiz bolsa, onda I' oblasttin berilgen (Xo,yo)eF noqatinan (2)

tenlemenin keminde bir integral s1z1g1 otedi.

Jogaridagi teoremalardin qollaniliwina baylanisli misal keltiremiz.

Toédmendegi
2
y'=y?,
y(-2)=1
of (X, 1
Koshi maselesinde T = R?, (x.¥) =3 y 3 ke kore

Q=QuUQ, Q=R'xR', Q,=R'xR’, QcT
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ckenligi kelip shigad. Bizge belgili I'=Qu{(x,y):y=0} him

2 3
(-21)eQ,=QcTI. y'=y?® tenlemenin uliwma sheshimi y= (%) kubik
parabolalardan ibarat. Bunnan x=-2, y =1 bolganda C =5 kelip shigadi. Demek,

3
Koshi maselesinin sheshimi y = (X—+5] bolip, bul sheshim Q, de tek gana birew
3

boladi. Bunin haqiyqatinda da duris ekenligin biliw ushin, maselen, Koshi

teoremasinin shartleri (—2,1) noqatta berilgen differencialliq tenleme ushin orml

ekenligin tekserip koriw jetkilikli.

Toémendegi

2
y'=y?,
y(-2)=0
Koshi maselesin korsek, onda I'=R* ham (-2,0)eT". Biraq (-2,0) nogatta

of (X, = . I : :
M:gy 8 funkciya uzliksiz emes. Demek, Koshi teoremasinin sharti

oy
orinlanbaydi. Sonhqtan birden-birlikti tastiyiglap bolmaydi. Tiykarinda (—2,()

nogattan otetugin integral siziglar sam sanagsiz (kontinuum) koéplikti duzedi.
x+2) : tadi e
Haqiygatinda da, (—2,0) nogattan y= 5 kubik parabola otedi ham ol

integral sizigtan ibarat. Usi (—2,0) nogattan y =0 integral siziq ta otedi. Sonn

ushin, maselen, tomendegi

3
(X%Zj : eger x<-2bolsa,

@(x)=40, eger —2<x<-k, k>-2bolsa

3
(is)kj , eger x>-k bolsa
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funkciya berilgen tefilemenin R* da amglangan sheshimi boladi. Bunnan k nin
har bir manisinde ogan saykes sheshim payda etiw mumkin. k nmn k>-2
tensizlikti ganaatlandiratugin manisleri sanaqgsiz koplikti payda etkeni ushin

jogaridag: tastiyiqtin duris ekenligi kelip shigad.

2
Korilgen maselede f(x, y)=y? funkciya R?da tzliksiz. Peano teoremas:

boyinsha R? tin galegen tayinlangan nogatinan berilgen differencialliq tealemenin
keminde bir integral sizig1 otiwi kerek. Jogarndag: pikirlewlerge kére R’tin

galegen tayinlangan nogatinan sanagsiz integral siziglar otedi. Q yamasa Q,

2
koplikte garalgan y'= y2 differencialliq tealemenin bul kopliktin (Q, din yamasa

Q, nin) har bir tayinlangan nogatinan tek gana bir integral sizig1 otedi.
Tomendegi

y'= ! T={(x,y):-1<x<1—00<y<+m}

N/

differencialliq tenleme ushin y(—2)=0 shartti ganaatlandiratugin sheshim bar

bolmayd, sebebi (—2,0) T .

Sheshimnin bar boliwi ham birden-birligi teoremalarinda ¢(x) ham y(x)
sheshimler ozleri anmiglangan intervallardin uliwma béleginde birdey boliwi
hagqinda aytiladi. Eger ¢(x) funciya I, ={x:r,<x<r,} de, w(x) funkciya
I, ={X:s,<x<s,} de amgqlangan bolip, X, 1, NI  ushin ¢(x,)=w(x,) bolsa,
onda

o(x)=vy(x), xel Nl
bolad.
Birag bul tastiyiqgtan 1. =1, ekenligi kelip shigpaydi. Eger 1, oI, bolsa,

r r

I, da aniglangan y=y/(x) sheshim y=¢(x) sheshimnin dawam: dep atalad1.

Dawam ettiriw mamkin bolmagan sheshimler dawamsiz sheshimler dep juritiledi.
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Eger y=¢(x) funkciya (2) tenlemenin | intervalda aniklangan sheshimi bolip,

us1 sheshimnin dawaminan ibarat bolgan hesh ganday sheshim bar bolmasa, onda
y = @(x) sheshim dawamsiz sheshim deyiledi. Dawamsiz sheshimlerdin

aniglamw intervali 1 usi sheshimler aniglaniwinin maksimal intervali deyiledi.

3-§. Ozgeriwshileri ajiralatugin differencialliq tenlemeler

Tomendegi

Yt (x)a(y) @

korinistegi tenlemeler ozgeriwshileri ajiralatugin differencialliq tenlemeler dep
ataladi. (1) differenciallig tenlemelerdi integrallawdi keltiremiz.

4-teorema. Eger f(x) funkciya I, intervalda, g(y) funkciya I intervalda
uzliksiz bolp, a(y)=0, y €1, bolsa, Qz{(x, y):xel,ye Iy}
tuwrimuyeshliktin galegen berilgen ishki nogatinan (5) differencialliq tenlemenin
tek gana bir integral s1zig1 otedi.

Dalillew. Teoremani dalillew wushin (1) differenciallig tenlemenin

(xo,yo)eQ nogattan otetugin integral sizigtin bar ekenligin ham onin tek gana
birew ekenligin korsetiw jetkilikli. (1) tenlemenin  @(x,)=Y, shartti

ganaatlandiratugin y = ¢(x) sheshimi bar dep boljaymiz. Onda

29—t (x)g(o(x)). (x0(x)<0

dx

boladi. Bunnan

) = f (x)dx, (x,q)(x)) eQ

kelip shigadi, sebebi g(y)=0, yel,. Song: tenliktin eki tarepin x, den x ga

shekem integrallaymiz:
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4-§. Bir tekli ham ogan keltiriletugin differencialhq tenlemeler, sizigh

tenlemeler

dy h(zj )

dx X

Aniglama. Usi

korinisinde jazilatugin tenlemeler bir tekli differencialliq tenlemeler delinedi.

(1) tenlemede h(lj funkciya tek y gatnasinin funkciyas: bolip, ol
X

X
nolinshi tartipli bir tekli funkciya.

h(u) funkciya a <u <b intervalda aniglangan deyik.

x>0 bolganda h(%) funkciya ax <y <bx tensizlikler menen aniglangan

oblastta x<O bolganda bx<y<ax tensizlikler menen amglangan oblastta
berilgen boladi. Eki jagdayda da bul oblastt: I" deymiz.

Teorema. Eger h(u) funkciya a<u<b intervalda tzliksiz bolip usi
intervaldin barliq noqatlarinda h(u)=u bolsa, har bir (x,,y,)eI’ noqatttan (1)
differencial tenlemenin tek bir integral sizig: otedi.

Dalillew. y =ux desek, (1) tenleme

xu'+u=h(u)
korinisinde jaziladi. Onnan tomendegi

du _ h(u)—u
dx X

0zgeriwshileri ajiratilgan differencialliq tenlemege kelemiz.
Joqaridagi  belgilewlerge  kore,  f(x)==, g(u)=h(u)—u  ham

g(u)=0,a<u<b. Demek, I"oblastimifi galegen berilgen (X,,Y,) noqatman bir
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integralliq s1ziq 6tedi. Uliwma sheshim bolsa formulaga kore tabiladi. Aniq emes

integral korinisindegi tomendegi

% _ J‘ du
x “h(u)-u
qatnastan ulitwma sheshim formulasi
In|x|=®(u)+C yamasa In|x|= CD(%) +C

funkciyanin daslepkisi. Eger

kelip shigadi. Bul jerde, CD(u) funkciya

1
h(u)—u

h(lj _J bolsa, g(y)=y ham g(y)=0,y=0  boladi.  Eger

h(u)=u, u=u,,...,u

n

bolsa, !h(;)g—f integraldn  u—u, (s=12,...,n) de

jiynaqlt yamasa tarqaliwshi boliwina qarap U =U, (yagniy y=uxX,s=12,...,n)
s1ziqlardin har bir noqatinan sheksiz kop yamasa jalglz integral s1ziq 6tedi. Bunda
har bir y=u.xX, (s=12,...,n) siziq (1) differencialliq tenlemenin integral sizig
ekenligin esapqa aliw kerek.

Bir tekli tenlemege keltiriletugin maseleler

Tomendegi

ﬂ:f(alx-f-bly-i-(:l] )

dx ax+by+c,
differencialliq tefilemede f (u)funkciya bazi bir a<u<b intervalda Gzliksiz
bolsin. Ol jagdayda (2) tenlemeni o6zgeriwshileri ajiralatugin differencialliq
tenlemege keltiriw mamkin bolgan jagdaylard: iyrenemiz.
l. ¢, =¢, =0 bolgan jagday.
% = f (%J differencialliq tenlemege iyemiz. Eger A=ab,—-ab #0
bolsa, bul tenleme (2) koriniske keledi, sebebi
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y
ﬂ:f a1+b1X _f*(yj

d
X a2+b2§

Eger A=0 bolsa, i:%:k yamasa a =a,k,b =bk deymiz. Bunda
a‘2 2

j—yzf(k) ga kelemiz. Bul differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi
X

y = f(k)x+C bolip, mayeshlik koefficienti f (k) ga ten bolgan tuwrn siziglar
klasinan ibarat.

. ¢l +c2=0 (yagmy ¢, ham ¢, lerden keminde birewi nolden 6zgeshe
) bolgan jagday.

Eger A=0 bolsa, onda a, =a,k,b =b,k ga kore:

dy ¢ k(a,x+byy)+c,
dx a,X+b,y)+c,

Usi
Z=a,X+b,y (3)

tarlendiriwdi orinlaymiz, onda z jana belgisiz funkciya, (3) den %za2 +b23—y
X X

korilip atirgan jagdayda b, =0 shart jogarida korilgen jagdayga alip keledi. Endi

b, =0 bolsin. dy = 10 3 ni aqirgh differencialliq tenlemege goysagq,
dx b, dx b,
1dz_a,_ (kg
b, dx b, X+C,

yamasa

$=a2+b2f(kx+clJ
dx X+C,

differencialligq tenlemege kelesiz.
Endi A =0 bolsin. Usi
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X=E& 4+ X,

y=1n+Y,
turlendiriwdi orinlaymuz.
dy _dn
dx d¢&
d_77:f ag+bn+ax,+hy, +¢ (4)
d& a,&+bn+a,x,+b,y, +cC,

(3) tarlendiriwde x, ham vy, sipatinda
{a1x+b1y+01=0,
a,x+b,y+c,=0
sistemanin sheshimin alamiz. Bul sistema jajgiz sheshimge iye, sebebi A #0.
Solay etip, (4) tomendegishe koriniske keledi:
dn _ ( aé +hy } .
d& a,&+bn
Ulwma alganda (2) Korinistegi differencialliq tenleme A nii manisine
garap, maselen, A=0 bolganda, yamasa (3) tarlendiriw jardeminde 6zgeriwshileri
ajiralatugin differencialliq tenlemege alip kelinedi
Birinshi tartipli siziqh differencialliq tenlemeler

Egerde birinshi tartipli differencialliq tenleme belgisiz funkciyaga ham onif

tuwindisina qarata siziglt bolsa, yagniy belgisiz funkciya hdm onin tuwindisi
birinshi darejede gatnassa, onda bunday tenleme siziql differencialliq tenleme dep
ataladi.

Birinshi tartipli sizigh differencialliq tenlemenin normal tari tomendegidey

bolip jaziladi

%+P(x)y:Q(x) (5)

bunda P(x),Q(x) - berilgen azliksiz funkciyalar.
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Bundagi P(x) - sizigh tenlemenin koefficienti, al Q(x) - onin saltan

agzasidelinedi. Eger (1) teilemede Q(x)=0 bolsa, yagniy bul
% +P(x)y=0 (6)
tarine iye bolsa, onda ol birtekli siziqli tenleme dep ataladi. Usigan baylanisl,
egerde Q(x)=0 bolsa, (1) tenleme birtekli emes s1ziqh tenleme delinedi.
(5) tenlemege saykes keliwshi (6) tarindegi birtekli sizigli tenlemeni garayiq
ham on1 tomendegi tarde jazayiq
dy + P(x)ydx =0

bunnan 6zgeriwshilerdi ajiracad, onda

Y L p(x)ix=0
dx

tenlemesine iye bolamiz. Bul ézgeriwshileri ajiralgan tenleme. Oni integrallasaq

1n| y| + I P(x)dx = InC bolad1, bunnan

y=ce o (7)

bunda C erikli turaqli. Bul (7) formula (6) birtekli sizigh tenlemenin uliwma
sheshimin beredi.

Birtekli emes siziqli tenlemeni sheshiwdin klassikaliq usillarmin biri bolgan
erikli turaqlini variaciyalaw usilin (Lagranj usilin) qarayiq.

Bul usildi qollanganda daslep (5) tenlemege saykes keliwshi (6) birtekli
tenlemesi integrallanadi. Onin uliwma sheshimi, jogarida korsetilgendey-aq, (7)
formulas1 menen beriledi. Sol sebepli (7) funkciyas1 C erikli turagli bolganda (5)

birtekli emes tenlemenin sheshimi bola almaydi. Degen menen birtekli emes

tenlemenin sheshimin de usi tirde izleymiz, biraqta C t1 erikli turagli emes, al x tin
bazi bir funkciyas1 dep esaplaymiz, yagniy erikli turaqlini variaciyalaymiz (oni

6zgeredi dep esaplaymiz). Solay etip, (5) birtekli emes tenlemenin sheshimin

y=Ce e (8)
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tarinde izleymiz, bunda C(x) -x tin jana belgisiz funkciyasi. Sonda

ﬂ _ dC(X) e—IP(x)dx
dx dx

tuwindisin esaplap (5) tenlemesine (8) ham (9) anlatpalarin qoyip,

—C(x)P(x)e ™" 9)

dC(x)

dx e 1" _cop(x)e ™" £ Px)c(xe I = Q)

qatnasina, yamasa

0 _quel" (10)
X

gatnacina iye bolamiz. Buni integrallap,

)eI P(x)dx

C(x)=[0(x dx+C (11)

funkciyasin tabiwga boladi. Endi bul tabilgan (11) anlatpasin izlengen (8)

sheshimge aparip qoyamiz. Sonda
y= Ce_I Pty e_I Feo I Q(x)eI POE e (12)

boladi, bunda S erikli turaqli. Bul (12) formula (5) birtekli emes s1ziqli tenlemenin

uliwma sheshimin beredi.
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111-BAP.EKINSHI TARTIPLI DIFFERENCIALLIQ TENLEMELER
1-§. Ekinshi tartipli s1izigh tenlemelerdin uliwma qasiyetleri
S1z1gl differencialliq tenleme tGsinigi.
Belgisiz funkciya y = y(x) ham onin  y’, y” tuwindilar1 birinshi darejede
gatnasgan
y"+ Py (%) Y+ Py (x)- y=0(x) €y
tenleme ekinshi tartipli siziqli tehleme deyiledi. Bul jerde pl(x), P, (X) tenlemenin

koefficientleri g(x) bolsa saltan agza deyilib, olar bazi bir (a,b) araliqta

aniqlangan funkciyalar.
(1) tenleme ekinshi tartipli s1ziqh bir tekli bolmagan differencialliq tefileme
dep te juritiledi.
Eger (1) shi tenlemede Q (X) =0 bolsa, yagniy tenleme
Y+ P (%)Y + py(x) y=0 )
koriniske 1ye bolsa, onm1 ekinshi tartipli sizigh bir tekli differencialliq tenleme
deyiledi.
Misal ushin
Y+ xy' +(x* +1)y =cosx,
y" —4xy’ + (4x2 —1) y =-3e"
tenlemeler bir tekli bolmagan differencialliq tenlemeler.

"

1
Y ==y - xy =0,
X

y”—%y’+(x+\/§)-y:0

tenlemeler bolsa bir tekli differencialliq tenlemeler bolad:.
Endi sizigh differencialliq tenlemelerdin gasiyetlerin geltiremiz.
1. (1) tenlemede

X:(D(t)
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((o(t) eki martebe differenciallaniwshi1 funkciya) tarlendiriw orinlansa ol jane

s1ziqli tenlemege aylanadi.
Dalillew. (1) tenlemede x=g¢(t) tarlendiriw jasaymiz. Bizge belgili

Ay _dy dt dy 1 _dy 1
dx dt dx dt dx dt ¢'(t)
dt

, d (dy)_ﬁ 1 dy gpm(t)

¢'(t)#0

Cdt? (1) dt (1)

:dx

dx

Natiyjede (1) tenlemede

L S o) e (o(0)- y-alot0)

yagniy

!

z”+%(2u + pl(x)-u)-z’+—(u”+ p(X)-u'+ pz(x)-u)~z:

< S aletot) [y + (o) y-alet)

Bul ekinshi tartipli sizigh tenleme.

2. (1) tenlemede belgisiz funkciya
y=u(x)-z+v(x) (z=2(x))
siziqhh tarlendiriw natiyjesinde (U (X), V( X) eki martebe differenciallaniwshi

funkciya ) jane si1zigh tehlemege aylanadi.

Dalillew. (1) shi tenlemede y=u(x)-z+ v x) tarlendiriw jasaymiz. Bizge

belgili
_dy_d u(x)-z+v(x)]=u(x)-z'+u'(x)- z+V'(x)
dx dx
2
":ZXZ’:% u(x)-z'+u'(x)-z+Vv'(x)]=

14

u-z"'+2u"-z2'+u"-z+v
Natiyjede (1) tenleme tdbmendegi
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u-z"+2u"-z'+u" 2 +V'+ p(x)[u- 2 +u' z+ V] +
+p,(x)[u-z+v]=q(x)

yagniy

144 1 ! ! 1 144 !
z +a(2u +py(x)-u)-z +a(u + P, (X)-u'+ p,(x)-u)-z=
1

==(a() =V = p () V= (%) V)

u
tenlemege keledi. Bul ekinshi tartipli sizigh differenciallig tenleme.

Eskertiw. (2) ekinshi tartipli sizigh bir tekli  differencialliq tenlemede
y:u(x)~z turlendiriw orinlansa, tenleme jane bir tekli tenlemege aylanadi.

Endi (1) differencialliq tenleme sheshiminin bar boliwi hamde birden
birligi hagoindag: teoreman: keltiremiz.

Teorema. Eger

y"+ P (X)- Y + P, (X)-y=0a(x) (1)

teilemede p,(x), p,(x) hamde q(x) funkciyalar X koplikte (X cR)

uzliksiz bolsa, onda X koplikte (1) tenlemenin

! !

:yo

Y, =Yor Y

X=Xp

baslangish shartlerdi ganaatlandiratugin sheshimi bar ham ol birden bir bolad:.

2-§. Ekinshi tartipli sizigh bir tekli ham bir tekli emes differencialhq
tenlemeler
1. Bul paragrafta
y"+ Py (%) Y+ Py (x)-y=0 (2)

bir tekli sizigh differencialliq tenleme ham omin uliwma sheshimin tabiw menen
shugillanamiz.

Daslep ayirim tastiyiqlardi ham tsiniklerdi keltiremiz.

Teorema. Eger vy, = yl(x) funkciya (2) tenlemenin sheshimi bolsa, C -y,

de ( C —qalegen turaqli san ) us1 tenlemenin sheshimi boladi.
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Dalillew. Shartke kore vy, = yl(x) funkciya (2) tenlemenin sheshimi.
Demek,

y1”+ pl(x)'y£+ pz(x)-ylzo (3)

Endi (C : yl)” - pl(x) : (C : yl)’ +p, (X) . (C . yl) anlatpan1 qaraymiz. Bizge belgili

(C-v) =C-y/,
(C-y,) =C-y
Bul tenliklerdi ham (3) gatnasti esapga alip, tabamiz:
(Cy) +P(x)(C) + P (x)(C 1) =Cy" + pu(x)-Coyy +
+pAX)C-m=C(m"+Q(@-mﬁ+m(@-m):c.0:o
Bul bolsa C-.y, berilgen (2) differencialliq tenlemenin sheshimi ekenligin

bildiredi. Teorema dalillendi.

Teorema. Eger y,=y,(x) hamde y,=y,(x) funkciyalardin har biri (2)
tenlemenin sheshimleri bolsa, y, +vy, funkciya da us: tealemenin sheshimi

bolad:.

Dalillew. Shartke kore 'y, =y,(x) hamde y,=y,(x) funkciyalardin har
biri (2) tenlemenin sheshimleri. Demek,
Y+ pl(x)‘yll"'pz(x)‘ylzoi @)
Y; + Pi(X) Y + Py(X)- Y, =0.

Endi

"

(yl + yz) + pl(x)'(yl + yz)l + pz(x)'(yl + yz)
anlatpan1 qaraymiz. Bizge belgili
(i + %) =v"+y,
(yl + yz), = y1' + y2'

Bul tenliklerdi ham (4) gatnasti esapga alip, tabamiz:
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(Vo +¥2) + P )Y+ ¥2) + P () + ) =
=Y, Y, PO+ P(X)Y, + Py (X)Yy + P (%)Y, =
(0" ()Y + P (X)) + (" + B (%)Y + P ()Y | =0
Bul bolsa y, +y, funkciya berilgen (2) differencialliq tenlemenin sheshimi

ekenligin bildiredi. Teorema dalillendi.

Natiyje. Eger y, hamde vy, funkciyalar (2) tenlemenin sheshimleri bolsa,
onda Cy, +C,y, funkciya da ( C,, C, - galegen turagl sanlar ) usi tenlemenin
sheshimi boladi.

Bul natiyjenin dalilleniwi jogarida keltirilgen teoremadan kelip shigad:.

2. Solay etip y, =y,(x) hamde y,=y,(x) funkciyalar (2) tenlemenin
sheshimleri bolsa, onda

y=C -y, +C;- Y,
funkciya da (2) tenlemenin sheshimi bolad: eken.

Tabiyiy tarde bul sheshim berilgen (2) differencialliq tenlemenin uliwma
sheshimi bola ma degen soraw tuwiladi. Bul sorawga juwap beriw ushin
funkciyalardin sizigh erikli ham sizigh baylanish boliwi haggindag: tasiniklerdi
Kiritiwdi talap etedi.

Meyli (a,b) arahqta ¢, (x) ham ¢,(x) funkciyalar berilgen bolsn.

Aniglama. Eger sonday ¢, hamde ¢, sanlar tabilip ham olardin keminde
birewi nol den 6zgeshe bolip tomendegi

a -9 (X)+a, - @,(x)=0
tenlik orinlansa (ol(x) ham qoz(x) funkciyalar (a, b) da sizigh baylanish dep

ataladi.

Aniglama. Eger ¢, (x) hamde ¢,(x) funkciyalar ushin

a1'¢1(x)+a2 '@2()():0
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tenlik tek o, =0 ham «,=0 bolganda onnlansa ¢ (x) ham ¢,(x)
funkciyalar (a, b) da sizigh erikli funkciyalar dep ataladi.
3. Meyli ¢,(x) ham ¢,(x) funkciyalar
y"+ pu(X) Y + P, (x)y =0
differencial tenlemenin sheshimleri bolsin.

Toémendegi
(%) Y2(%)
v (x) ¥z ()

funkcional determinant VVronskiy determinant: dep ataladi.

W (x)=

Teorema. Eger (2) tenlemenin y,(x) hamde y,(x) sheshimleri (a,b) da
s1zigl baylanish bolsa, onda galegen ¥xe(a,b) da W (x)=0 bolad:.
Dalillew. y,(x) ham de y,(x) sheshimler (a,b) da sizigh baylanish
bolsin. Onda
oY, (X)+a, - y,(x)=0
bolip «, ham de ¢, sanlardin keminde birewi nolden o zgeshe. Keyingi
tenliktin har eki tarepin differenciallap, &, hamde «, lerge garata tomendegi
o - Y (X)+a, - y,(x)=0
{al-yl'(x)+a2-y2'(x):0
sisteman: payda etemiz. y,(x) ham de y,(x) sheshimler (a,b) da sizigh

baylanisl bolganlig: sebepli bul sistema trivial bolmagan sheshimge iye. Sonliqtan

sistemanin determinanti

boladi. Demek (a,b) da

Teorema dalillendi.

34



4. Endi W (X) =0 boliwiman Y1(X) ham de vy, (X) sheshimlerdin sizigql
baylanisli bolatugmligin aflatatugin sonday aq Vronskiy determinantin tenlemenin
koefficienti arqali jaziliwin korsetetugin teoremani keltiremiz.

Teorema. Eger bazi bir x, e(a,b) nogatta W (x,)=0 bolsa onda 'y, (x)
hamde y,(x) sheshimler siziqh baylanisl: bolad.

Teorema. Tomendegi

formula orinli, bunda X, € (a, b)

Adette bul formula Liuvill (Ostrogradskiy-Liuvill) formulas: dep ataladi.

Joqarida keltirilgen teoremadan tdmendegi natiyjeler kelip shigadu.

1) Liuvill formulast Yy, (X) ham de v, (X) sheshimlerdin Vronskiy
determinanti (a, b) da nol'ge ten yamasa (a, b) bazi bir noqatinda nol'ge
aylanbawin korsetedi.

2) Eger Vronskiy determinantt W (X) =0 bolsa onda vy, (X) ham de vy, (X)
sheshimler s1ziql1 baylanish boladi ham kerisinshe.

3) Eger Vronskiy determinantt W (x)=0 bolsaonda y,(x) hamde y,(x)

sheshimler s1ziql1 erikli bolad.

5. Amiglama. Ekinshi tartipli sizigh bir tekli differencialliq tenlemenin
Y1(X) ham de yz(x) sheshimleri s1ziql1 erikli bolsa, olar tenlemenin fundamental
sheshimler sistemasi dep ataladi.

Teorema. Ekinshi tartipli sizigh bir tekli differencialliq tenleme
fundamental sheshimler sistemasina iye.

Dalillew. Bizge belgili,

y"+ Py (X) Y+ py(x)-y =0
tenleme (bunda p,(x) ham p,(x) lar (a,b) da uzliksiz funkciyalar) baslangish

shartlerdi ganaatlandiratugin birden bir sheshimge iye.
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Eki tarli baslangish shartlerdi garaymiz
Vi o =L Vil =0,
Vol . =0 3l =L
Bul shartlerdi ganaatlandiriwsht y, =y,(x), y,=Y,(x) sheshimler bar bolad..
Differencialliq tehleme sheshimlerinin X, nogattag: Vronskiy determinanti

1 0

=1+0
0 1

W)=

boladi. Sonhgtan y,(x) ham y,(x) ler berilgen tenlemenin sizigh erikli
sheshimleri, birden bir fundamental sheshimler sistemas: boladi. Teorema
dalillendi.
Teorema. Eger y,(x) ham y,(x) ler (a,b) da
Y+ p(X) Y+, (x)y =0 (2)
tenlemenin fundamental sheshimler sistemasi bolsa, bul tenlemenin uliwma

sheshimi
y=C,-¥,(X)+C, - y,(x)

koriniste boladi, bunda C,, C, - galegen turagl sanlar.

Dalillew. y,(x) ham y,(x) ler (a,b) da (2) tenlemenin fundamental
sheshimler sistemas1 bolsin. Onda joqaridag teoremaga kore
(%) ¥ (%)
Y2(X) ¥, (%)
boladi. 1-natiyjege kore y=C - y( ¥ + G- y )} da (2) tenlemenin sheshimi
boladh.

W (x)= =0, (vxe(a,b))

(a, b) da galegen x, nogat alip baslangish shartlerdi tomendegishe

yl‘ x=x, yl(XO)’ yl"xzxo = yl’(XO)’

X=X, = y2’ (XO )

Y| X=Xy V(%) Vs
aniglaymiz. Bizge belgili,
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{Cl ' yl(XO)+C2 ' yZ(XO): Yo
C,- yl'(xo)+C2 ) yzl(xo): y(g
sistema W (x,) =0 bolganlig: sebepli birden bir C,, C, - sheshimge iye. Demek

C.¥:(X)+C,Y,(x) sheshim qélegen baslangish shértti qanaatlandiratugin sheshim

bolganliginan
y=C; - yl(x)+C2 ’ yZ(X)

tin berilgen (2) tealemenin uliwma sheshimi ekenligi kelip shigadi. Teorema
dalillendi.

6. Eger

Y +p(X) Y + Py (x)y =0 (2)

tenlemenin bir sheshimi malim bolsa onda (2) tealemeni birinshi tartipli
differencialliq tenlemege keltiriw, sonday aq bul sheshim menen siziql: baylanish
bolmagan ekinshi sheshimdi de tabiw mumkinligi haqgindag: teoremalardi
keltiremiz.

Teorema. Eger yz(x) funkciya (2) differencialliq tenlemenin bir sheshimi
bolsa, onda (2) tenlemeni sheshiw birinshi tartipli sizigh differencialliq tenlemeni
sheshiwge keledi.

Dalillew. Shartke kore y,(x)  funkciya (2) tenlemenin sheshimi.
Sonhgtan,
Y7+ P (X) ¥y + Py (%) ¥, =0
Toédmendegi
y=yi-z  (z=2(x))
tarlendiriwdi orinlaymiz. Onda
Y=y, -z+y,-7,

y'=y, - z+2y, 7' +y, - 7"
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boladi. Bul y, y', y" lardin manislerin (2) tenlemedegi vy, y’,y" lar ornina qoyip,

yl(x) funkciya (2) tenlemenin sheshimi ekenligin esapga alip tabamiz:
v, cz+2y 7' +y, -7+ pl(x)-(yl' -z+y1-z’)+ p(X) Y, 2=0 =
:>(y1" + P (%)Y, + P, (%) yl)-z+(2yl' +p(x)- yl)-z'+ y,-2"=0 =
= yl-z”+(2y1' +p(X)- yl)-z’:O

keyingi tehlemede z'=u  (u=u(x)) dep alinsa natiyjede tomendegi

Y1'u,+(2y1,+ pl(x)’yl)'u:O
birinshi tartipli differencialliq tenleme payda boladi. Solay etip (2) tenlemeni
sheshiw birinshi tartipli differenciallig tenlemeni sheshiwge keledi. Teorema
dalillendi.
7. Eger

y=y,-z,  z'=u (u=u(x))
gatnaslardan
y=y, -Iu(x)dx
boliwin itibarga alip ont (2) talemege qollansaq (2) tenleme birinshi tartipli

differencialliq tehlemege keletuginligin koremiz.

Teorema. Eger yl(x) funkciya (2) differencialliq tenlemenin sheshimi

bolsa, onda usi sheshim menen s1z1gl: erikli bolgan ekinshi sheshim tomendegi

e—.fpl(x)dx
yzzyz(x):yl'j yz dx

1

formula menen tabiladi.
8. Endi ekinshi tartipli bir tekli bolmagan sizigh
y"+ P (X)- Y+ p(x)- y=0a(x) (1)
differencialliqg tenlemenin uliwma sheshimin tabiwd:i garaymiz. Bunda (1)

tenlemege saykes bolgan
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y'+ Py (X) Y+ Py (x) y=0
bir tekli s1ziqli tefilemeler haqqindag1 magliwmatlardan paydalanamiz.
Bizge malim (1) tenlemedegi p,(Xx), p,(x), a(x) funkciyalardmn har
biri (a, b) da uziliksiz bolsa onda (1) tenlemenin

!

, —
X=X yO

Yy, = Yor Y
baslangish shartlerdi ganaatlandiratugin sheshimi bar boladi ham bul sheshim
birden bir bolad:.

Teorema. Bir tekli bolmagan si1zigl: differencialliq tenleme
Y+ p(X) Y+ P (X)- y=a(x)
nin uliwma sheshimi us: tenlemenin bazi bir dara sheshimi ham bir tekli sizigh

tenleme
Y + P (X) Y +p(x)y =0 (2
nin uliwma sheshimi gosindisinan ibarat bolad:.
Dalillew. Meyli ¢(x) funkciya (a,b) da (1) tenlemenin dara sheshimi
u(x) funkciya bolsa (2) terilemenin uliwma sheshimi bolsin.

Onda

0" (%) + pu(x)-¢'(x) + P, (x)- ¢(x)=a(x),
u”(x)+ p,(x)-u’(x)+ p,(x)-u(x)=0
bolad:. Bul tenliklerdi agzama agza gosip tabamiz:
u”(x)+¢@"(x)+ p,(x)-u'(x)+ p,(x)-@'(x)+ p,(x)-u(x)+
+p(x)-o(x)=a(x) =
(u(x)+0(x)) + P (Y(U(x)+(x)) + . (X)(u(x) + () =0(x)
Demek
y=u(x)+e(x)
funkciya (1) tenlemenin sheshimi bolad: eken.

Bizge belgili bir tekli (2) differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi
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u(x)=C, - y,(x)+C, - y,(x)
koriniste bolip, bunda y,(x) ham vy, (x) ler fundamental sheshimler sistemas,
C, ham C, qalegen turaql sanlar boladi. Demek
y=C,¥%1(X)+C, -y, (x) + p(x).
Endi bul tenliktin har eki tarepin differenciallap tabamiz:
y'=Cp- ¥ (x)+C, -y, (X)+¢'(X)-
Natiyjede tomendegi
{Cl-y1+C2-y2:y—(p(x) G
Cy, +C,0y, =y —¢'(X)

sistema payda boladi. Bul sistemada Y1(X) ham yz(x) (2) tenlemenin

fundamental sheshimler sistemasi. Sonliqtan X e (a, b) da

A yz(x)?&O
¥ (X)y, (%)

Demek X, e(a,b) noqatta hamde y(X))=Y,, Y'(X)=Ys hiam o(X)=¢,

W (x)=

lardin har qanday manislerinde joqaridagi sistema C, ham C, lerge garata
sheshimge iye. Bul jagdayda
y=u(x)+¢(x)=C, -y, (x)+C, - ¥, (X) + ¢(x)

tin (1) bir tekli bolmagan differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi ekenligin
bildiredi. Teorema dalillendi.

9. Endi ekinshi tartipli bir tekli bolmagan sizighh (1) differencialliq
tenlemenin dara sheshimin tabiw usillarinan birewin keltiremiz.

Meyli

y"+ P (x)- ¥+ P (X)- y=0a(x) (1)

bir tekli bolmagan differencialliq tenleme berilgen bolsin. Bul tenlemede
p.(X), P,(x), a(x) lardin har biri (a,b) da berilgen uziliksiz funkciyalar.

Tenlemege saykes bir tekli
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y'+ pu(X) Y+ P, (X) y=0
tenlemeni garaymiz. Meyli y, =y, (x) ham y,=y,(x) bul tenlemenin
fundamental sheshimler sistemasi bolsin. Onda (2) tenlemenin uliwma sheshimi
y=C -y +GC, -y,
boladi. Bunda C, ham C, galegen turagl sanlar. A'lbette y=G -y +C, -
funkciya bir tekli bolmagan (1) tenlemenin sheshimi bolmayd:.
y=C,-y,+C,-y, degi C, ham C, lerdi x oézgeriwshinin sonday
funkciyasi bolsin dep garaymiz
y=C,(X)- ¥, +C,(x)-,
funkciya (1) bir tekli bolmagan differencialliq tenlemenin sheshimi bolsin. Masele
sonday C,(x) ham C,(x) lard: tabiwdan ibarat. Sol magsetti gozlep song:
tenliktin har eki tarepin differenciallaymiz:
y'=C,(X)-y, +C,(X)-y, +C/(X)- ¥, +C, (X)- Y,
Qaralip atirgan C,(x) ham C,(x) lar ushin
C (x)-y,+C, (x)-y,=0
bolsin dep qaraymiz. Natiyjede
y'=C,(X)-y, +C,(X)-y,
boladi. Bul tenliktin har eki jagin differenciallaymiz:
y'=C,(X)-y, +C,(X)-y, +C, (X)-y, +C, (X)-y,
Endi bul tamilgan y,y’, y" lardin manislerin (1) tenlemedegi vy, y',y" lar
ornina qoyip, tabamiz:
C.(X)- v, +C,(x)-y, +C/(X)-y, +C, (x)-y, +
+p1(x)-(C1(x)- Y, +C,(x)- yz')+ P, (X)-(C.(X)- ¥, +C,(X)- ¥, )=0a(x)=
Cl(x)-(yl" +p(X)- Yy + P, (%) y1)+C2(x)-(y2” +p(X) Y, + P, (%) y2)+
+C, (X)-y, +C, (x)-y, =a(x).
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Eger
Vi + Pu(X) ¥+ py(X)- =0
Yo+ P(X) Y, + Py (%)Y, =
boliwin itibarga alsaq, onda keyingi tenleme
C, (%) +C; (%)Y, =a(x)
koriniske keledi.
Natiyjede C,'(x) ham C, (x) lard: tabiw ushin témendegi
{ C, (X) ¥, +C, (x)-y,=0
G/ () ¥ +C) (%) ¥, =a(x)
sistemaga kelemiz.Bul sistema koefficientlerinen duzilgen Vronskiy determinant:

Y.(X)  ¥,(x)
¥ (%) Y, (%)

Vx e(a, b) da nol’den 6zgeshe. Demek sistema birden bir sheshimge iye.

W (x)=

Solay etip C, (x) ham C,(x) lard: tabiw ushin tomendegi

Cl'(x):_m C, (x)= i -(x)

W(x) W (x)
o zgeriwshileri ajiralatugin differencialliq tenleme payda boladi. Olard: sheship

tabamiz:

Cl(x):—Jy\zN'?)E))dx+Cl, C,(x)= J‘y\l/v((q)(())dxHT2

Tabilgan C, (x) ham C,(x) lardih manislerin (5) sistemasindagi C, (x)

ham C,(x) lar ornina qoyamiz:

:{ Y2 9 dX+CT1}y1+[J'%)(()X)dX+C_2jy2

y' — y+ yx—1
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Bul (1) bir tekli bolmagan differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi bolad:.

Keyingi tefilikten (1) bir tekli bolmagan differencialliq tenlemenin dara sheshimi
yl'q(x) yz'q(x)
=y, | ———=dx-y, | ——=d
?(%) yzf W (x) " ylj W (x) X

boladi. Dara sheshimdi tabiwdag1 bul usul Lagranj usuli dep ataladu.

3-§. Ekinshi tartipli differencialhq tenlemeler ushin
Koshi maselesinin goyiliwi

Ekinshi tartipli differenciallig tenleme tomendegi koriniste boladi
F(xy,y,y")=0 (1)
bul jerde y(x) - belgisiz funkciya. Ekinshi tartipli differencialliq tenlemelerge

mexanikanin tarli maseleleri alip keledi. Maselen, massast m ge ten bolgan
materiallig nogat x koésher boylap hareket etpekte. Bul nogatga tasir etiwshi kash

waqittin funkciyas: sipatinda berilgen: F = F(t). Qalegen t wagit momentinde
kosherdegi nogattin jagdayin amqglaytugin hareket mzami x=x(t) funkciya

jardeminde beriledi. N yutonnin ekinshi nizami boyinsha ma=F tenlikke iye

2

bolamiz, bul jerde a - nogattin tezleniwi, yagniy a:% . Solay etip, x(t)

funkciya tomendegi differencialliq tenlemeni ganaatlandiriwi kerek
d’x 1
—=—F(t 2
dt> m (1) @)
Uhwmaraq jagdayda F kuash tek gana t waqit momentine emes, al t momenttegi
nogattin jagdayina da garezli boladi (maselen, tartiw kuashi yamasa serppelilik

kashi). Onda F:F(t,x,%)bolam ham (2) tenlemenin ormina uliwmaraq

koriniste bolgan tomendegi tenlemege iye bolamiz:

d?x dx
— =F|t,x,— 3
dt? ( dt} ()
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Differencialliq tenlemeler ushin omin aniq bir sheshimin payda etetugin

gosimsha shartlerdi tabiw maselesi ulken ahmiyetke iye. (3) tenleme ushin bunday

shartler ganday koriniske iye boladi1? Eger bazi bir t, wagit momentindegi nogattin
jagdayi, sonday-aq onin t, momenttegi tezligi berilgen bolsa, onda nogattin

bunnan keyingi hareketi usi shartler argali bir manisli aniglanadi. Sonhqgtan bul
shartlerdi tomendegi koriniste jazamiz:
dx

t=t, = Ko E t=t, = Xo

bul jerde t,,x,,%, - berilgen sanlar. Geometriyaliq tarepten bul minan: bildiredi:
berilgen (t,,X,) nogattan otiwshi ham usi noqatta berilgen x, muyeshlik
koefficienti menen xarakterlenetugin bagitqa iye bolgan (3) tenlemenin integral
siz1gin tabiw kerek. Bunday masele (1) tenleme ushin Koshi maselesi dep atalad:.

Adette (1) tenleme y" ga garata sheshiledi, yagniy to mendegi ko riniske
keltiriledi

y'=f(xy.y) (4)

(4) tenleme ushin Koshi maselesi sheshiminin bar boliwi ham birden-birligi

hagoindag: teoreman: keltiremiz.

1-teorema. Eger X,,Y,, Y, manislerdin bazi bir do'gereginde f(x,y,y")

funkciya aniglangan, tzliksiz ham uzliksiz 2—f ham i dara tuwindilarga iye
y

bolsa, onda (x,,Y,,Y,) nhogattin sonday do'geregi tabiladi, (4) tenleme ushin

Yo =Yor Y’ X=XOzy;) baslangish shartlerge iye bolgan Koshi maselesi tek
gana bir sheshimge iye bolad:.
Joganda aytip o'tilgenindey, ekinshi tartipli tenlemenin sheshimi eki

golegen turaghga goarezli bolads, yagniy y = (p(x,Cl,Cz) ko riniske iye boladi. Bul

Koshi maselesi sheshiminin bar boliwi ham birden-birligi menen ustpe-ust tasedi:
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?(%,C1.C,) =Yy, ¢'(%,C,,C,)=y, tenliklerden, C, ham C, manisler bir

manisli aniglanadi, demek (1) tenlemenin de dara sheshimi aniglanadi.

Misal. y"+y=0 tenlemeni qaraymz. Bul tenleme y, =cosx ham
y, =sinx dara sheshimlerge iye boladi. To mendegi

y=Cy, +C,y, =C cosx+C,sinXx
funkciya da C, ham C, turaghlardin galegen manislerinde sheshim boladh.
Haqiygatinda da,
(Cy, +C,¥,)"+(Cy, +C,Y,) =C,(y, +y,) +C,(y, +Y,)=C,-0+C,-0=0

Bul sheshim eki galegen C, ham C, turaglilaréa garezli boladi. x,,Y,,Y, sanlar

ganday bolsa da (Koshi maselesinin baslangish shartleri) y

= Yor Y= Yo
shartlerdi ganaatlandiriwsh: C cosx+C,sinx korinistegi tek gana bir funkciya
bar boladi. Maselen, eger x,=0,y, =1y, =1 bolsa, onda C, ham C, turaghlard:
tabiw ushin to"mendegi shartlerge iye bolamiz

Y| sy, = Gieos0+ C,sin0=1,y",_ =-C;sin0+C,cos0=1

bunnan C,=1, C,=1,yagniy y=cosx+sinx kelip shigad.
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JUWMAQLAW

Fizika, ximiya, medicina ham basqa panlerde ushirasatugin koplegen
processler differencialliq tenlemeler jardeminde xarakterlenedi. Bul tenlemelerdi

uyreniw menen tiyisli processler haqqinda bazi bir magliwmatqa iye bolamiz. Usi

differencialliq tenlemeler uyrenilip atir§an processtin matematikaliq modelinen
ibarat boladi. Bul model’ qansha jetilisken bolsa, differencialliq tenlemelerdi

Uyreniw natiyjesinde alingan magliwmatlar processlerdi sonshaliq toliq
xarakterleydi. Tébiyatta ushirasatugin turli processler birdey differencialliq

tenlemeler menen xarakterleniwi mumkin, yagniy eger bazi bir matematikaliq
model” toliq uyrenilse, tiyisli natiyjeden tirli processlerdi tasindiriwde paydalaniw
mumkin. Demek, differencialliq tenlemelerdin uliwma teoriyast ham ameliy
maselelerdi sheshiwge qollaniliwi ulken dhmiyetke 1ye.

Bul pitkeriw gadnigelik jumista ekinshi tartipli differencialliq tenlemeler ham
olar ushin Koshi maselesi Uyrenildi. Pitkeriw génigelik jumista differencialliq
tenlemeler haqqinda tusinik, differencialliq tenlemege alip keletugin méseleler,
differencialliq tenlemenin sheshimi, sheshimnin bar boliwi ham birden-birligi
haqqinda teoremalar, o6zgeriwshileri ajiralatugin ham bir tekli differencialliq
tenlemeler, sizigh tenlemeler, ekinshi tartipli sizigh differencialliq tenlemelerdin
uliwma qasiyetleri, ekinshi tartipli differencialliq tenlemeler ushin Koshi maselesi

uyrenildi.
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