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Рассмотрены осцилляции межзонного магнитооптического поглощения в полупроводниках с кейновским 

законом дисперсии. Сравнивались изменения осцилляций комбинированной плотности состояний по энергии 

фотона для различных уровней Ландау в параболических и непараболических зонах. Получено аналитическое 

выражение для осцилляции комбинированной плотности состояний в узкозонных полупроводниках. Предло-

жен простой метод расчета осцилляции комбинированной плотности состояний в квантующем магнитном 

поле с неквадратичным законом дисперсии. Получена температурная зависимость осцилляции комбиниро-

ванной плотности состояний в полупроводниках с непараболическим законом дисперсии. Объяснена темпе-

ратурная зависимость ширины запрещенной зоны в сильном магнитном поле с неквадратичным законом дис-

персии. Данный метод расчета применен в исследовании магнитопоглощения в узкозонных полупроводниках 

с непараболическим законом дисперсии. Рассчитана зависимость максимальной энергии фотона от магнитно-

го поля при различных значениях температуры. Теоретическое исследование зонной структуры показало, что 

с ростом температуры осцилляции магнитопоглощения уменьшаются, и энергия фотона нелинейно зависит от 

сильного магнитного поля. Показано, что с ростом температуры за счет термического уширения смываются 

уровни Ландау, и плотность состояний превращается в плотность состояний без магнитного поля. С помо-

щью математической модели рассмотрена температурная зависимость распределения плотности энергетиче-

ских состояний в сильных магнитных полях. Показано, что сплошной спектр плотности состояний, измерен-

ный при температуре жидкого азота, при низких температурах превращается в дискретные уровни Ландау. 

Математическое моделирование процессов с использованием экспериментальных значений сплошного спек-

тра плотности состояний дает возможность рассчитать дискретные уровни Ландау. Построена трехмерная 

веерная диаграмма осцилляции магнитопоглощения в полупроводниках с учетом комбинированной плотно-

сти состояний. Показано, что при неквадратичном законе дисперсии максимальная частота поглощаемого 

света и ширина запрещенной зоны нелинейно зависят от магнитного поля. Моделирование температурной 

зависимости позволило определить уровни Ландау в полупроводниках в широком температурном диапазоне. 

С помощью предложенной модели проанализированы экспериментальные результаты, полученные для узко-

зонных полупроводников.  

 
Ключевые слова: веерная диаграмма; энергия фотона; магнитооптические эффекты; межзонное магнитопоглощение.     
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The article considers the oscillations of interband magneto-optical absorption in semiconductors with the Kane dis-

persion law. We have compared the changes in oscillations of the joint density of states with respect to the photon en-

ergy for different Landau levels in parabolic and non-parabolic zones. An analytical expression is obtained for the os-

cillation of the combined density of states in narrow-gap semiconductors. We have calculated the dependence of the 

maximum photon energy on the magnetic field at different temperatures. A theoretical study of the band structure 

showed that the magnetoabsorption oscillations decrease with an increase in temperature, and the photon energies non-

linearly depend on a strong magnetic field. The article proposes a simple method for calculating the oscillation of joint 

density of states in a quantizing magnetic field with the non-quadratic dispersion law. The temperature dependence of 

the oscillations joint density of states in semiconductors with non-parabolic dispersion law is obtained. Moreover, the 

article studies the temperature dependence of the band gap in a strong magnetic field with the non-quadratic dispersion 

law. The method is applied to the research of the magnetic absorption in narrow-gap semiconductors with non-

parabolic dispersion law. It is shown that as the temperature increases, Landau levels are washed away due to thermal 

broadening and density of states turns into a density of states without a magnetic field. Using the mathematical model, 

the temperature dependence of the density distribution of energy states in strong magnetic fields is considered. It is 

shown that the continuous spectrum of the density of states, measured at the temperature of liquid nitrogen, at low tem-

peratures turns into discrete Landau levels. Mathematical modeling of processes using experimental values of the con-

tinuous spectrum of the density of states makes it possible to calculate discrete Landau levels. We have created the 

three-dimensional fan chart of magneto optical oscillations of semiconductors with considering for the joint density of 

energy states. For a nonquadratic dispersion law, the maximum frequency of the absorbed light and the width of the 

forbidden band are shown to depend nonlinearly on the magnetic field. Modeling the temperature dependence allowed 

us to determine the Landau levels in semiconductors in a wide temperature spectrum. Using the proposed model, the 

experimental results obtained for narrow-gap semiconductors are analyzed. The theoretical results are compared with 

experimental results. 

 
Keywords: fan chart; photon energy; magneto-optical effects; interband magnetic absorption. 
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1. Введение 

 

В последние годы развивается новая научно-

техническая отрасль – магнетоэлектроника, или как 

теперь принято ее называть – спинтроника, зани-

мающаяся изучением и практическим приложением 

эффектов и устройств, использующих спины элек-

тронов. Спинтроника изучает магнитные и магнито-

оптические взаимодействия в металлических и полу-

проводниковых структурах, а также квантовые маг-

нитные явления в структурах наноразмеров [1–4].  

В работах [5, 6] исследованы осцилляции, обу-

словленные оптическими межзонными переходами 

электронов в точке L зоны Бриллюэна висмута, в 

диапазоне температур Т = 77 280 К в магнитных 

полях до В = 22 Тл, а также в образцах, представ-

ляющих собой две разделенные зазором симметрич-

ные половинки монокристалла висмута, измерен ко-

эффициент пропускания инфракрасного излучения в 

зависимости от индукции импульсного магнитного 

поля. Веерная диаграмма содержит информацию как 

о слабых магнитных полях (эффект Зеемана и диа-

магнитный сдвиг), так и о сильных полях (переходы 

между уровнями Ландау) [7–13]. Однако в этих ра-

ботах не рассматривалось влияние температуры на 

ширину запрещенной зоны в квантующем магнит-

ном поле.  

Осцилляции магнитооптического поглощения в 

полупроводниках вычисляются с помощью следую-

щей формулы [14]: 
 

2
1/22 3/2

2 2

22
α (0) ( ) μ ω (2 1)μ

ω

r

H c r g r

N

me
ep H E N H

m nc
, (1) 

 

где cp  – матричный элемент; rm  – приведенная 

эффективная масса; μr  – приведенный эффективный 

магнетон Бора; N – номер уровней Ландау.  

 

Эта формула применима для прямых разрешен-

ных переходов с параболическим законом диспер-

сии. Из формулы (1) можно определить комбиниро-

ванные плотности состояний: 

 

3/2

2

2 1
( ν, ) ( ) μ

(2 1)μ

p r
jds r

N g r

m
N h H H

h E N H
. (2) 

 

В этом случае эффективные массы электронов 

будут постоянными. Но важной особенностью полу-

проводников с узкой запрещенной зоной является 

сильная непараболичность зоны проводимости. 

http://orcid.org/0000-0002-6841-8214
https://orcid.org/0000-0001-6824-8246
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Здесь реализуется предельный случай модели Кейна, 

то есть в таких полупроводниках эффективная масса 

сильно зависит от энергии электронов. 

Исследования, посвящённые разработке конкрет-

ной модели осцилляций межзонного магнитооптиче-

ского поглощения при разных температурах в полу-

проводниках с непараболическим законом диспер-

сии, в литературе не найдены. 

Целью данной работы является построение мате-

матической модели зависимости межзонного магни-

тооптического поглощения от температуры в узко-

зонных полупроводниках. 

В задачи исследования входят: изучение зависи-

мости ширины запрещенной зоны и частоты погло-

щаемого света от сильного магнитного поля с непа-

раболическим законом дисперсии с помощью приве-

денной модели; рассмотрение влияния температуры 

на веерную диаграмму спектра магнитопоглощения; 

сравнение теоретических расчетов с эксперимен-

тальными данными.   

 

Список обозначений 

Буквы греческого алфавита 

α  Коэффициент магнитооптического поглощения света 
μ  Уровень Ферми 

μr
 Приведенный эффективный магнетон Бора 

 Величина спин-орбитального отщепления 

 Постоянная Планка 

ω  Частота света  

Буквы латинского алфавита 

B Индукция магнитного поля 

E Энергия электронов в зоне проводимости 

Eg Ширина запрещенной зоны 

f0 Функция Ферми – Дирака 

k Волновые векторы дырок или электронов  

mc Циклотронная эффективная масса  

mr Приведенная эффективная масса 

N Число уровней Ландау 

cp  Матричный элемент 

S Площадь сечения изоэнергетической поверхности плоскости 

T Температура 

Индексы верхние 

n Непараболические зоны (no parabolic)  

Индексы нижние 

с Циклотронная (cyclotron) 

g Ширина запрещенной зоны (gap)  

h Дырка (hole) 

jds Комбинированная плотность состояний (joint density of states) 

r Приведенный (reduced) 

x, y, z Направление декартовых координат 

Аббревиатуры 

КПС Комбинированные плотности состояний 

 

 

2. Теоретическая часть 

 

2.1. Определение осцилляции комбинированной 

плотности состояний в полупроводниках  

с неквадратичным законом дисперсии 

Рассмотрим изменение осцилляции комбиниро-

ванной плотности состояний (КПС) в полупроводни-

ках с непараболическим законом дисперсии. Непара-

боличность зоны проводимости для электронов 

можно записать следующим образом [15]: 

 

2 2

21 1
4 ω

2 2 2 2

g z
c g g c

n

E k
E E E N

m
. (3) 

 

Началом отсчета энергии выбрано дно зоны про-

водимости. Отсюда неквадратичный закон диспер-

сии для дырок записывается аналогичным образом: 

 

2 2

21 1
4 ω

2 2 2 2

p zg

v g g g c

p

kE
E Ec E E E N

m
, (4) 
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где Ev – энергия потолка валентной зоны. Отметим, 

что оба закона дисперсии (3) и (4) изотропны, эффек-

тивная масса дырок и электронов равны: mn = mp = m. 

Такое поведение спектров дырок и электронов свя-

зано с внутренней симметрией узкозонных полупро-

водников [16, 17]. 

Закон сохранения квазиимпульса будет выглядеть 

следующим образом: 
h ck k k , где, ,h ck k  – вол-

новые векторы дырок и электронов соответственно 

[16, 17].  

Для таких энергетических зон из выражений (3) и 

(4) следует:  

 

2 2

2 1
( , ) ( , ) 4 ω

2 2

z
c z v z g g c

k
E h E k B E k B E E N

m
. 

(5) 

 

Здесь h  – энергия поглощаемого фотона.  

Теперь определим комбинированное число со-

стояний с энергиями в интервале между двумя уров-

нями Ландау. Пользуясь выражением для цикло-

тронной массы, найдем разность площадей сечений 

двух изоэнергетических поверхностей, энергии ко-

торых различаются на ωcE :  

 

2 2

2π 2π
ωc c

c

m m
S E . 

 

Число состояний в плоскости x yk k между двумя 

квантовыми орбитами определяется следующим вы-

ражением:  

  

2

ω

2π(2π)

x y c

x y

L L m
S L L . 

 

Из уравнения (5) определим kz (6): 

 

1

22(2 ) ( ) 1
( 4( ) ω )

2
z g c

g

m h
k E N

E
. (6) 

 

Вернемся теперь к вычислению КПС с непарабо-

лическим законом дисперсии в квантующем магнит-

ном поле. Движения электрона свободны по оси z, не 

квантуются по kz, то есть 
 

2π
Z Z

Z

k n
L

. (7) 

 

Согласно выражениям (6) и (7) число состояний в 

интервале энергий от 
1

( ) ω
2

cN  до E 

 

1
22

1

2

( ) 1
( 4( ) ω )

2
2 π

z

Z g c

g

m L h
n E N

E
. (8) 

 

Полное число КПС с энергиями меньшими Е со-

ставляет: 
 

max

3

2 2

3
02 32

( ) 1
( , ) ω ( 4( ) ω )

2
2 π

N
x y z

c g c

N g

L L L m h
N E B E N

E
. (9) 

 

В результате мы определяем комбинированные плотности состояний в единице объема с кейновским за-

коном дисперсии: 

 

max
3

2

1 22 32 0

ω( , ) ( )
,

2 ( ) 1(2) π
( 4 ω ( ))

2

N
gn c

jds

N

g c

g

h

EdN h B m
N h B

dh h
E N

E

. 
(10) 

 

Здесь ,n

jdsN h B  – КПС с неквадратичным законом 

дисперсии при квантующем магнитном поле. 

 

2.2. Зависимость ширины запрещенной зоны  

и частоты поглощаемого света  

от сильного магнитного поля с непараболическим 

законом дисперсии 

В работе [18] было показано, что магнитное поле 

приводит к образованию уровней Ландау в зоне про-

водимости и валентной зоне. Энергии этих уровней в 

параболической зоне определяются по формуле (1). 

При N = 0 находим, что дно зоны проводимости и 

потолок валентной зоны при изменении 
zB  смеща-

ются так, что ширина запрещенной зоны увеличива-

ется [19]: 
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1
( ) (0) ( ) (0) .

2 2
g g z g z

n p r

e e e
E B E B E B

m m m
 (11) 

 

Как видно из выражения (11), для параболических 

зон этот сдвиг пропорционален магнитной индукции 

zB . Нелинейная зависимость может возникнуть вслед-

ствие непараболичности зон. Соответствующий сдвиг 

края собственного поглощения получен также экспе-

риментально. Таким образом, с помощью приведенных 

моделей можно объяснить зависимость ширины за-

прещенной зоны от сильного магнитного поля в полу-

проводниках с непараболическим законом дисперсии. 

Рассмотрим изменение частоты поглощаемого 

света и ширины запрещенной зоны при неквадра-

тичном законе дисперсии при наличии магнитного 

поля. Сумма по N в (2) и (10) распространяется на 

все значения N, для которых подрадикальные выра-

жения не отрицательны. Те значения ω, N и B, для 

которых подрадикальное выражение в (2) и (10) рав-

но нулю, определяют сингулярные точки коэффици-

ента поглощения. Эти точки соответствуют условию: 
 

maxω (2 1)μg rE N H , (12) 

 

2

max

1
ω 4 ( ) ω

2
g g cE E N , (13) 

 

где ωmax – частота поглощаемого света, соответст-

вующая максимуму поглощения. На рис. 1 и 2 пред-

ставлены изменения максимальной частоты погло-

щаемого света в присутствии магнитного поля.  
 

 
 

Рис. 1 – Зависимость максимальной частоты поглощаемого 
света от магнитного поля для разных уровней Ландау  

в параболическом законе дисперсии, вычисленная  
по формуле (12) 

Fig. 1 – Dependence of the maximum frequency of the absorbed 
light on the magnetic field for different Landau levels  

in the parabolic dispersion law calculated from the formula (12) 
 

 
 

Рис. 2 – Влияние магнитного поля на максимальную частоту 
поглощаемого света в непараболическом законе дисперсии, 

вычисленное по формуле (13) 
Fig. 2 – The effect of the magnetic field on the maximum  

frequencies of the absorbed light in the nonparabolic dispersion 
law calculated from formula (13) 

 

Из (12) следует, что при заданном N частота по-

глощаемого света ωmax  линейно зависит от магнит-

ного поля, а из (13) получаем, что максимальная час-

тота поглощаемого света нелинейно зависит от маг-

нитного поля при разных уровнях Ландау. На рис. 2 

видно, что с увеличением номера уровней Ландау 

нелинейность ωmax  усиливается. 

 

2.3. Влияние температуры на веерную диаграмму 

спектра магнитопоглощения в полупроводниках 

КПС играют важную роль в межзонном магнито-

оптическом эффекте. Во многих случаях матричный 

элемент мало меняется в пределах зоны Бриллюэна. 

Следовательно, структура спектра преимущественно 

определяется КПС в полупроводниках.  

Если начальные и конечные состояния имеют 

симметричные зонные спектры, тогда с помощью 

разложения в ряд по 0 ( ,μ, )df E T

dE
-функциям можно 

найти комбинированную плотность состояний при 

любой конечной температуре: 

 

0

1

( ,μ, )
, , ( , )

n
n n i

jds jds i

i

df E T
N E H T N E H

dE
. (14) 

  

( , )n

jds iN E H  – комбинированная плотность со-

стояний в квантующем магнитном поле при абсо-

лютном нуле температуры. Это выражение при T 0 

превращается в (10). В этом случае уровни Ландау 

проявляются резко. 

На рис. 3 приведена зависимость осцилляций 

КПС от температуры в InSb с непараболическим 

законом дисперсии. На этом рисунке осцилляции 
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комбинированной плотности состояний начинаются 

с E = ħω= 0,27 эВ при неквадратичном законе дис-

персии. Здесь E = ħω – энергия фотона.  

 

 
 

Рис. 3 – Температурная зависимость осцилляции  
комбинированной плотности состояний в квантующем  

магнитном поле с непараболическим законом дисперсии:  
1 – Т = 5 К, 2 – Т = 60 К, 3 – Т = 200 К; В = 5 Тл, для InSb 

Eg(0) = 0,234 эВ 
Fig. 3 – Temperature dependence of the oscillations of the joint 

density of states in a quantizing magnetic field  
with a nonparabolic dispersion law: 1 – Т = 5 К, 2 – Т = 60 К,  

3 – Т = 200 К; В = 5 Т, for InSb Eg(0) = 0.234 eV 

 

На рис. 4 приведена температурная зависимость ос-

цилляций КПС с параболическим законом дисперсии.  
 

 
 

Рис. 4 – Температурная зависимость осцилляции  
комбинированной плотности состояний с параболическим 
законом дисперсии: 1 – Т = 10 К, 2 – Т = 80 К, 3 – Т = 300 К;  

В = 10 Тл, для Si Eg(0) = 1,1 эВ 
Fig. 4 – The temperature dependence of the oscillations  

of the combined density of states with a parabolic dispersion 
law: 1 – Т = 10 К, 2 – Т = 80 К, 3 – Т = 300 К; В = 10 Т,  

for Si Eg(0) = 1.1 eV 

Как видно на рис. 3 и 4, при высокой температуре 

пики уровней Ландау практически не заметны и сов-

падают с плотностью состояний в отсутствие маг-

нитного поля (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5 – Осцилляции комбинированной плотности состояний 
в зависимости от энергии поглощаемого фотона  

и температуры в InSb 
Fig. 5 – Oscillations of the joint density of states depending  

on the energy of the absorbed photon,  
and the temperature in InSb 

 

Выполненный Бардиным и Шокли [20] теорети-

ческий расчет вклада, получаемого за счёт расшире-

ния решетки, показывает, что ширина запрещенной 

зоны при высоких значениях температуры меняется 

линейно с ростом температуры. Основываясь на тео-

ретическом рассмотрении электрон-фононного взаи-

модействия, проведенного Васильевым [21] и Адам-

сом [22], Варшни [23–25] предложил следующую 

формулу для описания зависимости ширины запре-

щенной зоны от температуры: 

 
2

( ) (0)
θ

g g

aT
E T E

T
. (15) 

 

В работах [26–28] подробно исследовалась тем-

пературная зависимость ширины запрещенной зоны 

в новых материалах. Показано, что ширина запре-

щенной зоны с ростом температуры уменьшается. 

Отсюда с помощью подстановки формулы (15) в 

уравнение (13) можно вычислить температурную 

зависимость спектра веерной диаграммы в полупро-

водниках: 

 

2

max

1
ω [ ( )] 4[ ( )] ( ) ω

2
g g cE T E T N . (16) 
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Эта формула является температурной зависимо-

стью веерной диаграммы с учетом комбинированной 

плотности состояний. 

 

3. Экспериментальная часть 

 

На рис. 6а приведены изменения максимальной 

энергии поглощаемого фотона от сильного магнит-

ного поля в InSb [29]. В этой работе наблюдались 

прямые межзонные магнитооптические переходы в 

InSb при температуре жидкого гелия с использова-

нием магнитных полей до 96,5 кЭ. Теперь можно 

вычислить зависимость максимальной энергии по-

глощаемого фотона от сильного магнитного поля в 

InSb с помошью формулы (13). В результате получа-

ем зависимость энергии поглощаемого фотона от 

магнитного поля с непараболическим законом дис-

персии в InSb (рис. 6b). 

 

 

 
a b 

 
Рис. 6 – Изменение максимальной энергии поглощаемого фотона в InSb: a) экспериментальные данные [29];  

b) расчет по формуле (13) 
Fig. 6 – Changing the maximum energy of the absorbed photon in InSb: a) experimental data [29]; b) calculation using formula (13) 

 

 
 

Рис. 7 – Зависимость ширины запрещенной зоны 
от магнитного поля в InAs 

Fig. 7 – The dependence of the band gap  
on the magnetic field in InAs 

На рис. 6 показано, что изменение максимальной 

энергии поглощаемого фотона нелинейно зависит от 

сильного магнитного поля. 

На рис. 7 приведена зависимость ширины запре-

щенной зоны арсенида индия от магнитного поля [30].  

Здесь показано, что изменение ширины запрещенной 

зоны нелинейно. С помощью формулы (13) можно 

определить зависимость ширины запрещенной зоны 

от магнитного поля при постоянной энергии погло-

щаемого фотона: 

 

2 21 1
( ) (2 1) ω [( ) ω ] ( ω)

2 2
g c cE B N N . (17) 

 

Из (17) следует, что изменение ширины запре-

щенной зоны не пропорционально B. На рис. 7 при-

веден график зависимости ширины запрещенной 

зоны от магнитного поля Eg(H). Непрерывная линия 

(теоретический расчет) и точки (эксперимент) гра-

фика зависимости ширины запрещенной зоны от 
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магнитного поля [30] совпадают. Таким образом, при 

сильных магнитных полях теория и эксперимент 

хорошо согласуются. 

 

4. Результаты и их обсуждение 

 

Рассчитанные зависимости максимальной энер-

гии фотона от магнитного поля при различной тем-

пературе представлены на рис. 8. Важным обстоя-

тельством является тот факт, что с ростом темпера-

туры спектры магнитопоглощения изменяются.  

 

 
 

Рис. 8 – Зависимость энергии фотона от сильного  
магнитного поля при различных значениях температуры  

в InSb 
Fig. 8 – The dependence of the photon energy on a strong 

magnetic field at various temperatures in InSb 

 

 
 
Рис. 9 – Трехмерная веерная диаграмма осцилляции 
магнитопоглощения в узкозонных полупроводниках  

с неквадратичным законом дисперсии 
Fig. 9 – Three-dimensional fan chart magnetoabsorption  

oscillations in narrow-gap semiconductors  
with nonquadratic dispersion 

На рис. 9 приведена трехмерная веерная диа-

грамма узкозонных полупроводников – энергии фо-

тона изменяются в зависимости от магнитного поля 

и ширины запрещенной зоны. Видно, что во всем 

диапазоне магнитных полей экспериментальные зна-

чения спектра магнитопоглощения находятся в со-

гласии с результатами теоретических расчетов при 

разных значениях температуры. Теоретическое ис-

следование зонной структуры при этих значениях 

показало, что с ростом температуры осцилляции 

магнитопоглощения уменьшаются, и энергии фотона 

нелинейно зависят от сильного магнитного поля. 

 

5. Заключение 

 

Найденная температурная зависимость осцилля-

ции комбинированной плотности состояний в полу-

проводниках с непараболическим законом дисперсии 

дала возможность вычислить магнитооптическое 

поглощение в квантующем магнитном поле. При 

неквадратичном законе дисперсии максимальная 

частота поглощаемого света и ширина запрещенной 

зоны нелинейно зависят от магнитного поля. Соз-

данная трехмерная веерная диаграмма в полупро-

водниках с учетом комбинированной плотности по-

зволила проанализировать межзонное магнитоопти-

ческое поглощение в узкозонных полупроводниках. 

Новый метод исследования влияния температуры на 

уровни Ландау в полупроводнике с непараболиче-

ским законом дисперсии дает возможность проана-

лизировать экспериментальные результаты. Приве-

денный метод применен к исследованию магнито-

поглощения в узкозонных полупроводниках с непа-

раболическим законом дисперсии. Эксперименталь-

ные результаты интерпретируются при помощью 

комбинированной плотности состояний в сильном 

магнитном поле. 
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