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KIRISh

Bitiruv malakaviy ishning dolzarbligi. Ushbu bitiruv malakaviy ish graflar
ustida bajariladigan amallar va ushbu amallar natijasida hosil bo’ladigan

qiymatlarni o’rganishga bag’ishlangan.

Graflar nazariyasini va uning sonli xarakteristkalarini o’rganish dinamik
sistemalarni optimal boshgaruv masalasini hal etishga olib keladi. Bunda
qidirish va qochish masalalari ustida ish olib boriladi. Ushbu masalani o’yinlar
nazariyasi deb ataladi. O’yinlar nazariyasi bugungi kunda matematikaning eng
qiziqarli, dolzarb yo’nalishlaridan bir1 deyish mumkin. Umuman o’yin
tushunchasiga kelsak, u chekli o’yin, diskret o’yin va dinamik o’yin kabi
turlarga bo’linadi. Dinamik o’yinlar 0’z navbatida graflar ustida yoki Evklid
fazosida qaralishi mumkin. Bunda esa masalaning holatiga garab, zarur bo’lgan
sonni (giymatni) topish zarurati tug’iladi. Topilgan qiymat amaliy jihatdan fan
va texnikaning ko’plab sohalariga tadbiq etiladi. Shu hisobdan dinamik
o’yinlarning juda ko’plab masalalarini hal etishda graflar va uning sonli

xarakteristkalaridan salmoqli darajada foydalanilib kelinmoqgda.

Shu nugtai nazardan graflar nazariyasi va uning sonli xarakteristkalrini

o’rganish masalasi fanning dolzarb masalalridan biri bo’lib qolmoqda.

Bitiruv malakaviy ishning tadgigot maqgsadi. Hozirgi kunda hayotimizga
kompyuter texnologiyalari shu gadar jadal bilan kirib kelmogda—ki
taraqgiyotning hech bir sohasini kompyuter texnologiyasiz tasavvur etish giyin
bo’lib qoldi. Bu esa albatta, yangi dasturlar va unga zarur bo’lgan matematik
algoritmlarga bo’lgan ehtiyojni keskin oshirib yubormoqda. Aynan optimal
boshqaruv masalalari, ushbu talabga bo’lgan ehtiyojni qondirish uchun zarur.
Buning uchun esa graflar ustida amallar bajarib, zarur bo’lgan qiymatlarni
hisoblab, uning matematik modelini tuzish masalasini hal etish zarurdir. Shu
sababli, ushbu bitiruv malakaviy ishi graflar nazariyasi va uning sonli
xarakteristkalarni o’rganishni 0’z oldigi magsad qilib qo’ygan.
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Bitiruv malakaviy ishning tadqiqot ob’ekti. Graf: daraxtlar ustida sodda

amallar bajarish va kerakli gqiymatni topish.

Bitiruv malakaviy ishning tadgigot muammosi. Graf: daraxt uchun asosiy

teorema “Keli teoremasi’’ning isboti.

Bitiruv malakaviy ishning ilmiy farazi. O’ylaymizki, graflar ustida
amallar bajarish, zarur bo’lgan natijaga erishish usullarini topishga va

amaliyotga tadbiq etish usullarini ko’paytiradi.

Bitiruv malakaviy ishning vazifalari. Graflar ustida qo’shish, ayirish,
ko’paytirish amallarini bajarish. Hamda, graf daraxt bo’lishi uchun zarur

shartlarni o’rganishdan iborat.

Bitiruv malakaviy ishning yangiligi. Ushbu bitiruv malakaviy ishda
grafning uchlari soni berilgan bo’lsa, undagi daraxtlar sonini topish formulasi

topilgan va o’rganilgan.

Bitiruv malakaviy ishning ahamiyati. G, graf (m,n)-graf bo'lsa, quyidagi
tengliklar o rinli: n=n+n,+1, k+1=m; +m, va

n; =m; — 1 (i = 1,2) bo’lishi ko’rsatilgan.

Bitiruv malakaviy ishning tuzilishi. Bitiruv malakaviy ish Kirish, beshta

paragraf, xulosa va adabiyotlar ro’yxatidan iborat.

Bitiruv malakaviy ishning birinchi paragrafi graflar nazariyasining paydo
bo’lishi tarixi, grafning ta’rifi, turlari, hamda grafning uchlari va qirralari sonini
ifodalovchi teorema va formulalar keltirilgan. Ikkinchi paragrafda graflar ustida
sodda amallar: qo’shish, ko’paytirish, grafning biror uchini yoki girrasini olib
tashlash hamda unga biror qirra va uchni qo’shish amallari bajarilish usullari
ko’rsatilgan. Uchinchi paragrafda graflarning bog’lamlilik komponentalari:
zanjir, marshrut, tsikl, oddiy tsikllar haqida tushunchalar berilgan. To’rtinchi
paragrafda daraxt o’rganilgan: G(m,n)-graf uchun daratlar xagidagi asosiy

teorema va bu teoremadan kelib chigadigan natijalar keltirilgan. Beshinchi
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paragrafda tarmogda Ford tomonidan taklif etilgan maksimal ogimni topish
algoritmi bilan tanishalgan. Ford algoritmining jadvallar bilan ish ko'riladigan
jarayon dastlabki, umumiy (takrorlanuvchi) va yakuniy gadamlardan ibort

bo'lib, ular batafsil keltirilgan.

Foydalanilgan adabiyotlar ro’yxati 18 nomdagi adabiyotlarni 0’z ichiga oladi.



I bob. Graf va uning asosiy xossalari
1.1§. Asosiy tushunchalar.

Graflar nazariyasining asosiy masalasi berilgan nuqgtalar va ularni
tutashtiruvchi chiziglarning xossalaridan tashkil topadi. Bunday talginda
chiziglarnig to’g’ri chiziq yoki kesma, yoylardan yoki egri chiziglardan iborat
bo’lishi hamda bu chiziqlar qaerda joylashishi, uzun yoki gisqa bo’lishi muhim

emas. Shunisi muhimki bu chiziglar berilgan ikki nugtani tutashtiradi.

1736 — yilda L.Eyler tomonidan o’sha davrda qiziqarli amaliy masalalardan
biri hisoblangan Kyonisberg ko’priklari haqidagi masalaning qo’yilishi va

echilishi graflar nazariyasining paydo bo’lishiga asos bo’ldi.

Kyonisberg shaxridagi Pregel daryosi ustiga qurilgan ettita ko’prik o’sha
vaqtda shaxarni to’rtta qismga ajratgan. Shaxarning ixtiyoriy qismida
joylashgan uydan chiqib ettita ko’rikdan faqat bir martadan o’tib, yana o’sha
uyga gaytib kelish mumkinmi? Kyonisberg ko’priklari haqidagi bu masalani hal
qgilish jarayonida graflarda maxsus marshrut (hozirgi vaqtda graflar nazariyasida
bu marshrut Eyler tsikli nomi bilan yuritiladi) mavjudligi shartlari ham topildi.
L.Eyler tomonidan e’lon qilingan tarixiy ilmiy ish yuz yildan kshproq vaqt

mobaynida graflar nazariyasi bo’yicha yagona ilmiy ish bo’lib keldi.

XIX asrning o’rtalarida graflar nazariyasi bilan bog’liq tadqiqotlar
G.Kirxgof (1924-1887, olmon fizigi) va A.Keli (1821-1895, ingliz matematigi)
ishlaarida paydo bo’ldi.

“Graf” iborasi D.Kyonig (1884—-1944, venger matematigi) tomonidan 1936—
yilda graflar nazariyasiga bag’ishlangan dastlabki darsliklarda uchraydi.

Graflar nazariyasi bo’yicha tadqiqotlar natijalari inson faoliyatining turli
sohalarida qo’llaniladi. Ulardan ba’zilari quyidagilar: boshqotirmalarni hal
qilish; qizigarli o’yinlar; yo’llar, elektr zanjirlari, integral sxemalari va
boshqgarish sistemalarini loyihalashtirishva hakazo.
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Avvalo grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi ta’rifini keltiramiz.
Ixtiyoriy nuqtalarning qandaydir usulda bog’lanishidan tashkil topgan V
to’plamni garaymiz. Ushbu V to’plamni uchlar to’plami va uning veV -

elementlarini esa uchlar deb ataymiz. VvV to’plamning v,eV va V, eV

elementlaridan tuzilgan (v;,V, ) ko’rinishidagi barcha juftliklar to’plamini (V

to’plamning 0’z-0’ziga Dekrat ko’paytmasini) V xV deb belgilaymiz.

Graf deb shunday (V,U) juftlikga aytiladiki, bu erda V #0O va
U —(Vl,V2)ko’rinishidagi juftliklar bo’lib, V xV to’plamning elementlaridan

tuzilgandir.
Grafni lotin alifbosining G harfi bilan belgilaymiz.
Grafga ta’rif berishda boshqacha yondoshuvdan ham foydalanish mumkin.

G= G(V) graf deb bir gancha V uchlar to’plamining birlashmasiga yoki
E=(ab) (abeV) (11) gaysi uchlar bog’langanligini ko’rsatuvchi juftliklarga
aytiladi.

Mos ravishda grafning geometrik tasvirida aniq har bir (1.1) juftlik grafning
girrasi deyiladi, a va b uchlar esa E girraning oxirlari deyiladi. Qirraning (1.1)
ta’rifida uning oxirgi ikki uchining joylashish tartibi e’toborga olinishi ham,
olinmasligi ham mumkin. Agar bunday tartib mavjud bo’lmasa, ya’ni
E =(a,b)=(b,a)deyish mumkin bo’lsa, u holda E ni yo’naltirilmagan gjrra
deb ataladi. Agar bunday tartib mavjud bo’lsa, u holda girra yo’naltirilgan qirra
deyiladi. Yo’naltirilgan E =(a,b) girrada a boshlang’ich uch, b oxirgi uch
deb hisoblanadi. Shuningdek E girrani a uchdan chiquvchi va b uchga
boruvchi qirra deyiladi. Qirra yo’naltirilgan bo’lgan holda ham,
yo’naltirilmagan holda ham E =(a, b) girra a va b uchlarga intsidient deb

ataladi.



Grafni  yo’naltirilmagan  deyiladi, agar wuning barcha qirralari
yo’naltirilmagan bo’lsa (1.1.a-—rasm), yo’naltirilgan deyiladi agar barcha

qirralari yo’naltiriligan bo’lsa (1.1.b— rasm).

>

1.1.a-rasm 1.1.b—rasm.

Ham yo’naltirilgan, ham yo’naltirilmagan qirralarga ega bo’lgan graf
aralash graf deyiladi. Misol sifatida, shaxarning xaritasini graf sifatida olsak, unda
ko’chalarni qirra deb, chorrahalarni esa uchlar sifatida olish mumkin. Bunda faqat
bir tomonlama harakat mavjud ko’chalarni yo’nalishga ega qirra deb olsak, u holda
ikki tomonlama harakat mavjud ko’chalarni hech qanday yo’nalish orqali belgilab

bo’Imaydi.

Hech bir qirraga intsidient bo’lmagan uch yakkalangan uch deyiladi. Agar
grafning ikkita uchini tutashtiruvchi qirra bor bo’lsa, u holda bunday uchlar

qo’shni uchlar deyiladi, aks holda esa qo’shni bo’lmagan uchlar deyiladi.

Fagat yakkalangan uchlardan tashkil topgan grafni nol graf deyiladi va O

orgali belgilanadi.

Ikkita chetki ya’ni boshlang’ich va oxirgi qirralari ustma-ust tushga qirra

sirtmoq deyiladi va uni L =(a,a) kabi yoziladi (1.2-rasm).

Agar grafning ikiita uchi o’zaro bir necha qirralar orqali tutashgan bo’lsa

bunday qirralarni parallel yoki karrali girralar deyiladi (1.3—rasm).

Bunda agar graf yo’naltirilgan bo’lsa, hr bir qirra uchun yo’nalish

aniglanadi. Misol sifatida, jamoaviy musobagani olish mumkin. Bunda jamoalar
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mos ravishda grafning uchlari hisoblanadi. Ikkita 4 va B jamoalar har safar bir-
biri bilan o’ynaganda ular qirra orqali tutashtiriladi. Agar 4 jamoa B ni yutsa u
holda yo’nalish 4 dan B tomon yoki, aksincha yo’naltiriladi. Durang natija esa

yo’naltirilmagan qirrani ifodalaydi.

1.2-rasm 1.3—rasm

Istalgan ikkita uchi qo’shni bo’lgan sirtmoqsiz va karrali qirralarsiz,
yo’naltirilmagan graf to’la graf deyiladi (1.4-rasm). Uchlari soni m ga teng to’la
. L : N : m(m -1)
graf K, bilan belgilanadi. Ravshanki, K, grafning girralar soni N, :T

ta bo’ladi.

Grafni tekislikda tasvirlaganda qirralarning barcha kesishish nugtalari

uchlardan iborat bo’lsa bunday graf tekis graf deyiladi (1.5—rasm).

1.4-rasm 1.5-rasm

Ba’zan graf undagi elementlar soniga qarab, ya’ni uchlar soni mva girralar

soni N ga garab belgilanadi va bu holda grafni (m,n) graf deb ataymiz.

Agar G va G’ graflarning uchlari to’plamlari, V va V' to’plamlar

orasida uchlarning qo’shnilik munosabatini saqlaydigan o’zaro bir qiymatli moslik



o’rnatilgan bo’lsa, u holda G va G’ graflar izomorf graflar deb ataladi (1.4

rasm). Barcha izomorf graflar bir xil hossalarga ega bo’ladi.

Bog’lamli yo’naltirilmagan tsiklga ega bo’lmagan graf daraxt deyiladi. Hususiy

holda daraxt sirtmoq va karrali qirralarga ega bo’lmaydi.

Teorema 1.1. Daraxtda ixtiyoriy ikki uch yagona =zanjir bilan

bog’langan bo’ladi.

Lokal darajalar. Agar grafni uni tashkil etuvchi girralari soni sanoqli bo’lsa,

chekli graf, aksincha bo’lsa, cheksiz graf deb ataymiz.

G —yo’naltirilmagan graf bo’lsin. Bitta @ uchga intsidient bo’lgan qirralar
soni uning lokal darajasi deyiladi va uni p(a) (1.2) kabi belgilaymiz. Biror
uchning lokal darajasi hisoblanish jarayonida shu uchga intsidient bo’lagan
sirtmoq uchun noaniqlik vujudga keladi. Ya’ni, sirtmoqni ganday hisobga qo’shish
kerak; bitta girra sifatidami yoki ikkita. Ushbu holatda garalayotgan masalaga
bog’liq ravishda ganday hisoblash qulaylik tug’dirsa, shunday hisoblagan
ma’quldir. Shunga ko’ra, har bir holatda sirtmoqni qanday tartibda hisoblanganligi

ko’rastilishi zarur.

Lokal daraja uchun bir necha sodda formulalar keltiramiz. G grafdagi a va
b uchlami tutashtiruvchi girralar sonini p(a,b)= p(b,a) kabi belgilaymiz. Agar
grafda karrali qgirralar bo’lmasa, u holda quyidagicha hollar bo’lishi mumkin:

pla,b)=0
plab)=1

Ko’rinib turibdiki, har bir (1.1.2) lokal darajada a uch uchun quyidagi yig’indi

mavjud:

p(a)= > plab) (1.3)

beVv
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G grafdagi girralar sonini v deb belgilaymiz. Har bir girra a va b uch

bo’yicha ikkita lokal darajada ishtirok etadi, bundan esa quyidagiga ega bo’lamiz:

2v=3 pla) (1.4)

acVv

yoki (1.3) ga ko’ra esa

2v= 3 p(a,b) (1.5)

a,beVv
(1.4) formuladan ko’rinib turibdiki, chap tomon har doim juft son bo’ladi.

Yuqoridagi formulalardan ko’rish mumkinki, yo’naltirilmagan grafda barcha
uchlar lokal darajalar yig’indisi qirralar sonining ikki baravariga teng juft son
bo’ladi, chunki qirralarni sanaganda har bir qirra 0’zi intsidient bo’lgan uchlarda
ikki marta qatnashadi. Shunga ko’ra XWVIII asrdayoq L.Eyler tomonidan
quyidagicha tasdiq isbotlangan.

Lemma-1. Ixtiyoriy yo’naltirilmagan grafda barcha uchlar darajalari

yig’indisi girralar sonining ikki baravariga teng.

Teorema 1.2. Chekli grafda toq darajali uchlar soni juft sonda
bo’ladi.

Agar grafning barcha uchlari bir xil n—darajaga ega bo’lsa, u holda bunday

graf n —darajali regulyar graf deb ataladi: p(a)=n.

Regulyar graflarga misol sifatida beshta muntazam ko’pyoqlar: tetraedr, kub,
oktaedr, dodokaedr va ikosaedrlarni keltirish mumkin. Ma’lumki, regulyar
grafning har bir uchidan bir hil sondagi girralar chigadi, demak (1.4) formulaga

ko’ra 2V =Y p(a)=nu bo’ladi, bu erda u—uchlar soni. v = n7u = % nu. Demak,

- 1 : :
n —darajali u ta uchga ega regulyar grafda Enu ta girra bo’ladi. Bunda agar, n
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toq bo’lsa, U juft sonda ishtirok etadi. Chunki, a va b uchlarni tutashtiruvchi bitta

girra ham a uchda ham b uchda hisoblanadi.

Masalan. Tetraedrni olaylik. Unda lokal darajasi 3(toq)ga teng, undagi uchlar soni
. : nv 3-4 .

4 ga teng. U holda qgirralar soni v = > = Y = 6. Oktaedrda lokal darajasi 4 ga,

uchlar soni 6 ga teng. U holda girralar soni v = % =12 ga teng bo’ladi.

2
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1.2§. Graflar ustida amallar.

Graflar ustida turli amallar bajarish mumkin, masalan, graflarni birlashtirish,

biriktirish, ko’paytirish, graflarni qismlarga ajratish va hakazo.

Eng sodda amallardan biri siftida grafdan uchni olib tashlash amalini
ko’rsatsa bo’ladi. Bu amalni qo’llash berilgan grafning uchlar to’plamidan birorta
elementni lib tashlashni anglatadi. Natijada uchlari soni berilgan graf uchlari
sonidan bittaga kam yangi graf hosil bo’ladi. Albatta bu amalni uchlari soni
ikkitadan kam bo’lmagan graflar uchungina qo’llash mumkin bo’ladi. Shu bilan
birga birorta uchni olib tashlash bilan birga shu uchga intsidient bo’lgan qirralarni

ham olib tashlash nazarda tutiladi (2.1-rasm).
1 2 1 2
; AN
2.1-rasm.

Yuqoridagi misolda 6—uchni olib tashlash yordamida berilgan grafdan yangi graf

hosil gilindi.

Yana bir sodda misollardan biri bu grafdan qirrani olib tashlash amalini
ham kiritish mumkin. Bu amalga ko’ra berilgan grafning qirralari to’plamidan bitta
element olib tashlanadi. Berilgan grafdan girrani olish tashlash jarayonida shu
qirraga intsidient bo’lgan uchlarni olib tashlash ham, olib tashlamaslik ham

mumkin. Bunda masalaning mohiyatiga e’tibor garatiladi (2.2—rasm).

1 2 1 2
6 5 6 5
2.2—rasm.
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Yugoridagi misolda (1,6) girrani olib tashlash yordamida berilgan grafdan qgirralar

soni bittaga kam bo’lgan yangi graf hosil qilindi.

Graflar ustida uchni olib tashlash va qirrani olib tashlash amallarini qo’llash

orgali quyidagicha natijaga erishiladi.

G=(WV,U)va G'= (V',U") graflar berilgan bo’lsin. Agar V'V va G
grafning barcha girralari G grafning ham girralari, ya’ni U’ < U bo’lsa, u holda

G’ graf G grafning gism grafi deyiladi.

Agar G graf karrali girralarga ega bo’lmasa, u holda uchlari G grafning
barcha uchlaridan iborat bo’lgan shunday yagona G graf mavjudki, G grafdagi
barcha juft uchlar fagat va fagat G grafda qo’shni bo’lmagandagina qo’shnidir.
Bunday G graf berilgan G grafning to’ldiruvchi grafi deb ataladi.

Berilgan graf uchun to’ldiruvchi grafni qurish jarayonini ham graflar ustida

amallar qatoriga kiritish mumkin. G graf uchun to’ldiruvchi grafni qurish

amalini qo’llash natijasida G graf hosil bo’ladi. Isbotlash mumkinki, G =G

munosabat o’rinli.

Graflar ustida yana shunday amallarni bajarish mumkinki, ular elementlari
soni berilgan grafdagidan ko’proq bo’lgan boshqa graflarning hosil bo’lishiga olib
keladi. Bunday amallar gatoriga uchni qo’shish amali yoki qirrani qo’shish

amalini kiritish mumkin.

Grafda yangi uchni qo’shish turlicha usul bilan amalga oshirilishi mumkin.
Masalan, yangi v uchni berilgan grafga qo’shish shu grafning v, va Vv, uchlariga
intsidient bo’lgan gandaydir U qirrasiga qo’shish orqali quyidagicha ikki
bosqichda bajarilishi mumkin:

1) ugirra berilgan grafdan olib tashlanadi;
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2) hosil bo’lgan grafga ikkita yangi girralar: v va Vv; uchlarga intsidient u, girra
hamda Vv va v, uchlarga intsidient U, qirra qo’shiladi.

Bu jarayon grafda qirraga darajasi 2 bo’lgan yangi uchni qo’shish yoki
qirrani ikkiga bo’lish amali deb ataladi.

Ta’rif: Agar G graf G grafdan qirrani ikkiga bo’lish amalini chekli marta
qo’llash vositasida hosil qilingan bo’lsa, u holda G graf G grafning bo’linish grafi
deyiladi.

Bo’linish graflari izomorf bo’lgan graflar gomeomorf graflar deb ataladi.
Quyida 2.3-rasmda tasvirlangan graflar izomorf emas, lekin ular gomeomorf,

chunki bu graflarning har biri 2.4-rasmda tasvirlangan bo’linish grafiga ega.

NA N

2.3—rasm.

2.4—rasm.

Graflar ustida mallar gatoriga graflarni birlashtirish, graflarni biriktirish,

graflarni ko’paytirish amallarini kiritsh mumkin.
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Graflarni birlashtirish. G, =(V,,U;) va G, =(V,,U,) graflar berilgan
bo’lsin. Uchlari to’plami V =V, UV, va qirralari korteji U =U, UU, kabi
aniglangan G =(U,V) graf G, va G, graflaming birlashmasi deb ataladi va
G =G, UG, ko’rinishda belgilanadi. 2.5-rasmda uchlari to’plami kesishmaydigan

K, va K; graflarning birlashmasi amali tasvirlangan.

le 5 le 5
3 3
U
2 [ ] 4 2 [ ] 4
K, K, KoUK,
2.5-rasm.

Ta’rif: Agar birlashtirilayotgan graflarning uchlari to’plami kesishmasa, u

holda bu graflarning birlashmasi dizyunkt birlashma birlashma deyiladi.

Uchlari to’plamlari kesishadigan graflarning birlashmasi amali 2.6—rasmda
tasvirlangan.

3 3
3 U —
2 5 2 5
2.6—rasm.

2.5-rasmda tasvirlangan birlashma dizyunkt, 2.6-rasmda tasvirlangan

birlashma esa — dizyunkt emas.
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Graflarni biriktirish. G, =(V;,U;) va G, =(V,,U,) graflar berilgan
bo’lsin. G; va G, graflar birlashtirilshi hamda G, grafning har bir uchi G,
grafning har bir uchi bilan qirra vositasida tutashtirilishi natijasida hosil bo’lgan
G=(U,V) graf G, va G, graflarning birikmasi deb ataladi va G=G, +G,
ko’rinishda belgilanadi.

2.7-rasmda uchlari to’plamlari kesishmaydigan K, va K; graflarning

birikmasi amali tasvirlangan. Agar uchlari to’plamlari kesishmasi bo’sh
bo’lmagan graflarni biriktirish zarur bo’lsa, u holda hal qilinayotgan masala

hossalarini e’tiborga olish kerak bo’ladi.

1e 5 1 4
3 _
+ - 3
20 4 2 5
K, K, Ky UK,
2.7—rasm.

Graflarni ko’paytirish. G, = (V,,U,) va G, =(V,,U,) graflar berilgan
bo’lsin. Uchlari to’plami V =V, xV, bo’lgan G =(V,U) grafning qirralari
kortejini quyidagicha aniglaymiz: agar v; =Vv; va (v, =V35) €U, yoki v, =V va
(vy=v{)eU; bo’lsa, u holda (V,v')eU bo’ladi, bu erda
Vi,V eVy, VhvheV,, V =(v,v5)eV va Vv'=(v/,v5)eV. Shunday usul
bilan qurilgan G = (V,U ) graf G, va G, graflarning ko’paytmasi deb ataladi va

G =G, xG, kabi belgilanadi.
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Graflarning ko’paytmasi ta’rifiga asosan berilgan G; = (Vl,Ul) va
G, = (VZ,UZ) ko’paytmasi hisoblangan G grafdagi:

— uchlar (v;,V,) yoki (V,,V;) ko’rinishidagi juftliklardan iboratdir, bu erda
v, €V, V, eVy;
- V= (Vi, V'2) eV vaVv' = (Vf V5 ) €V uchlar faqat va faqat shu holda qo’shni

bo’ladiki, bu uchlarni tashkil giluvchi elementlarning har biri unga mos element

bilan ustma-ust tushgan holda boshqa elementlar 0’z grafida qo’shni bo’lishsa, bu
erda vy,Vy €V V5,V; €Vy;

~My|=m, V,|=m,, U|=n;, |U,|=n, munosabatlardan V|=mm, va
U|=myn, + m,n, bo’lishi kelib chigadi.

2.8-rasmda wuchlari to’plami kesishmaydigan K, va Kj; graflarning

ko’paytmasi amali tasvirlangan. (1 v
2

f Ej(m)

@) ) 2%

2.8—rasm.

Yuqorida ko’rib o’tildiki, Dekart ko’paytmalar bilan bog’liq tuzilmalar
ustida bajariladigan amallar boshqalardan o’ziga xosligi bilan ajralb turadi. Bu
o’ziga xoslik graflarni ko’paytirish amalida namoyon bo’ladi. Aniqrog’i, graflar
ko’paytmasida qatnashgan birorta grafning qirralar korteji bo’sh bo’lsada,
ko’paytirish amalini qo’llash natijasida hosil bo’lgan grafning qirralar korteji bo’sh
bo’lmasligi ham mumkin. Haqiqaan ham, yuqorida keltirilgan graflarnng
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ko’paytmasi ta’rifidan kelib chiqadiki, agar G =(V,U) graf G, =(V1,U1) va
G, = (VZ,UZ) graflarning ko’paytmasi, ya'ni G =G;xG, bo’lsa, u holda
V =V, xV, bo’ladi va U kortej elementlari bilan (V, xU,)U (U, xV, ) birlashma
elementlari orasida o’zaro bir qiymatli moslik mavjud. Shuning uchun, agar,
masalan, U; =68, U, #60 bo’lsa, u holda (V; xU,)U (U, xV,)=V,xU, =8
bo’ladi, chunki grafning tarifiga ko’ra V. # 8. Demak, U # 8, ya’ni G; bo’sh graf

bo’lsada, G = G; x G, bo’sh bo’lmagan grafdir.

Graflarni  ko’paytirish amalini takror qo’llash wusuli bilan graflar
nazariyasining muhim sinfini tashkil etuvchi n o’lchovli kublarni aniglash

mumkin. n o’Ichovli kub (Qn) uchlari soni ikkiga teng bo’lgan to’la graf K,

yordamida quyidagi rekkurent formula bilan aniglanadi:

Q =K;-Q, =K, xQp .
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1.3§. Bog’lamlilik

Uchlar to’plami V va qirralar to’plami U bo’lgan yo’naltirilmagan
G =(V,U) graf berilgan bo’lsin. Bu G grafdagi ikkita qo’shni E; va E; ;

girralari umumiy uchga ega

S =(.,Eg,Ey By By oenl), (3.1)

ko’rinishdagi chekli yoki cheksiz ketma-ketlikka marshrut deb ataladi. Ikkita
qo’shni qirraning umumiy uchga egaligidan uni quyiddagicha ham yozish

mumkin:
S = (---on =(a07a'1)' E, =(a1,a2) 1111 E. :(an fan+1))f (3-2)

Shuni ta’kidlash lozimki, marshrutda bitta E qirra bir necha marta ishtirok etishi

mumkin (3.1-rasm).

6
5
2
;
1

/ 8

9
3.1-rasm.

Agar (3.1) marshrutda E, qirradan oldin hech ganday girra mavjud
bo’lmasa u holda, &, uch S marshrutning beshlang’ich uchi, agar E,_; girradan
keyin hech bir girra mavjud bo’lmasa u holda, a, uch oxirgi uchi deyiladi. Ikkita
qo’shni E; va E,_; girralarga tegishli bo’lgan ixtiyoriy &; uch ichki uch deyiladi.
Ko’rinib turibdiki marshrutda qirralar va uchlar takrorlanishi mumkin, shu bilan

birga ichki uch ham boshlang’ich yoki oxirgi uch sifatida ishtirok etishi mumkin.
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Tabiiiyki, marshrut:

— boshlang’ich uchga ega bo’lib, oxirgi uchga ega bo’lmasligi, yoki,
aksincha, oxirgi uchga ega bo’lib, boshlang’ich uchga ega bo’lmasligi mumkin.
Bunday marshrut bir tomonlama cheksiz marshrut deyiladi;

— boshlang’ich uchga ham, oxirgi uchga ham ega bo’Imasligi mumkin.
Bunday marshrut ikki tomonlama cheksiz marshrut deyiladi.

— Birorta ham qirraga ega bo’lmasligi mumkin. Bunday marshrut trivial
marshrut deyiladi.

— Faqgatgina yagona qirradan iborat marshrut bo’lishi mumkin. Bunday

marshrut nol marshrut yoki notrivial marshrut deyiladi.
Agar S marshrut a, boshlang’ich uchga va a,, oxirgi uchga ega bo’lsa, u

holda uni

S=5(a,.a,) (3.3)

kabi yoziladi. (3.3) kabi belgilangan marshrutning uzunligi n deb a, va a,
uchlarni tutashtiruvchi girralar soniga aytiladi. (3.1-rasm) keltirilgan marshrutning

uzunligi 7 ga teng. Marshrutning ikkita & va a; uchlaridan tuzilgan marshrut S

marshrutning gismi deyiladi. Marshrutning oxirgi va boshlang’ich uchlari ustma—

ust tushsa, ya’ni, a, = a, bunday marshrut tsiklik marshrut deyiladi.

Agar marshrutda girralar fagat bir martadan ishtirok etsa, zanjir deyiladi.
Tsiklik marshrutda girralar fagat bir martadan ishtirok etsa, tsikl deyiladi. Bu ikki
holda ham uchlar bir necha marta takror ishtirok etishi mumkin. Agar zanjirning
chetki uchlaridan boshga barcha uchlari turlicha bo’lsa, ya’ni hech bir uch
takrorlanmasa, u holda uni yopiq zanjir deb ataladi. Marshrutning oxirgi va
boshlang’ich uchlari ustma—ust tushsa, ya’ni, a, = a, bo’lib, unda ishtirok etgan
girralar va uchlar bir martadan ishtirok etsa u holda uni oddiy tsikl deb ataladi.
Berilgan (ay,4,,...,&, ) zanjir uchun a, = a, bo’lsa, u yopiq zanjir deb ataladi.

Sirtmoq yoki bir juft karrali girralar tsikl tashkil etishi ravshan.
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Yugoridagi tushunchalarda graf G yyo’naltirilmagan deb faraz qildik.
Yo’naltirilgan graflar uchun ham marshrut, zanjir va oddiy zanjir tushunchalarini
kiritsh mumkin. Bu holda (3.2) dagi barcha qirralar yo’naltirilgan qirralar bo’ladi,
unda esa yo’nalishlari girralarga mos holda yo’naltirilgan marshrut, zanjir va oddiy

zanjir tushunchalari Kiritiladi.

Yo’naltirilgan marshrut uchun zanjir tushunchasiga o’xshash yo’l
tushunchasini ham kiritish mumkin. Boshlang’ich va oxirgi uchlari ustma-—ust

tushadigan yo’naltirilgan zanjir kontur deb ataladi.

Ushbu 3.2-rasmda keltirilgan graf uchun
(3,u4,2,u;,1,uy,2,u5,2,U,,3,Us, 4) ketma—ketlik 3 belgili uchdan 4 belgili_uchga
yo’nalgan marshrutdir, bunda 3—boshlang’ich, 4—esa oxirgi uch. Bu marshrutda 1,2
va 3 belgili uchlar oraliq uchlar hisoblanadi. Qaralayotgan marshrutning uzunligi 6
ga teng bo’lib, u zanjir bo’la olmaydi, chunki 1belgili uch ikki marta (birmarta

oralig uch sifatida, ikkinchi marta oxirgi uch sifatida) ishtirok etmoqda.

(3, 2,1,3) zanjirning oxirgi girrasi sifatida u, yoki u; girralardan gaysi biri

olinishiga bog’ligsiz ravishda u yopiq zanjir va tsikldir.

3.2—rasm.

Yugorida keltirilgan tushunchalar uchun quyidigicha teoremani keltiramiz.
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Teorema. Agar grafdagi har bir uchning lokal darajasi ikkidan

kichik bo’Imasa, u holda bu graf tsiklga ega.

Isboti. Agarda graf sirtmoglar yoki karali girralardan iborat bo’lsa,
teoremaning isboti ravshan. Shu sababli teorema isbotini graf karrali girralar va

sirtmogqlar bo’lmagan holda keltiramiz.

Faraz qilaylik, veV berilgan G = (V,U) grafning ixtiyoriy uchi bo’lsin.
Qaralayotgan v uchga qo’shni V; uchni va bu uchga v dan farqli boshqa qo’shni
Vv, uchni v, uchga esa v; dan fargli boshga v, uchni va hakozo, v; uchga v;_; dan

farqli boshqa qo’shni Vv;, uchni va hakazo, tanlab,

(V1)) (V1 V0), (V2 V3) (Vi g, Vi ), (Y, Vi) )

girralar ketma-ketligini tuzamiz. Teoremaning shartiga ko’ra yuqoridagi ketma-

ketlikni tuzish va talab etilgan hossaga ega V;_, uchni har doim topish mumkin.

Grafning uchlar to’plami V chekli to’plam bo’lganligidan, yugorida bayon
etilgan uchlar ketma—ketligini qurish jarayonida chekli gadamdan so’ng albatta
oldin uchragan uchlardan birini tanlashga majburmiz. Agar biror v, uch ketma—
ketlkda ikki marta uchragan birinchi uch bo’lsa, ketma—Kketlikka qgirralar qo’shish
jarayonini to’xtatamiz., chunki tuzilgan qirralar ketma—ketligining v, uch ikki

marta qatnashgan qismi biz izlayotgan tsikldir. Teorema isbot bo’ldi.

G graf yo’naltirilmagan graf bo’lsin. Agar oxirlari a va b uchlardan iborat
(3.1) ko’rinishdagi marshrut marshrut mavjud bo’lsa, u holda ikkita a va b uchlar
bog’langan deyiladi. Agar S marshrut gandaydir a; uchdan bir martadan ko’p
o’tsa, u holda uning tsiklik gismini o’chirib tashlash orqali, @ va b uchlarni
bog’lovchi qirralardan iborat yangi S’ marshrut hosil gilinadi. Bundan kelib

chigadiki, marshrut bilan bog’langan uchlar doimo oddiy zanjir bilan ham
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bog’langan bo’ladi. Agar grafda uning ixtiyoriy ikki uchi bog’langan bo’lsa, bu
holda uni bog’lamli graf deb ataladi.

Agar ixtiyoriy G grafda a uch b uch bilan, b uch esa ¢ uch bilan
bog’langan bo’lsa, u holda ko’rinib turibdiki, a uch ¢ uch bilan bog’langan

bo’ladi. G =(V,U) grafning uchlar to’plami uchun juft—jufti bilan
kesishmaydigan quyidagicha V =V, (3.4) yig’indi mavjud. Bunda har bir V,
i

qism to’plamdagi uchlar o’zaro bog’langan, turli V, qism to’plamdagi uchlar

0’zaro bog’lanmagan bo’ladi. Mos ravishda (3.4) yig’indidan G grafning G(Vi)

gism graflari kesishmaydigan quyidagicha G :UG(Vi) (3.5) to’g’ri yig’indisi
i

tuziladi. Bu qism graflar graftning bog’lamlilik komponentalari deyiladi. Yuqorida

keltirilgan tasdiglardan quyidagicha teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema 3.2. Har bir yo’naltirilmagan graf o’zining bog’lamlilik
komponentalarining (3.5) to’g’ri yig’indisiga ajraladi va bu ajralish yagona

bo’ladi.

Teorema 3.3. Agar chekli G grafda ikkita uchlar toq lokal

darajaga ega bo’lsa, u holoda ular bog’langan bo’ladi.

Masofa. G yo’naltirilmagan bog’lamli graf bo’lsin. Ixtiyoriy a va b
uchlari bog’langan bo’lsa, u holda oxirlari a va b bo’lgan S =(a,b) bo’lgan
oddiy zanjir mavjud bo’ladi. Ushbu oddiy zanjirlarning uzunliklari manfiy
bo’lmagan butun sonlardan iborat bo’ladi. Mos ravishda @ va b uchlar orasida
eng gisqa uzunlikka ega zanjir majud bo’ladi. Ushbu eng gisga uzunlik a va b
orasidagi masofa deyiladi va d(a, b)kabi belgilanadi. Ta’rif bo’yicha bu masofalar
uchun d(a, a):O tenglik bajariladi. Oson ko’rish mumkinki, bu aniqlangan

masofa funktsiyasi metrika aksirmalarini ganoatlantiradi:

1. d(a,a)>0.
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2. d(a, b) = Otenglik shunda va fagat shunda bajariladiki, gachonki,
a=b.

3. d(a,b)=d(b,a).

4. Uchburchak tengsizligini ganoatlantiradi: d(a,b)d(b,c)>d(a,c).

Chekli graflar uchun uning ikki uchi orasidagi eng uzun masofani

ifodalovchi chegaralangan diametr tushunchasini kiritish mumkin:

d(G)=maxd(a,b) (3.6)

abev

Mos ravishda eng uzun masofaga ega ikki uchni bog’lovchi oddiy zanjirni

diametrial oddiy zanjir deb ataymiz.

Qandaydir fiksirlangan ¢ uchni olamiz va undan G ning uchigacha bo’lgan

eng uzun masofani

r(c)=maxd(c,x) (3.7)

xeV

kabi belgilaymiz. Agar (2.1.7) giymat ¢, uchda

r, = r(c,)=minr(c) (3.8)

cev

eng kichik giymatga erishsa, u holda bu ¢, uchni G grafning markazi deb ataladi.
(3.8) giymatni G grafning radiusi deb, ¢, uchdan eng uzun masofadagi gandaydir
uchgacha bo’lgan ixtiyoriy eng qisqa oddiy zanjirni radial oddiy zanjir deb
ataladi. Grafda markaz yagona bo’lmasligi mumkin. Faraz qilaylik, G — chekli,

lokal darajasining yuqori chegarasi p, =2 bo’lgan graf bo’lsin. Ixtiyoriy &,

uchni olaylik va bu uch uchun V ={JA, uchlar yoyilmasi mavjud bo’lsin. &,
n

uchdan A uchga p, dan ko’p bo’lmagan qirralar chiqadi. Har bir a8, € A uchdan
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A, uchga p, dan ko’p bo’lmagan qirralar chiqadi va hakazo. Bundan quyidagi
tengsizlik kelib chigadi:

N<l+p, +p;+pg+..+ph <

(o5 1) (39)

po—1

Bundag esa, quyidagicha tasdiq kelib chigadi: biror x uch ikkita a va b uchlar
orasidagi eng qisqa uchga tegishli bo’ladi shunda va fagat shundaki, gachonki
d(a, x)+d(x,b)=d(a,b) tenglik o’rinli bo’lsa.
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Il bob. Daraxtlar va tarmoglar, ularning xossalari

2.1§. Daraxtlar.

Daraxt va wunga ekvivalent tushunchalar. Siklga ega bo'lmagan
oriyentirlanmagan bog'lamli graf daraxt, deb ataladi. Ta'rifga ko'ra, daraxt
sirtmogqlar va karrali girralarga ega emas. Siklga ega bo'Imagan orientirlanmagan

graf o' rmon (asiklik graf) deb ataladi.

1-misol. 1-shaklda boglamli komponentali soni beshga teng bo'lgan graf

tasvirlangan bo'lib, u o'rmondir. Bu grafdagi bog lamli komponentalarning har

VAT A

4.1-shakl.

biri daraxtdir.

2-misol. 2-shaklda to'rtta uchga ega bir-biriga izomorf bolmagan barcha (ular

bor-yo g’ ikkita) daraxtlarning geometik ifodalanishi tasvirlangan.

N A

4.2-shakl.

Beshta uchga ega bir-biriga izomorf bo " Imagan barcha daraxtlar uchta, oltita uchga
ega bunday barcha daraxtlar esa oltita ekanligini ko rsatish giyin emas.

Daraxt tushunchasiga boshgacha ham ta'rif berish mumkin.
Umuman olganda, G(m,n)-graf uchun daratlar xagidagi asosiy teorema, deb

ataluvchi quyidagi teorema o rinlidir.
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1-teorema. Uchlari soni m va girralari soni n bo’lgan G graf uchun quyidagi

tasdiglar ekvivalentdir:

1) G daraxtdir;

2) G asiklikdir va n=m-1;

3) G bog lamlidir va n=m-1;

4) G bog lamlidir va undan istalgan girrani olib tashlash amalini gollash
natijasida bog lamli bo’Imagan graf xosil bo’Idi, ya'ni G ning xar bir girrasi
ko prikdir;

5) G grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchi fagat bitta
zanjir bilan tutashtirish amalini go'llash natijasida fagat bir siklga ega
bo’lgan graf xosil boladi.

6) G asiklik bo'lib, uning go'shni bo'lmagan ikki uchini girra bilan tutashtirish
amalini qo'llash natijasida fagat bir siklga ega bo'lgan graf hosil bo'ladi.

Isboti. Teoremaning 1) tasdig idan uning 2) tasdig’i kelib chigishini isbotlaymiz.

G graf daraxt bo'lsin. Daraxtning ta'rifiga ko'ra, u asiklik bo’lishini ta'kidlab, m

bo yicha matematik induksiya usulini go"llaymiz.

Matematik induksiya usulini ba zasi: agar m=1 bo'lsa, u holda G daraxt
fagat bitta uchdan tashkil topgan bo’ladi. Tabiiyki, agar bitta uchga ega bo’lgan
grafda sikl bo'Imasa, u holda unda birorta xam girra yo'q, ya ni n=0. Demak, bu

holda tasdiq to g ridir.

Induksion o'tish: G daraxt uchun k=2 va m=k bo’lganda, 2) tasdiq o'rinli
bo’lsin deb faraz gilamiz. Endi uchlari soni m=k+1 va girralari soni n bo’lgan
daraxtni garaymiz. Bu daraxtning ixtiyoriy girrasini () bilan belgilab, undan bu
girrani olib tashlasak, v; uchdan v, uchgacha marshrut (aniqrog’i, zanjiri) mavjud
bo'Imagan grafni xosil gilamiz, u holda G daraxtda sikl topilar edi. Bunday

bo’lishi esa mumkin emas.

Hosil bo’lgan graf ikkita G, va G, bog lamli komponentalardan iborat bo’lib, bu
komponentalarning har biri daraxtdir. Yana shuni ham e tiborga olish kerakki, G,
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va G, daraxtlarning har biridagi girralar soni uning uchlari sonidan bitta kam
bo'lishini ta'kidlaymiz, ya'ni G, graf (m,n)-graf bo'lsa, quyidagi tengliklar
o rinlidir: n=n+n,+1, k+1=m; +m, va n; =m; —1(@(=1,2).

Bu tengliklardan
n=n+n,+1=m—-1+m,—1+1=m;+m,)—-1=(k+1)—-1

bo'lishi kelib chigadi. Demak, m=k+1 bo’lganda ham n=m-1 tenglik orinlidir.
Bu esa, matematik induksiya usuliga ko'ra, kerkli tasdigning isbotlanganligini

anglatadi.

Endi daraxtlar hagidagi teoremaning 2) tasdig ian uning 3) tasdig'l kelib
chigishini isbotlaymiz. G graf asiklik, ya'ni u siklga ega bo’lmagan graf

va n=m-1 bo'lsin. G grafning bog lamli bo lishini isbotlash kerak.

Agar G graf bog'lamli bo'lmasa, u holda uni har bir bog'lamli komponentasi
siklsiz graf G; (ya'ni daraxt) bo'lgan gandaydir k ta (k > 1) graflar dizyunktiv
birlashmasi sifatida G = U¥_, G; tenglik bilan ifodalash mumkin. Har biri = 1,k
uchun G; graf daraxt bo'lgani uchun, yuqorida isbotlangan tasdigga ko'ra, agar
unda m; ta uch van; ta girra bo'lsa, uholda G; asiklikdir va n; = m; — 1 tenglik

o'rinlidir. Tushunarliki, m = Y% . m;, n=3Y%, n,.

Demak,n =Y n, =Y (m;—1) =¥ m—-k=m—k,

Ya'ni G graf chlarining umumiy soni undagi girralar umumiy sonidan k ta ortiqdir.

Buesa k > 1 bo'lgani uchun, n = m — 1 tenglikka ziddir. Zarur tasdiq isbotlandi

Teoremaning 3) tasdig'idan uning 4) tasdig'i kelib chigishini isbotlaymiz. G-
bog'lamli graf va n =m — 1 bo'lsin. Avvalo, k ta bog'lamlilik komponentalariga
ega karrali girralri bo'lmagan sirtmoqsiz (m, n) — graf uchun

S(m—k)(r;l—k+1)

m—k<n

Munosabat o'rinli bo'lishini eslatamiz .
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n=m—1 bo'lgani sababli G bog'lamli grafdan istalgan girra olib tashlansa,

natijada m ta uch va (m-2) ta girralari bo'lgan graf hosil bo'ladiki, bunday graf
m — k < n shartga binoan bog'lamli bo'la olmaydi.

Daraxtlar hagidagi asosiy teoremaning 4) tasdig'idan uning 5) tasdig'i kelib
chigishini isbotlaymiz. G bog'lamli graf va uning har bir girrasi ko'prik bo'lsin deb
faraz qilib, bu grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchi fagat
bitta oddiy zanjir bilan tutashtirilishi mumkinligini ko'rsatamiz. G bog'lamli graf
bo'lgani uchun, uning istalgan ikki uchi hech bo'lmasa, bitta oddiy zanjir vositasida

tutashtiriladi.

Agar gandaydir ikki uch bittadan ko'p, masalan, ikkita turli oddiy zanjir
vositasida tutashtirilishi imkoniyati bo'lsa, u holda bu uchlarning biridan
zanjirlarning birontasi bo'ylab harakatlanib ikkinchi uchga, keyin bu uchdan
ikkinchi zanjir bo'ylab harakatlanib dastlabgi uchga gaytish imkoniyati bo'lar edi.

Yani qgaralayotgan grafda sikl topilar edi.

Tabiiyki, tarkibida sikl mavjud bo'lgan grafning siklga tegishli istalgan bitta
girrasini olib tashlash uning bog'lamliligi xossasini o'zgartirmaydi, ya'ni bu holda
grafning siklga tegishli istalgan girrasi ko'prik bo'Imaydi. Bu esa gilingan farazga

ziddir. Teoremaning 4) tasdig'idan uning 5) tasdig'i kelib chigishi isbotlandi.

Endi teoremaning 5) tasdig'idan uning 6) tasdig'i kelib chigishini
ko'rsatamiz. Berilgan G grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikki uchi
fagat bitta oddiy zanjir bilan tutashtirish mumkin bo'lsin. Teskarisini, ya'ni G graf
asiklik emas, deb faraz gilamiz. Bu holda, G sikl topiladi va undagi ixtiyoriy siklga
tegishli istalgan turli ikkita uchini kamida ikkita oddiy zanjir vositasida
tushuntirish imkoniyati bor. Bu esa G grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan
istalgan ikki uchi fagat bitta oddiy zanjir bilan tutashtirilishi shartiga ziddir.

G grafning go'shni bo'Imagan v, va v, uchlarini girra bilan tutashtirish

amalini qo'llash natijasida faqgat bitta siklga ega bo'lgan graf hosil bo'lishini
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ko'rsatamiz. Shartga binoan, garalayotgan v; va v, uchlarini fagat bitta oddiy
zanjir bilan tutashtirish mumkin. Oddiy zanjir tarifiga ko'ra esa, bu zanjir tarkibida
sikl yo'g. shuning uchun v; va v, uchlarni G grafning tarkibida bo'lmagan (v4, v,)
girra bilan tutashtirish, albatta, tarkibida sikl topildigan va bu sikl yagona bo'lgan
grafni hosil giladi. Teoremaning 5) tasdig'idan uning 6) tasdig'i kelib chigishi ham

isbotlanadi.

Nihoyat, 1-teoremaning 6) tasdig'idagi shartlar bajarilsa, G grafning daraxt
bo'lishini, ya'ni teoremaning 1) tasdig'i kelib chigishini isbotlaymiz. Faraz gilaylik,
asiklik G graf bog'lamli bo'Imasin. U holda bu grafning ixtiyoriy bog'lamli
komponentasidagi ixtiyoriy uchni uning boshga bog'lamli kompanentasidagi
ixtiyoriy uch bilan girra vositasida tutashtirish amalini go'llash natijasida tarkibida

sikl bo'lgan graf hosil bo'Imaydi. Bu esa 6) tasdigning ikkinchi gismiga ziddir.

1-natija. Bittadan ko'p uchga ega bo'lgan istalgan daraxtda hech bo'Imasa,

ikkita darajasi birga teng uchlar mavjud.

Isboti. Hagigatdan ham, agar  v,,v,,,,,v,,  berilgan daraxtning uchlari
bo'lsa, « ko'rishishlar > haqgidagi lemmaga binoan >, p(v;) =2(m—1)

tenglik o'rinlidir. Daraxtning ta'rifiga ko'ra, u bog'lamlidir, shuning uchun
p(v;) =1 (i =1,m).Bundan yugoridagi tenglik o'rinli bo'lishi uchun

p(v1),p(vy),,,,,,, p(v,,) ketma-ketlikdagi hech bo'Imaganda, ikkita son birga
teng bo'lishi kelib chigadi.

2-natija. M ta uch va k ta bog'lamli komponentali o'rmondagi girralar soni

(m-Kk) ga tengdir.

Isboti. 1-teorema isbotining 2) tasdiqdan 3) tasdiq kelib chigishiga

bag'ishlangan gismiga garang.

2-teorema. Istalgan daraxtning markazi uning bitta uchidan yoki ikkita

go'shni uchlaridan iborat bo'ladi.
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Isboti. Agar daraxt bitta uch yoki ikkita qo'shni uch va ularni tutashtiruvchi

girradan tashkil topgan bo'lsa, teorema tasdig'i to'g'riligi oydindir.

G daraxt tarkibida ikkitadan ko'p uch bor, deb faraz gilamiz. G daraxtdagi
darajalari birga teng barcha uchkarni bu uchlarga insident barcha girralar bilan
birgalikda G daraxtdan olib tashlaymiz. Natijada uchlari va girralari soni berilgan

G daraxtdagi uchlar va girralar sonidan kam bo'lgan gandaydir G’ daraxtni hosil

gilamiz. G’ daraxtdagi har bir uch ekssentritsiteti G daraxtdagi mos uch
ekssentritsitetidan bitta kam bo'lishi va bu daraxtlarning markazlari ustma-ust

tushishi ravshandir.

Berilgan graf chekli bo'lgani uchun, yuqgoridagi bayon etilgan jarayonni
yetarlicha marta takrorlash natijasida bitta uch yoki ikkita go'shni uch va ularni

tutashtiruvchi girradan tashkil topgan gandaydir daraxtni xosil gilamiz.

Uchlari soni ma'lum, o'zaro izomorf bo'magan va gandaydir shartlarni
ganoatlantiruvchi daraxtlar sonini aniglash masalasi daraxtlarni o'rganishda muxim
masala hisoblanadi. Yuqorida 4,5 va 6ta uchlarga ega izomorf bo'lmagan daraxtlar,

mos ravishda, 2,3 va 6 ta ekanligi ta'kidlangan edi.

3-teorema. (Keli). Uchlari soni m bo'lgan belgilangan daraxtlar soni m™ 2

ga teng.

Grafning siklomatik soni. Faraz gilaylik, G sirtmoqsiz va karrali girralari
bo'lmagan gandaydir bog'lamli graf bo'lsin. Bu grafdan uning biron sikliga tegishli
bitta girrasini olib tashlash natijasida hosil bo'lgan graf bog'lamli graf bo'lishi
ravshandir. Grafdan uning biron sikliga tegishli bitta girrasini olib tashlash amalini
hosil bo'lgan graflarga, imkoni boricha, ketma-ket go'llash natijasida G grafning
barcha uchlarini bog'lovchi graf-daraxtni hosil gilish mumkin. Bunday daraxt G

grafning sinch daraxti (sinchi, karkasi, qovurg'asi), deb ataladi.

Tabiiyki, bitta grafning bir necha sinch daraxtlari mavjud bo'lishi mumkin.
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2-misol. 3-shaklda tasvirlangan graf sinchlaridan birining qirralari berilgan

grafning boshga girralariga garaganda glinroq chiziglar vositasida ifodalangan.

Endi G sirtmogsiz va karrali girralari bo'lmagan m ta uch, n ta girra va k ta

bog'lamli komponentalardan tashkil topgan graf bo'lsin.

4.3-shakil.

Agar yugorida tavsiflangan usul yordamida G grafdan girralarni ketma-ket olib
tashlash amalini qo'llash natijasida uning har bir komponentasi big'lamliligi
buzilmasa, u holda berilgan G grafning sinch o'rmoni deb ataluvchi grafni xosil

qgilishi mumkin.

Berilgan G grafdan uning sinch o'rmonini hosil gilish magsadida olib
tashlanishikerak bo'lgan qirralar soni A = A(G) bu qirralarni  olib tashlash
tartibiga bog'lig emasligi va n—m+k  bo'lishi ravshandir. Qaralayotgan G

graf uchun m — k < n tengsizlik o'rinli bo'lganligidan, A(G) = 0 bo'ladi.
A(G) sonni G grafning siklomatik soni (siklik rangi), deb ataymiz.

Grafning sikomatik soni tushunchasi, gandaydir ma'noda, grafning
bog'lamlilik darajasini ifodalovchi vositadir. Ravshanki, daraxt uchun A =10
bo'ladi.

Grafning o'rmon bo'lishi uchun uning siklomtik soni nolga teng bo'lishi zarur

va yetarlidir (2-natijaga garang).

Grafning yagona siklga ega bo'lishi uchun uning siklomatik soni birga teng
bo'lishi zarur va yetarli. Qirralari soni uchlari sonidan kichik bo'Imagan graf siklga

egadir. Bu tasdiglar haml-teoremaning natijasidir.
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3-misol. 3-shaklda tasvirlangan graf (6,9)-graf bo’lib, uning bog’lamlilik
komponentalari soni birga teng. Bu grafning siklomatik sonini aniglasak, A =9 —
6+ 1 =4 b’ladi. Olib tashlangan qirralar 3-shaklda shtrix chiziglar bilan

ifodalangan.

2.28. Tarmoglar. Ford algoritmi.

Tarmoq tushunchasi. Graflar nazariyasida hozirgacha ba'zi iboralar
bo'yicha umumiy kelishuv garor topmaganligini qayd gilgan edik. Bu fikr graflar
nazariyasining tarmoq va tarmoqqga oid tushunchalarri bilan ish ko'rganda yaqqgol
nomoyon bo'ladi. Ba'zan, (tarmoq) iborasining o'rniga (to'r) iborasini ham

qo'llaydilar.

Berilgan M = {a,, a,, ... } to'plam va har bir E; elementi M dan olingan R =

{Ey; E{,E,...} majmuani tarmoq, deb ataymiz va M(Ey; E, E,...) bilan
belgilaymiz, bu yerda E; = (avl(i),aVZ(i),___). M to'plamning obyektlari tarmoq

uchlari deb, E, majmuadagi obyektlar esa tarmoq qutblari, deb ataladi.

Yugorida eslatilgan kitobda ta'kidlanishicha: <« Adabiyotda tarmoq
tushunchasiga yaqin tushunchalar ham uchraydi, masalan, <« Blok-sxema >
tushunchasiga, <« gippergraf > tushunhasi. Blok-sxema tushunchasi tarmoq

tushunchasidan oldin paydo bo'lgan, gippergraf tushunchasi esa keyinrog>>.

Gippergraf  tushunchasi — bu graf tushunchasining shunday
umumlashmasiki, bunda qirralar nafagat ikki elementli bo'lishi, ular uchlar

to'plamining istlgan gism to'plamlari bo'lishi ham mumkin.

Graf tushunchasining turli umumlashmalarini ma'qullagan hamda bunday
umumlashmalar turli masalalarni hal etishda zarur qurol sifatida ishlatilishini
ta'kidlagan holda (10) kitobdagi tarmoq tushunchasining bir-biriga ekvivalent
bo'lgan quyidagi ikki ta'rifni keltiramiz:
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1) Har bir a yoyiga y(a) manfiymas hagigiy son mos qo'yilgan N orgraf
tarmoq, deb ataladi;

2) Tarmoq deb shunday (D,) juftlikka aytiladi, bunda D=(U,V) — orgraf,
Y esa D orgrafning yoylari to'plamini manfiymas haqigiy sonlar

to'plamiga akslantiruvchi funksiya.

Tarmoqdagi ogimlar. Graflar (orgraflar) bilan bog'liq ko'plab tushunchalarni

osonlik bilan tarmoglar uchun ko'chirish mumkin.

T = (G, b) tarmoq berilgan bo'lsin, bu yerda, G = (V,U)— bog'lamli graf
(yoki orgraf, yo bo'lmasa, aralash graf), b esa G grafning yoylarini manfiymas
b;ij(v1,v; €V) hagigiy sonlar to'plamiga akslantiruvchi funksiya. G grafda
sirtmoq va Karrali girra yoki yoylar bo'lmasin deb faraz gilamiz. Ikkita v; va v;
uchlarni tutashtiruvchi orientirlanmagan yoyni (qgirrani) ikkita orientirlangan
yoylarga almashtirish mumkin, deb hisoblaymiz. Shuning uchun bundan buyon G

grafni orgraf, deb hisoblash mumkin.

Ta'kidlaymizki, (tarmoq) tushunchasi har bir yoyga bir nechta sonlarni mos
go'yish imkoniyatini beradi, graf (orgraf)da esa yoy fagatgina mos uchlarning
tutashtirilgan yoki tutashtirilmaganligini aniglaydi, xolos. Har bir (v;, v;) yoyga
manfiymas b;; sonni qo'yib, bu sonni yoyning o'tkazish qobilyati, deb ataymiz.
Tarmoqgning har bir v € V uchi uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz: v uchning
chigish yarimdarajasi g(v)- bu v uchdan chiquvchi barcha yoylar o'tkazish
qobilyatlari yig'indisi, v uchning kirish yarimdarajasi p(v) — bu v uchga kiruvchi
barcha yoylar o'tkazish gobilyatlari yig'indisi.

«kao'rishishlar>> hagidagi lemma bu yer quyidagicha ifodalanadi:
tarmogning barcha uchlari chigish yarimdarajalari yig'indisi ularning kirish
yarimdarajalari yig'indisiga tengdir.

Grafning uchlari orasida kirish yarimdarajalari nolga teng bo'lganlari

guruhini ajratamiz. Bu guruhga tegishli uchlarning har biri manba, deb ataladi.
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Shunga o'xshash, orgrafning chigish yarimdarajalari nolga teng bo'lgan uchlari
guruhini ham ajratish mumkin. Bu guruhga tegishli ar bir uch o'pgon, deb ataladi.

Faraz qgilaylik, G orgraf fagat bitta v, manbaga va fagat bitta v, o'pgonga
ega bo'lsin. Bir necha manba yoki o'pgonga ega bo'lgan tarmogning orgrafiga
yangi elementlar go'shib olish yo'li bilan yugoridagi xususiy holga osonlik bilan
keltiriladi.

G orgrafning har bir (v;,v;) yoyiga manfiymas x;; sonlar mos go'yilgan
bo'lib, biron p = 0 uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

—p,agar k = s bo'lsa,

DX wivi)eu Xik — Z(vk,vj)eU xj =3agar k # svak # t bo'lsa,
p,agar k =t bo'lsa,

2) G orgrafda mavjud barcha (v;, v;) yoylar uchun 0 < x;; < b;;.

Bu shartlar bajarilganda X = {x;; | (v;,v;) € U} to'plamga T tarmoqdagi vy
manbadan v, o'pgonga yo'nalgan ogim deb, p miqgdorga esa, bu X ogimning

miqdori, deb ataladi. 1) va 2) shartlarni ganoatlantiruvchi har bir x;; songa
(vi, vj) yoy bo'ylab ogim yoki yoy ogimi deyiladi.

Yuqoridagi 1) shartga ko'ra, manba va o'pgondan fargli istalgan uchga
kiruvchi ogim shu uchdan chiquvchi ogimga tengdir, 2) shartga ko'ra esa, istalgan
yoy bo'ylab ogim migdori shu yoyning o'tkazish qobilyatidan oshmaydi. 1)
shartdan ko'rinib turibdiki, manbaga insident yoylar bo'yicha ogimlar yig'indisi

o'pgonga insident yoylar bo'yicha ogimlar yig'indisiga tengdir:

Xsj — z Xit =P
(VS,V]')EU (vi,v¢)EU
1-misol. 1-shaklda manbasi v, va o'pgoni vg bo'lgan T = (G, b) tarmoq
tasvirlangan bo'lib, uning yoylari yoniga mos o'tkazish qobilyatlari yozilgan, bunda
G =(V,U),

V= {VOJ V1,V2,V3,Vy, VS}:
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U = {(Vo; V1), Vo, V2), (v, v2), (V1,v3), (V2,V3), (V2,V3), (v, V4);}
(V3' V4—): (V3: VS): (V4-' VS)
BU tarmoq Chun b01 == 7, b02 = 3, b12 == 2, b13 = 5, b21 == 2, b23 = 4,
b24_ = 1, b31 = 5, b32 - 3, b34_ - 2, b35 = 2, b43 - 2, b4_5 =4

ekanligi shakldan ko'rinib turibdi.

Tarmogning har bir uchi uchun chigish yarimdarajalari va Kirish
yarimdarajalarini aniglaymiz: p(v,) =10, p(vy) =7,p(v,) =7,p(v3) = 12,
ﬁ(v‘l-) = 6' IB(VS) = 0! (p_(vl) = 14' ﬁ(Vz) = 81 (p_(VS) = 111 (p_(V4) = 3r

p(vs) = 6.

Berilgan T tarmoq orgali v, manbadan v o'pgonda 4 kattalikka ega bo'lgan
X ogimni quyidagi sonlar to'plami ilan ifodalash mumkin: x,; = 2, xy, = 2,
X12 =0, X33 =2, %31 =0, X33 =1, 54 =1,x31 =0, X3, =0, x34 =2,
X35 =1, x43 =0, x45 = 3. Qaralayotgan X ogimning miqdori p; = x¢1 +

xOZ == x35 + X4_5 == 4

Tarmoq bo'ylab o'tkazish mumkin bo'lgan ogimlar orasida migdori eng katta
(maksimal) ogimni topish amaliyot nugtayi nazaridan katta ahamiyatga egadir.
Bunday ogimlar maksimal ogimlar , deb ataladi. 1-misolda keltirilgan ogim
maksimal ogim emas, chunki berilgan tarmog uchun migdori 5 bo'lgan ogim bor.
Albatta, umumiy holda tarmoqda bir necha turli maksimal ogimlar bo'lishi

mumKin.

Maksimal ogimni o'rganishda quyidagi tushunchalarni kiritish magsadga
muvofigdir. To'yingan yoy- bu yoy bo'ylab ogim miqgdori uning o'tkazish
gobiliyatidan kichik.
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2-misol. Birinchi misolda garalgan tarmoq uchun aniglangan X ogimda
Xo1 =2<byy =7vaxy, =1=by, bo'lgani uchun (v,,v,) to'yinmagan,

(v,,v,) esato'yingan yoylardir.

Tarmoqdagi ogimlarni o'rganishda, zanjir tushunchasi muhim rol o'ynaydi.
Bu yerda zanjir deganda tarmoqgdagi yo'nalishi e'tiborga olinmasdan bir-biriga
ulangan yoylar ketma-ketligini tushunamiz. Biron zanjirga tegishli yoyning
yo'nalishi zanjirdagi uchlar ketma-ketligini o'tish yo'nalishiga mos tushsa, bu yoyni

to'g'ri yoy deb, aks holda esa, uni teskari yoy deb ataymiz.

Tarmoqdagi ogimlarni tadgiq gilganda kesim tushunchasi ham muhim
hisoblanadi. T tarmogning G orgrafi uchlari to'plami V ni o'zaro kesishmaydigan
hamda har biri bo'sh bo'Imagan ikkita R va R gism to'plamlarga ajratamiz, ya'ni
V=RUR, RNR=0, R=0BvaR # 0.

Boshlang'ich uchi R to'plamga, oxirgi uchi esa R to'plamga tegishli bo'lgan

barcha yoylar to'plamini kesim deb ataymiz. Kesimni (R, R) bilan belgilaymiz.

Agar (R, R) kesim bo'lib, v, manba R to'plamga, v, 0'pgon esa R to'plamga
tegishli bo'lsa, u holda (R,R) ga v, manbani v, o'pgondan ajratuvchi (yoKki

ayiruvchi kesim, deb ataladi.

Har bir kesimga giymati kesimni tashkil etuvchi barcha yoylar o'tkazish
qobiliyatlari yig'indisiga teng bo'lga va kesimning o'tkazish qobiliyati (yoki

miqdori) deb ataluvchi b(R, R) son mos qo'yilishi mumkin:

b(R,R) = z by;.

Vi€R, Vj€eR

Barcha mumkin bo'lgan kesimlar ichida o'tkazish qobiliyati eng kichik

bo'lganini minimal kesim, deb ataymiz.
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Tarmoqda bir necha turli maksimal ogimlar bo'lishi mumkin ekanligini
yugorida ta'kidlagan edik. Xuddi shunga o'xshash, tarmoqda bir necha turli

minimal kesimlar bo'lishi ham mumkin.

Ravshanki, agar tarmoq boshlang'ich uchi v¢ manbada va oxirgi uchi v,
o'pgonda bo'lgan zanjirdangina iborat bo'lsa, bu tarmoq bo'ylab o'tkazish mumkin
bo'lgan maksimal ogim giymati shu zanjirni tashkil etuvchi yoylarning o'tkazish
gobiliyatlarining minimal giymati bilan chegaralangan bo'ladi. Shu tufayli, bu
yerda, minimal o'tkazish gobiliyatiga ega bo'lgan yoy tarmogning (zanjirning) <«

tor joyi > deb atalishi joyizdir.

Tarmoqdagi v, manbani v, o'pgondan ajratuvchi (R,R) kesim iborasi

istalgan tarmoqda <« tor joyi > iborasining o'xshashi sifatida garalishi mumkin.

Faraz gilaylik, X ={x;; | (v, v;)ev} —T tarmogdagi gandaydir ogim
bo'lsin. Bu tarmoqdagi v, uchdan v, uchga yo'nalgan biron u yo'l bo'ylab ogim shu

yo'l yoylaridagi ogimlarning eng kichik giymati sifatida aniglanadi:

p(p,X) = min x;;.

(Vivjeu

Tabiyki, tarmoqdagi X ogimning miqgdori p(X) uchun

OO = P X)
UeM
Tenglik o'rinlidir, bu yerda, M-G-orgrafdagi v, uchdan v, uchga yo'nalgan barcha

yo'llar to'plamidan iborat.

Kesimning ta'rifidan ko'rinib turibdiki, v, uchdan v, uchga olib boruvchi
ixtiyoriy p yo'l shu v, va v, uchlarni ajratuvchi har ganday (R, R) kesimning hech
bo'Imaganda bitta yoyini o'zida saglaydi. Shuning uchun, agar ixtiyoriy (R, R)
kesimning barcha yoylarini tarmogdan olib tashlasak, u holda G-orgrafda v,
uchdan v, uchga boradigan bironta ham yo'l ( va , demak, ogim ham ) mavjud

bo'lmaydi.
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Demak, yugorida aytilganlarni hisobga olib tarmogdagi ogim miqdori p(X)
bilan ixtiyoriy (R,R) kesimning o'tkazish qobiliyati b(R, R) uzviy bog'langan,
degan xulosaga kelish mumkin. Bu bog'lanish quyidagi teoremada o'zining aniq

ifodasini topgan.

1-teorema. T = (G, b) tarmoqdagi ixtiyoriy X ogim miqgdori p(X) shu
tarmoqdagi v, manba v, o'pgonni ajratvchi har ganday (R, R) kesimning o'tkazish

gobilyatidan oshmaydi, ya'ni p(X) < b(R,R).

Isboti. T = (G, b) tarmoqdagi X ogim ta'rifidan bevosita quyidagi tengliklar
kelib chigadi:

p(X) = Z Xsj, 0= z Xik — Z Xkj,» Vk ER

(vsvj)EU (vivk)EU (vg,vj)eU

Bu tengliklarning mos tomonlaridagi ifodalarni go'shib va o'xshash hadlarni

ixchamlab,
p(X) = Z Xij — z Xji
(Vi'Vj)E(R,ﬁ) Vj’Eﬁ,ViER
Tenglikni olamiz. 2) shartni va
z in >0
VjER,V;ER

ekanligini hisobga olsak, oxirgi tenglikdan

PO D by =bRR)
(viv;)E(R,R)

munosabat kelib chigadi.
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2-teorema. Istalgan tarmogda manbadan o'pgonga maksimal ogimning
miqdori mnbani o'pgondan ajratuvchi minimal kesimning o'tkazish qobilyatiga

teng.

Isboti. T = (G, b) tarmoq G = (V,U) orgraf, v € V manba, v, € V o'pgon

va berilgan tarmoqgdagi maksimal ogqimning miqgdori bo'lsin.

Agar tarmogda shunday X* = {x; | (v;v;) € U} ogim topilsaki, uning p* =
p(X*) miqdor biror (R*,R*) kesimning o'tkazish qobilyatiga teng bo'lsa, 1-
teoremadan shun X* maksimal ogim, (R*, R*) esa minimal kesim bo'lishi kelib
chigadi. Demak, teorema isbotiga ega bo'lish uchun p* = b(R*,R*) tenglik

o'rinli bo'ladigan (R*, R*) kesimni qurish mumkinligini ko'rsatish yetarli.

Bunday kesimni qurish magsadida tarkibida, albatta, v, uch bor bo'lgan,
lekin v, uchni saglamaydigan R* to'plamni aniglash zarur. Bu R* to'plam v,
uchdan chiquvchi zanjir bilan tutashtirish mumkinbo'lgan uchlar to'plamidan iborat

bo'ladi. V to'plamning golgan uchlari R* to'plamni tashkil etadi.
X* = {x{; | (v;v;) € U} maksimal ogim bo'lsin, deb faraz qilmiz.

Shu ogimga mos R* to'plamning elementlarini ketma-ket ravishda quyidagi qoida

bo'yicha aniglaymiz:
-V € R*
- agar v; € R*va x;; < b;j bo'lsa u holda v; € R*;
- agar v; € R*va x;; > 0 bo'lsa u holda v; € R™.

Agar R* to'plamni aniglash jarayonida v, uchni R* to'plamga Kiritish
imkoniyati topilmasa, ya'ni v, # R* bo'lsa, u holda izlanayotgan (R*, R*) kesimni

qurish mumkin bo'ladi.

Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni v, € R* bo'lsin. U holda R* to'plamning

.......
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mumkinki, uning barcha to'g'ri yoylari ogimga to'yinmagan, teskari yoylarida esa
ogim musbat bo;ladi. u zanjirning barcha to'g'ri yoylari to'plamini U, (u), teskari

yoylari to'plamini esa U_(u) deb belgilaymiz.

Quyidagi migdorni garaymiz: € = (Vi,vgglela(m(bij — X))

€= min x;;. Tushunarliki, ¢ = min(€,€) > 0 bo'ladi. Agar u yo'lning
(Vivy)eU_(u)

barcha to'g'ri yoylarida ogim & migdorga oshirilib, uning barcha teskari yoylarida
esa € miqdorga kamaytirilsa, u holda tarmoqdagi ogim miqgdori € ga ortadi. Bu esa
x* ogimning maksimal ogimi ekanligiga ziddir. Olingan garama-garshilik v; € R*

ekanligini ko'rsatadi.

Endi yugorida bayon gilingan qoidani ketma-ket qo'llab, hosil gilingan R*
to'plam uchun R* =V \ R* deb olsak, G orgrafning R* to'plamga tegishli
uchlarining biridan chiqgib R* to'plamga tegishli uchlarning biriga kiruvchi barcha

yoylar to'plami (R*, R*) kesimni tashkil etadi.

R* to'plamning aniglanishiga asosan, barcha ( v;, v;) € (R*,R*) yoylar
ogimiga to'yingan (x;;=b;;), R* to'plamga tegishli uchlardan chigib, R* to'plamga
tegishli uchlarga kiruvchi barcha (v;, v;) € U yoylarda esa ogim nolga teng
bo'ladi. Shuning uchun, 1-teoremaning isbotida hosil gilingan

p(X) = Z Xij — z Xji

(Vi,Vj)E(R,E) erER,ViER

Formulaga ko'ra,

p=pXD = ) x= ) by =bR,E)
(viv;)E(R*,R¥) (viv;)E(R*,R¥)
munosabatni olamiz. Demak, qurilgan (R*,R*) kesim uchun  p* = b(R*,R*)
tenglik bajariladi. Bu yerdan yuqoridagi eslatilgan mulohazalarga ko'ra, teorema
isbotiga ega bo'lamiz.
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Ford algoritmi. T = (G, b) tarmogni garaymiz, bu yerda, G = (V,U) —
orgraf, b esa G orgrafning yoylarini manfiyma b;;(v;, v; € V) hagigiy sonlar

to'plamiga akslantiruvchi funksiya.

G orgraf fagat bitta manbaga va faqgat bitta o'pgonga ega bo'lin, deb faraz gilamiz.
Maksimal ogqim va minimal kesim hagidagi Ford-Falkerson teoremasining yuqoria
keltirilgan isboti tarmoqdagi maksimal ogimni topish algoritmnituzish nuqgtayi

nazaridan konstruktivdir.

T tarmoqning uchlariga, ya'ni V to'plam elementlariga 0,1,2,,,,,,m ragamlarni
mos qo'yib, tarmogning manbayi O uch, o'pgoni esa m uch bo'lsin, deb
hisoblaymiz. Bu tarmoqgda Ford tomonidan taklif etilgan maksimal ogimni topish
algoritmi bilan tanishamiz. Ford algoritmining jadvallar bilan ish ko'riladigan
jarayon dastlabki, umumiy (takrorlanuvchi) va yakuniy gadamlardan ibort bo'lib, u

quyida keltirilgan'

Dastlabki gadam. O'lchamlari (m+1)x(m+1) bo'lgan
jadvalniquyidagicha tuzamiz. Agar (i;) yoyning o'tkazish qobilyati b;; noldan
katta va unga simmetrik (i;) yoyning o'tkazish gobilyati b;; nolga teng bo'lsa, u
holda jadvalning (i,j) Kkatagiga b;; sonni, uning asosiy dioganaliga nishatan
simmetrik (i;) katagiga esa, nolni yozamiz. Agar b;; = b;; = 0 bo'lsa, u holda

jadvalning (i,j) va (j, i) kataklari bo'sh goldiriladi.

Umumiy gadam. Tarmogning manbayidan o'pgoniga o'tkazish xususiyati
noldan katta bo'lgan yo'l izlaymiz. Buning uchun jadvalning tarmoqdagi 0 uchga
mos keluvchi ustuniga (*) belgisini go'yamiz. Jadvalning o uchga mos satridan
boj >0 (j = 1,m) elementlarni topib, bu elementlar joylashgan ustunlarni o

ragami bilan belgilaymiz.

Natijada tarmogning musbat o'tkazish xususiyatiga ega bo'lgan barcha (0, j)
yoylari aniglanadi. Bu yoylar manbadan o'pgonga boruvchi yo'lning dastlabki
yoylaridir.
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Belgiga ega ustunlar ragamlari bilan bir xil ragamli satrlarning har birini
ketma-ket tekshirib chigamiz. Tekshirish jarayonida har bir shunday satrda,
masalan, jadvalning uchga mos satrida belgiga sga bo'lmagan ustunlardan b;; > 0
elementlarni izlaymiz va shunday element topilsa bu element joylashgan ustunni

tekshirayotgan satr ragami (ya'ni ) bilan belgilaymiz.

Shu tarzda davom ettirilsa, natijada manbadan o'pgonga boruvchi musbat
o'tkazish xususiyatli izlangan yo'lning navbatdagi yoylari bo'lib xizmat qilishi
mumkin bo'lgan yoylar topilgan bo'ladi. Jadvaldgi belgiga esa ustunlar ragamlariga
mos ragamli tarmogning uchlariga to'g'ri keluvchi satrlarni tekshirish jarayonini

quyidagi mumkin bo'lgan hollardan biri amalga oshguncha davom ettiramiz:
Jadvalning o'pgonga mos ustuni belgilanadi;

Jadvalning yangi ustunlarini(shu jumladan, o'pgonga mos ustunini ham)

belgilash imkoniyati yo'g.

Agar a) hol ro'y bersa, u holda tarmogda manbadan o'pgonga boruvchi
musbat o'tkazish xususiyatiga ega bo'lgan biron u yo'l bor. Bu yo'l quidagicha

aniglanadi.
Jadvalning o'pgonga mos m ustunining belgisi k bo'lsin deb faraz gilaylik.

Demak, u yo'lda m uchdan oldingi uch k uchdir. Jadvalning k uchga mos satri va
m uchga mos ustuni kesishgan (k,m) katagidagi by, elementiga (=) belgisi (bs;,),
shu katakka asosiy dioganalga nisbatan simmetrik hisoblangan (m,k) katakdagi

bym elementga esa (+) belgisi (b, ,) qo'yamiz.

Endi jadvalning k uchga mos ustuni belgisi r ragami bo'lsin, deb faraz
gilamiz. Jadvaldagi (b;,) elementdan jadvalning k uchga mos ustuni bo'ylab
harakatlnib, uning r uchga mos satriga o'tamiz va b,,, elementga (—) belgi, asosiy
dioganalga nisbatan simmetrik b, elementga esa (+) belgi go'yamiz. (+) va (—)

belgilar go'yish jarayonini manbaga mos 0 satrga kelib undagi mos elementga (—)
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belgi, simmetrik elementga esa (+) belgi go'yguncha davom ettiramiz.Umumiy

gadamning 2-bandiga o'tamiz.

Agar b) hol bajarilsa, bu holda manbadan o'pgonga boruvchi musbat
o'tkazish xususiyatiga ega bo'lgan boshga yo'l yo'q. Shuning uchun umumiy

gadamni bajarish jarayoni tugaydi.

Jadvalning belgilangan ustunlariga mos orgrafning uchlari minimal o'tkazish
gobilyatiga ega bo'lgan  (R*,R*) kesim uchun R to'plamni tashkil etadi,
orgrafning golgan uchlari esa R to'plamga tegishlidir. i € R uchdan chiquvchi va
j € R uchga kiruvchi barcha (i,j) yoylar to'plami berilgan tarmoq uchun

minimalkesimdir. Yakuniy gadamga o'tamiz.

2. topilgan u yo'l o'tkazish xususiyatining 8 giymatini topamiz. Tabiiyki, 8
son u yo'lni tashkil etuvchi yoylar o'tkazish xususiyatlarining eng kichigiga teng

bo'ladi, ya'ni

6 = min b;; .
(@en V

Umumiy gadamning 3-bandiga o'tamiz.
3. Topilgan u yo'lga tegishli yoylarning va ularga simmetrik yoylarning
golgan o'tkazish xususiyatlarini aniglaymiz. Buning uchun jadvalning (=) belgisi

bo'lgan b;; elementlaridan 6 sonni ayirib, (+) belgili b; elementlariga esa 6 sonni

qo'shib, natijalarni jadvalga mos o'rinlariga yozamiz. Jadvalning (=) yoki (+)
belgisi bo'Imagan elementlari o'zgarmaydi. Jadvaldagi barcha belgilarni olib
tashlaymiz. Natijada o'tkazish xususiyatlari o'zgargan tarmogga mos va dastlabki
jadvalga o'xshash bo'lgan yangi jadvalni hosil gilamiz. Umumiy gadamning 1-
bandiga o'tamiz.

Yakuniy gadam. Dastlabki jadvalning elementlaridan oxirgi gadamda hosil
bo'lgan jadvalning mos elementlarini ayiramiz. Natijada musbat elementlari (i, j)
yoyning mos x;; ogim migdorlariga teng bo'lgan, elementlariesa asosiy dioganaliga
nisbatan simmetrik joylashgan oxirgi jadvalni hosil gilamiz. Tarmoqgdagi maksimal
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ogim miqdori p oxirgi jadvalning manbaga mos satri yoki o'pgonga mos ustuni

elementlari yig'indisiga, ya'ni

m m-—1

P=Zx0j = Z Xim-

j=1 1=
Bu maksimal ogim qiymatini umumiy gadamni bajarish jarayonlarida

aniglangan barcha 8 sonlarni go'shib ham hosil gilish mumkin.
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Xulosa.

Ushbu bitiruv malakaviy ish graflar nazariyasi va uning sonli
xarakteristkalariga bag’ishlangan. Graflar nazariyasi fanga XIX asr oxirlarida Kirib
kelgan Graflar nazariyasining fan sifatida shakllanishiga L. Eyler tomonidan
Kyonisberg ko’priklari g’aqidagi masala asoso bo’lib xizmat qildi. Muallif
tomonidan bu masalani echish uchun yozilgan magolasi dastlabki ilmiy manba

hisoblanadi.

Bitiruv malakaviy ishda graf tushunchasi, uning abstrakt ta’rifi, turlari,
uning tashkil etuvchilari (qirralar va uchlar) ta’riflar yordamida bayon etilgan.
Graflar ustida sodda amallar (graflarni qo’shish, ko’paytirish, uchni yoki qirrani
qo’shish, olib tashlash) bajarilgan. Bajarilgan amallar aniq geometrik chizmalar

yordamida ko’rsatilgan.

Graf: daraxt o’rganilgan: G(m,n)-graf uchun daratlar xaqidagi asosiy
teorema va bu teoremadan kelib chigadigan natijalar keltirilgan. Shu bilan birga
tarmog va tarmoqda Ford tomonidan taklif etilgan maksimal ogimni topish
algoritmi bilan tanishalgan. Ford algoritmining jadvallar bilan ish ko'riladigan
jarayon dastlabki, umumiy (takrorlanuvchi) va yakuniy gadamlardan ibort bo'lib,

ular batafsil keltirilgan.

Ushbu bitiruv malakaviy ishda Kkeltirilgan koeffitsientlar yordamida
graflarda gochish va gidirish masalalarini hal gilish usullarini topish nazariyasi

paydo bo’ladi.

Shu sababli, bitiruv malakaviy ishda keltirilgan natijalar graflar nazariyasi hamda

matematikaga giziquvchilar uchun foydali deb hisoblaymiz.
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Guliston davlat universiteti fizika-matematika fakulteti 4-kurs talabasi Karimov
Islom Ilg’or o’g’li tomonidan 5130100—“Matematika” ta’lim yo’nalishi bo’yicha
bakalavr darajasini olish uchun “Bog’lamli siklga ega bo’lmagan graf: daraxtning
xossalarini amaliy o’rganish” mavzusida bajarilgan bitiruv malakaviy ishiga

TAQRIZ

Graflar nazariyasini va uning sonli xarakteristkalarini o’rganish dinamik
sistemalarni optimal boshgaruv masalasini hal etishga olib keladi.

Masalalarning echimidan topilgan giymat amaliy jihatdan fan va texnikaning
ko’plab sohalariga tadbiq etiladi. Shu hisobdan dinamik o’yinlarning juda ko’plab
masalalarini hal etishda graflar va uning sonli xarakteristkalaridan salmoqli
darajada foydalanilib kelinmogda. Shu nugtai nazardan, talaba 1. Karimov
tomonidan bajarilgan ish dolzarb mazulardan hisoblanadi.

Bitiruv malakaviy ish Kkirish, ikkita bob, beshta paragraf, xulosa va
foydalanilgan adabiyotlar ro’yxatidan iborat, hajmi qo’lyozma holda 49 betni
tashkil etadi.

Bitiruv malakaviy ishning Kirish gismida mazkur ishning dolzarbligi,
magsad va vazifalari, amaliy ahamiyati va tadgigot ob’cktlari bayon gilingan.

Ishda grafning abstrakt ta’rifi, geometrik tasviri, graf turlari, hossalari o’rganilgan.
Graflar ustida sodda amallar bajarilgan.Uchlari soni berilgan grafda daraxtlar
sonini belgilovchi Keli teoremasi berilgan. Tarmoq tushunchasi hamda uni qurish
uchun Ford algoritmi o’rganilgan.

Bitiruv malakaviy ishning xulosa gismida yaxlit ish yuzasidan olingan xulosa va
takliflar bayon gilingan.Ushbularni hisobga olib, ishni saviyali darajada bajarilgan
deyish mumkin.

Shu bilan bir gatorda ishni yozishda ayrim orfografik xatolar uchraydi va
mavzuga oid amaliy misollar kamrok bayon etilgan. Ushbu keltirilgan kamchiliklar
ishnnig giymatini tushirmaydi.

Yugorida keltirilgan takliflarni hamda ishni amaldagi Nizom talablariga
to’liq javob berishini hisobga olib, I. Karimovning “Bog’lamli siklga ega
bo’lmagan graf: daraxtning xossalarini amaliy o’rganish” mavzusidagi bitiruv
malakaviy ishini ijobiy baholayman.

SVXTXQTMO instituti Tabiiy va aniq

fanlar kafedrasi mudiri: K.0o’q. O. Daminov.
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