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KIRISIW

Dissertaciya temasmin tiykarlaniwi ham aktualligi: Tenleme ham
tensizliklerdi sheshiw jollarin tyretiw uliwma bilimlendiriw mekteplerinde
matematika oqitiw metodikasinin basli maselelerinin biri. Hazirgi zaman mektep
oqiwshilar1 tenleme ham tensizlikler menen baslawish klasslardan-aq tanisip
baslaydi. Keyin tenleme ham tensizlikler temas1 aste aqirin terenlestiriledi ham
keneytiriledi. Tenleme hdm tensizliklerdi uyretkende konkret méselelerdi sheshiw
procesin tiykarlaw maselelerine kébirek kewil bolinedi. Algebra kursin uyretiwdin
daslepki basqishlarinda bul tiykarlaw impirikaliq, induktivlik xarakterge iye. Son
tenleme ham tensizliklerdi sheshiw boyinsha tajiriybe toplagannan keyin tenleme
ham tensizliklerdi sheshiw procesin tiykarlawdin deduktivlik usillar1 ulken
ahmiyetke iye boladi. Tenleme ham tensizliklerdi sheshiwdin har qiylir usillari
jeterli darejede jags1 6zlestirilgennen keyin juda kop qollanilatugin tarlendiriwler:

ten kushlilik ham logikaliq izbe-izlik ayrigsha ayrilip koérsetiledi.

Beligisiz funkciya malim funkciyalar menen kompoziciyast éameli
jardeminde baylanisqan tenleme funkciyaliq tenleme dep ataladi.
f(x+3)—4f(x+1)+ f(x)=0
ham
f(x+y)=f(x)+f(y)
Tenlemeler funkciyaliq tenlemege misal bola aladi.
Bul jerde f(x) - beligisiz funkciya x ham y -erikli 6zgeriwshiler.

Eki tenlemede de belgisiz bir 6zgeriwshili funkciya biraq ekinshi tenlemede
eki erikli 6zgeriwshi qatnasadi (olardin birewi musali y) erikli 6zgeriwshi.
Sonligtanda birinshi tenleme erikli 6zgeriwshilersiz tenleme boladi. Ekinshi
tenleme erikli 6zgeriwshili tenleme dep ataladi.

Eger f(x) funkciya D koplikte funkciyaliq tenlemeni qanaatlandirsa

yagniy oOzgeriwshilerdin D koplikten alingan hdmme madnislerinde tenlemeni



qanaatlandirsa onda bul funkciya D koplikte funkciyaliq tenlemenin sheshimi dep
ataladu.

Basgasha aytganda eger f(x) funkciya tenlemede belgisiz funkciyanin

ornina qoyilganda on1 birdeylikke aylandirsa (erikli 6zgeriwshilerdin D hamme

manislerinde qanaatlandirsa) onda f(x) D koplikte berilgen funkciyanin sheshimi
boladi. Misali
f(x-y)="f(x) f(y) (1)
tenlemeni garayiq.
Tenlemenif sheshimi f(x)=x" funkciya boladi, bul jerde u— qalegen
turaqli san.
f(x+2)-5f(x+1)+6f(x)=0 (2)
Ekinshi tefilemenin sheshimi f(x)=c -3"+c,-2* bul jerde ¢, ham c,

qalegen turaqli sanlar.

f (i—fﬂ ~ (x) 3)

x2 +1

x-1

Ushinshi tefilemenin sheshimi X =1 bolganda f (x)= CD[ ] funkciya boladi.

Bul jerde ® — galegen funkciya.

Bul misallardan funkciyaliq tenlemelerdin sheshimlerinin uliwmaliq darejesi
har qiyli boliw1 mimkin ekenligi korinip tur. Misali birinshi misalda tenlemenin
sheshimi tek bir x qalegen turaql sanga garezli. Al ekinshi tenlemenin sheshimi

c, ham c, qalegen turaqh sanlarga garezli bolsa ushinshi misalda tenlemenin

sheshimi gqalegen @ funkciyga garezli boladi.

Eger funkciyaliq tenlemenin sheshiminde galegen turaqli sanlar yaki turaqh
funkciyalar qatnassa onda bul turaghi funkciyalarga har qiyli manisler berip
tenlemenin har qiyli sheshimler alamiz, bul sheshimler ternlemenin dara

sheshimlerin dep ataladi. Tenlemenin dara sheshimlerin aliw ushin qosimsha
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shartler qoyiladi. Eger birinshi tenlemenin sheshimi bolgan (1) f (X) = x* bolgan
funkciya qosimsha f (2) =4 shartti ganaatlandirsa onda x=2 alip 4=2* tenlikke
iye bolamiz. Bunnan g =2 demek f (2) =4 qosimsha shdrtte birinshi tenlemenin
dara sheshimi f(x)= x> funkciya boladi. Usigan ugsas ekinshi tenlemenin eki
qalegen turagqli san qatnasatugin sheshimi qosimsha f (0) =1 ham f (1) =1

shartlerde f(x)=2""—3" funkciya dara sheshimge aylanadi.

Biz bunnan bilay belgisiz funkciya bir 6zgeriwshili funkciya bolatugin
tenlemelerdi qaraymiz. Biraq joqarida koérgenimizdey bunday tenlemede erikli
6zgeriwshi qatnasiwida qatnaspawida mamkin.

Bunday tenlemelerdin eki klassin sheshiw usillar1 dhmiyetli 6zgesheliklerge
iye sonliqtan biz olardi dara- dara garaymiz. Sonin menen birge funkciyaliq
tenlemenin sheshimin izlew sheshim izlenetugin funkciyalar klasina garezli

bolatuginligin atap oOtemiz. Misali (1) tenleme uzliksiz funkciyalar klasinda
(sonday-aq differenciyallamwshi funkciyalar klasinda da ) f(x)=x* (u—turaqh
san ) sheshimge iye. Al uzliske iye funkciyalar klasinda

f (x)=Sgnx:
funkciya bolad.

Juda apiway1 jagdaylarda bir gatar quyin emes matematikaliq amellerdi

ormlaw jetkilikli

Misali 3f(x)— f*(1)—log, x+5x—1=0 tehlemeni sheshiw ushmn tikkeley

mina tenlikti jaziw mamkin.

f(x):%f2(1)+%logax—gx+%.

Bul tenlikte X =1 dep alip, belgisiz f (1) sanga qarata
f2(1)-3f(1)-4=0.

kvadrat tenlemeni alamiz.



Bul tenleme eki f, (1) =—1 ham f, (1) =4 iye bolganhqtan funkciyaliq tenlemede
eki sheshimge iye f (x)= %(Ioga X—5x+2) ham f,(x)= %(Ioga1 X—5x+17).

Biraq hamme funkciyaliq tenlemelerde usinday ansat sheshile bermeydi.

Kopshilik jagdaylarda koérinisi juda apiwayr bolgan funkciyaliq tenlemeni
sheshiw ushin juda qiyin usillardi paydalaniw kerek boladi. Funkciyaliq tenlemeler
teoriyasinda malim uliwma sheshiw usillart jadd az. Buni funkciyaliq
tenlemelerdin har tarliligi hdm olardi izzertlewde payda bolatugin qiyinshiliglar
menen tasindiriw mimkin.

Funkciyaliq tenlemeler teoriyasi klassikaliq matematikaliq analiz payda
boliw1i menen bir wagqitta payda boldi. XVII  asirdin ortasinda kushler
parallelogrammu mashqalasin sheshiw ushin Dalamber
f(x+y)+f(x—y)=2f(x)-f(y) funkciyaliq tenlemeni sheshiwi kerek boldu.
Bul tenlemeni XIX asirdin basinda Koshi sheshti ol tomendegi tenlemelerdi qaradi

f(x+y)=f(x)+f(y).
f(x+y)="f(x) f(y),
f(x-y)=f(x)+f(y),

Fxy)=f(x)-f(y).

Bul tenlemeler matematikan1 har qiyli tarawlarinda qollaniladi ham dara
jagdayda elementar funkciyalardi aniqlawda tiykar bolip xizmet qiliwi mumkin.
Bul Koshi tenlemelerin (hdm ogan ugsas tenlemelerdi) sheshiw ushin hazirgi
wagqitta onin ati menen qollanilatugin usildan paydalaniladi. Koshidin funkciyaliq
tenlemesinen N.I. Lobashevskiy 6z geometriyasinda paydalandi.

Mina formula tiykarinda
f(x):tg%H(x):e_5

Parallelik muyeshi ushin Lovosheviskiy joqaridagi formulani mina tenlemenin

sheshiminen aldi fz(x): f(x—y)- f(x+y).
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Bir gatar ahmiyetli funkciyliq teflemelerdi Norvegiya matematigi Avel izertledi.

Ol bul tenlemelerdi differenciyal tenlemelerge keltirdi.

Keyingi jillarda Respublikamizdin joqargr oqiw orinlarina matematika
boyinsha kiriw test sinaglarinda funkciyaliq tenleme ham tensizlikler juda kop
usinilip atir. Matematikanin, ilim ham texnikanin basqa hamme tarawlarinin
ameliy maselelerin funkciyaliq tenleme ham tensizliklerden paydalanip sheshiw
adewir qolay boladi. Sonligtan uliwma bilimlendiriw mekteplerinin jogar1t oqiw
orinlarinin matematika kurslarim oqitiw metodikasinda funkciyaliq tenleme ham
tensizliklerdi sheshiw jollarin Gyretiw ahmiyetli orin iyeleydi. Magistrlik jumis usi
aktual mashgalani izetlewge arnalgan.

Izertlew obyekti ham predmeti: Ulwma orta bilimlendiriw mekteplerinin,
akademiyaliq licey ham kollejleri oqiwshilarina funkciyaliq tenleme ham tensizliklerdi
sheshiw jollarin ayretiw metodikast,

Jumustin maqgseti ham waziypalari: Tenleme ham tensizliklerdi tyretiw barisinda
intervallar usili, grafikaliq usil ham funkciyaliq usillar ken qollaniladi. Tenleme
ham tensizliklerdi, asirese funkciyaliq tenleme ham tensizlik dep ataliwshi tenleme
ham tensizliklerd1 sheshiw jollarin tyretiw dissertatsiyanin tiykargir magseti bolip
tabiladi. Bunda tiykarinan tenleme tensizliklerdi sheshiwdin funkciyaliq usilinan
paydalanilad:.

Bul dissertatsiyanin tiykargi waziypasi tenleme ham tensizliklerdi sheshiwdin
funkciyaliq usillarin, funkciyaliq tenleme ham tensizliklerdi sheshiw usillarin teren

uyreniwden ibarat.

Izertlewdi alip bariw usillari: Pedagogika, psixologiya, uliwma bilimlendiriw

mekteplerinde matematika oqitiw metodikasi panlerinin usillari

Izertlewdin ilimiy janahgi: Jumis tiykarinan reparativlik xarakterge iye.



Izertlewdin tiykargi maseleleri ham boljawlari: Matematikanin, ilim ham
texnikanin basga tarawlarinin kopshilik ameliy maselelerin funkciyaliq tenleme
ham tensizliklerden paydalanip sheshiw adewir golayli boladi

Izertlewde qollamilgan metodika: Pedagogika, psixologiya, uliwma bilimlendiriw

mekteplerinde matematika oqitiw metodikas: panleri metodikalar:

Izertlew natiyjelerinin teoriyalq ham ameliy ahmiyeti: Jumista alingan
natiyjelerden uliwma orta bilimlendiriwv mektepleri, akademiyaliq licey ham

kollejlerinde matematika panin oqitiwda tabish paydalaniw mamkin.

Jumistin kolemi ham duzilisi: Magistrlik dissertaciya kirisiw boliminen, ush

baptan, juwmaglaw boliminen ham paydalanilgan adebiyatlar diziminen turadi.

Jumistin  birinshi bab1 «Erikli ézgeriwshiler qatnaspaytugin uliwma
funkciyaliq tenlemeler» dep atalip onin birinshi paragrafinda «Ornina qoyiw usili
menen sheshiletugin erikli 6zgeriwshiler gatnaspaytugin uliwma funkciyaliq
tenlemeler» keltirilgen. Us1 baptin ekinshi paragrafinda «Erikli 6zgeriwshiler
qatnaspaytugin funkciyaliq tenlemelerdi uzliksiz funkciyalar klasinda sheshiw»
jollart haqqindagi misal ham metodlar korsetilgen.Us1 baptin Gshinshi paragrafinda
«Erikli 6zgeriwshiler qatnaspaytugin funkciyaliq tenlemelerdi differenciyalaniwshi
funkciyalar klasinda sheshiw» keltirilip misallar menen bekkemlendi. Usi baptin
tortinshi paragrafinda «Natural argument funkciyalar klasinda erikli 6zgeriwshige

iye emes funkcional tenlemelerdin sheshimi» haqqindagir misallar korsetilgen.

Ekinshi babi «Erikli 6zgeriwshi qatnasatugin funkcional tenlemeler» dep
atalip onin birinshi paragrafinda «Erikli 6zgeriwshiler gatanasatugin funkciyaliq
tenlemerdi ormna qoyiw usili menen sheshiw» haqqinda aytip otildi. Ekinshi
paragrafinda bolsa «Erikli 6zgeriwshiler qatnasatugin funkciyaliq tenlemelerdi
sheshiwdin Koshi usil» keltirilip musallar menen bekkemlendi. Ushinshi

paragrafinda bolsa «Erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyaliq tenlemelerdi



differenciyallaniwsh1 funkciyalar klasinda sheshiw» ge misal ham maseleler
keltirilgen.

Ushinshi babr «Funkciyaliq tenlemeler jardeminde tiykargi elementar funkciyalardi
aniglaw» dep atalip onin birinshi paragrafi «Sizigl funkciyani aniglaw» dep ataldi
ham qosimsha tastryiglawlar menen bekkemlendi. Ekinshi paragrafinda
«Korsetkishli funkciyani aniqlaw» hagqinda magliwmatlar ham délillewler
keltirildi. Ushinshi paragrafinda «Logarifm funkciyan: aniglaw» haqqinda
maglhiwmatlar qosimsha tastiyiqlawlar keltirildi. Tortinshi paragrafinda «Darejeli
funkciyani aniglaw» haqqinda magliwmatlar keltirildi. Besinshi paragrafinda

«Trigonometrik funkciyan1 aniglaw f(x)=cosx» dep ataldi hdm qosimsha

tastryiglawlar menen bekkemlendi.

GEYPARA KEREKLI MAGLIWMATLAR

1. Analiz baslamalarinan geypara elementar faktler

Biz keyin paydalanatugin analiz baslamalarinan geypara tiykarg
magliwmatlard: Kiritemiz. R haqiyqiy sanlar kopliginin D ules kopligin E e R
ules koplikke sawlelendiriw sanli funkciya dep atalad.

Bul jerde D koplik funkciyanin aniglaniw oblasti dep al E koplik
funkciyanin ménisler képligi dep ataladi.

Basgasha aytganda sanli funkciya- bul har bir tenleme ham tensizliklerdi
sheshiw jollarin uyretiw mektep matematika kurisinda  matematika oqitiw
metodikasinin baslt maselelerinin biri. Hazirgi zaman mektep oqiwshilar tenleme
ham tensizlikler menen baslawish klasslardan-aq tanisip baslaydi.x e D sanga

jalgiz bir ye E san saykes qoyilatugin f mizam. Bul adette y= f (x) koriniste
jaziladi, bul jerde x funkciyanin argumenti yaki erikli 6zgeriwshi dep al y
funkciya yaki eriksiz 6zgeriwshi dep ataladi. Képshilik jagdaylarda funkciya y

6zgeriwshinin saykes manisin aliw ushin X 6zgeriwshi tstinde orinlaniwi kerek

bolgan ameller korsetilgen formula korinisinde beriledi. Birag funkciya basga



koérinislerde de beriliwi mumkin. Dara jagdayda 6z aniglaniw oblastinin har qiyh

analitikaliq anlatpalar menen beriliwi mumkin. Misali f (X) funkciya berilgen
f (x) x, eger xe[01]
X)=
x*+3, eger xe(12]

funkciya keste menen de beriliwi mamkin, (misali natural sanlar kvadratlar1 ham
kublarmin kesteleri menen), yaki omin grafigi menen beriliwi mumkin. Adette
funkciyanimn beriliwinin bul usillari, saykes turde kestelik ham grafikaliq ush dep
ataladi.

Natural sanlar kvadratlar1 ham kublar1 kesteleri natural sanlar koépliginde
aniqlangan funkciya bolatuginin atap otemiz. Biz tiykarinan funkciyanin
beriliwinin analitikaliq usilinan paydalanamiz. Meyli eki funkciya berilgen bolsin:

D <R koéplikti L < R koplikke sawlelendiriwshi ham L koplikti E — R koplikke
sawlelendiriwshi z=F(y).

D koplikti E képlikke sawlelendiriwshi ham z=F(f(x)) teflik penen
aniqlanatugin funkciya F ham f funkciyalardin kompoziciyas1 yaki F ham
f funkciyalardan duzilgen quramali funkciya dep ataladi.

Misali R koplikte aniglangan hdam manisler kopligi R bolgan y=x> hdam R
koplikte aniglangan ham manisler kopligi [—1,1] bolgan z=siny funkciyalardin
kompoziciyast R koplikte aniqlangan hdm manisler kopligi [—1,1] bolgan
Z=sin (X3) funkciya bolad.

F ham f funkciyalardin kompoziciyasi ushin F o f belgilew gabil qilingan.

@ o @ funkciyalardinda kompoziciyasinda qaraw mamkin.

Bul kompoziciya y=g(¢(x)) funkciya bolad.

2X+3

Misali ¢(X) = N funkciya ushin (o(go(x))z x* al o(X) = 3X 1
X+

funkciya ushin
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2X+3

2—+3

o(X) = 3X+1 :4x+6+9x+3:13x+9 funkciya bolad.
32X+3 ; 6x+9+3x+1 9x+10
3x+1

Adette @ o ¢ kompoziciya ¢ kériniste jaziladi.

0 =p*cp=(p°0)p=0(o(r(x)),

o' =0 -0=((9°0)°0)°0=0(0(r(o(x))))
Kompoziciyalarda sogan ugsas amiglanadi. Misali

p(x)= x+l : ushin

1-xX
x+1+l
, 1—x x+1+1-x 2 1
®» _(0((”()())_ _X7+1_1_x—x—1_—2x_ X'
1-X
1 1-x x-1
¢3:¢(¢(¢( )))__x+l__x+1zx+1
1-X
x+l+1

1—x X+1-1+x 2X
o =elelolet)) - S e

1-x

Meyli D koplikti E koplikke sawlelendiriwshi y = f (X) funkciya berilgen bolsin

uliwma jagdayda har quyli Xxe D sanlarga jalgiz bir ye E san saykes qoyiliwi

mamkin. Misali y=x? ushin R haqiyqiy sanlar kopliginen alingan har quyli X

ham —x sanlar ushin jalg1z bir x* € [O,+oo) san saykes qoyiladi.

Meyli y=f(x) funkciya ushin argumenttin har qiylh X, hdm X, ménislerine

funkciyanin har quyli y, hdmy, manisleri saykes qoyilgan bolsin bul jagdayda D

koplikti E koplikke sawlelendiriwshi y = f () funkciya menen bir wagitta har bir

yeE sanga y:f(X) bolatugin jalgiz bir xeD sandi sdykes qoyiwsh1 E

koplikte aniglangan maénisler kopligi D koplik bolgan X:(p(y) funkciyanida
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qaraw mumkin. Adette bul funkciya y=f (X) funkciyaga keri funkciya dep
ataladi ham x = f ™ dep belgilenedi.

x=p(y) funkciya ushin y= f (x) keri funkciya bolgani ushin bul funkciyalar 6z
—ara keri funkciyalar dep ataladi.

Oz-ara keri funkciyalar ushin f (go( y)) =y ham gp( f (X)) =X tenlikler orinli ekeni

6z 6zinen orinli bolatugin1 malim bul tenliklerdi keri funkciyalardin aniglamasi
sipatinda garaw mumkin.

X :(p(y) keri funkciyanin analitikaliq anlatpasin tabiw y = f (X) tenlemeni X

6zgeriwshige qaray sheshiwge keltiriletuginin kériw qiym emes. Misali

y =2X+3 ushin Xx= yT_S funkciya keri funkciya boladi.

x=¢(y) funkciya ham ogan keri y= f(x) funkciya bir baylamst: anlatqanlig
sebepli olardin grafikleri birdey, biraq y=f(x) ham y=¢(x) funkciyalardin

grafikleri I ham III koordinataliq shereklerdin bissektrisasina qarata simmetriyali

(s1zilmaga qaran)

Har bir y=f(x) funkciya ushin keri funkciya bar boliwi shart emesligi atap

otemiz. Misali putkil sanlar késherinde aniglangan y=x* funkciya ushin keri
funkciya joq .
Meyli y= f(x) funkciya D € R koplikte aniglangan ham Ax>0 bolsin .
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Eger Vxe D ushin Af (x+ Ax)— f(x):=Af(x)>0 bolsa onda y= f(x) funkciya
D koplikte kemeymeytugin funkciya dep ataladi.
Eger Vxe D noqat ushin Af(x)>0 bolsa onda y= f(x) funkciya D koplikte
6siwshi (qatal 6siwshi funkciya dep ataladi).
Eger Vxe D ushin Af (x+ Ax) — f(x):=Af (x)<0 bolsa onda y= f(x) funkciya
D koplikte ospeytugin funkciya dep ataladi.

Eger vxeD noqat ushin Af(x)<0O bolsa onda y= f(x) funkciya D
koplikte kemiwshi (qatal kemeyiwshi funkciya dep ataladi).
Koplikte kemimeytugin (6speytugin) ham o6siwshi (kemeyiwshi) funkciyalar usi
koplikte monoton funkciya dep ataladi
Funkciyanin nogatta uzliksizliginin noqatta uzliksizliginih bir neshe aniqlamalari
bar biz tek bir aniglamani ketiremiz (Geyne aniglamasin)
f(x) funkciyanih DeR aniglaniw oblastinan alingan X, € D nogatga jiynaqli
Vx, izbe- izlik alinsada funkciyanin siykes dara manislerinen duzilgen {f(x,)}
izbe-izlik f(x,) sanga jiynaql bolsa onda f (X) funkciya x, € D noqatta uzliksiz
dep ataladi.
D kopliktin har bir nogatinda uzliksiz funkciya usi D koplikte uzliksiz dep
ataladi. Uzliksiz funkciyanii ahmiyetli qasiyeti- funkciya beligisi astinda limitke
otiw huquqi, yagniy eger f(X) funkciya x, € D noqatta uzliksiz bolsa onda

f (X)) = f(lim x) tenlik ornl.
X—Xg

2. Differenciyalliq tenilemeler teoriysinan ayrim maghwmatlar

Joqarida aytqanmmmizday Abeldin ilimiy miynetlerinde funkciyaliq

tenlemelerdi differenciyaliq tenlemelerge keltiriw wusili  qollanildi.  Usigan
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baylanishi funkciyaliq tenlemelerdi differenciyalamiwshi funkciyalar klasinda
sheshiwde gollanilatugin apiway1 differenciyaliq tenlemerdi qaraw kerek boladi.

Belgisiz funkciyanin tuwindist1 yaki differenciyali qatnasatugin tenleme
differenciyal tenleme dep ataladi. Berilgen funkciyanin daslepki funkciyasin tabiw

maselesinde en apiway1 tenleme payda boladi. Bul

dy _
o f(x), (1)

tenleme. Bul jerde y — X 6zgeriwshiden garezli beligisiz funkciya al f (X) sanlar

kosherindegi bazi bir araligta aniglangan malim funkciya. Birinshi tenlikten

belgisiz funkciya f (x) nin daslepki funkciyasi ekenligi korinip tur demek
y:_[f(x)dx+C:F(x)+C, (2)
Bul jerde C galegen turaqli san al F(X), Kishi f(X) funkciyanin bazi bir
daslipki funkciyasi (2) tenlikten (1) tenleme sheksiz kop sheshimge iye ekeni kelip
shigadi. Bul sheshimlerdin har biri geometriyaliq kéz qarastan bazi bir iymek
sizigtan ibarat. Aniq bir sheshimdi tabiw ushin bazi bir qosimsha shart, atap
aytqanda, Belgisiz funkciyanih taymlangan X, noqattagi yaginiy y(XO): Yo
beriliwi kerek .Sonda ekinshi tenlikte X ham Yy tin ormna X, ham Yy, sanlardi

qoylp C=y,-F (XO) tenlikti alamiz, ham belgisiz iymek s1zi1q ushin
y=F(x)+Y,—F(%) (3)

tenlemeni alamiz.
Materiyalliq noqattin turaqli a tezleniwli tuwri sizigh hareketi nizamin
tabiw haqqindagi masele ekinshi differenciyal teleme misalin beredi.
Eger t waqitta basip otilgen jold1 S dep belgilesek onda masele (4) sheshiwge
keltiriledi
d*S
2 =a.
dt

bul tenlemede belgisiz funkciyani ekinshi tuwindisi qatnasadi. Bul jagdayda

(4)

belgisiz funkciyani tabiw ushin eki ret integrallaw kerek boladi
14



Birinshi integrallaw

@ =at+C,.
dt
tenlikti beredi
Ekinshi ret integrallap
2
S:%+Clt+cz. (6)

alamiz.

(4) tenlemenin 6 sheshiminde eki C; ham C, qalegen turaqlilar qatnasadi.

Sonligtan bir aniq sheshimdi aliw ushin eki qosimsha shért qoyrw kerek. Misali t,
(daslepki momentte) S =35, (daslepki qashiqliq) ham Z—? =V, ( baslawish tezlik

) beriliwi kerek. Sonda (5) ham (6) tefliklerden C, =V,, C,=S, bolatugmi
tabamiz ham

2
s :%+Vot+80. @)

tenlikti alamiz.

Jogarida keltirilgen musallar belgisiz funkciya bir 6zgeriwshili funkciya
bolgan apiway1 differenciyal tenlemelerdin dara jagdayi boladi. Bunday tirdegi
tenleme (8) koriniste boladi

F(xyy)=0 yamasa F(x,y,y,y")=0 (8)
Belgisiz funkciyanin (8) tenlemelerde qatnasatugin tuwindilariin en tlken tartibi
differenciyal tenlemenin tartibi dep ataladi. Sonligtan birinshi birinshi tartipli al
ekinshi tenleme ekinshi tartipli boladi. Differenciyal tenlemeni sheshiw maselesi
yaginiy belgisiz funkciyani tabiw maselesi kobinese differenciyal tenlemeni
integrallaw maselesi dep atalad.

Differenciyal tenlemenin aniq bir sheshimin tabiw ushin joqridagi

maselellerde korgenimizdey differenciyal tenlemeden tisqari
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dy
X=Xy, Y=Y, yamasa X:XO’YZYO!d_z(/:yo- 9)

Korinistegi qosimsha shartlerdi qoyiw kerek bul shartler adette baslangish
shartler dep ataladi.

(8) tenlemenin (9) baslangish sheshimlerin tabiw maselesi Koshi maselesi
dep ataladi. Ken tenlemeler klass1 ushin Koshi maselelesi X, noqatti 6z ishine
aliwsh1 bazi bir araliqta jalgiz bir sheshimge iye dara sheshimi dep atalad:.
Differenciyal tenlemenin hamme dara sheshimleri kopligi bul tenlemeni n uliwma
sheshimin duzedi. Misali (1) ham (4) tenlemeler ushin (3) ham (7) funkciyalar dara
sheshimler (2) ham (6) funkciyalar uliwma sheshimler boladi.

Bunnan bilay bizge 6zgeriwshileri ajiraliwshi differenciyal tenlemeler dep
ataliwshi birinshi tartipli differenciyal tenlemeler sheshiw usillarin biliw kerek
boladi (10) korinistegi birinshi tartipli differenciyal tenleme 6zgeriwshileri
ajiralatugm differenciyal tenleme dep ataladi. Eger f(X,y) funkciya tek x
Ozgeriwshiden garezli ham y o6zgeriwshi dep garezli bolgan differenciyal tenleme

bolsa

Y P(x)Q(y) yamasa dy = P(x)Q(y)dx.

Eger Q(y)=0, bolsa onda dy=P(x)Q(y)dx keyingi tehlikti g(y)
funkciyaga agzama agza bolgennen keyin biz 6zgeriwshileri ajiralgan tenlemeni

alamiz:

W _prx)d 11
o0y (x)dx (11)

Endi tenlemenin eki jaginda integrallap
dy
——=|P(x)dx+C (12)

Uliwma sheshimdi tabiw mumkin (12) anlatpa uliwma sheshimdi ayqin
emes koriniste beredi. Uliwma sheshimnifh bul formasi tenlemenin uliwma
integral1 dep ataladi. Misal
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dy _ x(l+ y2)

dx y(1+ x2) '
, ., . . 1+ y? X
Tenlemenin uliwma integralin tabamiz Q(y) = , al P(X) = I
+ X
. ., . ydy xdx e,
Ozgeriwshilerdi ayirgannan keyin > = . Demek izlenip atirgan uliwma
1+y® 1+x
. ydy Xdx .
integral I > :I >+ C koriniste boladi.
1+y 1+X

Integrallardi  esaplap %In (1+ yZ) = % In (1+ X2) +C tenlikti alamz.

C —qalegen turaqh %InC korniste aliw mimkin. Onda alding1 tenlikti

potenciyallap uliwma integraldi 1+ y* = C(1+ X2) koériniste jazamiz.
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| BAP. ERIKLI OZGERIWSHILER QATNASPAYTUGIN ULIWMA
FUNKCIYALIQ TENLEMELER

Bul bapta belgisiz funkciya tek bir o6zgeriwshili funkciya bolip erikli
6zgeriwshiler gatnaspaytugin funkciyaliq tenlemeler garaladi. Bunday tenlemelerd:
sheshiwdin tiykargi usili — ornina qoyiw usili. Bul usildan tisgar: erikli
6zgeriwshiler qatnaspaytugin funkciyaliq tenlemelerdi uzliksiz funkciyalar
klasinda sonday-aq differenciyalaniwshi klasi ham natural argumentli funkciyalar

klas1 qaraladi.

§1.1. Ormina qoyww usih menen sheshiletugin erikli 6zgeriwshiler

gatnaspaytugin uliwma funkciyahq tenlemeler

Bul usilda tenlemedegi erikli 6zgeriwshi jana erikli 6zgeriwshinin bazi bir
funkciyast menen almastiriladi. Bunday almastiriw natiyjesinde belgisiz
funkciyaga qarata jana tenleme alinadi. Ayrim jagdaylarda alingan jana tenleme
ansat sheshiledi. Kopshilik jagdaylarda bir neshe almastiriwlar orinlawga ham bul
almastinnwlar natiyjesinde alingan tenlemelerdi berilgen tenleme menen
biriktiriwge tuwra keledi. Natiyjede berilgen masele belgisiz funkciyaga garata
algebraliq tenlemeler sistemasin ham onin  malim funkciyalar menen
kompozitciyalarin sheshiwge keltiriledi. Ornina qoyiw usili juda ken gollaniwlarga

iye bolip bul tenlemenin strukturasina baylanish boladi.

a(x) f (¢(x))+b(x) f (¥ (x))=F () (1)
korinistegi funkciyaliq tenlemelerdi orinna qoyiw usili menen garaymiz.

Bul jerde a(x),b(x),go(x),l//(x),F(X)— bazi bir D < R oblasta aniglangan bazi
bir funkciyalar, al f (x)-belgisiz funkciya

(1) tenlemenin ahmiyetli dara jagdaylar
a(x) f (p(x))+b(x) f (x)=F(x) (2)
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ham

f(p(x))=F(x) 3)
olar birinshi tefilemeden saykes tarde y(x)=x ham b(x)=0,a(x)=1 bolganda
alinadi.

Bul tenlemelerden (3) tenlemesi en apiwayiSi. Eger (o(x) funkciya o6z
aniglaniw oblastinda (p_l(z) keri funkciyaga iye bolsa (3) tenlemede X
Ozgeriwshinin ormna jana z 6zgeriwshinin funkciyasin X:(pfl(z) formula menen
qoyw f(z)=F [(p‘l(z)] tenlikke alip keledi.

Bul jerde 1z o6zgeriwshini x o6zgeriwshige almastirip (3) tenlemenin
f(x)=F [(p‘l(x)] sheshimin tabamiz.

X

Misali f (
X+1

j: x* tefilemeni sheshiw kerek.
Bul jerde ¢(x) :Ll funkciya (—o0,—1) (-1 +w) oblasta aniglangan.
X+

(—o0,+1)U(+1,+) oblasta aniglangan ¢ () :% funkciya bul funkciyaga
— X
keri funkciya boladi.

Tenlemede x o6zgeriwshini z=—1 formula menen jana z o6zgeriwshi
X+

2 2
menen almastirip f(z)z(lij yaki f(x):(lij sheshimdi alamiz bul jerde
—X

f (x) funkciya (—o0,1)\U(1,+0) oblasta aniglangan.
Ekinshi tenlemeni sheshiw biraz qiymrag. Meyli ¢(x) funkciya 6z
aniglaniw oblastinda (pfl(x) keri funkciyaga iye bolsimn bul (pfl(x) = (p(x) tenlikke

ten kushli. (2) tenlemede x 6zgeriwshini (o(x) funkciyaga almastirip
a(¢(x)) f (2(2(x)))+b(2(x)) f (2(x))=F (2(x)) (4)
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ham
a(¢(x)) f (x)+b(2(x)) f (2(x))=F (¢(x)) (5)
tenlemege kelemiz.
(2) ham (5) tenlemeler birgelikte f(x) ham f(p(x)) funkciyalarga
garata algebraliq tenlemeler sistemasin beredi. Eger bul sistema sheshimge iye
bolsa, onda bul sistemada f (¢(x)) funkciyani jolgaltip belgisiz f (x) funkciyan:

tabamiz.

Misali  x#0 nogatlarda aniglangan ham hamme X=0 nogatlar ushin

f(x)—zf(1

J:ZX tenlemeni ganaatlandinwsh:  f (x) funkciyan: tabiw kerek
X
bolsin.

Bul jerde (p(x):% ham (p((o(x)): =X tenlik orinl.

< | |

1
Tefilemede x 6zgeriwshini = bolshekke almastirip f(ij—zf (x) = 2%
X X

tenlemeni alamiz. Bul tenleme berilgen tenleme menen birgelikte belgisiz f (x)

ham f (lj funkciyalarga garata algebraliq tenlemeler sistemasin beredi. Bul
X

sistemada f(lj funkciyani jogaltip f (x) =—%(2X +2i+1) funkciyan: tabamiz.
X
Bul usilda ekinshi tenlemeni sheshiw ushin ¢(g(x))# x birag

kompoziciyasi k - ret ¢(¢(¢)(¢(X)))) =X ((p" (x)= x) bolgan wagtta da

paydalaniw mumkin.
Meyli konkretlik ushin

o(e(p(x)))=x (6)

bolsin.
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Onda ekinshi tenlemede x ozgeriwshini ¢(x) ozgertirip (4) tenlemeni

alamiz , al (4) tenlemede x ozgeriwshini ¢(x) funkciyaga almastirip

a(p(2(x))) f (2(2(2(x))))+b(2(2(x)  (2(2(x))) = F(2(e(x))) @)

alamiz.

(6) tehlemeni esapqa alip (2) (4)(7) tehlemeler belgisiz f(x), f(p(x))
ham f(go((o(x))) funkciyalarga qarata Gsh sizigh tenlemeler sistemasin duzedi

dep aytiwimiz mamkin. Eger bul sistema sheshimge iye bolsa onda bul sistemada
f(p(x)) ham f(p(p(x))) funkciyalard: joglatip belgisiz  f(x) funkciyan:
tabamiz. Misali  x#1 nogatlarda aniglangan f(x)+f(1ijzx tenlemeni

— X
ganaatlandiriwshi f (x) funkciyan: tabiw kerek bolsin.

1 x-1

T 0le(0)===w0(e(e(x))=x.

Bul jerde ¢(x)= .

Sonhigtan berilgen tenlemede x o6zgeriwshini 1 bolshekke almastirip

1-x
f (ij + f (X _1j = ! tenlemeni alamiz,
1-x X 1-x

bul tenlemede x 6zgeriwshini ¢(x) funkciyaga almastirip

f(x)+f(

x-1
X

x-1 , )
= tenlemenli alamiz.
X

x-1

Nitiyjede belgisiz f (x), f(i) ham f(
X

1 ): tenlemelerge garata ush
—X

algebraliq tenlemeler sistemasin alamiz

21



1 Xx—1 1 .
f (—j + f ( j: , ¢ Sistemani alamiz.

Bul sistemadagr 1- ham 3- tenlemelerdi qosip ham bul gosindidan 2-

tenlemeni ayirp f (X) = %(1+ X — 1 Lj gosindini alamiz.

X 1-X
Eger (o(x) funkciyanin k eseli kompoziciyas: x ga ten al go(x) funkciyanin

eseligi k dan kishi bolgan hamme kompoziciyalar1 x ga ten bolmagan jagdayda,

al ekinshi tenlemeni sheshiw maselesi belgisiz

f (). f (o(2(0). F (o o(-(2())-)))

funkciyalarga garata k dana siziqli algebraliq tenlemeler sistemasin sheshiwge
keltiriledi.

Endi (1) tenlemeni qaraymiz ¢(x) (yaki y(x)) keri funkciyaga iye bolsa
onda (1) tenleme (2) tenlemege keltiriledi.

Haqiygatinda da z=¢(x) funkciya x=¢*(z) keri funkciyaga iye bolsa
onda z =¢(x) (x:go‘l(z)) dep alip biz (2) tenlemeni tomendegi koriniske

a(2) f(2)+b(2) F (w(z))=R(2)

bul jerde

a,(2)=a(¢™(2)).b(2) =b(¢™(2)).Fi(2) =F (¢ (2)} W (2) = (¢ (2))

yagnly (2) tenlemege Keltiremiz. Misali x=-1 nogatlarda aniglangan ham

f (Llj +2f (X +l) =X+1 tenlemeni ganaatlandiriwshi f (X) funkciyani tabiw
X+

talap etilsin.
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Bul jerde x+1=1z alip x=2 —1,% = z-1 tenliklerdi alamiz ham tenleme
X + z

f (Z—‘lj +21(2)=1 yagny (2) tehleme korinisinde jaziladh.
Z

Bul jerde (p(z):ZT_l,(p(go(Z)):—Zi_l,go(q)((o(z))):Z ham demek

keyingi tenlemeni sheshiw tdémendegi Gsh siziqli algebraliq tenlemeler sistemasin

sheshiwge keltiriliwi mumkin

Bir gatar jagdaylarda (1) tefilemede ¢(x) ham y/(x) funkciyalar tikkeley

baylanisgan yagniy musali:

2Do(x)=- () Dp(x)= ()= (%)

korinistegi tenlikler menen baylanisgan boliwi mamkin bul jagdaylarda birinshi

tenlemeden, ekinshi korinistegi tenlemeler Kkorinisine otiw adewir ansatlasadi.

Misali @) ham b) jagdaylarda z = go(X) almastirihiwi (1) tenlemeni (2) korinistegi

tenlemege alip keledi. Haqiyqatinda da a) jagdayda
a(go‘l(z)) f (z)+b((p‘1(z)) f(-z)= F(go‘l(z)),
al b) jagdayda
a((2)) £ (2)+b(0(2)) (Ej: F(o(2))
alamiz al v) jagdayda (1) tenleme

a(x) f (@(x))+b(x)  (¢(-x))=F(x)
koriniste jazilad.
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Bul jerde x 6zgeriwshini —x ga almastirip tomendegi tenlemeni alamiz
a(-x) f (@(-=x))+b(=x) T (¢(x)) = F ()

bul tenleme alding1 tenleme menen birgeliktef(gp(—x)) funkciyam jogaltiwga
f((p(x)) funkciyam1 tabiwga mumkinshilik beredi yagnmy (3) Kkorinistegi
tenlemege keltiriwge mimkinshilik beredi.

Misali  af (x—1)+bf (1-x)=cx sheshiw kerek bolsm, bul jerde
a,b,c —turaqlilar ham a® #b?.

Bul jerde ¢(x)=x-1 al y(x)=1-x ham demek y(x)=-¢(x), x—-1=z
alip tomendegi tenlemeni alamiz af (z)+bf (-z)=c(z+1), keyingi eki tefilemeni

birgelikte sheship f(z)acbz+acb yamasa f(x)acbx+acb
—~ + —~ +

tenliklerdi alamiz.
Birinshi tenlemeni sheshiwdin korsetilgen orinina qoyiw usilinan kenirek

klasin sheshiw ushin paydalaniw mumkin. Dara jagdayda bul usildan
a(x) H(p(¥) +b() f (W() +c() F (WX)=F(x) @
korinistegi tenlemelerdi sheshiwde paydalaniw mimkin.
Bul jerde a(x),b(x),c(x),@(x).w(x),w(x),F(x)—bazi bir oblasta aniglangan
malim funkciyalar f (x)—belgisiz funkciya.
(1) teflemege jagdayga ugsas (8) tehlemege qostmsha shértler qoyiw arqali oni

tomendegi koriniske keltiriw mumkin

() F(p(x))+b(x) T (1 (x)) +() f (x)=F (x). ©
(1) tenlemeni sheshiw jolinan paydalanip, (9) tenlemeni sheshiwde eki ornina

qoyiw usilinan: aldi menen (9) tefilemede X tifi ornna ¢(x) almastirip, keyin sol
(9) teflemede X t1 y(x) penen almastiramiz. Bul almastiriwlardan eki jana
teAlemege iye bolamiz:

a(2()) f(#(2()))+b(p(x)) f (v(p(x)))+
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+e(e(x)) f (o(x))=F(o(x)) (10)

ham
a(y (%)) F (@ (x))+b(w () f (w(w(x))+
oy (x)) f (v (x)=F (v (x)) (11)

(9) ,(10),(11) tenlemeler birgelikte
£(x), £ (0(x)). f (w(x)). T (2(2(x))). f (2w (x))). F (w (¥ (x))
ham f (g//(go(x))) jeti belgisizli ush tenlemeler sistemasin berdi.

Eger biz maseleni (1) korinistegi tenlemeni sheshiwge keltiriwdi qalesek, onda (9)
tenlemede gatnasatugin funkciyalar qosimsha shartlerdi ganaatlandiriw kerek bul
shartler ormlanganda, (9)-(10)-(11) tenlemeler sistemas: 4 belgisizli tenlemeler
sistemasi boladi. Onda bul sistemada eki belgisizdi jogaltip biz birinshi korinistegi
(yaki ekinshi koérinistegi) sistemaga kelemiz.

Ayrim qosimsha shartlerdi korsetemiz.

1-jagday. ¢(x) ham y (x) funkciyalar

o(o(x))=v (v (x))=x0(w(x))=w(p(x)) qanaatlandirad:.

Misali (p(x) = —X,l//(X) = %

2-jagday. (p(x) ham l//(X) funkciyalar

go(w(x)) = t//(q)(x)) = X,gp((p(x)) = l//(l//(X)) ganaatlandiradi.
Misali
3X+5

P(X) =22y () =222

3-jagday. ¢(x) ham y(x) funkciyalar

(0((P(X)) = l//(X),(D(l//(X)) = y/((o(X)),l//(l//(X)) = X (anaatlandiradi.
Misali
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x-1 1

p(x) =~ v () == (v (x))=x

X+1

Birinshi jagdayd1 toliq garaymiz, bul jerde (9)(10)(11) tenlemeler témendegi

4 belgisizli 3 tenlemeler sistemasin beredi.

a(x) (X)) +b(x) f (v () +¢(x) f (x) = (
a(p() f (x) +b(0(x) f (w(0(x) + c{0(x)
)

(v (%)) f (w(2(x))) +b(y (x)) T (x) +e(y () f (v (%) =F (v (x))

F(x),

f(o(x))=F(o(x)),

(12)

Bul sistemada eki belgisizli misal f (y(¢(x))) ham f(y(x)) belgisizlerdi

jogaltip biz eki f(x) ham f(p(x)) belgisizli bir tenlemege yagmy ekinshi

koérinistegi tenlemege kelemiz.

Konkret tomendegi tenlemeni sheshiwdi garaymiz.

3 (—x)+ f(ij+f(x):x.

X

Bul jerde ¢(x)=—x,p(X) 1 al (12) sistema témendegi koriniste jazilad
X

3 (-x)+ f(%} f ()=
f(-x)+ f(—%)+3f(x):

f(§j+3f(—§j+f(x):l

X,

—X, ¢

X.

f (lj funkciyani belgili dep esaplap, belgisiz Gsh tenlemege qarata
X

f(x), f(—x) ham f (—lj mina sistemani garaymiz

X
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yamasa

tenliklerdi alamiz yagniy ekinshi korinistegi tenlemeni alamiz.

Onin sheshimi: f (x) :—gx —%E
X

Jane bir tenlemeni garaymiz

3 2
f(x—_lj+ f(_£j+ f(x):x + 2X —2x—1.
X+1 X x(x+1)

Buljerde ¢(x)= Ly (x) =1 F(x) =% +X2(X: +‘1Z)X‘1.
v (v (0) =x0(0(x) === =w(x). o{w(x))=w(p(x))=-22, bolganhtar

(3) jagdaydi alamiz.
Bunda (9)-(10)-(11) sistema
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f(i—;ﬂ+ f(—%)+ f(x)=F(x),
(-5 G GR)
f(x)+f(—§j+f(xy+f(f§%j=F(—%}

koriniske keledi.

Bul sistemani (1) ham (3) tenlemelerin qosip gosindidan (2) tenlemeni ayirip

f(x)+ % f (—EJ =X— ZL tenlemege yagniy onin korinisi (2) tenlemege keledi
X X

Onin sheshimi f (x)=x.

Sézimizdin soninda ornina goyiw usilinan funkciyaliq tenlemeler sistemasin
sheshiw ushin da gollaniw mumkinligin atap 6temiz. Bul jerde adette ornina qoyiw
sistemanin tenlemelerin ayrim belgisiz funkciyalard: ansat jogaltiw ansat bolatugin
koriniske keltiriwge maimkinshilik beredi.

Misali tomendegi funkciyaliq tenlemeler sistemasin belgisiz f(x) ham
q(x) funkciyalarga garata sheshiw talap etilsin.

2
f(2x)+ 20(2x) = 22X,

(1) (1) X2+ x+1
fl=|+q| = |=2—"—".
X X X

1
(1)tenlemede 2x == alamastiriw orinlaymiz.
YA

2x° +x+1 27 +z+1
z

Sol sebepli

ham birinshi tenleme témendegi

koriniske 1ye boladi

1 1) 2z2°+z+1
fl=|+29 = |=—— yamasa
4 4 z
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2
f(1)+zq(1):2" +x+1.
X X X

Keyin tomendegi sistemani alamiz

2
f(l}rzq(lj:Zx +x+l’
X X X
(1} (1) 2 4+x+1 |
fl=|+q|—|= ,
X X X

f (x)=x+1 bolgan.

Sheshimi q(x ):1
X
§ 1.2. Erikli 6zgeriwshiler gatnaspaytugin funkciyahq tenlemelerdi uzliksiz

funkciyalar klasinda sheshiw

Uzliksiz funkciyalar klasinda tzliksiz funkciya belgisi astinda limitke otiw
mumkin ekenligi malim. Bul ayrim jagdaylarda izbe-iz almastinniwlar (izbe-iz
ormna goyiwlar) usilinan paydalaniwga mamkinshilik beredi.

F()=F(x): f(p(x))+w(x) @
tenlemeni qarayiq

Bul jerde F(x),¢p(x),7(x) DcR oblasta uzliksiz malim funkciyalar.

Apiwayiliq ushin D=R ham f (x)—belgisiz funkciya dep alanuz.

o(x)=au(x).w (x) =w1 (%), F(x) = R(x).
)

o (X) =051 (2(X)),
o (X)=woa(0(X)) tn=234,..
Ry ()= Fua (2(x)).

dep belgileymiz yagniy

0, (x)=0(2(%)), 03 (x) =0, (#(x)), 04 (X) = 3 (0(x)). ..
v, (X) = (0(X))ws (X) =1, (2(%)).ws (X) =5 (@(X)). .
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(D)tenlemede x=¢(z) alamastiriw ormmlaymiz z o6zgeriwshini x penen

almastirip ekinshi tenlemeni alamiz.

f(e(x)=F(x) T (¢2(x)) + w2 (%) (2)
(2)Tenliktegi f ((o(x)) funkciyani birinshi tenliktin on tarepine qoyip
F(x)=R(x)F (%) f (@ (%) + R (x)p(x) + 1 (x) (3)

alamiz

Bunnan son (2) tenlikte x ozgeriwshini ¢(x) funkciyaga almastirip

F(2(x))=F(x) f (¢5(x)) + w5 (x) (4)
alamiz.

(4)Tenliktegi f (¢, (x))funkciyan: (3) tenliktin on tarepine goyp

f(x)=R(X)F(x)F(x)- f(@(x))+ R(X)F (%) s (x) +
+R(X)w. (x) + v (x)
alamiz.
Matematikaliq induksiya usili menen galegen n san ushin ormli boliwin
dalilleymiz.
f(X)=F(X) Fp(X) s By (X) - £ (9, (X)) + F(X) - Fy(X)-oo By (X) -7, (X) +
+R(X)- By (%) oos B (X)W (X) + o+ B (X)), (X) + w7, (X)

tenlik orinli ekenin korsetiw mamkin, qisqaraq

ORI OIS 3 (ICIAT N

bul jerde ﬁa(x): F (%) Fy (X) - F, (), al

ST 000, 0=+ Fwe )+ T (0w 0+

iil}i F (x))-w4(x)+...+(r::i F (x)j-t//n (xr).1

Limitler bar bolsa
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lim HF

N—+00

n p-l

lim > T]F (%) = A(x), lim ¢, () =a(x),

N—>+w 001 r=1 N—>+o0

onda (5) tenlikti limitke otip
f(X)=®(x)f(a(x))+A(x) (6)

alamiz.

Eger «(x)=C(const) bolsa, onda (6) tenliktin (1) tenlemenin sheshimin

beredi:

F(x)=®(x) f(C)+A(x)

A(C

Bul jerde f(C)= - cp(z:)

(@(C)=1).

A(x)

Eger a(x)=x bolsa, onda f(x)= m

F(x)=1yaki w(x)=0 jagdaylarda (1) tenlemeni sheshiw adewir ansatlasadi.

Eger berilgen tenlemede lim (pn(X)zoo bolsa, onda tenlemeni aldin saykes

N—>+o0

almastinw jardeminde tarlendiriw kerek. Bul tarlendirilgen tenlemede ¢, ()

funkciyalar shekli limitke iye boliw1 kerek.
Misali f(2x+1)=f(x) tenlemede

(X)=2x+1¢,(x)=2"x+2" -1 ham lim ¢, (X)=1+o.

N—-+o00

x-1
Tenlemede almastiriw ormlaymiz, 2x+1 di xga almastiramiz. Onda X, T

ge almasadi, ham tenleme tomendegi koriniste boladi

(ORIE=!

w1 x—(2"-1)

Bul jerde @(X):T, al ¢, (x)= ham lim ¢, (x)=-1.

nN—+o0
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Apiway1 nusallar qaraymiz.

1-misal

tenlemeni sheshin.

I
o

Bul tenlemede F(x):ax,(p(x): ,1//(X)

ol x

Sonliqtan ¢, (x) = X

n

2

d(x)=a*- a‘-a=.a’..=a

I _at (%) =0,
limg, (x)=0,A(x)=0

Nn—o0

ham demek

5
f(x)=C-a*, bul jerde C = f (0).
2-misal. Tenlemeni sheshin
f (2x) :(eX2 cosx) f(x).

Eger lim f (x) =1 shartin ganaatlandirganda,

x—0

bul tefilemede ¢@(Xx)=2x,¢,(x)=2"-x  lim ¢, (x)=+o0. Sonhqtan berilgen

N—-+o0

tenlemede x ozgeriwshini g tenlikke almastiramiz. Bul jerde

f(X)=[ei -cosgj f (gj

X2

Bul jerde F(x)=¢e* -cosg,yx(x):o,go(x):g.
Sol sebepli Wn(x)=0’¢n(x):%,
x X o X xz(lz+i4+...+%j n X x
Fn(x)=e22”-cosz—n,He22”=e 27 %7 ham lim[[e?" =e?
x>0 7

r=1
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n
Hcosl eger n—0 umtilganda funkciyanin limiti bar, sonday eken
r=1 2r

X
COosS ?

<1 boladi. Oylayiq IirT(]Hcosz—Xrn:Q(x). Onda  belgili
X—> r—1

Q(2x) =cosxQ(x).

— . X
Endi mf((pn(x))sz(z—njzl.
1o

Sonday eken, f(x)=e? Q(X).
Bul funkciya berilgen tenlemeni ganaatalandiriwin tekserip koriw qiyin

emes.

§ 1.3. Erikli 6zgeriwshiler qatnaspaytugin funkciyahq tenlemelerdi

differenciyalamwshi funkciyalar klasinda sheshiw

Differenciyallaniwshi funkciyalar klasindag: funkcional tenlemeler sheshimi
ideyasi sonnan ibarat. Erikli 6zgeriwshi boyinsha differenciyallaniw joli menen
funkcional tenlemege say keledi.

Bul jerde erikli 6zgeriwshilerge iye bolmagan ham iye bolgan funkcional
tenlemelerdin differenciyallaniwindagi prinsiplik ayirmashiligti esapga aliwimiz
kerek. Birinshi jagdayda differenciyallamiw natiyjesinde kobinese f'(x)
funkcional tenlemenin belgisiz funkciyasinin tuwindisina qatnasli tuwridan tuwri
jana funkcional tenlemege kelemiz. Oni sheship f'(x) ti tawamiz, sonman f (X)
t1 1xtryarty turaqliga deyin aniq esaplaymiz.

Ekinshi jagdayda toémende korsetilgendey, funkcional tenlemeler

differenciyallaniw jardeminde sol bir belgisiz funkciyanin differenciyal tenlemesi

menen almastiriladi.
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Jogarida aytilganlar menen baylanish, bizge belgili erikli 6zgeriwshilerge
iye emes tenlemelerde, differenciyallaw arqali tenlemeni apiwayilastirtw kozde
tutiladi.

Misali, f(x)=F(x)f (gp(x)) +y/(x) tenlemesin alip qarasaq.

Bul tenlemenin sheshimin differenciyallaniwshi funkciyalar ishinde izlewde

( yamasa ¢(x)= XTer)

magqsetke muwapiq F (X) = (- turagli ham (p( X) = %

jagdayda differenciyallaniwi kerek.

Rasmda da, (>1 jagday da lim[]F (x)=+, al (<1 jagdayda
n—a a

limg, (x) =+o.

Nn—o0

Bul tenlemeni differenciyallap

f(x)=(- f@w(x)
biz f'(x)= f’(%jﬂ//(x)

tenlemesine kelemiz, bunda

F(x)=1, al (p(x):%.

Eger bul jerde ¢>1, bolsa limg, (x)=0 al eger (<1, onda X a1 x ke

n—o0 e

almastirsaq, bul bizdi sonday tenlemege alip keledi, onda limg, (X) 0.

N—o0

Misal1 4 f (X) = f (4X) tenlemesin sheshiw kerek.

Bul tenlemeni differenciyallap otira, taza funksional tenlemege kelemiz.
f'(x)=f'(4x) yamasa f'(x)= f&} bul jerde f'(x)—belgisiz bolsa q)(x):%

boladi. Bul aqirg1 tenlemenin sheshimi tzliksiz funkciyalar klasinda turagqh

ekenin, yagniy f '(X) =C ekenin korsetiw ansat.
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Aqirgr  teflemeni tuwridan tuwrt integrallaw tenleme sheshimin
differenciyallaniwshi funkciyalar klasinda beredi hdm onin sheshimi bolip
f (x)=Cx+C, us1 funkciya tabiladi.

Tefilemeden f(0)=0 ekeni kelip shigadi, sonligtan C, =0, demek
f(x)=Cx.
Usigan ugsas etip f (3x+2)=3f(x) tenlemesi sheshiledi.
Bul tenlemeni X boymsha differenciyallap, f '(X) ge baylanishi funksional

tenlemege kelemiz
f'(3x+2)=f'(x),

bul tenlemeni uzliksiz funkciyalar klassinda shigariw qolayli.

Rasindada (3x+2) ni x ke almastirsaq f'(x)= f'(%zj ke kelemiz ham

X_

N

bunda ¢(x)=

w ‘

Bul tenlemenin sheshimi bolip f'(x)=C bolip keledi, bunda C = f (-1).
f’(x)=C tefilemesin integrallap, f(x)=Cx+C, di tabamiz.

Bul sheshimdi tenlemege aparip qoyiw natiyjesinde C=C, ham

f(x)=C(x+1) di tabamiz.

§ 1.4. Natural argumentli funkciyalar klasinda erikli 6zgeriwshi
gatnaspaytugin funkciyahq tenlemelerd: sheshiw
Bul jerde bizler sonday funkcional teflemelerdi qaraymuz, olarda f(x)
belgisiz funkciya tek gana X € N ushin izlenedi.
Bul jagdayda funkcional tenlemenin sheshimin tabiw jollarinin biri bolip tiykargi
metodlardin biri (jalgiz emes) matematikaliq indukciya metodi bolip keledi.
Adette, bul metod tefilemeni argumenttin x=1,2,3,... dara manislerinde

qollaniladi. Bunda belgisiz funkciyanin manisleri ushin gqandayda bir nizamliliq
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tabilip f(n) tarindegi (anlatpa) hagqinda gipoteza jurgiziledi. Bul gipotezanin
orinli ekeni toliq matematikaliq induksiya metodi menen dalillenedi.

Muisali, f(n) natural argumentli funkciyan: tabiw kerek, bunda bari ¥n>2
ushin tomendegi tenlemeni gqanaatlandirtwi kerek
nf(M-2_ (n _1)f(n*1)
Maseleni sheshiw ushin tefilemeni logarifimleymiz:

lg(n-1)

(f(n)-1)lgn="f(n-1)-lg(n—1) yamasa f(n)=1+ on

f(n-1 ()

(2)shi tenlemede n —ge izbe-iz 2,3,4 manislerin berip
f(2)=1
Bul dara jagdaylar, tomendegishe gipotezani beredi

f(n):lglé—r:) @

Bul tenlemenin orinli ekenin matematikaliq induksiya metodi menen

dalilleymiz n=2 jagdayda tenleme tomendegishe koriniske keledi

Bul tenlemenin orinli ekeni jogarida tekserilgen.
Endi gipoteza gandayda bir n ushin orinli bolsin. Bul jagdaydi qollanip,

gipotezanin (n + 1) natural san1 ushinda orinli ekenin dalilleymiz.

(1) tenlemeden biz bilemiz

f(n+1):1+|g(|§—il) f(n)

(2)tenlemenin orinli dep qarasaq

f(n+1)—1e—on_ton) _, 1o(n) _lg((n+1)9)

lg(n+1) Ign lg(n+1) lg(n+1)

boladi, yagniy gipoteza (n +1) natural san1 ushinda ormnli ekeni kelip shigadi.
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Bunnan matematikaliq induksiya metodina muwapiq, gipoteza bari n> 2
lg(n!)

jagdayda ornli. Bunnan kelip shigip, tefilemenin sheshimi bolip f (n)=——

Ign
funkciyas tabilad.
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Il BAP
ERIKLI OZGERIWSHI QATNASATUGIN FUNKCIONAL
TENLEMELER

Erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyaliq tenlemeler matematikler
birinshi nawbette ushirasatugin tenlemeler gatarina kirdi bugan jogarida atalgan
Dalamber tenlemeleri Koshi ham Lovashebiskiy tenlemeleri kiredi. Bul
tenlemelerdi sheshiwde de ornina qoyiw usili jetekshi rol oynaydi. Biraq bul jerde
ol juda ken qollamwlarga iye. Funkciyaliq tenlemelerdi uzliksiz funkciyalar
klasinda funkciyaliq tenlemelerdi sheshiwdin effektiv usili Koshi tarepinen
usinildi. Dara jagdayda bul usil Dalamber Koshi ham Lovasheviskiy tenlemelerin
izzertlewde qollanildi. Funkciyaliq tenlemelerdi differenciyallaniwshi funkciyalar
klasinda sheshiwde ushin Abel erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyaliq
tenlemelerdi differenciyal tenlemege Kkeltiriw usilinan paydalandi. Jogarida

keltirilgendey Koshi 6z usilinan

paydaland.

Bul tenlemelerdin sheshimi
f(x)=Cx, f(x)=C*, f(x)=Clnx, f(x)

boliwin atap 6temiz.

XC

Bul jerde C —turaqlimiz R yaki R, koplikke tiyisli bazi bir turagli san.
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§ 2.1. Erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyalq tenlemelerdi ornina qoyiw

usili menen sheshiw

Belgisiz bir 6zgeriwshili funkciya bolgan al tenlemede (yaki odanda kop)
erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyaliq tenlemelerdi garaymiz. Bunday
tenlemelerge

F(x-y)=y f(x), (2)
f(x+y)-2f(x—y)+ f(x)-2f(y)=y-2 2)
misal boladi.

Bul tenlemelerdi ornina qoyiw usili menen sheshkende bir yaki eki erikli
ozgeriwshilerdi jana funkciyalar (sonday-aq turaqlilar) menen almastiriwimiz
mumkin. En apiwayi jagdaylarda erikli 6zgeriwshilerdin birin turaqli menen
almastinnw erikli  6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyaliq tenlemelerdi erikli

6zgeriwshiler gatnaspaytugin funkciyaliq tenlemelerge alip keledi. Misali

(1) tenlemelerde x=1 dep alip biz mina tenlikke kelemiz
f(y)=y"1()
yamasa f(x)=Cx“ bul jerde C = f (1).
Tikkeley tekseriw jardeminde bul funkciya galegen hagiyqiy C sanlar ushin
(1) tenlemenin sheshimi bolatuginina isenim arttiriwv mamkin. Ayrim jagdaylarda
erikli - 6zgeriwshilerdin birewin turagli menen almastinw erikli 6zgeriwshi

gatnaspaytugin tenlemege alip keledi. Bul tenleme 6z nawbetinde orinna goyiw

usili menen sheshiledi. Misali (2) tenlemede x=0 dep alip
f(y)-2f(-y)+f(0)-2f(y)=y-2
Tenlemeni alamiz bul tenlemede y 6zgeriwshini —y penen almastirip
f(-y)-2f(y)+f(0)-2f(-y)=—y-2

Tenlemege kelemiz.

39



Keyingi eki tenleme birgelikte belgisiz f(y) ham f(—y) funkciyalarga
garata siziqli algebraliq tenlemeler sistemasin beredi. Bul sistemadan belgisiz

f (y) funkciya tabiladu:

f(y):y+%(f(0)+2)

(1) tehlemede x=y=10 dep alip f(0)=1ham f(y)=y+1 funkciya ekinshi
tenlemenin shehimi bolatuginin tabamiz.

Erikli o6zgeriwshilerdin birewin turaqh sanga ten dep alip biz belgisiz
funkciyanin bir dara manisin garaw ushin Kiritemiz. Geyde bul manisti aniglaw

mumkin boladi. Ekinshi tenlemeni sheshkende bul f (0)=1 bold:. Biraq geyde bul

manisti aniglaw miamkin bolamaydi. Biraq bul jagdayda alingan sheshim galegen
turagliga garezli bolada.

Somin ushin tikkeley tekseriw jardeminde har bir jagdayda turaglinmn ganday
manislerinde tabilgan funkciya tenlemenin sheshimi bolatuginin tekserip bariw
maqsetke muwapiq boladi. Erikli 6zgeriwshilerdin birewin yaki ekewinde bazi bir
funkciyalar menen almastirganda saykes almastiriwdi izlew malim sheberlikti talab

etedi. Misal sipatinda
f (xy)z yf (x),x>0.
Tenlemeni qaraymiz bul tenlemede x =e* dep almastirip biz
f (ez'y): yf (ez). Eger z=1bolganda f (ey): yf (e) tenlikke kelemiz.
z=1 bolsa f (ey): Cy. Bul jerde €'=x (y=Inx), dep alip tenlemenif

sheshimin f (x)=CInx bul jerde C = f (e) koriniste alamiz.

Bul funkciya galegen C ushin berilgen tenlemenin sheshimi bolatugmin
tekseriw qiyin emes albette erikli 6zgeriwshiler qatnasatugin funkciyaliq
tenlemelerdi sheshkende almastiriwdi tanlap aliw tenlemenin strukturasina garezli
boladi.
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Malim korinistegi  almastinwlardi ormmlaw mumkin bolgan tenlemerdin
usinday tenlemelerdin bir neshe turi birinshi magalada keltirilgen bulardin

ayrimlarin garap shigamiz.

f(xzy]:G[f(x),f(y)] (3)

bul jerde G bazi1 bir funkciya, (4) tenlemenin uliwmalasiwi sipatinda garaw

mumkin .

f(x+yj: Fx)+f(y) 4)

2 2
Bunday tenlemeler x 6zgeriwshini x+y qosindiga al y o6zgeriwshini 0 menen
almastinw argali apiwayr koriniske keltiriledi. Bunday almastiriwlardi (4)
tenlemede paydalanamiz natiyjede

f(Xeryj:f(Xer2)+f(0) 5)

tenlemeni alamiz.
(4) ham (5) tenlemenin on tareplerin tenlestirip
f(x+y)="f(x)+ f(y)—a,bul jerde a=f(0)
tenlemege kelemiz.
Keyingi tenleme go(x) =f (X) —a almastiriwda
(X+Yy)=¢(x)+e(y) otedi.
Bul tefilemenin sheshimi ¢(x)=Cx demek f(x)=Cx+a
2) Berilgen
H[f(x+y),f(x—y),f(x),x,y]:o (6)
korinistegi tenleme bul jerde H bazi bir funkciya .

Bul tenleme ushin eki tenleme korsetemiz xarakteri H funkciyanin

korinisine garezli bolgan almastiriwlardan paydalanamiz. Bul usildin birewin
f(x+y)+f(x—y)=2f(x)cosy (7)

tenleme misalinda korsetemiz.
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(7) tenlemede 3 almastiriwdi orinlaymiz

T T
X=0,y=t;X=—+t,y=—:X=
y 2 y 2

NN

T
y=—+t
y 2
ham f (O) =a, f (%) =Db belgilewlerin kirgizemiz.
Natiyjede ush tenleme alamiz

f(t)+ f(-t)=2acost,
f(t+7)+ f(t)=0,

f(t+z)+ f(-t)= 2bcos(% + tj =—2bsint.

Bul belgisiz ush f(t), f(-t) ham f(t+7) belgisizli ush algebraliq tehlemeler
sistemasi.

Sistemani daslepki eki tenlemesin qosip ham gosindidan (3) tenlemeni ayirip
belgisiz funkciyan: tabamiz

f (t)=acost +bsint.

Tikkeley tekseriw jardeminde galgen a ham b turaqlilar ushin (7)

, ., _— . . .. , . , T
tenlemenin sheshimi boliwina isenim arttiriwv mamkin. Qaralgan misalda y:E

bolganda f(x)cosy funkciya nolge ten bolatugini ulken rol oynadi. Sonligtan bul
usildan (6) korinistegi basqga tenlemelerdi sheshiw ushin ham paydalaniw ushin (6)
tenlemede H(z,,2,,2;,X,y) funkciya z, ozgeriwshiden garezli bolmaytugin
y =Y, dara manis bar boliw1 kerek:

H(z,2,.25,% Y, ) =h(2,2,,%) (8)
Bul jerde h— bazi bir funkciya
Eger bul shart orilansa onda tomendegi usigan ugsas kobinese sheshimdi tabiwga

mumkinshilik beredi.

(6) tenlemede x=0,y=t; x=Y,+t,y=Y,,X=Yy,Y=Y,+t almastiriwlarin

ormlap ham f(0)=a, f (y,)=b belgilewlerin kiritip
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H[ f(t), f(-t),a,0t]=0,

H[ f(2y, +1t), f(t),y, +t]=0,

H f(2y, +t), f(-t).b,yy, Yo +1]=0.
tenlemelerdi alamiz.
Bul tenlemelerden f(2y, +t) ham f(-t) lardi jogaltip biz izlenip atirgan f (t)
funkciyani tabamiz.

Eger 8- shart orinlanbasa kobinese onday jagdaylarda biz tomendegi misalda

korsetetugin usildan tabisl paydalaniw mamkin.
f(x+y)+2f(x—y)=3f(x)-y
tenlemeni garaymiz

x=0,y=t;x=t,y=2t;x=t,y=-2t almastinwlardi orinlap biz  belgisiz
f (t), f (—t), f (3t) funkciyalarga garata ush algebraliq tenlemeler sistemasin
alamiz.

f(t)+2f(-t)=3a-t,

=3f(t)+2f(-t)+ f(3t)=-2t,

=3f(t)+ f(-t)+2f(3t)=2t

Bunnan f(t)=t+a bul jerde a= f (0) funkciyan: alamiz.

Bul funkciya galegen haqiyqiy a ushin berilgen tenlemeni ganaatlandiradi.
Tariyiplengen usildan (6) uliwma tenlemeni sheshiw ushin paydalaniw mtimkin.
Hagiygatinda da (6) tenlemede x=0 y=t;x=t,y=2t;x=t,y =-2t
almastinwlarin onnlap biz belgisiz  f(t), f (-t), f (3t) almastiriwlarga garata
ush tenlemeler sistemasin alamiz

H f(t),f(-t).a0t]=0,
H[ f(3t), f(-t), f(t),t,2t]=0,
H[ f(-t), f(3t), f(t),t,-2t]|=0.

Eger bul sistema sheshimge iye bolsa, onda belgisiz f (x) funkciya tabiladh.
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3) Toémendegi koérinistegi tenleme
HLF(x+y) f(x=y) £ (%) f(y).xy]=0 (©)
bul jerde h — bazi bir funkciya.

(9) tenlemede izbe-iz x=0,y=t;x=t,y=2t;x=2t,y=t;x=t,y=t
almastinwlarin ormlap belgisiz  f (t), f (-t), f (2t), f (3t) funkciyalarga garata
tenlemeler sistemasin alamiz. Eger bul sistema sheshimge iye bolsa, onda belgisiz

f (t) funkciyan: tabamiz.
Misali
f(x+y)-2f(x—y)+ f(x)-2f(y)=y-2.
Bul tenlemelerde korsetilgen almastiriwlar jardeminde tort sizigh algebraliq

tenlemeler sistemasin alamiz

—-f(t)-2f(-t)+a=t-2
f(3t)—2f(-t)+ f(t)—2f(2t)=2t-2,
f(3t)-4f(t)+ f(2t)=t-2
f(2t)-2a-f(t)=t-2,

bul jerde a= f(0).
Birinshi ham uashinshi tenlemelerdin gosindisinan 3 ke kobeytilgen tortinshi ham
ekinshi tenlemeni ayirip

fa—4

f(t)=t+ 2

yamasa qisgaraq
f(t)=t+b,
bul jerde b —ayrim turaql
Biraq tikkeley ormina qoyiw jardeminde f(t) funkciya tek b=1 bolgan

jagdayda gana berilgen tenlemeni ganaatlandiratuginina isenim arttiriwv mamkin.

Demek, tek f (O) =a=1bolganda f (X) =X +1 sheshim boliw1 mimkin.

(9) uliwma tenleme jagdayinda x=0,y=t;x=t,y=2t;x=2t,y=t;x=t,y =t
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almastirniwlar ormlaw mumkin.
Natiyjede, belgisiz f(t), f(-t), f(2t), f(3t) funkciyalarga qarata sizigh

tort tenlemeler sistemasin alamiz.

H[ f(t), f(-t).a f(t),0,t]=0,

H[ f(3t), f(-t), f(t), f(2t).t,2t]=0,

H[ f(3t), f(t), f(2t), f(t),2t,t]=0.

HLf( (

f
f(2t),a, (1), f(t).t,t]=0,

bul jerde a= f(0).
Onda belgisiz f (t) funkciya tabiladi.

§ 2.2. Erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyalq tenlemelerdi sheshiwdin
Koshi usili
Bul usil tenlemenin sheshimi 1uzliksiz funkciyalar klasinda izlenetugin
jagdayda erikli 6zgeriwshi funkciyaliq tenlemelerd: sheshiwde gollaniladi. Bunda

daslep tenlemenin f(x) sheshimi izbe-iz NZQ kopliklerde tabiladi. Bunnan keyin

galegen x € R ménis alinadi ham (x,)<Q racional sanlar izbe-izligi alinad1. Bul

izbe-izlik x sanga jiynagh bohw kerek. Demek, ( f(x,)) funkciyamn ménisleri

izbe-izligide alinadi.

Uzliksiz funkciyalar klasinda uzliksiz funkciya belgisi astinda limitke étiw yagniy

lim f (x,)=f(x)

Nn—o0

tenlik orinli bolganhqgtan funkciyaliq tenlemenin sheshimi izbe-iz R koplikte
tabiladi. Koshi usilin konkret misalda korsetemiz.
Endi
f(x+y)=f(xX)+f(y)+xy
tenlemeni garaymiz.
Bul tenlemeni sheshimin daslep natural argumentli funkciyalar klasinda garaymiz.

Tenlemede y izbe-iz x,2x,3x kébeymege ten dep alip
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f(2x)=f(x+x)="f(x)+ f(X)+x-x=2f(x)+x%,
f(3x)=f(x+2x)=f(x)+ f(2x)+x-2x=3f (x)+3%%,
f(4x)=f(x+3x)=f(x)+ f(3x)+x-3x=4f (x)+6x>

tenliklerd: alamiz.

Bul dara jagdaylarda baglanip turgan nizamliliq
n(n-1
f(n-x):n-f(x)+¥-x2 (1)

degen gipotezan1 aytiwga mumkinshilik beredi. Bul gipotezanin durishgin
matematikaliq indukciya usili menen dalillew mamkin.
n=1 bolganda birinshi tenliktin orinli boliw1 aniq birinshi tenlik bazi bir natural n

ushin birinshi tenlik orinl dep alip kelesi n+1 sani ushin dalillewmiz kerek edi.
f((n+1)-x)=f(x+nx)=f(x)+ f(n-x)=
_ £ (x)+n-f(x)+ ”(”2‘1).x2+x.nx=(n+1). f(x)+(n(n_1)+n)x2=

2
n(n+1) ,

=(n+1)- f(x)+

(1) Tenlikte x =1 alip ekinshi tenlikti alamiz.

n(n-1)

f(n)=n-f(1)+ B )
f (1) =C dep esaplap natural argumentli funkciyalar klasindagi sheshimin alamiz:
xeN
-1
f(x):Cx+X(X ) : ©)

Tikkeley tekseriwler jardeminde ushinshi funkciya qalegen C ushin berilgen
tenlemenin sheshimi boliwina isenim arttiriw mamkin.

Endi (3) funkciya xeQ  bolgan jagdayda tenlemenin sheshimi bolatuginin

korsetemiz.
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(1) tehlikte x ti = bolshekke almastirip
n

(e 2

Keyingi tenlikte Xx=m dep alip ham (2) tenlikti esapga alip tortinshi tenlikti

f(mjzcmgm(m_lj %)
n n 2n\n

Bunnan (3) sheshim argumenttin on racional manisleri yagniy x€Q, ushin

tabamiz

ormli ekeni kelip shigadi.

x=y=0 bolsa berilgen funkcional tefileme f(0)=2f (0)keltirilgenlikten
f (0)=0 boladu.
Usini esapga alip funkciyaliq tenlemede f (0)=2f(0) keltirilgenlikten f(0)=0

alamiz. Natiyjede,

2
f (mj + f (—mj — (mj =0 alamiz. Bunnan
n n n
m m 2 m
f (——] = (—j — f (—j kelip shigad.
n n n

(2) tenlikti esapga alip
f(_mjz_cm_im(_m_ j
n n 2n\ n

alamiz, yagniy berilgen funkciyaliq tenlemenin sheshimi argumenttin teris racional

(xeQ_) ushinda orml.

Endi (3) funkciya tenlemenin X €R ushinda sheshimi bolatugin1 dalillew gana
galdh.

Meyli, (rn)— X haqiyqiy sanga jiynaqlt galegen bazi bir racional sanlar izbe-izligi

bolsm. Onda (r, ) — racional sanlar ushin
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f()=Cr+n,(r, 1) ©

tenlik orinh

limr, =xal f (X) funkciya uzliksiz bolganligtan

n—0

lim £ (r, )=  (limr, )= f (x) ornh.

N—o0 N—o0

Endi (5) tenlikte n — +oo limitke 6temiz natiyjede
X(x-1
f(x)=Cx+ %

tenlikti alamiz ham demek (3) sheshim argumenttin galgen haqiyqiy manisleri
ushin orimnli boladi.

f(x-y)=f(x)+f(y), x>0,y>0.
Tenlemeni sheshiw sal qiyiniraq bul jerdede daslep y 6zgeriwshini x,2x,3x ten

dep alip dara jagdaylardi qaramiz.

F(x*) = f (o x) = (x)+ f (x)=2f (x),

F(X)=f(x-x*)=f(x)+ f(x*)=3f(x),
Bul dara jagdaylarda baygalatugin nizamliliq 6-koérmistegi gipotezan: aytiwga
mumkinshilik beredi.

f(X)=kf (x) (6)
Koshi usilinan paydalanip 6- tenlikti k o6zgeriwshinin galegen on haqiyqly
manisleri k e R, ushin dalillew mamkin eken.
Dalillewdi ush basqishta 6tkizemiz.
1) meyli, k e N, k=1 ushin (6) tenliktin ormnl ekeni korinip tur (6) tenlik

bazi

bir natural k san ushin orili dep boljaymz.

Onda kelesi k +1 natural san ushin

F(XH)= £ (X x) = £ (x)+ F(x)=k- F(x)+ F(x)=(k+1)f(x),
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alamiz, yagniy altinshi tenlik keyingi k +1 natural san ushin ham demek galegen

k e N ushin orml.

2) meyli, k €Q,, onda kzg bul jerde p ham qeN onda

f(xp): pf (x),

({3t

bul tenliklerdin shep tarepleri ten bolganligtan olardin on tarepleri de ten bunnan

o |_P gy
f[x ]_qf( ),

tenlikti alamiz, yagniy (6) tenlik k € Q, orml1 .

3)meyli, keR+, al k,k,,...K,,... on racional sanlar izbe-izligi ham

limk =k.

n—o0

onda f (Xk” ) =k, f (x),ormh.

Bul tenlikte limitke otip f(x) funkciyani uzliksizliginen f(x*)=kf (x),
alamiz yagniy (6) tenlik galegen k € R+, ushinda orinl.
f(X) funkciyanin aniq anlatpasin tomendegishe aliwmiz muamkin. Beligilew
kiritemiz t =Inx belgilep alip, onda x=e', al f(x)=f (et):tf (e)=f(e)Inx.
Somii menen birge f(x)=Clnx funkciya qalegen hagiyqiy C ushin berilgen
funkciyaliq tenlemeni qanaatlandiratugimin ansat tekseriw muamkin. Demek,
f(e)=C.
Koshi usilinan bazi bir tabiyiy o6zgerisler Kirgizip funkciyaliq tenlemelerdin
sheshimin monoton funkciyalar klasinda paydalaniw mtmkin. Bul jagdayda

uzliksiz funkciyalar klasinda Koshi usilinan paydalanganimiz siyaqli funkciyaliq

tenlemenin argumenttin galegen racional manisleri ushin ormli bolgan sheshimleri
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tabiladi. Son X haquyqiy sanga 6sip jiynaqh (rn) ham X sanga kemeyip jiynaql
bolatugin (r;) racional sanlar izbe-izligi qaraladi. Bunda r, < x <r, orml boladu.

Funkciya monoton bolaganligtan keyingi tensizliklerden
f(r)<f(x)<f(r)

kelip shigad eger f(x) kemeyiwshi funkciya bolsa ham

f(r)=f(x)>f(r)

ormnli eger f(x) éspeytugn funkciya bolsa.
Eger (f(r,)) ham f(r) izbe-izlikler birdey limitke jiynagh bolsa, onda

funkciyanin f (x) manisi de usi limitke ten.

§ 2.3. Erikli 6zgeriwshiler gatnasatugin funkciyahq tenlemelerdi

differenciyallamwshi funkciyalar klasinda sheshiw

Erikli ozgeriwshiler gatnasatugin funkciyaliq tenlemelerdi
differenciyallaniwshi funkciyalar klasinda sheshiw ideyas: funkciyaliq tenlemeni
differenciyal tenlemege keltiriwden ibarat. Bugan adette funkciyaliq tenlemeni
izbe-iz ozgeriwshilerdin har biri boyinsha differenciyallaw joli menen erisiledi.
Bunday wusil addette tenlemede qatnasatugin belgisiz  funkciya erikli
6zgeriwshilerdin qosindisinan ayirmasinan koébeymesinen ham gatnasinan garezli
bolgan jagdayda natiyje beredi. Bunday jagadaylarda eki erikli 6zgeriwshinin har
birewi boyinsha izbe-iz differenciyallaw eki tenlikke alip keledi. Bul tenliklerden

eki erikli 6zgeriwshili f funkciyanin tuwindisi jogaltiladi, al galgan tenlik belgisiz
f (x) funkciyaga garata diffferenciyal tenlemege alip kelinedi.

Differenciyal tenlemenin uliwma sheshimi qalegen turaqlilardin hamme manisleri
ushin berilgen funkciyaliq tenlemenin sheshimi boladi. Bul ideyani misallarda

korsetemiz.
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1)  f(x+y)=f(x)-f(y) funkciyaq tehlemeni differenciyallaniwsh:
funkciyalar klasinda sheshin.

Berilgen tenleme Koshi tenlemelerinin biri ekenin atap 6temiz.
Tenlemeni daslep x ozgeriwshi boyinsha son y oOzgeriwshi boyinsha
differenciyallaymiz natiyjede eki tenlemeni alamiz.
f'(x+y)="f"(x)-f(y),
f'(x+y)="f(x) f'(y)
Bul tenliklerdin shep tarepleri ten bolganligtan on tarepleride ten olard: tenlestirip
F'(x)- F(y)=F(x)- '(y)
alamiz.
f (x)=0 dep alip
') _ f'(y)
F(x) f(y)

Bul tenlik x ham y o6zgeriwshilerd: barlig manisleri ushin orinl bolganhqtan bul

jazamiz.

tek

f'(x
( ):C (C —turagli shama)

bolsa gana orinli boliwi muamkin.
Keyingi tenlikti integrallap
In f (x)=Cx+C,
f(x)=e%% =e%.e% =C, (e )X =C,-a",
bul jerde C, =e“, al a=¢°.
Solay etip differenciyal tehlemenin uliwma sheshimi  f (x)=C, -a*

kormiste jazilad.

C, qalegen turagqlim amiqlaymiz. Berilgen funkciyaliq tenlemeden x=y=0

bolganda f (O) = f? (O) tenlikti alamiz.
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Bul tek eki jagdayda gana orinli boliw1 mamkin f (0) =0 yamasa f (O) =1
Biraq 1- jagdayda uliwma sheshimnen C, = f (0) =0 demek f(x)=0.

2-jagdayda uliwma sheshimnen C, =1 ham sheshim f (x)=a" koriniste jazilad.

2) f(x+y)+2f(x—y)=3f(x)—y berilgen tenlemeni daslep x o6zgeriwshi

boyinsha keyin y 6zgeriwshi boyinsha differenciyallap
f'(x+y)+2f'(x—y)=3f"(x),
f'(x+y)-2f'(x-y)=-1

tenliklerdi alamiz.

Bul tenliklerdi qosip

2f'(x+y)=3f"(x) -1 tenlikti alamz.

Bul tenlikti de daslep x ozgeriwi boyinsha keyin y o6zgeriwi boyinsha

differenciyallaymiz bul bizge

2f"(x+y)=3f"(x),

eki tenlikti berdi

Bunnan f"(x)=0, al f(x)=Cx+C,.

Bul sheshimdi berilgen funkciyaliq tefilemege qoyip C,-y=y tenlikke kelemiz,
bunnan C, =1 demek. Berilgen funkciyaliq tenlemenin sheshimi

f (x)=x+C funkciya bolad..
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111 BAP. FUNKCIYALIQ TENLEMELER JARDEMINDE
TIYKARGI ELEMENTAR FUNKCIYALARDIN ANIQLAW

[lim rawajlaniw1 jolinda tarli funkciyonal baylanis thrleri ishinde kobinese
har tarli esaplarda ushirasatugin funkciyalar gruppasi ajiralip shigti.

Tiykarg1 elementar funkciyalarga sizigh, darejeli, korsetkishli, logarifmli
ham trigonometriyik funkciyalar kiredi.

Adette, elementar funkciyalar dep tiykargi elementar funkciyalardan kelip
shigqan ham har dayim sanh arifmetik ameller ham kompoziciyalardi qollaniw
jardeminde kelip shiqqan funkciyalardi aytamiz.

Tiykarg1 elementar funkciyalardi aniglawdin jeterlishe kop usillart bar
(integrallar jardeminde differenciyal tenlemeler ham funkciyonal tenlemeler
jardeminde).

Tiykarg1 elementar funkciyalardin aniglaniwin funkciyonal tenlemeler

sheshimi retinde garaymiz. Bul argali tomendegi tenlemelerdin sheshiliwin

izzertleymiz:
f(x+y)=f(x)+f(y), (1)
F(x+y)=f(x)-F(y), (I
f(x-y)="f(x)+f(y), (11)
f(x-y)="f(x)-f(y). (1V)
f(x+y)+f(x=y)=2f(x)-f(y), (V)

f (x)funkciyani turagli funkciya emes dep omn tzliksizligi talap etilgende,

jogarida korsetilgen tenlemeler sheshimi retinde tek gana aniq elementar
funkciyaga iye ekenin ham ayrim qosimsha jagdaylar tenlemelerdin har gaysisi

jalg1z sheshimge iye ekenin dalillewge jagday jaratatuginin korsetemiz.

53



§ 3.1. Sizigh funkeciyam anmigqlaw

(INTenlemeni tomendegi jagdaylarda qaraymiz.
I,) f(x) funkciya (—oo;+o0)intervalinda Gizliksiz funkciya
L) f(1)=k

Teorema. (I) Funkciyonal teflemenin sheshimi I, ham I, jagdaylarda
tomendegi gasiyetlerge iye:
a) £(0)=0, b) f(-x)=—f(x),
v) Har qanday haqiyqiy x sani ushin f (X) =kx tenleme orinli.
g)Eger k>0, onda x>0 bolgan f(x)>0 ham f(x)<0 bolganda x <O0.
Eger k <0, onda x>0 bolgan f(x)<0 ham f(x)>0 bolganda x<0.
d) funkciya k>0 bolganda f(x) jagdayinda gatan osiwshi k<O jagdayinda
gatan kemeyiwshi

e) eger k>0, onda lim f(x)=+c0,al lim f(x)=—o0.

X—>+0 X—>—00

eger k<0, onda lim f(x)=—o0,al lim f(x)=+o0.

X—>+0 X—>—0

Dalilleniwi: a) (I) tenlemede x=y =0 dep garasaq, f (0)=2f(0) boladu.
Bul jerden f(0)=0 ekeni kelip shigadi.
b) f (—x)=[ f(—x)+ f(x)]—f(x)=f(-x+x)=f(x)=f(0)-f(x)==F(X)
bolsa, onda f(—x)=—f(x).
v) Koshi metodinan paydalamp, hér qanday haqigiy X sani ushm f(x)=Kx

ekenin dalilleymiz. Aldi menen bul tenlemeni X € N ushin dalilleymiz

Tenlemede ytiizbe-iz x,2x,3X,... ga ten dep qarap
f(2x)=f(x+x)=f(x)+f(x)=2f(x)
3x)=f(x+2x)=f(x)+ f(2x)=3f (x)

4x) = f (x+3x)=f (x)+ f (3x)=4f(x)

f

f
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ekenin keltirip shigaramiz.
Jogaridagi tenlemelerden kelip shigqan nizam tdomendegi gipotezani beredi
f(n-x)=n-f(x) (1)
Buni matematikaliq indukciya menen dalilleymiz. n=1 bolsa (1) tenleme

aniq korinip tur. =Kk jagdayda (1) tenleme orinli dep qarap , n=Kk +1 jagdayinda

orinlt ekenin dalilleymiz.
Onda f((k+1)-x)=f(x+k-x)=f(x)+k-f(x)=(k+1)-f(x)
tenlik dalillendi.
Tenlemede x=1 bolsa, f(n)=n-f(1) yamasa f(n)=k-n (2)

Demek f (X) =kx tenleme X €N ushin orinl.

Endi r="" —qgandayda bir racional on san. Onda (1) tenlemede X = m dep
n n

qarasaq , f(m)=nf (%j, (2) tenlemeni esapga alsaq f(%j:%f(m):k-%

ekenin aniglaymiz.
4 . m m
Demek, f (X) =f (kx) tenlemesi X€Q+ ushin b) f (—J =—f (——j
n

jagday1 esapqga alinip orinli, bunnan f (—mj = k(

n

m

j ekeni kelip shigadi.
n

Demek, f (X) =kx tenlemesi X € Q — ushinda orimnli, sonligtan X €Q ushin

orinli.

Endi x—qalegen bir haqiyqiy san, onda gandayda bir racional sanlar izbe-

izligi tabilip (r,), limr, =X tealeme orimnl.

Nn—o0

lim f(r,)=k limr, yamasa f(x)=kx 3)

ekeni kelip shigadi.
d) (1) tenlemede y=Ax>0 dep garasag.

f(x+Ax)—f(x)=f(x)+ f(Ax)—f(x)=f(Ax)=k-Ax yamasa
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f(x+Ax)—f(x)=k-Ax (4)
ekeni kelip shigadi.
Eger k>0 bolsa, onda (4) tenlemenmn on tarepi nolden tulken (k-AX>O),
demek f (X - AX) —f (X) >0 yagniy f (X) funkciya qatan 6siwshi funkciya.
Eger k<O bolsa, onda (4) tenlemenin on tarepi nodlden Kkishi, demek

f(x+Ax)—f(x)<0 yagny f(x) funkciya qatan kemeyiwshi funkciya.

e) (3) tenlemede x — +oo limitke otsek, lim f(x)=k lim x =

X—>+00 X—>+0o0

400, k>0
—oo, k<0

demek,

—oo, eger k>0
lim f(x)=k  limx=] o 7
X—>—o0 X—>—00 +o0, eger k<0

tenlemenin har qiyli sheshimleri bir - birinen tek gana f (X) tin X =1noqatindagi
manisleri menen pariq qiladi.

Demek uzliksizlik talap etilgende, (I) tenleme 6zinin sheshimi retinde aniglangan
bir elementar funkciya (f(x)z kX) t1 qabil etedi, al qosimsha f(l): k jagdayi
k —n1n aniq ménislerinde jalgiz sheshimge iye boladi.

Amglama (I) funkciyanal tenlemenin sheshimi (Il) ham (12) jagdaylarda

s1ziglh funkciya dep ataladi ham f (X) =kx dep belgilenedi.

§ 3.2. Korsetkishli funkciyani amglaw

(II tenlemeni tdmendegi jagdaylarda izzertleymiz:

I1, ) (—o0;+00) —intervalinda f (x) uzliksiz

)
)

I1,) f(x)=0
)

I,) f(1)=a (a>0a=1).

56



Teorema. (H) funkciyaliq tenlemenin sheshimi II, I, ham II, jagdaylarda

tomendegi gasiyetlerge iye:
a) f(x)>0
b) f (0) =

v) f(—x)=

f(x)
g) har qanday hagiyqiy x saniushin f (x)=a" orml.
d) Eger, a>1, bolsa, onda f(x)>1 bolganda x>0, ham f(x)<1 bolganda
x<0.
Eger, O<a<l1, bolsa, onda f(x)<1 bolganda x>0, ham f(x)>1
bolganda x <O.
e) Funkciya f(x), a>1 jagdayda gatan 6siwshi, 0<a<1 qatan kemeyiwshi.

j) Eger a>1,onda lim f(x)=+c ,al lim f(x)=0.

X—>+00 X—>—00

Eger O<a<1,onda lim f(x)=0,al lim f(x)=-+wo.

X—>+0 X—>—0

Dalilleniwi. a) Teoremanin sharti boymsha sonday X, e(—oo;+oo) tabilads,

sonday-aq f(X,)=0, onda har qanday X (—o0;+0) ushin (II) tenleme tiykarinda

(3] (s3]

Bunnan f( J;to,demek, f(x)= f( Xj f2(§j>0.
2 2 2

b) f(x)=f(x+0)=f(x)- f(0) ham f(x)>0, onda f(0)=1.

v) (II) tenlemede y=-x dep qarasaq, onda f(0)=f(x)-f(—x) yamasa

f(x)- f(—x)=—1 bolad1. Bunnan f(-x)= ﬁ kelip shigadi.
g) Matematikaliq indukciya arqali galegen n ushin
f(nx)=f"(x) 1)
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tenleme orinli ekenin dalillew qiyin emes.

n =1 jagdayda ormli ekeni aniq.

n=Kk jagdayda ormnl dep qarap,

n=Kk +1 jagdayda orinli ekenin dalilleymiz (n —natural san).

f ((n +1)- x) t1 gqaraymiz. (II) tenlemeden

f((n+1)-x): f(nx+x)=f(nx)- f(x)=f"(x) f(x)=f""(x)
dalillendi.
x=1 jagdayda (1) tenleme f(x) funkciyann manislerin, argumenttin natural

n

ménislerinde beredi: f(n)=f"(1) yamasa f(n)=a".

(1) tenlemede x="1 dep garap f(m)=f”(%J di yamasa f(”)(mj:am

n
tabamiz, demek f (X) funkciyanih ménisin X argumentti on manisindegi jagdayda

tabamiz.

f(x)

f(—x):ibolsa,onda f(—mj: 1 :1m:a_".
f( .

Sonday qilip, r —argumenttin har ganday racional manisinde f (r) =a'.
Endi x —qalegen haqiyquy san bolsin, al (r, ) haqiyqiy sanlar izbe-izligi bolsin, x
qa jiynaqh bolgan. Biraq dalillengen f (r,)=a". Bul tefilemeden limitke (n — o)

Otetugin bolsaq, funkciyanin tzliksiz ekenin esapga alip, tdmendegi tenlemeni

aniglaymiz.

f(x)=lim f(r )= f( lim rn)z lima® =a" =a".

d) Eger a>0, onda f(x)=a" >1.

Endi x —galegen haqiyqiy san bolsin, al (rn) 6siwshi racional sanlar izbe-izligi
bolsm, X ga jiynagh bolgan. Onda f(r,)=a">1 ham, f(x) funkciyanin
Gizliksizliginen rI]I_rl]O f(r,)= f(x)>1 kelip shugadi.
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Usigan tiyisli basqa tastiyiqlawlarda us1 tarizde dalillenedi.
e) (II) tenlemede y = Ax dep garap,

f (x+Ax)=f(x)f(Ax) yamasa

f(x+ax)— f(x)=f(x)(f(Ax)-1) 2)
alamiz.
a>1,Ax >0 bolsin. Bunnan (2) tenlemenin on tarepi teris emes ham usigan
tiykarlana otirp f (x+Ax)— f (x)>0. Yagniy, f(x) funkciya (—oo,+)
intervalda qatan o6siwshi.
Eger O<a<1 bolsa f(x) funkciya (—oo,+o0) intervalda gatan kemeyiwshi
ekenligi us1 tarizde dalillenedi.
J) Eger, X — 400 ham X — —oo bolganda f (X) funkciyanin limit manislerin
tabamiz. f (X) funkciyanin uzliksizligin ham onin mina intervalda (—oo, +oo)
qatan osiwshi (kemeyiwshi) esapqga alip, putin sanlar kopliginde funkciyanin
limitin qaraymiz.

f(n)=a" bolsa, ondaeger a>1 lim f(n)= lima" =+, al eger 0<a<1

nN—+00 N—+o0

lim f(n)=lima"=0

N—>+o0 N—>+o00

Bunnan kelip shugip eger a>1 lim f(x)=+cw al eger 0<a<1 lim f(x)=0.

N—>+o0 N—>+o0

Eger a>1 lim f(x)=0aleger 0<a<1 lim f(x)=+ usi tarizde dalillenedi.

n—+o0 N—+00

Bul jerde (II) tenlemeden alingan sheshimler bir- birinen tek funkciyanin x =1
tochkasindagi manisinde pariq qiladi, f (1) =a.

Bunnan kelip shigadi, eger tzliksizlik ham f (X) nolden 6zgeshelik shartleri talap
qilinganda, (II) tenlemenin sheshimi belgili elementar funkciyalar klasin aflatad
( f(x)= ax), eger qosimsha shartler f (1)=a bolsa konkret a jalgiz sheshim

ekenligin bildiredi.
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Amgqlama 2. (IT) funkciyanal tenlemenif sheshimi (II, ), (II,) ham (IL;)

jagdaylarda korsetkishli funkciya dep ataladi ham f (X) =a" dep belgilenedi

§ 3.3. Logarifmlik funkciyam amqlaw
(111') tefilemeni tomendegi jagdaylarda qaraymz:
11,) f(x) funkciya Gzliksiz ham turagli funkciyadan (0,+c) intervalinda
6zgeshe.
1,) f(a)=1 (a>0,a=1)
Teorema. (111) tenleme 11, I, jagdaylarinda jalgiz sheshimge iye.
Dalilleniw. o(&)= f(a?)= f(x) funkciyam qaraymiz , yagniy x-ti & menen
6zgertemiz x=a° formulas: boyinsha
pln)=1t(@")=1(y) , yagniy, y=a’
Bunnan f(x,y)=f(af-a’)=f(a®)=gp(&+n)
(1) tenlemede tomendegi koriniske keledi:

ol&+1)=p(&)+ln)
Sonday-aq ¢(¢) funkciya uzliksiz, (2 uzliksiz funkciyanin kompoziciyasi

retinde o(1)=gp(a)=1.
Sonin menen (1) tefleme ushin I, ham 1, jagdaylar orinli.
Jogarida korsetilgenindey, (1) tefileme jalgiz sheshimge iye:
o(¢)=x¢ (bul jagdayda « =1)
Funkcional tenleme (1') jalgiz sheshimge iye bolsa , onda funkcional tenleme
() (I11, ham I11, jagdaylarda) jalgiz sheshimge iye.
Bul (1) tenlemenin jalgiz sheshimin logarifm funkciyasinin aniglamasinin
negizi desek boladr .
Amglama 3. (0:+w) ta uzliksiz funkcional tenlemenifi sheshimi logarifm

funkciya dep ataladi ham
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flx)=log_x(a = 0,a# 1)

dep belgilenedi.

Bul logarifm funkciyanin anigqlamas: argali onimn en ahmiyetli gasiyetlerin

aliwga boladi.

Teorema. (I11) funkcional tenlemenin sheshimi tomendegi qasiyetlerge iye:

a) f()=a

b) f(§)=—f(y)

v) f(§> = £(x)- f(y)

9) (x*)=of(x) Va(aeR)
h) Eger x, =1, onda f(x,)#0

e) Eger a> 1, onda f(x) funkciya (0, +<0) intervalinda 6siwshi

eger 0< a < 1,onda f(x) funkciya (0,+20) intervalinda kemeyiwshi.

X—>+0

- +o0, eger a>1
lim f(x)=
i) fim £ (x) {—oo, eger O<ac<l,

-0, eger a>1

x—0

Iimf(x)z{

+oo0, eger O<ax<l.
Dalilleniw: a) (1) tenlemege x=y=1 qoyip f(1)=2f(1)
tawamiz. Bul jerden f(1)=0 ekeni kelip shigadi.

tenlemesin

b) (111) teflemege x:%ti qoysaq x-y:%‘yzl ham f(1):f(%)+f(y):o kelip

shigadi. Bunnan f(%) =—f(y) ekeni kelip shigad:.

X 1 1
V) f(§)=f(x-§j=f(x)+f(§)=f(x)—f(Y)

g) galegen o ushin f(x*)=af(x) ekenin Koshi metodi menen dalilleymiz.
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aeN wushin dalillewde matematikaliq induksiya metodin qollanamiz a=1 de
ormli ekeni aniq a=n jagdayda ormli dep garap a=n-+1 ushinda orinl ekenin
dalilleymiz.
Haqiyqattan da
FOC) = F(x"-x)= £ (x") + F) =n- £(x)+ F(x) = (n+1)- f(x) dalillendi.
_ 1 i : 1 1
Endi f(x)=f((x")")=n-f(x") tenlemesi ushin f[x”J=H f(x) a== ushin ornl,

n

(ne N).

Endi bul tenlemenin ae Q+ ushinda orinli ekenin dalilleymiz.
m u 1 ) m :
a= bolsin m,ne N, onda f|x" [=f( x" | )=mf|x :Ff(x)endl

b) gasiyetin paydalanip tomendegi tenlemege kelemiz

f(x:J - f[ L Jm - mf[ilj - —mf[xij --Mf(x) demek  f(x*)=af(x) teAlemesi

X" n
ae Q- ushinda ornli, sonligtan ol har ganday a =r € Q ushin ormli.
aeR al (r,)-racional sanlar izbe-izligi, a-ga jiynaglawshi.
Dalillengennen f(x'“ ): r.f(x) al  f(x) ham  x" funkciyalar uzliksiz, aqgirgi
tenlemede n — +oo limitke otsek:

lim f (x") = Iimrn)f(x) yamasa f(x*)= af (x)

Z) x, #1bolganda f(x,)=0 ekenin dalilleymiz x, =1 bolganda f(x,)=0 bolsin.
Onda @) gasiyettegi dalilleniw boyinsha  f(x2)=a-f(x,)=0, va=Q eger

log,, x

a=log, x onda f (xo ): 0, bul ese mamkin emes.
e) (&)= f(a‘f ) funkciya (I*) tefilemenin sheshimi bolgan: ushin, ol ushin k=1 0,

onda ¢(&) (—oo;+00) intervalinda osiwshi:

a> 1 jagdayda a® (—oo;+o0) intervalinda 6sedi.
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Birag onda ¢(¢)=f(a®) teflemeden, f(x) funkciyamii (0;+x) intervalinda
6siwshi ekeni kelip shigadi.

Usinday qilip 0< a < 1 jagdayda f(x) funkciya (0;+) intervalinda kemeyiwshi

ekenligi dalillenedi.
j)a> 1 bolsin, f(x)= f(a%)=gp(£) bolsa, onda

lim f(x)= lim fla*)= lim ¢(2).
£—+w £—w e s

biraq aqirgi limit +oo ten, bunnan kelip shigadi
lim f(x)=tco.

x—+oo

Endi O0<a<1, bolsm. Tagt f(x)=f(a‘)=¢(¢) tenlemesin qollamp

lim f(x)=lim f(a%)= lim ¢() = —co

x—=+co X—»— 00

f(x) shegi x — -+oo, usinday qilip korip shigiladi.

§ 3.4. Darejeli funkciyam amqlaw
(IV) funkcional tenlemeni tomendegi jagdaylarda korip shigamiz:
IV,) f(x)- Gzliksiz funkciya, (0;+«) intervalinda ham konstanta dan ayrigsha
IV,) f(a)=b (a>0,a=Lb>0b=1)
Teorema. (1V) tenleme 1V, ham 1v, jagdaylarda jalgiz sheshimge iye.
Dalilleniwi: Garezsiz 6zgeriwshi x ham vy lerdi jana 6zgeriwshi ¢ ham 5
ler menen almastiramiz, formula boyinsha s=log,x, p=log,y him ¢
funkciyasin kiritemiz:
p(&)=f (a‘f), o(n)=f (a”). Onda (IV) tenlemeden
p&)=f@")=f(@ -a")=f@) f@")=p&) o) kelip shigadi, yagniy o

funkciyas1 tdbmendegi funkciyonal tenlemeni ganaatlandiradi:

o +&) = (&) o) (1)
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ham shartinde ganaatlandiradi: ¢(1)= f(a)=b (b >0,b #1).

Jogarida korsetilgendey, bul tenlemenin berilgen shartlerinde jalgiz zliksiz
sheshimi korsetkishli ¢(&)=b* funkciya bolip tabiladi.
Koérgenimizdey (IV) tenlemenin jalgiz Gzliksiz sheshimi

f (X) = b'o% X — (g/o9:b)I08: X _ (/0% Xylogb _ ylog,b _ yu
funkciya esaplanadi.

f(x)=x*, bul jerde x=log,b.

Amglama 4. (0;+«) intervalinda tzliksiz bolgan (IV) funkcional

tenlemenin sheshimi IV, ham 1V, jagdaylarinda darejeli funkciya dep ataladi
ham f(x)=x" dep belgilenedi.

Teorema. (IV) funkcional tenlemenin sheshimi IV,  ham 1V,

jagdaylarinda  tomendegi gasiyetlerge iye:  a)f(l)=a v)f(%):%
x)  f(x)

byf| = |= X

)(yJ f(y)

g) eger, x, >0 onda f(x,)=0.

h) f(x) funkciyanin galegen manisi on.
e) eger a=z1 onda f(a)=1.

Dalilleniwi: a) (IV) teAleme x=y=1 dep qarasaq f@W=[f@WF kelip

shigad.

Bunnan f(21)=1yamasa f(1)=0. Birag f(1)=0, bolsa onda

Vx € (0;+0) — f(x) =0. Haqiyqatinda da f()=0 bolsin, onda

f(x-1)= f(x)- f(2)=0. Bunnan f(1)=0 ham f(@)=1 kelip shigadi.

s 10 23] 1 o 1)

s (3o S o2
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h) % >0 bolsa f(x)#0 ekenin dalilleymiz.

Teris manisi orinli dep garayig, % >0 f(x)=0 bolsin, birag bunnan galegen
X X
e (04+00) ushin f(x)= f(; : le = f(x_jf(xl): 0 ormli, al bul mamkin emes.
1

g) eger f(x)= f(vx-vx)= f(Vx)- t(vx)=(f(vx)] onda funkciyanin bazi manisi en
e) a=1 bolsa f(a)=1 ekenin dalilleymiz.

Teris jagdayin ormli dep garasaq: a=1,= f(a)=1
Birag bul jagdayda f(a")=(f(a))" =1.

flp"-a™")=f(1)=1 tenlemesin biz f(a") f(a™")=1 ekenin bilemiz, demek

( ) 7—)—1 Odanson f(%a-Ya-..-¥a)=f(a)=1 tenlemesinen {f(aiﬂ =1

1
ekeni kelip shigadi, demek f{an =1.

S |3

Uliwma alganda: f(a")=f|a

] w0

Birag onda har ganday haqiyquy x>0 ushin sonday (r,) racional sanlar
izbe-izligi tabiladi, ol logX ke jiynaqlanadi sonhigtan f(x)= f(a'°g§):1, al, bul

muamkin emes. Sonih ushin f(a)=b=1.

§ 3.5. Trigonometrik funkciyalardi amqlaw f(x)= cos x

(V) funkcional tefilemeni tomendegi jagdaylarda qaraymiz:

V,) f(x) funkciya (-oo;+o0) intervalinda Gzliksiz.

V,) Sonday on san C tabiladi, bunnan f(%} =0 ham f(x)=0,eger 0<x <%

V,) f(0)>0
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Teorema 1. (V) funkcional tenlemenin sheshimi V,v,v, jagdaylarda

tomendegi gasiyetlerge iye:
a) f(0)=1,

Dalilleniwi. a) x=y=0 jagdayda (v) tenleme tomendegi koriniske iye
bolad1 f(0)=f?(0), sebebi f(0)>0, onda f(0)=1.
b) x=0 jagdayda (v) tenleme tomendegi koriniske iye boladi:
f(y)+ f(-y)=2f(0)- f(y). f(0)=1 bolganligtan aqirg1 terlemeden f(-y)= f(y)

ti tabamz.

V) X= y=% bolsa (v) tenleme tomendegi koriniske iye boladi:

f(C)+f(0)=2f 2(%) Birag shart boymnsha f (%) =0. Demek

g) (V) tenlemede x ti x+% ge vy ti% ge almastirsaq,

f(x+C)+ f(x)=2f (x+%)- f (%j kelip shigad: yamasa

f(x+C)+ f(x)=0, demek f(x+C)=—f(x)
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¢

d)(v) tenlemede x i x+g<0 ga y Ui ge almastirsaq

f(x+2C)+ f(x+C):2f(x+ng- f(%) yamasa f(x+2C)+ f(x+C)=0

kelip shigadi. Bunnan f (x+2C)=—f (x+C)= f(x) ormh.
e) (V) tenlemege x=y=C dep garasaq onda f(2C)+ f (0)=2f?(0). Birag
dalilleniwmizden  £(0)=1 ol f(C)=-1 ekenin bilemiz, ham aqirg: tenleme

tomendegi koriniske iye boladi: f(2C)+1=2 yamasa f(2C)=1.

j) x=0 de |f(a)>1 ormh dep garay1q. 2f(%+ajf(%—a) bul jagdayda

tomendegi anlatpani alaqu tenlemem qollay otirip

(o) 5
(bS5

:—1+[2f (a)- ]: [ *(a)- ]>

tensizlikti payda etemiz.
C C e
Sannan f > +a|-f > a |>0 tensizligi orinli boliw1 kerek.

Ekinshi jagdaydan g) gasiyetin gollansaq

f(%—a):f{C—(%Jraﬂ:—f(%Jraj ni tabamiz, al bul jogaridagi

tensizlikke qarama-garsi keledi.

Teorema 2. (V) funkcional tenlemenin sheshimi V,,V,,V, jagdaylarda jalgiz

funkciya ganaatlandiradi.

Dalilleniw. Teris jagdayin orinh dep garasag. Sonday eki tarli  f,(x) ham
f,(x) funkciyalar bar dep oylayiq, olar (V) tehlemeni V,,V,,V, jagdaylarda
ganaatlandirsin.
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Bul funkciyalar x > O,%,C, 2C larda birdey maniske iye ekeni anig.

x=a=0 de f(x) ham f,(x) funkciyalardin manisleri bir birine say keliwi kerek
ekenin dalilleymiz.

f.(a)=f,(a) dep garayiq.

Onda f,(2a)=2f?(a)-1=2f}(a)-1=f,(2a) Oylayiq f,(k-a)=f,(k-a) tefhleme
gandayda bir k > 2 ushimn orinh dep alsaq:

f,[(k+1)-a]+ f,[(k-1)-a]=2f,(k-a) f,(a)=2f,(k-a)- f,(a)= f,[(k +1)-a]+ f,[(k —2)-a]
bunnan f[(k +1)-a]+ f,[(k —1)-a]

Matematikaliq induksiya metodi menen har ganday natural n ushin

f(na)= f,(na) teflemesi orinli.

Ekinshi tarepten, (V ) tenlemeden X=Yy = % bolganda

f,(a)+ f,(0)=2f? (gj
ham
f,(a)+ f,(0)=2f; (%j kelip shigadi.

Bunnan 0<a<C jagdayda f{%) = f{%}

Adqirgi tenlemeni qollap fl(zizjz fz(%j tabamiz.

Matematikaliq induksiya metodi menen qgalegen m natural san ushin

f{%] = fz(zimj ekenin dalillew qiyin emes.

Eki tenlemeni paydalanip fl(g—:j = fz(g—:) di aniglaymiz.

Al endi x—qandayda bir san bolsin al a—gandayda nolden ayrigsha san.

Tenlemenin sheshimi. f,(x)= f,(x)

68



nooon, Ny

X sanin sheksiz onliq bolshekke jayamiz ham 2m 2m .2 izbe-izligin tasinemiz.
a

Bul izbe-izlik 2 ga jiynaglanadi.

Biraq tenlemeden: fl{zg‘kk-aj— fz{z:‘kk -a} den k -+ limitke otsek, f,(x) ham
f,(x) funkciyalarinin uzliksizligin inabatga alsaq f,(x)= f,(x) tenlemesi kelip
shigadi, har ganday haqgiyqiy x ushin.

Dalilleniwmizdin  manisinen tomendegi aniglamalardi  f(x)=cosx funkciyasi
ushin bere alamiz:

Amglama 5. (V) funkcional tenlemenin V,,V,,vV, ham C=x jagdaylardag
sheshimi trigonometrik kornisi dep ataladi ham  f(x)=cos x dep belgilenedi.

Basqa trigonometriyaliq funkciyalardin aniglamalarin tdmendegishe beriwge

boladi.

Amgqlama 6. (p(x)zcos(%—xj funkciya trigometrik sinus dep ataladi ham

f(x)=sinx dep belgilenedi.

Amglama 7. F(x):% funkciya trigonometrik tangens dep ataladi ham
X

F(x)=tgx dep belgilenedi.

Amglama 8. F(x)="2* funkciya trigonometriya katangensi dep ataladi ham

sin x
F(x)=ctgx dep belgilenedi.
sin x,tgx, ctgx funkciyalardin barliq gasiyetlerin cosx funkciyasinin gasiyetlerinen

keltirip shigariwga boladi.
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JUWMAQLAW

Biz joqarida funkciyaliq tenleme ham tensizliklerdi sheshiw usillarin qarap
ottik. Funkciyaliq tenlemeler tiykarman eki klasqa bolinedi: Erikli 6zgeriwshi
qatnasatugin ham qatnaspaytugin funkciyaliq tenlemeler. Bul tenlemelerdi sheshiw
jollari bir birinen adewir pariq giladi, sonligtan bul tenlemelerdi sheshiw jollari
dissertaciyada dara- dara garaldi. Funkciyaliq tenlemelerdi har qgiyli funkciyalar
klaslarinda sheshiw jollari da bir birinen parq giladi, Sonligtan bul tenlemelerdi har
qiyli funkciyalar klaslarinda sheshiw jollari dissertaciyada dara-dara garaldi.

Funkciyalig tenlemenin sheshimi bir yamasa bir neshe erikli turaglilarga
garezli boliwi mumkin. Bul turaglilardi tabiw ushin, adette, qosimsha shartlaer
qoyiladi. Dissertaciyada berilgen tenlemenin berilgen qgosimsha shartlerdi
ganaatlandiriwshi dara sheshimlerin tabiwga ayrigsha kewil bolinedi.

Funkciyaliq tenleme ham tensizliklerdi sheshiw jollarin uyretiw orta
bilimlendiriw mektepleri akademiyaliq licey ham kollejlerde matematika oqitiw
metodikasmin basli maselelerinin biri sebebi matematikanin, ilim ham texnikanin
har quyl tarawlarmin dmeliy maselelerin sheshkende funkciyaliq tenleme ham
tensizliklerden paydalaniw jagsi natiyjeler beredi.

Magistrlik dissertacisin tayarlaw barisinda Respublikamizda matematika
ham onin geypara qollaniwlarina arnalip  sholkemlestirilgen — ilimiy
konferenciyalarda 6z bayanatlarim menen gatnastim bul bayanatlar tezisleri
konferenciya materiallar1 toplamlarinda basilip shiqt1 [13],[14],[15][16]. Bunnan
tisqar1 ilimiy maqalam Ilim ham jamiyet jurnalinda basilip shigt1 [17].

Keyingi jillarda Respublikamizdin jogari1 oqiw ormlarina talabalard:
qabillaw boyinsha test sinaqlarinda matematika pani boyinsha test sinaqlari
variantlarinda funkciyaliq tenleme hdm tensizlikler jadd kop ushiraspaqta. Orta

bilimlendiriw mekteplerinin hadm akademiyaliq licey, kollej oqiwshilarmin
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funkciyaliq tefleme ham tensizliklerdi jagsi 6zlestirip aliwi olardin keleshekte

jags1 ganiyge bolip jetilisiwinde jaqinnan jardem beredi dep oylaymiz.
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