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СИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ШАРНИРНО-ОПЕРТОЙ УПРУГОЙ ДВУХСЛОЙНОЙ 

ПЛАСТИНКИ 

 

Аннотация: Выписаны уравнения колебания двухслойной пластинки, как частный случай уравнений 

колебания трехслойной пластинки. Выведены формулы позволяющие, по полю введенных вспомогательных 

функций, однозначно и с заданной точностью вычислить полей перемещений и напряжений в произвольном 

сечении пластинки. Решена задача о симметричных колебаниях двухслойной пластинки, шарнирно опертой 

по краям. 

Ключевые слова: двухслойная и трехслойная пластинки, колебания, перемещения, напряжения. 

 

Введение 

Двухслойные, трехслойные и многослойные 

пластинчатые элементы широко используются в 

различных областях техники, начиная с 

сороковых годов прошлого столетия. 

Двухслойные и трехслойные структуры хорошо 

удовлетворяли этим требованиям и почти 

идеально соответствовали сочетанию 

функциональных требований и механических 

характеристик. Все более широкое использование 

двухслойные, трехслойных и многослойных 

структур способствовало зарождению 

потребности в эффективных методах расчета 

таких элементов. Поэтому, наравне с началом 

применения трехслойных и многослойных 

пластин появились и теории расчета. В связи с 

этим над пластинками одновременно проводится 

несколько исследовательские работы. К этим 

исследовательским работам можно отнести 

многих статьи, в том числе эти статьи приведены 

в работах [1-5]. 

В данной статье рассмотрены плоские 

уравнение колебание двухслойные пластические 
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композитные пластинки эти уравнение получены 

как плоской задачи. 

 

Постановка задачи и метод решения. 

В данной статье в декартовой системе 

координат рассмотривается двухслойная 

пластинка. Этом ось Ox  направлен вдоль средней 

линии продольного сечения,  а ось Oz  - 

вертикально вверх.  

Пронумеруем слои пластинки как показано 

на рис.1, т.е. верхний слой назовем первым слоем, 

нижний слой вторым слоем. Пусть 1h  и 2h  

толщины первого и второго слоев, 

соответственно; 
k , k - упругие постоянные 

материалов слоев т.е. коэффициенты Ляме; k -

объёмные плотности слоев )2,1( =k . Пластинку, 

будем считать, шарнирно опертой в продольном 

направлении  по двум 0=x  и lx =  краям. В 

качестве разрешающих уравнений примем 

уравнения колебания в безразмерных переменных 

[6]. 

 

 

 

 
Рис.1. Объект исследования. 

  

Зависимости напряжений 
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ij  в точках слоев пластинки 

описываются законом Гука для каждого слоя 

)2,1( =k . Уравнения движения точек 

составляющих слоев в декартовой системе 

координат  
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где  - дифференциальный оператор Лапласа; 

 В случае плоской деформации учитывая, 

что векторы перемещений точек слоев равны 
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+= ,   ( )tzxUU kk ,,= ; 
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,, =  ,   (5) 

где j


– единичный орт оси ,Oy чтобы уравнения 

движения точек слоев пластинки приобрели вид 
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где .2222 zх +=  

 В силу теоремы Гельмгольца при 

отсутствии внутренних источников векторные 

потенциалы m


 поперечных волн должны  

удовлетворять условиям соленоидальности 

векторных полей 

0=kdiv


,      .2,1=k
 

которые в случае (2) выполняются автоматически.  

 Предполагается, что при 0t  пластинка 

находилась в покое, а в момент 0=t  к её 

граничным поверхностям прикладываются 

динамические воздействия 

при 1
2

2
h

h
z +=  

( )( ) ( )( )txFtzx i

x

i

xz ,,, = ; 

( ) ( ) ( ) ( )txFtzx i

z

i

zz ,,, = ;  

( ) ( ) 0,, =tzxi

yz .                     (7) 
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при 
2
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( ) ( ) ( )( )txFtzx i
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yz .  (8) 

 Кроме того, на поверхностях вторым слоем 

2

2h
z =  имеют места динамическиe и 

кинематические контактные условия 
( )( ) ( )( )tzxtzx zzzz ,,,, 21  = ;   

( )( ) ( )( )tzxtzx xzxz ,,,, 21  = ;  
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 Начальные условия задачи считаются 

нулевыми, т.е. при 0=t  

.0,0 =



=




==

tt

kk
kk


          (11) 

 Таким образом, при общей постановке 

задачи о нестационарных колебаниях пластинки, 

задача приводится к решению для каждого слоя 

двух уравнений – (6), при граничных (7), (8) и 

контактных – (9), (10) и нулевых начальных 

условиях – (11). 

 Для решения задачи выберем 

потенциальных функций k  и k  в виде 

приведенной работе [4]. Перемещение точки слоев 

двухслойной пластинки также опишем как в 

работе [4]. После этого эти выражения 

перемещений, приравнивая к выражениям 

потенциальных функций, приходим к новым 

неизвестным функциям, подлежащим 

определению. Используя контактные условия 

получим систему, представляющая общие 

уравнения колебания. Из полученной системы 

получим следующую систему уравнений для 

симметричных колебаний двухслойной 

пластинки. 
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ijijij CBA ,, )2,1,( =ji  - постоянные связанные 

с упругими характеристиками слоев и их 

размерами. Например, 
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Систему уравнений колебания двухслойной 

пластинки (12) приведем к безразмерному виду. 

Для этого вводим следующие безразмерные 

величины. 

l

x
x =*

,  
l

z
z =*

,  
l

h
h m

m =*
,  

l

bt
t 0* 

= ,  
0

*

b

a
a m

m = ,  
0

*

b

b
b m

m = ,  
0

*




 m

m = , 

( )
( )

l

U
U

0
0*0

0 = ,  
( )

( )

l

W
W

0
0*0

0 = ,   
l


 =*

.  (13) 

Вводя безразмерные величины (13) в (12), 

затем выполняя некоторые математические 

преобразования, получим следующую систему 

уравнений 
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Далее на основе уравнений (14) решим 

задачу о симметричных колебаниях двухслойной 

пластинки размер по оси, которой равна l. При x=0 

и x=l, т.е. граничные условия задачи, в 

соответствии с условиями крепления краев 

пластинки [7-10], имеют вид: 
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 Решения системы уравнений (14) ищутся в 

виде суммы гармонических решений по 

координате, т.е. в виде сумм тригонометрических 

функций. Такими решениями, удовлетворяющие 

граничные условия (15), будут  
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следует также представить как 
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Далее, подставляя (16) и (17) в систему 

уравнений (14) получена система уравнений 
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Начальные условия для функций ( )tU1
 и 
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          (19) 

Таким образом, исходная задача приведена к 

интегрированию системы двух обыкновенных 

дифференциальных уравнений (18) с начальными 

условиями (19). 

 

Результаты расчетов. 

Система уравнений решена численно, с 

помощью пакета прикладных программ Maple-17. 

Для расчетов приняты следующие значения 

геометрических и физико-механических 

характеристик слоев:  

ml 5.0= ; mh 004.01 = ; mh 05.02 = ; 

03.0 h= ; 33.021 == ; 

3
21 /2700 mkg==  ; PaEE 9

21 1069 == ; 

Nff zx 50)2()1( == . 
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По результатам решения системы 

дифференциальных уравнений (14), по формулам 

(16) вычислены главных частей поперечного - 
( )0*

0W  и продольного - 
( )0*

0U  продольное 

перемещения точек плоскости 
03.0 h=

срединного слоя в зависимости от координаты. 

Полученные результаты приведены на рис.2а,б. 

Затем перемещения выражены через свои же 

главные части 
( )0*

0W  и 
( )0*

0U , которые являются 

искомыми функциями системы уравнений (14), по 

следующим формулам: 
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a)  

 
b) 

Рис. 2. Графики функций 
( )0*

0W  (а) и 
( )0*

0U  (б).
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Данные формулы позволяют вычислить 

перемещения по результатам решения системы 

уравнений колебания (14). Полученные 

результаты представлены на рис.3, из которых 

следует, что характер изменения перемещений 

носит синусоидальный характер

   

 

  
a) 

 
b) 

Рис. 3. Графики поперечного 
*

0W  (а) и продольного 
*

0U  (б). перемещений точек пластинки при 

2/*

1 hz = - штриховая линия; - 3/*

1 hz =  сплошная линия.

 
 

При этом значения продольного 

перемещения на порядок выше, чем 

соответствующие значения поперечного 

перемещения. Такой результат вполне 

соответствует физической сущности задачи, так 

как рассматриваются симметричные 

(продольные) колебания пластинки. 

 

Выводы. 

Разработана теория нестационарных 

симметричных колебаний двухслойной упругой 

пластинки в плоской постановке свободной от 

гипотез и предпосылок. В частном случае, когда 

пластинка однородная, уравнения колебания (12) 

переходят в известные [9-10] уравнения колебания 

однослойной упругой пластинки; 

При симметричных колебаниях двухслойной  

пластинки появление незначительных 

поперечных перемещений, вызвано действием 

продольных внешних нагрузок 
)1(

xf , на лицевой и 

обратной сторонах пластинки. Эти перемещения 

незначительны и на порядок меньше по 

сравнению с продольными перемещениями. 

Поэтому, можно пренебречь поперечными 

перемещениями точек слоев. 
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