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ИНЖЕНЕРЛИК ИНШООТЛАРИ НАЗАРИЯСИ 
ТЕОРИЯ ИНЖЕНЕРНЫХ СООРУЖЕНИЙ 

 
УРАВНЕНИЯ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ КРУГОВОЙ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ УПРУГОЙ ОБОЛОЧКИ 
 

Ялгашев Б.Ф., Бердиев Ш.Д. - Samarqand davlat universiteti 
 

В работе на основе точных решений в преобразованиях трехмерной задачи теории упругости для круго-
вой цилиндрической упругой трехслойной оболочки разработаны уравнения крутильных колебаний такой 
оболочки. Считается, что толщины слоев в общем случае разные и из разных материалов. Исходя из пред-
положения, что между слоями имеет место жесткий контакт, сформулированы динамические и кинематиче-
ские контактные условия задачи. Из полученных уравнений колебания, в частных случаях, можно получить 
уточненные и приближенные уравнения колебания, которые в случае однородной оболочки переходят в из-
вестные уравнения колебания, разработанные другими авторами. Кроме того, полученные результаты до-
пускают частные случаи перехода в двухслойные и однородные оболочки, а также в круглый трехслойный 
стержень. 

Ключевые слова: трехслойная оболочка, напряжения, перемещения, колебания, уточненные уравнения, 
трехслойный стержень, контактные условия.  

 
Uch qatlamli doiraviy silindrik elastik qobiq buralma tebranishlari tenglamalari 

Ishda elastiklik nazariyasi uch o’lchovli masalasining integral almashtirishlardagi aniq yechimidan foydalanib 
uch qatlamli doiraviy silindrik elastic qobiq uchun buralma tebranishlar tenglamalari ishlab chiqilgan. Qatlamlar 
qalinliklari umumiy holda har xil va materiallari turlicha deb hisoblanadi. Qatlamlar jrasidagi kontakt bikrligidan 
kelib chiqqan holda dinamik va kinematik shartlar qo’yilgan. Olingan tebranishlar tenglamalaridan, xususiy 
hollarda, tebranishlar aniqlashtirilgan va taqribiy tenglamalarini keltirib chiqarish mumkin. Ana shu xususiy 
tenglamalar , agar qobiq bir jinsli bo’lsa, boshqa avtorlarning ma’lum tenglamalariga o’tadilar. 

Kalit so’zlar: uch qatlamli qobiq, kuchlanish, ko’chishlar, tebranishlar, aniqlashtirilgan tenglamalar, uch 
qatlamli sterjen, kontakt shartlar. 

 
Equations of Torsional Oscillations of a Circular Cylindrical Elastic Three-Layer Shell. 

In this work, based on exact solutions in the transformations of the three-dimensional problem of the theory of 
elasticity, equations of torsional vibrations of such a shell are developed for a circular cylindrical elastic three-layer 
shell. It is believed that the thicknesses of the layers are generally different and from different materials. Based on 
the assumption that there is hard contact between the layers, the dynamic and kinematic contact conditions of the 
problem are formulated. From the obtained equations of vibration, in particular cases, it is possible to obtain refined 
and approximate equations of vibration, which in the case of a homogeneous shell go over into the known equations 
of vibration developed by other authors.  

Keywords: three-layer shell, stresses, displacements, oscillations, refined equations, three-layer rod, contact 
conditions. 

 
1. Введение. Построение основных соотно-

шений теории оболочек заключается в приве-
дении трехмерной по пространственным коор-
динатам задачи к двумерной. С этой целью ис-
пользуют различные методы и подходы, и в 
качестве основных неизвестных функций бе-
рутся перемещения срединной поверхности 
оболочки [1]. Обыкновенно при этом применя-
ют различного рода упрощающие гипотезы и 
предпосылки механического и геометрического 
характера. Примененные при построении тео-
рии гипотезы и предпосылки вместе с упроще-
ниями приводят к существенным недостаткам и 
погрешностям [2]. Поэтому, многие исследова-
тели и в настоящее время предпринимают по-
пытки уточнения уравнений колебания и, в ча-
стности, цилиндрических оболочек и стержней 
кругового поперечного сечения [3-5]. 

При построении уточненной теории стара-
ются вывести уточненные уравнения колеба-
ний, учитывающих те или иные факторы фи-

зического, механического или геометрического 
характера. В зависимости от учитываемых фак-
торов методы вывода уравнений колебания, 
основанные на динамической теории уп-
ругости, разделяются на несколько направ-
ления [6]. Одним из них является метод ис-
пользования преобразованных точных решений 
задач линейной теории упругости, который 
развит в работах[7,8]. Существенное и успеш-
ное применение к задачам динамики цилинд-
рических оболочек и стержней кругового попе-
речного сечения этот метод получил в работах 
[9-11]. Он основан на применении интеграль-
ных преобразований по координате и времени, 
и использовании общих решений в преобразо-
ваниях трехмерных задач с последующим раз-
ложением этих решений в степенные ряды для 
приближенного удовлетворения динамических 
условий, заданных на граничных поверхностях 
рассматриваемой упругой системы [12,13]. 
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Данная работа посвящена разработке метода 
разработки уравнений колебания трехслойной 
цилиндрической оболочки, который является 
развитием метода, предложенного в [14] для 
цилиндрической оболочки. Он основан на ис-
пользовании точных решений трёхмерных ди-
намических задач для каждого слоя оболочки и 
предусматривает последующее разложение со-
ответствующих векторов перемещений и тен-
зоров напряжений всех трех слоев в степенные 
ряды по радиальной координате, а также при-
менении преобразований Фурье по координате 
и Лапласа по времени.  

2. Постановка задачи и общее ее решение. 
Рассмотрим крутильные колебания трехслой-
ной цилиндрической вязкоупругой оболочки 
кругового поперечного сечения. При этом два 
крайних слои оболочки являются несущими 
слоями из более жестких материалов, а средин-
ный слой из менее жесткого материала, он яв-
ляется заполнителем. Обозначения осей цилин-
дрической системы координат, радиусы и тол-
щины слоев представлены (на рис.1). Движения 
точек слоев оболочки, при её крутильных коле-
баниях описываются волновыми уравнениями 
[1]. 

 
Рис.1. Трехслойная цилиндрическая оболоч-

ка 
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Общие решения (2.5) для всех трех слоев 
имеют одинаковую структуру, учитывающая 
ограниченность решений при 0r  и r  
одновременно. При этом границы первого слоя 
равны .1rra  Он ограничен снизу (изнутри) 
поверхностью ,ar  который в пределе может 
стремиться к нулю, т.е. ,0a  но никак не мо-
жет превысить значения 1r , т.е. не может стре-
миться к бесконечности. 

Поэтому, при написании общего решения 
потенциальной функции первого слоя- )(~

1 r  
можно ограничиться учетом её ограниченности 
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только при 0r . Исходя из этого, общее ре-
шение (2.5) для первого слоя примет вид 

);()(~
111 rAIr   ),( 1rra    (2.8) 

где A  -постоянное интегрирования . 
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(с внешней стороны) поверхностью br  , ра-
диус которой может стремиться к бесконечно-
сти, т.е. .b  С другой стороны внутренняя 
поверхность этого слоя не может быть стянута 
к прямой, т.к. это привело бы к однородному 
стержню круглого сечения с радиусом br  . 
Поэтому, в общем решении для потенциальной 
функции второго слоя- )(~

2 r  можно ограни-
читься учетом её ограниченности только при 

.r  Исходя из этого, общее решение (2.5) 
для второго слоя, примет вид 

)();()(~
2202 brrrСКr    (2.9) 

Для срединного слоя примем общее реше-
ние (2.5) учитывая то, что наше решение при 
отсутствии двух внешних слоев, должно пере-
ходит в известное решение для однородного 
цилиндрического слоя, ограниченное при 

0r  и r т.е. 
  .),()(~

20020010 brrrКBrIBr    (2.10) 
Таким образом, число постоянных интегри-

рования подлежащих определению из контакт-
ных условий сокращается до двух A  и C . С 
учетом этого обстоятельства ограничимся 
только двумя контактными условиями равенст-
ва перемещений, которые в выражениях через 
преобразованные потенциальные функции 
принимают вид: 

при 1rr   ,~~
01 

dr
d

dr
d   

при 2rr   ,~~
20 

dr
d

dr
d   (2.11) 

3.Уравнения колебания. Подставив реше-
ния (2.8)-(2.10) в преобразованные граничные 
условия (2.7) и контактные условия (2.11) , по-
лучим 

)],,([~)]()(2[ )1(1
110

2
111

1 pkfRAaIaI
a r




  

)],,([~

)]()(2[

)2(1
2

20
2
221

2

pkfR

CbKbK
b

r







  (3.1) 

.)()()(
,)()()(

22010120102212

21010110101111

BrKBrICrK
BrKBrIArI


  

Из последних двух уравнений находим 

,
)(

)()(

1111

2101011010
rI

BrKBrIА





 
.

)(
)()(

2212

2201012010
rK

BrKBrIC



   (3.2) 

Далее введем следующие обозначения 
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соответственно 
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В выражении для крутильного перемещения 
),,(~

0 pkrv  срединного слоя разложим функции 
Бесселя )( 01 rI   и )( 01 rK  в степенные ряды по 

аргументу )( 0r . Получим 
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Здесь  )(n логарифмическая производная 
от Гамма- функции. 

Cледуя работе [6] за неизвестные величины 
примем значения перемещения и напряжения, 
вычисленных в точках некоторой “промежу-
точной” поверхности срединного слоя. Радиус 
этой поверхности определим в промежутке 

].,[ 21 rr  При 1r и 2r  данная “проме-
жуточная” поверхность переходит в контакт-
ные поверхности между заполнителем и несу-

щими слоями, а при 
2

21 rr 
  она переходит в 

срединную поверхность заполнителя. При 
21 rr   радиус промежуточной поверхности пе-

реходит в радиус контактной поверхности ме-
жду двумя несущими слоями. 
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Положим r  в выражением преобразо-
ванного перемещения (3.6) и выделим главные 
его части, считая, что они определяются как 
первые слагаемые сходящегося степенного ря-
да. Получим 
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Введем следующие обозначения 
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Выразим преобразованное перемещение 
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0 pkrv  через введенные новые функции 
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Нетрудно также выразить граничные усло-
вия (3.4) через введенные по формулам (3.7) 
главные части преобразованного перемещения 
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Здесь 
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В выражениях функций ),( 1,11 raF  и 
),( 2,22 rbF  для комбинаций Бесселевых функ-

ций, ограничиваясь в их разложениях нулевым 
и первым приближениями получим 
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Перепишем уравнения (2.1.43) в виде более 
удобном для дальнейшего использования 
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Введем функции  0
0v ,  1

0v  и операторы 
n
m по формулам 
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(3.12) 
Обратив по p  и k  условия (3.11), с уче-

том (3.12) получим 
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Полученные уравнения (3.13) являются об-
щими уравнениями крутильных колебаний кру-
говой цилиндрической упругой трехслойной 
оболочки. 

4. Обсуждение результатов. На основании 
выражений для  2,1,0 mm  (2.4) нетрудно 
получить, что введенные по формулам (3.12) 
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операторы ,n
m при обратном переходе по Фу-

рье и Лапласу, в переменных tz,  имеют сле-
дующие виды 
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Уравнения (3.13) в соответствии с формула-
ми (3.15) для операторов 

 ,...3,2,1;2,1,0  nmn
m  являются интегро-

дифференциальными уравнениями неограни-
ченного порядка [15]. Данные уравнения со-
держат в себе главные части )1(

0
)0(

0 vиv  кру-
тильного перемещения 0v точек некоторой 
“промежуточной” поверхности срединного 
слоя трехслойной цилиндрической оболочки. 

Указанная “промежуточная” поверхность 
имеет радиус, значения которого заключена в 
интервале .21 rr   В соответствии с число-
вым значением радиуса   данная “промежу-
точная” поверхность может перейти в средин-

ную при 
2

21 rr 
  и контактные между слоя-

ми поверхности оболочки при rиr .21   
Следовательно, уравнения (3.13) в зависимости 
от значений радиуса ,  могут быть уравнения-
ми колебания трехслойной цилиндрической 
оболочки относительно главных частей кру-
тильного перемещения точек срединной или 
контактных поверхностей срединного слоя. 

Уравнения (3.13), при отсутствии внешних 
слоев, являются общими уравнениями крутиль-
ных колебаний [1] круговой цилиндрической 
упругой оболочки, относительно главных час-
тей крутильного перемещения точек промежу-
точной поверхности оболочки. Полученные 
уравнения имеют, как указывалось выше, неог-
раниченный порядок по производным, и по-
этому, в своих структурах содержат производ-
ные любого порядка по продольной координате 
z и по времени t . 

Кроме того, уравнения (3.13) в своих правых 
частях правильно учитывают усилия, дейст-
вующие на внешней и внутренней поверхно-
стях трехслойной оболочки, отражают (при-
ближенно) взаимосвязь и взаимовлияние слоев 
- через срединный слой. 

5. Выводы 
- разработаны новые общие уравнения коле-

бания нестационарных крутильных колебаний 
круговой цилиндрической трехслойной обо-
лочки из упругого материала; 

-полученные уравнения допускают частные 
случаи перехода к двухслойным и однородным 
(однослойным) оболочкам и к трехслойному 
стержню кругвого поперечного сечения; 

-из общих уравнений можно получить типа 
классического и уточненного уравнений кру-
тильных колебаний оболочки, ограничиваясь 
нулевым, первым и другими приближениями в 
бесконечных суммах. 
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