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виде следующего разложения 
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где константы ,2C  ,2
cC  ,2

sC  ,1
3

cC  ,1
3

sC  ,3
3
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,3
3

sC  2C определяются из уравнения (26) путем 
приравнивания коэффицентов при одпоимен-
ных функциях, а ,'1A  '

2A  находятся затем из 
условий (22). 

 

 
Рис. 1. Безразмерные прогибы в полубесконеч-

ной балки. Применение метода расчленения НДС. 
 
Численные решение методом расчленения 

для этой задачи в сопоставлении с решением, 
полученным методом Ляпунова-Линстедта по-
казывают, уже нулевое приближение метода 
расчленения в целом удовлетворительно опи-
сывает деформированное состояние трубопро-
вода. 

Применение метода расчленения НДС по-
зволяет более точно анализировать деформиро-
вание трубопроводов, уложенных в засоленных 
грунтах, поскольку, как известно [4], в краевых 
зонах в них развиваются преимущественно ба-
лочные эффекты, а основное состояние может 
определяться на основе теории упругого коль-
ца. 
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УДК.539.3 

УРАВНЕНИЯ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ СЛОИСТЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ВЯЗКОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК И СТЕРЖНЕЙ  

 
Ялгашев Б.Ф., Исмоилов Э.А., Худойназарова Д.Х.  

Самаркандский государственный университет 
 

В работе приведены уравнения теории крутильных колебаний круговых цилиндрических слоистых обо-
лочек и стержней. Материалы слоев оболочки и стержня считаются вязкоупругими, где ядра интегральных 
операторов Больцмана-Вольтерра являются произвольными. Из приведенных общих уравнений крутильных 
колебаний трехслойной цилиндрической вязкоупругой оболочки в предельных случаях получены уравнения 
колебания двухслойной вязкоупругой оболочки, трехслойной цилиндрической оболочки с тонким заполни-
телем, трехслойной упругой оболочки и круглого вязкоупругого стержня. 

Ключевые слова. Слоистая оболочка, срединный слой, трехслойная оболочка, заполнитель, крутильные 
колебания, напряжения, деформации, крутильное перемещение.  

 
Qatlamli silindrik qovushoq-elastik qobiq va sterjenlar buralma tebranishlari tenglamalari 

Ishda qatlamli silindrik qovushoq-elastik qobiq va sterjenlar buralma tebranishlari tenglamalari keltirilgan. 
Qobiq va sterjenlar qatlamlari materiallari qovushoq-elastik deb hisoblanadi. Bunda Boltsnan-Volterra integral 
operatolarining yadrolari ixtiyoriy olingan. Uch qatlamli silindrik qovushoq-elastik qobiqning keltirilgan buralma 
tebranish tenglamalaridan, limitik hollarda, ikki qatlamli qovushoq-elastik qobiqning, yupqa o’rta qatlamli uch 
qatlamli qovushoq-elastik qobiqning, uch qatlamli elastic qobiq va doiraviy qovushoq-elastik sterjenlarning buralma 
tebranish tenglamalari keltirib chiqarilgan. 

Kalit so’zlar. Qatlamli qobiq, o’rta qatlam, uch qatlamli qobiq, to’ldiruvchi, buralma tebranishlar, kuchlanish, 
deformatsiya, buralma ko’chish.  

Equations of torsional vibrations of layered cylindrical viscoelastic shells and rods. 
The paper presents the equations of the theory of torsional vibrations of circular cylindrical layered shells and 
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rods. The materials of the shell and rod layers are considered viscoelastic, where the kernels of the Bolsmann-
Volterra integral operators are arbitrary. From the above general equations of torsional vibrations of a three-layer 
cylindrical viscoelastic shell in limiting cases, the equations of oscillation of a two-layer viscoelastic shell, a three-
layer cylindrical shell with a thin filler, a three-layer elastic shell and a round viscoelastic rod are obtained 

Keywords. Laminate, middle layer, three-layer shell, filler, torsional vibrations, stresses, strains, torsional 
displacement. 

 

Введение. Решение прикладных задач ди-
намики слоистых цилиндрических оболочек 
основывается на известные Кирхгоффа-Лява, 
Германна-Мирски и другие уточненные теории 
колебания [1-2]. Указанные теории разработа-
ны для однослойных, однородных оболочек [3-
4], и поэтому, применение их для исследования 
динамики слоистых элементов конструкций 
сопровождаются с определенными трудностя-
ми математического характера и обеспечения 
выполнения условий контакта между слоями 
[5-6]. Поэтому, в последние несколько десяти-
летия стали разрабатывать теории колебания 
слоистых элементов конструкций [7-8]. Коли-
чество работ, посвященных разработке новых 
теорий колебания конструкционных элементов, 
с учетом различных реологических, темпера-
турных, анизотропных и других свойств мате-
риалов составляет большое число Несмотря на 
это и в настоящее время продолжается изуче-
ние нестационарных колебаний таких элемен-
тов на основе новых теорий и уравнений коле-
бания [9-11].  

Настоящая статья посвящена изучению 
уравнений нестационарных крутильных коле-
баний слоистых круговых цилиндрических вяз-
коупругих и упругих оболочек и стержней, вы-
текающих из общих уравнений колебания трех-
слойной вязкоупругой оболочки, как предель-
ные случаи. 

Полученные в работе [8] уравнения кру-
тильных колебаний трехслойной круговой ци-
линдрической упругой оболочки легко может 
быть обобщены на случай вязкоупругой обо-
лочки. В этом случае уравнения крутильных 
колебаний трехслойной цилиндрической вязко-
упругой оболочки имеют вид 
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m  – коэффициенты Ламе материалов слоев, 
 mK – ядра интегральных операторов. При 

этом предполагается, что вязкоупругие опера-
торы mR  – обратимы, а их ядра  mK  – 
произвольные. 

Уравнения (1) в соответствии с формулами 
(2) и (3) для операторов 
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 а при 
2

21 rr 
  она переходит в срединную 

поверхность заполнителя. При 21 rr   отсутст-
вует срединный слой и радиус промежуточной 
поверхности   в этом случае переходит в ра-
диус контактной поверхности между несущими 
слоями. 

 

 
Рис.1. Трехслойная цилиндрическая оболоч-

ка 
 
Как видно, эти уравнения являются общими. 

Из них можно получить различные предельные 
случаи и частные виды, которые могли бы быть 
примененными для решения прикладных задач 
о нестационарных крутильных колебаниях 
слоистых оболочек и стержней, находящихся 
под воздействием динамических нагрузок.  

10.Уравнения крутильных колебаний двух-
слойной вязкоупругой оболочки. При 1ra   
трехслойная цилиндрическая оболочка перехо-
дит в двухслойную оболочку (рис.1). Промежу-
точная поверхность оболочки радиуса , опре-
деляемый по формуле (4), переходит в проме-
жуточную поверхность внутреннего слоя обо-
лочки. В этом случае следует считать, что 
функция внешнего напряжения ),()1( tzFr  дейст-

вует на поверхности 1rr  , а оператор .01   
Тогда из системы уравнений (1) получим сле-
дующую систему уравнений двухслойной ци-
линдрической вязкоупругой оболочки 
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В полученной системе уравнений основны-

ми неизвестными являются главные части кру-
тильного перемещения промежуточной по-
верхности внутреннего слоя.  

Аналогично можно получить систему урав-
нений крутильных колеба-ний двухслойной 
цилиндрической вязкоупругой оболочки, где 
основными неизвестными будут являться глав-

ные части крутильного перемещения промежу-
точной поверхности внешнего слоя оболочки. 
Для этого достаточно предположить, что отсут-
ствует внешний слой. В этом случае br 2  и 
система уравнений (1) запишется как 
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Если же внутренний и внешний слои цилин-

дрической оболочки отсутствуют, т.е. оболочка 
является однородной (однослойной), тогда в 
общих уравнениях (1) следует положить 1ra   
и .2rb   Будем иметь систему уравнений  
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В уравнениях (5)-(7) интегро-дифферен-

циальные операторы )( ijk rC  )2,1;2,1,(  ikj  
находятся по формулам (2). Заметим, что полу-
ченная система уравнений крутильных колеба-
ний цилиндрической однородной оболочки (7) 
в точности совпадает с системой уравнений, 
выведенной в работе [1].  

20. Общие уравнения крутильных колебаний 
трехслойной цилиндрической оболочки с тон-
ким заполнителем. По принятой классифика-
ции [3,5] цилиндрическая оболочка считается 
тонкой, если толщина ее стенок меньше одной 
десятой части радиуса срединной поверхности, 
т.е. если h/ < 0,1. В том случае, когда  явля-
ется радиусом срединной поверхности запол-
нителя, постоянное  должно принимать значе-
ние  
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а толщина стенки заполнителя равна r1. То-

гда 
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h

, откуда 
19
2

 ,    т.е. фак-

тически малый параметр  можно считать 
меньшим того же отношения 0,1 . В этом слу-
чае 

09524,0lnln 1 

r  и 005,1lnln 2 


r

 
(8) 

Для более тонких заполнителей, которые 
применяются на практике, малый параметр  
будет еще меньше и соотношения (8) выпол-
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няются более точно. Отметим, что использова-
ние выражений (8) для тонких слоев намного 
упрощает уравнения колебания, по сравнению с 
уравнением (1) для «толстых» заполнителей. 

Если   112 rr , где  > 0 – малый пара-
метр удовлетворяет соотношениям (8), то сре-
динный слой оболочки является тонким (на-
пример, тонкий слой эпоксидного клея, обычно 
наносимого между слоями). В этом случае ве-
личины  /ln ir  можно полагать равными ну-
лю. Тогда выражение (3) для  irn,2  упроща-
ется и принимает вид  
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Следовательно, уравнениями крутильных 
колебаний трехслойной цилиндрической обо-
лочки с тонким срединным слоем являются 
также уравнения (1), но с другим значением для 

 irn,2 , определяемой формулой (9). 
30.Уравнения крутильных колебаний трех-

слойной упругой оболочки. 
Из системы уравнений (1) в частном случае, 

если материалы слоев являются упругими, то-
гда в выражениях вязкоупругих операторов бу-
дут иметь места равенства 0)()(   tKtK mm , 
и следовательно, будем иметь 

., mmmm RR    Тогда заменой инте-
гральных операторов 1R  и 2R  соответствен-

но, на коэффициенты Ламэ 1  и 2 , получим 
систему уравнений 
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При этом интегро-диференциальные опера-

торы )(n
m , определяемые по формулам 

(2.1.52) переходят в следующие дифференци-
альные операторы 
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где mb , ( 2,1,0m ) – скорости распростра-
нения поперечных волн в материалах слоев.  

Таким образом, система уравнений (10), с 
учетом (11), являются общими уравнениями 

крутильных колебаний трехслойной цилиндри-
ческой упругой оболочки. В частных случаях, 
из уравнений (10) легко получить уравнения 
двухслойной упругой оболочки и трехслойной 
упругой оболочки с тонким срединным слоем 
наподобие рассмотренных выше предельных 
случаев 10 и 20. 

40. Уравнения крутильных колебаний вязко-
упругого стержня. Рассмотрим ещё один пре-
дельный случай, следующий из полученных 
результатов, крутильные колебания однородно-
го круглого стержня. Допустим, что оболочка 
является однородной. Тогда уравнения ее кру-
тильных колебаний описываются системой 
уравнений (7). В случае, когда 01 r  однород-
ная цилиндрическая оболочка переходит в 
круглый стержень радиуса 2r . Равенства нулю 
внутреннего радиуса однородной оболочки на 
основании (4) влечет за собой равенства нулю 
радиуса промежуточной поверхности оболоч-
ки, т.е. .0  Следовательно, в этом случае 
промежуточная поверхность оболочки перехо-
дит в осевую линию стержня. Поэтому, функ-
цию внешних воздействий  tzF ,)1(

2  следует 
считать равной нулю. Тогда первое уравнение 
системы (7) выполняется тождественно. Оста-
ется только второе уравнение относительно 
искомой функции )0(

0v . С учетом указанных 
выше факторов, уравнение крутильных колеба-
ний круглого вязкоупругого стержня радиуса 

2r , следующий из (7), имеет вид 
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или в развернутом виде получим уравнение  
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где )0(
0v -главная часть крутильного переме-

щения осевой линии стержня.  
В упругом случае, полагая 00  R  и огра-

ничиваясь нулевым, первым и другими при-
ближениями в бесконечной сумме (12) можно 
получить известные уравнения крутильных ко-
лебаний круглого стержня: классическое, уточ-
ненное и другие. 

Кроме выше приведенных четырех предель-
ных случаев могут быть еще получены уравне-
ния крутильных колебаний трехслойных ци-
линдрических упругих или вязкоупругих обо-
лочек и стержней. Другими словами могут 
быть еще следующие предельные случаи: 

1) Срединный слой– упругий, несущие 
слои–вязкоупругие, т.е. 

  .0; 000   tKR . 
2) Срединный слой–вязкоупругий, несущие 

слои–упругие, т.е. 



 Проблемы архитектуры и строительства 2020, №2 

163 

  ,0; 111   tKR    .0; 222   tKR  
Аналогичные предельные случаи можно по-

лучить и для уравнений двухслойных оболочек 
и круглого однородного вязкоупругого стерж-
ня. 
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ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 

 ПЛАСТА ПО «ТОЧНОЙ СХЕМЕ». 
 

Ёрбеков Я.Ё., Каримов А.А. 
Самаркандский архитектурно-строительный институт 

 
Часто исследавание пласты при термическом воздействии представляет значительный теоритический и 

практический интерес. Как правило при проведении исследовательских работ физические и математические 
модели[1,2]. Достаточно точные математические модели требует разработку алгоритмы численного реше-
ния задач математической модели. 

 
Often, the study of formations during thermal exposure is of considerable theoretical and practical interest. As a 

rule, when conducting research, physical and mathematical models [1,2]. Rather accurate mathematical models 
require the development of numerical algorithms for solving problems of a mathematical model. 

 
Ko'pincha issiqlik ta'sirida hosil bo'lishlarni o'rganish katta nazariy va amaliy qiziqish uyg'otadi. Qoidalar 

asosida, tadqiqotlar o'tkazishda fizik-matematik modellar muhim o’rin tutadi[1,2]. To'g'ri matematik modellar 
matematik model muammolarini hal qilish uchun raqamli algoritmlarni ishlab chiqishni taqoza qiladi. 

 
Для оценки погрешности вносимосьти за 

счет предположения о бесконечности большое 
теплопроводности в пласте в вертикальном на-
правлении исследуем температурное поле по 
точное схемы. Физические очевидно, что если 
конвективный перенос тепло вдоль пласт про-
исходит интенсивное чем перенос тепло во  
внешних к нему породах в горизон-тальном 
направление, то принятие  допущения о беско-
нечности большое теплопроводности пласта в 
вертикальном направлении к заме расчетной 
температуры пласта. Это погрешность опреде-
ляется путем сопоставления численном резуль-
татом вычисленных по приближенным поста-
новлении с «точной схеме» расчета. При оцен-

ке точности численного решения во всех слу-
чайных используется метод балансовых соот-
ношений. 

В точной схеме введем новое безразмерные 
переменные, 

 = ln
0r
r

, z = r0.η 

Тогда система уравнений (исходные) запи-
шется в более удобном виде. 



 Проблемы архитектуры и строительства 2020, №2 

185 

ҚУРИЛИШ ЭКОНОМИКАСИ ВА УНИ БОШҚАРИШ 
ЭКОНОМИКА И УПРАВЛЕНИЕ СТРОИТЕЛЬСТВОМ 

Асаул А.Н., Икрамов М.А., Буриев Х.Т. Что мешает субъектам предпринимательства инвестиро-
вать в инновации? ............................................................................................................................................... 81 

Рахматуллаев М., Тураев Э. Организация международных перевозок грузов на наземных транс-
портых средствах ................................................................................................................................................ 86 

Буриев Х.Т., Суюнова Я.М., Рахмонова Ф.М. Мухандислик коммуникациялар тармоғи қурилишида 
маҳсулот сифатини бошқариш тизими. ............................................................................................................................. 89 

Ganiyeva F. S., Turayeva M. X. Молия тизимини ривожлантиршда турар-жой кўчмас мулкни 
баҳолашни ўзига хос хусусиятлари.................................................................................................................... 91 

Рахматуллаев М., Тоғаев Х., Правовые основы и виды международных перевозок грузов и пасса-
жиров в условиях инновационной экономики ................................................................................................... 94 

Karimov A.A., Elmuradov B.E. Qurilish korxonalarida boshqariladigan ma'lumotlar bazalari bilan ishlash 
jarayonida muammolar, qulayliklar va tavsiyalar. .................................................................................................. 96 

Абдусаматов Б.Қ., Каржавов З. К. Корпоратив бошқарувнинг иқтисодий ривожланишдаги ўрни ........ 98 
Абдукадырова Х. А., Гиясова З. Х. Макроэкономический обзор и анализ инвестиционно-

строительной деятельности Республики Узбекистан ...................................................................................... 101 
Ахмедов З.С. Транспорт логистикаси соҳасида юк ташишни бошқаришни инновацион механизмла-

рини такомиллаштириш ................................................................................................................................... 103 
Пардабаева С. Т., Раҳимов Қ.Э. Қурилиш ишлаб чиқариш корхоналарининг бошқарув самарадор-

лигини ошириш йўллари .................................................................................................................................. 105 
Рахматуллаев М., Тоғаев Х.  Логистическая система ипринципы формирования развития термина-

лов при организации перевозки грузов на международных маршрутах ......................................................... 109 
Худайбердиев А, Ачилдиев Р., Хайдаров Ш, Акрамова Х. Экономическая эффективность реали-

заций предложения по совершенствованию улично-дорожной сети города Самарканда .............................. 112 
Абдукадырова Х. А., Диярова М. И. Оценка стоимости акций строительно-монтажной организа-

ции .................................................................................................................................................................... 116 
Akhrorova S.T. Features of the improvement of the comparative approach to business valuation ................................ 117 
Ganiyeva F., S., Raimov M. Ўзбекистон республикасида банк секторини ривожлантиришда кўчмас мулкни 

гаров мақсадида баҳолаш асослари .................................................................................................................................. 121 
Бердикулов А.М., Сиддиков М.Ю. Корхонани реструктуризациялашнинг концептуал модели ...........124 
Юсупов Ж.М. Йўл характеристикаси ва ўлчамлари, элементларини комплекс кўрсатгичи ва ҳолатини  

баҳолаш тартиби ва услуби .............................................................................................................................................. 127 
Мухаммадиев У.А., Жуманов Ш.Н.  Формирование профиля должности на основе стретегических 

и текущих целей организации .......................................................................................................................... 128 
Rayimov M., Ganiyeva F.  Ишлаб чиқариш ҳусусиятидаги кўчмас мулк объектларини баҳолаш 

(“APITEKS” ишлаб чиқариш корхонаси мисолида) ....................................................................................................... 130 
Бахрамов У., Абдиганиева Г. Разработка концепци и методики реализации экономико-статистической 

модели трубопроводной системы .................................................................................................................................... 134 

ИНЖЕНЕРЛИК ИНШООТЛАР НАЗАРИЯСИ 
ТЕОРИЯ ИНЖЕНЕРНЫХ СООРУЖЕНИЙ 

Ялгашев Б.Ф., Бердиев Ш.Д. Уравнения крутильных колебаний трехслойной круговой цилиндри-
ческой упругой оболочки ................................................................................................................................. 138 

Хикматова Р.А., Юлдашев С.А., Исломов Ё.А. Автомобиль ҳаракатини ўрганишда дифференциал 
тенгламаларнинг ўрни  ..................................................................................................................................... 143 

Файзиев Ш.Ш. Зависимости рефракции от колебаний угла прихода светового потока.......................... 145 
Каххоров А.К., Кубаймуродов Д.И., Исмайилов К. Эллипс контурли пластинка устуворлиги ........... 147 
Акилов Ж., Джаббаров М.С., Мардонов Б.А. .Математическое моделирование давления на плун-

жер при эксплуатации нефтяных  скважин с глубинными насосами .............................................................. 149 
Худойназаров Х., Яхшибоев Ш.Р. Поперечные гармонические колебания трехслойной  пластинки ... 151 
Остонов Т.К., Гадаев А.Б. Расчет ветвей трубопроводов при учете нелинейности упругого основа-

ния..................................................................................................................................................................... 156 
Ялгашев Б.Ф., Исмоилов Э.А., Худойназарова Д.Х. Уравнения крутильных колебаний слоистых 

цилиндрических вязкоупругих оболочек и стержней  ..................................................................................... 159 
Ёрбеков Я.Ё., Каримов А.А. Численный алгоритм расчета температурного поля  пласта по «точной 

схеме». .............................................................................................................................................................. 163 
Akhmadiyorov U.S. Calculation algorithm development of a new constructive solution and models for 

calculating double-below hanging coatings of ring design ................................................................................... 164 
Рахимов О. Zamonaviy inshootlarni elektr, isitish-sovutish energiyasi va suv bilan ta’minlash 

qurilmalarida ishlatiladigan n-InP yarimo’tkazgichlarning sifatini aniqlash .......................................................... 166 

ҚУРИЛИШДА ТАЪЛИМ 

Aynaqulov M. A. Qurilishda zamonaviy menejer va uning kreativ ta’limi ..................................................... 169 
Мухитинов А.Б., Мухитинов А.А. Инновации в образовании курса инжиниринга графика в непре-

рывном образовании......................................................................................................................................... 171 


