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1-mavzu:
To' plamlar ustida amallar, akslantirish. Quvvat tushunchasi.

1-To plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqgigiy sonlar
to' plami, tekislikdagi ko' pburchaklar to'plami, ratsional koeffitsiyentli ko*phadlar
to' plami va hokazo. To' plam tushunchasi matematikada tayanch tushunchalardan
bo‘lib, unga ta'rif berilmaydi. «To'plam» so‘zining sinonimlari sifatida
«ob’ ektlar mamuasi»  yoki «elementlar majmuasi» so‘'z birikmalaridan
foydalaniladi.

To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o'ringa
ega. Biz uning ayrim xossalarini o' rganish bilan cheklanamiz.

To' plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B,L_, ularning elementlarini
esa kichik - a,b,L_ harflar bilan belgilaymiz. «<a element A to'plamga tegishli»
iborasi «al A» shaklda yoziladi. «al/ A» yozuv esa a element A to‘plamga
tegishli emasligini bildiradi. Agar A to‘plamning barcha elementlari B
to' plamning ham elementlari bo‘lsa, u holda A to'plam B to'plamning gismi deb
ataladi va Al B ko'rinishda yoziladi. Masalan, natural sonlar to'plami hagigiy
sonlar to* plamining gismi bo'ladi. Agar A va B to'plamlar bir xil elementlardan
tashkil topgan bo'lsa, u holda ular teng to'plamlar deyiladi va A=B shaklda
belgilanadi. Ko'pincha, to‘plamlarning tengligini isbotlashda Al B va Bl A
munosabatlarning bajarilishi ko'rsatiladi ([1] ga garang). Ba zida birorta ham
elementi mavjud bo'lmagan to'plamlarni garashga to'g'ri keladi. Masalan,
x> +1=0 tenglamaning hagigiy yechimlari to‘plami, 2£ x <2 qo‘sh tengsizlikni
ganoatlantiruvchi hagigiy sonlar to'plami va hokazo. Bunday to‘plamlar uchun
maxsus  «bo‘sh to'plam»  nomi berilgan va uni belgalashda I simvoldan
foydalaniladi. Ma lumki, har ganday to‘plam bo‘sh to* plamni o' zida saglaydi va
har ganday to‘'plam o‘zining gismi sifatida garalishi mumkin. To'plamlarning
bo‘sh to’ plamdan va o' zidan fargli barcha gism to'plamlari xos gism to* plamlar
deb ataladi.

1.1. To'plamlar ustida amallar. Ixtiyoriy tabiatli A va B to'plamlar
berilgan bo'Isin. Agar C to‘plam fagatgina A va B to* plamlarning elementlaridan
iborat bo‘lsa, u holda C to‘plam A va B to'plamlarning vyig'indisi  yoKi
birlashmasi deyiladi va C = AU B shaklda belgilanadi (1.1-chizmaga garang).

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi A, to'plamlarning yig'indisi ham
shunga o‘xshash aniglanadi: A, to'plamlarning kamida biriga tegishli bo'lgan
barcha elementlar to‘ plami bu to* plamlarning yig'indisi deyiladi va bu munosabat
UA, - shaklda belgilanadi.

Endi A va B to'plamlar kesishmasini ta'riflaymiz. A va B to* plamlarning
umumiy elementlaridan tashkil topgan to’ plam ularning kesishmasi deyiladi (1.2-
chizmaga garang) va A I B shaklda belgilanadi.



1.1 - chizma 1.2-chizmaC=AlB
Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning kesishmasi -1 A

deb A, to'plamlarning barchasiga tegishli bo'Igan elementlar to’ plami tushuniladi.

To'plamlar yig'indisi va kesishmasi aniglanishiga ko‘ra kommutativ va

assotsiativdir, ya ni
AUB=BUA, (AUB)UC=AU(BUC),
A1 B=BIA, (AIB)IC=AI1I(BIC).

Bundan tashqari, ular o zaro distributivlik gonunlari bilan bog‘ langan
(AUB)IC=(AIC)U(B1C), (1.2)
(AIB)UC=(AUC) I (BUC). (1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bo‘lmaganligi uchun ularni
0‘ quvchiga havola gilamiz.

Endi A va B to'plamlar ayirmasini ta'riflaymiz. A va B to'plamlar
ayirmasi deb A to'plamning B to'plamga tegishli bo'lmagan barcha
elementlaridan iborat to'plamga aytiladi va A\B shaklda belgilanadi (1.3-
chizmaga garang).

Bazan (masalan o'lchovlar nazariyasida)), A va B to‘plamlarning
simmetrik ayirmasi tushunchasini kiritish magsadga muvofig bo'ladi. A\B va
B\ A to'plamlarning birlashmasidan iborat to'plamga A va B to'plamlarning
simmetrik ayirmasi deyiladi va ADB shaklda belgilanadi, yani
ADB = (A\B) U (B\ A) (1.4-chizmaga garang).

Ko'p hollarda gandaydir universal E to‘ plamning gism to* plamlari garaladi.
Masalan, tekislikdagi barcha to‘plamlar. Bu holda E\ A ayirma A to‘plamning
to‘ldiruvchi to'plami deyiladi va AC yoki CA shaklda belgilanadi (1.5-chizmaga
garang).
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1.3 —chizma C=A\B. 1.4 — chizma C=ADB. 1.5 — chizma

To'plamlar nazariyasi va uning tadbiglarida muhim o‘rin tutadigan va
ikkilik prinsipi deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:
1.1. Yig‘'indining to‘ldiruvchisi to*ldiruvchilar kesishmasiga teng:



E\UA = I(E\A). (13)

1.2. Kesishmaning to'ldiruvchisi to‘ldiruvchilar yig'indisiga teng:

E\l% U(E\Ag) (14)

Ikkilik prinsipi shundan |boratk| |xt|yor|y tenglikdan, agar bu tenglik
gandaydir universal E to*plamning gism to‘ plamlari ustida bo‘Isa, ikkinchi ikkilik
tenglikka o‘tish mimkin, buning uchun barcha garalayotgan to‘plamlar ularning
to’ Idiruvchilari  bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi -
kesishma bilan almashtiriladi.

Biz (1.3) tenglikning isbotini Kkeltiramiz. (1.4) tenglik shunga o'xshash
isbotlanadi.

| shot. Ixtiyoriy x1 E\UAC1 elementni olamiz, bu yerdan xI E va x| UAﬂ

ekanligi kelib chigadi. Bundan ixtiyoriy a uchun x ning A, to'plamga teglshll
emasligiga kelamiz. Demak, x element A, to‘plamlarning to'ldiruvchilarida
yotadi. Shunday qilib, ixtiyoriy a uchun x1 E\ A munosabat o'rinli, bundan
biz xI J(E\A,) gaegabo'lamiz. Buesa

E\UA T 1(E\A) (15)

munosabatni  keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
x1 1(E\A,) bo'lsa, uholdabarcha a larda xI E\ A bo'ladi va x element A

to' plamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa x/ UA, ekanligini bildiradi.
Demak, xI E\ A, ekan. Bundan biz

E\UA E 1(E\A) (1.6)
munosabatga kelamiz. (1.5) va (1. 6) munosabatlar (1.3) tenglikni isbotlaydi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
(1.4) tenglikni isbotlang.
ADB = (AU B)\ (Al B) tenglikni isbotlang.
(E\ A)D(E\ B) = ADB tenglikni isbotlang, bu yerda Al E, Bl E.
(AUB)D(CUD)I (ADC)U (BDD) munosabatni isbotlang.
Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun Al BU (ADB) munosabatni isbotlang.
Agar A va A to'plamlar kesishmasa, B 1B,I (ADB)U(ADB,)
munosabatni isbotlang.
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2-. Akdlantirishlar. To'plamlar ni sinflarga ajratish

2.1. Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma lumki, matematik
analizda funksiya tushunchasi quyidagicha ta'riflanadi: X sonlar o'qgidagi biror



to‘ plam bo'Isin. Agar har bir xI X songa f goida bo‘yichaaniq bir y= f(x) son
mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X to'plamda f funksiya aniglangan deyiladi.
Bunda X to‘plam f funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi, bu funksiya gabul
giladigan barcha giymatlardan tashkil bo‘lgan E(f) to'plam f funksiyaning
giymatlar sohasi deyiladi, yani E(f)={y:y= f(x), xI X}.

Agar sonli to'plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘ plamlar garalsa, u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, yani akslantirish tarifiga kelamiz. Bizga

ixtiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan bo'lsin. Agar har bir xi X elementga biror
f goida bo'yicha Y to'plamdan yagona y element mos qo'yilsa, u holda X
to'plamda aniglangan Y to'plamdan giymatlar gabul qgiluvchi f akdlantirish
berilgan deyiladi. Bundan keyin ixtiyoriy tabiatli to'plamlar bilan ish ko‘ramiz
(shu jumladan sonli to'plamlar bilan ham), shuning uchun ko'pgina hollarda
funksiya termini o'rniga akslantirish atamasini ishlatamiz.

X to'plamda aniglangan va Y to'plamdan giymatlar gabul qiluvchi f
akslantirish uchun f: X ® Y belgilashdan foydalaniladi. Biz asosan quyidagi
belgilashlardan foydalanamiz. N- natural sonlar to'plami, Z- butun sonlar
to'plami, Q- ratsional sonlar to'plami, R- hagiqgiy sonlar to'plami. R =[0,¥),
Z,={0} UN hamda R" sifatida n- o'chamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Endi f: X ® Y akslantirishga misollar keltiramiz.

21. f:R® R, f(x)=x.

22. 0:R® R, g(x)=[x]. Buyerda[x] belgi x sonining butun gismi.

2.3. Dirixle funksiyasi D:R® R,
i1, agar xI Q,

D(X) = | "
10, agar x|l R\Q.
2.4. Riman funksiyasi R:R® R,
}1 _mx ,
R(x)=1|[ﬁ’ agar x—ﬁl Q qgisgarmas kasr
§0, agar xI R\Q.

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P: R* ® R, P(Xx,y) = x.

2.6. Sferik akslantirish S:R* ® R, S(X,X,,X;) = X* + X2 + X2,

Yuqgorida, 2.1-2.6 misollarda keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar
sohalarini toping.

Yechish. 2.1-misolda keltirilgan f:R® R akslantirishlarning giymatlar

sohasi E(f)=[0,¥) dan iborat. Chunki barcha xi R lar uchun x*3 0 va
ixtiyoriy yI [0,¥) uchun f(\/§) =y tenglik o'rinli.

2.2-misolda keltirilgan g:R® R, g(x)=[x] akslantirishlarning giymatlar
sohasi, aniglanishiga ko'ra E(g) =Z dan iborat.

Dirixle funksiyasi D:R® R ning giymatlar sohasi, aniglanishiga ko‘ra
E(D) ={0;1} ikki nuqgtali to‘ plamdan iborat.



Riman funksiyasi R: R® R ning giymatlar sohasi,

ER) =}oiL T 5Lty
123 )

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P:R*® R, P(X,y)=X ning
giymatlar sohasi, E(P) = R dan iborat.

Sferik akslantirish S: R*® R, S(x,,X,,X,) = X2 + X5 + X ning giymatlar
sohasi, E(S) = R, dan iborat.

Endi f: X ® Y akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz.

Har bir al X uchun unga mos qo‘'yilgan b=f(a)T Y element a
elementning f akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
to' plamning biror A gismi berilgan bo'lsa, A to'plam barcha elementlarining Y
dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam A to'plamning f akslantirishdagi tasviri
yoki aksi deyiladi va f (A) simvol bilan belgilanadi. Endi bl Y ixtiyoriy element
bo'lsin. X to‘plamning b ga akslanuvchi barcha elementlaridan iborat gismi b
elementning f akslantirishda asli deyiladi va f *(b) simvol bilan belgilanadi. O*z
navbatida har bir B1 Y to‘plam uchun X ning B ga o' tuvchi (akslanuvchi) gismi
B to'plamning f akslantirishdagi asli deyiladi va f *(B)={xI X:f(x)1 B}
shaklda belgilanadi. Umuman olganda, Y to'plam sifatida f akslantirishning
giymatlar sohasini o‘zida saglovchi to‘plam garaladi. Agar barcha bi B
elementlar uchun ularning f *(b) aslilari bo‘sh bo'lsa, u holda B to‘ plamning asli

ham bo’ sh to* plam bo' ladi.
2.7. 2.1 va 2.2 akslantirishlarda A=[0;3) to'plamning tasviri va B =(1;4)

to’ plamning aslini toping.

Yechish. f akslantirish [0;¥) da o'suvchi va uzluksiz funksiya bo'Iganligi
uchun f([0;3)) =[0;9) bo'ladi. g([0;3)) esa [0;3) dagi butun sonlardan, ya' ni
9([0;3)) ={0;1;2} dan iborat. Endi B=(1;4) to'plamning aslini topamiz:
f(B)=(-2-)U(L;2), g'(B)=[24).

2.8. 2.3 va 2.4 akslantirishlarda A=R\Q to'plamning tasviri va B = (1;¥)
to’ plamning aslini toping.

Yechish. D va R akdlantirishlar R\ Q to'plamning barcha elementlariga
nolni mos qo‘yadi, shuning uchun D(R\Q) = R(R\Q) ={0}. Dirixle va Riman
funksiyalarining 1 dan katta qiymatlari mavjud emas, shuning uchun
D*(B)=R*(B) =11

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz.  Aniglanish sohass X bo‘lgan
f:X®Y akdantirishda f(X)=Y tenglik bajarilsa, f akdantirish X
to'plamni Y to' plgmning ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umumiy
holda, yani f(X)I| Y bo'lsa, uholda f akslantirish X to‘plamni Y to'plamning
ichiga akslantiradi deyiladi.



Agar f:X®Y aksantirishda X dan olingan har xil x va X
elementlarga har xil y,= f(x) va y,= f(x,) tasvirlar mos kelsa, u holda f
inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqgtda ham syuryektiv ham
inyektiv bo'lgan f : X ® Y akslantirish biyeksiya deyiladi.

29. f:R® R, f(x)=ax+b, at 0 aksantirishning biyeksiya ekanligini
isbotlang.

Yechish. Chizigli f:R® R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko rsatish
uchun ixtiyoriy ¢l R da ax+b = c tenglamaning yagona yechimga ega ekanligini
ko‘rsatish  yetarli. Yechimning mavjudligi f:R® R akslantirishning
syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta minlaydi. Bu

tenglamaning yechimi yagona bo'lib u x = c-b dir. D
a

2.10. Agar f:X ® Y biyektiv akslantirish bo'Isa, u holda ixtiyoriy Al X
uchun f: A® B (B = f(A)) ham biyeksiyabo'lishini isbotlang.

Yechish. f(A)=B ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib
chigadi, inyektivligi esa f : X ® Y ning inyektivligidan kelib chigadi. D

2.1-teorema. |kki to‘plam birlashmasining asli ular aslilarining
birlashmasiga teng, ya’' ni

f*(AUB)=f (AU f (B). (2.1)
Quyida biz yana shunga o'xshash ikkita teorema keltiramiz. Uchala

teoremaning isbot sxemasi ikki C va D to'plamlarning tengligini ko‘rsatishda
foydalaniladigan C1 D va DI C munosabatlarga asoslangan.

Isbot. Avytaylik, xI f'(AUB) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda
f(x)T AUB, yani f(x)T A yoki f(x)T B. Bu holda x element f *(A) yoki
f*(B) to'plamlarning kamida biriga tegishli bo‘ladi, yani xI f*(A)U f *(B).
Bundan f *(AUB)I f*(A)U f*(B) munosabat kelib chigadi. Endi teskari
munosabatni ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, xI f*(A)U f *(B) ixtiyoriy element
bo'lsin, u holda x element f*(A) yoki f *(B) to'plamlarning kamida biriga
tegishli bo‘ladi, yani f(x) A yoki B to'plamlarning kamida biriga tegishli,
shunday ekan, f(x)T AUB. Bu yerdan xI f *(AUB) ekanligi va natijada
f (AU fB)I f*(AUB) munosabat kelib chigadi. Demak, (2.1) tenglik
orinli. D

2.2-teorema. To'plamlar  kesishmasining asli ular adlilarining
kesishmasiga teng, ya’ ni

fY(AIB)=f (A1 fB). (2.2)

Isbot. Agar xI f *(Al B) ixtiyoriy element bo'lsa, u holda f (x)T Al B,
yani f(x)T A va f(x)1 B, shunday ekan, xI f*(A) va xI f*B), yani
xI £ 5(A) 1 f(B). Demak, f*(AIB)I f (A1 f*B).



Endi xI f*(A)1f*B) bolsin, u holda xi f*(A) va xI f*B).
Bundan f(x)I A va f(x)I B gayoki f(x)I Al B ga ega bo'lamiz. Demak,
xI £ %(AIB). Bu yerdan f*(A)1f*B)I f*(Al1B) munosabat kelib
chigadi. Bu munosabatlar (2.2) tenglikni isbotlaydi. D

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to* plamlar birlashmasi va kesishmasi
uchun ham 2.1 va 2.2-teoremalar o'rinli, ya' ni

fEUAZ=UT(A), TEIAS=1TA).
€a O a €a O a

2.3-teorema. Ikki to‘plam birlashmasining tasviri ular tasvirlarining

birlashmasiga teng
f(AUB)=f (AU f(B). (2.3)

Isbot. Agar yi f (AU B) ixtiyoriy element bo‘Isa, u holda y = f (x) bo'lib,
x element A va B to'plamlardan agalli biriga tegishli bo'ladi. Shunday ekan,
yl f(A)U f(B). Buyerdan f(AUB)I f(A)U f(B).

Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, yT f(A)U f(B)
ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda y= f(x) bo'lib, x element A va B
to'plamlardan agalli birortasiga tegishli bo'ladi, yani xI AUB. Bundan,
y=f(x)I f(AUB) va demak, f(A)U f(B)I f(AUB). Bu munosabatlardan
(2.3) tenglik kelib chigadi. D

2.3-teorema ham ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to'plamlar uchun
o'rinli bo'ladi, yani f(UA,)=Uf(A,) tenglik o‘rinli.

2.1-eslatma. Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmasining aksi ular
aksilarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil
gilamiz.

2.11. 25-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
P(x,y)=x va A={(xy):0ExE£1,y=0}, B={(xy):0£x£1,y=1}
to* plamlar berilgan. P(A 1 B)=P(A) I P(B) tenglik to' grimi?

Yechish. A va B kesmalar o'zaro kesishmaydi, yani A1 B=/4A Ammo
ularning P akdantirishdagi tasvirlari ustma-ust tushadi, yani P(A)=[0;1],
P(B) =[0;1] va P(A) I P(B) =[0;1]. Ammo P(Al B) = A.

2.2. To'plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
Ko'pgina masalalarda berilgan to'plamni elementlarining ba'zi bir belgilariga
garab o'zaro kesishmaydigan gism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni
markazi koordinata boshida va radiusi r bo‘lgan har xil sferalarga gratish
mumkin. Bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar aholisini bir yilda
tug'ilganlik belgisiga ko‘ra qgism to'plamlarga aratish mumkin. Bunday
misollarning har biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deb
ataladi.

To' plamlarni o'zaro kesishmaydigan sinflarga gratish belgilari har xil
bo‘lishi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikki a va
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo‘lsa, ularni bitta sinfga kiritsak, bu



belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga gratmaydi, chunki a va b
nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va ¢ nuqgtalar orasidagi masofa ham 1
dan kichik bo'lib, a va ¢ nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lishi mumkin.
Ko'rinyaptiki, a va b nuqgtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir sinfda. U holda bir
sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo*lgan a va ¢ nugtalar tegishli bo‘ladi. Hosil
gilingan xulosa sinflarning tashkil gilinishiga zid, ya ni tekislik bu belgi yordamida
0' zaro kesishmaydigan sinflarga ajral maydi.

Endi to'plam elementlari ganday shartlarni ganoatlantiruvchi belgilar
yordamida o' zaro kesishmaydigan sinflarga gjralishini garab chigamiz.

Biror M to‘plam va uning o'zini-o‘ziga dekart ko'paytmasi M~ M
berilgan bo‘lsin va K1 M~ M gism to'pam bo'lsin. Agar (a,b)T K bo'lsa, a
element b element bilan ) munosabatda deyiladi va aj~b shaklda belgilanadi.

2.1-ta'rif. Agar M to'plam elementlari orasidagi | munosabat quyidagi
shartlarni ganoatlantirsa, unga ekvivalentlik munosabati deyiladi:
1. Ixtiyoriy al M element uchun a~a (refleksivlik);
J

2. Agar a~b bo'lsa, u holda b~a (simmetriklik);
J J

3. Agar a~b va b~c bo'lsa, uholda a~c (tranzitivlik).
J J J

2.4-teorema. M to'plamda kiritilgan | munosabat M ni 0O'zaro

kesishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo’lishi
zarur va yetarli.
Isbot. Yetarliligi. Agar M da Kkiritilgan | munosabat uni ©0'zaro

kesishmaydigan sinflarga gjratsa, a~b dan a va b ning bir sinfgategishliligi kelib
J
chigadi. U holda a~a va b~a ekanligi kelib chigadi. a~b va b~c bo'lsa, a,b
J J J J
va c lar bir sinfga tegishli bo'ladi, yani a~c Demak, bu munosabat refleksiv,
J

simmetrik vatranzitiv bo‘ ladi.
Zaruriyligi. M to'plam elementlari orasida biror |  ekvivalentlik

munosabati o' rnatilgan bo‘lsin. K, orgali a element bilan | munosabatda bo’lgan
elementlar to' plamini belgilasak, refleksivlikka ko'ra a~a dan al K, bo'ladi.
J

Agar K, va K, sinflarni olsek, ular yoki teng yoki K, I K, =/ bo'ladi.
Hagigatan ham, ¢ K_ I K, desak, c~a va c~b bo'ladi. Simmetriklik xossasiga
J J

ko‘ra a~c u holdatranzitivlik xossasiga ko' ra

| a~b (2.4)
Endi x- K, sinfdan olingan ixtiyoriy elerrjlent bo'lsin, ya ni x~a, uholda (2.4) va
tranzitivlik xossasiga ko‘ra xj~b, yani xI K,. Demak, K, 1 | K,. Xuddi shunday

ko'rsatish mumkinki, K, sinfning ixtiyoriy y elementi K, sinfga ham garashli



bo' ladi. Shunday qilib, agar ikki K, va K, sinflar hech bo*Imaganda bitta umumiy

elementga ega bo' Isa, ular ustma-ust tushadi. D

To'plamni sinflarga gjratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uzviy
bog'lig.

Aytaylik, A to‘plamni B to'plamga akslantiruvchi f akslantirish berilgan
bo'Isin. A to'plamda aniglangan f akslantirishda, B to'plamda tasvirlari ustma-
ust tushuvchi elementlarni bir sinfgayig‘ sak, natijada A ni sinflarga gjratishga ega
bo‘lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to'plam va uning biror bir sinflarga gjralishini
garaylik. B orgali A to‘plam gralgan sinflar to'plamini belgilaymiz. Har bir
al A elementga o'z tegishli bo‘lgan sinfni (B to‘plam elementini) mos go'yish
bilan A ni B gaakslantiruvchi akslantirishga ega bo‘ lamiz.

2.12. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P:R*® R, P(x,y)=Xx ni
garaymiz. Bunda OX o'gidagi har bir al R nugtaning asli
P*a)={(ay):yl R, OX o'giga perpendikulyar bo‘'lgan vertikal chizigdan
iborat. Shunday ekan, P proyeksiyalash akslantirishiga tekislikni parallel to'g'ri
chiziglardan iborat sinflarga ajratish mos keladi.

2.13. Uch o'lchamli R® fazoni uning koordinatalar boshidan bir xil
uzoglikda joylashgan nuqtalarini bir sinfga yig'ish bilan sinflarga gratamiz. Har
bir sinf markazi koordinatalar boshida bo‘lgan r3 O radiusli sferadan iborat
bo' ladi. Demak, R® fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0,¥) yarim
o‘qga akslantiruvchi S:R*® R,, S(X)=x’+Xx2+Xx. (2.6-misolga garang)
sferik akslantirish mos keladi.

2.14. Butun gismlari bir xil hagigiy sonlarni bir sinfga to‘plash yo'li bilan
hagigiy sonlar to'plamini sinflarga gratish mumkin. Bu sinflarga gratishga
g(x) =[X] (2.2-misolga garang) akslantirish mos keladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. Agar a va b haqgigiy sonlarning kasr gismlari teng bo‘lsa, ularni |
munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo* ladimi?
2. T:R® R, f(x)=0,5[x] funksiyaberilgan. Agar A=[0;8], B=(2,3) bo'lsa,
f (A) va f *(B) larni toping.
3. f:X®[520], f(x)=x*+1 funksiya berilgan. X to‘plam ganday tanlansa,
f - ustiga (syuryektiv) akslantirish bo'ladi?
4., f:X®[0¥), f(x)=x*+1, funksiyaberilgan. X to'plam ganday tanlansa,
f - inyektiv akslantirish bo'ladi?
5 f:[0Op]®[-11], f(x)=cosx, g:[0;p]® [0;1], g(x)=sinX,

j :[O;%]@ [0;1], j (X)=sinx, vy :[0;3]® [0;10], Yy (X)=X*+1,
akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini alohida gjrating.



3-. Ekvivalent to' plamlar

3.1. Chekli va cheksiz to' plamlar. Har xil to* plamlarni kuzatish jarayonida
biror usul bilan berilgan to'plam elementlari sonini hech bo'lmaganda taxminan
aytish mumkin. Masalan, ko' pyoq uchlari sonini, ma lum sondan oshmaydigan tub
sonlar sonini, yer yuzidagi barcha suv molekulalari sonini anig yoki taxminan
aytish mumkin. Bu to'plamlarning har biri, aniq bo‘lmasada, cheklita elementga
ega. Ikkinchi tomondan elementlari soni chekli bo‘ Imagan to* plamlar ham mavjud.
Masalan, natural sonlar to'plami, to‘g'ri chizigdagi nugtalar to‘ plami, tekislikdagi
doiralar to' plami, ratsional koeffitsiyentli barcha ko' phadlar to' plami va hokazolar
cheksiz to‘plamlarga misol bo‘ladi. Bunda, cheksiz to'plam deganda, bu
to’ plamdan bitta, ikkita, uchta va hokazo marta elementlarni olgandan keyin ham
elementlari tugamaydigan to’ plam tushuniladi.

Ikki chekli to'plam elementlari sonining tengligi, yoki biridagi elementlar
soni ikkinchisidan ko' pligini sanash bilan taggoslash mumkin. Quyidagicha savol
tug'iladi, ikki cheksiz to‘plam elementlarini biror usul bilan taggoslash
mumkinmi? Boshgacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o'qidagi ratsional
sonlar, [0,1] da aniglangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to'g'ri chiziglardan
iborat to’ plamlardan gaysi birining elementlari ko' p degan savol ma noga egami?

Ikki chekli to'plam elementlari sonini taggoslash usullari bilan tanishamiz.
Birinchi usul, ular elementlarini sanash yo'li bilan taggoslashdir. Ikkinchi usul, bu
to' plamlar o' rtasida biyektiv moslik o' rnatish yo'li bilan tagqoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli to‘plam o'rtasida biyektiv moslik o'rnatish uchun,
ulardagi elementlar soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Masalan, oliygohdagi
biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish
uchun, ularni sanamasdan, har bir talabani aniq bir stulga o' tgazish kifoya bo*ladi.
Agar har bir talabaga joy yetarli bo'lib, birorta ham ortiqcha bo‘sh stul golmasa,
ya ni talabalar to' plami va stullar to'plami o' rtasida biyektiv moslik o' rnatilsa, bu
to' plamlardagi elementlar soni teng bo' ladi.

Ta kidlash lozimki, agar birinchi taggoslash usuli fagat chekli to'plamlar
uchun yarogli bo'lsa, ikkinchi taggoslash usuli cheksiz to*plamlar uchun ham
o‘rinli bo'ladi.

3.2. Sanogli to'plamlar. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddasi sanoqli
to' plam deb ataluvchilaridir.

3.1-ta'rif. Agar M to'plam bilan natural sonlar to‘plami o‘rtasida biyektiv
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, M ga sanogli to‘plam deyiladi. Boshgacha
ta'riflasak, agar M to'plam elementlarini natural sonlar vositasida
a,,a,,K,a,,K cheksiz ketma-ketlik ko*rinishida nomerlab chigish mumkin bo‘lsa,
M ga sanogli to'plam deyiladi.

Endi sanogli to* plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Z- butun sonlar to‘plami. Butun sonlar to'plami va natural sonlar
to' plami o' rtasida biyektiv moslik quyidagi usul bilan o' rnatiladi:

i2n+1, agar ns3 0,
f:Z® N, f(n)=j
1 2n, agar n<o0.



f ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.9-2.10 misollardan kelib chigadi. Demak,

butun sonlar to' plami sanoqgli ekan.

3.2. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar to'plami o' rtasida
biyektiv moslikni f (2n) = n goida bo'yicha o' rnatish mumkin.

Quyida biz uncha oddiy bo’ Imagan, lekin muhim misolni garaymiz.

3.3. Ratsional sonlar to* plamining sanoqli ekanligini ko' rsating.

Y echish. Har bir ratsional son yagona usulda

a=2P, pl Z,ql N
q

gisgarmas kasr ko'rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son uchun |p|+q uning
balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega bo‘lgan ratsional sonlar

cheklita. Masalan, 1 balandlikka fagat O=% son ega, 2 balandlikka fagat 1=% va

- 1=_—11 sonlar ega, 3 balandlikka esa 2=%é,— % va - % sonlari ega va hokazo.

Barcha ratsional sonlarni  ularning balandliklari o'sib  borishi tartibida
nomerlaymiz, ya ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin balandligi 2 ga teng
sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi va hokazo. Bu tartiblashda
har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo‘ladi, ya ni natural sonlar to'plami va
ratsional sonlar to'plami o' rtasida o' zaro bir giymatli moslik o rnatiladi. Bu yerdan
ratsional sonlar to' plamining sanogli ekanligi kelib chigadi. D

Sanogli to‘ plamlarning ba’ zi umumiy xossalarini keltiramiz.

3.1-xossa. Sanogli  to'plamning ixtiyoriy gism to‘plami  chekli yoki
sanog|lidir.

Isbot. Aytaylik A sanogli to*plam, B esa uning gism to‘ plami bo'lsin, ya' ni
A={a,a,,K,a,,K}. A ning B ga tegishli elementlari arh,anz,K lar bo'lsin.
Agar n,n,,K sonlar ichida eng kattasi mavjud bo‘lsa, u holda B chekli to'plam
bo' ladi, aks holda sanoqgli to' plam bo'ladi, chunki uning elementlari natural sonlar
bilan nomerlangan. D

3.2-xossa. Chekli yoki sanoglita sanogli to'plamlar birlashmas yana
sanogli to'plamdir.

Isbot. Aytaylik A, A,K sanogli to'plamlar bo‘lsin. Bu to* plamlarni o'zaro
kesishmasin deb talab qilamiz. Talabimiz o'rinli, chunki aks holda
A AVAAV(AUA)AV(AUA UA)K to'plamlar o‘zaro kesishmaydi, har
biri ko'pi bilan sanogli elementga ega va bu to'plamlar yig'indisi A,A.K
to'plamlar yig'indisiga teng. Qaralayotgan A,A,K to'plamlarning hamma
elementlarini quyidagi cheksiz jadval ko' rinishida yozamiz:

ay, @y, a; L
a'21’ a'22’ a'23’ I—
a31’ a32’ a33’ I—

L

L L L



Bu yerda birinchi satrda A to'plam elementlari joylashgan, ikkinchi satrda
A to'plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha

elementlarini «diagonal bo'yicha» nomerlab chigamiz, ya ni birinchi element deb
a, ni, ikkinchi element deb a,, ni, uchinchi element deb a,, ni, to‘rtinchi element

deb a,, ni, beshinchi element deb a,, ni, oltinchi element deb a,, ni va hokazo,
ya' ni quyida strelka bilan ko' rsatilgan tartibda harakat qgilib, nomerlab chigamiz:

a,®a, a,®a,K
a21 / a22/ a23/ a'24/’I<'

G 78~ a7 ay K
a a a a,, K
N l\l\:lz\l/\lv\lisl\l\l\44
Umuman olganda a }, elerment (m+1)>(n+1) dan oshmagan nomerga ega
bo' ladi. Ravshanki, bu goida bo’ yicha tartiblashda (nomerlashda)
¥
A=UA,
n=1
to'plamning har bir elementi aniq bir nomerga ega bo'ladi. Demak, jadval
ko' rinishida tasvirlangan A to'plam va natural sonlar to* plami o' rtasida o' zaro bir
giymatli moslikni ko' rsatilgan usulda o rnatish mumkin. D

3.3-xo0ssa. Har ganday cheksiz to' plam sanogli gism to‘ plamga ega.
Isbot. Aytaylik, M cheksiz to‘plam bo'lsin. Undan ixtiyoriy a, elementni

tanlaymiz. M cheksiz to'plam bo‘lgani uchun unda a dan fargli a, elementni
tanlash mumkin, undan keyin a, va a, dan fargli a, elementni tanlaymiz, M

cheksiz to' plam bo‘Igani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. M
cheksiz to'plam bo'lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin unda
cheksiz ko'p element goladi. Natijada A={a;,a,,K,a K} sanogli qgism
to' plamga ega bo'lamiz. D

Bundan, sanogli to'plamlar cheksiz to* plamlar ichida eng minimali bo ladi
deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to'plamlar. U yoki bu cheksiz to' plamlarni natural sonlar
to'plami bilan taggoslash natijasida sanogli to'plam tushunchasiga keldik.
To'plamlarni nafagat natural sonlar to‘plami bilan taggoslash mumkin, balki
ixtiyoriy ikki to'plamni ular o'rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik (biyeksiya)
o' rnatish bilan taggoslash mumkin.

3.2-ta’'rif. Sanogli bo‘lmagan cheksiz to' plam sanogsiz to* plam deyiladi.

3.3-ta'rif. Agar A va B to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish
mumkin bo‘lsa, u holda ular ekvivalent to'plamlar deyiladi va A~ B shaklida
belgilanadi.

To'plamlarning ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to'plamlar, ham
cheksiz to'plamlar uchun qo‘llash mumkin. lkkita chekli to‘plam ekvivalent
bo lishi uchun ularning elementlari soni teng bo’ lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanogli to‘plam tushunchasini boshgacha ta'riflash mumkin: agar
to'plam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo'lsa, u sanogli to'plam deyiladi.



Ishonch hosil qilish qiyin emaski, agar ikkita to‘plam uchunchi to‘plamga
ekvivalent bo'lsa, ularning o'zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita
sanogli to’ plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a;b] va [c;d] kesmalardagi nugtalar to'plamlari
ekvivalentligini isbotlang. Buyerda a<b, ¢ <d deb faraz gilinadi.

Yechish. [a;b] va[c;d] kesmalar o' rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan
ham ko' rinib turibdi. Bu to* plamlar o' rtasida biyektiv moslikni

j fabl® fedl, | 00=S(x- a)+e

orgali o'rnatish mumkin. | ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan
kelib chigadi.

O O

3.1-chizma.

3.5. Sonlar o'qi R=(-¥;¥) va (0,1) interval ekvivalent to'plamlardir. Bu
to' plamlar o' rtasida o' zaro bir giymatli moslik

1 1
y=—arctgx+E

funksiya yordamida o' rnatiladi.

Cheksiz to* plamlarga oid misollarni o' rganish jarayonida ko' rdikki, ba zida
cheksiz to‘ plamlar o' zining biror xos gism to‘ plamiga ekvivalent bo' ladi. Masalan,
butun sonlar to*plami va natural sonlar to'plami ekvivalent, sonlar o'qgi esa (0,1)
intervalga ekvivalent.

Bu holat fagat cheksiz to'plamlarga xosdir. Hagigatan, 3.2 banddagi 3.3-
xossada ko‘rilgan cheksiz M to'plam va uning A={a,a,,K,a K} sanogli
gismini garaylik. Bu A to‘plamni A ={a,,a,,a,,K} va A, ={a,,a,,a,,K} gism
to'plamlarga ajratamiz. Keyin A va A to'plamlar o'rtasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatamiz. Bu moslikni  undan keyin AU(M\A)=M va
AUM\VA)=M\A to'plamlarga quyidagicha davom ettirish mumkin, ya'ni
M\ A to'plamning har bir elementiga o'zi mos go'yiladi. Shunday qilib, M va
M\ A, to'plamlar o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik o'rnatildi. Lekin M va



M\A, to'plamlar teng emas, ammo ular ekvivalent. Natijada biz quyidagi
tasdiqga ega bo' lamiz.

3.1-tasdiq. Ixtiyoriy cheksiz to‘plam o'zining biror xos gism to‘plamiga
ekvivalent bo'ladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

O’ zbekistondagi barcha talabalar to* plami sanoglimi?

Barcharatsional sonlar to' plami sanoglimi?

Ayirmasi chekli, keshishmasi sanogli bo'lgan A va B sanogli to‘plamlarga

misol keltiring.

4. Simmetrik ayirmasi sanogli, kesishmasi chekli bo'lgan A va B sanoqli
to' plamlarga misol keltiring.

5 A va B to' plamlarning arifmetik yig'indisi deganda
C={c:c=a+b,al Abl B} to'plam tushuniladi. Agar A va B to'plamlar
sanogli bo‘Isa, ularning arifmetik yig'indisi ham sanogli bo’ lishini isbotlang?

6. sinx=0,5 tenglamaning barcha haqgiqiy ildizlari to' plami sanoglimi?

7. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko'phadlar to'plami sanogli ekanligini
isbotlang.

8. Agar x son biror ratsional koeffitsiyentli ko'phadning ildizi bo'lsa, X
algebraik son deb ataladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanogli ekanligini
isbotlang.

9. Agar A to'plam B ga, B to'plam C gaekvivalent bo'lsa, u holda A to‘plam
C gaekvivalent bo' lishini isbotlang.

10. To'plamlar o'rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, simmetrik
vatranzitiv bo'lishini isbotlang.

WP

4. Haqiqiy sonlar to'plamining sanogsizligi

Oldingi paragraflarda sanogli to'plamlarga misollar garadik va cheksiz
to'plamlarning ayrim xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo bo'lishi
tabiiydir: umuman olganda sanogli bo'Imagan cheksiz to' plamlar mavjudmi? Bu
savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan.

4.1-teorema. [0;1] kesmadagi hagigiy sonlar to' plami sanogsizdir.

| sbot. Faraz gilaylik, [0;1] kesmada yotuvchi (barcha yoki ba zi bir) hagigiy
sonlardan tuzilgan A={a,,a,,K,a_,K} sanogli to‘plam berilgan bo'Isin. U holda

a, =0,aa,a,;Ka, K,
a'2 = O’ a'21a22a'23 KaZn K’
a3 = O’ a3la‘32a33 Ka3n K’
a,=0,a,a,a,Ka, K. (4.2)

Bu yerda a, - a sonning k- chi o'nli ragami . Endi O va 9 ragamlarga

teng bo‘lmagan b,,b,,K,b.,K ragamlarni quyidagi usulda tanlaymiz: b ragam



a, gateng emas, b, ragam a, gateng emas, b, ragam a, ga teng emas va b,
ragam a,, 0a teng emas va hokazo. Tanlangan b,b,.b,,K,b K ragamlar
yordamida [0;1] ga tegishli bo'lgan b =0,bbb,Kb K kasrni aniglaymiz.
Aniglanishiga ko'ra, b son a,a,,K,a ,K kasrlarning birortasiga ham teng emas,
chunki b kasr a dan birinchi ragami bilan, a, dan ikkinchi ragami bilan va
hokazo a, dan n ragami bilan farq giladi. Shunday gilib, [0;1] kesma
elementlaridan tashkil topgan hech bir sanogli to'plam [0;1] ni to'liq qoplay
olmaydi. D

4.1-ta'rif. [0;1] kesma va unga ekvivalent bo‘lgan to'plamlar kontinuum
guwvatli to'plamlar deyiladi.

Shunday qilib, [0;1] kesma sanogsiz bo' Igan to' plamga misol bo' ladi. Endi
[0;1] kesmaga ekvivalent bo‘Igan, ya ni kontinuum quvvatli to* plamlarga misollar
keltiramiz.

Misollar: 4.1. [0;1] kesma va (0;1) intervalning ekvivalent to'plamlar
ekanligini ko' rsating.

Yechish. Buning uchun (0;1) dan A={a,a,,K,a K} sanogli gism
to'plamni  gjratamiz va undan foydalanib, A ={01,a,a,,K,a, K} [0;1]
to’ plamni quramiz. Ushbu

j :Jod® (02), j (x)=x xT [0\ A
j0)=a,i)=a, j(@)=2,, n31
akglantirish [0;1] va (0;1) to' plamlar o rtasida biyektiv moslik o ratadi.

4.2. 3.4-misolga asosan [0;1] kesma ixtiyoriy [a;b] kesmaga va (a;b)
intervalga ekvivalent bo'ladi, ya ni [a;b] va (a;b) to* plamlar ham sanogsizdir.

4.3. 3.5 va 4.1-misollardan sonlar o' gidagi barcha nugtalar to‘plami [0;1]

kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nugtalar to' plami, sfera sirtidagi nugtalar to’ plami,
uch o'lchamli fazodagi nugtalar to'plami, sfera ichidagi nugtalar to'plami va
hokazo to'plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0;1] ga
ekvivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hammato' g'ri chiziglar to' plami [0;1] kesmaga ekvivalent.

4.6. Bir yoki bir nechta o zgaruvchining uzluksiz funksiyalari to' plami ham
[0;1] ga ekvivalentdir.

Sonlar o' gida murakkabrog kontinuum quvvatli to'plamga misol garaymiz.
Qaralayotgan bu to'plam "Kantor to'plami”, yoki "Kantor mukammal to‘plami”

nomi bilan taniqli.
4.7. E=[0,1] bo'lsin. Undan %%9: K, intervalni chigarib tashlaymiz,
es3 5@
golgan yopiq to'plamni F, bilan belgilaymiz. Keyin F, dan 8@29 va 8€§9
€9 9 €9 9



intervallarni chigarib tashlaymiz, ularning birlashmasini K, orgali, golgan yopiq

to’' plamni, ya ni

_ 6 L0 €2 10, &2 70, 8 0
&9 & '3 &9 &M

to'plamni F, bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri teng 3

gismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3° teng bo‘lgan interval chigarib tashlanadi.

Chiqgarib tashlangan

F\ K, u u

el 20 &l 80 ,a649 2006 a25 260
¢c— —-Uc——=Uc—-, = Uc=—== (4.2)
e27 27g e27 27g e27 27g e27 27g
to'plamni K, bilan F, \ K, ni esa F, bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu jarayonni
cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi F. ketma-ketligini
olamiz. Agar
K= i F.
n=1
deb belgilasak, K yopig to'plam bo'ladi. U [0,1] kesmadan sanogli sondagi
K., K,,K,K, ,K intervallarni chiqgarib tashlash natijasida hosil boladi. Hosil
bo'lgan K to’plam Kantor to* plami deb ataladi.
Endi K to'plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, K ga chigarib
tashlangan intervallarning oxirlari bo‘ Igan
01121278, 43
339999
nugtalar tegishli. Birog K to'plam fagat shu nugtalardan iborat emas. [0,1]
kesmadagi K ga tegishli bo‘lgan nugtalarni quyidagicha xarakterlash mumkin.
Buning uchun [0,1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada yozamiz:
X:i+i+&+|_+&+|_
3 ¥ 3 3
bu yerda a, sonlar 01 va 2 ragamlarni qabul qilishi mumkin. O'nli kasrlar

holidagidek bu yerda ham ba zi sonlarni ikki xil ko'rinishda yozish mumkin.
Masalan,

}:}+£+|_+£+|_:9+£+|_+£+|__
3 3 & 3" 3 F 3
: F1
0 /3 2/3 1
. . : : . . . | F2
0 19 2/9 13 213 7/9 89 1
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7 8
27 27
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4.1 —chizma



Endi K to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida

fikr yuritamiz. Ravshanki, 8%%9 va intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi
es 359
yoyilmasida a son albatta 1 ga teng bo'ladi, 8@29 va 8€§9 intervallarga
e9 99 €9 9g
tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida a, son albatta 1 ga teng bo'ladi.

Xuddi shunga o' xshash geiig EELEQ gé-_9,£39 va 8933,@9
2l 27g 27 27g e27 27g el 27g

intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemadagi yoyilmalarida a,
son albatta 1 ga teng bo' ladi va hokazo. Shunday qilib, ixtiyoriy x1 [0,1]\ F son
uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida gatnashuvchi a,a,,Ka, K
sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mulohazalardan quyidagi xulosa
kelib chigadi: K to'plamga kamida bir usul bilan uchlik kasr ko'rinishida
tasvirlanuvchi shunday x1 [0,1] sonlar kiradiki, ularga mos a,,a,,K,a K
ketma-ketlikda 1 ragami biror marta ham uchramaydi. Shunday qilib, har bir
xI K uchun

a,a,,K,a K (4.4)
ketma-ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda a ragam O yoki 2 ga teng.
Bunday ketma-ketliklar to*plami kontinuum quvvatli to'plamni tashkil qgiladi.
Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (4.4) ketma-ketlikka

b,b,,K,b , K (4.5)
ketma-ketlikni shunday mos go‘yamizki, agar a, =0 bo'lsa, b, = 0 bo'ladi, agar
a, =2 bo'lsa, b, =1 bo'ladi. Har bir (4.5) ketma-ketlikni, [0,1] kesmadagi biror
y sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin. Shunday qilib, K to‘plamni
[0,1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K ning kontinuum quvvatli
to' plam ekanligi kelib chigadi. [6]-chi adabiyotda Kantor to' plami hagida ko' prog
ma’ lumot berilgan. (4.3) ketma-ketlikdagi sonlar to’ plami sanogli bo'lgani uchun,
ular K ni to'la goplamaydi.

Biz ko'rsatdikki, K kontinuum quvvatga ega, ya ni [0,1] kesma bilan K
to'plam oO'rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashgari «Kantorning
mukammal to‘ plami» bir gator ajoyib xossalarga ega. Masalan:

1) Kantor to‘ plamining o' Ichovi nolga teng (6.3-misolga garang).

2) Kantor to‘ plamining yakkalangan nuqgtalari mavjud emas ([6] ga garang).

3) Kantor to' plamining ichki nugtalari mavjud emas.

4) Kantor to*plami [0,1] kesmaning hech yerida zich emas.

Bu xossalarni mustagil isbotlashni o* quvchiga havola gilamiz.

Endi to'plamlar nazariyasidagi asosiy teoremalardan biri Kantor —
Bernshteyn teoremasini isbotlaymiz.

4.2-teorema (Kantor—Bernshteyn). Ixtiyoriy A va B cheksiz to'plamlar
berilgan bo'lsin. Agar A to‘plamni B to‘plamning B, gism to'plamiga biyektiv



akslantiruvchi f akslantirish va B to‘plamni A to'plamning A gism to‘plamiga
biyektiv akslantiruvchi g akslantirish mavjud bo‘lsa, u holda A va B to‘plamlar

ekvivalentdir.
Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan, A va B to‘plamlar kesishmaydi deb
faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy x=x,1 A elementni olamiz va {x } ketma-

ketlikni quyidagicha aniglaymiz. Agar B to'planda g(x)=x, shartni
ganoatlantiruvchi x element mavjud bo'lsa, uni x, deb belgilaymiz. Agar A
to'plamda f(x)= x _tenglikni ganoatlantiruvchi x element mavjud bo'lsa, uni x,
deb belgilaymiz. Aytaylik x, element aniglangan bo'lsin. Agar n juft bo‘lsa, u
holda x.,, orgali B dagi shunday elementni tanlaymizki (agar bunday element
mavjud bo‘lsa), x, =g(x. ) shart bajarilsin, agar n toq bo'lsa, x - A dagi
shunday elementki (agar u mavjud bo‘lsa), f(x . )=x shart bajarilsin. Bu yerda

Ikki holat sodir bo’ lishi mumkin.

1. Biror n da ko'rsatilgan shartlarni ganoatlantiruvchi x ., element mavjud
bo‘Imaydi. Bu holda n nomer x elementning tartib soni deyiladi.

2. Cheksiz {x } ketmaketlikka ega bo'lamiz. Bu holda x elementning
tartibi cheksiz deyiladi.

Endi A to‘plamni uchta to'plamga gratamiz. Juft tartibli elementlardan
tashkil bo'lgan gism to'plamni Ac orgali, toq tartibli elementlardan tashkil bo‘lgan
gism to'plamni A, orgali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil bo'lgan gism
to'plamni A orgali belgilaymiz. B to'plamni ham xuddi shunday B.,B, va B,
gismlarga ajratamiz. Tushunish giyin emaski, f akslantirish A. ni B, gava A ni
B, ga akslantiradi, g'* akslantirish esa A, ni B. ga akslantiradi. Shunday qilib,
ALUA da f gatengva A, da g*' gatengy akslantirish A to'plamni B
to' plamga biyektiv akslantiradi. D

4.1 To'plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent
bo‘lsa, ularning elementlari soni teng bo'ladi. Agar ixtiyoriy A va B to'plamlar
ekvivalent bo'Isa, u holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib, quvvat
ixtiyoriy ikki ekvivalent to‘plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. Chekli
to'plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to'plam elementlari soni
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to‘plami va unga ekvivalent
to'plam quvvati uchun A, («alef nol» deb ogiladi) belgi ishlatiladi. [0;1]
kesmadagi barcha hagiqiy sonlar to'plamiga ekvivalent to'plamlar hagida, ular
«kontinuum quvvat» ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun ¢ yoki A simvol
ishlatiladi. A, va ¢ orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muammo
hisoblanadi, ammo analizda uchraydigan hamma cheksiz to' plamlar yoki A ,, yoki

C quvvatga ega.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. Sonlar o'gidagi oxirlari ratsional bo'lgan barcha intervallar to' plamining
sanogli ekanligini isbotlang.



2. Tekislikdagi ratsional koordinatali nugtalar to'plamining sanogli ekanligini
isbotlang.

3. Ixtiyoriy cheksiz M vasanogli A to'plamlar uchun M : M U A munosabatni
isbotlang.

4. lkkita har xil cheksiz o'nli kasrli yoyilmalarga ega bo'lgan sonlar

to’ plamining sanogli ekanligini isbotlang.

Barchairratsional sonlar to plamining sanogsiz ekanligini isbotlang.

Barcha irratsional sonlar to‘plamining kontinuum quvvatga ega ekanligini

isbotlang.

7. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to'g'ri chiziglar to'plami [0;1]
to' plamga ekvivalentmi?

8. [a;b] va (a;b) to' plamlarning ekvivalentligini ko' rsating.

2-mavzu: To' plamlar halgasi, yarim halgasi, algebrasi

51. To'plamlar halgasi. Elementlari to'plamlardan iborat to'plam
to'plamlar sistemasi deb ataladi. Biz asosan oldindan berilgan X to‘plamning
gism to'plamlaridan iborat sistemalarni garaymiz. To'plamlar sistemalarini
belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydalanamiz. Bizni asosan
to' plamlar ustidagi ba zi amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan sistemalar giziqtiradi.

5.1-ta'rif. Agar A to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma
amallariga nisbatan yopig, ya' ni ixtiyoriy A,BT A to'plamlar uchun ADBI A va
Al Bl A bo'lsa, uholda A to'plamlar sistemasiga halga deyiladi.

To'plamlar halgasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-xossa. Agar A to'plamlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda A birlashma
va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy AB lar uchun AUB = (ADB)D(AI B) va
A\ B = AD(A 1 B) tengliklar o'rinli. Bu tengliklardan hamda A sistema halga
ekanligidan AU BT A va A\BI A munosabatlar kelib chigadi. Demak, halga
birlashma, ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema bo' lar ekan. D

5.2-xossa. Agar A to'plamlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda A chekli
sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo'ladi.

Ishot. Agar A to' plamlar sistemasi halga bo‘Isa, u holda, 5.1-xossaga ko' ra
A sistema o'zining A va A, to'plamlari bilan birgalikda ularning birlashmasi va
kesishmasini ham saglaydi. Chekli induktiv gadamdan keyin A sistema

c=UA. D=1B, ABITA

ko‘rinishdagi ixtiyoriy chekli yig'indi va kesishmani ham o'zida saglashi kelib
chigadi. D

Ushbu A\ A=1II tenglik ko'rsatadiki, har ganday halga o‘zida bo‘sh
to'plamni saglaydi. Fagat bo‘sh to'plamdan iborat sistema mumkin bo'lgan
halgalar ichida eng kichigi bo* ladi.



Agar A to'plamlar sistemasida shunday EI A to'plam mavjud bo'lib,
ixtiyoriy Al A uchun Al E = A bo'lsa, E to'plam A sistemaning «birlik
elementi» yoki «biri» deyiladi. Sistemaning «biri» deganda shu sistemadagi
maksimal to‘plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga ega
bo‘lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha chekli gism
to' plamlaridan iborat sistemada maksimal to* plam mavjud emas.

5.2-ta’rif. Birlik elementga ega bo‘lgan to plamlar halgasi algebra deyiladi.

Misollar. 5.1. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha gism to’ plamlaridan
tuzilgan M(A)- sistema, biri E = A bo‘Igan algebra bo' ladi.

5.2. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan
tuzilgan sistema halga bo'ladi. Bu halga algebra bo'lishi uchun A chekli to’ plam
bo‘lishi zarur va yetarli.

5.3. Ixtiyoriy bo‘shmas A to‘plam uchun A va A& to‘plamlardan tuzilgan
{A, A} sistema, biri E = A bo‘lgan algebra bo’ ladi.

5.4. Sonlar o‘gidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halga
bo‘ladi, ammo algebra bo‘ Imaydi.

5.1-teorema. Ixtiyoriy {A_} halgalar sistemasi uchun ularning kesishmasi

A =1 A, yana halga bo'ladi.
Isbot. Agar ABI A=A, bolsa u holda ixtiyoriy a da ABI A,

bo‘ladi. A, halga bo'lganligi uchun ADBT A_, A1 BT A_. U holda ADBI A
vaAl Bl A. D

5.2-teorema. Ixtiyoriy bo'shmas A to‘plamlar sistemasi uchun A ni o'zida
saglovchi va A ni saglovchi barcha A halgalarda saglanuvchi yagona A(A)
minimal halga mavjud.

Isbot. Dastlab X = UA to'plamni tuzamiz. Ma lumki, X to‘plamning

A A

barcha gism to' plamlaridan tuzilgan M(X) sistema algebra bo' ladi, ya ni xususiy
holda halga bo'ladi va A ni o' zida saglaydi. Demak, A ni saglovchi kamida bitta
halga mavjud ekan. Endi A ni o‘zida saglovchi hamma A halgalar sistemasini S

simvol bilan belgilaymiz. Isbotlangan 5.1-teoremaga ko'raA = | A sistema halga
Al's

bo'ladi va A ni o'zida saglaydi. Ravshanki, izlanayotgan sistema A ga teng.
Hagigatan ham, A ni o'zida saglovchi ixtiyoriy A" halgani garasak, kesishma
A" 1 M(X) ham S sistemadagi halga bo'ladi, demak A1 A”. Shunday ekan, A
hagigatan ham, minimallik talabini ganoatlantiradi. Bu halga A sistema ustidagi
minimal halga deb ataladi yoki A dan hosil gilingan minimal halga deyiladi va
A(A) simvol bilan belgilanadi.

5.2. To'plamlar yarim halgasi. Ko pgina masalalarda, masalan, o' Ichovlar
nazariyasida halga tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumiyrog bo'‘lgan
to' plamlar yarim halgasi tushunchasi ham muhim ahamiyatga ega.

5.3-ta'rif. Agar A to‘plamlar sistemasi quyidagi shartlarni ganoatlantirsa,
unga yarim halga deyiladi:



a) A bo'sh to'plamni saglaydi;

b) A to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopig, yani ABT A
munosabatdan A 1 BT A munosabat kelib chigadi;

o0 AT A AT A va Al A ekanligidan A sistemaning o'zaro

kesishmaydigan A,,K, A cheKlita elementlari mavjud bo'lib, A\A = UA tasvir
k=2
o'rinli bo'ladi.

Agar A to'plam o‘zaro kesishmaydigan A, A, K,A to'plamlar
birlashmasidan iborat bo'lsa, bu birlashma A to'plamning «chekli» yoyilmasi
deyiladi.

Y I xtiyoriy A to plamlar halgasi yarim halga bo‘ladi, chunki A va
A (Al A toplamlar A ga tegishli bo'lsa, u holda A, =A\A T A bo'lib,
A=A UA, chekli yoyilma o'rinli bo'ladi. Demak, har ganday halga yarim halga
bo‘lar ekan. Quyida biz shunday yarim halgaga misol keltiramizki, u halga bo‘la
olmaydi.

y5.5. Sonlar o' gidagi barcha [a;b) yarim intervallar sistemasi A yarim halga
bo‘lishini ko' rsating. )

Yechish. A bo‘sh [a;a) =111 to'plamni saglaydi. A to‘plamlar kesishmasi
amaliga nisbatan yopiq, ya ni [a;b),[c;d)T A munosabatdan [a;b) 1 [c;d)T A
munosabat kelib chigadi. [a;b)T A, [a;b)T A va [a;h)] [ab) ekanligidan
[a;b) \[a;b) =[a;a,) U[b;;b) tasvir o'rinli hamda [a;a) va [k;b) lar A ga
garashli. Demak, A yarim halga bo' ladi.

5.6. 5.5-misolda keltirilgan sistemaning halga bo'Imasligini ko' rsating.

Yechish. Buning uchun A sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi
amaliga nisbatan yopiq emasligini ko'rsatish yetarli. A sistemadan olingan
A=[0;5) va B=[1;3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini garaymiz. Bu holda
ADB = [0;1) U[3;5) bo'lib u A sistemaga garashli emas. Demak, A sistema
halga bo’ Imaydi.

Endi yarim halgalarning ayrim xossalari bilan tanishib chigamiz.

5.1-lemma. A yarim halgadan A to‘plam va o‘zaro kesishmaydigan
A A K, A to'plamlar olingan bo'lib, ularning har biri A to'plamda saglansin.
U holda A,A.K A to'plamarni A, ,K,A to'plamlar bilan A to'plamning

+1?

chekli yoyilmasiga gadar to‘ldirish mumkin, ya'ni A= A..
k=1
Isbot. Lemmani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz. n=1
bo’ [ganda tasdigning to' g‘'ri ekanligi yarim halga ta rifidan bevosita kelib chigadi.
Faraz qilaylik, bu tasdig n=m uchun ham to‘g'ri bo'lsin. Endi n=m+1 ta
A A K A, ,, to'plamni garaymiz, ular lemma shartlarini ganoatlantirsin.
Farazimizgako'ra, n=m da
A=AUAULUA UBULUB, (5.1



tasvir o'rinli. Bu yerda B,,K,B, to‘plamlar A yarim halgaga garashli. (5.1)
tenglikdan A, 1 B UB,ULUB, ekanligi kelib chigadi. Agar
By = A 1B,d=12K,p desk, u holda A, =B,UB,ULUB,
tenglik o'rinli. Aniglanishiga ko'ra Bqli B, bo'ladi. Yarim halga ta'rifiga ko'ra

B, \ B, to'plamni o‘zaro kesishmaydigan B_,,K, quqT A to' plamlarning chekli

yoyilmasiga yoyish mumkin, yani B, =B, UB_, UL U quq. Ravshanki, (5.1)

tenglikka ko' ra quyidagi
pada 0O
A=AUAULUA UA  UUSUB,=
q=1A/j=2 ']
chekli yoyilma orinli bo'*ladi. Shunday qilib, n=m+1 bo'lganda lemma tasdig'i
to'g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n dalemmatasdig'i o'rinli. D
5.2-lemma. A yarim halgadan olingan har ganday cheklita A, A, K, A,
to'plamlar sistemasi uchun A da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita
B,K,B to'plamar sistemasi topiladiki, har bir A to‘plam B,,K,B,
to'plamlardan ba’zilari yordamida A, = | B, yig‘indi ko‘rinishida tasvirlanadi.
s M
Isbot. Bu lemmani ham matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz.
Agar n=1 bo'lsa, lemma isboti ko'rinib turibdi, chunki bu holda t =1,B, = A,.
Faraz qilaylik, lemma tasdig'i n=m bo'lganda o‘rinli bo'lsin. Endi lemma
tasdig'ining n=m+1 uchun to'g'riligini ko'rsatamiz. A dan ixtiyoriy ravishda
ALA K A LA, to'plamlarni olamiz. Farazimizga ko‘ra, shunday cheklita
o'zaro kesishmaydigan B,,K,B, to'plamlar mavjudki, A,A,,K, A, to'plamlar
uchun
A = UB,, ki {12K,m
M
chekli yoyilmalar o‘rinli va M, 1 {1,2,K,t}. Endi
B,=A. 1B, sl{12Kt}
belgilashlarni kiritamiz. 5.1-lemmaga ko' ra quyidagi chekli yoyilma o' rinli
q
A.=B,UB,ULUB,U UlBg, Bgi A (5.2)
b=
Yarim halgata'rifigako'raesa o
B,=B,UB,ULU Bsfs, Byl A,
chekli yoyilmalar o'rinli. U holda k =1,2,K,m, bo'lganda
fS
A. = U UB;
d M j=1
chekli yoyilmalar o‘rinli va
B,,BC,IESELLIE JEfIEpEQ

g'—p’?



to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib, By,B{ to‘plamlar sistemasi
ALA K A A, to'plamlarga nisbatan lemma shartlarini ganoatlantiradi. D

5.3. Yarim halgadan hosil gilingan halga. Birinchi bandda ko' rdikki,
ixtiyoriy A sistema uchun uni o'zida saqlovchl yagona minimal halga mavjud.
Ammo ixtiyoriy A sistema uchun A(A) ni A bo‘'yicha hosil gilish ancha
murakkabdir. Agar A sistema yarim halga bo'lsa, A(A) ni hosil gilish to'lig

sharhlanishi mumkin. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.
5.3-teorema. Agar A yarim halga bo'lsa, u holda A(A) minimal halga A,

to'plamlar (A T A) bo'yicha AzlnjAK chekli yoyilmaga ega bo'lgan A
k=1

to'plamlarning W sistemasi bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Dastlab W sistemaning halga ekanligini ko'rsatamiz. Agar A va B
to'plamlar W ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy elementlar bo‘lsa, u holda quyidagi
chekli yoyilmalar o'rinli

A=UA, B=UB, Al A BTA
i=1 ji=1

A yarim halga bo'lgani uchun C; = A 1 B, 1 A 5.1-lemmaga ko'ra quyidagi
chekli yoyilmalar ham o'rinli
m fi n Si
A=UCUUD,; B =UC UUE,, (5.3)
j=1 k=1 i=1 I=1
bu yerda D,, E;l A Hosil gilingan (5.3) tengliklardan A1 B va ADB
to’ plamlarning chekli yoyilmalarga egaligi
n m n m Sj
A1B=UUC, ADB=UUD,UUUE,
i=1j=1 i=1k=1 j=1=1
vademak, A 1 B va ADB larning W gategishli ekanligi kelib chigadi. Demak, W
sistema halga ekan va u B ni o'zida saglaydi. Agar A(A) sistema A ni o'zida

saglaydigan halga bo'Isa, u holdaixtiyoriy AT W to'plam A= UA ,A T A chekli
k=1

yoyilmaga ega va A(A) chekli yigindiga nisbatan yopiq bo'lgani uchun
AT A(A) bo'ladi, yani Wi A(A). Demak, W=A(A). D

5.4. s - algebralar. Har xil masalalarda, xususan o‘lchovlar nazariyasida,
sanoglita to‘ plamlar kesishmasi va yig'indisini garashga to*g'ri keladi. Shuning
uchun, to'plamlar halgasi tushunchasidan tashgari, quyidagi tushunchalarni ham
garash magsadga muvofiqdir.

5.4-tarif. Agar A to'plamlar halgass undan olingan ixtiyoriy
A A K A K to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning yig'indisi

¥
A=A ni hamo'zida saglasa, u holda A sistemaga «s halga» deyiladi.

n=1



5.5-tarif. Agar A to'plamlar halgasi undan olingan ixtiyoriy
AA K A K to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning kesishmasi

¥
B= ] A ni hamo'zda saglasa, u holda A sistemaga «d halga» deyiladi.
n=1

5.6-tarif. Agar s halganing birlik elementi mavjud bo‘lsa, uni «s
algebra» deb ataymiz. Birlik elementli d halga «d algebra» deyiladi.
Shuni ta kidlash lozimki,

UA1 E\ I (E\A), IAFE\U(E\AJ

Ikkilik munosobatlarldan S algebra va d algebra tushunchalarlnlng ustma-ust

tushishi kelib chigadi.

A cheksiz to'plamning barcha gism to'plamlari sistemasi M(A), s
algebra bo'ladi. Agar biror A sistema berilgan bo'lsa, doim uni saglovchi s -
algebra mavjud. Hagigatan ham, agar X = [JA desak, X ning barcha gism

A D
to' plamlaridan tuzilgan M(X) sistema A ni o' zida saglovchi s - algebra bo‘ ladi.
Agar W- A ni o'zida saglovchi ixtiyoriy s — algebra va X uning biri bo'lsa, u
holdalxtlyorly Al A to'plam Al X munosabatga bo’ysunadi, va shunday ekan,
X = UJAI X. Agar A ni saglovchi W-s — algebraning biri X uchun

A D

X =UA=X munosabat bagjarilsa, bu s - algebra (A ga nisbatan)
A D

keltiriimaydigan s - algebra deb ataladi.

5.4-teorema. Ixtiyoriy bo'shmas A to'plamlar sistemasi uchun (bu
sistemaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday W(A), s - algebra mavjudki, bu
s - algebra A — ni saglaydi va A ni saglovchi barcha s — algebralarda
saglanadi.

Bu teorema isboti ham birinchi bandda keltirilgan 5.2-teoremaning isbotiga
o'xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgan s - algebra A sistema ustiga
gurilgan minimal s — algebra deb ataladi.

Misol sifatida sonlar o*gidagi barcha [a;b] kesmalar, (a;b] va [a;b) yarim
intervallar va (a;b) intervallardan tashkil bo‘lgan A yarim halgani garasak, u
holda A ustida qurilgan minimal W(A), s - algebra elementlari Borel
to' plamlari yoki «B » to' plamlar deb ataladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
Tekislikdagi barcha kvadratlar to* plami yarim halga bo‘ ladimi?
To'plamlar halgasi yarim halga bo'ladimi?
s vad halgalarga misollar keltiring.
Halganing birlik elementi (biri) gata'rif bering.
Sonlar o' qidagi barcha ochiq va yopiq to’ plamlar sistemasi yarim halga

(halga) tashkil giladimi?

Sonlar o' qidagi barcha chegaralangan to' plamlar sistemasi halga (yarim

agkrwbdPE

o



halga) tashkil giladimi?

Sonlar o' gidagi barcha chekli to' plamlar sistemasi halga (yarim halga) tashkil

iladimi?

Sc?nlar 0‘gidan olingan barcha [a;b] kesmalar va [a;b),(a;b] yarim intervallar
va (a;b) intervallar sistemasi yarim halga bo'lishini isbotlang. Bu
sistemaning halga bo‘la olmasligini ko' rsating.

Tekislikdagi barchayarim ochiq {(x,y):a<x£b,c<y£d} to'g'ri
to‘ rtburchaklar sistemasi yarim halga bo' lishini isbotlang. Bu sistemaning
simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko' rsating.



3-mavzu: Tekislikdagi to'plamning o'lchovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’ nosida o' Ichovli to* plam ta'rifini beramiz
va 0'lchovli to' plamlarning asosiy xossalarini isbotlaymiz.

6.1. Elementar to'plam o'lchovi. Aytaylik a,b,c va d lar ixtiyoriy sonlar
bo'Isin. Tekislikda

aExEb, a£x<b, a<x£fb, a<x<b
va

CEy£d, c£y<d, c<y£fd, c<y<d
tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to* plamlar sistemasi berilgan bo'Isin.
Bu to* plamlarni to* g'ri to* rtburchaklar deb ataymiz.

Bizga a£ x£b, c£y£d, tengsizliklar bilan aniglangan to'g'ri to'rtburchak
berilgan bo'lsin. Agar a<b, c<d bo'lsa, u chegaraari o'ziga garashli bo‘lgan
to'g'ri to‘rtburchakni, agar a=b va c<d yoki a<b va c=d bo‘lsa kesmani, agar
a=b, c=d bo'lsanugtani vaagar a>b yoki c>d bo‘lsa, bo’sh to’ plamni aniglaydi.
Ochig a<x<b, c<y<d to'g'ri to'rtburchak a,b,c va d larga bog'liq ravishda
chegarasi 0'ziga garashli bo'Imagan to‘g'ri to‘rtburchak yoki bo'sh to'plam bo'ladi.
Yarim ochig to'g'ri to'rtburchaklarning har biri bir, ikki yoki uch tomonsiz
to‘ rtburchaklarni, ochiq, yarim ochiq oraliglarni aniglaydi.

S deb tekislikdagi barchato’ g'ri to' rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.

6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to‘g'ri to'rtburchaklar sistemasi S yarim halga
tashkil giladi.

Isbot. a,b,c va d sonlari bilan aniglanuvchi ochiq to'g'ri to‘rtburchak a="b
bo'lganda bo‘sh to'plamni aniglaydi, demak IIi S. Ikki to'g'ri to' rtburchakning
kesishmasi to'g'ri to'rtburchakdir (6.1-chizmaga garang), yani P,P,I S dan
P1PRI1 S ekanligi kelib chigadi. Faraz qilaylik P=P,, to'g'ri to‘rtburchak
R = P,ycq t0°g'ri to'rtburchakni o' zida saglasin. U holda

afa £b £b, c£c £d £d
munosabatlar o‘rinli. P\ B, ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.
P\E=RURUP,UR,
bu yerda (6.2-chizmaga garang)

P =Paw PP Pi= R B = Pape-
Demak, tekislikdagi barchato’g'ri to' rtburchaklar sistemasi B yarim halga tashkil gilar
ekan. D | y
y d L----
P3

P1 di{----- Foo -

- P

7 I

1 -, - -———— - -
P2 o I:)5
0 X " 0 a aj b1 b X:

6.1 —chizma A 2 —chizma



6.1-ta’rif. S yarim halgadan olingan va a,b,c,d sonlari bilan aniglangan (yopiq,
ochiq yoki yarim ochiq) P=P,, to'g'ri to‘rtburchak uchun m(P)=(b- a)(d- c)
sonni mos qo‘yamiz, agar P bo‘sh to‘plam bo‘lsa m(P)=0 deymiz va m:B® R
to' plam funksiyasini o‘lchov deymiz.

Shunday qilib, S dagi har bir P to'g'ri to'rtburchakka uning o‘lchovi -
m(P) = (b- a)(d - ¢) son mos qo‘yildi. Bu moslik quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

1) m(P) - manfiy bo'Imagan hagiqiy son.

2) m:S® R o'lchov additiv, ya ni agar

P=UR, PIR=/A& i'k

k=1
bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli m(P) = gm(a)
k=1

Yy y

________________

P1 E E Qli

v
v

6.3-chizma. 6.4-chizma.

Magsadimiz 1) va 2) xossalarni saglagan holda m o'lchovni barcha to'g'ri
to’ rtburchaklar sistemasi S dan kengrog bo' lgan sinfga davom ettirishdan iborat.

A(S) bilan S yarim halga ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.

6.2-ta’'rif. A(S) halga elementlari elementar to‘ plamlar deyiladi.

5.3-teoremaga ko'ra ixtiyoriy Al A(S) to'plam chekli sondagi o zaro
kesishmaydigan to* g‘ri to* rtburchaklarning yig' indisi shaklida ifodalanadi va aksincha.

5.1-xossaga ko' ra quyidagi tasdig o' rinli.

6.1-lemma. Ikki elementar to‘plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va
simmetrik ayirmasi yana elementar to'plam bo'ladi.

Endi A(S) halgadagi to'plamlarning, ya ni elementar to'plamlarning o' Ichovi
tushunchasini kiritamiz.

6.3-ta'rif. Har bir A= U P.1 A(S) elementar to' plamga
k=1

m&A) = Am(R)

k=1
sonni mos go‘'yuvchi mGA(S)® R moslikni aniglaymiz. m(A) migdorni A



to' plamning o‘Ichovi deb ataymiz.

Elementar to‘plamlar sistemasi A(S) da aniglangan m¢ funksiyaning qiymati A
elementar to' plamni chekli sondagi to'g'ri to' rtburchaklar yig'indisiga yoyish usulidan
bog'lig emasligini ko'rsatamiz. Aytaylik, { P ,k=1,2K,m} va{ Q,j=12K,n }
larning har biri o' zaro kesishmaydigan to' g' ri to' rtburchaklar sistemalari bo'lib,

A=UPR, = _UQ

k=1

tenglik o‘rinli bo'lsin (6.3 va 6.4—ch|zma). U holda ikkita B va Q, to'g'ri
to‘rtburchaklarning kesishmasi R |Q, to'g'ri to'rtburchak ekanligidan A to'plam
0‘zaro kesishmaydigan R [ Q, to‘g'ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida, ya ni

A= U U(P 1Q)

k=1j=1
ko' rinishda tasvirlanadi va
meA)=am(R)=aamr 1Q)
k=1

k=1 j=1

MEA) = éi‘lm(Q )=aamr1Q)

j=1k=1

tengliklar o'rinli. Oxirgi tengliklar ko'rsatadiki, A elementar to'plamning o'lchovi
m(A) uning to'g'ri to'rtburchaklar yig'indisi shaklida tasvirlanish usulidan bog'liq
emas ekan, ya ni elementar to'plam o'lchovi m( ning aniglanishi korrekt ekan.

1. Agar Al A(S) to'plam to'g'ri to'rtburchak bo‘lsa, u holda m(A) = m(A)
bo' ladi. o

2. Agar Al A(S) to'plam chekli sondagi o' zaro kesishmaydigan A, A, KA,
elementar to' plamlarning yig'indisi shaklida tasvirlansa, ya ni A= anA( u holda

k=1

m&=éﬂa) (6.4)

tenglik o'rinli. Hagigatan ham, A 1 A(S) bo'Iganligi uchun A = UkFL,- , buyerda iR, | -
=1
0‘ zaro kesishmaydigan to‘ g' ri to‘ rtburchaklar sistemasi. U holda

A=0E§Rj va mEA) = aam( k,) am((Ak)

k=1j=1 k=1j=1
(6.A) tenglik m¢ olchovning additivlik xossasini ifodalaydl.
6.1-teorema. Agar Al A(S) va {A}- elementar to'plamlarning chekli yoki

sanoqli sistemasi bo'lib, AT UA bo'lsa,
m(A)£ &m(A) (6.1)

tengsizlik o'rinli bo'ladi.



Ishot. Ixtiyoriy e >0 va A elementar to' plam uchun
{A)> mea)- >

tengsizlikni ganoatlantiruvchi va A to' plamda saglanuvchi yopiq A elementar to' plam
4b- a+d- c))
e

mavjud (6.5- chizmaga garang, n>

A

y y 1
d T @ O
A © )
d --4-
D D ~
— A //A
A ! )
7—)
1/n b b
p D
C - -
Ct--- o— o o +90
0 a b X 0 a b X
6.5 — chizma 6.6 — chizma

Har bir elementar A, to‘plam uchun ochiq Zh E A eementar to' plam mavjudki
(6.6- chizmaga garang)

mdA, )£ mgA,)+—

onH
tengsizlik bajariladi. A va ,Kh to’ plamlarning tanlanishiga ko' ra
Al UA
munosabat o' rinli bo' ladi. n
Ochig to'plamlar sistemasi {A} dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘'ra A ni
goplovchi chekli sondagi AH,AZ,K,AS to'plamlarni gjratish mumkin. A to'plam
chekli sondagi to* g'ri to‘ rtburchaklar bilan goplangani uchun

m{a)z & mt,

tengsizlik o‘rinli. Y ugoridagilardan
¥
o]

) £ mieR) +2 £ & A )+ £ 4 mdA )+

N[ D

PSEamia)+ 4 o+ S = amda)ve
n=1 n=12 2 n=1

ni hosil gilamiz va e > 0 ning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chigadi. D
6.1-teorema tasdig‘idagi m¢ o*lchovning xossasi, ya ni A elementar to' plamning

o'lchovi uni goplovchi chekli yoki sanogli sondagi elementar to* plamlarning o' Ichovlari

yig'indisidan oshmasligi, m( o*lchovning yarim additivlik xossasi deyiladi.



mC o' Ichovning yarim additivlik xossasidan uning s - additivlik xossasi kelib
chigadi, ya ni quyidagi teorema o‘rinli.

6.2-teorema. A elementar to'plam sanogli sondagi o‘zaro kesishmaydigan
A A K A K elementar to' plamlarning yig‘indisidan iborat, ya' ni

A=UA,
bo‘lsin. U holda "
meA) = & méa)
bo'ladi. -

Isbot. m¢ o' Ichovning chekli additivlik xossasiga ko' ra
0_ 38
men) > m) A= 4 méa)
n=1 n=1
Agar N® ¥ dalimitgao'tsak,
¥
mgA) 3 § mgA)
n=1
bo'ladi. 6.1 - teoremaga ko' ra
3
mgA) £ & m¢A,)
n=1
Demak,
3
m¢A) = 4 m¢A) D
n=1

6.2. Tekislikdagi to'plamlarning Lebeg o'lchovi. Geometriya va klassik
analizda uchraydigan to‘plamlar fagatgina elementar to'plamlardan iborat bo‘Imaydi.
Shu sababli olchov tushunchasini, uning xossalarini saglagan holda elementar
to' plamlar sistemasi A (S) dan kengroq to' plamlar sistemasi uchun aniglashga harakat
gilamiz.

Lebeg o Ichovi nazariyasini bayon gilish jarayonida bizga nafagat chekli, balki
cheksiz sondagi to'g'ri to'rtburchaklar birlashmalarini ham garashga to'g'ri keladi.
Bunda birdaniga «cheksiz o'lchov» |i to'plamlarga duch kelmaslik uchun, dastlab
E={(x;y):0£x£1, O£y£1} birlik kvadratda saglanuvchi to'plamlar bilan

chegaralanamiz. .
6.4-ta’rif. Ixtiyoriy Al E to'plamuchun

m(A) = inf &m(R) (6.2)
Al UR k

son A to'plamning tashqgi o'lchovi deb ataladi. Bu yerda aniqg quyi chegara A
to' plamni goplovchi to'g'ri to'rtburchaklarning barcha chekli yoki sanogli sistemalari
bo'yicha olinadi.

6.1-esatma. Agar A- elementar to'plam bo‘lsa, u holda m(A)=m¢A).
Hagigatan ham, A- eementar to‘plan B,PR,,K,P, to'g'ri to‘rtburchaklarning
birlashmasi ko' rinishida tasvirlansin, u holda



m (A) £ am(P,) = meA). (6.3)

{R} to'g‘ri to'rtburchaklar sistemasi A to'plamni gqoplaydi, shuning uchun (6.3) o‘rinli.

Ikkinchi tomondan, {Q,} sistema A to‘plamni qoplovchi chekli yoki sanogli

sondagi ixtiyoriy to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasi bo‘lsa, 6.1-teoremaga ko‘ra
m(A) £ § m(Q, ) kelib chigadi. Shuning uchun
j

m¢A) £ inf § m(Q)) = mi(A). (6.4)

Demak, (6.3) va (6.4) lardan m§A) =m (A) tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib,
A(S) damtva m o lchovlar ustma-ust tushar ekan. D

6.3-teorema. Agar chekli yoki sanogli sondagi { A} to'plamlar sistemasi uchun

Al UA
bo'lsa, u holda
m(A) £ 8 m(A)

tengsizlik o'rinli. Xususiy holda, agar A1 B bo‘lsa, m (A) £ m (B) bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy e >0 va har bir A uchun tashgi o'Ichov ta'rifiga ko‘ra to'g'ri
to* rtburchaklarning shunday chekli yoki sanoglli { P, } sistemasi topiladiki,

Ahi UPR, va é.m(ak)f'm(ph)"'%
k k
U holda
Al Ulgak va m(A£3amP)EAam(A)+e
n n k n

tengsizlik o‘rinli. e >0 sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chigadi. D

Ma lumki, elementar to'plamlar sistemasi A(S) da m( va m lar ustma-ust
tushadi. Demak, 6.1-teorema 6.3-teoremaning xususiy holini ifodalaydi.

6.5-ta'rif. Bizga Al E to'plam berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy e >0 uchun
shunday B1 E elementar to'plam mavjud bo‘lib, m (ADB) <e tengsizik bajarilsa, u
holda A Lebeg ma'nosida o'lchovli to‘plam deyiladi. Agar A Lebeg ma’nosida
o'lchovli to’ plam bo‘lsa, uning o'lchovi deb tashqi o' lchovini gabul gilamiz.

Fagat o‘Ichovli to‘plamlar sistemasida aniglangan m to‘plam funksiyasi Lebeg
0'lchovi deb ataladi va u i bilan belgilanadi.

Shunday qilib, ofIchovli to'plamlar sistemasi A va unda Lebeg o'lchovi m
aniglandi. Demak, ixtiyoriy Al A uchun m(A) = m (A).

Bizning asosiy magsadimiz o‘Ichovli to'plamlar sistemasi A ni chekli yoki
sanogli sondagi to'plamlarning birlashmasi va kesishmasiga nisbatan yopigligini
ko‘rsatish, ya' ni A ning s - algebratashkil gilishini isbotlashdan iborat.

6.2-eslatma. Agar (6.2) tenglikda anig quyi chegara A to'plamni goplovchi
to'g'ri to'rtburchaklarning barcha chekli sistemalari bo‘yicha olinsa, A to'plamning



Jordan ma’ nosidagi tashgi o*Ichovi hosil bo*ladi, u j (A) bilan belgilanadi, ya' ni

(A = inf am(Rr) 65
Al U R k=1

k=1

Ushbu
(A=1- J(E\A)

son A to'plamning Jordan ma nosidagi ichki oflchovi deyiladi. Agar j (A) = j.(A)
bo‘lsa, u holda A Jordan ma nosida o' Ichovli to' plam deyiladi.

Shuni ta'kidlash joizki, agar A Jordan ma nosida o‘lchovli to'plam bo'lsa, u
Lebeg ma nosida ham o' Ichovli to‘ plam bo*ladi va bu o' Ichovlar o' zaro teng bo' ladi.

Hozir biz Lebeg ma nosida o'lchovli, ammo Jordan ma nosida o'lchovli
bo‘ Imagan to' plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. Al E birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nugtalar
toplami bo‘Isin. A va E\ A to'plamlar E da zich bo'lganligi uchun

f(A=1 j(E\AN=1
tengliklar o'rinli. Bu yerdan
(A=0 va (A (A

Demak, A to'plam Jordan ma nosida o‘lchovli emas. Ma lumki, A - sanogli to'plam
(3-8 dagi 3.3 misolga garang), shuning uchun uning elementlarini (x.,y,), ki N
ko' rinishda nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan

¥
Al UR, R ={(xy):x £EXEX, Y EYEV}.
k=1

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy kT N uchun m(R,) = 0. Bu yerdan
m(A) =0
ekanligi kelib chigadi. Shuni ta’ kidlash kerakki, tashqgi o' lchovi nolga teng bo‘lgan har
ganday to' plam o' Ichovli to‘ plamdir. Buning uchun elementar to’' plam sifatida B =11 ni
olish yetarli:
m (ADB) = m (ADIL) = m (A) =0<e.
Demak, A Lebeg ma nosida o'lchovli to'plam. Shunday qilib, A Lebeg ma nosida
o'lchovli bo‘Igan, lekin Jordan ma nosida o' Ichovli bo* Imagan to' plamga misol bo' ladi.
6.4-teor ema. O‘Ichovli to' plamning to’Idiruvchisi o Ichovlidir.

Isbot. Teoremaning tasdig'i elementar to‘plamning to'ldiruvchisi elementar
to' plam ekanligidan va

ADB=(E\A)D(E\B)
tenglikdan (1- 8 dagi 3-topshirigga garang) kelib chigadi. D

6.5-teorema. O‘Ichovli to' plamlar sistemasi A halga tashkil giladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun o'lchovli to'plamlarning kesishmasi va
simmetrik ayirmasi yana o' lchovli to' plam ekanligini ko'rsatish yetarli. A, A, o'lchovli
to'plamlar bo‘Isin. Ta'rifga ko'ra, ixtiyoriy e >0 son uchun shunday B,1 A(S) va
B,1 A(S) elementar to’ plamlar mavjud bo' lib, quyidagi tengsizliklar bajariladi



mi(ADB)<>,  mi(aDB)<".

U holda .
(A1A)D(B 1B,)] (ADB)U(ADB,)
munosabatdan va tashqi o' lchovning yarim additivlik xossasidan
m((A 1 A)D(B 1 B))£m(ADB)+m(ADB)<e

ga ega bo'lamiz. B, 1 B, ning elementar to'plam ekanligidan A I A, ning o'lchovli
to’ plam ekanligi kelib chigadi.

Ikki to* plam simmetrik ayirmasining o*lchovli ekanligi

(ADA,)D(B,DB,)=(ADB,)B(A,DB,)

tenglikdan kelib chigadi. D A

Agar o'Ichovli to*plamlar sistemasi A da birlik element mavjud bo'lsa, u algebra
tashkil giladi. A da E={(x,y):0£x£1, O£ y£1} to'plam birlik element shartlarini

ganoatlantiradi. Demak, o' Ichovli to* plamlar sistemasi A algebra tashkil gilar ekan.

6.5-teorema va 5.1-5.2 xossalardan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

6.1-natija. O'lchovli to'plamlarning birlashmasi va ayirmas yana o'lchovli
to' plamdir.

6.2-natija. Chekli sondagi o‘lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi
yana o'Ichovli to* plamdir.

6.6-teorema (O'Ichovning additiviik xossasi). Agar A,A,.K,A, lar o'zaro
kesishmaydigan o' Ichovli to' plamlar bo‘lsa, u holda

meU A 2= a ma)
€k=1 @ k=1

tenglik o'rinli.

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmadan foydalaniladi.

6.2-lemma. Ixtiyoriy ikkita A va B to‘plamlar uchun

|mi (A)- mi(B)| £ mi (ADB)
tengsizlik o'rinli.
Isbot. Al B U (ADB) bo'lgani uchun 6.3-teoremaga ko' ra
m (A) £ m (B) + m (ADB).
Bu yerdan m (A)2 m(B) hol uchun lemmaning isboti kelib chigadi. Xuddi shunday,
Bl AU (ADB) munosabatdan
m (B) £ m (A) + m (ADB)
ni olamiz. Y uqgoridagilardan
|m (A) - m(B)|E m(ADB). D
6.6-teoremaning isboti. Teoremani n=2 uchun ishotlash yetarli. Bizga A va
A, o'zaro kesishmaydigan o'Ichovli to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy € >0 son
uchun shunday B, va B, elementar to‘ plamlar mavjudki,
m(ADB)<e, mi(ADB,)<e
tengsizliklar bajariladi. A= A UA va B =B U B, deymiz. 6.1-natijaga ko'ra A



to'plam - oIchovli. A va A, to‘plamlar o' zaro kesishmaganligi uchun
B 18,1 (ADB)U(ADB,)
munosabat o'rinli (1-§ dagi 6-topshirigga garang) va bundan m(B, 1 B,)£ 2e
tengsizlik kelib chigadi. 6.2-lemmaga ko' ra
|Im(B)- m(A)FIm(A)- mEB)|<e,
Im(B,) - m(A)Fm(A)- mkB,)<e.
Endi m¢ o'Ichovning additivlik xossasigako'ra
m{B) = m(B,) + mB,) - M{B, 1 B,) ° mi(A) +mi(A) - de.
Agar ADBI1 (ADB,)U (A DB,) munosabatni hisobga olsak,
m (A)3 m§B)- m (ADB)3 m§B)- 2e3 nmi(A)+m(A)- 6e
gaegabo'lamiz. e >0 sonning ixtiyoriyligidan
m (A)3 mi(A)+m(A)
ni hosil gilamiz.
Teskari tengsizlik
‘ m (A) £mi(A)+mi(A)
esa Al A U A, munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chigadi. Demak,
m (A) =m(A)+m(A)
tenglik o'rinli. A,A va A to‘plamlar o‘Ichovli bo‘lganligi uchun m ni n bilan
amashtirish mumkin. D
6.3-natija. Ixtiyoriy Al E o'Ichovli to' plam uchun
n(E\A)=1- m(A)
tenglik o'rinli.
Isbot. A va E\ A to'plamlar o zaro kesishmaydi va
m(A)+n(E\A)=n(E) =1
Bu yerdan
m(E\ A) =1- n(A).D
6.7-teorema. Sanogli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi  va

kesishmasi yana o'Ichovli to‘ plamdir.
Isbot. A, A .K,A K- olchovli to' plamlarning sanoqli sistemasi bo'lib,

A=UA
bo'Isin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz .
A=A, A=A\UA, n°2
Ravshanki, -
A=UA
hamda A to'plamlar juft-jufti bilan o za:;) kesishmaydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko‘ra,
A to'plamlar - o' Ichovli.



6.6-teoremadan hamda tashgi o'lchovning yarim additivlik xossasidan ixtiyoriy
chekli nl N uchun quyidagiga ega bo‘lamiz
a0 _ 2 : s
meU A2= & m(A) £ mi(A).
Ek=1 @G k=1
Shuning uchun

¥ '
& m(a)
gator yaginlashadi. Demak, ixtiyoriy € >0 son uchun shunday n, mavjudki,
o e
& mA,)< E (6.6)

n>no

L
tengsizlik baariladi. C=JA, to‘plam o'lchovli to‘plamlarning chekli yig'indisi
n=1

sifatida o' Ichovli bo*lgani uchun, shunday B elementar to‘ plam mavjudki,
m (CDB) <% (6.7)
tengsizlik bajariladi. U holda
X e .0
ADBI (CDB)USUA,Z

n>no z
munosabatdan va o' Ichovning yarim additivlik xossasidan hamda (6.6) va (6.7) lardan
foydalansak,

. & .0 e e
m (ADB)E m(CDB)+nmk U A T<—+—=e
ey, g 2 2
kelib chigadi. Demak, A o'lchovli to‘plam ekan. O‘Ichovli to'plamlarning

to‘ Idiruvchisi o' Ichovli ekanligidan hamda
1A=E\U(E\ A)

tenglikdan sanogli sondagi o' Ichovli to' plamlarning kesishmasi yana o' Ichovli ekanligi
kelib chigadi. D i

6.4-natija. O‘Ichovli to'plamlar sistemasi A, s - algebra tashkil giladi.

Natijaning ishoti 6.7-teoremadan hamda A sistemada
E={(x,y):0£x£1, O£ y£1} ningbirlik element ekanligidan kelib chigadi.

6.7-teorema  6.2-natijaning umumlashmasi  hisoblanadi.  6.6-teoremaning
umumlashmasi quyidagicha.

6.8-teoroema (O‘lchovning s - additiviik xossasi). Agar {A} - o'zaro
kesishmaydigan o‘Ichovli to' plamlar ketma-ketligi uchun

¥
A=UA
n=1
bo‘lsa, u holda

MN=%MA) 68)



tenglik o'rinli.
k
I sbot. Ixtiyoriy k da A 1 A 6.6 va6.3-teoremalargako'ra
=1
kL O0_ &
mgU A 2= & n(A) £ m(A).
€n=1 (%) n=1
Agar k® ¥ dalimitgao'tsak,

¥
amA,)EmA) (6.9)
n=1
tengsizlikka ega bo‘ lamiz. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko' ra,
¥
m(A) £3 m(A,) (6.10)
n=1

(6.9) va (6.10) dan (6.8) tenglik kelib chigadi. D

Y uqorida keltirilgan teorema o'Ichovning sanogli additivlik yoki s - additivlik
xossasi deb ataladi. O'lchovning s - additivlik xossasidan uning uzluksizlik xossasi
kelib chigadi.

6.9-teorema (O‘Ichovning uzluksizlik xossasi). Agar o'lchovli to'plamlarning
A E A ELE A E L ketma-ketligi uchun

¥
A=A

n=1

bo'lsa, u holda
m(A) =limm(A).
Isbot. A=10 to'plam bo'lgan holni garash yetarli, chunki umumiy hol A ni
A \ A bilan almashtirish natijasida A =111 holga keltiriladi. Quyidagi
A =(AVA)U(AN A)UAN A)UL

A= (AN AL)U ALY AL UALY A UL
tengliklar o'rinli va qo'shiluvchi to'plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi.
O‘lchovning s - additivlik xossasiga ko' ra

va

mA) = & (A A) (6.11)
mA) = & mA AL 612)

(6.11) qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun uning goldig'i (6.12) N® ¥ da nolga
intiladi. Shunday qilib,
limnm(A,)=0. D

N® ¥

6.5-natija. Agar A1 Al L1 A1 L olchovli to'plamlar ketma-ketligi uchun
¥
A=U A, bo'lsa, u holda

n=1

T(A) =limm(A,).



Natijani isbotlash uchun A, to‘plamlardan ularning to‘ldiruvchilariga o'tish va

6.9-teoremadan foydalanish yetarli.
6.3. Ayrim to‘ldirishlar. Biz yugorida fagat birlik  kvadrat
E={(x,y):0£x£1, O£ y£1} da saglanuvchi to'plamlarni garadik. Bu cheklashdan

xalos bo' lish mumkin. Ma lumki, koordinatalar tekisligini
E.={(Xy): m<xE£m+1l n<y£n+1}
(m,n- butun sonlar) kvadratlar yig‘indisi ko' rinishida tasvirlash mumkin:
RR= UE,
m,nl Z
6.4-ta'rif. Agar istalgan m,n butun sonlar uchun A_=AlE_ to'plamlar

o‘lchovli bo'lsa, u holda A to'plam o‘lchovli deyiladi. Agar A to'plam o'lchovli
bo'lsa,
m(A)= & m(A,) (6.13)

mnl Z
gator yig'indisi A to*plamning Lebeg o' Ichovi deyiladi.
Agar (6.13) gator yig'indisi chekli bo'lsa, A chekli o'Ichovli to'plam deyiladi.
Aks holda A cheksiz o'Ichovli to'plam deyiladi. Shuning uchun r o‘lchov cheksiz
giymat ham gabul gilishi mumkin. O‘lchov va o'lchovli to‘plamlarning yugorida
o'rnatilgan barcha xossalari bu hol uchun ham o‘rinli bo'ladi. Biroq 6.9-teoremada
(6.11) qgator yaginlashuvchi bo‘lishi uchun n(A) <+¥ shartni qo'shishimiz kerak

bo‘ladi. Takidlash lozimki, sanoglita chekli oIchovli to'plamlar yig'indisi cheksiz
o‘'Ichovga ega bo'lishi mumkin. Tekislikdagi barcha o'Ichovli to'plamlar sinfini A
simvol bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to‘plamlar uchun Lebeg o' Ichovining qurilish usulini
bayon qildik. Sonlar o'gi R dagi va uch o‘Ichamli R® fazodagi to*plamlar uchun ham
Lebeg o' Ichovi shunga o' xshash usulda quriladi. Masalan sonlar o' gida ol’ chov dastlab
(a,b) intervallar, [a,b] kesmalar va [a,b), (a,b] yarim intervallardan tashkil bo'lgan S
yarim halgada, ularning uzunligi sifatida aniglanib, keyin S ni saglovchi minimal
halgaga davom ettiriladi. Undan keyin esa tekislikdagiga o'xshash usulda Lebeg
ma’ nosida o‘lchovli to'plamlardan iborat s algebragacha davom ettiriladi. Aynan
shunga o‘ xshash usulda Lebeg o' Ichovini istalgan n- o Ichamli Evklid fazosida ham
gurish mumkin. Tekislikda Lebeg ma nosida o'lchovli to'plamlarni kiritish jarayonida
odatdagi yuza ta'rifidan kelib chigdik. Shunga o‘xshash bir o'lIchovli holda Lebeg
o'lchovining kiritilishi interval (kesma, yarim interval) uzunligi tushunchasiga
asoslanadi.

6.4. Ayrim umumlashtirishlar. Umuman olganda o'lchov tushunchasini
boshgacha usulda, ya ni umumiyrog usulda kiritish mumkin. Bu umumiyrogq usulni
sonlar o' gidagi to* plamlar uchun amalga oshiramiz.

Bizga sonlar o‘gida aniglangan kamaymaydigan o‘ngdan uzluksis F funksiya
berilgan bo'Isin. Interval, kesma va yarim intervallarda F funksiya yordamida quyidagi
sonlarni mos qo‘yamiz:

m(a,b) = F(b- 0) - F(a), ma,b] = F(b)- F(a- 0),
m(a,b] = F(b) - F(a), ma,b) = F(b- 0)- F(a- 0).



Ravshanki, bu usulda aniglangan m interval (kesma va yarim interval) funksiyasi
manfiymas va additiv. Yarim halgada Kkiritilgan bu o'Ichovga yuqoridagidek
mulohazalarni qo’llab, gandaydir n-(®) o‘lchovni qurishimiz mumkin. Bunda
o‘Ichovga nisbatan o'Ichovli bo‘lgan to‘plamlarning A . sistemasi sanogli yig'indi va
sanogli keshishmaga nisbatan yopiq bo'ladi, nm. o'lchov esa s - additiv bo‘ladi.
Umuman olganda, . o'Ichovga nisbatan o'Ichovli to‘plamlar sinfi F funksiyaning
tanlanishiga bog'liq.c. Ammo R da o‘ngdan uzluksis, kamaymaydigan istalgan F
funksiya uchun ochig va yopiq to'plamlar, shuningdek, ularning istalgan sanogli
yig'indi va sanogli kesishmalari o'lchovli to‘plamlar bo‘ladi. U yoki bu
kamaymaydigan o‘ngdan uzluksiz F funksiyalar vositasida olingan mnr. o'lchovlar
L ebeg-Stiltes o' Ichovlari deb ataladi.

Bizga Lebeg o' Ichovi i va Lebeg-Stiltes o'Ichovi . berilgan bo'Isin.

6.5-ta’'rif. Agar m(A)=0 ekanligidan n_(A)=0 kelib chigsa, n. absolyut
uzluksiz o'lchov deyiladi. Agar n. o'lchov chekli yoki sanogli giymat gabul giluvchi F
funksiya yordamida aniglansa, . diskret o'lchov deb ataladi. Agar nm. o'lchovda
istalgan bir nuqtali to'plam O o'lchovga ega bo'lsa va Lebeg o'lchovi nolga teng
bo'lgan biror A to‘plam uchun m_(R\ A)=0 bo‘lsa, u holda . singulyar o'lchov
deyiladi.

Ko'rsatish mumkinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz, diskret va singulyar
uzluksiz o' Ichovlar yig'indisi ko' rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

6.5. O‘lchovsiz to'plamning mavjudligi. Biz ko'rsatdikki, Lebeg ma nosida
o'lchovli bo'lgan to*plamlar sinfi yetarlicha keng. Tabiiy ravishda "Lebeg ma nosida
o'lchovsiz to'plam mavjudmi?' - degan savol paydo bo‘ladi. Bu savol ijobiy
yechilishini ko' rsatamiz. O'Ichovsiz to’ plamni qurishni sonlar o' gida amalga oshiramiz.

6.2-misol. Chegaralangan o' Ichovsiz to* plam quyidagicha quriladi. Buning uchun
[- 1,1] kesmaning nuqgtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz: agar x va y
ning ayirmasi x- y ratsional son bo'lsa, ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat
ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shuning uchun [-1,1] kesma o‘zaro ekvivalent
bo‘lgan elementlardan iborat K(x), x1 [-1,1] sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar
o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib [-1,1]] kesma o‘zaro kesishmaydigan
K(x), xI [-1,1] sinflarga gjraladi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element
tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar to' plamini A bilan belgilaymiz.

Bu A to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlaymiz. [- 1,1] kesmadagi barcha
ratsional sonlar to' plamini nomerlab chigamiz:

r,=0,r,r,,K

A bilan A to'plamni r, songa siljitishdan hosil bo'lgan to'plamni belgilaymiz,
yani A =A+r ={y:y=x+r,xl A}. Xususan A = A A to'plam A to‘plamdan r,
ga siljitish orgali hosil gilingani uchun ular bir vagtda yo o‘lchovli, yo o'lchovsiz
to'plamlar bo'ladi. Faraz gilaylik, A o‘lchovli to'plam bo‘lsin. U holda unga
konguriyent bo‘lgan A, to‘plamlar ham o'lchovli bo'ladi va m(A)=nmn(A) tenglik
o'rinli. Ravshanki,



11 UA.
Bundan, o' Ichovning yarin additivlik xossasiga asosan
2=m[-L1]) £ MUA) = mA) + mA) + L+ mA) + L.

Bu yerdan n(A)>0 ekanligi kelib chigadi. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy
kT {0,1,2,K,} uchun A 1 [-2;2]. Bundan

¥ ~
UA I [-272]
k=0
va A to'plamlar o' zaro kesishmaydi. O‘Ichovning s - additivlik xossasiga asosan

4=m(-22) * mUA) = m(A) + (A + L+ m(A) + L.

Bu yerdan n(A)=0 ekanligi kelib chigadi. Bu garama-garshilik A to'plamning
0'lchovsiz ekanligini isbotlaydi.
6.3. 4.7-misolda keltirilgan Kantor to‘plami K ning Lebeg o'lchovi nolga teng
ekanligini ko' rsating.
Yechish. Kantor to'plami K ning o'lchovi nolga tengligi nm([0,1]\K) =1
tenglikdan kelib chigadi. Barcha chiqarib tashlangan intervallar uzunliklari yig'indisi
1 2 4 2"t
m([ 0] \K) mgai?lK = na:ln'(K) Sttt
Demak, m(K)=0.

yA

1 4

7/8

3/4

5/8

1/2
3/8 - —
1/4 - —

1/8 1 —

T | | | T T | >
0 /9 2/9 173 2/3 7/9 8/9 1 X

6.7 - chizma



6.4. Hozir biz qurilishi "Kantorning mukammal to'plami” - K bilan bog'liq
bo‘lgan Kantorning zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) bayon gilamiz. Kantorning
zingpoya funksiyasini K(x) bilan belgilaymiz va uni [0;1] kesmada quyidagicha

aniglaymiz. K, = 8@ 29 to’ plam va uning chegarasida
&3' 3g
1 0 €l 2u
K(x) = =,
(x) > & 3
K, = ?,EQU 8@ §9to plam va uning chegaralarida
e9 9g €9 9g
11 agar x1 €l.2u
Koo =14 ol
l§, agar x1 er.8u
f4 89’ off
Endi
_a&l  206,,l . 806,,a9 200, a5, 260
K3 _933’33 'U933’33 U933’? U933’33 '
to’ plam va uning chegaralarida
S agar x 1 ¢l.21
: 23 ) 833 ) 33H1
3 ~ &7 80
T2 agar x1 ae:—p
=12 T & E
P> agar x1 €19. 20u
| 231 833 1 33 Hs
:1 agar x I €25. 260
727 83 ' 3FH
Xuddi shunday K. to‘plamning k- chi go’shni intervali va uning chegarasida

K(x) = 25 k=135K,2" - 1.

[0;1] kesmaning golgan nugtalariga K(x) ni uzluksiz davom ettiramiz. Hosil gilingan
funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi. U [0;1] kesmada aniglangan,
uzluksiz, monoton kamaymaydigan funksiya bo’ ladi. Xususan, K(0) =0,K (1) =1.

6.5. F(x)=2x+1 funksiya yordamida qurilgan m.- Lebeg-Stiltes o'lIchovi
absolyut uzluksiz o'lchov bo‘ladi. Bu o‘lchov bo'yicha A=(1;5] to'plamning
o' lchovini toping.

Y echish. Ta'rifgako'ra

m-(A =F®)- F@Q=2:5+1- (2°1+1)=11- 3=8.

6.6. F(x)=[x] funksiya yordamida qurilgan m.- Lebeg-Stiltes o'Ichovi diskret
o‘'lchov bo'ladi. Chunki F(x)=[x] funksiya monoton kamaymaydigan o°‘ngdan
uzluksiz funksiya bo'lib, uning giymatlar to'plami butun sonlar to‘plami Z dan iborat.



Butun sonlar to‘plami esa sanogli to'plamdir. Bu o'Ichov bo‘yicha A= (1;5]U{7;8}
to’ plamning o' lchovini toping. X

Yechish. Hosil gilingan m.- Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo'yicha ixtiyoriy nl Z
nugtaning o'lchovi birga teng. Chunki {n} =[n;n] tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun,
ta'rifgako‘ra

n.([mn])=F(n)- F(n- 0)=n- (n-1)=1.
Demak, m_({7;8}) =2. Endi B=(1;5] to‘plamning o‘lchovini topamiz.
m-(B)=F®)- F(1) =5-1=4
Berilgan A to'plam o' zaro kesishmaydigan B va {7;8} to'plamlarning birlashmasidan
iborat. O'Ichovning additivlik xossasigako‘ra
m-(A) = F(B)+ F{7;8}) =4+2=6.

6.7. F(X)=K(x), bu yerda K(x)- Kantorning zinapoya funksiyasi.
F(x) = K(x) yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi -n. singulyar o‘lchov
ekanligini ko' rsating.

Yechish. Kantorning zinapoya funksiyasi - K(x) ni (-¥;¥) ga quyidagicha
uzluksiz davom ettiramiz. K(x) =0, agar x<0 bo‘lsava K(x) =1, agar x>1 bo'lsa.
Hosil gilingan .- Lebeg-Stiltes o' Ichovi bo'yicha ixtiyoriy al R nugtaning o' Ichovi
nolgateng. Chunki {a} =[a;a] tenglik o'rinli bo‘Igani uchun, ta' rifga ko'ra

m-([aa]) = K(a)- K(a-0)=0

Bundan tashgari A = (-¥;0) U (1;¥) to'plamning o'lchovi ham nolga teng.
Hagigatan ham, o' Ichovning additivlik xossasiga ko‘ra
M (A=, ((-¥:0) + 1 (L¥) =F O - limF(@) +limF(a)- F()=0. (6.14)

6.3-misolda ko' rsatildiki, m(K) =0. Agar m. (R\ K) =0 ekanligi ko'rsatilsa, .
o'lchovning singulyar o‘lchov ekanligi kelib chigadi. Endi . (R\ K) ni hisoblaymiz.
O‘Ichovning additivlik xossasi va (6.14) tenglikka ko' ra

e (R\A K) = e (('¥,O)) + e ((1,¥)) + e ([0,1]\ K) = e ([O,l] \ K)

Dastlab K_,nl N to*plamlarning olchovi nol ekanligini ko' rsatamiz.

oo do_1 1
m (K,) = Fg—g— FE2=2.2-=0
Xuddi shunday
ad 200 ey 800 aéo Ao, _a80 0
m(K,) = n}@q— ———+ Mmeeoio™ = Feor- Feor+ Feox- Feo~ = Oten
9 9g9 é9¢g e9g e9g é9g
glik o‘rinli. m.(K.) = O,n3 3 tengllklar ham shunga o' xshash ko' rsatiladi. Endi Lebeg-

Stiltes oIchovi - m-(°) ning s - additivlik xossasidan foydalansak
.y
m (o] k) =mEUK I=A m(k)=0 (6.15)
n=1 n=1

ekanligini olamiz. Shunday qilib, hosil gilingan Lebeg-Stiltes o Ichovi n- (%) singulyar
0'lchov ekan.



© N

10.

11.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
m-- 6.7-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes olchovi bo'lsin. n. (K) =1 ekanligini
isbotlang. Bu yerda K- Kantor to‘ plami.
m.- 6.7-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘Ichovi, A(K 1 A) ixtiyoriy to'plam
bo'lsin. . (A) =1 tenglikni isbotlang.
Elementar to'plamlar sistemasida aniglangan m( o‘lchovning additivlik xossasini
isbotlang.
6.4-teoremani m o‘lchov uchun isbotlang. Bu xossa Lebeg o'lchovining yarim
additivlik xossasi deb ataladi.
F(x) = x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi absolyut uzluksiz
o'lchov bo' ladimi?
F(x) =2[x] +1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi diskret o*lchov
bo' ladimi?
Singulyar Lebeg-Stiltes o' Ichoviga misol keltiring.
Elementar to* plamlar sistemasi halga tashkil giladimi?
Lebeg ma nosida o'lchovli to'plamlar sistemasi s - algebra tashkil giladimi?
Javobni asoslang.
Tekislikdagi A={(x,y):0£EXE£1,0£yE£ x} to'plam elementar to* plam bo’ ladimi?
Uning o‘lchovini toping.
O‘Ichovli bo' Imagan to’ plamga misol keltiring.



3-mavzu: O‘lchovning umumiy tushunchasi

Bu paragrafda biz o'lchovning umumiy tarifini beramiz. O'lchovni yarim
halgadan halgaga davom ettiramiz hamda uning additivlik va s - additivlik xossalarini
isbotlaymiz. Tekislikdato* g'ri to* rtburchaklar o'lchovi (yuzasi) tushunchasiga tayangan
holda uni kengrog to‘plamlar sinfiga yoyish natijasida o'lchovni qurdik. Bunda
(jarayonda) to'g'ri to‘ rtburchaklar o' Ichovidan elementar to' plamlar o'Ichoviga o' tishda
to'g'ri to'rtburchaklar sistemasining yarim halga ekanligi va yuzaning manfiymas va
additiv bo‘lishi muhim rol o‘ynadi. Bundan tashgari, tekislikdagi o‘lchov Lebeg
davomining s - additivligi ham muhimdir.

Aytilganlarga ko'ra 6-8 da tekislikdagi to'plamlar uchun amalga oshirilgan
konstruksiyani yetarlicha umumiy abstrakt talgin qilish mumkin. Keyingi ikki
paragraflar shu masalaga bag'ishlanadi.

7.1-ta'rif. Agar r to‘plam funksiyasi quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:

1) r funksiyaning aniglanish sohasi S, yarim halga bo‘lsa ;

2) r funksiyaning giymatlar sohasi haqigiy va manfiymas bo‘lsa;

3) m additiv bo'lsa, ya'ni ixtiyoriy Al S,_ to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan
A A K,AT S_to'plamlar bo'yicha

k=1
chekli yoyilmasi uchun

m&=éma>

tenglik o‘rinli bo‘lsa, m o‘lchov deb ataladi.

Eslatma. £=AU A yoyilmadan (&) =2n (&), yani (&) =0 tenglik kelib
chigadi.

7.1. O‘Ichovni yarim halgadan undan hosil bo‘lgan minimal halgaga davom
ettirish. Tekislikdagi to'plamlar Lebeg o' Ichovini aniglash uchun dastlabki gadam, bu
o‘lchovni to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi (yarim halga) dan elementar to‘plamlar
sistemasi (undan hosil bo‘lgan minimal halga) ga davom ettirish bo‘ldi. Hozir biz bu
konstruksiyaga o' xshash abstrakt konstruksiyani garaymiz.

7.2-ta’rif. Agar m o‘lchovning aniglanish sohasi S, ikkinchi m o‘lchovning
aniglanish sohasi S, dasaglansa (S, 1 S,,) vaixtiyoriy Al S_ to'plam uchun

m(A) =m(A)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda m o‘lchov m o‘lchovning davomi deyiladi.

7.1-teorema. Aniglanish sohasi S_ yarim halga bo‘lgan har bir m o'lchov
uchun aniglanish sohasi A(S,) (S, ni o'zida saglovchi minimal halga) bo‘lgan
yagona m¢ davom mavjud.

Isbot. Har bir Al A(S,,) to*plam uchun

A=UB, BI1S, BIB=A& kil (7.1)



ko‘rinishdagi yoyilma mavjud. U holda A ga
mEA) = k’él m(B,) (7.2)
=1

sonni mos qo‘yuvchi va A(S,) da aniglangan m¢ to‘ plam funksiyasi o' Ichov bo'ladi.
Hagigatan ham, (7.2) tenglik bilan aniglangan m(A) miqdor (7.1) yoyilmaning
tanlanishiga bog' lig emas, chunki ixtiyoriy ikkita
A=UB =UcC, BIs, Cis,
i=1 i=1

yoyilmalarni garasak, B 1 C, kesishmalar S ga tegishli bo'lganligi uchun m
o‘lchovning additivligidan foydalanib,

é. m(B) = é.é. m(B 1 Cj) = é. m(Cj)

i=1 i=1j=1 i=1
tengliklarga ega bo' lamiz.

Ravshanki, (7.2) tenglik bilan aniglangan m(A) funksiya manfiymas va additiv
bo'ladi. Shunday qilib, m o'lchovning A(S,) ga davomi mC ning mavjudligi
isbotlandi. o

Endi bu o*Ichovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy Al A(S,) to'plamni va
uning biror

A=UB, B IB=4& kI, BIS,

yoyilmasini olaylik. U holda m o'lchovning A(S_) da aniglangan ixtiyoriy m davomi
uchun

P(A) = élm(m = élm(su = m§A)

tenglikni olamiz, ya'ni m o'lchov m( o'Ichov bilan ustma-ust tushadi. D

O'Ichovning manfiymaslik va additivlik xossalaridan quyidagi muhim xossalar
kelib chigadi.

7.2-teorema. Biror A _ halgada aniglangan m o‘lchov va A_ ga tegishli
A A KA to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda

l. Agar
UAT A va AILTA=& k1|
bo‘lsa,

4 m(A) £ m(A)

k=1
tengsizlik bajariladi;

Il. Agar UA E A bo'lsa,
k

=1

m(A) 2 m(A)

Qo

=~
1
=



tengsizlik bajariladi. Xususan, agar ABT A_va Al B bo‘lsa, m(A) £ m(B) bo'ladi.
Isbot. A _ gategishli va o' zaro kesishmaydigan A, A,,K,A to‘plamlar berilgan
bo'lib, ularning barchasi Al A_ to'plamda saglansin. U holda m o'Ichovning
additivligigako'ra
m(A) = & m(A) + mgA\ UA 2
k=1 k=1 @

e
Bundan, m(A\ anA()3 0 bo'lganligi uchun | - xossaning isbotiga ega bo' lamiz.
k=1

Endi ixtiyoriy A,A T A _ to‘plamlar uchun
m(A UA)=m(A)+m(A)- mA T A)EmMA)+mA)
tenglik o'rinli ekanligidan foydalansak, bu yerdan chekli induktiv gadamdan so‘ ng
mEU AZE & m(A)
€k=1 @ k=1
tengsizlikni olamiz. Nihoyat, o'lchovning additivlik xossasiga ko' ra
m(A) = mEU A2- mEU A\ A2E£ mEU A2
€k=1 @ Ek=1 a k=1 @
yoki oldindan olingan tengsizlikka ko' ra

m(A) £ 9 m(A). D

Hozir biz halgada aniglangan o' Ichovlar uchun | va Il xossalarni isbotladik. Agar
yarim halgada aniglangan o'lchovni garasak, uning halgadagi davomi uchun | va Il
xossalar o'rinli bo‘ ganligidan, bu davomning yarim halgadagi gismi uchun ham | vall
xossalar o‘rinli bo‘lib goladi.

7.3-ta'rif. Agar S, sistemada aniglangan m o‘lchov va ixtiyoriy o‘zaro

¥
kesishmaydigan sanoglita A, A, K, A ,KI S_ to'plamlar uchun A= A, bo‘lganda

k=1

m(A) = élm(m

tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda m o'lchov sanogli-additiv yoki s - additiv o'lchov deb
ataladi.

6-8 da tekislikdagi to'plamlar uchun kiritilgan o‘lchov s - additiv (6.8-
teorema) o‘lchovga misol bo'ladi. Boshgacha tabiatli s - additiv o'lchovga misol
keltiramiz.

7.1-misol. Bizga ixtiyoriy sanoqli
X ={x, %, K, X, K}
to' plam berilgan bo‘lsin. p, >0 sonlarni shunday tanlaymizki,

X
ap, =1

n=1

bo'Isin. Har bir Al X to‘plamga



mA) = a p,
x| A
sonni mos qo‘yamiz. Aniglanishiga ko‘ra, m(A) to‘plam funksiyasi o' Ichov bo'ladi va
X ning barcha gism to’ plamlari o' Ichovli bo*ladi. Bundan tashgari, m(X) =1.
Endi X ning o'zaro kesishmaydigan sanoglita ixtiyoriy A,A,K,A,,K gism
to' plamlarini olaylik va A= GA( bo'Isin. Aniglanishigako'ra,

k=1
m(A) = a p
x| A
vatenglik o' ng tomonidagi gator absolyut yaginlashuvchi bo’ Igani uchun
¥

¥
m(A) = é. pkzé. ,é. kaém(A])
X n=1xk| Ah n=1

tengliklar o'rinli, yani m s - additiv o' Ichov bo'ladi.

Endi additiv bo'lib, ammo s - additiv bo'Imagan o' lchovga misol garaymiz.

7.2-misol. [0;1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to'plamini X bilan
belgilaymiz. S orgali X ning (a;b) intervallar, [a;b] kesmalar va [a;b), (a; b] yarim
intervallar bilan kesishmalaridan iborat to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. Ko'rsatish
mumkinki, S_ yarim halga bo'ladi. Agar A, =X I (a;b) (1[a;b], I (a;b], 1 [a;b))
desak, har bir A, to'plamga

m(A,) =b- a

sonni mos qo'yish mumkin. Bu to*plam funksiyasi m additiv o‘lchov bo'ladi, ammo
s - additiv bo‘lmaydi. Chunki [0;1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plami

sanoqli, yani X ={r,r,,K,r ,K} tenglik o'rinli. Birinchidan A, =X 1[0;1] to'plam
¥
uchun m(A,)=1 bo'ladi, ikkinchi tomondan A,=UA, o‘zaro kesishmaydigan

n=1
sanoglita nol olchovli A =X I[r;r.] to‘plamlarning yig'indisidan iborat bo'ladi,
ya ni

m(A,) =11 Am(A) =0,

7 va 8-8 larda garalayorgan o‘lchovlarni s - additiv o'lchoviar deb
hisoblaymiz.

7.3-teorema. Agar S yarim halgada aniglangan m o‘lchov s - additiv bo'lsa,
u holda bu o'Ichovning A(S_) (S, ni o'zida saglovchi minimal halga) halgaga davomi
m hams - additiv o'lchov bo'ladi.

Isbot. Al A(S,) to'plam va o'zaro kesishmaydigan B.T A(S_),nT N
to' plamlar berilgan bo‘lib, A= G B, tenglik bajarilsin. U holda 5.3-teoremaga ko' ra,

k=1
S, da o‘zaro kesishmaydigan cheklita {A,j=12K,l} to'plamlar va o‘zaro

kesishmaydigan {B.,,s=1,2,K,| } to'plamlar sistemalari mavjud bo'lib,

ns’



| In ~
A=UA, va B,=UB,, ni N
j=1 s=1

chekli yoyilmalar o‘rinli bo' ladi.
Endi C = B, I A belgilashlarni kiritamiz. Tuzilishiga ko‘ra, C 4 toplamlar

ng

0' zaro kesishmaydi va
I

A = chnq va B —Uc

n=1s=1
yoyilmalar o'rinli bo‘ladi. S, daaniglangan m o' Ichovnlng s - additivligidan

mA) =& AmCy) va mB,) = é m(C,,) (7.3)

n=1s=1
tengliklarga ega bo'lamiz. Ikkinchi timondan A(S,) da berilgan m o'lchovning
aniglanishigako'ra

A=A MA) va m(8) =4 mB,) (7.9
U holda (7 3)-(7.4) formulalardan

|¥|

m(A) = a m(A) = 244 m(C) = aaa m(C) = aa m(B,) = a m(B,)

j=1 j=1n=1s=1 n=1s=1j=1 n=1s=1
tengliklar zanjirini olamiz. Bu tengliklar zanjirida gatnashayotgan barcha gatorlar
absolyut yaqginlashuvchi, shuning uchun
¥
m(A) = a m(B,)
n=1
tenglikning o‘rinli ekanligiga ega bo' lamiz. D
Ko'rsatildiki, agar yarim halgada s - additiv o Ichov aniglangan bo'lsa, u holda
uning halgaga davomi ham s - additiv o'Ichov bo'ladi, shuning uchun, boshidan
o‘Ichov biror halgada aniglangan deb garash mumkin.
7.4-teorema. Biror A halgada s - additiv. m o‘lchov berilgan bo‘lib, A va
A A KA K to'plamlar A gategishli bo‘lsin. U holda:

¥
l,. Agar UA(T Avail jda AlA =1bo'lsa uholda

k=1
¥
am(A,) £m(A)
n=1
tengsizlik o'rinli;

¥
I, (sanogli yarim additivlik). Agar Al UA, bo‘lsa, u holda

k=1

() £ Am(A)

tengsizlik o'rinli.
Isbot. Agar A to'plamlar o' zaro kesishmasa va A to'plamda saglansa, u holda
7.2-teoremaning | tasdig'igako’rahar bir n da



n

k’é} m(A) £ m(A)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan n® ¥ da limitga o‘tsak |, tasdiq isbotiga ega
bo‘lamiz.
Endi 11, tasdigni isbotlaymiz. A halga bo‘Igani uchun

n-1
B.=(A TA\UA.
k=1
to' plamlar A gategishli bo'ladi. Tuzilishiga ko' ra
¥
A=UB, B 1 A
k=1

va B, to'plamlar o zaro kesishmaydi, shuning uchun

¥ ¥
m(A) = a m(B,) £ a m(A). D
k=1 k=1
7.1-eslatma. Ko'rinib turibdiki, teoremaning | tasdig'i o'rinli bo'lishi

garalayotgan o‘lchovning s -additivligiga bog'lig emas, shuning uchun ixtiyoriy
additiv o'Ichov uchun ham bu tasdiq o' rinli bo'ladi. Aksincha, 11, tasdigda o‘lchovning
s - additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Hagigatan ham, yuqorida garalgan
7.2-misolda s - additiv bo'lmagan o'lchovda, o‘lchovi 1 ga teng X to'plam
o'Ichovlari O ga teng bir nugtali to‘plamlar yig'indisida saglanadi, ammo Il tasdiq
bajarilmaydi. Bundan tashgari shunga ishonch hosil gilish mumkinki, Il xossa

S

umuman olganda s - additivlik xossasiga teng kuchli. Hagigatan ham, S yarim
halgada aniglangan biror m o'lchov berilgan bo'lsin. A, A, K, A,,K sanogli sondagi
to'plamlar S dan olingan bo'lib, A,A K,A K to'plamlar o'zaro kesishmasin va

¥
A=UA tenglik baarilsin. U holda har ganday o‘chov |, xossaga ega bo‘lganligi
k=1
sababli
¥
a mA,) £ mA)
n=1

tengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar m o'lchov Il xossaga ham ega bo‘lsa, u
holda (chunki A lar A ni qoplaydi)

¥
a mA) ® mA)
n=1
tengsizlik ham bagjariladi. Shuning uchun
¥
a mA,) = mA)
n=1

tenglik o'rinli. Demak, o'lchovning sanogli yarim additivligi uning s - additivligini
ta’ minlar ekan.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. [0;1] kesmadagi barcha irratsional sonlar to‘plamini X bilan belgilaymiz. S _



orgali X ning (a;b) intervallar, [a;b] kesmalar va [a;b),(a;b] yarim intervallar
bilan kesishmalaridan iborat to'plamlar sistemasini belgilaymiz. Agar
A, =X 1(ab) (I[ab], I(ab], I[ab)) desak, har bir A, to'plamga
m(A,)=Db- a sonni mosgo‘'yamiz. Buto'plam funksiyasi m s -additiv o' Ichov
boladimi?

2. Harbir Al R=(-¥;¥) to'plamga

m(A) - T%.IAZ_];1

sonni mos qo‘yamiz. m to‘plam funksiyasi o'lchov bo'lishini ko'rsating.
A=(-¥;0) va B=[1;4] to'plamlarning o' Ichovlarini toping.

3. Yugoridaaniglangan m o‘lchov s - additiv o*Ichov bo' ladimi?

5-mavzu: O‘lchovning L ebeg bo'yicha davomi

8.1. Birli (birlik elementli) yarim halgada aniglangan o‘lchovning L ebeg
bo'yicha davomi. Agar J  yarim halgada aniglangan m o‘lchov additivlik xossasiga

ega bo'lib, anmo s - additiv bo'Imasa, u holda m ning J_ dan A(J_) ga davomi
bilan o' Ichovni davom ettirish jarayoni tugaydi, ya ni m o'Ichovni A(J_) dan kengrog
sinfga davom ettirib bo‘Imaydi. Agar J . daaniglangan m o‘lchov s - additiv bo'Isa,
u holda m ni J_ dan A(J,_) ga nisbatan kengrog bo'lgan va gandaydir ma noda
maksimal sinfga davom ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish
yordamida amalga oshirish mumkin. Bu bandda birli yarim halgada berilgan o' Ichovni
Lebeg bo‘ yicha davom ettirish masalasini garaymiz, umumiy holni esa kelgusi bandda
garaymiz.

Bizga biror J  birli yarim halgada aniglangan s - additiv m o‘Ichov berilgan
bo'lsin va E to'plam J _ halganing biri bo‘lsin. E ning barcha gism to'plamlaridan
tashkil bo‘lgan M (E) sistemada tashgi ofIchov deb ataluvchi m funksiyani quyidagi
usulda aniglaymiz. .

8.1-ta'rif. Ixtiyoriy Al E to‘plamuchun

m (A) = inf 3 m(B,) (8.1)

son A to'plamning tashqgi o'lchovi deb ataladi. Bu yerda aniqg quyi chegara A
to'plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanogli {B.},B.1 J_ to‘plamlar sistemas

bo'yicha olinadi.
8.1-teorema. (Sanogli yarim additiviik). Agar A va sanoglita A,A K, A K
to' plamlar uchun
¥
Al UA
n=1
bo'lsa, u holda

mi(A) £ & mi(A).



Bu teorema tasdig'ining isboti 6.3-teorema tasdig'i isbotiga (aynan) o'xshash
amalga oshiriladi. ) o

8.2-ta’rif. Agar Al E to'plam va istalgan e>0 uchun shunday Bl A(J )
to' plam mavjud bo'lib,

m (ADB) <e
tengsizlik bajarilsa, A (Lebeg bo'yicha) o Ichovli to*plam deyiladi.

Fagat o‘Ichovli to'plamlar sinfida aniglangan m funksiya Lebeg o' lchovi deb
ataladi vau m harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, T, va A(J ) dan olingan to' plamlar
o‘Ichovli bo' ladi. Bunda, agar AT J_ va BT A(J_) bo'lsa, uholda

n(A) = m(A), n(B) = m(B).
Agar A o'lchovli to'plam va m(ADB)<e tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Bl A(J_) to'plam berilgan bo'Isa,
ADB=(E\ A D(E\B)
tenglikdan A ning to‘ldiruvchi to'plami E\ A ning ham o'Ichovli ekanligi kelib
chigadi.
| 8.2-teorema. O‘Ichovli to' plamlar sistemasi A(M) halga bo‘ladi.
I'sbot. Ixtiyoriy A va A, to'plamlar uchun

ALA=A\(A\A) (82)

AUA =E\[(E\ A) I (E\ A)] (8.3)
tengliklar ~ o‘rinli  bo‘lgani  uchun  quyidagini  isbotlash  yetarli. ~ Agar
Al AM),Al A(M) bo'lsa, u holda A=A\AT A(M) bo'ladi, ya ni o'lchovli
to' plamlarning ayirmasi o'Ichovlidir. Hagigatan ham, A va A, o‘lchovli to'plamlar
uchun shunday B,T A(M) va B,T A(M) to' plamlar mavjudki,

m*(ALDBl)<% va m*(AZDBZ)<%
tengsizliklar o'rinli bo‘ladi. B=B, \B,1 A(M) bo'lganligi uchun
(A\A)D(B\B,)I (ADB)U(ADB,)
munosabatdan foydalanib, m (ADB) <e tengsizlikni olamiz. Demak, A\ AT A(M) u
holda (8.2) va (8.3) munosabatlardan A I A/ T A(M) va AU A T AM) ekanligini
olamiz. A va A, to'plamlarning simmetrik ayirmasining o'Ichovli ekanligi

ADA =(A\A)U(A\A)

va

tenglikdan kelib chigadi. D )
8.1-eslatma. J  ning birlik elementi - E o'lchovli to'plamlar sistemasi A(M)
uchun ham birlik eliment bo' ladi, shuning uchun o' Ichovli to‘plamlar sistemasi A(M)
algebratashkil giladi. )
8.3-teorema. O‘Ichovli to'plamlar sistemass A(M) da aniglangan n to‘plam

funksiyasi addituvdir.
Bu teoremaning isboti 6.6- teorema isbotini so‘zma-so' z takrorlash bilan amalga
oshiriladi.



8.4-teorema. O'Ichovli to'plamlar sistemasi A(M) da aniglangan m to‘plam

funksiyasi s - addituvdir.
Ishot. Aytaylik,

A:DA”A&AJQ%KTNML ALA =& 1]

bo'Isin. 8.1- teoremaga ko'ra,

m(A£QmM(A) yoki mMAEZMA) (84)

tengsizlik o‘rinli. 8.3-teoremaga ko‘ra, har bir n da
mA) > mEUAZ= & mA) (85)

€k=1 @G k=1
tengsizlikni olamiz. (8.5) da n® ¥ dalimitgao'tib,
¥

m(A) 2 a mA) (8.6)

n=1

gaegabo’'lamiz. (8.4) va(8.6) lardan teorematasdig'i kelib chigadi. D
8.5-teorema. Lebeg bo‘yicha o'lchovli bo‘lgan barcha to'plamlar sestemasi
A(M), E birlik elimentli s - algebradir.
Isbot. 6.7-teorema isbotini so‘zmaso‘z takrorlash yordamida sanoglita
~ Ve ¥ ~ Ve
AA KA KL AM) to'plamlar uchun A= UA I A(M) ekanligini isbotlash

n=1

mumkin. Ikkinchi tomondan,
¥ ¥
1 A=E\U(E\A)
n=1 n=1

tenglikkako'ra, | AT A(M) ekanligigaishonch hosil gilamiz. D

Tekislikdag_i to'plamlarning Lebeg o'lchovi ( 6-8 ga qgarang) xossalariga
o'xshash, o'lchovning s- additivlik xossasidan unung uzluksizlik xossasi kelib
chigadi. Yani, AEAELEAEL olchovli to'plamlar ketmaketligi uchun

¥
A= ] A bo‘lsa uholda

n=1
m(A) = lim n(A)
bo'ladi. Xuddi shuningdek, agar biror o'Ichovli to'plamlarning AT A1 L1 Al L
¥
ketma-ketligi uchun A=JA, bo'lsa, uholda

n=1
n(A) =limm(A)
n® ¥
tenglik o'rinli.
Shunday qilib, biz ko'rsatdikki, agar birlik elimentli J _ yarim halgada s -

addituv m o'lchov berilgan bo'lsa, bu o'lchovni Lebeg bo'yicha davom ettirish
natijasida A(M) s - agebradaaniglangan s - addituv n o'Ichov hosil bo'ladi.



8.3-ta'rif. O'Ichovli to'plamlar sestemasi A(M) da aniglangan va A(M) da

tashgi o‘lchov m bilan ustma-ust tushuvchi n funksiya m o'lchovning nr=L(m)

Lebeg davomi deb ataladi.
8.2. Birlik elementga ega bo‘lmagan yarim halgada berilgan o‘lchovni
davom ettirish. Agar m o'lchov birlik elimentga ega bo'lmagan J . yarim halgada

aniglangan bo'lsa, u holda avvalgi banddagi o' Ichovni Lebeg bo'yicha davom ettirish
jarayonida ba'zi o'zgarishlar sodir bo‘ladi. Anigrog'i, m tashgi o'lchov chekli
am(B,) yig'indiga ega bo‘lgan UB,1 T, goplamasi mavjud bo‘lgan A to'plamlar

uchun aniglanadi. To* plam o' Ichovliligi ta' rifi o zgarishsiz qoladi. 8.2-8.4 teoremalar va
8.3-tarif o'z kuchini saglab goladi. Yarim halgada birlik elementning mavjudligidan
8.2- teorema isbotida foydalanilgan. Umumiy holda ham 8.2-teoremani isbotlash
mumkin. Buning uchun A,AT AM) dan A UA T A(M) kelib chigishini birlik
elementga bog' ligsiz ravishda ko' rsatish kerak. Bu tasdiq
(AUA)D(BUB,)I (ADB)U(ADB,)

munosabatdan kelib chigadi. J  yarim halgada bir mavjud bo‘lmagan holda 8.5-
teorema quyidagi teoremaga almashtiriladi.

8.6-teorema. Istalgan boshlang‘ich m o'lchov uchun Lebeg bo'yicha o'lchovli
to'plamlar sistemasi A(M) d- halga bo'ladi. Sanogli sondagi o'lIchovli

¥
A A K A K to'plamlar birlashmasi bo‘lgan A= JA, to'plamning olchovli bo‘lishi

n=1

uchun mgﬁ AKQ migdorning n ga bog'ligsiz o' zgarmas hilan chegaralangan bo'lishi
Ek=1 @
zarur va yetarli.
Isbot. Yetarliligi. O'Ichovli to‘plamlarning A, A, K, A ,K sanogli sestemasi

berilgan bo'lib,
sup maij A<—— K <¥

n31 ek 1
bo‘lsin. Y angi

n-1
=A, Af=A\A A=A\ (AUA)K, A=A\ UA K
k=1
o'lchovli to'plamlar ketma-ketligini tuzamiz. Tuzilishiga ko‘ra, AGA(K, ALK
to' plamlar o' zaro kesishmaydi. Bundan tashgari, istalgan n da
UAS=UA
k=1 k=1
tenglik o' rinli. Bundan tashqari
sup mEU Ak—— sup mEU AéL sup & mAY £ a m(AD) £ K

n ekl n ekl n k=1

shart bajariladi. Demak, istalgan e > 0 son uchun shunday nI N mavj udki,



U e a m(A¢ <—

ek nt1 @ =n+1

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. C = UAQ: to'plam o‘Ichovli bo‘lgani uchun, shunday BT J

k=1
to’ plam mavjud bo'lib,

m (CDB) <%
tengsizlik bajariladi.

o
ADBI1 (CDB)U&U A2
€k=n+1 @
munosabatdan foydalansak,
m(ADB) <e
tengsizlikni olamiz. Demak, A o'Ichovli to‘ plam ekan.
Zaruriyligi. Aytaylik sanoglita A,A K,A ,K o'lchovli to'plamlar uchun

¥
A=U A to'plam o'Ichovli bo‘lsin va nr(A) chekli bo'lsin. U holda istalgan n1 N

n=1

uchun anAJ A munosabatdan va anA( o'Ichovli to‘ plam bo*lgani uchun

k=1 k=1
mZ‘iJAk EmA) b sume‘iJAk £mA)<¥. D
k=1 n k=1

8.1-natija. O'Ichovli to'plamlar sinfi A(M) va Al A(M) to‘plam berilgan
bo'lsin. A to‘plamning barcha B1 A(M) gism to‘plamlaridan tuzilgan A(M (A))
sistema s - algebra bo'ladi.

Masalan, agar A(M) sonlar o'gidagi Lebeg ma nosida o' Ichovli to' plamlar sinfi
va A=[a,b] - ixtitoriy kesma bo‘lsa, u holda [a,b] kesmada saglanuvchi o'lchovli
to' plamlar sistemasi s - agebratashkil giladi.

Lebeg o' Ichovlarining yana bir xossasini keltiramiz.

8.4-ta'rif. Agar m(A)=0 va Al A bo'lishidan AC ning o'lchovli ekanligi kelib
chigsa, m o'lchov to‘la deb ataladi.

Ta'rifda keltirilgan AC to' plam uchun r(A) =0 bo‘ladi. Qiyinchiliksiz isbotlash
mumkinki, ixtitoriy o'lchovning Lebeg davomi to'la bo' ladi. Hagicatan ham, Al A,
m(A) =m (A) =0 bo'lsa, m(A) =0 bo'ladi va IIi J_ ni olsak,

m(ADAE) = m(A) =0
bo‘ladi, ya' ni At o*lchovli bo'lishi kelib chigadi.
Umuman olganda s - algebrada aniglangan har ganday s - additiv o'Ichovni

to'la o'lchovgacha davom ettirish mumkin. Buning uchun nol o'lchovi to'plamning
Ixtiyoriy gismiga nolni mos qo'yish kifoya giladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. [0;1] kesmadagi barcha irratsional sonlar to'plamini X bilan belgilaymiz. S



orgali X ning [a;b) yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to*plamlar
sistemasini belgilaymiz. Bu sistemaning yarim halga ekanligini ko' rsating.
1-topshiriqda aniglangan S, yarim halganing har bir A, = X C[a;b) to‘plamiga
m(A,) =b- a sonni mos qo'yamiz. Bu to' plam funksiyasi o' Ichov bo*lishini

ko' rsating.

2-topshirigda aniglangan m:S_ ® R o‘lchovning Lebeg bo'yicha davomini
toping. Uni sonlar o' qidagi Lebeg o' Ichovi bilan ustma-ust tushishini isbotlang.



6-mavzu: O’lchovli funksiyalar. L ebeg integrali
9.0‘Ichovli funksiyalar va ular ustida amallar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga «gaysidir» ma noda yagin bo‘lgan
(Luzin teoremasiga garang) o' Ichovli funksiya tushunchasini kiritamiz. O‘lchovli
funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi.

Bizga El R’(El R) Lebeg manosida oflchovli to'plam va unda
aniglangan hagiqiy gqiymatli f funksiya berilgan bo'lsin.
9.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy cI R uchun {xI E: f(x)<dc}:= E(f <c) to'plam
o‘Ichovli bo'lsa, f funksiya E to'plamda o'Ichovli deyiladi.
9.1-misol. f:E® R, f(x)°a=const funksiyaning o'lchovli ekanligini
ko' rsating. A
Y echish. Ixtiyoriy ¢l R uchun
E(f <) ={x] E:f(<d=| 20 c¢>a
1/ agar cfa
tenglik o'rinli. E va IL to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢l R uchun
E(f <c) to'plam o'lchovli ekan. Tarifga ko‘ra, f(x)=a funksiya E da
o'lchovli funksiya bo’ ladi.
O.1-teorema. Agar f va g funksiyalar E to'plamda o‘lchovli bo'lsa, u
holda ularning yig'indisi f +g, ayirmasi f - g va ko'paytmasi f >g o‘lchovli
bo'ladi. Agar g(x)* 0 bo‘lsa, u holda f/g funksiya ham E da o' Ichovli bo'ladi.

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz.

9.1-lemma. Agar f funksiya E to'plamda o‘lchovlii bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy a,bT R lar uchun quyidagi to' plamlarning har biri o‘lchovli boladi:

DE(f3a), 2E(@E f<b), 3 E(f=a) 4 E(fE£a), 5 E(f>a).

Isbot. Faraz qilaylik, f o'lchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta'rifga ko‘ra,
ixtiyoriy al R uchun E(f <a) to'plam o' Ichovli bo' ladi.

1) E(f3a)=E\E(f <a) tenglikdan, hamda o'lchovli to'plamning
to‘ Idiruvchisi o Ichovli ekanligidan E(f 3 a) to'plamning o' Ichovli ekanligi kelib
chigadi.

2) E(@E f <b)=E(f 3 a)l E(f <b) tenglikdan, hamda o‘lchovli
to'plamlar kesishmasi o' Ichovli ekanligidan E(a£ f <b) to‘plamning o'lchovli
ekanligi kelib chigadi.

3) E(f =a) to'plamning o' Ichovli ekanligini ko' rsatamiz:

E(f=a)= | EQAL f <a+i
n=1 € Ng
Bu yerda E(a£ f < a+1/n) to'plam 2) ko‘rinishdagi to‘ plam bo‘lgani uchun u -
o‘lchovli. O‘Ichovli to'plamlarning sanogli sondagi kesishmasi (6.7-teoremaga
garang) o' Ichovli bo*lgani uchun E(f =a) to*plam o'lchovli bo’ ladi.
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4) E(f £a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda
E(f £a) = E(f <a)U E(f = a) tenglikdan kelib chigadi.

5 E(f>a)=E\E(f £a) tenglikdan hamda to'ldiruvchi to'plamning
o'lchovliligi (6.4-teorema) dan kelib chigadi. D

9.2-lemma. Agar ixtiyoriy a,bl R lar uchun 9.1-lemmadagi 1), 2), 4), 5)
ko'rinishdagi to‘plamlarning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya E
to' plamda o' Ichovli bo'ladi.

Isbot. Biz fagat 1) korinishdagi to‘plamning o'Ichovli ekanligidan f ning
o'lchovli ekanligini keltirib chigaramiz. Qolgan tasdiglarning isbotini o* quvchiga
mustaqil isbotlashni tavsiya gilamiz. Faraz gilaylik, E(f 3 a) to'plam ixtiyoriy
al R uchun o‘Ichovli bo'lsin. U holda uning to' Idiruvchi toplami E(f <a) ham
o'lchovli bo‘ladi. Ta'rifgaasosan f o'Ichovli funksiyabo'ladi. D

9.3-lemma. Agar f va g lar E da o‘Ichovli funksiyalar bo'lsa, u holda

{xT E: f(x) > g(x)}
to' plam o‘Ichovli bo'ladi.
Isbot. Ratsional sonlar to‘plami Q sanogli bo'lgani uchun uning

elementlarini nomerlab chigamiz, ya ni Q={r,r,,K,r,,K} va quyidagi tenglikni
isbotlaymiz:

{x1 E: f(x) > g(x)} =£J({x: f()>rt1{x:g(X) <r}) (9.1)

Faraz gilaylik, x,1 {xI E: f(x)>g(x)} bo'lsin, u holdaratsional sonlar-ning
zichlik xossasiga ko' rashunday r, I Q mavjudki, f(x,)>r, > g(x,) munosabat
o'rinli bo'ladi. Demak,

% 1 {x: f(x)>r}1{x:g(x) <r}
Bundan

o1 Ux: f00 > i 1{x: g0 <))
ekanligi kelib chigadi. Endi
%1 Ufx: f00>r}1{x: g0 <r})

ixtiyoriy nugta bo‘lsin, u holda x, birlashmadagi to'plamlarning hech
bo' Imaganda bittasiga tegishli bo'ladi, ya' ni shunday r, I Q mavjudki, bir vagtda
f(x)>r, va g(x)<r, bo'ladi. Bundan f(x,)>g(x,) ekanligi va demak
%1 {xI E: f(x)>g(x)} ekanligi kelib chigadi.

Biz (9.1) tenglikni isbotladik. 9.3-lemmaning isboti (9.1) tenglikdan, hamda
o‘lchovli to'plamlarning sanogli birlashmasi  (6.7-teorema) yana o'lchovli
ekanligidan kelib chigadi. D

9.1-teoremaning isboti. Teoremani bir necha gismlarga gratib isbotlaymiz.

1) agar f - o'lIchovli funksiya bo'lsa, u holdaixtiyoriy kI R uchun k> f va

f +k funksiyalar ham o'lchovli bo’ ladi. Hagigatan ham,
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i E(f <c/k), agar k>0,

i

- E(f >cdk), k <0,

(xXI E:kf(x)<c =] ( ), agar ke
iE, agar k=0 bo¢ib c>0,
/£ agar k=0 botib c£O0.

(9.2) tenglikning o ng tomonidagi to* plamlarning har biri o Ichovli bo‘lgani uchun

k> f funksiyao‘lchovli bo'ladi. f +k funksiyaning o*lchovliligi

{(xT E:f(X)+k<c ={x] E: f(x) <c- Kk}
tenglikdan kelib chigadi.
2) Agar f va g lar E dao'lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda 9.3-lemmaga

ko'ra

9.2)

{(xT E:f(xX)+g(X)>c ={x1 E: f(x)>c- g(X)}
to' plam ixtiyoriy cI R dao'lchovli bo'ladi. Demak, ta' rifgako'ra f + g o'Ichovli

funksiya bo'ladi.
3) 1) va 2) dan kelib chigadiki, f - g o'lchovli funksiya bo'ladi.
4) Agar f o'lchovli bo'lsa, uholda |f| va f? lar ham o'Ichovli funksiyalar
bo’ ladi. Hagigatan ham,
iE, agar <¢<0O
Eq f|> C) = : g
TE(f <-c)UE(f >c), agar c3 0.
(9.3) tenglikning o' ng tomonidagi to' plamlar ixtiyoriy ci R da o'lchovli bo' lgani
uchun | f| o' Ichovli funksiya bo‘ladi.
iE, agar c¢<0O
E(f?>c¢) = ]; J
fEQf\ > \/E) agar c3 0.
| f| funksiyaning o'lchovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o‘ng tomonidagi
to' plamlarning ixtiyoriy ci R da o'lchovli ekanligi kelib chigadi. Demak, f?
o'lchovli funksiya bo’ ladi.
5) O‘Ichovli funksiyalarning ko' paytmasi o' Ichovli ekanligi quyidagi

1
f xg =Z[(f +g) - (f - of]
ayniyatdan, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardan kelib chigadi.
6) Agar g o'lchovli bo'lib, g(x)* O bo'lsa, u holda 1 ning o' Ichovli
g

(9.3)

(9.4)

bo' lishi
-:-E(g <0 U Egeg >}9 agar c¢>0
i e Cg
E?<cg=:'E8§< g<02 agar c<0o
g g | € [}
1E(g < 0), agar c=0
|

A~
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tenglikdan kelib chigadi. Demak, 1 o‘lchovli funksiya. 5-xossaga ko'ra,
g

f(x)x% funksiya ham o' Ichovli bo' ladi, bunda g(x)* 0. D
g(Xx

Shunday qilib, biz o'lchovli funksiyalar to'plamining arifmetik amallarga
nisbatan yopigligini ko' rsatdik.

Analizdan malum bo'lgan tekis va nuqgtali yaginlashish tariflarini
keltiramiz. E o'lchovli to'plamda f funksiya va {f} o'lchovli funksiyalar
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

9.2-ta'rif. Agar ixtiyoriy e >0 uchun shunday n, >0 mavjud bo'lib, barcha
n>n, va hamma x| E larda | f (x)- f(X)|<e bo'lsa, uholda { f } funksiyalar
ketma-ketligi E to'plamda f funksiyaga tekis yaginlashadi deyiladi.

9.3-ta'rif. Agar har bir xI E da Ii®r9 f (X)= f(x) bo‘lsa, u holda {f}

funksiyalar ketma-ketligi f ga nugtali yaginlashadi deyiladi.
Quyidagi teorema o' Ichovli funksiyalar to‘ plamining limitga o'tish (nugtali
yaginlashish) amaliga nisbatan ham yopiqgligini ifodalaydi. A
9.2-teorema. Agar { f } o‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x| E da
f (X) gayaqinlashsa, u holda limitik funksiya f o‘lchovli bo‘ladi.

I sbot. Shartga ko'ra, ixtiyoriy xI E uchun Ii®r9 f (x)=f(x) orinli. Agar

biz
iy vt m by 1g
E(f<c)—{x.f(x)<c}—UU|lx.fm(x)<c-E% (9.5)
k=1n=1m>n |

tenglikni isbotlasak, teorema isbotlangan bo‘ladi. Chunki, sanogli sondagi
o‘Ichovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi (6.7-teoremaga garang) yana
o‘lchovli to* plamdir. (9.5) tenglik amaliyot darsida isbotlanadi.

Bu paragrafni quyidagi misol bilan yakunlaymiz.

9.2-misol. Agar f:E® R o'lchovli funksiya bo'lsa, u holda f funksiya E
ning ixtiyoriy o‘lchovli A gismida ham o lchovli funksiya bo’ lishini ko' rsating.

Y echish. Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢l R uchun

{xI A:f(X)<c=E(f<c)lA

tenglik o'rinli. E(f <c) va A to'plamlar olchovli bo‘lganligi uchun
{xT A:f(x)<c} to'plam ham o'Ichovli bo'ladi. Tarifgako'ra, f funksiya A da
o'lchovli bo' ladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
O‘Ichovli bo' Imagan funksiyaga misol keltiring.
2. Of‘lchovli bo'lmagan, lekin moduli o‘lchovli bo‘lgan funksiyaga misol
keltiring.
3. (9.5) tenglikni isbotlang.
4. 9.1 lemmada keltirilgan 2), 4) va 5) ko'rinishdagi to'plamlarning o'Ichovli

=
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ekanligidan f ning o‘lchovli ekanligini keltirib chigaring.
5. Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig'indisi o*lchovli
bo‘lsin, lekin ayirmasi o' lchovli bo’ Imasin.
6. Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko'paytmasi
o'lchovli bo'Isin, lekin yig'indisi o Ichovli bo‘Imasin.
7. Dirixle funksiyasi
D(x)=‘:'0’ agar xTAR\Q,
11, agar xI Q
ning [0;3] to' plamda o' Ichovli ekanligini ta'rif yordamida ko' rsating.
8. Agar f funksiya E to'plamda o'Ichovli bo'lsa, u holda h(x) =[f (x)] ning
o‘lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan x ning butun gismi
bel gilangan.

10. O‘Ichovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaginlashishlari

Bu paragrafda ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va o' lchovli
funksiyalar ketma-ketliklarining turli yaginlashishlari orasidagi bog‘lanishlarni
0‘rganamiz.

10.1-ta'rif. E o'Ichovli to*plamda aniglangan f va g funksiyalar uchun

mM{xT E:f(x)* g(x)} =0
bo‘lsa, f va g lar ekvivalent funksiyalar deyiladi va f ~g shaklda belgilanadi.
10.1-misol. Dirixle funksiyasi
D(x) = :O agar xTAR\ Q
11, agar x| Q,
Riman funksiyasi
}0, agar x-irratsiona | son bodsa,
R(x) =11
fn’
nol funksiya q(x)° 0 hamda bir 1 (x)° 1 funksiyalar orasidan o'zaro ekvivalent
funksiyalarni toping.

Y echish. Ma'lumki, Q sanoqgli to* plam, shuning uchun n(Q) =0. Lebeg
o'Ichovi - to' la o' Ichov (8.4-ta rifga garang), shunday ekan, ixtiyoriy Al Q uchun
m(A) =0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{x:D(x)* a(¥)} =Q, {x:R(X)*a(x)}=Q,
{(x:D(X)* RX)}IT Q, {xDX?!I1(X}=R\Q
Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:
n{x:D(x) * q(x)} = "{x:R(x) * q(x)} = "{Q} =0,
Mx:D(x) ! R(X)} =0, n{x:DX)* I(X)} =m{R\Q}1O0.
Demak, D~g, R~q, R~D bo'ladi. | bilan D ekvivalent emas.
10.2-ta’'rif. Agar biror xossa E to‘plamning nol o‘lchovli gism to*plamidan

m .
agar X = —- qgisgarmas kasr bodsa,
n
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boshga barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa E to'plamda deyarli bajariladi
deyiladi.

Agar ikkita funksiya deyarli teng bo'Isa, ular ekvivalentdir.

10.2-misol. Aytaylk, E=AUA va A1 A =/A& bolsin. Agar
f,:A® Rva f,: A ® R funksiyalar o‘lchovli bo‘lsa, u holda

f(x) = : f,(x), agar x[ A
i f,(x), agar x|l A
E dao‘lchovli funksiya bo’ lishini ko' rsating.

Y echish. Ixtiyoriy cI R da

{(xT E:f(x)<c}={xI A:f(x)<cqU{xl A:f(x)<c}

to'plam - o'Ichovli. Demak, f funksiya- E dao‘lchovli. D

10.3-misol. Nol o'lchovli A to'plamda aniglangan ixtiyoriy f:A® R
funksiyaning o Ichovli bo' lishini isbotlang.

Yechish. O'Ichovi nolga teng to'plamning ixtiyoriy gismi (8.4-ta'rifga
garang) ) .

{xI A:f(x)<c}l A

o'lchovli, shuning uchun, f- A dao‘lchovli funksiya bo’ladi.

10.1-teorema. Agar f funksiya E o'lchovli to'plamda aniglangan bo'lib,
o‘lchovli g:E® R funksiyaga ekvivalent bo'lsa, u holda f ham E da o'lchowvli
funksiya bo'ladi.

Isbot. Faraz qgilaylik, g - o‘lchovli va f ~ g bo'lsin, ya ni

A={x:T(xX)=g(xX)}, EVA={x:f(x)* g(x)}, m(E\A)=0. (10.2)
10.2 va 10.3-misollarga ko' ra,
F(x) = : f(x), agar xj E\ A
19(x), agar xI A
E dao‘lchovli funksiyabo'ladi. D

10.1. Deyarli yaginlashish.

10.3-ta’'rif. Agar E to‘plamda aniglangan {f} funksiyalar ketma-
ketligining f funksiyaga yaginlashmaydigan nugtalari to‘plamining o‘lchovi nol
bo'lsa, u holda { f } funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda f funksiyaga deyarli
yaqinlashadi deyiladi, ya'ni

lim ,00 = f (%)
tenglik E dagi deyarli barcha x lar uchun o'rinli, yoki
A={x:lim f,)0=f()} wE\ A=0.
n® ¥

10.4-misol. f (x)=cos"x, E =[0;2p] funksiyalar ketma-ketligining nol

funksiyaga deyarli yaqginlashishini ko' rsating.

Y echish.
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10, agar xI (0;2p)\ {p},
lim f.(X) = lim (cosx)" = :'mavjud emas, X=p,
n® ¥ n® ¥ . ~
11, agar xI {0,2p}.
A={x:lim f,(x)=0}=E\{0,p,2p}, m(E\A)=n{0,p,2p}=0.
n® ¥

Tarifgaasosan, f (x)=cos" x funksiyalar ketma-ketligi E =[0;2p] to‘plamda nol
g(x) =0 funksiyaga deyarli yaginlashadi. D

10.2-teorema. Agar E to‘plamda {f } o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
f gadeyarli yaginlashsa, u holda limitik funksiya f ham o‘Ichovlidir.

Isbot. A= ixi E: lim f(x) = f(x)j bo'lsin. U holda teorema shartiga

ko'ra, m(E\A)=0. A to'plamda {f } funksiyalar ketma-ketligi f ga nugtali
yaginlashadi. 9.2-teoremaga ko‘ra, f funksiya A to‘'plamda o'Ichovlidir. Nol
o‘lchovli to'plamda aniglangan ixtiyoriy funksiya - o‘lchovli (10.3-misolga
garang). Shuning uchun E\ A da f - o'lchovli. 10.2-misolga ko‘ra, f funksiya
birlashma AU (E\ A) = E to'plamda ham o' Ichovlidir. D

Ma lumki, tekis yaginlashishdan nugtali  yaginlashish, nuqtali
yaginlashishdan esa deyarli yaqginlashish kelib chigadi. Quyidagi implikatsiyalar
o‘rinli:

Tekis Nugqtali

— Deyarli O'Ichov bo'yicha
yaginlashish

yaginlashish |= | vyaginlashish |~ |  yaginlashish

Egorov teoremasi deyarli yaginlashish bilan tekis yaginlashish orasidagi
bog’ lanishni ifodalaydi.

10.3-teorema (Egorov). E chekli o'lchovli to'plamda {f.} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaginlashsin. U holda ixtiyoriy d >0 uchun shunday
E, I E to'plam mavjudki, uning uchun quyidagilar o‘rinli:

1) n(E\E,)<d,

2) E, to'plamda { f.} funksiyalar ketma-ketligi f ga tekis yaqginlashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko'ra, f o'lchovli funksiya bo'ladi. Aytaylik,

Er = 10,00 - T )< U

bo'lsin. E;" to'plamlar barcha n va m uchun o'lchovli bo'ladi. E" to'plam
tayinlangan n va m da barcha i3 n lar uchun | f(x)- f(X)|<l/m tengsizlikni
ganoatlantiruvchi x lar to' plamidan iborat. Endi

¥
E"=UE
n=1
bo'Isin. Aniglanishigako'ra E" to plamlar har bir m da

E" EM LI EMI L
munosabatni ganoatlantiradi. O'Ichovning uzluksizlik xossasiga ko'ra, har bir m
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va d >0 uchun shunday n,(m) mavjudki,
MmE™\ E; ) < %

Endi

¥

E, = mllE:;(m)

bo'lsin. Ko‘rsatamizki, E; to‘plam teorema shartlarini ganoatlantiradi. Dastlab E;
to'plamda { f.} ketma-ketlikning f gatekis yaginlashishini ko‘rsatamiz. Aytaylik,
xI E; bo'lsin. U holda ixtiyoriy m uchun barcha i3 n,(m) nomerlarda
| f.(x)- f(X)|<lm tengsizlik bajariladi. Bundan E, to‘plamda {f } ketma-
ketlikning f funksiyaga tekis yaginlashishi kelib chigadi.

Endi E\E, to‘plam o'lchovini baholaymiz. Barcha m lar uchun
m(E \ E™) =0. Hagigatan ham, agar x,1 E\E™ bo'lsa, u holda yetarlicha katta i
lar uchun | f.(x,)- f(x,)F Ym bo'ladi, yani {f (x,)} ketma-ketlik f(x,) ga
yaginlashmaydi. Demak, E\E™1 E\ A munosabat o'rinli. Bu yerda

A={x:|ni®r9 f . (xX)=f(X)}.
Bundan,
ME\E™)£mME\A) =0 P mE\E™)=0.
Bu yerdan kelib chigadiki,

mE\E" )=mE"\E

N (m)

m d
<

N (m) F

Shuning uchun

mE\E,) = mE\ IEY,,) = mU(E\ED,,) £

¥ ¥
£én(E\E,:;(m))<é%=d. D
m=1 m=1

10.2. O‘lchov bo'yicha yaginlashish. Bizga E to‘plamda aniglangan { f_}
o‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligi va f o‘lchovli funksiya berilgan bo'lsin.

10.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy d >0 uchun

limmx E{f,00- f(|* d}=0

tenglik bajarilsa, u holda {f} funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda f
funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqginlashadi deyiladi.

Deyarli yaginlashishdan o'Ichov bo'yicha yaginlashish kelib chigadi.
Quyidagi teorema shu hagda.

10.4-teorema. Agar { f.} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E (rr(E) <¥)
to'plamda f funksiyaga deyarli yaqinlashsa, u holda {f} ketma-ketlik E
to'plamda f ga o'lchov bo‘yicha ham yaginlashadi.

I sbot. 10.2-teoremaga ko' ra, limitik funksiya f o*lchovli bo'ladi.
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A={x:lim f,(0 = f(X)
n® ¥
bo‘lsin. Teorema shartiga ko'ra, m(E\ A) =0 bo‘ladi. Berilgan d >0 son uchun

guyidagi belgilashlarni kiritamiz.
E.(d)={x:| f,(x)- f(x)P d},

R@=UE@, M=IR().

O‘Ichovli to'plamlarning xossalaridan foydalanib, ko‘rsatish mumkinki, yugorida
kiritilgan barcha to* plamlar o' Ichpvli bo' I'adi. Ravshanlfi,
RAERW)ELERM)EL.
O‘Ichovning uzluksizlik xossasidan
limm(R (@)= (M)
tenglik kelib chigadi. X
Ko'rsatamizki, M | E\ A bo'ladi. Hagigatan ham, x,| A bo‘lsin, ya ni
lim f,(%,)= (%)
Limit ta' rifiga ko' ra, berilgan d >0 son uchun shunday n mavjudki,
i 06)- fx)/<d
tengsizlik barcha k2 n lar uchun o'rinli, ya'ni x,I R (d), shunday ekan, x,1 M.
Bundan
Al E\MP MI E\A
O‘Ichovning yarim additivlik xossasidan
n(M)Em(E\A) =0k (M) =0.
Demak, n® ¥ da n(R(d))® 0. E,(d)I R (d) munosabatdan va o'Ichovning
yarim additivlik xossasidan
limm(E,(d))=0
ekanligi kelib chigadi. Bu esateoremani isbotlaydi. D
O‘lchov bo'yicha yaqginlashishdan deyarli yaqginlashish kelib chigadimi
degan savol tug'iladi. Umuman olganda o'lchov bo'yicha yaginlashishdan deyarli
yaginlashish kelib chigmas ekan. Quyidagi misol bu fikrning to'g'riligini
tasdiglaydi.
10.5-misol. Har bir kI N uchun (0,1] yarim intervalda f™, " K, f®
funksiyalarni quyidagi usul bilan aniglaymiz

-'-1, agar % <XE I—,

9% = | ¢ L
i : g- 11U
TO, agar xl (O,l]\g < kK
Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {g,} ketmaketlikni hosil gilamiz. {g,}
ketma-ketlikning nol funksiyaga o' Ichov bo'yicha yaginlashishini va biror nugtada
ham nolga yaginlashmasligini isbotlang.
Isbot. Har bir nl N wuchun shunday k va i sonlar topiladiki,
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f(x) =g,(x) tenglik bajariladi va n cheksizga intilishi bilan k ham cheksizga
intiladi. Demak, ixtiyoriy d >0 uchun
m{x:[g, (9] d}=m{x: 19 (x)2 d}£ mg%@'T;_,uz_@) 0, k®¥.
e
Endi {g.} ketmaketlikni (0;1] intervalda nol funksiyaga deyarli
yaginlashmasligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy x,1 (0;1] nugtani olamiz. Shunday K.
vai (k <k, <<k, <L) sonlar topiladiki,

bo‘ladi. Demak,
lim f)(x,)=1 0. D

10.5-teorema. Agar {f } o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda
f ga o‘lchov bo'yicha yaginlashsa, u holda undan f ga deyarli yaqinlashuvchi
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Biz musbat va nolga intiluvchi e,e, L e L ketma-ketlikni va
h,h,,Lh , L. musbat sonlarni h,+h,+L +h +L qator yaginlashuvchi
bo'ladigan qilib tanlaymiz. Indekslar ketma-ketligi n, <n,,L larni quyidagicha
tanlaymiz: n, indeksni shunday tanlaymizki,

m{x:| £, (- FO)F e} <h,
tengsizlik bajarilsin. Bu tengsizlikni gqanoatlantiruvchi n, mavjudligi { f,} ketma-
ketlikning f ga o'lchov bo'yicha yaginlashuvchi ekanligidan kelib chigadi. Endi
n, > n, indeks shunday tanlanadiki,

x| f, (x)- f()F e} <h,
tengsizlik bajarilsin. Umuman n, > n_, indeks shunday tanlanadiki,

x| f, (- f()F e} <h,
tengsizlik bagarilsin. Tanlangan {fnk} ketma-ketlikning f ga deyarli
yaginlashuvchi bo'lishini ko' rsatamiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

¥ ¥
R=U{xIf, ¥- f(x)Pe} va R=1R.
k=i i=1
Tanlanishiga ko'ra, RE R, EL ER EL. O'chovning uzluksizlik xossasiga
ko'ra, m(R,) ® m(P). Ikkinchi tomondan, ravshanki,
¥
mR) < ghk

tengsizlik o'rinli. So‘nggi gator yaginlashuvchi gatorning goldig'i bo‘lganligi
uchun, u i® ¥ da nolga intiladi. Demak, m(R)=Ilimn(R)=0. Endi E\R
to' plamda fnk (X)® f(x) ni ko'rsatish qoldi. Faraz gilaylik, x,I E\R bo'lsin. U
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holda shunday i, mavjudki, x, I/ R, Bu shuni anglatadiki, barcha k * i, lar uchun

X, - F() 12 e} yani |f, (x)- f(x)K<e.
Shartgako‘ra e, ® 0, shuning uchun
lim £, ()= f(x). D

Quyidagi teorema uzluksiz va o‘lchovli funksiyalar o‘rtasidagi muhim
bog’ lanishni ifodalaydi.

10.6-teorema (Luzin). [a,b] kesmada aniglangan f funksiya o'lchovli
bo'lishi uchun ixtiyoriy e >0 son uchun [a,b] da uzluksiz bo‘lgan shunday |
funksiya mavjud bo'lib, m{x1 [a,b]: f(x)! ] (X)} <e tengsizik bajarilishi zarur
va yetarli.

10.1-natija. [a,b] kesmada uzluksiz funksiya o' Ichovlidir.

10.6-misal. [0;p] kesmada aniglangan
isinx, xI [0,p]\Q
F0=i h
jcos’(sinx), x1 Q
funksiya o' lchovli bo' ladimi? i

Y echish. Luzin teoremasi natijasiga ko‘'ra, uzluksiz j (x) =sinx, xI [0,p]
funksiya o‘lchovli bo'ladi. Luzin teoremasi va

m{x: f()*j (0} =mlop]1Q)=0<e

tengsizlikdan f funksiyaning [O;p] kesmada o' Ichovli ekanligi kelib chigadi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Agar f:E® R- o'Ichovli funksiyava Al E- o'lchovli to'plam bo'lsa, u

holda f : A® R funksiyaning A to'plamda o‘lchovli bo'lishini isbotlang.

2. Agar f va g funksiyalar E to‘plamda o'lchovli bo‘lsa, u holda
h (x) =min{ f (x),9(x)} va h,(x) = max{ f (x), g(x)}
funksiyalarning o' Ichovli bo' lishini isbotlang.

3. Agar f ~gvag~] bo'lsa, uholda f ~j ekanligini isbotlang.

4. 10.5-misolda keltirilgan {g,} ketma-ketlikdan nolga deyarli yaqinlashuvchi
gismiy ketma-ketlik gjrating.

5. 10.4-misol uchun Egorov teoremasi shartlarini ganoatlantiruvchi E,, d =10°
to’ plamni quring.

6. Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining shartlarini
ganoatlantiruvchi uzluksiz j (x) funksiyani toping. D(x) va R(x) larning
aniglanishini 10.1-misoldan garang.

7. T funksiyaga har bir nugtada yaginlashuvchi, lekin tekis yaginlashmaydigan

f. funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.
f (x)=x", xI [0;1] funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasini toping.
f (X)=x",xI [-1;1] funksional ketmaketlik Dirixle yoki Riman

© ©
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funksiyalariga deyarli yaginlashadimi?
10. Deyarli yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi yagona
bo‘ladimi? Agar yagona bo'Imasa, bu hagda o' z fikringizni ayting.
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L ebeg integrali
11. Sodda funksiyalar uchun L ebeg integrali

Hamma yerda E o'lchovli to‘plamda aniglangan o‘lchovli f funksiyani
garaymiz va (E) < +¥ deb faraz gilamiz.

11.1-ta'rif. Agar f:E® R o'lchovli bo'lib, uning giymatlari to'plami
ko' pi bilan sanogli bo'lsa, u holda f sodda funksiya deyiladi.

11.1-teorema. Ko'pi bilan sanoglita har xil vy,,v,, K,y K diymatlarni
gabul giluvchi f funksiya o'lchovli bolishi uchun

A ={x1 Exf() =y}

to' plamlarning o‘Ichovli bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f funksya E to'plamda o'lchovli bo‘lsa, A,
to’ plamlarning o Ichovli ekanligi 9.1-lemmadan kelib chigadi.

Yetarliligi. A, to'plamlarning har biri o'lchovli ekanligidan f funksiyaning
o'lchovli ekanligini keltirib chigaramiz.

E(f <c)= Y A

tenglikdan va o‘lchovli to'plamlarning birlashmasi o'Ichovli ekanligidan f ning

E dao‘lchovli funksiya ekanligi kelib chigadi.

11.1-misol. Agar f:E® R o'lchovli funksiya bo‘lsa, u holda
g(x) =[f(x)] funksiya E da sodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [a]
simvol a sonining butun gismini bildiradi.

Yechish. g funksiya fagatgina butun giymatlar gabul giladi. Shuning uchun
uning giymatlar to*plami ko'pi bilan sanoglidir. Endi uning o' Ichovli ekanligini
ko' rsatamiz. Hagigatan ham, ixtiyoriy nl Z uchun

{xI E:g(X)=n} ={xl E:n£ f(X)<n+1}
tenglik o'rinli. 9.1-lemmaga ko‘ra E(n£ f <n+1) to'plam o'lchovli. 11.1-
teoremaga ko'ra g funksiya E da o'lchovli funksiya bo'ladi. Demak, g sodda
funksiya ekan.

11.2-misol. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya
bo‘lishini ko'rsating. Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bo’lishini
isbotlang.

Yechish. Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya
bo'lishi bevosita ta'rifdan kelib chigadi. Sodda funksiyalar yig'indisining yana
sodda funksiya bo‘lishi esa, o'lchovli funksiyalar yig'indisining yana o'lchovli
funksiya ekanligidan (9.1-teoremaga garang) hamda chekli yoki sanoqli
to' plamlarning arifmetik yig'indisi (3 - 8 dagi 5-topshirigga garang) yana chekli
yoki sanogli to* plam ekanligidan kelib chigadi.

11.2-teorema (O‘Ichovlilik mezoni). f:E® R funksiya o‘lchovli bo'lishi
uchun unga tekis yaqginlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud
bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot. Yetarliligi 9.2-teoremadan kelib chigadi.
Zaruriyligi. f - o'lchovli funksiya bo'Isin. Unga tekis yaqginlashuvchi { f }

sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini  ko‘rsatamiz. 11.1-11.2
misollarga ko' ra, har bir nl N uchun

fﬁm:@%ﬂ (11.2)

sodda funksiya bo'ladi. Bundan tashqgari
100~ £00| = |00 - L0 2 [nf 0O - f (9] _ {nf (0} ¢ 1
n \ n \ n n
tengsizlik o'rinli. Demak, f. ketma-ketlik f gatekis yaqginlashadi. D
Dastlab biz cheklita v,,y,,K,y, diymatlarni qabul qiluvchi f sodda
funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kiritamiz. Ixtiyoriy k1 {1,2,K,n}
uchun

A ={xT A:f(x)=y.} (11.2)
belgilash olamiz.
11.2ta'rif. Bizga y,, ¥,,K, y, giymatlarni gabul giluvchi f:A® R sodda

funksiya berilgan bo'lsin. U holda
éwﬂﬂ)
yig'indi f sodda funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi va
& 09dm= & y,m(A)

kabi belgilanadi.
Endi bizga sanoglita vy,,v,,K,y,,K giymatlarni gabul giluvchi f sodda
funksiya berilgan bo'Isin. f funksiya uchun quyidagi formal

a yom(A,) (11.3)

gatorni garaymiz, bu yerda A lar (11.2) tenglik bilan aniglanadi.

11.3-ta'rif. Agar (11.3) gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda f
sodda funksiya A to‘plamda Lebeg ma nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3)
gatorning yig'indisi f funksiyaning A to‘plam bo'yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi va quyidagicha belgilanadi

&
o (9dm= 4 y,m(A,).
A n=
Bu tarifda y, larning har xilligi talab qilingan. Lekin y. larning har

xilligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta rifini
keltirish mumkin. Bu quyidagi lemma yordamida amalga oshiriladi.

11.1-lemma. A=UB,, B 1B =4 i | vahar bir B, to'plamda f
k
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funksiya fagat bitta ¢, giymat gabul gilsin. U holda
¢ (9dm=4 cm m(B,) (11.4)

tenglik o'rinli hamda f sodda funkS|ya A to plamda integrallanuvchi bo'lishi
uchun (11.4) gatorning absolyut yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.
I sbot. Osongina ko' rish mumkinki, har bir
A ={xT A T(x) =y}

to'plam ¢, =y, bo'ladigan B, to‘plamlarning birlashmasidan iborat, ya’ ni

- U
A G=Yn B
Shuning uchun
avn(a)=4y, & mB)=4cn(B)

n Ck_yn k

O‘lchovning manfiymasligidan

alym(A)=

a| Y é- m(Bk):é-‘Ck‘m(Bk)
G=Y k

ya ni
av,ma) va acn(s)
n k
gatorlar bir vagtda absolyut yaginlashadi yoki uzoglashadi. D
Sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining ba’ zi xossalarini isbotlaymiz.
A) Additiviik xossasi. Agar f va g sodda funksiyalar A to'plamda

integrallanuvchi bo'lsa, u holda f +g sodda funksya ham A to'plamda
integrallanuvchi va

B f (X) + g(x)]dm= ¢¥ (x)dm+ ¢g(x)dm
A A A
tenglik o'rinli.

Isbot. f+g ning sodda funksiya bo’'lishi 11.2-misolda isbotlangan.
Integrallanuvchi f sodda funksiya f giymatni AT A to'plamda, g sodda
funksiyaesa g; giymatni B, I A to'plamda gabul gilsin. U holda

g (9dm=4 fm(A).  @()dm=4 g,m(B))
A | A J
gatorlar absolyut yaginlashuvchi bo'ladi. O‘Ichovning s - additivlik xossasiga
ko‘ra, quyidagi tengliklar o' rinli
”(A)za (A 18,) rr(Bj)za (A 1B)
J i
U holda quyidagi musbat hadli gatorlar
aalfim(are) &aalgn(A1B)
[ i
yaginlashuvchi bo' ladi. Demak,
aal(fi+g)r(Ans)
i
gator absolyut yaginlashuvchi. Bundan f + g sodda funksiyaning integrallanuvchi
ekanligi kelib chigadi. 11.1-lemmagako'ra,
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8100+ a0lcm=& 4 (1+9 )m{A 18,)=& & m{a 18)+

J
+& g, mA 1B)=4 f>m(A)+8 g,>m(B,)= of (x)dm+ g(x)dm D
j i i J A A

B) Agar f sodda funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy ki R o‘zgarmas uchun ks f funksiya ham A to'plamda integrallanuvchi
va quyidagi tenglik o‘rinli

d< xf (x)dm= kd (x)dm

I sbot. Sodda funksiya mtegrall tal r|f|ga ko'ra
K xf (x)dm= & kxf m(A)=kd f, m(A)=kef (dm D

A

A
C) A to'plamda chegaralangan f sodda funksiya integrallanuvchidir.
Agar A da \ f (x)\ £ M bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli
| ¢f (X)dmIE M xm(A).

A
Isbot. Sodda funksiyaintegrali ta rifidan
Id(x)dml Ia fm(A)|£a |, Im(A)EM xé m(A)=M xm(A). D

Bu paragrafnl quyldagl soddafunk3|yan| ng Lebeg integralini hisoblash bilan
yakunlaymiz.
11.3-misol. A=(0;1] oraliqda f funksiyani quyidagicha aniglaymiz:
f(x)=n, agar xI A = aezln,zrillg nl N.
f sodda funksiya A=(0;1] to'plamda Lebeg ma nosida integrallanuv-chimi?
Agar integrallanuvchi bo'Isa, uning integralini hisoblang.
Y echish. Ma lumki,

UA, =1

va A to'plamlar o'zaro keshishmaydi. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
ta' rifigako'ra,
¥

an xz—ln (11.5)
n=1

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, f sodda funksiya A=(0;1] da integrallanuvchi

bo‘ladi. Bu holda musbat hadli gatorlarni taggoslash hagidagi Dalamber
alomatidan foydalanish qulay.

Ca., . n+l2" 1
lim —I|m T Xx—=-<L
n® ¥ an ¥ 2 n 2

Demak, (11.5) gator yaginlashuvchi. Bu yerdan f sodda funksiyaning Lebeg
ma’ nosida integrallanuvchiligi kelib chigadi. Endi (11.5) gator yigindisini
hisoblaymiz. Uning gismiy yig‘indisi S, uchun
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Butenglikda n® ¥ dalimitgao'tib,

of (x)dm= Ii®r931 =2

(0:1]

2 1 3 2
1"‘(5' §)+(Z_Z)+L+(

ekanligini olamiz.

Matematik analiz kursidan ma lumki ([7] ga garang) f funksiya Riman
ma’ nosida integrallanuvchi bo'lishi uchun, uning chegaralangan bo'lishi zarur.
Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali "xosmas integral”
ma nosida ta'riflanadi. 11.1-misolda qaralgan f funksiya (0;1] da
chegaralanmagan. Lebeg integrali ta'rifida funksiyaning chegaralangan bo'lishi
muhim emas, ya ni chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun Lebeg
integrali bir xildata riflanadi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. f(x)=[x], xI [0;5)= A ning sodda funksiya ekanligini ko‘rsating va uning
A to’ plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.
Sodda funksiyalar ko* paytmasi yana sodda funksiya bo* lishini isbotlang.
Dirixle funksiyasini A=[0;3] to'plamda sodda funksiya ekanligini tarif
yordamida ko' rsating. Uning integralini hisoblang.
4. Riman funksiyasining A=[0;1] to'plamda sodda funksiya ekanligini ta'rif

yordamida ko' rsating. Uning integralini hisoblang.

12. L ebeg integralining xossalar

AEN

Bu paragrafda Lebeg integralining asosiy xossalari o'rganiladi. Biz doim
chekli olchovli A(m(A)<+¥) to'plam va unda aniglangan f o'lchovli
funksiyani garaymiz.

12.1-ta'rif. Agar A to'plamda f funksiyaga tekis yaqginlashuvchi,
integrallanuvchi sodda funksiyalarning {fn} ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda
f funksiya A to'plamda Lebeg ma’'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning
integrali

lim ¢, (X)dm= ¢f (x)dm (12.1)
ne¥ 5 A

tenglik bilan aniglanadi.

Bu ta'rif korrekt, ya ni kamchiliklardan holi bo’ lishi uchun quyidagi shartlar
bajarilishi kerak:

1) Har ganday tekis yaginlashuvchi va A to*plamda integrallanuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) limit mavjud bo'lishi kerak.

2) Berilgan f funksiya uchun (12.1) limit {f} ketmaketlikning
tanlanishiga bog' liq emas.
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3) Agar f funksiya sodda funksiya bo‘lsa, bu ta'rif 11-8 dagi sodda

funksiyalar uchun berilgan 11.2-ta rif bilan usma-ust tushishi kerak.
1-3 shartlarning bajarilishini ko' rsatamiz.
1) Sodda funksiyalar uchun integralning A, B va C xossalaridan

1,00~ 1,00)dm £ (A sup| T, (9 - £, (9]

tengsizlik kelib chigadi. Bu esa (12.1) limitning mavjudligini isbotlaydi.

2) (12.1) limitning {f } ketma-ketlikning tanlanishiga bog'liq emasligini
isbotlaymiz. Faraz qilaylik, f gatekis yaginlashuvchi ikkita {f } va {f} ketma-
ketliklar uchun (12.1) Ilimit har xil qgiymatlar gabul qilsin. U holda
f,f f,,f,,L,f, f L ketmaketlik f ga tekis yaginlashadi, lekin bu ketma-
ketlik uchun (12.1) limit mavjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga zid.

3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy n da f_(x) = f (x) deb olish yetarli.

Endi 12.1-ta'rifga teng kuchli bo' Igan quyidagi ta' rifni keltiramiz.

12.2-ta’rif. Agar har bir nT N uchun (11.1) tenglik bilan aniglanuvchi ™
sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya A to‘plamda Lebeg
ma’ nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrali

o ()dm=1im ¢f > (x)dm

A n® ¥ A
12.1. Lebeg integralining asosiy xossalari.
l.

of (x)dm- of (x)dm|£
A A

Jd->xdm=m(A).

[1. Bir jindilik xossasi. Agar f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi
bo'lsa, u holda ixtiyoriy ki R o'zgarmas uchun k f funksiya ham A to‘'plamda
integrallanuvchi va

oK xf (x)dm= k f (x)dm
A A
tenglik o'rinli.

Isbot. Bu xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining B
xossasidan limitga o‘tish natijasida, o'zgarmasni limit belgisi ostidan chigarish
mumkin degan goidadan kelib chigadi. Yani, agar { f.} integrallanuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga tekis yaginlashsa, u holda {k:f }
integrallanuvchi  sodda funksiyalar ketma-ketligi k> f funksiyaga tekis
yaginlashadi. Demak, k: f funksiya integrallanuvchi va

¢k xf (xX)dm= |im ¢k *xf,,(x)dm=k ¢§ (x)dm
A n® ¥ A A
tenglik o'rinli. D

[1l. Additiviik xossasi. Agar f va g funksiyalar A to'plamda
integrallanuvchi  bo‘lsa, u holda f+g funksiya ham A to'plamda
integrallanuvchi va
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ad f (x) + g(x)]dm= ¢f (x)dm+ g(x)dm
A A A
tenglik o'rinli.

Isbot. Agar {f } integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi f
funksiyaga, {g,} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi g funksiyaga
tekis yaginlashsa, u holda {f +g,} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-
ketligp f +g funksiyaga tekis vyaginlashadi. Demak, f +g funksiya
integrallanuvchi va sodda funksiyalar uchun integralning A) xossasiga ko‘ra

df (9 +g0oJdm=1im ¢, (x) + g, ()ldm=

= lim of ,, (X) dm+ |im ¢, (X) dm= 3f (X) dm+ dg(x) dm
n®¥A A A

n® ¥ A
tenglik o'rinli. D
IV. A to'plamda chegaralangan va o'lchovli f  funksiya
integrallanuvchidir.
Isbot. Agar f funksiya A to'plamda chegaralangan bo'lsa, u holda (11.1)
tenglik bilan aniglanuvchi f™ sodda funksiya ixtiyoriy ni N da cheklita giymat

gabul qiladi. Demak, f™ integrallanuvchi. 12.2-tarifga ko'ra f ham
integrallanuvchi. D
V. Agar f(x)3 O funksiya integrallanuvchi bo'lsa, u holda

¢ (x)dms 0.
A
Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik xossasi deyiladi. Uning
isboti sodda funksiyalar uchun to'g'ridan-to'g'ri ta'rifdan kelib chigadi. Agar f
manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda unga tekis yaginlashuvchi ™ sodda
funksiyalar ketma-ketligi ham manfiymas. Bundan
of > (x)dm= 1(‘{n f (x)]dm3 O.
A nA
Buyerdan n® ¥ dalimitgao‘tib, V-xossaning isbotiga ega bo'lamiz. D
Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq kelib chigadi. Agar
f (x)3 g(x) bo'lsa, uholda
¢ (x)dm3 cg(x)dm
A A

tengsizlik o' rinli. Shuningdek, agar m£ f(x) EM, x1 A bo'lsa, u holda
mm(A) £ of (X) dmE£ M m(A)
A

tengsizliklar o' rinli.
VI'. Agar m(A) =0 bo'lsa, uholdaixtiyoriy f : A® R uchun

& (x)dm=0.

V1. Agar deyarli barcha xI A lar uchun f(x) = g(x) bo'lsa, u holda
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of (X)dm= ¢g(x)dm

tenglik o’rinli. Bu integrallardan birining mavjudligidan ikkinchisining mavjudligi
kelib chigadi va aksincha.

Bu tasdiglar Lebeg integralining ta rifidan bevosita kelib chigadi.

VII. Agar | funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo'lib, deyarli barcha
xI A lar uchun [f(X)|£]j (X) bo‘lsa, u holda f funksiya ham A to'plamda

integrallanuvchi bo‘ladi.
Isbot. Hagigatan ham, agar f va | sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda A

to'plamdan gandaydir nol o'lchovli to'plamni chigarib tashlab, golgan A
to'plamda |f(X)|£j (X) tengsizlikni hosil gilamiz. A to'plamni chekli yoki
sanogli sondagi A to‘plamlarning birlashmasi  ko'rinishida  shunday
tasvirlaymizki, har bir A to‘plamda f va] funksiyalar o‘zgarmas bo'lsin, ya' ni
f()=a, j (9=b, xI A,

Shartga ko'ra |a,|£b, tengsizlik bajariladi. | funksiya integrallanuvchi
bo‘lganligi uchun

&alm(a)e8 bm(A)= g (9dm=g§ (dm

n=1 n=1 AC A
Shuning uchun f ham integrallanuvchi va

of (x)dm‘ =
A

of (x)dm
A

:‘g‘}anm(ﬁ)‘Eé}\an\m(ﬁ) = gf(ldme g (9 dm

Endi umumiy holni garaymiz.
F (]
fbut X) = [n
n (%) .

sodda funksiyaixtiyoriy ni N da
| f°(X) €] () +1, xI A
tengsizlikni ganoatlantiradi. Demak, f™"(x) sodda funksiya integrallanuvchi.
12.2-tarifgako’ra f funksiya ham integrallanuvchi. D
VIII. Quyidagi integrallar bir vagtda mavjud yoki mavjud emas.
I, = of (X)dm 1, =¢gf(x)|dm.
A A

Isbot. VII xossadan foydalanib, ko'rsatish mumkinki, 1, ning
mavjudligidan 1, ning mavjudligi kelib chigadi. Teskari tasdiq f sodda funksiya
bo‘lganda bevosita ta' rifdan kelib chigadi. Umumiy holni garaymiz. f funksiya A
da integrallanuvchi  bo‘lgani uchun, unga tekis yaginlashuvchi {f}
integrallanuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi mavjud. U holda

HEG) - 1T O E[F Q- f.(X)
tengsizlikka ko‘ra, {| f, [} - integrallanuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi | f |
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funksiyaga tekis yaginlashadi. Shunday ekan, ta' rifgako'ra, |, integral mavjud. D
Lebeg manosida integrallanuvchi  funksiya Riman  ma nosida
integrallanuvchi bo'lishi shart emas.
12.1-misol. Dirixle funksiyasini [0;2] kesmada Lebeg va Riman
ma’ nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.
Yechish. D(x) soddafunksiyabo'lib, uning Lebeg integrali
OD(X)dm=1>m([0;2] 1 Q) + 0xM([0;2]\Q) = 0.
[0:2]
Dirixle funksiyasi [0;2] kesmada Riman ma nosida integrallanuvchi emas. Buni
ko'rsatish uchun [0;2] kesmani 0=x,<x <X <L <X _,<Xx, =2 nuqtalar
yordamida teng n bo‘lakka bo'lamiz. Ma lumki, Dirixle funksiyasining [x, ;|
bo' lakchadagi aniq yuqori chegarasi - M, barcha k1 {1,2,K,n} uchun 1 gateng,
Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchadagi aniq quyi chegarasi - m_esa O ga teng.
Bu bo' linishga mos Darbu yig‘ indilarini garaymiz:
angén.l\/lk:gén.]_:z, Wn:gérn(:
N k=1 N k=1 N k=1
Bu yerdan,

IimWn=21 IimWn=O
n® ¥ n® ¥

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0;2] kesmada Riman ma nosida
integrallanuvchi emas.

IV,VI, VII va VIl xossalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman
integrali uchun o‘rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI-xossalar Riman integrali uchun o‘rinli emasligiga
misol keltiring.

Y echish. [0;2] kesmada Dirixle funksiyasini garaymiz. U chegaralangan va
o'lchovli, demak 1V-xossaga ko'ra u Lebeg ma nosida integrallanuvchi, lekin
Riman ma nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga garang). [0;2] kesmada
Dirixle D(x) vanol q(x) =0 funksiyalarni garaymiz. Ular [0;2] kesmada deyarli
teng, shuning uchun VI-xossaga ko'ra

oD(xX)dm= ¢ (x)dm=0.

[0:2] [0:2]
Lekin ulardan biri (q(x) funksiya) Riman ma nosida integrallanuvchi, ikkinchisi
D(x) esa Riman ma nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga garang).

Lebeg integralining VIl va VIl xossalari ham Riman integrali uchun o‘rinli

emas. Bunga quyidagi misollarda ishonch hosil gilish mumkin.

o2 fp=) o o9 X
1-1, agar xI R\Q
Barcha x1 [0;2] lar uchun | f(X)|E] (X) tengsizlik o'rinli. Lekin f funksiya [0;2]
kesmada Riman ma nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdig D(x) ning Riman
ma’ nosida integrallanuvchi emasligiga o xshash isbotlanadi.
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f funksiya [0;2] to'plamda integrallanuvchi emas, ammo |f(x)[°1
funksiya esa Riman ma nosida integrallanuvchi. Demak, VIII-xossa Riman
integrali uchun o‘rinli emas.

12.2. Lebeg integralining s - additivlik va absolyut uzluksizlik
xossalari. Yuqorida biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A to'plam
bo'yicha keltirdik. Endi

F(A) = df (X)dm
A

ifodani o'Ichovli to'plamlar sistemasida aniglangan, A to'plamning funksiyasi
sifatida garab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz.

12.1-teorema (Lebeg integralining s - additivliik xossasi). O‘Ichovli A
to'plam o‘zaro kesishmaydigan A,A,L,A,L o0o'lchovli to'plamlarning
birlashmasidan iborat bo'lsin, ya'ni

A=UA, ATA=E it ],

va f funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir A to‘plam
bo‘yicha f funksiyaning integrali mavjud,

¥
& of (x)dm

n=1,%1
gator absolyut yaginlashadi va
¥
of (X)dm=3a f (x)dm (12.2)
A n=l,%1

tenglik o'rinli.
I shot. Avvalo teoremani y,,Y,, K,y ,K giymatlarni gabul giluvchi f sodda
funksiya uchun isbotlaymiz. Quyudagi belgilashlarni kiritamiz:
B ={xI A:f(x)=vy,},
B, ={xT A:f(0=y}=B, 1A, B=UB,.

f funksiya integrallanuvchi bo‘lgani uchun & vy, m(B,) qator absolyut
k

yaqginlashuvchi bo'ladi. U holda
of (xX)dm= ék- y.m(B,) = ék- yké m(B,,) =
A n

¥
=aaymB,)=aa ym@B,)=4a of (x)dm (12.3)
k n n k n=1,%1
To'plam o' lchovi manfiymas bo'lgani uchun (12.3) tengliklar zanjiridagi barcha
gatorlar absolyut yaginlashuvchi bo’ ladi.

Endi f funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo‘lgan ixtiyoriy funksiya
bo‘Isin. U holda ixtiyoriy e >0 son uchun A da integrallanuvchi shunday sodda
g funksiya mavjudki, barcha xI A larda

1f(X)- g(x)|<e (12.4)
tengsizlik bajariladi. Y ugorida isbotlanganiga ko‘ra g uchun
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@(x)dng Ag(x)dm (12.5)
A n=1A
tenglik o‘rinli va g har bir A da integrallanuvchi hamda (12.5) gator absolyut
yaginlashuvchi. g ning A, to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan va (12.4)
tengsizlikdan f ning ham har bir A to‘plamda integrallanuvchi ekanligi kelib
chigadi hamda

¥ ¥ ¥
alof (dm- gg()dmiEa ol f(x)- g(x)|dm<a em(A) =em(A).
n=1 ,% ,% n=1,%1 n=1

Bu esa (12.5) bilan birgalikda

¥
a of (x)dm
n=1,%1
gatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:

& of (0 dm- of (dm|=| & of () dm- & dg(x)dm+ ag(x)dm- f (x)dm £
nzl% A nzlﬁ"l n=l,% A A
£& | of (0dm- ag(x)dm| +| gg(x)dm- f (x)dm‘£2e m(A).
n=1 ,% ,% A A

Bu yerda e > 0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun (12.2) tenglik o'rinli.

12.1-natija. Agar f funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u holda
f funksiya A to'plamning ixtiyoriy o‘lchovli AC gismida ham integrallanuvchi
bo'ladi.

Endi malum manoda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi
teoremani keltiramiz.

12.2-teorema. O‘Ichovli A to'plam o'zaro kesishmaydigan A, A, L A L

o‘lchovli to‘ plamlarning birlashmasidan iborat bo'Isin, ya’ ni
¥
A=UA, ATA=FE i!].
n=1
Har bir A to‘plamda f funksiya integrallanuvchi va

& ¢ f(9)[dm (12.6)
n=l,%1
gator yaginlashuvchi bo'lsin. U holda f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi
va (12.2) tenglik o‘rinli bo'ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f funksiyaning A to'plamda
integrallanuvchi ekanligini ko'rsatish yetarli. (12.2) tenglik 12.1-teoremadan kelib
chigadi. Avvalo isbotni B to'plamlarda f, giymatlarni gabul giluvchi f sodda
funksiya uchun keltiramiz Quyudagi belgilashlarni kiritamiz:

B={xI Aif(x=1f} A =AI1B.
U holda quyidagilar o’ rinli
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UA, =B va  olf()ldm=4&]f |m(A,)
n % |
(12.6) gatorning yaginlashuvchiligidan
a é‘ fi ‘m(Au)

gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Yaginlashuvchi musbat hadli gator
hadlarining o' rinlarini ixtiyoriy tartibda almashtirish mumkin. Shuning uchun
éé fi‘m(Aﬂ)zé‘fi a m(Ahi)zé-“i ‘m(Bi)'
Oxirgi gatorning yaginlashuvchiligi
of ()dm=3 f,m(B)
A i

integralning mavjudligini bildiradi.
Umumiy holda ixtiyoriy e >0 sonva f funksiya uchun shunday f sodda
funksiya mavjudki, barcha xI A uchun
1f(x)- f(X)[<e. (12.7)

tengsizlik o‘rinli. U holda VII-xossaga ko‘ra, har bir A to‘plamda f
funksiyaning integrali mavjud va

d F(x)\dmg g f(x)|dm+em(A)
A A

tengsizlik o‘rinli. (12.6) gatorning yaginlashuvchi ekanligidan, hamda

tenglikdan

gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Bundan f sodda funksiyaning A
daintegrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa f funksiyaning A to‘plamda

integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. D
12.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A o'lchovli to' plamda manfiymas |

funksiya va ¢ >0 son berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tengsizlik o'rinli
m{x1 A ()3 c}£%(‘j (x)dm
A
Isbot. Aytaylik, A, ={xT A:j (x)2 ¢} bo'lsin. U holda

g ()dm= § (x)dm+ j (x)dm® § (x)dm3 cxm(A,).
A Ac A\AC Ac
Bu yerdan

1.
m(A)E g (x)dm
A
tengsizlik kelib chigadi. D
12.2-natija. Agar
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& f(x)|dm=0

bo'lsa, u holda deyarli barcha xi A uchun f (x) =0 bo‘ladi.
I sbot. Chebishev tengsizligiga ko' raixtiyoriy n uchun

mxi A (02 LU ngf (xldm=0
| n% A
munosabatga egamiz. Bundan tashqari
{xI A:f(x) 0} = lel A:|f(x)3 %
tenglik o'rinli. O'Ichovning yarim addltlvllk xossasiga ko' ra,
m{x] A: f(x)10}£am}x| Al f (X)) —%_
n=1 |

gaegabo’'lamiz. Bu esa natijani isbotlaydi. D

12.4-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f
funksiya A (m(A)<¥) to'plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
e>0 son uchun shunday d>0 son mavjudki, mn(D)<d tengsizikni
ganoatlantiruvchi har ganday D1 A to' plam uchun

of (x)dm <e
D

tengsizlik o'rinli.
Isbot. Agar f funksiya A to'plamda M soni bilan chegaralangan bo'lsa,

teoremani isbotlash uchun d = % deb olish yetarli, chunki

| f (Ydml< M xm(D) <M >d =M x&ze_
Endi f ixti;oriy o‘lchovli va integrallanuvchi funksiya bo'lsin.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:
A ={xI Ainglf(9)|<n+1, B, = UA. C,=A\B,.
U holda 12.1-teoremaga ko' ra, "~

d f (x) |dm= a g f(x)|dm
n= O,%
tenglik o'rinli. Berilgan e > O son uchun N ni shunday tanlaymizki,

n= N+l,%1
tengsizlik baarilsin va
e
2(N +1)

O<d<

bo'Isin. Agar (D) <d bo'lsa, u holda
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Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
Agar f integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda fn(x)=%[nf (x)] sodda

funksiyaning integrallanuvchi bo'lishini isbotlang. Bu yerda [x] belgi x
sonning butun gismini bildiradi.
Lebeg integralining V111 xossasi Riman integrali uchun o' rinlimi?

i 1, agar xI Q,
f(X) =i R
1-1, agar xI R\Q
funksiya misolida tahlil qiling.
Agar f funksiya A to'plamda chegaralanmagan bo'lsa, u Lebeg ma nosida
integrallanuvchi bo' lishi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushuntiring.
f(X)=[2x?] funksiyaning A=[0;2] to'plam bo'yicha olingan Lebeg
integralini hisoblang.
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7-mavzu:
L ebeg integrali ostida limitga utish.
Radon-Nikodim, Fubini teoremalari

13. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o'tish

Integral belgisi ostida limitga o'tish yoki gatorlarni hadma-had integrallash
masalasi ko' plab muammolarni yechishda uchraydi. Integral belgisi ostida limitga
o‘tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis yaqginlishish
shartidir.

13.1-teorema (Lebeg). Agar {f} ketma-ketlik A to‘plamning har bir

nugtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha nl N lar uchun |f (X)|£] (X)

tengsizlik bajarilib, J funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
limitik funksiya f ham A da integrallanuvchi bo‘ladi va

lim of, (x)dm= ¢f (x)dm

Isbot. Teorema shartidan limitik funksiya f uchun |[f(X)|£] (X)
tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Lebeg integralining V11-xossasigako'ra, f
integrallanuvchi  funksiya bo'ladi. Endi e >0 ixtiyoriy son bo'lsin. Lebeg
integralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teoremaga garang) ko‘ra
shunday d >0 son mavjudki, agar nm(B) <d bo'lsa, u holda

§ (x)dm<% (13.1)
B

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. 10.3-Egorov teoremasiga ko‘ra, B to‘plamni shunday
tanlash mumkinki, {f} ketmaketlik C=A\B to‘plamda f funksiyaga tekis
yaginlashadi. Demak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy n> N lar vaixtiyoriy xI C
uchun

() f.(0|< 2m(C) (13.2)

tengsizlik bajariladi. U holda
& (dm- ¢f, ()dm= Jf (x)- f,(x)]dm+ & (x)dm- ¢f,,(x)dm

bo‘ladi. Endi
TOIE] (9, [f,(0]E] (¥
ekanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan

¢ (9 dm- of, (9 dm £ df (- f,(3)]dm+

+df(x)\dm+df (x)\deTm( )+4+%—e D

13.1—nat|ja. Agar | fn(x)\ £M =const va f (x)® f(x) bo‘lsa, uholda
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lim o, (x)dm= ¢f (x)dm
no* A A

13.1-eslatma. Nol o'Ichovli to*plamda funksiyaning giymatini o' zgartirish
integral giymatiga (VI-xossaga garang) ta'sir gilmaydi, shuning uchun 13.1-
teoremada {f } ketma-ketlikning f funksiyaga deyarli yaginlashishini va
| f(X)|£] (X) tengsizlikning ham deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab
qilish yetarli.

13.2-teorema (Levi). A to'plamda monoton

fL)EfL,()ELETf (X)EL,

integrallanuvchi { f.} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, barcha ni N lar

uchun
f,(x)dm£ K
A

tengsizlik bajarilsin. U holda A to'plamning deyarli hamma yerida
lim f,(X) = f(x) chekli limit mavjud hamda f funksiya A da integrallanuvchi
n® ¥

va
lim of, () dm= Bf (x)dm
A

n® ¥ A
Isbot. Faraz gilaylik, f,(x)3 0 bo'lsin. Umumiy hol f (x)=f (x)- f,(X)
amashtirish yordamida f,(x) 3 0 holgakeltiriladi.
V\;=ixi A:lim fn(x)=¥}
n® ¥
to' plamni garaymiz. Osongina ko' rish mumkinki,

¥ ¥
w= IW?, WO =W,
r=1 n=1
bu yerda
WO ={xT A:f (X)>r}.
Chebishev tengsizligiga (12.3-teoremaga garang) ko‘ra,

m(Mf>)£%@fn(x)dm£5.
r
A
Har bir tayinlangan r da W2 T W’ 1T K1 W K munosabat o' rinli. O'lchovning
uzluksizlik xossasiga ko' ra

m(V\/”)znmm(V\/f{))Eé.

n® ¥
Har bir r uchun WI W" ekanligidan n‘(\/\l)£5 ekanligi kelib chigadi va r
r

ixtiyoriy bo‘lgani uchun (W) =0.

Shu bilan monoton {f_(x)} ketma-ketlik deyarli barcha xT A larda chekli
f (x) limitga ega ekanligi kelib chigadi.

Endi ) =[f(x)], A={xT Ar£f(X)<r+1},r=012K deb
olamiz. Agar ™ funksiyaning A to‘plamda integrallanuvchi ekanligini
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ko' rsatsak, u holda j (x) = f™(x) +1 funksiya ham A to'plamda integrallanuvchi
bo‘ladi va 13.1-teoremadan 13.2-teoremaning tasdig‘i kelib chigadi.

Endi ™ funksiyaning A to'plamda integrallanuvchi ekanligini
ko' rsatamiz.

B,=UA
r=0
deymiz. B, da f va f funksiyalar chegaralangan va har doim f"(x) £ f(x)
bo‘lgani uchun 13.1-natijaga ko' ra
of “()dmE Bf (x)dm=lim ¢f ,(X)dmE K.
® ¥ o

n
BS BS S

Ikkinchi tomondan,
Sf ™ (x) dm= & rm(A ) £ K.

Bs r=0

Bu yig‘ indining chegaralanganligi

& rm(A)
gatorning yaginlashuvchiligini biIdira(rjzi(? Demak,
of ™ (x)dm= gorm(A).

A
Shunday qilib, f™ ning A daintegrallanuvchi ekanligi isbotlandi.D

Teoremani monoton o'smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash
mumkin.
13.2-natija. Agar y ,(x)2 0 bo'lib,

5 & ,(X)dm< +¥

n=1a
bo'lsa, u holda A to*plamning deyarli barcha nugtalarida

g
ay (X
gator yaginlashadi va
¥ = ¥
EAY ,(07dm=2a ¢ (g cm

AEn=1 n=1p
tenglik o'rinli.

13.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, o‘Ichovii { f.} funksiyalar ketma -
ketligi A to'plamning deyarli barcha nugtalarida f funksiyaga yaginlashsa va

of . (x)dmE K
A

bo‘lsa, u holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi va
Of (XY dmE K
A

tengsizlik o'rinli.
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Isbot. j ,(X) =inf f.(x) debbelgilaymiz. j . o'Ichovli, chunki

k3n

{x:j 09 <c}=U{x: f,()<c}

k3n

Bundan tashqari O£] (X) £ f.(X) bo‘lgani uchun j  integrallanuvchi va
0 ,(x)dm£ §f (x)dmE K.
A A
Nihoyat, j ,(X)£] ,(X) ELj (X) £EL deyarli barcha x lar uchun
limj (%)= f(x).
Shuning uchun 13.2-teoremani {j .} ketma-ketlikka go‘llab, 13.3-teoremaning
isbotiga ega bo’ lamiz. D

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. Parametr a ning ganday giymatlarida

f(x)= X ., xI [0:1],
2 1
X +=
n
ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish hagidagi Lebeg teoremasi
shartlarini ganoatlantiradi.
2. Quyidagi {g,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish hagidagi Levi
teoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?
3

2

n "
= , x1 [0,
0,09= 5~ I [0

3. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda
lim of , (X)dm= ¢f (x)dm
A

n®¥ A
tenglik o' rinlimi? O'rinli bo' Imasa, misol keltiring.

14. Cheksiz o'Ichovli to'plam bo'yicha olingan L ebeg integrali. L ebeg va
Riman integrallarini tagqoslash

Shu paytgacha biz fagat chekli o‘lchovli (rr(A) <+¥) to'plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz o'Ichovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralini garashga to'gri
keladi. Masalan, R=(-¥,¥) da berilgan funksiyaning Lebeg integrali bilan
ishlashga to'g'ri keladi. Biz sanogli sondagi chekli o'lchovli X to‘plamlarning
birlashmasi ko' rinishida tasvirlanishi mumkin bo‘ Igan hol bilan chegaralanamiz.

14.1-ta'rif. Agar X to‘plamda nm o'lchov berilgan bo‘lib, X to‘plamni
sanogli sondagi chekli o'lchovli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida
tasvirlash mumkin bo‘lsa, u holda X da i o‘lchov s - chekli o‘lchov deyiladi.

s - chekli o'Ichovlarga sonlar o‘qgidagi va tekislikdagi Lebeg o' lchovlari
misol bo'la oladi.
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s - chekli bo'Imagan o'lchovga misol sifatida sonlar o*gidagi m o‘lchovni
guyidagicha aniglaymiz. Har bir nugtaning o'lchovini bir deb olamiz, ya ni
m{x} =1. U holda R ning barcha gism to‘plamlari o‘Ichovli bo'ladi. Agar Al R

to'plam chekli bo'lsa, uning oIchovi chekli, golgan hammasi cheksiz o' Ichovli
to' plamlar bo' ladi.

14.2-ta’'rif. X to‘plamni goplovchi ketma-ketlik deb, har ganday monoton
o'suvchi (X1 X ., ){X.} ketma-ketlikka aytiladiki, u quyidagi ikkita shartni
ganoatlantiradi:

) U X, =X, 2)m(X,)<+¥,"nl N.
n=1

14.3-ta'rif. X to'plamda s - chekli m o‘lchov va X da aniglangan f
o‘Ichovli funksiya berilgan bo'lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o‘lchovli
Al X to'plamda integrallanuvchi bo'lib, har ganday goplovchi {X } ketma-
ketlik uchun

lim of (X)dm

n® ¥ X,
limit mavjud bo'lsa, hamda bu limit { X } ketma-ketlikning tanlanishiga bog'liq
bo‘lmasa, u holda f funksiya X to‘plamda integrallanuvchi deyiladi va bu limit
of (X)dm=[im of (X)dm
X

n® ¥ X,
f ning X to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog’ lanishni isbotlaymiz.
14.1-teorema. Agar [a,b] kesmada
b
I =(R)of (x)dx

Riman integrali mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a,b] kesmada Lebeg
ma’ nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va

(L) o ()dm= (RIBF (x)dx

[a;b]
tenglik o'rinli.
Isbot. [a,b] kesmani

X, =a+2—kn(b— a), kI1{0,1,L,2"

nuqtalar yordamida 2" ta bo' lakka bo‘ lamiz. Bu bo' linishga mos

b-a 3 b-a %
an n aMnk’ Wn= n arnnk
2 k=1 2 k=1

Darbu yig'indilarini garaymiz, buyerda M, - f funksiyaning [x_,; x| kesmadagi
aniq yuqori chegarasi, m, esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi.
Riman integralining ta rifiga ko' ra,
I =limW, =limw,
n® ¥ n® ¥
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chekli limit mavjud. Har bir nT N da f_n va f_ sodda funksiyalarni quyidagicha
aniglaymiz: -
f.00=M, agar xT [x ;%) kT{12L.2%, f.(0)="f(b),
f,00=m,, agar xT [x ;%) ki{12L.27%, f,(0)=f(b).
Sodda funk_siya integrali ta' rifigako'ra, -
o f,dm=W,,  §f,(xdm=w,

[a,b] [a,b]
tengliklar o'rinli. {f_n} ketma-ketlik o' smaydigan ketma-ketlik, ya' ni
1,003 £,(3 .3 (X3 ...
{fn} esa kamaymaydigan ketma-ketlik, ya ni
N FO)EF,()EEF(XE...
bo‘ [gani uchun, deyarli hamrﬁayerd; N
!j@rg—h(X) = ()3 f(x), lim f,(x) = T(x) £ T(x)

chekli limitlar mavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko' ra

o FYdm=imW, =1 =|imw, = ¢ f(x)dm
[a,b] n® ¥ n® ¥ [a,b]_

Shuning uchun
8[F(¥- f(x[dm= §(F(9- f(x)dm=0.

[a,b] [a,b]

Bundan, deyarli hamma yerda f (x) - f(x) =0 ekanligi kelib chigadi, ya ni
()= f(x)=f(x).

Demak,
of(x)dm=1. D

[a,b]

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash ancha qulaydir.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. F(X)=2x+1 xI R, nm. -esa F - funksiya yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o’Ichovi bo’lsin. . o’Ichov s -chekli o’ Ichov bo’ ladimi?
[a;b] kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la oladimi?

3. Dirixle, Riman funksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0,1] to‘ plam
bo‘yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

1
f(X)_W,

N

xI A=[0,¥) funksiya A to’ plamda integrallanuvchimi?
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Qo’shimcha bob. L ebegning anigmas integrali va uni differensiallash

Bu bobda biz sonlar o'gida aniglangan funksiyalarning Lebeg integralini
garaymiz. Va bu integralni tayinlangan f da to'plam funksiyasi sifatida
0‘rganamiz.

Agar f funksiya X1 R o'lchovli to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u
holdaintegral

of (X)dm (V.1

A

barchao'Ichovli AT X lar uchun mavjud vau tayinlangan f dao‘lchovli to‘plam
funksiyasi bo‘ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyiladi. X sonlar
o‘qgidagi oraliq bo‘lishi ham mumkin. Bu holda A to‘plam X dagi kesmadan
iborat bo'lsa, (V.l) integral kesma chetki nuqtalarining funksiyasi bo‘ladi. Bu
holda A kesma chap chetini tayinlab,

o f(t)dm

[a;x]
integralning xossalarini 0'rganamiz. Bu masala bizni sonlar o'gida aniglangan
funksiyalarning ba'zi muhim sinflarini garashga olib keladi. Matematik analiz
kursidan ma lumki, differensiallash va integrallash amallari orasida quyidagi
bog'lanish mavjud. Agar f- uzluksiz funksiya, F- uzluksiz hosilaga ega

funksiya bo’ Isa, u holda quyidagi tengllklar o'rinli.
1) —d(t)dt = f(x), 2) CF (t)dt = F(b) - F(a).

Quyldaglcha savollar tug‘iladi:

1. Lebeg ma nosida integrallanuvchi funksiyalar uchun 1) tenglik o' rinlimi?
2. Qanday funksiyalar sinfi uchun 2) tenglik o‘rinli?

Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bag' ishlangan.

15. Monoton funksiyalar

L ebeg integrali
F(X)= ¢f(t)dm (15.1)
[a;x]
ning xossalarini o' rganishni quyidagi sodda va mihim faktdan boshlaymiz. Agar f
manfiymas funksiya bo’Isa, u holda F monoton kamaymaydigan funksiya bo* ladi.
Har qganday integrallanuvchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi

f(x)=f,(x)- f (x),
bu yerda

1 1
LO=S0T001+F00) £.00=2(F0I- F(x)
Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalarning
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ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yugori chegarasi o' zgaruvchi bo‘lgan
(15.1) integralni o'rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tekshirish
masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir gator muhim xossalarga ega.
Quyida biz ularni bayon gilamiz.

Avvalo biz baz kerakli tushunchalarni keltiramiz. h - o'zgaruvchi
migdorning hagigiy musbat (manfiy) sonli giymatlar gabul qgilib nolga intilishini
h® 0+ (h® 0-) shaklda belgilaymiz.

Hagigiy sonlar to'plami R da aniglangan f funksiya va x,1 R nugta
bo‘lsin. Agar

lim f(X,+h) (lim f(x, +h))
h® 0+ h® 0-
limit mavjud bo'lsa, bu limitga f funksiyaning x, nuqtadagi o'ng (chap) limiti
deyiladi va f (x,+0)(f (X, - 0)) ko'rinishda belgilanadi. Agar f funksiyaning x,
nuqtadagi o' ng (chap) limiti mavjud bo'lib,
F(%+0)=F(x) (f(%)=f(x-0)
tenglik o‘rinli bo'lsa, f funksiya x, nugtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Agar f funksiyaning x, nugtada o' ng va chap limitlari mavjud bo'lib,
f(%+0)= f (%)= f(%- 0)
tenglik o'rinli bo‘lsa, f funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi. Agarda
f(%- 01 f(%+0)
bo'lsa, f funksiya X, nugtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, x, nugta esa f
funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.
f(%+0)- f(%-0)
giymatga f funksiyaning x, nugtadagi sakrashi deyiladi.

Agar f funksiyaning x, nugtadagi o‘ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud bo'lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nugta f funksiyaning
Ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

15.1-ta'rif. [a,b] kesmada aniglangan f funksiya shu kesmadan olingan
har ganday x, X, lar uchun x, < x, bo‘lganda

FOOETg) (F(x)3 T(x)
tengsizlikni ganoatlantirsa, f funksiya [a,b] kesmada kamaymaydigan
(o' smaymaydigan) funksiya deyiladi.

15.2-ta'rif. [a,b] kesmada aniglangan f funksiya shu kesmadan olingan

har ganday x, X, lar uchun x, < x, bo‘lganda

() < (%) (F(x)>f(x)) (15.2)
tengsizlikni ganoatlantirsa, f funksiya [a,b] kesmada o'suvchi (kamayuvchi)
funksiya deyiladi.

Umuman, gisgalik uchun monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2
ta riflarda keltirilgan funksiyalar tushuniladi.

Endi monoton funksiyalarning asosiy xossalarini keltiramiz.

1. [a,b] kesmada aniglangan har ganday kamaymaydigan funksiya shu
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kesmada chegaralangan, o‘lchovli va integrallanuvchi funksiyadir.

I sbot. Hagigatan ham, kamaymaydigan funksiyata' rifigako‘ra

f(@ £ f(x)£ f(b), " xI [a,b]. (15.3)

Har ganday o‘zgarmas ¢ son uchun E(f <c) ={ x: f(xX)<c } to'plam yo
kesma, yo yarim interval (yo bo'sh to'plam) bo'ladi. Faraz qilaylik, f(x)<c
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar mavjud bo‘lsin va d bu to* plamning aniq
yuqori chegarasi bo'lsin. U holda E(f <c) to‘plam yoki [a,d] kesma yoki [a,d)
yarim interval bo'ladi, bu to‘plamlar o'lchovli. Demak, f o'lchovli funksiya
bo‘ladi. f ning integrallanuvchiligi uning chegaralanganligidan kelib chigadi (1V-
X0ssaga garang).

2. Monoton funksiya fagat birinchi tur uzlish nuqgtalarga ega bo'lishi
mumkin.

Isbot. Faraz qilaylik, X,- [a,b] dagi ixtiyoriy nugta va {X.}, X, <X,
x 1 [a;b], x, ® X, nugtalar ketma-ketligi bo'Isin. U holda { f (x,)} ketma-ketlik
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan bo‘ladi (masalan f(a) va f(b)
giymatlar bilan). Shunday ekan, { f (x,)} ketma-ketlik kamida bitta limitik nugtaga
ega Agar {x)} ketma-ketlikni tartibini almashtirish yordamida x, ga o'sib
yaginlashuvchi {X} ketma-ketlikka almashtirsak, { f (x.)} monoton ketma-ketlik

bo'ladi. Shuning uchun {f(x )} ketmaketlik yaginlashuvchi bo‘ladi. U holda
{f(x,)} ketmaketlik ham o‘sha limitga yaginlashadi. Bu limitni f(x,- O)
ko'rinishda belgilaymiz. Hosil bo‘lgan f(x,- 0) limit {x} ketma-ketlikning
tanlanishiga bog'liq emas. Hagigatan ham, agar ikkinchi {y }(y,<X,, Y, ® X,)
ketma-ketlik uchun
lim (%)= A (%~ 0)

desak, u holda {x } va{y.} ketma-ketliklarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan {z}
ketma-ketlik uchun {f(z )} ketma-ketlik yaginlashmaydi. Bu xulosa yuqorida
olingan ixtiyoriy X ® X,(X, <X,) ketmaketlik uchun {f(x )} ketma-ketlik
yaginlashadi degan xulosaga zid. Demak,

lim f (%) =lim f (¥,) = f (% - 0).
Bu f(x,- 0) migdor f funksiyaning x, nugtadagi chap limiti bo'ladi. Shunga
o'xshash f(x,+0) o'ng limitning mavjudligi ko' rsatiladi.

3. Monoton funksiyaning uzlish nuqtalari ko' pi bilan sanoglidir.

Isbot. [a,b] da monoton f funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi
sakrashlarining yig‘indisi | f (b)- f(a)| dan oshmaydi. Demak, har bir natural n
uchun sakrashi 1/n dan katta bo*lgan uzilish nugtalari soni cheklidir. Barcha n lar
bo‘yichayig'ib, sakrashlar soni chekli yoki sanogli ekanligiga kelamiz.

Faraz qilaylik, f kamaymaydigan, chapdan uzluksiz funksiya bo‘Isin. Bu
funksiyaning uzilish nugtalarini  x,x,,K,x,,K orgali va funksiyaning bu
nugtalarga mos sakrashlarini h,h,,K,h ,K orgali belgilaymiz.
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H(X)=a h,

<
XnX

orgali aniglangan funksiya f funksiyaning sakrash funksiyasi deyiladi. Bu
funksiya chapdan uzluksiz, kamaymaydigan funksiyadir.

J ()=1(x)- H(x)
shaklda aniglangan funksiya uzluksiz, kamaymaydigan funksiya bo‘ladi (mustagil
isbotlang). Natijada biz quyidagi xossaga ega bo‘ lamiz.

4. Chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo‘lgan har ganday monoton funksiyani
yagona usul bilan uzluksiz monoton funksiya va chapdan (o‘ngdan) uzluksiz
bo‘lgan sakrash funksiyasi yig'indisi shaklida tasvirlash mumkin. Ya’ ni

F(x) =] (x)+H(X).

Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrashlar funksiyalaridir. Ular
quyidagicha quriladi. Bizga [a,b] da chekli yoki sanogli sondagi x,X,,K,x ,K
nugtalar berilgan bo'lib, ularga musbat h,h,,K,h ,K sonlar mos go‘yilgan
bo‘lsin. [a,b] kesmada f funksiyani quyidagicha aniglaymiz

f(x)= &h,

<
XnX

Ravshanki, f kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Bundan tashgari u chapdan
uzluksiz va uning uzilish nugtalari x,x,,K,x ,K lardan iborat, hamda x
nugtadagi sakrashi h ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddasi,
zingpoyasimon funksiyadir. Bu funksiya quyidagicha quriladi. Uning uzilish
nugtalari o'suvchi x <x, <L <x <L ketma-ketlik nugtalaridan iborat. Misol
sifatida f(x)=[x] , bu yerda [x] miqdor x ning butun gismi, funksiyani keltirish
mumkin.

Endi monoton funksiyaning hosilasi mavjudligi hagidagi masalaga
gaytamiz.

15.1-teorema (Lebeg). [a,b] kesmada aniglangan har ganday monoton f
funksiya shu kesmaning deyarli hamma yerida chekli hosilaga ega.

15.1-natija. Sakrashlar funksiyasi deyarli barcha yerda chekli hosilaga ega
va bu hosila nolga teng.

Endi yuqori chegarasi o' zgaruvchi bo‘lgan integraldan hosila mavjudligi
hagidagi masalani qaraymiz. Ma lumki, integral ¢ (t)dt istalgan integrallanuvchi
funksiya uchun ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Lebeg teoremasidan quyidagi natija kelib chigadi.

15.2-teorema. Istalgan integrallanuvchi j funksiya uchun

i(‘j (t)dt (15.4)
dx
hosila deyarli barcha x lar uchun mavjud.
Isbot. | funksiyani ikkita manfiymas

i (x) I2+i () j _(X)zli (X)IZ-J' (%)

j.(x)=
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funksiyalarning ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Natijada
g )dt=¢g ,()dt- g _(t)dt (15.5)

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Monoton funksiyalarning differensiallanuvchanligi hagidagi 15.1-
teoremaga ko'ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha x larda chekli hosilasi mavjud.

D
Ta kidlash joizki, biz fagat (15.4) hosilaning mavjudligini ko' rsatdik, lekin

d* :
dx g (dt=j (x)
X a

tenglik ganday | lar uchun to’ g riligini quyida muhokama gilamiz.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
Ikki monoton funksiyaning yigindisi monoton funksiya bo' ladimi?
Ikkita monoton funksiyaning ko' paytmasi monoton funksiya bo' ladimi?.
Agar f funksiya [a;b] da o'suvchi funksiya bo'lib, f(a)=A, f(b)=B va
g:[A;B]® R- monoton funksiya bo'Isa, u holda g(f(x)) funksiya [a;b] da
monoton bo‘ ladimi?

wnPE

16. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

Yuqgori chegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan Lebeg integralini differensiallash
masalasi, bizni monoton funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo‘Igan
funksiyalar sinfini garashga olib keldi. Bu paragrafda biz bu sinf funksiyalariga
boshgacha ta' rif beramiz va ularning ayrim xossalarini isbotlaymiz.

16.1-ta'rif. Bizga [a,b] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo'lsin.
Agar biz [a,b] kesmani

a=x<x<bL<x_, <x =b
nugtalar bilan ixtiyoriy n gismga bo‘lganimizda x (i =1,2,K,n) nuqtalarni tanlab
olishga bog'‘lig bo‘Imagan va ushbu

&11(x)- flx,)C (16.1)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ozgarmas C son mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya
[a,b] kesmada o' zgarishi chegaralangan funksiya deyiladi.

Har ganday monoton funksiya [a,b] kesmada o' zgarishi chegaralangan va
(16.1) yig'indining chap tomoni bo' linishdan bog'liq emas va u | f (b)- f(a)| ga
teng.

° 16.2-ta’'rif. Bizga [a,b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan f funksiya
berilgan bo‘lsin. (16.1) yig‘indilarning barcha chekli bo'linishlar bo'yicha olingan
aniq yugori chegaras f funksiyaning [a,b] kesmadagi to'la o'zgarishi (to‘la
variatsiyasi) deyiladi va V[ f] bilan belgilanadi, ya' ni
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v:[f]=siu}pél| f(x)- f(x)l. (16.2)
<} =
Endi o' zgarishi chegaralangan funksiyalarning ba’ zi xossalarini keltiramiz.
1. Ixtiyoriy kI R son uchun
AISIEISIAR
tenglik o'rinli.
Tenglikning isboti bevosita ta rifdan kelib chigadi.
2. Ixtiyoriy f va g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun
Vof +gleve[f]+v[g] (16.3)
tengsizlik o'rinli.
Isbot. [a,b] kesmaning
a=x<x<bL<x_ <x =b
ixtiyoriy bo‘linishi uchun

%1| f(xi)"'g(xi)' f(xi-l)' g(xi-l) |£ ér:-ll f(xi)' f(xi-1)|+é|g(xi)' g(xi-l)l

tengsizlik o‘rinli.  Anig yuqori chegaralar uchun malum bo'lgan
sup(A+B) £sup A+supB tengsizlikdan foydalansak, 2-xossaning isbotiga ega
bo‘lamiz. D
3. Ixtiyoriy c (a;b) uchun
AMEA LI EAR! (16.4)
Isbot. Oldin [a,b] kesmaning shunday bo'linishlarini garaymizki, c
bo'linish nugtalaridan biri bo'lsin, masalan x = c, u holda
alf(x)- fox)FEalfe)- fx,)l+
i=1

i=1

LN R A GEAT (16.5)

Endi [a,b] kesmaning ixtiyoriy bo‘linishlarini garaymiz. Agar biz bu
bo' linish nugtalariga yana bir ¢ nugtani go* shsak, u holda

aI F(x)- f(X.)]

yig'indi kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a,b] kesmaning ixtiyoriy
bo‘ linishi uchun to*g‘ri, shuning uchun

VE[f]EVe[f]+Vo[f] (16.6)
Ikkinchi tomondan har ganday e >0 uchun [a;c] va [c;b] kesmalarning shunday
bo linishlari mavjudki

g - - c e
a | f()- T(x)PVLIT]- 2,
i=1 j=1

tengsizliklar o‘rinli. Bu ikki bo‘linishni birlashtirib, [a;b] kesmaning shunday
bo’ linishiga ega bo’ lamizki,

Qog

|F(X)- F(X ) P> VSLf]- %
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n+m

A 1105)- FOe)FA 1T F) 1+ 1100)- )P

k=1
>VE[f]1+V[f]- e
Bu tengsizlik ixtiyoriy e >0 uchun o' rinli, shuning uchun
VARIERARIEAA R (16.7)

Endi (16.6) va (16.7) dan (16.4) tenglikka kelamiz.

Ixtiyoriy funksiyaning istalgan [a,b] kesmadagi to'la o' zgarishi manfiymas
bo‘lganligi uchun 3-xossadan quyidagi xossa kelib chigadi.

4. v(X) :Vax[f]- monoton kamaymaydigan funksiya.

5. Agar f funksiya x' 1 [a,b] nugtada chapdan uzluksiz bo'lsa, u holda

V() =V, [f]

ham x nugtada chapdan uzluksiz bo'ladi.

Isbot. Bizga ixtiyoriy e>0 berilgan bo'lsin. Endi d >0 ni shunday

tanlaymizki,
110¢)- 102

tengsizlik ixtiyoriy xI (X - d;x’] uchun o'rinli bo‘Isin. Endi
a=x, <x<L<x =X
bo‘ linishni shunday tanlaymizki,

X & e
VL) A1) )<

bo'lsinvabiz x - x . <d deb faraz qilishimiz mumkin. Bundan

[10x)- F0)] <2

tengsizlikka ega bo‘ lamiz. Natijada
VLT & 1)- T <e

gaegabo'lamiz. Bu tengsizlik oz navbatida

v [f]- vt <e
tengsizlikni keltirib chigaradi, yani v(x)- v(x_)<e o‘rinli. Biz bilamizki, v
kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha xI (x_.;x") lar uchun
V(X )- v(x)<e tengsizlik o'rinli. Bu esa v funksiyaning X nugtada chapdan
uzluksiz ekanligini bildiradi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, agar f funksiya x nugtada o ngdan

uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham x nuqtada o'ngdan uzluksiz bo'ladi. Demak,
agarda f funksiya biror x, nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda v ham shu nugtada
uzluksiz bo'ladi. D

Faraz qilaylik, f:[a,b]® R- o zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya,
v esa uning [a;x| kesmadagi to'la variatsiyasi bo'lsin. j (x)=v(x)- f(x)
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funksiyani garaymiz.
16.1-lemma. j :[a,b|® R monoton kamaymaydigan funksiyadir.
Isbot. Faraz qilaylik, X <x ,x,X 1 [a;b] ixtiyoriy nugtalar bo‘lsin, u
holda
J )5 () =Ivx ) - v - [F(x) - F(x)]. (16.8)

Ma lumki,
| F(X')- f(X)EVX)- v(x')=VX.X [f]

Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni
ham manfiymas. Bu esa | ning [a,b] da monoton kamaymaydigan funksiya
ekanligini bildiradi. f(x)=v(x)-] (x) bo‘lganligi uchun, biz quyidagi tasdigga
keldik.

16.1-teorema. Har ganday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita
monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Teskari tasdiq doimo o'rinli, ya ni ikkita monoton funksiyalar ayirmasi
shaklida tasvirlangan har ganday funksiya o'zgarishi chegaralangandir. Shuning
uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi barcha funksiyalar
to' plami o‘ zgarishi chegralangan funksiyalar sinfi bilan ustma-ust tushar ekan.

16.1 va 15.1-teoremalardan kelib chigadiki, har ganday o'zgarishi
chegaralangan funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega.

Biz sakrashlar funksiyasini quyidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Bizga
chekli yoki sanogli a£ x <x, <K< x, £b nuqgtalar berilgan bo'Isin. Har bir x,
gaikkita g, va h_sonlarni mos o' yamiz va

&g, 1+ )<¥
bo'Isin deb talab gilamiz. Bundan tashgari, agar x =a bo'lsa, g, =0 va x, =b
bo'lsa, h, =0 deymiz.

y (x)= ansxgn + Xna<xhn- (16.9)

(16.9) ko'rinishdagi har ganday funksiyani biz sakrashlar funksiyasi deb ataymiz.
y funksiyaning [a,b] dagi to'la variatsiyasi
alg, 1+1h )

gateng.

Agar g, va h sonlardan birortasi noldan fargli bo‘lsa, u holda x, nugtay
funksiyaning uzilish nuqtasi bo'ladi, hamda

y (%,)-y (x,- 0)=g,, v (x,+0)-y (x,)=h,

tengliklar o'rinli.

[a,b] kesmada o' zgarishi chegaralangan har ganday f funksiyani uzluksiz
funksiya | va sakrashlar funksiyasi y lar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash
mumkin va bu tasvir yagonadir. Hagigatan ham, f funksiyani ikkita monoton

kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz
F(x) =v(x)- g(x).
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Keyin ular yordamida sakrashlar funksiyasi y va uzluksiz funksiya| ni quramiz.
Masalan, v funksiya uchun
v(x,)-v(x.-0)=g,, VX, +0)-v(x,)=h,

y.¥0=ag,+ah, i.x0=vx-y,X.
X, <X X, <X

Xuddi shunday g funksiya uchun va natijada f funksiya uchun quyidagiga ega
bo' lamiz

FO)=ly ,(¥) -y O+, () -] 4 (X)]. D

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. Agar f funksiya [a, b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo'lsa, u holda
f ning [a,b] kesmada o' zgarishi chegaralangan bo' lishini isbotlang.
2. [0;1] kesmada aniglangan uzluksiz
‘%O, agar x=0
f(x) =1 R
9 %xxsing, agar x| (0;1]
X
funksiyaning [0;1] kesmadagi o zgarishi \/:[f]=¥ ekanligini ko' rsating.
3. Agar f funksiya [a;b] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda f ning
[a;b] da o zgarishi chegaralangan bo' lishini isbotlang.

17. Absolyut uzluksiz funksiyalar

17.1. L ebegning anigmas integralidan hosila. 15- 8§ da ko' rsatdikki,
o f(t)dm= of (t)dt

Lebeg integrali x ning funksiyas sifatida deyarli hamma yerda chekli hosilaga
ega. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya bilan bog' lanishini tekshirmadik.
Quyidagi tasdig o'rinli.

17.1-teorema. [a;b] kesmada integrallanuvchi har ganday f funksiya
uchun deyarli barcha xi [a,b] larda
&[a;&f}f (t)dm= f(x)
tenglik o'rinli.

Bu teoremani isbotlashda biz quyidagi ta' rifdan ham foydalanamiz.

17.1-ta'rif. Agar x| [a;b] nugta uchun shunday x(x,<x £b) nugta
topilib, g(x,) <g(x) bo‘lsa, u holda x, nuqta g funksiyaning o'ngdan
ko' rinmaydigan nuqtasi deyiladi.

17.1-teorema isboti. Har bir x1 [a,b] ga

F(x)= of(t)dm

[a:x]
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sonni mos qo‘yuvchi F funksiyani garaymiz. 15.2-teoremaga ko‘ra, bu funksiya
deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli hamma yerda

f(x)2 F'(x) (17.1)
tengsizlik bajarilishini  ko'rsatamiz. E orgali  f(x)<F'(x) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nugtalar to'plamini belgilaymiz. Agar biror x nugtada
f(x)<F'(x) tengsizlik bajarilsa, u holda shunday a,bl Q ratsional sonlar
mavjud bo'lib,

f(x)<a <b <F'(x) (17.2)
tengsizlik bajariladi. Ixtiyoriy a,b1 Q,a <b sonlar juftiga
E, ={x1 [ab]: f(x)<a <b <F'(x)}
to' plamni mos qo‘yamiz. U holda
E={x: f(x)<F'(X)}= UE,
{a.b}

tenglikni yozish mumkin. (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun har bir (a,b) juftlik
uchun (E,, )=0 ni ko'rsatish yetarli. U holda E,, to‘plamlar ko' pi bilan sanogli
ekanligidan m(E) =0 kelib chigadi. Lebeg integralining absolyut uzluksizlik
X0ssasiga (12.4—teorema) ko'ra ixtiyoriy e >0 uchun shunday d >0 mavjudki,
n(C) <d, CI [a;b] to'plam uchun

| f (t)ydm|<e

C

tengsizlik bajariladi. O*lchovli to* plamning ta rifiga ko' ra,

E,l GI [ab] va nm(G)<n(E,)+d
shartni ganoatlantiruvchi G ochiq to‘plam mavjud. Endi nr(E,,) =0 tenglikni
isbotlash uchun [a;b] da g(x)=F(x)- b x funksiyani aniglaymiz. F(x) ning
aniglanishigako'ra, g:[a;b] ® R uzluksiz funksiya bo’ladi.

Bu g(x)=F(x)- bx funksiyaning barcha o‘ngdan ko'rinmaydigan
nugtalari to'plamini E orgali belgilaymiz. U holdaixtiyoriy x, 1 E uchun shunday
X(x, <x £h) nugta mavjud  bolib, g(x)<g(x) Dbo'ladi. Agar
O<e<g(x)- g(x,) desak, g ning uzluksizligiga ko'ra, shunday d >0 mavjudki,
barcha xI (x,-d,x +d) |lar uchun lg(¥) - g(x,) e yoki
g(x) <g(x,)+e<g(x) boladi. Shunday ekan (x, - d,x,+d)I E, yani x, E
ning ichki nugtasi bo'ladi. Demak E fagat ichki nugtalardan iborat, ya' ni E ochiq
to'plam ekan. Sonlar o‘qgidagi ochiq to'plamlar strukturasi hagidagi teoremaga
ko'ra, chekli yoki sanogli sondagi {(a,b )} ©0'zaro kesishmaydigan intervallar
mavjud bo'lib,

E= l&J(ak,bk)

yoyilmao'rinli. Ko'rsatish mumkinki, ixtiyoriy k da
9(a,) £ g(b,) (17.3)
tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham, agar teskarisini faraz qilsak, ya ni
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g(a) > g(b,) (17.4)
desak, u holda (a,,b ) intervalda x, ichki nugta mavjud bo‘lib, g(x,)>g(b,)
bo'ladi. X orgali (a,b,) intervaldagi g(x)=g(x,) tenglikni ganoatlantiruvchi
eng o'ng nugtani belgilaymiz. x'T (a,b )1 E bo'lgani uchun shunday x > X
mavjudki, g(x) < g(x) bo‘ladi. g ning uzluksizligi va x* ning tanlanishiga ko'ra,
X/ (a.,b). Ikkinchi tomondan, x >b, bo'lishi mumkin emas, chunki
g(x)>g(x')>g(b,) dan b 1T E bo'lar edi. Bu ziddiyat ko'rsatadiki, (17.4)
tengsizlik bajarilmaydi, ya ni (17.3) tengsizlik o'rinli.

Endi olingan natijadan nr(E,, ) = O tenglikni isbotlashda foydalanamiz.
Agar xI E,, bo'lsa, uholda x ga yetarlicha yagin bo‘lgan ixtiyoriy x > x
lar uchun
F)-FO™ Sy (17.5)
X - X
tengsizlik yoki
F(X)- bx>F(x)- bx
tengsizlik baariladi. Bundan x ning F(x)- b x funksiya uchun o'ngdan
korinmaydigan nuqta ekanligi kelib chigadi. O'ngdan ko‘rinmaydigan nugtalar
to' plami ochiqg to'plam bo'lgani uchun x ning biror (x- d,x+d)| G atrofidagi
barcha nugtalar o'ngdan ko'rinmaydigan nugtalar bo‘ladi. Shuning uchun
g(x)=F(x)- bx funksiyaning G dagi o‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqgtalari
to'plami gandaydir S ochiq to‘plamdan iborat bo'ladi, yani E, 1 SiI G.
Bundan tashqari,
S= l&J(ak,bk)

vahar bir k da
F(,)-bsb 3F(a)- bsa,
tengsizlik o‘rinli. U holda
F (bk) - F (ak) 3 b(bk - ak)
yoKi
by
of)dt3 b(b, - a).
ay
Shunga o' xshash tengsizliklarni S ni tashkil giluvchi barcha (a,,b,) intervallar
bo'yichayig'ib,
¢ (t)dt 2 bm(S). (17.6)

S
tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vagtda

g Mdt= gft)dt+ ¢ f(t)dt<an(E,)+efa n(S)+e+|a|d (17.7)
S Fab S\Eab
tengsizlik o'rinli. Chunki n(S) £ m(G) <m(E,,)+d, n(S\E, )<d va
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o f(t)dt<e.
S\Eab
(17.6) va(17.7) tengsizliklarni taggoslab,
anm(S)+e+]a|d3 bn(S)
tengsizlikka ega bo' lamiz. Bundan
(S) £ e+|a|d
b-a
tengsizlik kelib chigadi.
Shunday qilib, E,, to‘plamni o‘lchovi istalgan sondan kichik bo*lgan ochiq

to'plam bilan goplash mumkin. Bundan n(E, ) =0 ekanligi kelib chigadi.

Demak,
m{ x: f(x)<F'(x)}=0.
Shuning uchun deyarli hamma yerda f(x)3 F'(x) tengsizlik o'rinli. Endi f(x) ni
- () bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda
- f(x)3 -F (x)p f(X)EF (x). (17.8)
(17.1) va (17.8) dan f(x)=F (x) deyarli barcha x lar uchun o‘rinli ekanligi kelib
chigadi. Shunday qilib,
. d .
(=F (=g, of)m
tenglik deyarli barcha x lar uchun o‘rinli. D
Bobning boshida go‘yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik.
Endi ikkinchi savolga o'tamiz, yani uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
uchun o'rinli bo’ Igan Nyuton-Leybnits formulasini

F(x)= F(a)+ & (t)dt (17.9)

Lebeg integrali uchun ganday umumlashtirish mumkin? Yani (17.9) tenglik
ganday funksiyalar sinfi uchun o‘rinli? Biz deyarli barcha nuqtalarda chekli
hosilasi mavjud bo‘lgan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Bizga ma’ lumki,
o‘zgarishi chegaralangan funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega.
Ikkkinchi tomondan, (17.9) tenglikning o‘ng tomoni ©o'zgarishi chegaralangan
funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o'zgarishi chegaralangan funksiyalar
sinfidan kattaroq to‘ plamda o‘rinli bo'lishi mumkin emas. Har ganday o' zgarishi
chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvchi funksiyalar ayirmasi
ko' rinishida tasvirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun (17.9) tenglik
o‘rinlimi degan savolni qo‘yamiz.

Umuman olganda ixtiyoriy monoton funksiya uchun (17.9) tenglik o‘rinli
emas. Lekin quyidagi tasdiq o‘rinli.

17.2-teorema. Monoton kamaymaydigan f funksiyaning hosilasi

integrallanuvchi va
b

of (t)dt£ f(b)- f(a) (17.10)

a

140



Isbot. Hosilata'rifigako'ra, f ning x nuqtadagi hosilasi

f (X+hr2_ 0 () (17.11)

nisbatning h® 0 dagi limitidir. f ning monotonligidan  uning
integrallanuvchanligi  kelib chigadi. Demak, har bir |  integrallanuvchidir.
Shuning uchun (17.11) tenglikni integrallash mumkin.

b+h

" 1° 1 1 1°
o h(x)dxzﬁf)f (x +h)dx- E(‘3f (x)dx=E O f(x)dx- E(‘3f (x)dx =

a+h

a+h
i Pf(x)dx- % ?f(x)dx

Bu tenglikdan h® 0 da limitga o‘tamiz. Integral belgisi ostida limitga o'tish
hagidagi Fatu teoremasiga ko' ra,

of () dXE |im @ (x)dx= f(b)- f(a+0)£ f(b)- f(a).

h®0 5
Qat'iy tengS|zI|k o' rinli bo‘ladigan monoton funksiyaga misol keltirish mumkin:
f(x) |O agar xI [O 05]
,1 agar x1 (0,51]
Bu yerdan
1
0=¢@xdx< f1)- f(0)=
0
Biror monoton uzluksiz funksiya uchun

:‘j'(x)dx< f(x)- f(a) (17.12)

tengsizlikning barcha x1 (a; b) lar uchun bajarilishini ko'rsatish giziq masaladir.
Kantorning zinapoya funksiyasi K (6.4-misolga garang) uchun

§<'(x)dx< K(x)- K(0)= K (%)

tengsizlik barcha x1 (0,1) larda o' rinli bo'ladi. Mustagi! isbotlang.
17.2. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta’ kidlash lozimki, f monoton
funksiya bo’ Igan holda

& ()t = £ (b)- (a)

tenglikdan (a;b] yarim intervaldagi ixtiyoriy x uchun

§ Odt = £(x)- f(a) (17.13)

tenglik bajarilishi kelib chigadi. Endi (17.13) tenglik o'rinli bo‘ladigan funksiyalar
sinfini tavsiflash uchun quyidagi ta' rifni keltiramiz.

17.2-ta'rif. Bizga [a;b] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo'lsin.
Agar ixtiyoriy e >0 son uchun shunday d >0 mavjud bo'lib, soni chekli va har
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ikkisi o' zaro kesishmaydigan har ganday {(a,;b,)}.., intervallar sistemasi uchun

kC_J(ak;bm [a;b], é(bk-ak><d

shartlar bajarilganda

éll f(b)- f(a)l<e (17.14)
tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u holda f funksiya [a;b] kesmada absolyut uzluksiz
funksiya deyiladi.

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltiramiz.

1. Absolyut uzluksiz funksiya ta’rifidagi "soni chekli” jumlani "soni chekli
yoki sanogli” jumla bilan almashtirish mumkin.

I sbot. Hagigatan ham, ixtiyoriy e >0 uchun shunday d >0 mavjud bo’lib,
[a;b] dan olingan har ganday o' zaro kesishmaydigan va uzunliklari yig'indisi d

dan kichik bo‘Igan ixtiyoriy {(a,,b, )}"_, chekli intervallar sistemasi uchun
alflb,)- f(a)ke (17.15)
k=1

tengsizlik baariladi. Endi [a;b] dan olingan sanogli sondagi ©'zaro
kesishmaydigan va uzunliklarining yig'indisi d dan kichik bo‘lgan {(a,,b, }_,
intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy nT N uchun (17.15)
tengsizlik o‘rinli. (17.15) tengsizlikda n® ¥ dalimitgao'tib,

¥

ka | f(bk)' f(ak)|£e

=1

tengsizlikni olamiz.
2. Har ganday absolyut uzluksiz funksiya o' zgarishi chegaralangandir.
I sbot. Funksiya absolyut uzluksiz bo‘ [gani uchun quyidagilar o rinli:

"e>0,$d =d(e)>0, "{(a,b)}, ab-a)<d
k=1
da
§1 | f(b)- f(a)l<e.
=1
a;b| kesmani uzunligi d dan oshmaydigan [x,, X, .,] bo'lakchalarga bo’ lamiz
k k+1
[a;b] = UlX s Xc.als
k=1

u holdaixtiyoriy [X., X, (X - % <d) uchun

Xg+1

Vv(flee

Xk

tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun

vIt1=4V(fl<ne

k=1 Xg-1

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz
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funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko‘paytmasi yana absolyut
uzluksiz funksiyadir.

3-xossaning isboti bevosita ta' rifdan kelib chigadi.

4. Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan
absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Isbot. f absolyut uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun u o'zgarishi

chegaralangan funksiyadir. Shuning uchun quyidagi tasvirlar o'rinli
f(x)=v(x)- g(x), v(x)=V[f] glx)=v(x)- f(x)
f ning absolyut uzluksizligidan v ning absolyut uzluksizligi kelib chigadi. 3-

xossaga ko' ra g ham absolyut uzluksiz funksiya bo‘ ladi. D

Quyidagi ikkita teorema absolyut uzluksiz funksiya va Lebegning anigmas
integrali orasidagi muhim bog' lanishni ifodalaydi.
17.3-teorema. Agar f funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u
holda
F(x)= of (t)dm
[a.x]
funksiya [a,b] da absolyut uzluksiz bo'ladi.

Isbot. {(a,,b,)}- ixtiyoriy o‘zaro kesishmaydigan intervallar sistemasi

bo'lib,
é-(bk - ak)<d
k=1
bo‘lsin. U holda
alFlb)- Fla)l=a| oft)dmea ¢ If(t)ldm= g [f(t)|dm<e.
k=1 k=1| [ &y b] k=1[ay by]

Ula bl
k=1

Oxirgi tengsizlik Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teoremaga
garang) dan kelib chigadi. D
17.4-teorema (Lebeg). F funksiya [a;b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lsin.

U holda F'(x)= f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi va ixtiyoriy x1 [a;b]
uchun
0O f(t)dm: F(x)- F(a)
[aix]
tenglik o'rinli.
17.4-teorema ishbotida quyidagi lemmadan foydaliniladi.
17.1-lemma. Agar f- kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo'lib,
f*(x) = 0 tenglik deyarli barcha x lar uchun o'rinli bo'lsa, u holda f(x) = const.
17.4-teoremaning isboti. f(t)3 0 bo‘lgan holda ishotlash yetarli. Bu holda
F(x) kamaymaydigan funksiya bo' ladi.
F(x)=F(x)- ¢f(t)dm (17.16)

(2]
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funksiyani garaymiz. F ham kamaymaydigan funksiya. Hagigatan ham, x < x
bo‘lsin, u holda
F(x9- FX=F(x®- F(x9- ¢ f(t)dm3 0.
[ x6xq
F(x) va
o f (t)dm
[aix]
lar absolyut uzluksiz funksiyalar bo'lganligi uchun F ham absolyut uzluksiz
funksiya bo' ladi. Bundan tashgari, deyarli barcha x lar uchun F'(x)= 0. Bobning
boshida o' yilgan 1-savolga javob berganda
4 St)dm=f(x) F ()= f()- L 3f()dm=0
OX [a] X [ax
tengliklarni  ko'rsatgan edik. 17.1-lemmaga ko‘'ra, F(x)=const. Ikkinchi
tomondan
F(a)=F(a)- f(t)dt=F(a)
[aia]
tenglik o'rinli. Demak, (17.16) ko‘ra,
F(x)= F(a)+ (‘)f(t)dm
[aix]

tenglik o'rinli. D

17.3. Xulosa. Bizga ma lumki, ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan funksiya
uzluksiz o' zgarishi chegaralangan funksiya g(x) va sakrashlar funksiyasi H(x)
ning yig'indisi ko' rinishida tasvirlanar edi, ya'ni f (x)= g(x)+ H(x).

Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lmagan va o'zgarishi
chegaralangan g funksiyani garaymiz. Uning uchun deyarli hamma x larda chekli

g (x) hosila mavjud.
y (x)= [ @]g'(t)dm
belgilash kiritamiz. U holda c(x)=g(x)-y (x) ayirma uzluksiz o zgarishi
chegaralangan funksiya bo’ ladi va deyarli barcha x lar uchun
d : d . .
5 c)=g () wwggﬁﬁt—ﬂ
17.3-ta'rif. Agar uzluksiz va o' zgarmasdan fargli o zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga aylansa, u singulyar uzliksiz
funksiya deyiladi.
Shunday qilib, biz quyidagi tasdiqga keldik.
Har ganday o' zgarishi chegaralangan f funksiya uchta funksiya yig'indisi
ko' rinishida tasvirlanadi,
f(X)=H(X)+y (X)+ c(X), (17.17)
bu yerda H sakrashlar funksiyasi, ¢ singulyar uzluksiz funksiya, y absolyut
uzluksiz funksiya.
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Bu funksiyalar f funksiya yordamida o* zgarmas qo' shiluvchi anigligida bir
giymatli aniglanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyoriy ikkitasini x=a nugtada
nolga teng deb aniglasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni differensiallab,
deyarli barcha x lar uchun

f'(x)=y (x) (17.18)
tenglikka ega bo'lamiz. (17.18) tenglikni integrallab,
[ (‘3]f (t)dm= [ 0}/ (t)dt =y (x)
tenglikka kelamiz.

Misollar. 17.1. Kantorning zinapoya funksiyasini [0;1] kesmada absolyut
uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. 6.3-misolda ko'rsatildiki, Kantor to‘plamining Lebeg o‘lchovi
nolga teng. Lebeg o' Ichovi ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy d >0 uchun shunday, o' zaro
kesishmaydigan {(a.;b,)}.., invervalar sistemas mavjudki, quyidagilar
bajariladi:

K1 UGa:b), &b, -a)<d. (17.19)
k=1 k=1

Ikkinchi tomondan, 6.7-misolda ko' rsatildiki ((6.15)-tenglikka garang),
m-([0;1]\K)=0 va m([0;1]) =K(1)- K(0) =1.
Bu yerda nm. Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes
o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki,
me (K) =1.
Endi o'Ichovning yarim additivlik xossasidan hamda (17.19) dan foydalansak,
guyidagiga ega bo‘ lamiz:

él(K(bu- K(ak>)=m§‘t”.;31(ak;m§3 m (K)=1.

Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi - K(x) absolyut uzluksiz funksiya
ta rifini ganoatlantirmaydi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Agar f funksiya [a,b]| kesmada Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda f ning
[a,b] kesmada absolyut uzluksiz bo lishini isbotlang.

2. [a;b] kesmadaaniglangan uzluksiz hosilagaegabo'lgan f funksiyaning [a;b]
kesmadagi absolyut uzluksiz bo' lishini isbotlang.

3. Agar f funksiya [a;b] daabsolyut uzluksiz funksiya bo'Isa, uning tekis uzluksiz
bo' lishini isbotlang.

4. [a;b] kesmadatekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo' Imagan funksiyaga misol
keltiring.

5. Kantorgi ng Zinapoya funksiyasini [0;1] kesmada absolyut uzluksizlikka tekshiring.

18. L ebeg-Stiltesintegrali
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18.1. Lebeg-Stiltes o'lchovlari. Lebeg-Stiltes o'lchovlarini  kiritishdan
avval Lebeg o'lchovini aniglash jarayonini eslaymiz. Sonlar o‘qidagi [a;b]
kesmalar, (a;b) intervallar va [a;b),(a;b] yarim intervallar sistemasidan tashkil
bo'Igan yarim halgani S(R') bilan belgilaymiz; tekislikdagi tomonlari koordinata
o‘glariga parallel to'g'ri to ptburchaklar (6.1-bandga garang) sistemasidan tashkil
bo‘lgan yarim halgani S(R?) orgali belgilaymiz; tekislikdagiga o‘xshash uch
o'lchamli fazodagi girralari koordinata o' glariga parallel to'g'ri parallelepipedlar
sistemasidan tashkil bo‘lgan yarim halgani S(R®) orgali belgilaymiz. Lebeg
o'Ichovini aniglash (har uchchala holda ham mos ravishda) S(R') dagi uzunlik,
S(R®) dagi yuza, S(R®) dagi hajm tushunchalariga asoslanib kiritilgan
o'lchovlarni dastlab yarim halgani saglovchi minimal halgaga davom ettirish va
keyin yanada kengroq bo‘lgan Lebeg bo'yicha o'lchovli to'plamlarning s -
algebrasiga yoyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha ochiq va yopiq
to' plamlar, ularning chekli va sanogli birlashmalari va kesishmalari, bu birlashma
va kesishmalarga to'ldiruvchi to'plamlar albatta o'lchovli to'plamlar bo‘ladi.
Bunday usul bilan aniglangan Lebeg o'lchovi sanogli additivlik va uzluksizlik
Xossalariga ega.

Yana sonlar o‘giga va S(R') yarim halgaga gaytamiz. Sonlar o'qgida
berilgan F(x) = x funksiya yordamida S(R') da aniglangan uzunlik tushunchasini
(o' Ichovni) quyidagicha ifodalash mumkin:

m(a,b) =b- a=F(b)- F(a)=F(b- 0)- F(a),

ma,b]=b- a=F(b)- F(a)=F(b)- F(a- 0),

m(a,b]=b- a=F(b)- F(a)=F(b)- F(a),
mia,b)=b- a=F(b)- F(a)=F(b- 0)- F(a- 0).
Bu usuldan S(R') da o'Ichovlar aniglash uchun foydalanishimiz mumkin. Bizga
sonlar o'gida aniglangan kamaymaydigan, o' ngdan uzluksis F funksiya berilgan
bo'lsin. Har bir [a;b],(a;b),(a;b],[a;b) ko'rinishdagi oraliglarga F funksiya
yordamida mos ravishda

m(a,b) = F(b- 0)- F(a), m(a,b] = F(b) - F(a), (18.1)
m[a,b] = F(b)- F(a- 0), ma,b) =F(b- 0)- F(a- 0). (18.2)
manfiymas sonlarni mos qo‘yamiz. Ishonch hosil gilish mumkinki, (18.1)-(18.2)
tengliklar bilan aniglangan oraliglar (kesma, interval va yarim interval) funksiyasi
manfiymas va additivdir. Yarim halgada kiritilgan bu o'Ichovga 6- 8§ da amalga

oshirilgan mulohazalarni qo’llab, gandaydir . (3) o'lchovni qurishimiz mumkin.
Sonlar o‘gidagi . o'lchovga nisbatan ofIchovli bo‘lgan to'plamlarning A .
sistemasi sanoqgli yig'indi va sanogli keshishmaga nisbatan yopiq bo'ladi, .
o'lchov esa s - additiv bo‘ladi. Umuman olganda, nr. o‘lchovga nisbatan

o‘lchovli to‘plamlar sinfi F funksiyaning tanlanishiga bog'liq. Ammo R da
o' ngdan uzluksis kamaymaydigan F funksiya ganday tanlanmasin ochiq va yopiq
to' plamlar, shuningdek, ularning barcha chekli va sanogli yig'indi va kesishmlari,
ularga to'ldiruvchi to'plamlar (ya'ni Borel to'plamlari) o'lchovli to'plamlar
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bo‘ladi.

Sonlar o qida aniglangan bunday . o‘lchov F funksiyaning tanlanishiga
bog' liq holda ba zi hususiyatlarga ega bo’ ladi.

Hozir . o‘lchovning bazi bir sinflari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg
o'Ichovi r va Lebeg-Stiltes o*Ichovi . berilgan bo'lIsin.

18.1-ta'rif. Agar Lebeg o'chovi nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy A to'plam
uchun . (A) = 0 bo‘lsa, u holda . (Lebeg o' choviga nisbatan) absolyut uzluksiz
o'lchov deyiladi.

18.2-ta'rif. Agar m. o'lchov uchun chekli yoki sanogli A to'plam mavjud
bo'lib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to‘plam uchun n_(B) = 0 bo'lsa (bu
holat chekli yoki sanogli giymat gabul giluvchi F funksiyalar uchun o'rinli), u
holda . diskret o‘Ichov deb ataladi.

18.3-ta'rif. Agar . o'lchovda istalgan bir nuqgtali to‘plam nol o‘lchovga
ega bo'lsa va Lebeg o'Ichovi nolga teng bo‘lgan biror A to'plam mavjud bo'lib,
m.(R\ A) =0 bo'lsa, u holda n. singulyar o‘Ichov deyiladi.

Endi biror [a;b](-¥ <a<b<¥) kesmada aniglangan kamaymaydigan,
o'ngdan uzluksis F funksiyani olamiz. [a;b] kesmada saglanuvchi har bir [a;b]
kesmalar, (a;b) intervallar va (a;b],[a;b) yarim intervallar sistemasidan tashkil
bo‘lgan S([a;b]) yarim halgada F funksiya orgali (18.1)-(18.2) tengliklar
yordamida m o'Ichovni aniglaymiz. Keyin m o'lchovni S([a;b]) dan o'lchovni
davom ettirishning Lebeg usulidan foydalanib, kengroq S. s - algebraga davom
ettiramiz. Bu S. s - algebra [a;b] kesmada saglanuvchi barcha ochiq va yopiq
to'plamlarni, ularning barcha chekli va sanogli yig'indi va kesishmlarini, bu
yig'indi va kesishmalarning to‘ldiruvchilarini (demak, [a;b] kesmada saglanuvchi
Borel to* plamlarini) o' zida saglaydi.

18.4-ta'rif. Sonlar o‘qgida yoki [a;b] kesmada berilgan kamaymaydigan,
o'ngdan uzluksiz F funksiya vositasida yuqgorida aytilgan usulda qurilgan

0‘lchov Lebeg-Stiltes o' Ichovi deb ataladi.

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va
singulyar o'lchovlar yig'indisi ko' rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

18. Lebeg-Stiltes integrali. [a;b] kesmada aniglangan va kamaymaydigan,
o'ngdan uzluksiz F funksiya yordamida hosil gilingan . Lebeg-Stiltes o' Ichovi
berilgan bo‘lsin. Bu o'lchov bo'yicha [a;b] kesmada Lebeg ma nosida
integrallanuvchi funksiyalar sinfini garaymiz va har bir funksiyaga uning

b
of ()dm

Lebeg integralini mos qo'yamiz. . o‘lchov bo'yicha aniglangan bu integral
L ebeg-Stiltes integrali deb ataladi va uning uchun

E‘)f (x)dF (x)
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bel gilashdan foydalaniladi.

L ebeg-Stiltes integralining ba zi xususiy hollarini garaymiz.

I. Bizga [a;b] kesmada aniglangan, o‘ngdan uzluksiz, kamaymaydigan
sakrashlar funksiyasi F berilgan bo'lsin. U holda nr. diskret o'lchov bo'ladi. Agar
x 1 [a;b] nugtalar F ning uzilish nugtalari va h sonlar F funksiyaning x,
nuqtadagi sakrashi bo'lsa, u holda

b
of (x)dF(x)
integral
af (x)h,

yig'indigateng bo'ladi.
1. Agar F funksiya [a;b] kesmada aniglangan kamaymaydigan absolyut
uzluksiz bo'Isa, u holda

E‘)f (x)dF (%)
Lebeg-Stiltesintegrali f (X)F(x) fu;ksiyaning odatdagi
E‘)f (X) F&x) dx
Lebeg integraligateng bo'ladi, ya n?
E‘Df (X)dF(x) = t()‘Df (X) F&x)dx. (18.3)
Bu tasdigning isboti. ... ) )
Integralning s - additivlik xossasiga ko‘ra, (18.3) tenglikni n. o'lchov

bo'yicha integrallanuvchi sodda funksiyalar uchun ham umumlashtirish mumkin.
Bizga f funksiyaga tekis yaginlashuvchi, integrallanuvchi { f } sodda funksiyalar

ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan { f } ketma-ketlikni
kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda {f (X)F(x)} -
kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamma yerda f(x)F(x) funksiyaga
yaginlashadi. Demak, {f >F¢ ketmaketlik 13.2-teorema (Levi teoremasi)
shartlarini ganoatlantiradi.

b b

Of ,(X)dF (x) = of , (X) F &x)dx (18.4)
tenglikda n® ¥ limitgao'tib,

b b

Of (X)dF (x) = §f (x)F €x)dx (18.5)

tenglikni hosil gilamiz.
Agar F kamaymaydigan funksiya sakrashlar funksiyasi va absolyut
uzluksiz funksiyalar vyig'indisidan iborat bo'lsa, u holda ixtiyoriy f

integrallanuvchi (. o'lchov bo‘'yicha ) funksiya uchun uning Lebeg-Stiltes
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integrali gator (yoki chekli yig'indi) va odatdagi Lebeg integralini hisoblashga
keltiriladi. Agar F kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham
saglasa, yuqoridagi tasdigni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tushunchasini F kamaymaydigan funksiya bo'lgan
holdan F o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lgan holga umumlashtirish
mumkin. Aytaylik, [a;b] kesmada o' zgarishi chegaralangan F funksiya berilgan
bo'lib, v esa uning [a;x] kesmadagi to‘la o' zgarishi bo'lsin. 15-8 da olingan
natijalarga ko'ra, v(x) [a;b] da kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz funksiya
bo'ladi. Bundan tashgari g=v- F funksiya ham kamaymaydigan, o‘ngdan
uzluksiz funksiya bo'ladi. Yani F funksiya ikkita monoton kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi F =v- g ko‘rinishdatasvirlanadi.

Agar f funksiyauchun

E‘Df (x)dv(x) va t()‘)f (x)dg(x)dx

Lebeg-Stiltes integrallari mavjud bo‘lsa, u holda f funksiyaning F funksiya
bo'yicha Lebeg-Stiltes integrali

E‘)f (X)dF (x) = t()‘)f (X)dv(x) - t()‘)f (x)dg(x)dx

tenglik yordamida aniglanadi.
Aytaylik, F o' zgarishi chegaralangan funksiya yana boshga usulda W va h
kamaymaydigan funksiyalarning F =W - h ayirmasi ko‘rinishida tasvirlansin.
b

Agar of (X)dF (x) Lebeg-Stiltes integrali mavjud bo‘lsa, u holda

Of(x)dv(x) of(x)dg(x)dx of(x)dW(x) Of(x)dh(x)dx

tenglik o' r|nI| Mustaqil |sbotlang
Xulosa: f funksiyaning F 0o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘yicha
Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun F funksiyaning ikki kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi ko' rinishidagi istalgan tasviridan foydalanish mumkin.
18.1-misal.

¥

02 “dF(x)

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A=[0;¥) yarim o'q, F(X)=[X]
funksiyaesa x ning butun gismiga teng.

Yechish. Ma lumki, F(x)=[x] funksiya yordamida hosil gilingan
o'lchov diskret o' Ichov bo'ladi. I) ga ko‘ ra,

¥

0P *dF (x) = a2 "(F(n) - F(n- 0))
tenglik o'rinli. Agar F(n) F(n- O) 1 tenglikni € tiborga olsak, so'nggi gator
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yig'indisini hisoblash mumkin. Bu gator b =1 va maxraji g =1 bo‘lgan cheksiz
kamayuvchi geometrik prograssyanl ng yig‘indisini ifodalaydi. Demak
oZXdF(X)—a2”=
18.2-misol. Quyidagi Lebeg Stllt%lntegrallnl hisoblang.
o(x +1)dF(X) .
Buyerda A=[0;3] kesma, F(x) = ;2 +3.

Yechish. Ma lumki, F(x)=x*+3 funksiya yordamida hosil gilingan .

0'lchov absolyut uzluksiz o' Ichov bo'ladi. I1) gako‘ra
3 3

O(X +1)dF (x) = XX + 1) x2xdx

0 0
tenglik o‘rinli. So‘nggi integral jadval integrali bo‘lib uning giymati 20 ga teng.
Demak,

3(“3(x +1)dF (x) = 20.
Mustaqil isohlash uchun savol va topshiriglar
1. Lebeg-Stiltes o'lchovi ganday bo'lganda E‘;f (X)dF(x) Lebeg-Stiltes
integralini  hisoblash masalasi, ma lum qato;jl yig'indisini hisoblashga
keltiriladi. b

2. F funksiya ganday shartni ganoatlantirganda ¢f (x)dF(x) Lebeg-Stiltes

integralini  hisoblash masalasi, odatdagi Lebeg integralini hisoblashga
keltiriladi.

1
3. K(x)dF(x) Lebeg-Stiltesintegralini hisoblang. Bu yerda K(x)- Kantorning
0
zingpoya funksiyasi, F(x) =2x+1.
1
4. K (X)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda K(x)- Kantorning
0

zinapoya funksiyasi, F(x) =[3x] + 2x.
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8-mavzu:
Metrik fazova ularga misollar. Metrik fazolarda yaqginlashish. Zich
to plamlar. Ochiq vayopiq to plamlar. Kantor to plam

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalarni bayon gilishga
bag’ ishlangan. Bu bob 4 paragrafdan iborat.
Birinchi paragrafda metrik fazo ta'riflanib, ularga ko‘plab misollar

keltirilgan. R" to'plamda har xil metrikalar kiritilgan. Metrikaning uchburchak
tengsizligini  isbotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder
tengsizliklaridan foydalanilgan. O‘z navbatida bu tengsizliklar ham o'z isbotlarini
topgan. Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral
formasi ham keltirilgan. Bundan tashgari gomeomorf va izomorf metrik fazolar
ta'riflanib, ularga misollar keltirilgan.

2-paragraf esa metrik fazolarda yaqginlashish va undagi ochig va yopiq
to' plamlarning xossalariga bag'ishlangan. Ochiq va yopiq to'plamlarni ta'riflash
uchun biz, yordamchi tushunchalar - urinish nugtasi, limitik nuqgta, yakkalangan
nugta va ichki nugta ta'riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to' plamlarning
xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to‘plam ochiq (yopiqQ)
bo'lishligining yetarli va zarur shartlari keltirilgan. Yaginlashuvchi ketma-ketlik
ta' riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zich va hech

yerda zichmas to‘plamlar tariflanib, ularga misollar garalgan. R",
Ry, Cla,b], C[ab], I, fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishligi

ko' rsatilgan. Separabel bo’ Imagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar o' gidagi
ochiq to* plamlarning strukturasi berilgan.

3-paragraf to‘la metrik fazolarga bag‘ishlangan. Yaginlashuvchi va
fundamental ketma-ketliklar orasidagi bog'lanish ochib berilgan. R",
R', R}, C[a, b], 1, metrik fazolarning to'laligi isbotlangan. C,[a, b] ning to‘la
bo‘lmagan metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la bo'lishligi
hagidagi ichma-ich joylashgan yopiq sharlar hagidagi teorema hamda Ber
teoremasi isbotlangan. Har ganday metrik fazoni to‘ldirish mumkinligi hagidagi
teorema isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to* plam
tushunchalari berilgan. Asosiy funksional fazolar Cl[a,b] va 1, da kompakt
(nisbiy kompakt) lik kriteriylari keltirilib isbotlangan. Kompakt (nisbiy kompakt)
va kompakt bo'lmagan (nisbiy kompakt bo‘lmagan) to‘plamlarga misollar
keltirilgan.

4-paragraf qisuvchi  akslantirishlar prinsipi  va uning tadbiglariga
bag'ishlangan. To'la metrik fazolarda har ganday gisuvchi akslantirishning yagona
go'zg'amas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining
R" metrik fazodagi algebraik tenglamalar sistemasiga tadbig'i bayon gilingan.
Bundan tashqgari chizigli va chizigli bo‘lmagan integral tenglamalarni yechishda
gisuvchi akslantirishlar prinsipidan ganday foydalanish mumkinligi bayon
gilingan.
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1-8. Metrik fazolar va ularga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o'tish amalidir. Bu
amalning asosida sonlar o'gidagi ikki nugta orasidagi masofa tushunchasi yotadi.
Analizda kiritilgan ko' pgina fundamental tuchunchalar sonlar o*gining algebraik
xususiyatlariga bog'lig emas. Hagiqgiy sonlar hagidagi tasavvurimizni to*plam
ma’ nosida umumlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo
tushunchasi hozirgi zamon matematikasida muhim o' rinni egallaydi.

1.1-ta'rif. Bo'shmas X to‘plamning ixtiyoriy x va y elementlar juftiga
anig bir manfiymas r (x,y) son mos go‘yilgan bo'lib, bu moslik
Dr(xy)=0 U x=y,

2) r (%, y)=r(y,x) (smmetriklik aksiomasi),

3) r(x,2)£r (x,y) +r(y,z) (uchburchak aksiomasi)

shartlarni ganoatlantirsa, r ga X dagi masofa yoki metrika deb ataladi. (X,r)
juftlik metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, yani (X,r) juftlik bitta X harfi bilan belgilanadi.
Agar X to'plamda r,r,,...,r , metrikalar aniglangan bo‘lsa, u holda (X,r,),
(X,r5), ..., (X,r,) metrik fazolar mos ravishda X, X, K, X_ harflari bilan
belgilanadi.

Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.

1.1. X gandaydir bo‘shmas to'plam bo'lsin va har bir x, y elementlar
juftiga

r(x,y)=‘:'0’ agar x=y,
11 agar x*'y
gonuniyat bo‘yicha son mos go'yilsin. Ravshanki, r akslantirish metrika

aksiomalarini ganoatlantiradi. Bu metrika diskret metrika deb ataladi. Hosil
bo’ [gan metrik fazo yakkalangan nuqtalar fazosi deb ataladi.

12. Hagigiy sonlar to'plami R=(- ¥,¥), r(xy)=|x-y masofa
bo'yicha metrik fazo tashkil qgiladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan
belgilanadi.

1.3. Ixtiyoriy n ta X, X,,K,x, hagiqiy sonlarning tartiblangan
x = (%, X,, K, x,) guruhlaridan tashkil bo‘lgan to‘plamda har bir x va y lar jufti

(x.y) ga

r (Xv Y)= \/én. (Xk - Yk )2 (1.1)

k=1
manfiymas sonni mos qo‘yuvchi r akslantirish masofani aniglaydi. Hosil bo‘lgan
metrik fazo n - o'lchamli arifmetik Evklid fazo deb ataladi. Endi (1.1) formula
bilan aniglangan r moslik metrika aksiomalarini ganoatlantirishini ko' rsatamiz:



1) r(X,Y)z\/én.(Xk'Yk)zzoo X=y

k=1
dan 1 aksiomaning bgjarilishi bevosita ko' rinib tuiribdi.
2) r (X, Y)= \/él(xk - Yk )2 = \/él(Yk - Xk )2 =T (y, X)-
Endi 3-aksiomaning bajarilishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy uchta x=(x;, X,,K,x_),
y=(v;, ¥,.K.,v,), 2=(z, z,,K, z,) nugtalar uchun uchburchak aksiomasi

\/én. (Xk' Zk)ZE\/én. (Xk' yk)2+\/én. (yk' Zk)2 (1.2)

k=1 k=1 k=1
ko'rinishda bo'ladi. Agar a, =X - Y., b, =V, - z Dbelgilashlarni Kkiritsak,
X - Z, =a, +b bo'ladi va(1.2) tengsizlik

\/é(awbk)ZEJéahJébf (1.3)
k=1 k=1 k=1
ko' rinishni oladi. Ushbu
2
D 5 _4 28,2 1238
g%)'ak"bkg —aaab- —aa(&bj' a, )2
k=1 9 k2 k=1 2= i=1
ayniyatni e'tiborga olsak,
aaknaJaastabs 14)
k=1 k=1 k=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. (1.4) Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. U
holda biz
&(a +b)=aa+28ab +AD LA A+

n n
o o
k=1 k=

1 k=1 k=1 k=1

2
c2dex|dn A=A e An
k=1 k=1 k=1 k=1 k=l @
munosabatga ega bo‘lamiz. Bu munosabatdan (1.3) tengsizlik bevosita kelib
chigadi. Demak, uchburchak aksiomasi o‘rinli ekan. Hosil bo‘ Igan metrik fazo R"
simvol bilan belgilanadi.

1.4. Yana n - ta hagigiy sonlarning tartiblangan guruhlari x = (x,, x,,K,x.)
dan tuzilgan to’ plamni garaymiz va unda masofani

r 1(Xv Y) = ké_-l|xk - Yk| (1.5)

formula vositasida aniglaymiz. Hosil bo'lgan metrik fazo R simvol bilan

belgilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3 aksiomalarini ganoatlantirishini o* quvchi
mustaqil tekshirib ko' rishi mumkin.

1.5. Yugoridagi 1.3 va 1.4 misollarda keltirilgan to‘plamda elementlar
orasidagi masofani



Iy (X, Y) = max‘xk - Yk‘ (1.6)

1£KEnN
formula bilan aniglaymiz. Metrika aksiomalarining bajarilishi oson tekshiriladi.
Hosil bo‘Igan metrik fazo R} simvol bilan belgilanadi.
1.6. [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha funksiyalardan tashkil
bo‘Igan to* plamni C[a,b] simvol bilan belgilaymiz. Bu to' plamda
(% y)=max|x(©)- y(©) (17)

akslantirish metrika aksiomalarini ganoatlantiradi. Masofaning 1-3 aksiomalari
bevosita tekshiriladi (o' quvchiga mustagil tekshirish uchun tavsiya etiladi). Bu
metrik fazo analizda muhim ahamiyatga ega bo'lib, u ham to'plam kabi C[a,b]
simvol bilan belgilanadi.
1.7. Haqiqgiy sonlardan tuzilgan va

¥

a X <¥

k=1
shartni ganoatlantiruvchi barcha x =(x,, x,,K,x,K) ketma-ketliklardan tashkil
bo'lgan to*plamni 1, simvol bilan belgilaymiz. Bu to' plamda masofa

r (Xv Y) = \/g (Xk - Yk )2 (1.8)

k=1
formula bilan aniglanadi. Har bir x,yT 1, elementlar uchun

: ;
X <¥, ayi<¥
k=1 k=1
shartlar bajarilgani uchunva (x, =y, )’ £ 2(x|f + yf) elementar tengsizlikdan
¥
a (% - )
k=1
gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Endi (1.8) formula bilan aniglangan r
moslikning metrika aksiomalarini ganoatlantirishini ko' rsatamiz. Ravshanki, 1 va
2-aksiomalar bajariladi. Uchburchak aksiomasi esa

2

¥

JAby-aPe Al vy e Alu-2F a9

k=1 k=1
ko‘rinishga ega. Y uqgorida zikr etilganlarga ko‘ra (1.9) tengsizlikdagi gatorlarning
hammasi yaginlashadi. Ikkinchi tomondan esa 1.3-misolda isbotlanganiga ko'ra
har bir n da

n

Al e Al P A0 2F

k=1
tengsizlik o'rinli. Oxirgi tengsizlikda n® ¥ dalimitga o‘tsak, (1.9) tengsizlikning
to' g'riligi isbotlanadi, ya ni uchburchak aksiomasi o' rinli.
1.8. [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha hagigiy qiymatli
funksiyalar to* plamida

10



oo y)=J () y(Pen

formula yordamida masofa aniglash mumkin. Hosil bo‘lgan metrik fazo C,[a,b]
simvol bilan belgilanadi va uzluksiz funksiyalarning o rtacha kvadratik metrikali
fazosi deb ataladi. Ravshanki, r, moslik metrikaning 1 va 2-aksiomalarini

ganoatlantiradi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi - Bunyakovskiyning
ushbu

o 5 .0 b
cox(t) xy(t)dt= £ 3¢ (t)dt oy ? (t)at (1.10)
€a (4] a a

integral tengsizligidan bevosita kelib chigadi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi
esa osongina tekshirish mumkin bo*lgan

) C')Z b b 1bb
CO)ylt)dt= = o)ty (t)dt- 5 ol x(s)y(t) - y(s)x(t)] “dsct
ayniyatga asoslangan.

1.9. Yana [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz hagigiy qiymatli funksiyalar
to' plamini garaymiz. Bu to* plamda ushbu
b
ri(x y)=gx(t)- y(t)] ot (1.11)

formula bilan aniglangan akslantirish masofa aniglaydi. Hosil bo*lgan metrik fazo
C,[a,b] simvol bilan belgilanadi. r, akslantirish metrikaning 1-3 aksiomalarini
ganoatlantirishini tekshirish, o' quvchiga mustaqil mashq sifatida tavsiya qilinadi.
1.10. Barcha chegaralangan x=(x,, x,,K,x ,K) hagigiy sonlar ketma-
ketliklaridan iborat to' plamni garaymiz. Bu to‘ plamdagi har bir x va y elementlar
juftiga
r (xy)= sup|x - Vi (1.12)
1EKE¥

sonni mos qo‘yuvchi r akslantirish masofa aniglaydi. Hosil bo‘lgan metrik fazo

m harfi bilan belgilanadi. O'quvchi uchun 1-3 aksiomalarning bajarilishini
tekshirish giyin emas.

1.11. n - ta hagigiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat R"

to' plamda har bir p3 1 son uchun
1

r o (0y) =3 % - v['Y (1.13)
k=1 a
formula bilan aniglangan r ; moslik masofa aniglaydi va hosil bolgan metrik fazo

R simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1 va 2 aksiomalarning bajarilishini

tekshirish giyin emas. Shuning uchun 3 aksiomaning bajarilishini tekshirish yetarli.
Qaralayotgan to‘'plamdan ixtiyoriy uchta x=(x, x,,K,x ), y=(y.v,.K,y.),
z=(z, 2, ...z,) nugtalarni olib a, =x,_- y,, b =y, - z belgilashlarni kiritsak,

11



X -z =a +b  bo'ladi va naijada r (x,z)£r (x,y)+r (y,z) uchburchak
tengsizligi

(j:aé|ak+bk|p9p E(ja&é|ak|p +Qa|b p 0P (1.14)
€k=1 9 Ek=1 9
ko‘rinishni oladi. Hosil bo‘lgan (1.14) teng3|zI|k Minkovskiy tengsizligi deb
ataladi. Agar p=1 bo'lsa, Minkovskiy tengsizligining baarilishi ko'rinib turibdi
(chunki, yig‘indining moduli modullar yig'indisidan oshmaydi), shuning uchun
p>1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining isboti Gyolder tengsizligi deb
nomlanuvchi

é\amk\ﬁ?é%\ak\p"pﬁ%\bk\“m (1.15)
k=1 k=1

tengsizlikka asoslangan. Buyerda p>1 va q>1 sonlar

1.1 (1.16)

P q
shart bilan bog’ langan. (1.16) dan quyidagi tengliklar kelib chigadi
LI
q= o1 p -1
Ta kidlash lozimki, (1.15) tengsizlik a=(a,,a,,K,a ) va b= (b,b,,K b ) nugtalar
uchun bajarilsa, u ixtiyoriy | va nm sonlarda la=(a,la,K,la) va
= (b, mb, K ;b ) nugtalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya' ni (1.15) bir

jingli tengsizlikdir. Shunday ekan, (1.15) tenksizlikni
alal'=albl =1 (1.17)
k=1 k=1

shartni ganoatlantiruvchi a va b nugtalar uchun isbotlash yetarli. U holda (1.15)
tengsizlik (1.17) shart bajarilganda

alab|El (1.18)
k=1

ko'rinishni oladi. (1.17) shartda (1.18) tengsizlikni isbotlash uchun (x h)
tekislikda h =x"* (x >0) yoki x =h%* (h >0) tenglamalar bilan aniglangan egri
chizigli (1.1 - chizma) trapetsiya yuzini hisoblaymiz. Chizmadan ko' rinib turibdiki,
musbat a va b sonlarni ganday tanlamaylik, ab£ S, + S, tengsizlik o'rinli. S, va

S, yuzalarni hisoblaymiz:
aP b*

S =¢xPMldx =—, Fidh =—.
9( P 6] q

12



1.1 —chizma
Shunday qilib, quyidagi sonli tengsizlik o‘rinli:
a’ b
abf —+—
P a

Agar a ni a8 ga b ni b gaamashtirib va k ni 1 dan n gacha o'zgartirib
yig'indi tuzsak, (1.16) va (1.17) shartlar bagarilganda (1.18) tengsizlik hosil
bo'ladi. Shunday qilib, (1.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy (1.15)
tengsizlik ham isbotlandi.

Agar p=2 bo‘lsa (1.15) Gyolder tengsizlidan (1.4) Koshi - Bunyakovskiy
tengsizligi kelib chigadi.

Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o tamiz. Buning uchun

(al+Ib1)” = (al+Ib)""1al+(al+[b])™"b]

ayniyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda |a ni |a,| ga, |b| ni |b| ga amashtirib va
k ni 1 dan n gacha o' zgartirib yig'indi tuzsak, quyidagi ayniyatga ega bo’lamiz

a (al+[b)) =4 (al+|n)"|al+a (al+/n)" b/,

Tenglikning o'ng tomonidagi har ikkala yig'indiga ham Gyolder tengsizligini
qo‘llasak va (p-1)gq=p ekanligini etiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega
bo‘ lamiz:

1
‘pup

'O\H
Q L IO

1 Dos

‘u
§<_ f

1

, RN
(a5 8 () +1nlF £ Egh

Bu tengsizlikning har ikkala tomonini
1

& (a/+[b)r Y

ga bo'lib, isbotlanishi kerak bo*lgan (1.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo‘ lamiz.
Shunday gilib, uchburchak aksiomasi o' rinli ekan.

Agar bu misolda p=2 desak, r , metrika 1.3-misoldagi metrikaga va agar
p=1 desak, 1.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko‘rsatish mumkinki, 1.5-misolda
Kiritilgan

ry(xy)=mex|x, -y,

1£kEn
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metrika r D metrikaning p® ¥ dagi limitik holati boladi, ya' ni

1

—im&3 [x - v PO 1.1
(Xy) 'mgaz-l‘xk Yk‘é ( 9)

p® ¥

1.12. Elementlari

shartni ganoatlantiruvchi barcha x=(x,,%,,K,x.,K) hagigiy sonlar ketma -
ketliklaridan iborat va ikki nugtasi orasidagi masofa

r) =8 % - [ Y (1.20)

formula bilan aniglangan to plamni garaymiz. Bu to‘plamni |, deb belgilaymiz.
Ixtiyoriy x,yl I, lar uchun har bir n da

f%\x -y, | 0 gf%\xk\ +&3§\yk\p° (1.21)

Minkovskiy tengsizligi o' rinli bo* Iganl va

shartlar bajarilgani uchun (1. 2_1) da nN® ¥ ;jalimitga 0‘tsak,

&% - yk\"""aa%\xk\ +a%\yk\p°"

ga ega bo' lamiz. Bundan ixtiyoriy Xyl I, Iar uchun (1.20) gator yaginlashishiga

ega bo‘lamiz. (1.20) tenglik bilan aniglangan r funksiya metrikaning 1 va 2-
aksiomalarini ganoatlantirishi ko'rinib turibdi. Uchburchak aksiomasi (1.14)
Minkovskiy tengsizligidan foydlanib isbotlanadi.

Endi biz Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral formasini

beramiz.
1 1

?gx()w()\ at? Egd()\ a® +9dy()\ «?, pr1 @z

Bu Minkovskiy tengsiZligi deb ataladl. Mlnkovskly tengS|zI|g|, yan (1.22)
tengsizlik [a,b] kesmada p(p>1) - chi darajasi bilan Lebeg ma nosida
integrallanuvchi ixtiyoriy x va 'y funksiyalar uchun o'rinli. Quyidagi tengsizlik

l

3() ()\thQd x(t)” dt— a%y()\ dt—, p>lq>l_+é_1 (1.23)

Gyolder tengsizligi deb ataladi. Gyolder tengS|zI|g| [a,b] kesmada p(p >1) -chi
dargjasi bilan Lebeg ma nosida integrallanuvchi x va q(q>1)-chi darajasi bilan

14



integrallanuvchi ixtiyoriy y funksiyalar uchun o'rinli. (1.10) tengsizlik Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligining integral formasidir.

Endi hagigiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanida xossalari
o‘rganilgan o' zgarishi chegaralangan va absolyut uzluksiz funksiyalar to' plamini
garaymiz.

1.13. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan va o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar to* plamida ikki nugta orasidagi masofani

r (x3)=[ xa)- y(a)|+V/[x- ¥ (129

b
formula bilan aniglaymiz. Bu yerda \/[f] - o'zgarishi chegaralangan f
a

funksiyaning [a,b] kesmadagi to'la o' zgarishi (variatsiyasi). (1.24) tenglik bilan
aniglangan r akslantirishning metrika aksiomalarini ganoatlantirishi funksiya
to‘'la o zgarishi xossalaridan kelib chigadi.

Masalan, uchburchak tengsizligi r (x,z)£r (x,y)+r (y,z) da

x{t)- ¥(t)=i (t) va y(t)- t)=y (1

belgilashlar olsak u quyidagi ko' rinishni oladi
b b b
i (@)+y @)+Vv[ +v]£li @)+ @+Vv] J+Vv ]
Buesa|a+b £|a +|b| tengsizlikdan va o' zgarishi chegaralangan funksiyalarning
b b b
VI +y1£VI 1+VIy ]
a a a
xossasidan kelib chigadi. Hosil gilingan metrik fazo o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosi deyiladi va V[a,b] orgali belgilanadi.

1.14. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan va absolyut uzluksiz funksiyalar
to' plamini garaymiz. Bu to'plamda ham ikki x va y nuqtalar orasidagi masofa
r(xy), (1.24) tenglik bilan aniglanadi. Hosil gilingan metrik fazo absolyut
uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va AC[a,b] orgali belgilanadi.

1.1-eslatma. (X,r) - metrik fazo va M uning ixtiyoriy gism to*plami
bo‘lsin. U holda X da aniglangan r masofa, uning gismi bo'lgan M da ham

masofa aniglaydi. Shuning uchun (M, r ) metrik fazo bo‘ladi. (M,r ) metrik fazo
(X,r ) metrik fazoning gism fazosi deb ataladi.

1.1. Metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar. | zometriya

X =(X,r) vaY=(Y,d) — metrik fazolar, f —esa X ni Y ga akslantirish
bo'Isin. Shunday gilib, har bir xI X elementgayagona y = f (x)I Y element mos
go'yilgan bo'lsin.

1.2-ta'rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday d>0 mavjud bo'lib,
r(x,xg)<d shartni ganoatlantiruvchi ~ barcha xI X nuqtalar uchun
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d(f(x), f(x,)) <e tengsidik o‘rinli bo‘lsa, u holda f aksantirish x,1 X
nugtada uzluksiz deyiladi. Agar f akdlantirish X ning hamma nugtalarida
uzluksiz bo‘lsa, u holda f ni X da uzluksiz deb ataymiz.

Agar X vaY lar sonli to'plamlar bo‘lsa, yani x - son, f - sonli funksiya
bo'lsa, u holda akslantirishning uzluksizlik ta'rifi matematik analizdan ma’ lum
bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi ta rifiga aylanadi.

Ta kidlash lozimki, agar X metrik fazodagi r masofani X~ X metrik
fazoni R, :=[0,¥) metrik fazoga akslantirish deb garasak, r - uzluksiz
akdlantirish bo'ladi. Bu yerda X~ X ={(x,y): x,yl X} to‘plamda (x,,x,) va
(V1,¥,) iuftliklar oresidagi masofa d((x,), (yi, ¥2))=r (%, ¥.)+1 (%, ¥,)
formula yordamida aniglanadi. Endi r akslantirishning uzluksizligini ko' rsatamiz.
Ixtiyoriy (X,,Y,)] X~ Xnugtani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin ixtiyoriy
(x,y)I X~ X nugtaolib, metrikaning uchburchak aksiomasidan foydalanamiz:

r (% Y)ET (% %)+ 1 (X, Y)ET (% %)+ 1 (%5, Y0) *+ T (Yo, ),

r (%0, Yo) £ 1 (%0, %)+ 1 (%, )+ 1 (¥, ¥o)
Bu ikki tengsizlikdan

(6 y)- 1 (%, Yo) | E 1 (x %)+ 1 (¥, V)
gakelamiz. Agar

d((xy), (%, Yo))=r (x%,)+r (v,v0)<e
desak, u holda |r (x,y)- r (%, Y,)|£€ bo'ladi, yani r uzluksiz akslantirish
ekan.

Agar f: X ® Y akdantirish X va Y metrik fazolar o‘rtasida o' zaro bir

giymatli moslik o‘rnatsa, u holda Y ni X ga akslantiruvchi x= f'l(y) teskari

akslantirish mavjud bo'ladi. Agar f o'zaro bir giymatli moslik bo‘lib, f va il
akslantirishlar  uzluksiz bo'lsa, u holda f gomeomorf akslantirish yoki

gomeomorfizm deb ataladi, X va Y fazolar esa gomeomorf fazolar deb ataladi.
Gomeomorf metrik fazolarga R=(- ¥; ¥) sonlar o'qi va (- 1) intervallarni

misol sifatida garash mumkin. Bu holda gomeomorfizm yzzarctgx formula
Y

yordamida o' rnatiladi.

Agar X =(X,r) va Y =(Y,d) metrik fazolar o' rtasida o' zaro bir giymatli
moslik o‘rnatuvchi  f  akdantirish ixtiyoriy  x,%,1 X lar uchun
r (x,%,)=d(f(x), f(x,)) shartni ganoatlantirsa, f akslantirish izometriya
deyiladi, X vaY fazolar esaizometrik fazolar deb ataladi.

X va'Y metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik
bog' lanishlar bir xil bo'lib, fagatgina ular elementlarining tabiatiga ko'ra bir -
biridan farq qilinishini bildiradi. Ular orasidagi bu farq metrik fazolar nazariyasi
nugtal - nazaridan muhim emas. Bundan keyin o'zaro izometrik fazolarni aynan
bitta fazo deb garaymiz.

16



Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. Gyolder va Minkovskiy tengsizliklarini integral formada yozng.

2. (1.5) tenglik bilan aniglangan r ;:R"" R"® R, akslantirish metrikaning 1-3
shartlarini ganoatlantirishini ko rsating.
3. (1.7) tenglik bilan aniglangan r :C[a,b]” C[a,b]® R, akslantirish
metrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.
4. (1.11) tenglik bilan aniglangan r,:C[a,b]” C[a,b]® R, akslantirish
metrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.
5. (1.12) tenglik bilan aniglangan r :m” m® R, akslantirsh metrikaning 1-3
shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.
6. (1.19) tenglikni isbotlang.
7. (1.24) tenglik bilan aniglangan r :V[a,b]” V[a,b]® R, akslantirish
metrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishini isbotlang.
8. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

1). Agar 1< p<q bo'lsa, I , to'plam 1, to'plamning gismi bo'ladi.

2). Absolyut uzluksiz funksiyalar fazosi AC[a,b] o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazos V[a,b] ning gismfazosi bo‘ladi.

2-8. Metrik fazolarda yaginlashish. Ochiq va yopiq to'plamlar

Biz bu paragrafda metrik fazoning asosiy tushunchalarini keltiramiz va
ochiq va yopiq to‘ plamlarning xossalarini o' rganamiz.

2.1-ta'rif. X metrik fazoda x,1 X va r>0 son berilgan bo'lsin.
r (x,x,)<r shartni ganoatlantiruvchi barcha xI X elementlar to‘plami markazi
X, nugtada, radiusi r bo'lgan ochiq shar deb ataladi va u B(x,,r) orgali
belgilanadi. Berilgan x,1 X va r>0 da r(x,x,)£r shartni ganoatlantiruvchi
barcha xI X elementlar to‘plami B[X,,r] orgali belgilanadi va u markazi x,

nugtada, radiusi r bo'lgan yopiqg shar deb ataladi.
Metrik fazolar nazariyasida markazi x, nuqtada va radiusi e >0 bo'lgan

B(x,,e) ochiq shar x, nugtaning e - atrofi deyiladi va u O,(x,) korinishda
belgilanad.

Misollar. 2.1. Shunday metrik fazoga va undagi ikkita B(x,,r,), B(x,,r,)
sharlarga misol keltiringki, r, <r, va B(x..r,) E B(x,.r,) bo'lsin.

Y echish. X =[0¥),r(xy)=|x- Y bo'Isin. Agar
B(1,5) :{xT [0;¥):|x- JJ<5} deb markazi 1 nugtada va radiusi 5 ga teng sharni,
hamda B(3,4) :{xT [O;¥):\x- 3<4} deb markazi 3 nuqtada va radiusi 4 ga teng
bo' lgan ochiq sharlarni olsak, u holda r, =5>r, =4, anmo B(1,5)1 B(34).

2.2-ta'rif. Agar X metrik fazoning M qgism to‘plami uchun uni o‘zida
saglovchi shar mavjud bo'lsa, M chegaralangan to' plam deb ataladi.
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2.3-ta'rif. X metrik fazo, M uning gism to‘plami va x nugtasi berilgan
bo'lsin. Agar ixtiyoriy € >0 uchun O,(x) I M * £ munosabat bajarilsa, x nugta
M ning urinish nuqtasi deyiladi. M to*plamning barcha urinish nugtalaridan
iborat [M] to‘plam M ning yopig‘i deyiladi.

Shunday qilib, biz metrik fazo gism to'plamlari uchun ulardan ularning
yopig'iga o'tish amalini anigladik. To'plam yopig'i amali quyidagi xossalarga ega.

2.1-teorema. Quyidagi tasdiglar o rinli:
HMI [M];
2) [[M]]=[M];
3)agar M, 1 M, bo'lsa, uholda [M,]1 [M,];
4) [Ml U Mz]z[Ml]U [Mz]-

Isbot. M to'plamning har bir nugtasi uning uchun urinish nugtasi bo'lishi
bevosita ta rifdan kelib chigadi, shuning uchun M | [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o' tamiz. Birinchi tasdigga ko‘ra [M]1 [[M]].
Endi xI [[M]] ixtiyoriy nugta bo‘lsin. U holda ixtiyoriy e>0 uchun

O,,,(x)1[M]* &, yani shunday yi [M] mavjudki, r(xy) Shunga

<>
o'xshash, O,,(y)IM* &. Yani shunday zI M mavjud bo'lib, r(y,z)<%
bo‘ladi. U holda

r(xz)er(xy)+r (y,z)<%+%=e

yani O,(x)1M* &. Bundan xI [M] ekanligi kelib chigadi. Shunday ekan,
[[M]]1 [M]. Demak, [[M]]=[M].

Uchinchi tasdigning isboti. [M,] to*plamning ixtiyoriy x nuqtasini olamiz.
U holda ixtiyoriy € >0 uchun O,(x) I M, * /. Bundan O,(x) 1 M, /& ekanligi
kelib chigadi. Demak, x nugta M, to'plamning urinish nugtasi, ya ni xi [M,]
ekan. Bundan [M,]1 [M,].

Nihoyat, to‘rtinchi tasdiq isbotiga otamiz. Agar x1 [M,; UM,]| bo'lsa, u
holda ixtiyoriy e>0 wuchun O,(x)1(M,UM,)t £ bo'ladi. Bundan,
O,(x) 1 M, * & yoki O,(x)1 M, * /& tengsizliklardan kamida bittasi bajariladi.
U holda xT[M,] yoki xi[M,], bundan xI [M,|U[M,] ekan. Yani
[M, UM, ]I [M,]U[M,]. Ikkinchi tomondan, M,T M,UM, va M,1 M,UM,
bo'lgani uchun, 3-tasdiqga ko'ra [M,|1 [M, UM,] va [M,]i [M,UM,]. Shunday
ekan, [M,]U[M,]1 [M,UM,]. Demak, [M,JU[M,]=[M, UM,].A

24-ta'rif. X - metrik fazo va M - uning bo*shmas gism to‘ plami bo‘lsin.
Agar x1 X ning ixtiyoriy O,(x) atrofi M ning cheksiz ko'p elementlarini
saglasa, u holda xI X nugta M to‘plamning limitik nugtasi deyiladi.

To' plamning limitik nugtasi shu to‘ plamga tegishli bo‘ lishi ham, bo‘Imasligi
ham mumkin.
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2.2. Agar Q barcha ratsional sonlar to'plami bo‘lsa, u holda R=(- ¥,¥)
ning har bir nugtasi Q uchun limitik nugta bo’ ladi.

2.5ta'rif. Agar M to'plamga tegishli x nugta uchun shunday e >0
mavjud bo'lib, O,(x)1 M ={x} bo'lsa, u holda x nugta M to'plamning
yakkalangan (yolg‘iz) nuqtasi deyiladi.

O’ quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo‘lgan quyidagi tasdiglar o‘rinli.

M to'plamning istalgan urinish nugtasi shu to'plamning limitik nugtas,
yoki yakkalangan nuqtasi bo‘ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chigadiki, [M]
to' plam uch turdagi nugtalardan tashkil bo'lishi mumkin:
1) M to'plamning yakkalangan nugtalari,
2) M gategishli bo‘'lgan, M ning limitik nugtalari,
3) M gategishli bo‘lmagan M ning limitik nugtalari.

Bu xulosalardan kelib chigadiki, M dan uning yopig'i [M] gao'‘tish, M ga
tegishli bo‘Imagan limitik nugtalarni M ga qo‘ shib olish bilan amalga oshiriladi.

2.1. Metrik fazolarda yaginlashish

2.6-ta'rif. X metrik fazoda x;, x,,K,x,,K nuqtalar ketma-ketligi va x
nugta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy e >0 uchun shunday n, nomer mavjud
bo'lib, barcha n>n, lar uchun x, nugta x ning O, (x) atrofiga tegishli bo'lsa, u
holda bu ketma-ketlik x nugtaga yaginlashadi deyiladi. Agar {x.} ketma-ketlik x
nuqgtaga yaginlashsa, u holda x nugta {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi."

Bu ta rifni quyidagicha ham ifodalash mumkin:

Agar

limr (x,,x)=0

munosabat bajarilsa, {x,} ketma- ketlik x nuqtaga yaginlashadi deyiladi.

Y aginlashuvchi ketma-ketlik ta'rifidan quyidagi ikki xulosa bevosita kelib

chigadi:

1) r?ech ganday ketma-ketlik ikkita har xil limitga ega emas,

2) agar {x,} ketmaketlik x nuqtaga yaqinlashsa, u holda uning ixtiyoriy gismiy
ketma-ketligi ham x nuqgtaga yaqginlashadi.

2.2-teorema. Biror x nugta M to‘plamning urinish nugtasi bo'lishi uchun
M da x ga yaginlashuvchi {x } ketma - ketlikning mavjud bo'lishi zarur va
yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. x nugta M to'plamning urinish nugtasi bo‘lsin. U holda
ixtiyoriy n natural son uchun Oy, (x) atrofda kamida bitta x,T M element
mavjud. Bu x, nuqgtalardan tuzilgan {x }1 M ketmaketlik x nugtaga
yaqginlashadi. .

Yetarliligi. Agar {x.} | M ketmaketlik x nuqtaga yaginlashsa, ixtiyoriy
e>0 uchun shunday n, nomer mavjud bo'lib, n>n, bo'lganda x,1 Og(x)
bo'ladi, ya'ni O,(x) I M * /. Demak, x nugta M ning urinish nugtasi bo' ladi. A
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Agar x - M to'plamning limitik nuqtasi bo'Isa, u holda x, T Oy, (x) I M
nugtalarni har xil gilib tanlash mumkin, chunki Oy,(x) I M - cheksiz to'plam.
Shunday qilib, x nugta M to*plam uchun limitik nugta bo'lishi uchun M da x ga
yaginlashuvchi har xil nuqtalardan tashkil bo‘lgan {x } ketma-ketlikning mavjud

bo‘lishi zarur va yetarli.
X metrik fazoni Y metrik fazoga akslantiruvchi f akslantirish uzluksizligi

tushunchasini quyidagicha ham ta' riflash mumkin. Bizga f: X ® Y akslantirish
va x,1 X nugta berilgan bo‘Isin. Agar x, nuqgtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy {x.}
ketma-ketlik uchun unga mos keluvchi {y, = f(x,)} ketma-ketlik, y, = f(x,)
nugtaga yaginlashsa, f: X ® Y akslantirish X, nugtada uzluksiz deyiladi. 1-8

da keltirilgan uzluksizlik ta'rifi bilan bu ta'rifning teng kuchli ekanligini
isbotlashni o quvchiga goldiramiz.

2.2. Zich to'plamlar

2.7-ta'rif. X metrik fazoning ikkita A va B qgism to'plamlari berilgan
bo'lsin. Agar [AJE B bo'lsa, u holda A to'plam B to'plamda zich deyiladi.
Xususan, agar [A] = X bo'lsa, A to'plam hamma yerda zich (X da zich) deyiladi.
Agar A to'plam birorta ham sharda zich bo'Imasa (ya’'ni har bir B1 X sharda
A to'plam bilan umumiy elementga ega bo‘Imagan B' shar saglansa), u holda A
hech yerda zichmas to* plam deyiladi.

Misollar. 2.3. Q - ratsional sonlar to'plami R dazich to* plamdir.

2.4. Natural sonlar to‘plami N hagigiy sonlar metrik fazosi R =(-¥,¥)
ning hech yerida zichmas to‘ plamdir.

Endi hamma yerda zich sanogli gism to‘ plamga ega bo‘ lgan metrik fazolarga
misollar garaymiz. Odatda hamma yerda zich sanogli gism to* plamga ega bo*lgan
metrik fazolar separabel metrik fazolar deb ataladi.

2.5. 1.1-misolda keltirilgan "diskret" fazo, hamma yerda zich sanogli
to’ plamni fazoning elementlari sanogli bo'lgan holda va fagat shu holda saglaydi.
Chunki, bu fazoda ixtiyoriy M uchun [M]=M tenglik o‘rinli. Shuning uchun
"diskret" fazo separabel bo' lishi uchun uning sanoqgli bo' lishi zarur va yetarli.

2.6. Haqgiqiy sonlar to'plami R = (- ¥,+¥) separabel metrik fazodir, chunki
ratsional sonlar to' plami sanogli vau R ning hamma yerida zich.

27. R", R, R va RY (1< p<¥) metrik fazolarning hammasida ratsional
koordinatali nugtalar to'plami sanogli va hamma yerda zichdir. Shuning uchun
R", R, Rl va Rl (1< p<¥) lar separabel metrik fazolardir.

2.8. C[a,b], C,[a,b] va C,[a,b] metrik fazolarda ratsional koeffitsiyentli
ko* phadlar to' plami sanogli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan, ular separabel
metrik fazolardir.

20



2.9. |, fazoda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan cheklitasi noldan fargli
bo'lgan ketma-ketliklar to' plami sanogli bo‘ladi va u 1, ning hamma yerida zich.
Demak, I, separabel metrik fazo.

2.10. Yugoridagi metrik fazolardan fargli o'larog m separabel bo'lmagan
metrik fazoga misol bo‘ladi. Buni isbotlash uchun hadlari O va 1 lardan iborat
barcha mumkin bo'lgan ketma-ketliklar to' plamini F bilan belgilaymiz. F 1 m
va ikkita ixtiyoriy x,y1 F ketma-ketliklar kamida biror hadi bilan farq gilgani

uchun r (x,y) =1. Ma'lumki, F - sanogsiz (kontinuum quvvatli) to'plam. F ning

elementlarini markaz qilib radiusi % ga teng ochiq sharlarni olamiz. Bu sharlar

0' zaro kesishmaydi. Agar biror M I m to‘ plam hamma yerda zich bo'Isa, har bir
sharda M ning kamida bitta elementi yotadi. Sharlar soni F dagi elementlar
soniga teng. M dagi elementlar soni esa sharlar sonidan, shuning uchun, F dagi
elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan, M sanogsiz to'plam. Demak, m
ning hamma yerida zich sanogli to' plam mavjud emas ekan.

211. 1, p*1 va c, fazolarda hadlari ratsional sonlar bo'lib, ulardan

cheklitasi noldan fargli bo‘Igan ketmarketliklar to* plami sanogli bo‘ladi vau I, va
¢, fazolarning hamma yerida zich. Demak, |, va c, separabel metrik fazolar
bo‘ladi.

p

2.3. Ochiq va yopiq to‘plamlar

2.8-ta'rif. Agar X metrik fazodagi M to‘plam uchun M =[M] tenglik
bajarilsa, M yopiq to'plam deb ataladi. Boshgacha aytganda, agar to‘plam
0'zining barcha limitik nugtalarini saglasa, u yopiq to'plam deb ataladi.

Ta kidlash lozimki, 2.1-teoremaga ko‘ra M to'plamning yopig'i [M] -
yopig to'plamdir, hamda [M] to'plam M ni o‘zida saglovchi minimal yopiq
to' plamdir.

Misollar. 2.12. Har ganday metrik fazoda yopiq shar yopiq to' plam bo' ladi.
Xususan, C[ab] fazoda ixtiyoriy C>0 uchun |[f(x)|EC shartni

ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘ plami yopiq to* plam bo’ ladi.

2.13. C[a,b] fazoda |f(x)[<C (ochiq shar) shartni ganoatlantiruvchi
funksiyalar to‘plami  yopiq emas, uning yopigi |f(x)|EC shartni
ganoatlantiruvchi funksiyalar to' plamidan iborat.

2.14. Har ganday X metrik fazoda X va 4 to'plamlar yopiq to* plamlardir.

2.15. Har ganday metrik fazoda chekli to* plam yopiqdir.

2.3-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlar kesishmasi va chekli
sondagi yopiq to‘ plamlar yig'indisi yopiqdir.

I'sbot. Ixtiyoriy sondagi F, yopiq to*plamlarning

F=1F

a
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kesishmasini garaymiz. F to'plamning ixtiyoriy x limitik nugtasini olaylik. U
holda x ning ixtiyoriy O, (x) atrofida F ning cheksizta elementi mavjud. Shunday
ekan, O, (x) dahar bir F, ning cheksiz ko'p elementi mavjud. Bu ko' rsatadiki, x
nugta har bir F, uchun limitik nugta bo'ladi va F, lar yopiq bo‘lgani uchun har
bir a da xI F,.Bundan
xl F=1F,
a

ekanligi kelib chigadi, ya ni F yopiq to‘ plam.
Endi F - cheklitayopiq to' plamlar yig‘indisi, ya ni
F = LnJFk
e s k:]-

va x| F bo'lsin. U holda xI F , k=12,K,n, yani x nugta F, uchun limitik
nugta bo‘la olmaydi. Shuning uchun x ning O, ,0, ,...O, atroflari mavjudki,
O,, da F, ning ko' pi bilan cheklita elementi bo‘lishi mumkin. Agar

e=mne,

1£kEn

desak, O, (x) atrofda har bir F, to*plam elementlari soni cheklitadan ko' p emas. U

holda O, (x) atrofda F = LnJ F. to'plam elementlarining soni ham cheklitadan ko' p
k=1
emas. Shuning uchun x nugta F uchun limitik nugta bo‘la olmaydi. Yani F
ning barcha limitik nuqtalari o' zida saglanadi. Demak, F —yopiq to' plam. A
2.9-ta'rif. Agar xI M nugta uchun shunday e >0 mavjud bo'lib, O,(x)
atrof M dato'ligsaglansa (O,(x) | M), uholda x nugta M to'plamning ichki

nugtasi deyiladi. Fagat ichki nugtalardan tashkil topgan to‘plam ochiq to‘plam
deyiladi.
~ Misollar. 2.16. R sonlar o'qida ixtiyoriy (a,b) interval ochiq to*plamdir.
Hagigatan, agar xI (a,b) desak, e =min{ x- a,b- x} sonuchun O,(x)1 (a,b).

2.17. Cl[a,b] fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va G orgali
f(t) <g(t), tl [a,b] shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini belgilaymiz.
U holda G ochiqg to plam bo'ladi.

24-teorema. M to'plam ochiq bo'lishi uchun uning butun fazogacha
to‘ldiruvchiss X \' M yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. M ochig to' plam bo‘lsin. U holda M dan olingan har bir
X nugta o'zining biror O,(x) atrofi bilan M ga tegishli bo'ladi, ya ni
O,(x) 1 (X\M)=/. Shuning uchun X \M ga tegishli bo‘Imagan nugta X \ M
uchun urinish nugtasi bo‘la olmaydi, yani X \M yopiq to' plam.

Yetarliligi. X \M yopiq to'plam bo'lsin. U holda uning o'ziga tegishli
bo'lmagan urinish nugtasi yo'g, yani har bir x uchun shunday O,(x) atrof
mavjud bo'lib, O,(x)T M bo'ladi. Demak, M ochiq to'plam. A
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2.18. Bo'shto' plam va X fazo yopiq to' plamlardir. Ular biri-ikkinchisining
to‘ldiruvchisi bo'lgani uchun 2.4-teoremaga ko‘ra £ va X lar ochiq to‘plamlar
ham bo* ladi.

Ikkilik prinsiplari hamda 2.3 va 2.4-teoremalar natijasi sifatida quyidagi
teoremani keltiramiz.

2.5-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq to* plamlar yig'indisi va chekli sondagi
ochiq to‘ plamlar kesishmasi yana ochiq to' plamdir.

2.4. Sonlar o'qgidagi ochiq va yopiq to'plamlar

Ixtiyoriy metrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham, ochig va yopiq
to'plamlar strukturasi, umuman olganda, juda murakkab. Ammo, bir o'lchamli
Evklid fazosida, ya ni sonlar o* gida barcha ochiq to plamlarni (shu jumladan yopiq
to'plamlarni), tavsiflash giyin emas. Sonlar o'gidagi ochiq to'plamlar tavsifi
guyidagi teorema orgali ifodalanadi.

2.6-teorema. Sonlar o‘qidagi ixtiyoriy ochiq to'plam chekli yoki sanogli
sondagi o' zaro kesishmaydigan intervallar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi.

Isbot. Sonlar o'gidagi G ochiq to plamni garaymiz. G to' plam elementlari
orasida ekvivalentlik munosabatlarini kiritamiz. Agar x,yI G nugtalar uchun

shunday (a,b) interval mavjud bo'lib, x,yi (a,b)l G bo'lsa, x~ydeymiz.
Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashgari x ~yva
y~2 bo'lgani uchun shunday (a,b) va (g,d) intervallar mavjud bo'lib
x,yl (a,b)1 G va y,z1 (g,d)I G bo'ladi. Bundan g<b (a <d) bo'lishi va
(a,d)1 G ((g,b)l G) ekanligi kelib chigadi, yani x,zi (a,d)i G. Shunday
ekan, x~z ekanligi, yani kiritilgan munosabatning tranzitivligi kelib chigadi.
Shuning uchun, G o‘zaro kesishmaydigan |; ekvivalent nugtalar sinflariga
graladi, yani G=U, |, . Har bir I, ning (a,b) intervaldan iborat ekanligini
ko'rsatamiz, bu yerda a=inf I,, b=supl, . Agar a=inf I, va b=supl, desak,
I, 1 (a,b). Ikkinchi tomondan, agar x,yl I; desak, I; ning aniglanishiga ko'ra
(x,y)I 1. a dan o'ng tomonda va a ga ixtiyoriy yaginlikda, b dan chap
tomonda va b ga ixtiyoriy yaginlikda I; ning elementlari mavjud. Shuning uchun,
chetlari (a,b) ga tegishli ixtiyoriy (a',b') interval |; da saglanadi. U holda
l; = (a,b). Bunday kesishmaydigan |; intervallar soni ko‘pi bilan sanoqli, yani
har bir 1; interval kamida bitta ratsional nugtani saglaydi. Shuning uchun

intervallar soni ratsional nuqtalar sonidan ko'p emas. A

Y opiq to' plamlar ochiq to* plamlarning to' Idiruvchi to’ plami bo‘ lgani uchun,
ixtiyoriy yopiq to' plam sonlar o' gidan chekli yoki sanoglita o‘ zaro kesishmaydigan
intervallarni chigarib tashlashdan hosil bo‘ ladi.

Sonlar o'gida sodda yopiq to'plamlarga misol sifatida kesmalar, alohida
nugtalar va chekli shunday to‘plamlar yig'indisini garash mumkin. Murakkabroq
yopig to‘plamga misol garaymiz. Qaralayotgan bu yopiq to'plam «Kantor
to’ plami» nomi bilan taniqgli.
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2.20. F, =[04] bo'lsin. Undan & 20 intervalni chigarib tashlaymiz, golgan
e3 3g
yopiq to' plamni F; bilan belgilaymiz. Keyin F; dan gé,ZQ va g’ZﬁQ intervallarni
€9 9g &9 9g
chigarib tashlaymiz, qolgan yopiq to'plamni (to‘rt kesmadan iborat) F, bilan

belgilaymiz. Bu to' rtta kesmaning har biridan o' rtadagi uzunligi 3 3 teng bo‘lgan
interval chigarib tashlanadi (2.1-chizma) va hokazo. Bu jarayonni cheksiz davom
ettirib, yopiq to* plamlarning kamayuvchi F, ketma-ketligini olamiz. Agar

¥
F=1F,
n=0
deb belgilasak, 2.3- teoremaga ko'ra F yopiq to' plam bo'ladi. U [0,1] kesmadan
sanogli sondagi intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi. Hosil
bo'lgan F to'plam Kantor to‘ plami deb ataladi.

t Fl
0 1/3 2/3 1
. . . . . . . | F2
0 /9 2/9 13 213 7/19 8/9 1
—_——— —t—————————————————————————————————| Fs
ot z21 2781 2192 7 8 25 261

27 279 9 27 27 3 327279 9 27 27
2.1 —chizma

Endi F to'plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, F ga chigarib
tashlangan intervallarning oxirlari bo‘ Igan

121278
0,13,3,9,9,9,9,..., (2.1
nugtalar tegishli. Biroq F to'plam fagat shu nuqtalardan iborat emas. [0,1]
kesmadagi F ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha xarakterlash mumkin.
Buning uchun [0,1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada yozamiz:

x=248 %, &,
3 ¥ 3 3"
bu yerda a, sonlar 0, 1 va 2 ragamlarni qgabul gilishi mumkin. O‘nli kasrlar

holidagidek bu yerda ham ba zi sonlarni ikki xil ko'rinishda yozish mumkin.

Masalan,
0 0 0
—+...+—+...=§+—+...+—+....

1
=+
3 3 3"
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Endi F to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida
fikr yuritamiz. Ravshanki, 8@ 20 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi
é3'3g
yoyilmasida a, son albatta 1 ga teng bo' ladi, & e, 22 Ova gez 80 intervallarga tegishli
e9 925 €9'9g
sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida a, son albatta 1 ga teng bo'ladi. Xuddi

shunga o* xshash (23217 22723*;_77 2872(?2'_3 ggz {g_? %2 intervallarga tegishli sonlar
uchun ularning uchlik sistemadagi yoyilmalarida a; son albatta 1 ga teng bo' ladi
va hokazo. Shunday qilib ixtiyoriy xI [0Q]\F son uchun uning uchlik
sistemadagi yoyilmasida gatnashuvchi a,, a,,K,a, ,K sonlarning kamida bittasi 1
ga teng. Aytilgan mulohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: F to‘pJamga
kamida bir usul bilan uchlik kasr ko‘rinishida tasvirlanuvchi shunday xI [0,]
sonlar kiradiki, ularga mos a,, a,,K,a,,K ketma-ketlikda 1 ragami biror marta
ham uchramaydi. Shunday qilib, har bir xI F uchun
Ay, 8yyeeny @ yee (2.2)
ketma-ketlikni mos go'yish mumkin, bu yerda a, ragam O yoki 2 ga teng. Bunday
ketma-ketliklar to'plami kontinuum quvvatli to'plamni tashkil giladi. Bunga
ishonch hosil gilish uchun har bir (2.2) ketma-ketlikka
b, b,,K,b,,K (2.3)
ketma-ketlikni shunday mos qo'yamizki, agar a, =0 bo‘lsa, b, =0 bo‘ladi, agar
a, =2 bo'lsa, b, =1 bo'ladi. Har bir (2.3) ketma-ketlikni, [0,1] kesmadagi biror y
sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin. Shunday qilib, F to‘plamni [0,1]
ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan F ning kontinuum quvvatli to'plam
ekanligi kelib chigadi. (2.1) ketma-ketlikdagi sonlar to'plami sanogli bo‘lgani
uchun, ular F ni to'lig' icha qoplamaydi.

Biz ko'rsatdikki, F kontinuum gquvvatga ega, ya ni [0,1] kesma bilan F
to' plam o' rtasida biyektiv moslik mavjud.

Bundan tashgari Kantor to‘plami [0,1] kesmaning hech yerida zichmas va
o'Ichovi nolga teng. Kantor to'plami F ning o‘lchovi nol ekanligi m([0A\F)=
ekanligidan kelib chigadi. Barcha chigarib tashlangan intervallar uzunliklari
yig'indisi

Demak, m(F) =0.
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Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. M :{xT R X2+ X2 <1} to'plamni R? metrik fazoda ochiq to‘plam
bo lishini isbotlang.

2. N :{xT RPI1IEX +X £4} to'plamni R? metrik fazoda yopiq to‘plam
bo lishini isbotlang.

3. Ratsional sonlar to‘'plami Q ning yopig'ini toping.

Q ni R=(- ¥;¥) ning hamma yerida zich ekanligini isbotlang.

Butun sonlar to* plami Z ni R ning hech yerida zich emasligini isbotlang.

Q ning barcha yakkalangan nugtalari to* plamini toping.

Z ning barcha yakkalangan nugtalari to* plamini toping.

R\ Q ning barcha limitik nugtalari to*plamini toping.

9. To'plamyopig'ining xossalarini keltiring.

10. Sanogli sondagi ochig to‘plamlarning kesishmasi ochig to‘plam
bo‘Imasligiga misol keltiring.

11. Sanogli sondagi yopiqg to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam
bo‘Imasligiga misol keltiring.

12. Kantor to‘plami [0, kesmada zichmi? F to'plam [0] kesmadagi biror
(a,b) intervalda zich bo'la oladimi?

13. Kantor to'plamining Lebeg ma' nosida o‘lchovli ekanligini ko'rsating. Uni
o'lchovini toping.

14. Kantor to'plamining barcha yakkalangan nugtalari to‘ plamini toping.

15. Kantor to'plami [0,1] kesmaning hech yerida zichmas ekanligini ko'rsating.

©oN OO A
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9-mavzu: To'lametrik fazolar

Matematik analizdan ma'lumki, har ganday fundamental sonli ketma-ketlik
yaginlashuvchidir. Bu tasdig sonlar o'qgining to‘laligini ifodalaydi. Quyida
ko‘rsatiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har ganday fundamental ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo'lavermaydi.

3.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday N, natural son mavjud

bo'lib, barcha n>N_, va m>N_, nomerlar uchun r(x, ,x_)<e tengsizik
bajarilsa, u holda { x.} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Uchburchak aksiomasidan bevosita kelib chigadiki, har qanday
yaginlashuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Hagigatan ham, agar {x.} ketma-

ketlik x ga yaginlashsa, ixtiyoriy e >0 uchun shunday N, son mavjudki, barcha
n>N, nomerlarda r (x,,x)<e/2 tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy n> N,
va m> N, nomerlar uchun

r(xn,xm)£r (xn,x)+r(x,xm)<%+%<e

Demak, { x,} fundamental ketma-ketlik ekan.

3.2-ta'rif. Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda X to‘la metrik fazo deyiladi.

Misollar. 3.1. Yakkalangan nugtalar fazosida fagatgina statsionar (ya' ni
biror nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nugta takrorlanadigan) ketma-
ketliklar fundamental va shuning uchun yaginlashadi, ya' ni bu fazo - to‘la.

3.2. R=(- ¥;¥) fazoning to' laligi matematik analiz kursidan ma’ lum.

3.3. R" fazoning to'laligi R fazoning to‘laligidan bevosita kelib chigadi.
Hagigatan ham, x(P) = (xfm,xgp),...,xgp)) - R" dagi biror fundamental ketma-ketlik
bo'Isin. U holda har bir € >0 uchun shunday N, nomer mavjud bo‘lib, barcha
p>N, vag> N, nomerlar uchun

8 (x,(f’) - x,((q))2 <e?. (3.1)
k=1

Natijada har bir k1 {1,2,...,n} uchun {x(”} ketma-ketlik barcha p> N, va q> N,
¥

nomerlar uchun ‘xﬁp)- xﬁ‘”‘<e tengsizlikni ganoatlantiradi, ya ni {x,ﬁ'“’)}p=l

fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to'la bo'lganligi uchun u
yaqginlashuvchi bo'ladi. Uning limitini
— lim «(P 1
X, |I0|®r2xk , k1 {12,...n}
orgali belgilaymiz. U holda, (3.1) tengsizlikda p>N, deb q® ¥ da limitga
0'tsak
8 (- xf £e?
tengsizlikka ega bo’ lamiz. Bundan
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LI@I’Q x(P) = (xl,xz,...,xn)z X. A

3.4.-35. R} va R} fazolarning to'laligi ham shunga o' xshash ishotlanadi.

3.6. C[a,b] fazoning to'laligini ko'rsatamiz. {x } - C[a,b] da fundamental
ketma-ketlik bo‘lsin. U holda har bir e>0 uchun shunday N, mavjudki,
n,m> N, bo‘lganda

(% %,) = max| x, (t)- x,(t)|<e (3.2)
tengsizlik bajariladi. Bu esa{x } funksional ketma-ketlikning [a,b] kesmada tekis
yaginlashish shartidir. Shuning uchun {x } ketma-ketlik [a,b] kesmada aniglangan
gandaydir x uzluksiz funksiyaga tekis yaginlashadi. Agar (3.2) tengsizlikda
n>N, bo‘lganda m® ¥ dalimitga o'tsak, barcha tl [a,b] larda

r (6,20 = max| ,(1)- ) e
tengsizlik kelib chigadi, yani {x} ketmaketlik Cl[a,b] fazo metrikasida x
funksiyaga yaginlashadi. A
3.7. 1, hamto'lafazodir. {x™} - 1, fazodagi ixtiyoriy fundamental ketma-
ketlik bo‘lsin. U holda har bir € >0 uchun shunday N, mavjudki, n,m>N,
bo’ Iganda

¥
r 2(x®, )= é( 0 % MF <e? (3.3)

k=1
tengsizlik bajariladi, bu yerda x(" = (f) g) K x|(( : ) (3.3) dan kelib chigadiki,
ixtiyoriy k natural son uchun ‘xk - ‘<e bo'ladi, ya'ni har bir k da xl(()

hagigiy sonlar ketma-ketligi fundamentaldir va shuning uchun u yaginlashadi.
Aytaylik,
x =limx", k=12K,
n® ¥

bo'lsin. Endi x bilan yuqoridagi x, limitlar orgali tuzilgan (x.,%,,K,x,K)
ketma-ketlikni belgilaymiz.
Quyidagilarni ko' rsatishimiz kerak:

¥ .
a) axt<¥,yan xil,;
k=1

b) I|mr(x x( )) 0.

n® ¥
(3.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan M natural son uchun
a (47 5 <e?
k=1
tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig'indida cheklita
go' shiluvchi bo' Igani uchun n> N, ni tayinlab, m® ¥ dalimitga o' tsak,

S(x7-xJzee

k
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tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik barcha M larda o‘rinli, shuning uchun
M ® ¥ dalimitgao'tsak,

& (x0- %) ee? 34

k=1
tengsizlikka ega bo‘ lamiz.

g(x,ﬁ”) )2, g(x,ﬁ”) - xk)2
k=1 k=1
gatorlar yaqinlashuvchi bo' Igani va
axk a( X0 +xF £28 (x - XY +2a( of

k=1 k=1 k=1 k=1

munosabatdan

& 2

a X

k=1
gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi, ya'ni a) tasdiq isbotlandi. (3.4)
tengsizlikda e > 0 ixtiyoriy kichik migdor bo' lgani uchun

¥
. o\ _ ; o NG
mr&X)ﬂngﬁ xf =0
tenglik o'rinli bo'ladi, ya'ni 1, fazo metrikasida x™ ® x. b) tasdiq ham isbot
bo'ldi. A

3.8. C,[-11] metrik fazoning to'la emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun
C,[- 11] fazoda uzluksiz funksiyalarning

Y3
10—
-1, x1 [-1- yn], | 5
f (x)=tnx, xi (- ¥n, ¥n), AL -tnC i N
1 X1 [yn, 1 1/nC 100 xC
3.1 - chizma

ketma-ketligini garaymiz. Bu ketma-ketlik C,[- 11] fazoda fundamentaldir, chunki
barcha x1 [- 11 lar uchun |f,(x)- f,(x)|£1 ekanligini hisobga olsak va n<m
desak,

r?(fo o) = df() ())dX<ddx—3®o N® ¥.
-1n
Birog {f} ketma ketllk C,[-11] fazodagi birorta ham funksiyaga

yaginlashmaydi. Hagigatan ham, f 1 C,[- 1,1] ixtiyoriy funksiyava
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j (x):}' 1, agar xI [-10),
i1, agar xi [0]]
nol nuqgtada uzilishga ega funksiya bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,
10, [ 1. - yrjufn. 1)
f (x)-j (X)={nx+1, xi (-1/n,0),
Ix-1, X7 [0,/n).
Bundan tashqari barcha x1 [- 11] lar uchun | f,(x)- j (x)|£1. Shuning uchun

0(f() (x)2dx= (nwx-j () xeZ®o no¥. @9

-1/n

Agar Mi nkOVSkIan ng mtegral tengsizligidan foydal ansak ((1.22) ga qarang)

eo(f() () x eo(f() OOV o+ F,00- 1 (Paxs . (36

u u &1 u
teng3|zI|kka kelamiz. Endi quyldagl

o(f() (x))dx>0 (37)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning |sbot|n| ikki holga gjratamiz.
1). Faraz qilaylik f(0)£0 bo'lsin, u holda f ning uzluksizligiga ko'ra

shunday d, >0 mavjudki, barcha x1 [0,d,] lar uchun f (x)<1/2 bo'ladi. Bundan
1f(x)-j (x)[2 /2, xI [0,d,] (3.8)
tengsizlik kelib chigadi. (3.8) tengsizlikni [0,d,] kesmabo'yicha integrallab,

15 (Foce 1601 (P>

tengsizlikka kelamiz.
2). Agar biz f(0)>0 deb faraz qilsak, u holda shunday d, >0 mavjudki,

barcha x1 [-d,,0] lar uchun |f(x)- j (x)|>1/2 bo'ladi. Bundan

1 0
A0 (Paxs o(1(x)- i (x>,
-1 -d,
Demak, (3.7) tengsizlik isbot bo'ldi. (3.6) tengsizlikdan

1

1

41 2 el _ 2 el _ 2
adl F(0)- f,() a2 & (0)- 1 ()P - adfal)- i ()f oy . (39)
€1 u € u ée: u

ni olamiz. (3.5), (3.7) va(3.9) lardan

1

” .
(1, 6,) =610, (x)F o
€1 u
ning nolga yaginlasha olmasligi kelib chigadi, ya'ni { f.} ketma-ketlik C,[- 11]
dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. A
39.1,, p3lvam,c, c, fazolar to'la metrik fazolardir.
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3.1. Ichma-ich joylashgan sharlar hagidagi teorema

Ma lumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar hagidagi lemma keng
go'llaniladi. Metrik fazolar nazariyasida esa «ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
hagidagi teorema» deb ataluvchi quyidagi teorema shunga o°‘xshash muhim
ahamiyatga ega.

3.1-teorema. X metrik fazo to‘la bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-ich
joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo‘sh bo‘Imadligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. X to'la metrik fazo bo'lsin va B;,B,,B;,K - ichma-ich
joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligi bo'lib, ularning radiuslari ketma-ketligi
nolga intilsin. B, sharning markazi x, nuqtada va radiusi r, bo'lsin. Barcha
m>n lar uchun r (x,,x )<r, van® ¥ dar,® 0 bo'lgani uchun, sharlarning

markazlari ketma-ketligi {x,} fundamentaldir. X to‘la metrik fazo bo*lgani uchun
i
mavjud. Aytaylik,
lim X, = X
n® ¥

bo'Isin. Har bir n dabarcha m>n lar uchun x_ 1 B . Shunday ekan, har bir n da
X nuqta B, shar uchun urinish nugtasi bo'ladi. Barcha n larda B, yopiq bo‘lgani
uchun xI B,. U holda
. ¥ ¥
xI 1B,p 1B, A
n=1 n=1

Yetarliligi. X daixtiyoriy {x.} fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
U holda bu ketma-ketlik uchun shunday n, nomer topiladiki, barcha n>n, larda

r(xn,xnl)<% tengsizlik o'rinli bo'ladi. Markazi x, nugtada va radiusi 1 ga teng
B, yopig sharni olamiz. Keyin n, >n, nomerni shunday tanlaymizki, barcha
n>n, larda r(xn,xn2)<2—12 tengsizlik bgjarilsin. Markazi x, nugtada va radiusi

% ga teng B, yopiq sharni olamiz. Tanlanishiga ko'ra, B,1 B, r,=1r, =%.

: : . 1
Endi n; >n, nomerni shunday tanlaymizki, barcha n>n, larda r (xn,xn3)<§
tengsizlik bajarilsin. Agar shu usulda X ,X, ,K,x, nugtalar tanlangan bolsa, u
holda x, ~ nuqgtani shunday tanlaymizki, n., >n, va barcha n>n,,, larda

1

r(xn,xnk+l)< ST bo‘Isin. Yuqoridagidek markazi X, ~—va radiusi 2—1k ga teng

bo'lgan yopiqg sharni B,,, orgali belgilaymiz. Sharlarni bunday qurush jarayonini
davom ettira borib, ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligini hosil
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gilamiz va ularning radiuslari ketma-ketligi |r, =%§ k® ¥ danolga intiladi.
|
Teorema shartiga ko' ra,

¥ . ¥
1Bt £ va xl IB,
n=1 n=1
bo'Isin. Bu sharlar ketma-ketligi umumiy nugtaga ega va bu nuqgtani x deb
belgilaymiz. B, sharlar ketma-ketligining qurilishiga ko‘ra x nuqgta {x, } ketma-
ketlikning limiti bo'ladi. {x,} fundamental ketma-ketlikning {x, } dismiy ketma-
ketligi x nugtaga yaginlashgani uchun, {x.} ham x nugtaga yaginlashadi.
Shunday qilib, x= Ii®r2 X . A
3.2-teorema. (Ber teoremasi). To'la metrik fazoni hech yerda zch
bo‘Imagan sanoqli sondagi to‘plamlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin
emas.
Isbot. Faraz qilaylik,

¥
X=U M,
n=1

bo'lsin, bu yerda M_ larning har biri hech yerda zich bo‘Imagan to'plamlar.
Radiusi 1 gateng biror S, yopiq sharni olamiz. Farazimizga ko‘ra M, to‘plam S,

da zichmas. Shuning uchun radiusi %dan kichik shunday yopiq S, 1 S, shar
mavjudki, S I Mq=/4. Hech yerda zichmas M, to‘plamn S sharda ham

zichmas, shunday ekan, radiusi % dan kichik shunday S, 1 S yopiq shar

mavjudki, S, 1 M, =/ va hokazo. Jarayonni shu usulda cheksiz davom ettirib,
yopiq sharlarning shunday ichma-ich joylashgan {S.,} ketma-ketligini hosil
gilamizki, ularning radiuslari ketma-ketligi nolga intiladi. 3.1- teoremaga ko‘ra
¥ ¥

1S, /. Faraz qilaylik, xI 1S, bo'lsin. S, sharlarning tuzilishiga ko‘ra

n=1 n=1

el el ¥ ¥
ixtiyoriy n da x| M_, shunday ekan, xI U M,, yani X* U M,. Bu
n=1 n=1

farazimizga zid. A
3.2. Metrik fazolarni to‘ldirish

Agar R metrik fazo to‘la bo‘lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirishimiz mumkin.

3.3-ta'rif. Agar: 1) R metrik fazo R to‘la metrik fazoning gism fazosi
bo'lsa; 2) R to'‘plam R ning hamma yerida zich, ya'ni [R]= R bo'lsa, u holda
R™ metrik fazo R metrik fazoning to'Idirmasi deyiladi.
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3.3-teorema. Har bir R metrik fazo to‘ldirmaga ega va bu to‘ldirma fazo R
ning nuqtalarini qo‘zg* almas holda goldiruvchi izometriya anigligida yagonadir.

| shot. Dastlab to* Idirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. R va R~ lar R
ning ikkita to'Idirma fazolari bo‘lib, r, va r, mos ravishda ulardagi masofalar

bo'lsin. Tarifga ko'ra har bir X' T R uchun shunday {x,}1 R ketma-ketlik
mavjud bo'lib, { x } ® X bo'ladi. U holda
im 1 (%, %,)= 1m0, %)= lim r,(x,%,)=0

m3 n® ¥ m3 n® ¥ m3 n® ¥
munosabatga ko'ra, {x.} ketmaketlik R, R* va R~ fazolarda fundamental
ketma-ketlik bo*ladi. Shuning uchun, yagona x” T R™ mavjud bo'lib, {x }® x".
Bu x~ nugta {x,} ketmaketlikning tanlanishiga bog'liq emas. Chunki, agar
{x}® x va{y }® X bo'lsa,
1%, agar n=2k- 1,
_%yk, agar n=2k
ketma-ketlik ham x ga yaginlashadi. Tuzilishiga ko‘ra, {z,} - fundamental va
uning {x.} gismiy ketma-ketligi X~ nuqtaga yaginlashadi. U holda {z.} ning o'zi
ham x~ ga yaginlashadi va shunday ekan, {y,} gismiy ketma-ketlik ham x~ ga
yaginlashadi. Ko'rsatilgan yo'l har bir x' T R™ uchun yagona x_ ni mos go' yadi.
R vaR"™ o'rtasidaj (x')=x moslikni o‘'rnatamiz. Agar xI R bo'lsa, xI R™ va
xI R bo'ladi, hamda x, =x statsionar ketma-ketlik x elementga R va R~
fazolarda yaqginlashadi. X
Shuning uchun, ixtiyoriy xI R uchun j (x) =x. Bu usulda aniglangan |
moslik R ni R™ ga o'zaro bir giymatli akslantiradi. Endi | ning izometriya
ekanligini ko' rsatamiz. Aytaylik,
(x}® x,xXTR va {x}®x ,x 1R"
va
{YJ®Yy,yTR va {y}®y , y TR
bo‘Isin. U holda metrikaning uzluksizlik xossasiga ko' ra
<y )= limr (6, v0) = lim (x,,v0)
va
oy )= limr (%, y,) = limr (x,,y,)

n® ¥ n® ¥
Bundan

rl(x*,y*): r 2(X**,y**)
Demak, R" ni R™ gao'zaro bir giymatli akslantiruvshi | moslik mavjud bo'lib, u

quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) barcha x| R lar uchunj (x) = x;
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2)agar X « X,y « y~ bo'lsa uholda rl(x*,y*)= r 2(x“,y“).
To'ldirma fazoning yagonaligi isbotlandi.
Endi to'ldirma fazoning mavjudligini isbotlaymiz. R ixtiyoriy metrik fazo

bo'lsin. R dan olingan {x} va {x¢} fundamenta ketma-ketliklar
limr (x,,x{)=0 shartni ganoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va {x } ~{x¢}

n® ¥ nen
ko‘rinishda yoziladi. Tekshirish qiyin emaski, fundamental ketma-ketliklar
o' rtasida kiritilgan bu munosabat refleksiv, simmetrik va tranzitivdir.

Bundan kelib chigadiki, R ning elementlaridan tuzilgan barcha fundamental
ketma-ketliklar to'plami har biri o'zaro ekvivalent ketma-ketliklardan tashkil
bo' Igan va kesishmaydigan sinflarga gjraladi. Endi R~ fazoni aniglaymiz. R™ ning
elementlari sifatida yuqorida aniglangan o‘zaro ekvivalent fundamental ketma-
ketliklardan iborat sinflarni gabul gilamiz va unda masofani quyidagicha

aniglaymiz. X va y shunday sinflardan ikkitasi bo'lsin. Bu sinflarning har
biridan ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, yani {x }1 x va {y}1 y
fundamental ketma-ketliklarni olamiz. X' va y~ orasidagi masofani

(X y )=L|®r2r (X, y,) (3.10)
usulda aniglaymiz. Masofani bu usulda aniglash nugsonlardan xoli ekanligini
ko'rsatamiz, ya ni (3.10) limit mavjud, hamda {x }1 x va{y}1 y" vakillarning

tanlanishiga bog' liq emas.
Ushbu

1 (6 ¥n)= 1 O Y| E 7 (%0 %0) + 1 (0 Vi) (3.11)
tengsizlik ko'rsatadiki, agar {x,} va{y,} lar fundamental ketma-ketliklar bo‘lsa,

ixtiyoriy e >0 uchun shunday n va m lar mavjudki,

1 06a)- 1 (%00y0) <€

tengsizlik bajariladi. U holda ¢, =r (x.,y.) sonli ketma-ketlik Koshi kriteriyasini
ganoatlantiradi va shunday ekan, {c,} chekli limitga ega.

Bulimit {x }T x" va{y,}1 y larning tanlanishiga bog'liq emas. Hagigatan
ham,

DG X, (8 X va {y Ty, {ygH Y
bo'lsin. {x.}~{x¢} va {y,}~{y¢} bo‘lgani uchun
Lg@rgr(xn,xsFFO va j]g@ngr(yn,ysF)=O

bo‘ladi. U holda
E1 (%, +r (y,.v8)

r(.3,)- T (xgve)
tengsizlikdan
i )= e o )

tenglik kelib chigadi.
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Endi R da (3.10) formula bilan aniglangan r~ akslantirish metrika
aksiomalarini ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Ishonch hosil gilish giyin emaski, 1
va 2 aksiomalar baariladi. Endi uchburchak aksiomasining bajarilishini
tekshiramiz. Berilgan R fazoda uchburchak aksiomasi bgjarilgani uchun ixtiyoriy,
{x}1 x va{y}1 y va{z}1 z fundamental ketma-ketliklar uchun, barcha n
larda

r (%aZa) £ (%0, ¥n) + 1 (Y1 Z0)
tengsizlik o‘rinli. Butengsizlikda n® ¥ dalimitgao‘tib
limr (x,,2,) £ limr (x,,y,) + lim r (y,, z,)
tengsizlikni olamiz, ya ni
r *(x*,z*)£ r (x*,y*)+ r (y*,z*).
R metrik fazoni I3 ning gism fazosi sifatida garash mumkinligini ko' rsatamiz.
Har bir xI R ga {x,=x} statsionar ketma-ketlik va unga ekvivalent

fundamental ketma-ketliklardan tashkil bo*lgan sinfni mos go‘ yamiz. Bu sinf x ga
yaginlashuvchi {x.} 1 R ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko‘rabu sinf bo‘sh
emas. Shu bilan birgalikda, agar x,yl R uchun

x=limx @ y=lny,

bo'lsa, u holda
r (x,y)=!]|®rgr(xn,yn).
Chunki, (3.11) ko‘ra
1 (xy)- 1 06uya)[E 1 (%) + 1 (v,3,)-

Shunday ekan, har bir xI R ga unga yaginlashuvshi fundamental ketma-ketliklar
sinfi X' ni mos go'yish bilan R ni R™ ning ichiga izometrik akslantiramiz. Bundan
keyin R vauning R dagi aksini farq gilmay R ni R* ning gism fazosi deb garash
mumkin. Navbat R metrik fazoning R~ ning hamma yerida zich ekanligini

ko' rsatishga keldi. Ixtiyoriy x 1 R element va ixtiyoriy e >0 sonni olamiz. X
sinfdan vakil tanlaymiz, ya ni {x.} fundamental ketma-ketlikni olamiz,

Endi N nomerni shunday tanlaymizki, n>N va m>N bo'lganda
r (x,,x,)<e bo'lsin. U holda n>N da

rr(x,x) =limr (x,.x,)Ee.

yani X ningixtiyoriy e - atrofi R ning nugtasini saglaydi. Shunday gilib, R ning
R dagi yopig'i R™ gateng.

Endi R ning to'laligini isbotlash goldi. Dastlab shuni takidlash lozimki, R’
ning tuzilishiga ko'ra R dan olingan ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik shu
ketma-ketlikni saglovchi x| R elementga yaginlashadi. R fazo R™ da zich
bo‘Igani uchun R™ dan olingan nugtalarning ixtiyoriy x, ,%,,K,x.,K fundamental
ketma-ketligi uchun R da shunday x;,x,,K,x,,K fundamental ketma-ketlik
topiladiki,
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Iimr*(xn,x*)zo.
n® ¥

Buning uchun har bir n da x, 1 R nugtani r *(x x*)<1/n shart bo'yicha tanlash

n’» ™

yetarli. Tanlangan {x_} ketma-ketlik R da fundamental va R™ ning aniglanishiga

ko'ra, biror x T R gayaginlashadi. U holda
r *(x*,x:,)E r *(x*,xn)+ r *(xn,x;)

tengsizlikka ko'ra,
Lg@rgr (x ,xn)—O,
ya ni {x } ketma-ketlik X" ga yaginlashadi. A

Misol. 3.10. X deb ratsional sonlar to* plamini belgilasak, u to‘la bo' Imagan
metrik fazo bo'ladi. Uning to‘ldirmasi X - hagigiy sonlardan iborat metrik fazo
bo'ladi. C,[a,b] to‘la bo‘Imagan metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi L,[a,b]
fazodir (8-8 ning 8.15 va 8.17-misollariga garang).

3.3. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

Matematik analiz faniga gat’iy asos solishda va uning rivojida Bolsano-
Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lemmalari fundamental ahamiyatga ega.
Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra sonlar o‘qidagi istalgan chegaralangan
cheksiz to'plam kamida bitta limitik nugtaga ega. Geyne-Borel lemmasiga ko‘ra
sonlar o'gidagi [a,b] kesmaning istiyoriy ochiq goplamasidan chekli gism
goplama gjratib olish mumkin.

Sonlar o‘gidagi chegaralangan cheksiz to‘plamlar va kesmalarning bu
xossalarini metrik  fazolarda umumlashtirish magsadida biz  kompaktlik
tushunchasiga kelamiz.

Kompakt to'plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy tushunchalardan
biri hisoblanadi. Kompakt to* plamlar kompakt operatorlarni ta'riflashda va ularni
tekshirishda go‘llaniladi.

Bizga X metrik fazo berilgan bo‘lsin. M va A, to'plamlar X ning gism
to'plamlari bo'lsin. {A,} to'plamlar sistemasi {A } to'plamlar sistemasining
gismi bo'lsin.

34-tarif. Agar M1 UA, bolsa, {A} to'plamar sistemasi M

a
to'plamning qoplamasi deyiladi. Agar {A.}1 {A,} dism sistema uchun
M1 UA,. bolsa, u holda {A} sistema M ning gism qoplamasi deyiladi.
=

Xususiy holda, X =U A, bo'lsa, u holda {A, } to'plamlar sistemasi X fazoning
a

goplamasi deyiladi. .
3.5-tarif. Agar KI X to'plamning istalgan ochiq goplamasidan chekli
gism goplama ajratish mumkin bo‘lsa, u holda K kompakt to'plam deyiladi. Agar



X fazoning istalgan ochigq qoplamasidan chekli gism goplama ajratish mumkin
bo'lsa, u holda X kompakt metrik fazo deyiladi.

Quyida ko' rsatamizki, sonlar o‘gida [a,b] kesma kompakt to* plam bo'lishi
bilan bir gatorda R" va C" fazolarda istalgan chegaralangan yopiq to‘plam
kompakt to‘plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o'qgi, R" va C" fazolar kompakt
bo‘Imagan metrik fazolarga misol bo' ladi.

Endi 3.5-ta' rifga ekvivalent bo' Igan quyidagi ta' rifni keltiramiz.

3.6-ta'rif. Agar K to‘plamdan olingan ixtiyoriy {x.} ketma-ketlikdan K da
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, K ga kompakt to' plam
deyiladi.

3.7-ta'rif. Agar M to'plamning yopig'i [M] kompakt to‘plam bo'lsa, yoki
ixtiyoriy {x }1 M ketma-ketlikdan X da yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin bo‘lsa, M ga nisbiy kompakt to* plam deyiladi.

Endi biz R" yoki C" fazolardagi to‘plamlarning kompaktlik kriteriysini
beramiz. Quyida g bilan (0,0,...,0)T R" nugta belgilangan.

3.4-teorema. Rj, p31 (Cg p3 1) metrik fazodagi K to‘plam kompakt
bo‘lishi uchun, uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi yetarli va zarurdir.

| shot. Yetarliligi. Chegaralangan va yopiq K | Rg to' plam berilgan bo‘Isin.
K chegaralangan to* plam bo'Iganligi uchun u biror Blg,r| sharda saglanadi, ya ni

1

r(xa)=&x /"L £r, "xi K. (3.12)

k=1 1%}
Endi K to'plamdan ixtiyoriy x*) = (x{"), x{?) K, x(?)) ketma-ketlik olamiz. {x(}
ketma-ketlik hadlari ham (3.12) tengsizlikni ganoatlantiradi. Bundan esa
{xﬁp)}, {xgp)},..., { xﬁ,p)} sonli ketma-ketliklarning chegaralangan ekanligi kelib
chigadi. Boltsano-Veyerstrass teoremasiga ko'‘ra { xl(p)} ketma-ketlikdan biror

(pkl)

{x£°)} songa yaginlashuvchi {x1 } gismiy ketma-ketlik gjratish mumkin.

Chegaralangan {xgpkl)} ketma-ketlikdan Boltsano-Veyerstrass teoremasiga ko'ra
biror { xgo)} songa yaginlashuvchi {xgpkz)} gismiy ketma-ketlik gjratish mumkin. Bu

(pkz)

holda ham { ™'} gismiy ketma-ketlik { X%} songa yaginlashuvchi bo'ladi. Xudd

shu yo'l bilan n- chi gadamda chegaralangan {x,(f’kﬂ-l)} ketma-ketlikdan Boltsano-

Veyershtrass teoremasiga ko' ra biror { xﬁ,o)} songa yaginlashuvchi {xgpk”)} gismiy

ketma-ketlik gratish mumkin. Natijada hosil bo‘lgan
{x(pk”)z(xl(pk”), xgpk”),...,xﬁpk”))} ketma-ketlik x(o):(xfo),xgo),K, xﬁ,o)) elementga

yaginlashadi. K yopiq to‘plam bo‘lganligi uchun x©©T K bo'ladi. 3.6-ta rifga
ko‘ra K kompakt to‘ plam bo' ladi.
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Zaruriyligi. Bizga R" metrik fazodagi K kompakt to‘plam berilgan bo'Isin.
R" fazoning {B(q,n)}*_, ochiq qoplamasini olamiz. Tabiiyki, {B(q,n)}*_, ochig
sharlar sistemasi K to'plamni ham qoplaydi. K kompakt to‘plam bo'lganligi
uchun shunday chekli {B(q,n}}._, gism sistema mavjudki, u ham K to*plamni
goplaydi. Agar biz n,n,,K,n sonlarning eng kattasini n, bilan belgilasak,
B(g.n,) ochiq shar K ni saglaydi. Bu esa K to'plamning chegaralangan
ekanligini bildiradi.

Endi K ning yopigligini isbotlaymiz. Teskarisidan faraz qilaylik, yani K
yopiq bo'Imasin. U holda R"\K to'plamda K ning hech bo'Imaganda bitta
limitik nugtasi mavjud. Uni x° bilan belgilaymiz. Limitik nuqgta ta' rifiga ko'ra x°
ga yaginlashuvchi {x.}, x| K ketma-ketlik mavjud. K kompakt to‘plam
bo'lganligi uchun {x,} ketma-ketlikdan K da yaqinlashuvchi {x, } gismiy ketma-

ketlik ajratish mumkin. {x,} ketmaketlik x°1 R"\ K elementga yaginlashganligi
uchun uning ixtiyoriy gismiy ketmarketligi, jumladan {x} gismiy ketma-ketlik
ham x° ga yaginlashadi. Bundan x°I K ekanligi kelib chigadi. Bu garama-
garshilik K ning yopiq to* plam ekanligini isbotlaydi. A

3.1-natija. R,, p31 (C”, p3 1) metrik fazodagi K to’plam nishiy kompakt
bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo'lishi yetarli va zarurdir.

Metrik fazolarda nisbiy kompaktlik tushunchasi to‘la chegaralanganlik

tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Shu magsadda to'la chegaralangan to'plam
tushunchasini beramiz. Bizga (X,r ) metrik fazodan olingan A, M to'plamlar va
e >0 son berilgan bo'lsin.

3.8-ta'rif. Agar ixtiyoriy xi M uchun shunday al A mavjud bo'lib,
r (x,a) £e tengsizlik bajarilsa, A to'plam M to'plamuchun e - to‘r deyiladi.

A to'plam M ning gismi bo'lishi shart emas, umuman A1 M =/ bo'lishi
ham mumkin.

3.9-ta’'rif. Agar ixtiyoriy e>0 son uchun M to‘plamning chekli e - to'ri
mavjud bo‘lsa, M gato‘la chegaralangan to’ plam deyiladi.

Har ganday to‘'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo‘ladi, lekin
teskarisi o'rinli emas.

3.5-teorema. (X,r) to'la metrik fazodagi M to'plam nisbiy kompakt
bo‘lishi uchun, uning to‘la chegaralangan bo'lishi yetarli va zarurdir [1].

Asosiy funksional fazolardan biri C[a,b] fazodir. Bu fazodagi to‘ plamning
kompaktlik kriteriysini  keltiramiz. Paragraf so‘ngida 1,, p31 fazodagi
to’' plamlarning kompaktlik kriteriysini beramiz.

F 1 C[a,b] funksiyalar oilasi berilgan bo‘Isin.

3.10-ta’rif. Agar shunday C >0 mavjud bo'lib, ixtiyoriy f T F va barcha
xI [a,b] lar uchun \f (x)\EC tengsizlik bajarilsa, u holda F funksiyalar oilasi
tekis chegaralangan deyiladi.
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3.11-ta'rif. Agar ixtiyoriy >0 son uchun shunday d >0 son mavjud
bo'lib, |x - X,|<d tengsizikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,x,1 [a,b] hamda
barchaf 1 F lar uchun

f(x)-f(x)|<e
tengsizlik bajarilsa, F funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz deyiladi.
3.6-teorema. (Arsela teoremasi). M1 Cla,b] to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi
yetarli va zarurdir.

Isbot. Zaruriyligi. M 1 Cla,b| - ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam bo' Isin.
Cl[a,b] to‘la metrik fazo bo‘lgani uchun 3.5-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy e da M
ning chekli {j ,,j ,.K,j .} elementdan iborat e/3 - to'ri mavjud. Har bir j .
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'Iganligi uchun u chegaralangandir, ya' ni

max | (x)|£K;, i=12Kk.

A [ab]

K= r]??k( K. +e/3 belgilash kiritamiz. e/3 - to'r ta'rifiga ko'ra, har bir j T M

uchun birortaj ; da

1G5 )=meli (9-1, ()€

A [ab]
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan kelib chigadiki, har bir xI [a,b] uchun
: : e e
£lj. —£K +=—£K.
i (1l W+ ek +S

Shunday qilib, M to‘plam funksiyalar oilasi sifatida tekis chegaralangan ekan.
Kantor teoremasiga ko'ra har bir j ; funksiya [a,b] kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy e son uchun shunday d; >0 mavjud bo'lib, | - X,|<d
bo’ Iganda

: : e

‘J i(xl)_J i(XZ)‘<§
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, d =mind, bo'lsin. Ixtiyoriy j T M uchun j

1£i£k
funksiyani shunday tanlaymizki, r (j ,j ;)<e/3 bo'lsin. U holda [ - X,|<d shart
bajarilganda
5 00)-7 CQ)IEL ()1 00+ 06)- ()] +[5 i (x,)- 1 ()] <
e e e
<—+—+—=¢
3 3 3

o'rinli. Bundan M ning tekis dargjada uzluksizligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Funksiyalarning M 1 Cla,b| oilasi tekis chegaralangan va tekis
dargjada uzluksiz bo‘Isin. Agar biz, ixtiyoriy e >0 son uchun M ning chekli e
to'ri mavjud ekanligini ko‘rsatsak, 3.5-teoremaga ko‘'ra M ning nisbiy kompakt
to‘'plam  ekanligi kelib chigadi. Hamma j T M va barcha xI [a,b] uchun
i (X)|£K bo'lsin. Ixtiyoriy >0 uchun d >0 ni shunday tanlaymizki, barcha
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j T M lar uchun |x - x,/]<d bo'lganda |j (x)- ] (xz)\<% shart bajarilsin.

Koordinatalar sistemasining OX o'qgidagi [a,b] kesmani
a=X,<x <x,<K<x,=b

nugtalar bilan uzunliklari d >0 dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu nugtalar
orgali OY o'giga parallel (vertikal) to‘g'ri chiziglar o‘tkazamiz. Keyin QY
o'qgidagi [- K,K] kesmani

- K=Yy <y <y, <K<y, =K
nugtalar bilan uzunliklari e/5 dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu bo'linish
nugtalari orgali OX o'qgiga parallel (gorizontal) to'g'ri chiziglar o'tkazamiz.
Shunday qilib, [a,b] " [- K,K] to'g'ri to' rtburchak gorizontal tomoni d dan kichik
va vertikal tomoni e/5 dan kichik yacheykalarga ajraladi. Har bir j T M
funksiyaga uchlari (x,,y,) nugtalarda bo'lgan va har bir x, nugtada j (x,) dan

e/5 dan kichik chetlangan y siniq chizigni mos qo‘yamiz (bunday siniq chiziq

mavjud).
Buy (x) siniqchizigning tanlanishigako'ra
: e | e : :
0)-y <2 [ Oea)-y (el < 11 (6= (%) <%
bo‘lgani uchun
3e
y (%)-y ()<

5
tengsizlik baariladi. Tuzilishiga ko‘ra y funksiya [xk,xk+1] kesmada chizigli
bo' Iganligi sababli, barcha x1 [x,,%,.,] lar uchun

v (x)-y ()<=,
Endi x - [a,b] kesmaning ixtiyoriy nugtasi va x, esa x ga chapdan eng
yaqgin bo' linish nugtasi bo’Isin. U holda
i ()-y (E] (-1 ([ +]i (x)-y ([ +ly (x)-y (X)[£e.
Shunday ekan yuqorida ko'rsatilgan usulda qurilgan barcha y siniq chiziglar
chekli va u M to'plam uchun e - to'r bo'ladi. 3.5-teoremaga ko‘ra M nisbiy

kompakt to* plam bo‘ ladi. A
Misol. 3.11. C[a,b] fazoda

F=! y(9)=oK(st)x(t) dt, xi B[O,l]g (3.13
|

a
funksiyalar oilasini kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B[0J]] to‘plam - C[a,b]
fazodagi markazi nol (x(t)° 0) nugtada radiusi 1 ga teng bo‘lgan yopiq shar.
K(s,t) - [a,b]” [a,b] kvadratda aniglangan uzluksiz funksiya.
Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F funksiyalar oilasining tekis
chegaralangan va tekis dargada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. K(s,t)
funksiya - [a,b]” [a,b] kvadratda uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangan,
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yani shunday C>0 son mavjudki, barcha st [a,b] lar uchun |K(st)£C
tengsizlik o'rinli. xI B[0,]] shartdan max | x(t)| £1 ekanligi kelib chigadi. Endi F
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko' rsatamiz:

y(9)] =] oK (s,0)x(t) e EZ‘)‘K(S,t)Hx(t)\ ot £Cxt{b- a).

Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlaydi.
Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko' rsatamiz:

E‘)K(%,t)X(t) dt - Z‘)K(Sz,t)x(t) dt| £

[ ¥(s)- ¥(s)|=

K(s,t)- K(s,,t)tx(t)| dt£es2xb- a).

So'nggi munosabat |s, - s,|<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha s;,s,1 [a,b]
va barcha x1 B[0/]] lar uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi tekis darajada
uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (3.13) tenglik bilan
aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to' plam bo‘ladi. A

Endi tekis chegaralangan, lekin tekis dargjada uzluksiz bo‘lmagan F
funksiyalar oilasiga misol keltiramiz.

3.12. C[0/]] fazoda

b
£0

I 2at - U
F=ix (t)=——-—, al (0,¥) 3.14
,:\ Xa ( ) 1+a ztz ( )g ( )
funksiyalar oilasini kompaktlikka tekshiring.
Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra (3.14) tenglik bilan aniglangan F

funksiyalar oilasini tekis chegaralangan va tekis dargada uzluksiz ekanligini
tekshirishimiz kerak. (1- a t)*=1- 2a t+a??3 0 tengsizlikdan |x, (t)|£1
ekanligi kelib chigadi. Demak, F funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.

Tekis dargjada uzluksiz emas degan tushunchani ta' riflaymiz. X
Agar biror e >0 son va ixtiyoriy d >0 uchun shunday x, | F va shunday

t,, t,1 [0] lar mavjud bo'lib |t, - t,|<d tengsizlik bajarilganda

% (t)- %) e
tengsizlik bgarilsa, F funksiyalar oilasi tekis dargada uzluksiz emas deyiladi.

Endi e=1/2 va d >0 - ixtiyoriy son bo‘lsin. Agar a >d1 va t1=1, t,=0
a
bo'lsa, u holda |t, - t,) =+ <d bo'ladi, ammo
a
2a

v
% () % (t)][=——28=1>e
1+a’x—
a
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tengsizlik o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas ekan.
Shunday qilib, (3.14) tenglik bilan aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt
to' plam emas ekan. A

Arsela teoremasining umumlashmasi quyidagicha. C,,, bilan M to‘plamni
N to'plamga akslantiruvchi barcha uzluksiz akslantirishlar to plamini belgilaymiz.
Buyerda M va N lar kompakt to* plamlar.

3.7-teorema. (Arsela teoremasining umumlashmas). D1 C,,, to‘plam
nishiy kompakt bo‘lishi uchun D ning tekis darajada uzluksiz bo'lishi yetarli va
zarur.

Endi 1,, p?3 1 fazodato'plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini beramiz.

38teorema. K1 I, to'plam nisbiy kompakt bo‘lishi uchun uning

chegaralangan va e>0 son ganday bo‘lmasin, shunday ng nomer mavjud
bo'lib, ixtiyoriy n3 n, va " x= (X, X,, ....X,,,...)] K uchun
4 [ <e?
j= n+1
shartning bajarilishi yetarli va zarur.

| shot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt K | I, to'plam berilgan bo'Isin. U
holda u to‘la chegaralangan bo‘lgani uchun, chegaralangan ham bo'ladi. Endi
ikkinchi shartning bajarilishini ko' rsatamiz.

Biror h>0 sonni olamiz va K uchun chekli h- to'r {x, %,,K,x.} ni
quramiz. Har bir xI K uchun h - to‘rga tegishli x elementni shunday
tanlaymizki, r ,(x,x )<h bo'lsin. Har bir x = (x;, X,,K,x,,,K)T I, element uchun
S, x = (X, X,,K,x,,,0,0,...) va R x=(0,0,K X,.,, X,..,,K) belgilashlarni kiritamiz.

U holda x vaq =(0,0....,0,...) elementlar uchun
ro(Rx@) =1 (6 SX)ET (6% )+ 1 06, SX)ET 06%) +1 5 (S%,8,%) +
+1(Rx.a)E2r (%) + 1 o (Rix.a)<2n +r ,(Rx.q)
Aniglanishigako'ra, har bir belgilangan x element uchun
1
limr (Rnxq)—llm 4 \pgp =0.

n® ¥ n® ¥ j=n+l ﬂ

Shuning uchun, shunday n, nomer mavjudki, n3 n, bo‘lganda barcha i =1,2,K,k
lar uchun r (R x,q)<h bo'ladi. Shunday ekan, n? n, bo‘lganda

ro(Rxa)<a.
Agar ixtiyoriy e >0 uchun h =e /3 desak,

1

r o(Rx.a) =§e§ \xip? <e yoki : a |x,
j=n+1

j= n+1

" <e?

bo‘ladi.
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Yetarliligi. Chegaralangan K1 I, to‘plam uchun e>0 son ganday
bo'Imasin, shunday n, nomer mavjud bo'lib, ixtiyoriy n3n, va
X = (X, Xp, X hen)T K larda

¥
a
j=n+1
tengsizlik baarilsin. Ixtiyoriy € >0 uchun K to‘plamning chekli e - to'ri
mavjudligini ko‘rsatamiz. Berilgan e >0 uchun n, nomerni shunday tanlaymizki,

barcha xI K larda

x/|” <eP

1

r IC,(Rnox,q)=ae§ \xi\pgp <el2
O

tengsizlik bgarilsin. K, ={S, x: xI K} to'plamni garaymiz. Har bir xI K da
r (R, Xa)Er ,(x.0) orinli va K chegaralangan to'plam bo‘lganligi ~ sababli
Kn, chegaralangan to’plamdir.

Har bir S x=(x;,%,,K.x,,0,0K)T K
nugtani mos qo‘yish bilan K, - to* plamni
En =1 b, o KX, J e X2, KXo 0,0KJT K, T RY

e
to' plamga izometrik mos go‘yamiz. K, chegaralangan to‘plam bo'lganligi sababli

n Nugtaga (Xg, X5, K, x, )T R

E,, to'plam Rgo da chegaralangan bo‘ladi. U holda 3.1-natijaga ko'ra E, nisbiy
kompakt to'plam bo‘ladi. Demak, unga izomorf bo'lgan K, = to'plam ham nisbiy
kompaktdir. Shunday ekan, K, to‘plam uchun chekli {x;, X,,K,x.} elementli
e/2 -to'r mavjud. Buto'plam K uchun e - to'r bo‘ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy
xI K uchun S xI K, vashunday x T {x,x,,K,x} element mavjud bo'lib,
r o(Sy X% J<e/2 bo'ladi. U holda

o) =1, 8 0+ (S0 )=1 Ry xa)+ 1S xx )<+ =e.

Demak, 3.5-teoremagako‘ra K nishiy kompakt to‘ plam bo' ladi. A
Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. 3.8-misolda keltirilgan f,, ketma-ketlikni C,[-1,1] fazoda fundamentallikka

tekshiring. U yaginlashuvchi bo‘ladimi?

2. To'lavato'labo’Imagan metrik fazolarga misollar keltiring.

3. R=(-¥,+¥) metrik fazoda B, =gi— 1; 19 ichma-ich joylashgan sharlar
e N g

ketma-ketligini garaymiz. Uning radiuslari ketma-ketligining nolga intilishini

ko‘rsating. B,, sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh ekanligini isbotlang. B,

sharlar ketma-ketligi uchun 3.1-teorema shartlari bajariladimi?
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4. Cla,b], C/[a,b] va C,[a,b] metrik fazolarni to*lalikka tekshiring.
5. Cla,b] va 1, metrik fazolarda birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam
emasligini isbotlang.

adl 16

6. R=(-¥,+¥) metrik fazoda A,=¢>; 1- =% ni N sistera M =(0;1)
en ng
to*plam uchun goplama bo‘lishini ko‘rsating. { A} goplamadan M ni goplovchi

chekli gism goplama ajratish mumkinmi? M kompakt to‘ plam bo' ladimi?
10-mavzu: Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiglari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan
bog'lig masalalarni mos metrik fazolardagi biror akslantirishning go‘zg'almas
nugtasi mavjudligi va yagonaligi hagidagi masala ko' rinishida ifodalash mumkin.
Qo' zg'amas nugta mavjudligi va yagonaligi belgilari ichida eng sodda va shu
bilan birga juda muhim belgi - bu «qgisuvchi akslantirishlar prinsipi» deb
nomlanuvchi belgidir.

4.1-ta’'rif. X metrik fazo va uni o'zini-o‘ziga akslantiruvchi A akslantirish
berilgan bo‘lsin. Agar shunday al (0;1) son mavjud bo'lib, barcha x,yT X
nugtalar uchun

r (A, Ay)£ar (x,y) (4.1)
tengsizlik bajarilsa, A gisuvchi akslantirish deb ataladi.

Har bir qisuvchi akslantirish uzluksizdir. Hagigatan ham, agar
x, ® x (r (x,,x)® 0) bo'lsa, uholda

r (Ax,, AX)Ear (x,,x)
bo'[gani uchun Ax, ® AXx.

Agar A: X ® X akslantirish uchun shunday xI X nugta mavjud bo'lib
Ax = x tenglik bagjarilsa, x nugta A akslantirishning qo’zg' almas nugtasi deyiladi.

4.1-teorema. (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la metrik fazoda
aniglangan har ganday gisuvchi akslantirish yagona qo‘ zg* almas nuqtaga ega.

Isbot. X metrik fazodan ixtiyoriy X, nugtani olamiz. Keyin

X = AXg, Xo = A% = APXy, X3 = AX, = AX,,..., X, = AX ;= A%y, K nuctalar
ketma-ketligini garaymiz. Ixtiyoriy m, n(n<m) natural sonlar uchun
r(x,x,)=r (A%, A"x,)Ea"r (x,.x, ) E

n? m

£a "(r (xg, %)+ r (x,x,)+..+r (x X)) E

m-n-1'*m-n

£ar (xo,xl)(1+a +a2+K+a""”'1)£a "r (xo,xl)1 .

tengsizlik o‘rinli. a1 (0;1) bo‘lgani uchun
lim a"r (x,,x)=0.

n® ¥
Shuning uchun {x.} fundamental ketma-ketlikdir. X to‘la metrik fazo va {x,}

fundamental ketma-ketlik bo*lgani uchun u yaginlashuvchi. Aytaylik,
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X=1limx,
n® ¥

bo‘lsin. U holda A akslantirishning uzluksizligigako'ra
Ax=Alim x, = lim Ax, = lim x_,; = X.

n® ¥ n® ¥ n® ¥
Shunday qilib, A akslantirish uchun qo‘zg'amas nugta mavjud ekan. Uning
yagonaligini isbotlaymiz. Agar
AX=Xx, Ay=y
desak, (4.1) tengsizlikka ko'ra
r(xy)=r(Ax Ay)Ear (xy).
Bundan a i (0;1) bo‘lgani uchun

r(xy)@-a)Eob r(xy)=0
ya ni
X=y
bo‘lishi kelib chigadi. Qo’ zg' almas nugta yagona ekan. A
4.1. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbiglari

Qisuvchi akslantirishlar prinsipini har xil turdagi tenglamalar yechimlari
mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremalarni isbotlashda qgo'llash mumkin.
Qisuvchi akslantirishlar prinsipi Ax=x tenglama yechimi mavjudligi va
yagonaligini isbotlash uchungina go‘[lanib golmay, bu tenglama yechimini topish
usulini ham beradi.

Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbig‘iga doir misollar garaymiz.

4.1. R" fazoni o' zini-o' ziga akslantiruvchi va

(AX)| =én. ajjxj +h, [ =1,2,K,n
=1

formulalar orgali aniglangan A akslantirishning gisuvchilik shartlarini toping.
Yechish. Qanday shartlarda A qisuvchi akslantirish bo‘ladi? Bu savolga

javob fazoda ganday metrika berilishiga bog'liq. Biz quyida uch xil variantni

garaymiz:

a) R} fazo, ya ni

r(x,y)=max|x - Vi

1£iEn

ala,( xg)

5
Xg- x@( (;Mn _a‘a”‘;r (x¢ x4

Bu yerdan kelib chigadiki, A qisuvchi akslantlrlsh bo' lishi uchun

‘a”‘ =a <1 (4.2)

bo'lsin.

r(y',y") =max |yt y#=max

1£iEn

£maxa‘a1ij9>— Xt £

1£iEn .

£ max
1£iEn j=1

XMax
1£jEn

1£|£n .

shartning baarilishi  yetarli. Shunlng uchun R; fazoda (4.2) shartni A
akslantirishning gisuvchilik sharti sifatida gabul gilamiz.
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b) R fazo, yani
r(xy) =& - v

bo'lsin. U holda
r(y¢y® = a|y¢r y#=a a énlla,-(XF- x®) £ énén || x¢- X =
o b 21 o1
_a%|a”| >|<x¢ X £ 1£J£n_a|a1| xan‘a”(x(t x(lt) maxd |q|-><r (x¢x4.

Bu yerdan ko‘rinadiki, A akslantirish uchun gisuvchilik sharti R fazoda
n a|=a <1 (4.3)

Ejfn 4

ko' rinishga ega.
c) R" fazo, ya ni

oY) =8 (x - i)

i=1

bo‘Isin. U holda
r2(yGy® = a(y¢ o = énl ?éeénlla,(m X“‘)—
i= j=
£a9a|a,|— ( |‘><r (x¢ ).
i=1ej=1

Y uqgorida keltirilgan tenglik va teng3|zI|kIarga ko'ra R" fazoda A akslantirishning
gisuvchilik sharti

a| £a <1 (4.4)

aa
j=1 i=1
ko' rinishga ega.
Shunday qilib, agar (4.2)-(4.4) shartlardan birortasi bagjarilsa, u holda yagona
x=(x,, X,,,K,x,) nugta mavjud bo'lib,

X =8ax+h, i=12K,n
i=1
bo‘ladi. Bundan tashgari bu nugtada ketma-ket yaginlashishlar quyidagi
ko' rinishga ega
j=1

Bu yerda x© =(x® x?,..x?) sifatida R" dagi ixtiyoriy nugtani qabul gilish
mumkin.

Qaralayotgan y= Ax akslantirish qisuvchi bo'lishi uchun (4.2)-(4.4)
shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (4.2) va (4.3)



shartlar mos ravishda R} va R’ fazolarda y = Ax akdantirish gisuvchi bo'lishi

uchun zarur ham bo' ladi.
Takidlash lozimki, (4.2) - (4.4) shartlarning birortasi ham ketma-ket
yaginlashishlar usulining tadbig'i uchun zarur emas.

Agar ‘aﬂ.‘ <n* bo'lsa, u holda (4.2) - (4.4) shartlarning hammasi bajariladi
va ketma-ket yaqginlashishlar usulini qo‘llash mumkin.

Agar ‘aﬂ‘3 n* bo'lsa, u holda (4.2) - (4.4) shartlarning birortasi ham
bajarilmaydi.

4.2. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining integral tenglamalarga tadbiqi

Fredholm tenglamasi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipini ushbu
b
FO) =1 K(xy) f(y)dy+j (x) (4.5)
a

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yagonaligini
isbotlash uchun qo‘ llaymiz. Bu yerda K integral tenglama yadrosi va| - berilgan
funksiyalar, f - izlanayotgan (noma lum) funksiya, | esa- hagigiy parametr.

Ko'rsatamizki, gisuvchi akslantirishlar prinsipini | parametrning yetarlicha
kichik giymatlarida go’ llash mumkin.

Faraz qgilamiz, K(x,y) - [a,b]” [a,b] kvadratda, j (x) - [a,b] kesmada
uzluksiz funksiyalar bo'Isin. Shunday ekan, musbat M son mavjud bo'lib, barcha
x,yl [a,b] uchun [K(x,y)|£M tengsizlik bajariladi. To'la C[a,b] fazoni o' zini-
0‘'ziga

b
9(x) =1 gK(x,y) f(y)dy +j (X) (4.6)

formula vositasida akslantiruvchi g = Af  akslantirish berilgan bo‘lsin. U holda
(0 6.) =maxa,(d- 60| £]1 [M (b- apmax|t,(x)- £,

aExEb
yoKi
r (Af,AR)E[l M (b- a)>r (f,,1,).
Shunday ekan,
1
< Mo a) (47)

bo‘lganda A qisuvchi akslantirish bo'ladi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipiga
asoslanib xulosa gilamizki, (4.7) shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy | da (4.5)
Fredholm tenglamasi yagona uzluksiz yechimga ega.

Bu yechimga intiluvchi ketma-ket yaginlashishlar f,, f,,..., f

b
f.(x) =1 K(x,y) f.1(y)dy+j (X)

ko' rinishga ega, bu yerda f, sifatidaixtiyoriy uzluksiz funksiyani olish mumkin.

niee

55



Chiziglimasintegral tenglamalar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining
b
FO) =1 K(xy; F(y)dy+j (X)
a

ko' rinishdagi chiziglimas integral tenglamalarga tadbigini garaymiz. Bu yerda K
va | funksiyalar uzluksiz bo‘lib, bundan tashgari K o'zining 3- chi funksional
argumenti bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirsin, ya ni shunday L >0 mavjud
bo'lib,

K(X%Y;2) - K(X,Y;2,) £L|z - Z)|
tengsizlik barcha x,y1 [a,b] va z,z, lar uchun o'rinli bo'lsin. Bu holda C[a,b]
fazoni o' zini-0' ziga

b
g(x) =1 KX y; f(y)dy+j (x)
a
formula vositasida akslantiriuvchi g = Af akslantirish uchun
max| 6,()- 0,04/ £[1 | L(b- a)max]| 1,(x)- 1,(x)
aExEb aExEb
tengsizlik o'rinli bo'ladi, bu yerda g, = Af;, g, = Af,. Shunday ekan,

shartda A akslantirish gisuvchi bo'ladi.
Volterratenglamasi. Endi Volterratipidagi

F(x) = XGK(X, y) f(y)dy +] (%) (4.8)

tenglamani garaymiz. Agar y>x da K(x,y) =0 desak, (4.8) Volterra tenglamasi
(4.5) ko‘rinishdagi ikkinchi tur Fredholm tenglamasiga keladi.

Birog Fredholm integral tenglamasi holida biz | parametrning kichik
giymatlari bilan chegaralanishga majburmiz. Volterra tenglamasi holida gisuvchi
akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaqginlashishlar usuli) ni | ning barcha
giymatlarida qo‘llash mumkin. Anigrog'i, gisuvchi akslantirishlar prinsipining
guyidagi umumlashmasi o'rinli.

4.2-teorema. X metrik fazoni o'zini-o‘ziga akslantiruvchi A uzluksiz
akslantirish uchun biror n da B=A" - gisuvchi akslantirish bo‘lsin. U holda
Ax = x tenglama yagona yechimga ega bo'ladi.

Isbot. xI X nugta B akslantirishning qo‘zg'almas nugtasi bo'lsin, ya ni
Bx=x. U holda B qisuvchi akslantirishga ketma-ket yaginlashishlar usulini
go' llasak,

Ax= ABx= AB*x= AA™x = A" x = AMAx=B*Ax=B*x, ® x,k® ¥.
Chunki ixtiyoriy x,1 X, xususiy holda x, = Ax uchun, Bx,,B%X,,K,B"x,,K
ketma-ketlik x go‘zg'amas nugtaga yaginlashadi. Shunday ekan, Ax=X. Bu x
nugta yagona, chunki A uchun go‘zg'almas bo‘lgan x nugta B = A" uchun ham
go' zg'amas nugtadir, B esayagona qo‘'zg'amas nugtagaega. A

4.2. C[a,b] fazoni o' zini-o' ziga akslantiruvchi va
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(Af)(x) =1 SK (xy) f(y)dy +] (x) (4.9)

formula bilan aniglangan A akslantirishning biror dargjasi gisuvchi ekanligini
ko' rsating.

Yechish. [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan f; va f, funksiyalarni olamiz. U
holda

| (Af,)(x) - (Af,)(x)|=]I Hé«x, y) (f.(y)- f,(y))dy £
E|l [>M(x- a)xmax |f,(X)- f,(x)].

Bu yerda
M = max | K(x, )|

aEx,yEb
Olingan tengsizlikdan kelib chigadiki,
_ 2
(A%8)00 - (A21,)00| =1 |2><|v|2x%>¢rﬁlaﬁ>§|fl(xr f,(x)|.
Umuman,
(At)o0- (af,)o0 | =1 |”><|\/|”><M>max|fl(x)- f,(0)|=

n! afxEb

n oo (X-a)"
=[1 [" M x%xr(fl,fz).

Ixtiyoriy | uchun n nomerni shunday tanlash mumkinki,
(b-a) <1

[ e=—=
n!
tengsizlik bajariladi. U holda B = A" akslantirish gisuvchi bo‘ladi. A
Shuning uchun, yuqoridagi tasdiqga asosan (4.8) Volterra tenglamasi har
ganday | dayagona yechimga ega.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Qisuvchi akslantirish prinsipining umumlashmasini ayting.

2. R" fazoni o'zini-o‘'ziga akslantiriuvchi y=Ax+b akdantirishning
gisuvchilik shartlarini toping.

3. Cla,b] fazoda (4.9) tenglik bilan aniglangan akslantirishning gisuvchilik
shartlarini keltiring.
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11-mavzu: Chiziqgli fazolar
5. Chizigli fazolar va ularga misollar

Chizigli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan
hisoblanadi. Quyida C bilan kompleks sonlar, R bilan hagigiy sonlar to‘ plamini
belgilaymiz.

5.1-ta'rif. Agar elementlari X,y,z,... bo‘lgan L to'plamda quyidagi ikki
amal aniglangan bo‘lsa:

I. Ixtiyoriy ikkita x,yl L elementlarga ularning yig'indisi deb ataluvchi
anig bir x+yl L element mos qo'yilgan bo'lib, ixtiyoriy x,y,zI L elementlar
uchun

1) x+y=y+x (kommutativlik),

2) Xx+(y+2z)=(x+y)+z (assotsiativlik),

3) L da shunday g element mavjud bo'lib, x+q =x (nolning mavjudligi),

4) shunday - xI L element mavjud bo'lib, x+(-x)=q (garama-garshi
elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa; A A

II. ixtiyoriy xI L element va ixtiyoriy a son (al R yoki al C) uchun x
elementning a songa ko‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir aXx| L element mos
go'yilgan bo'lib, ixtiyoriy x,yT L vaixtiyoriy a,b sonlar uchun

5) a(bx)=(ab)x,
6) 1>X = X,
7) (@ +b)x=ax+bx,
g)a(x+y)=ax+ay
aksiomalar bajarilsa, u holda L to'plam chizigli fazo deb ataladi.

Tarifdakiritilgan | vall amallar mos ravishda yig'indi va songa ko' paytirish
amallari deb ataladi.

Tarifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (hagigiy sonlar R yoki kompleks
sonlar C) bog'liq holda chizigli fazo hagigiy yoki kompleks chizigli fazo deb
ataladi.

Chizigli fazolarga misollar keltiramiz.

Misollar. 5.1. L =R hagigiy sonlar to‘plami odatdagi ¢o‘'shish va
ko' paytirish amallariga nisbatan haqgiqgiy chizigli fazo tashkil qgiladi. L=C
kompleks sonlar to'plami ham kompleks sonlarni qo‘shish va ko'paytirish
amallariga nisbatan kompleks chizigli fazo tashkil giladi.

52.L=R"° {x: (X, %, K X)), >§T R, :1,2,K,n} - n tahagigiy sonlarning
tartiblangan guruhlari to'plami. Bu yerda elementlarni qo‘shish va songa
ko'paytirish amallari quyidagicha aniglanadi: ixtiyoriy x=(x,X,,...x,) va
y=(¥;, ¥re ¥, )T R" lar uchun

X+ Y=+ Vi X + Yaren X Vo), (5.1)
ax=(ax,aX,..ax). (5.2)
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R" - to'plam (5.1) va (5.2) tengliklar bilan aniglangan go‘shish va songa
ko' paytirish amallariga nisbatan hagiqgiy chizigli fazo tashkil qgiladi va u n -
o'lchamli haqgiqiy chizigli fazo deb ataladi.

53. L=C"°{z=(z,2,,...2,), z1 C,k=12,.,n}. Bu yerda ham
elementlarni qo‘shish va songa ko'paytirish amallari (5.1) va (5.2) tengliklar
ko'rinishida aniglanadi. C" - to'plam kompleks chizigli fazo bo'ladi va u n-
o' lchamli kompleks chizigli fazo deb ataladi.

5.4. L=C[a,b] - [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar to' plami.
Funksiyalarni go* shish va funksiyani songa ko' paytirish amallari mos ravishda

(f+9)(x)=f(x)+9(x) (5.3)

(a f)(x)=a f(x) (5.4)
ko‘rinishda aniglanadi. (5.3) va (5.4) tengliklar bilan aniglangan qo shish va songa
ko' paytirish amallari chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak,
Cla,b] to*plam chizigli fazo tashkil giladi.

va

N ¥
55. 1,° %l x:(xl,xz,...,xn,...):rz]'?l1

ketma-ketliklar to'plami. Bu yerda elementlarni go‘shish va songa ko' paytirish
amallari quyidagicha aniglanadi:
X+ Y= (% Y3, + ¥ KX, + Y, K), (5.5)
ax=a(x, %, X,.)=[@xa%,.ax,.), al C. (56)
Yigindi x+y1 I, ekanligi |a+bfFE2|al’ + 2|b[* tengsizlikdan kelib chigadi.
(5.5) va (5.6) tengliklar bilan aniglangan go‘shish va songa ko' paytirish amallari
chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, 1, - to‘plam
kompleks chizigli fazo bo' ladi.

56. C,°{x=(x,%,K, X ,K): Ini®rQX” =0}- nolga yaginlashuvchi
ketma-ketliklar to'plami. Bu to'plamda ham qo‘shish va songa ko'paytirish
amallari (5.5) va (5.6) tengliklar ko'rinishida aniglanadi va ular chizigli fazoning
1-8 aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, C, - to' plam chiziqli fazo bo'ladi.

5.7. c° ixz(xl,xz,...,xn,...):!]i@rgxn =af - yaginlashuvchi ketma-ketliklar

2 u o .
X,| <¥% - kvadrati bilan jamlanuvchi

to' plami. Bu to'plam ham 5.5 - misolda kiritilgan qo‘shish va songa ko paytirish
amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil giladi.

5.8. L=m - barcha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plam
ham 5.5-misolda kiritilgan go‘shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan
chizigli fazo tashkil giladi.

Endi hagigiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanida xossalari
o‘rganilgan Lebeg ma nosida integrallanuvchi funksiyalar va o' zgarishi
chegaralangan funksiyalar to' plamini garaymiz.
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5.9. Berilgan [a,b] kesmada Lebeg manosida integrallanuvchi funksiyalar
to* plamini I?i[a,b] simvol bilan belgilaymiz. Bu to'plamda elementlarni qo’ shish
va elementni songa ko' paytirish amallari (5.3) va (5.4) tengliklar bilan aniglanadi.
I;[a, b] to'plam funksiyalarni go‘shish va songa ko' paytirish amallariga nisbatan
yopig. Chunki, integrallanuvchi f va g funksiyalar yigiindiss f +9 ham
integrallanuvchi va

b
df +gt)] dt = Of()dt + oo (t)dt
tenglik o'rinli. Xudd| shunday mtegrallanuvchl funksiyaning songa ko’ paytmasi

yana integrallanuvchi funksiyadir. Funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish

amallari esa chizigli fazo aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, I;[a, b] to'plam
chizigli fazo bo'ladi.

5.10. Berilgan [a,b] kesmada p(p>1) -dargjasi bilan Lebeg manosida
integrallanuvchi funksiyalar to‘plamini Ep[a,b] simvol bilan belgilaymiz. Bu
to' plamda ham qo‘shish va songa ko' paytirish amallari (5.3) va (5.4) tengliklar
bilan aniglanadi va Ep[a,b] to'plam chizigli fazo tashkil giladi. Yig indi

f +g1 L,[a,b] ekanligi Minkovskiy tengsizligi ((1.22) ga garang)

Bt +ara e&grr a? +&owyra?

¢d ¢d ¢d

€a 4] €a 4] €a %]
dan kelib chigadi.

5.11. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan va o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar to‘plamini V[a,b] bilan belgilaymiz. Bu to' plamda ham funksiyalarni
go' shish va songa ko' paytirish amallari 5.4-misoldagidek kiritiladi. Ishonch hosil
gilish mumkinki, V[a,b] to'plam funksiyalarni go‘shish va songa ko'paytirish
amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil qgiladi. Hosil gilingan fazo o'zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosi deyiladi va V[a,b] simvol bilan belgilanadi.

5.2-ta'rif. Bizga L va L chizigli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar bu fazolar
o‘rtasida o zaro bir giymatli moslik o' rnatish mumkin bo'lib,

X« X* va oy« ¥, (xyl L, x,y1 L*)
ekanligidan
X+y« X*+y* va ax« ay, (a-ixtiyoriy son)

ekanligi kelib chigsa, u holda L va L chizigli fazolar o'zaro izomorf fazolar
deyiladi.
~ |zomorf fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko' rinishi deb garash mumkin.

5.3-tarif. Agar L chizigli fazoning X, X,,..., X, €elementlar sistemasi
uchun hech bo‘lmaganda birortasi noldan fargli bo‘'lgan a,, a,,...,a, sonlar
mavjud bo'lib,
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ax +ax,+..+ta x =0 (5.7)
tenglik bajarilsa, u holda X, X,,..., X, elementlar sistemasi chizigli bog'langan
deyiladi. Aks holda, ya'ni (5.7) tenglikdan

a, =a, =..=a,=0

ekanligi kelib chigsa, X, X,,...,X, elementlar sistemasi chizigli bog‘lanmagan yoki
chizigli erkli deyiladi.

Agar X, X,,..., X,,K cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chekli gism
sistemasi chiziqli erkli bo'Isa, u holda { x,}’_, sistema chizigli erkli deyiladi.

5.4-ta'rif. Agar L chizigli fazoda n elementli chizigli erkli sistema mavjud
bo'lib, bu fazoning ixtiyoriy n+1 ta elementdan iborat sistemas chizigli
bog'langan bo‘lsa, u holda L n- o'lchamli chizigli fazo deyiladi va dimL =n deb
yoziladi. n-o‘lchamli L chizigli fazoning ixtiyoriy n ta elementdan iborat chizigli
erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi. A

5.5-ta'rif. Agar L chizigli fazoda ixtiyoriy nl N uchun n elementli chizigli
erkli sistema mavjud bo'lsa, u holda L cheksiz o'lchamli chizigli fazo deyiladi va
dimL =¥ ko'rinishda yozladi.

R" va C" fazolar n-o'lchamli chizigli fazolardir. L =C[a,b] fazodan
boshlab 5.4-5.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o'Ichamli fazolardir.

Masalan, |, fazoda
{e, = Q95 10.K)}

sistema cheksiz chizigli erkli sistemaga misol bo*ladi.
5.1. Chiziqli fazoning gism fazosi

Bizga L chizigli fazoning bo' sh bo‘Imagan L¢ gism to* plami berilgan bo'lIsin.
5.6-ta'rif. Agar LC ning 0'zi L da kiritilgan amallarga nisbatan chizigli
fazoni tashkil gilsa, u holda L¢ to'plam L ning gism fazosi deyiladi.
Boshgacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy X, yI LC va a,bl C(R) sonlar
uchun ax +byT LCbo'lsa, L gism fazo deyiladi.
Har ganday L chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat {q} gism fazosi

bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L chizigli fazoni o‘zining gism fazosi sifatida
garash mumkin.

5.7-ta'rif. L chizqgli fazodan fargli va hech bo‘lmaganda bitta nolmas
elementni saglovchi gism fazo xos gism fazo deyiladi.

Misollar. 5.12. |Zi Coi cl m fazolarning har biri o*zidan keyingilari
uchun xos gism fazo bo' ladi.
5.13. Endi [ab] kesmada p(p>1)-dargasi bilan integrallanuvchi

funksiyalar fazosi Lp[a,b] ni garaymiz. Bu fazoning deyarli hamma yerda nolga

teng (nolga ekvivalent) funksiyalaridan tashkil bo‘lgan gism to'plamni L'[a,b]
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ko' rinishda belgilaymiz. Ma’ lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi yana
nolga ekvivalent bo'lgan funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa
ko'paytmasi ham nolga ekvivalent funksiya bo‘ladi. Demak, L(”[a,b] to‘plam
Ep[a,b] fazoning xos gism fazosi bo‘ladi.

5.14. O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a,b] ni garaymiz.
Malumki, [a,b] kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to‘ plami V[a,b] ning gism
to' plami bo'ladi. Absolyut uzluksiz funksiyalar to* plami funksiyalarni qo‘shish va
songa ko' paytirish amallariga nisbatan yopiq to'plam. Suning uchun u V[a,b]
fazoning gism fazosi bo'ladi va u AC[a,b] simvol bilan belgilanadi.

5.15. V[a,b] fazoda f(a)=0 shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar
to'plamini garaymiz. Bu to'plam funksiyalarni go‘shish va songa ko‘paytirish
amallariga nisbatan yopiq to‘plamdir. Shuning uchun u V[a,b] fazoning gism
fazosi bo'ladi vau V,[&,b] simvol bilan belgilanadi.

5.16. Yana o' zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a,b] ni garaymiz.
Malumki, [ab] kesmada monoton funksiyalar to'plami V[a,b] ning gism

to' plami bo‘ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yig‘indisi har doim monoton
funksiya bo'lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin.

X(t) =t*+1, y(t)=-2t funsiyalarning har biri [0,2] kesmada monoton funksiya
bo'ladi, ammo ularning yig'indisi X(t) + y(t) = (t- 1)* funksiya [0,2] kesmada
monoton emas. Demak, [a,b] kesmada monoton funksiyalar to‘plami V[a,b]
fazoning qism fazosi bo'la olmaydi. Demak, chizigli fazoning har ganday gism
to' plami gism fazo tashkil gilavermas ekan.

Bizga L fazoning bo'sh bo‘Imagan { x} gism to*plami berilgan bo'lsin. U
holda L chizigli fazoda {x} sistemani o'zida saglovchi minimal gism fazo

mavjud.

Hagigatan ham, {)g} sistemani saglovchi hech bo'Imaganda bitta gism fazo
mavjud, bu L ning o zi.

Ixtiyoriy sondagi gism fazolarning kesishmasi yana qism fazo bo'ladi.
Hagigatan ham, agar

bo'lib x,yT L' bo'lsa, u holda ta'rifga ko‘ra ixtiyoriy i uchun x,yT L bo'ladi.
L; gism fazo bo'lganligi uchun a x+b yl L, munosabat barcha a,b sonlar
uchun o'rinli. Demak, a x+ b yT L* bo'ladi.

Endi {X} sistemani saglovchi L ning barcha gism fazolarini olamiz va
ularning kesishmasini garaymiz hamda uni L({x;}) orgali belgilaymiz. L({x})
gism fazo {x} sistemani saglovchi minimal gism fazo bo'ladi. Bu L({x})
minimal gism fazo {X} "sistemadan hosil bo‘lgan" qism fazo yoki {X}
sistemaning chizigli qobig'i deyiladi.
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5.2. Chiziqli fazoning faktor fazosi

Bizga L chizigli fazo va uning L¢ xos gism fazosi berilgan bo‘Isin. L ning
elementlari orasida quyidagicha munosabat o' rnatish mumkin.

5.8- ta'rif. Agar X, Y| L elementlar uchun X- Yy ayirma L¢ ga tegishli
bo‘lsa, x va y ekvivalent elementlar deb ataladi.

Fazo elementlari orasida o rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetriklik
va tranzitivlik xossalariga ega. Hagigatan ham, X- x1 L¢ (refleksivlik);
x- yI LC dan y- x=-(x- y)I L¢simmetriklik); x- yI L¢, y- 2zl LC dan
X-2=(x-y)+(y- 2)1 LC (tranzitivlik). Shuning uchun bu munosabat L ni
o‘zaro kesishmaydigan sinflarga agratadi va har bir sinf o'zaro ekvivalent
elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar go‘shni sinflar deb ataladi. Barcha
go‘'shni sinflar to*plami L chizigli fazoning L¢ gism fazo bo'yicha faktor fazosi
deb ataladi va L/ L¢ ko' rinishda belgilanadi.

Tabiiyki, har ganday faktor fazoda yig'indi va songa ko' paytirish amallari
Kiritiladi.

Aytaylik, x vah lar L/LCdan olingan ixtiyoriy go‘shni sinflar bo‘lsin. Bu
sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan xI x, yl h. x va h
sinflarning yig'indisi sifatida x +y elementni saglovchi z sinf gabul gilinadi. x
go'shni sinfning a songa ko' paytmasi sifatida a x elementni saglovchi sinf gabul
gilinadi. Natija xI x, yT h vakillarning tanlanishiga bog'lig emas, chunki,
gandaydir boshga xT x, yT h  vakillarni olsak ham  (x+y)- (x(+y0 =
(x- xO) +(y- yOl LC bo‘lgani uchun x(+y( z bo'ladi. Bevosita tekshirish
shuni ko'rsatadiki, L/L¢ da aniglangan go‘shish va songa ko' paytirish amallar
chizigli fazo tarifidagi aksiomalarni ganoatlantiradi (buni mustagil tekshirib
ko'rishni o*quvchiga tavsiya gilamiz). Boshgacha aytganda, L/L¢ faktor fazo
chizigli fazo tashkil giladi.

Shunday qilib, har bir L/L¢ faktor fazo unda yugorida ko' rsatilgan usulda
kiritilgan yig‘indi va songa ko' paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil
giladi. Shuni ta'kidlash joizki, har ganday faktor fazoda L¢ gism fazo L/L¢ faktor
fazoning nol elementi bo'ladi. Malumki, L¢ gism fazoning elementlari o'zaro
ekvivalent va L¢ gism fazo L chizigli fazoning nol elementini saglaydi. Shuning
uchun x va L¢ qo‘shni sinf lar ning yig'indisi x+q =x (x| x,ql L") elementni
saglovchi go' shni sinfga, yani x gateng.

5.17. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq bo'lgan R?
dan boshlaymiz. L =R? fazoning L¢={(x,%,)T R?: x, =0} xos gism fazosini
garaymiz va L/ L faktor fazoning elementlarini, yani qo' shni sinflarning tavsifini
beramiz. Malumki, X- ¥ =(X - ¥;,% - ¥,)T LC bo‘lishi uchun X, =Y, bo'lishi
zarur va yetarli. Demak, L/L¢ faktor fazoning elementlari (go‘shni sinflar) Ox
0'giga paralel bo'lgan to'g'ri chiziglardan iborat. Masalan, (a,b)T R® nugtani
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o‘'zida saglovchi x go‘shni sinf Ox,_ o'giga parallel bo'lgan X, =b to'g'ri
chizigdan iborat. Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) nugtalarni saglovchi qo‘shni sinflar
yig'indisi (3,5) nugtani saglovchi X, =5 to'g'ri chizigdan iborat. (L,2)T X qo‘shni
sinfning 3 ga ko' paytmasi (3,6) nugtani saglovchi x, =6 to'g‘ri chizigdan iborat.

5.18. Malumki (5.9-5.10 misollarga garang), [a,b] kesmada p(p>1)-
dargjasi bilan Lebeg manosida integrallanuvchi funksiyalar to'plami chizigli fazo
tashkil giladi va u L [a,b] simvol bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ekvivalent
funksiyalaridan tashkil topgan gism fazosini I?S,[a,b] (5.13-misolga qgarang)
ko'rinishda belgilaymiz. Endi L,[a,b] chizigli fazoning L°[a,b] gism fazo
bo‘yicha faktor fazosini garaymiz va bu faktor fazoni Lp[a, b] bilan belgilaymiz.
Bu fazo [ab] kesmada aniglangan va p-dargasi bilan Lebeg manosida
integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deb ataladi.

Agar L - n -o'Ichamli chizigli fazo va L¢ - uning k(0<k <n) - o lchamli
gism fazosi bo‘lsa, u holda L/L¢ faktor fazo (n- k) - o‘lchamli bo'ladi.

Bu tasdigni isbotlaymiz. Aytaylik, X,X,,..., X, elementlar sistemasi L¢ da
bazis bo‘lsin. Bu sistemani xk+1,xk+2,...,an L elementlar bilan L fazo
bazisigacha to‘ ldiramiz. Bu X1y Xc425--+» X, €lementlar bir-biri bilan ekvivalent
emas, aks holda X, X5, K, X, X1 Xt , K, X, sistema chizigli bog' langan
bo'lar edi. Shuning uchun X, Xc42,---» X, elementlar har xil go‘shni sinflarga
tegishli bo'ladi. X; orgali X, i1 {12,....,n- K} element tegishli bo‘ Igan sinfni
belgilaymiz.

Endi X, X,, K,X,. elementlar sistemasining L/L¢ da bazis bo'lishini
isbotlaymiz. Ixtiyoriy x T L/L¢ go*shni sinfni olaylik va xI x bo'lsin. U holda

X=aX +a, X% o ta X b X, + by X+ b X
yoyilma o'rinli bo‘ladi. x + L'=x (har ganday L/L( faktor fazoda L¢ gism fazo
L/LCfaktor fazoning nol elementi bo'ladi, ya'ni g =L¢ ) bo‘lgani uchun
X'=X-a;X = a,X, = - & X
element x qo‘shni sinfgategishli va
X'= bl X T b2 Xpp Tount bn-kxn
yoyilmao‘rinli bo' ladi. Bundan
X=b,x;+b,x,+...+b_ X
tenglik kelib chigadi. Har ganday (bl,bz,...,bn_k)1 0 da
b; Xeg + 0, Xeup ++ D X, T L
bo'lgani uchun X;, X,, K,X, ., chizigli boglanmagan sistema bo'ladi. Shunday
qilib, X1, X,, K, X, sistema chizigli bog lanmaganligi va har bir X1 L/LC sinf
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X1, Xy, KX, sinflarning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lganligi uchun
X1, Xy, KX, sistemaning bazis ekanligiga kelamiz. Demak, L/LC fazo
(n- k) - o'lchamli chizigli fazo ekan.

5.9-ta'rif. L/LC faktor fazoning o‘lchami L¢ gism fazoning koo'lchami

deyiladi.
Agar LC gism fazo chekli n koo'lchamga ega bo‘lsa, u holda L da shunday

X, X5, X, elementlarni  tanlash  mumkinki, ixtiyoriy xI L  element
X=a;X ta, X, +..ta X, ty ko'rinishda bir giymatli ifodalanadi, bu yerda
a,,a,,K,a, - sonlar, yl L¢ Hagigatan ham, L/L¢ faktor fazo n - o‘Ichamli
bo'Isin. Bu faktor fazoda X;, X,, K,X,, bazisni tanlaymiz va har bir X, sinfdan

bittadan X, vakil olamiz. Endi X1 L ixtiyoriy element bo‘lsin va x esa x ni
saglovchi L/LCdagi go‘shni sinf bo‘lsin. U holda

X =a,X, +a,X, +..+a x,.
Tarifga ko‘ra x sinfdagi har bir element, xususiy holda, x element X;,X,,..., X,
elementlarning

a; X ta,x, +..+a x
chizigli kombinatsiyasidan L¢ dan olingan elementgagina farq giladi, yani

X=a,x +a,X +.+a x +y, yl L. (5.8)
Bu tasvirning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik

X=ax +a,X +.+a x +y,yl L
tasvir ham o‘rinli bo'Isin. U holda
0=@,-a)x+@,-a)% +.+@,-a)x,+y-y

tenglikkakelamiz. Bundan a,=a,,a,=4a,,..a, =a_,y=Y.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

Chizgli fazoga misollar keltiring.

Chizgli bog'langan (chizigli bog'lanmagan) sistema ta’rifini bering.
Chizgli fazo o‘lchami ta’rifini bering.

[- 11 kemada aniglangan uzluksiz va juft (tog) funksiyalar to‘plamini

C'[- 11 (C'[-11) bilan belgilaymz. C*[-11 (C'[-11]) to'plam
C[- 11 chizqli fazoning gism fazolari bolishini isbotlang.

> wpNhE

5. E(po) [a, b] gism fazoning o' Ilchamini toping.
6. Lp|a,b| faktor fazoning o'Ichamini toping.
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12-mavzu: 6.Chizigli funksionallar

Bu paragraf chizigli funksionallar, ularning ayrim xossalariga bag' ishlangan.
6.1-ta'rif. L chizigli fazoda aniglangan f sonli funksiya funksional deb

ataladi. Agar barcha x,y1 L lar uchun
fx+y)=f(x)+ f(y)
bo‘lsa, f additiv funksional deyiladi.

6.2-ta'rif. Agar barcha X| L vabarchaal C lar uchun
flax)=a f(x),
bo'lsa, f bir jingi funksional deyiladi. Agar barcha x,yi L va barcha al C
sonlar uchun
flax)=a f(x)
bo‘lsa, u holda kompleks chizigli fazoda aniglangan f funksional go‘shma bir
jingli deyiladi, bu yerda a soni a ga go'shma kompleks son.
6.3-ta'rif. Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyiladi.
Additiv va qo‘shma bir jingli funksional go‘shma chizigli (yoki antichizigli)
funksional deyiladi.
Chizigli funksionallarga misollar keltiramiz.

61 R"°{x=(x,..x), xT R - n-olchamli vektor fazo va

a=(a,a,,K,a,)] R" belgilangan element bo‘Isin. U holda
fIR"® R, f(x)=4 ax
i=1
moslik R" da chizigli funksional bo' ladi.
u(z)=a a, z
k=1

tenglik bilan aniglanuvchi u:C" ® C aksantirish go‘shma chizigli funksionalni

aniglaydi.
6.2.

1 (X) = :‘)x(t) dt 17(x)= (‘)@ dt

integrallar  Cla,b] fazoda mos ravishda chizigli va qo'shma chizigli
funksionallarqa misol bo' ladi.
6.3. y,1 Cla,b] berilgan element bo'lsin. Har bir xI Cla,b] funksiyaga
b

F(X) = ox(®) o (t) at

sonni mos qo‘yamiz. Bu funksionalning chizigliligi integrallash amalining asosiy
xossalaridan kelib chigadi.



b

F*(x) = OX() Yo (t) dt

funksional C|a,b| fazoda go* shma chizigli funksional bo' ladi.
6.4. 1, fazoda chizigli funksionalga misol keltiramiz. k - belgilangan natural
son bo'lsin. 1, dagi har bir X = (X, X,,K, X,,K) uchun
f (X) = X,
deymiz. Bu funksionalning chizigliligi ko' rinib turibdi.

6.1. Chizigli funksionalning geometrik ma'nosi

Bizga L chizigli fazoda aniglangan, nolmas f chizigli funksional berilgan
bo'lsin. Bu f funksional uchun f(x)=0 shartni ganoatlantiruvchi barcha xI L
nugtalar to' plami uning yadrosi deyiladi va Ker f ={xI L: f(x)=0} ko'rinishda
belgilanadi. Ker f to'plam L ning gism fazosi bo'ladi. Hagigatan ham, agar
x,y1 Ker f bo‘lsa, uholdaixtiyoriy a,b sonlar uchun

f(ax+by)=af(x)+bf(y)=0
tenglik o'rinli.

Ker f gism fazoning koo'lchami birga teng. Hagigatan ham, Ker f ga garashli
bo'Imagan, yani f(x,)* O bo'ladigan gandaydir x, elementni olamiz. Bunday
glement mavjud, chunki f(X)* O (aynan nolga teng emas). Umumiylikni
chegaralamasdan hisoblashimiz mumkinki, f(X,) =1 (aks holda biz X,/ f(X,)
ni olgan bo'lar edik, chunki f(X,/ f(X,)) =1). Ixtiyoriy x element uchun
y = X- %, f(x) desak, u holda

f(y)=fx- %> f(x))=0,
yani yl Ker f. Qaralayotgan x element x=a x,+y, yl Ker f ko'rinishda
tasvirlanadi va bu tasvir yagqnadir. Hagigatan ham, X
X=ax+y, yl Keef va x=alx,+y( yd Kerf

bo‘lsin. U holda

(a-a)x, =yt-y
tenglik o'rinli. Agar a=a( bo‘lsa, y =yt ekanligi ko'rinib turibdi. Agar a- at* 0
bo‘lsa, u holda

_ Y- ys

Xy = o a¢| Ker f
ekanligi kelib chigadi. Bu esa X,| Ker f shartga zid. Bu garama-garshilik
tasdigni isbotlaydi.
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Bu yerdan kelib chigadiki, ikkita X, va X, elementlar Ker f gism fazo
bo'yicha bitta go‘shni sinfda yotishi uchun f(x;) = f(X,) shartning bajarilishi
yetarli va zarur. Hagigatan harrj, A

= F(%)%+ v, T Ker f,6= F06)% +y,, y,T Ker f
tenglikdan
X % =(F04)- F(x)%+(%- v)
tenglik kelib chigadi. Bu yerdan ko' rinib turibdiki, X, - X, Ker f bo‘lishi uchun
f(xl) f(X2)=O bo‘lishi yetarli va zarur.
Ker f gism fazo bo'yicha har ganday x sinf o'zining ixtiyoriy vakili bilan

bir giymatli aniglanadi. Bunday vakil sifatida a X, ko'rinishdagi elementni olish
mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki, L/ Ker f gism fazoning o'lchami birga teng
ekan, yani Ker f ning koo'lchami birgateng.

Chizigli funksionalning yadrosi Kerf o0o‘zida nolga aylanadigan
funksionalni o' zgarmas ko' paytuvchi anigligida bir giymatli aniglaydi.

Hagigatan ham, f va g funksionallar yadrolari teng bo'lsin, yani
Ker f =Kerg. U holda f uchun x,1 L elementni shunday tanlaymizki,
f(X,) =1 bo'lsin. Ko'rsatamizki, 9(%,) * O. Ixtiyoriy xI L uchun

x=f(X)x+y, yI Kerf va g(x)=f(x)a(x)+a(y)=f (x)a(x)
tengliklarga egamiz. Agar 9(X)=0 bo'lsa, 9g(X)° 0 bo'lar edi.
9(X) = g(x,) f (X) tenglikdan f va g funksionallarning proporsional ekanligi
kelib chigadi.

Koo' Ichami birga teng bo‘lgan ixtiyoriy LC gism fazo berilgan bo'lsin. U
holda shunday f chizigli funksional mavjudki, Ker f =L¢ bo'ladi. Buning uchun
LC gism fazoda yotmaydigan ixtiyoriy XOT L elementni olamiz va ixtiyoriy
x1 L elementni X=ax,+Yy, yl LC ko‘rinishda yozamiz. Bunday yoyilma
yagona. f(x) =a tenglik yordamida aniglanuvchi chizigli funksionalning yadrosi
Ker f =LCbo'ladi.

L chizigli fazoda koo‘lchami birga teng bo‘lgan gandaydir L¢ gism fazo
berilgan bo‘lsin. U holda L fazoning L¢ gism fazo bo'yicha har ganday go‘shni
sinfi LC gism fazoga parallel bo‘lgan gipertekislik deyiladi (xususan, L¢ gism
fazoning o'zi q elementni saglovchi, yani "koordinata boshidan o'tuvchi®
gipertekislik hisoblanadi). Boshgacha aytganda, L¢ gism fazoga parallel bo'lgan
MC gipertekislik - bu LC gism fazoni gandaydir XOT L vektorga parallel
ko' chirishdan paydo bo'ladigan to‘ plam, yani

Mc=L+x, ={y:y=x+x,, xI L¢.

Ko'rinib turibdiki, agar X,1 LC bo'lsa, M(=L¢ bo'ladi, agarda X, | L

bo‘lsa, u holda M ( L,
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Agar f - L chizigli fazoda aniglangan chizigli funksional bo'lsa,
M, ={x] L: f(X)=3 to'plam Kerf gism fazoga paralel gipertekislik
bo'ladi. Hagigatan ham, f(X,) =1 bo‘'ladigan X, elementni tanlab, ixtiyoriy
elementni X=a X, +Y, yT Ker f ko' rinishda yozishimiz mumkin.

Ikkinchi tomondan, agar M¢ - koo‘lchami birga teng bo‘lgan L( gism
fazoga parallel va koordinata boshidan o' tmaydigan gipertekislik bo‘lsa, u holda
shunday yagona f chizigli funksional mavjudki,

M={x: f(x)=1
bo'ladi. Hagigatan ham, M (=Lt+x,, X,1 L bo'lsin. U holda har ganday x1 L

element yagona ravishda X =aXx; +, y1 LC ko rinishda tasvirlanadi. f(x)=a
tenglik yordamida aniglanadigan chizigli funksional izlanayotgan funksional
bo‘ladi. Uning yagonaligi quyidagidan kelib chigadi:
Agar xI M(da g(x) =1 bo'lsa, uholda yI L¢da g(y)=0 bo'ladi. Bundan
g(ax, ty)=a=f(ax +y)
tenglik kelib chigadi.
Shunday qilib, L chizigli fazoda aniglangan noldan fargli barcha chizigli

funksionallar bilan koordinata boshidan o‘tmaydigan L dagi barcha
gipertekisliklar o' rtasida o' zaro bir giymatli moslik o' rnatildi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Chizigli funksionalning geometrik ma'nosini tushuntiring.

Cla,b] fazoda gipertekislikka misol keltiring.

3. Cla,b] fazoda f(x)=x(b) chiziqli funksionalni qaraymiz. C[a,b] fazoda
M ={ f1 C[a,b]: f(x)=1} to'plam gipertekislik bo'ladimi?

4, f:V[a,b]® R, f(x)=x(a) chizigli funksionalning yadrosini toping.
Ker f =V, [a,b] tenglikto'g'rimi?

5. f:C[-1]® R va

N

(= o
funksionalning chizigli ' ekanligini ko' rsating.
C[-1]={xI C[-17: x(-t)=-x(t)} tog funksiyalar to‘'plami uchun
C[-111 Ker f munosabat to‘g rimi?
6. f:RP® R f(x)= X, chizigli funksionalning yadrosini toping. Bu fazoda
{xT R®: f(x)=1 gipertekislikni chizmada tasvirlang.
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7. Qavariq to' plamlar va qavariq funksionallar

L - hagigiy chizigli fazo, x va y uning ikki nuqtasi bo‘lsin. U holda
ax+by, a,bl[0l, a+b=1
shartni ganoatlantiruvchi barcha elementlar to‘plami x va y nugtalarni
tutashtiruvchi kesma deyiladi vau [x,y] bilan belgilanadi, yani
[x,y]={ax+by: a,bl[01], a+b=1.

7.1-ta'rif. Agar M1 L to‘plam o'zining ixtiyoriy Xyl M nugtalarini
tutashtiruvchi [x, y] kesmani ham o'zida saglasa, M ga gavariq to‘ plam deyiladi.

7.2-ta'rif. Agar biror xI E nugta va ixtiyoriy yl L uchun shunday
e=e(y)>0 son mavjud bo'lib, barcha t, [t|<€ larda x+tyl E munosabat
bajarilsa, xI E nugta EI L to‘plamning yadrosiga garashli deyiladi. ET L
to'plamning yadrosi - J(E) bilan belgilanadi, ya'ni

JE)={xI E:" yT L, $e=e(y)>0, "tT R |t|<e, x+tyl E}.

7.3-ta'rif. Yadrosi bo*sh bo'Imagan gavariq to' plam gavariq jism deyiladi.

Misollar. 7.1. R® fazoda kub, shar, tetrayedr, tekislikdato' g'ri to‘ rtburchak,
doira, uchburchak gavariq jism bo‘ladi. |, fazodagi

. s .
BOA] = xT I,: é_|xn|2£1§
| n=1

birlik shar gavariq jism bo' ladi.

7.2. R* dato'g'ri chiziq (kesma) gavariq to* plam bo' ladi, lekin gavariq jism
bo‘Imaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘ sh to* plam (mustaqil isbotlang).

Agar M qavariq to'plam bo'lsa, u holda uning yadrosi J(M) ham gavariq
to' plamdir. Hagigatan ham,

x,yl J(M) va z=ax+by, a,b30, a+b=1
bo'lsin. U holda ixtiyoriy al L uchun shunday e, >0, e, >0 sonlar mavjudki,
't <e,, |t,]<e, shartni ganoatlantiruvchi barcha t,, t, larda X+t a va
y +t,a elementlar M to' plamda yotadi. Bundan kelib chigadiki, barcha |t|<e,
e =min(e;,e,) larda
a(x+ta)+b(y+ta)=ax+by+ata+bta=z+tal M, ya'ni zl J(M).

7.1-teorema. Istalgan sondagi qavarig to'plamlarning kesishmasi yana
gavariq to‘ plamdir.

Isbot. Faraz qilaylik,

M=]1Mgy
a

bo‘lib, barcha M, lar qavariq to'plamlar bo'lsin, x va y lar M ning ikkita
ixtiyoriy nugtalari bo‘lsin. U holda x va y nugtalarni tutashtiruvchi [x,y] kesma
M, larning har biriga garashli va demak M ga ham qarashli. Shunday qilib, M
hagigatan ham gavariq to' plam ekan. A
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Shuni eslatib o*tamizki, gavariq jismlarning kesishmasi yana gavariq jism
bo‘ lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin.

7.3. Tekislikdagi P={(x,y):0£ x£1, 0£y£1} va
Q={(xy):0£x£1, 1£y£ 2} qavariqjismlarning kesishmasi

P1Q={(xy):0£x£1 y=1

kesmadan iborat bo'lib, u gavariq jism emas (7.2-misolga garang).

Qavariq to'plam tushunchasi gavariq funksional tushunchasi bilan uzviy
bog' langan.

7.4-ta'rif. Agar L hagigiy chizigli fazoda aniglangan manfiymas p
funksional
1) p(x+y)£ p(x)+ p(y), "xyl L,
2) plax)=ap(x), a3 0 va " xI L
shartlarni ganoatlantirsa, p ga qgavariq funksional deyiladi.

Biz bu yerda p(X) migdorni chekli deb faraz gilmaymiz, yani ayrim x1 L
lar uchun P(X) =¥ ham bolishi mumkin. Agar barcha X1 L lar uchun p(X)
chekli bo'lsa, p chekli funksional deyiladi.

Misollar. 7.4. p:Cla,b|® R va

p(x) = oI x() |dt

akslantirishning chekli gavariq funksional ekanligini isbotlang.

Y echish. Integralning monotonlik xossasidan, ixtiyoriy x1 C[a, b] uchun
p(x) * O ekanligi kelib chigadi. Endi bizga C[a,b] fazoning ixtiyoriy x va y
elementlari berilgan bo‘lsin. U holda

b b b
p(x+y) =) + y(t) |dt £ () |dt + § y(¥) |dt = p(x)+ p(y)
tengsizlik o‘rinli. Xuddi shunday ixtiyoriy x vaa 2 0 uchun
b b
pla x) = §a x(t) |dt =a x(t) |dt =a p(x)

tenglik o'rinli. Demak, p gqavariq funksional ekan. Uning chekli gavariq
funksional ekanligi p(x) £ (b- a)max|x(t)| <¥ tengsizlikdan kelib chigadi. A

7.5.9:C[0,1]® R va

q(x) = Vol[x]

akslantirish chekli bo' Imagan gavariq funksional bo lishligini isbotlang.

Yechish. g funksionalning manfiymasligi va gavariq funksional tarifidagi
1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to‘la o'zgarishi xossalaridan kelib chigadi.
Hagigiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi fanidan malumki, C[0/1]
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fazoning %, (t) =tsin(1/t) elementi uchun Vol[xo] =+¥ tenglik o'rinli. Demak, q
chekli bo*Imagan gavariq funksional ekan. A
Endi gavariq to'plamlar bilan gavarig funksionallar orasidagi bog'lanishni
garaymiz.
7.2-teorema. Agar p:L® R, gavariqg funksional va k >0 bo'lsa, u holda
E={xT L:p(x)E£k}
gavariq to'plam bo‘ladi. Agar p funksional chekli bo‘lsa, u holda E to‘plam
yadrosi nol elementni saglaydigan,
J(E)={xI L:p(x)<k}
yadroli gavariq jism bo‘ladi.
Isbot. Agar X, Y1 E vaa +b =1 a, b3 0bo'lsa uholda
pla x+b y)£ pla x)+ p(b y)=a p(x)+b p(y)<ka +kb =k,
yani E - qavariq to‘plam. Endi p chekli funksional, p(x) <k, t>0 va yI L
bo‘lsin. U holda
p(xtty)€ p(x)+tp(*y)
Agar p(-y)=p(y) =0 bo'lsa, u holda ixtiyoriy t uchun x+tyl E boladi.
Agar p(-Yy), p(y) sonlardan hech bo‘Imaganda birortasi noldan fargli bo‘lsa, u
holda
k- p(x)
) mex(p(y), p(- )
shartda xxtyl E bo'ladi. Qavariq funksionalning q nugtadagi giymati nolga
teng bo'Igani uchun g1 J(E). A
Endi k =1 holni garaymiz. U holda har ganday chekli p gavariq funksional
L dagl J(E) bo'ladigan yagona
E={x1 L:p(x)£1}
gavariq jismni aniglaydi. Aksincha, E - yadrosi nol elementni saglaydigan qavariq
jism bo‘Isin. U holda har bir X1 L ga

t<

p.(x) =infl r>0: X1 EY
| r %

sonni mos o yuvchi akslantirish gavarig funksional bo'ladi (mustagil isbotlang).
Bu funksional E gavariq jism uchun Minkovskiy funksionali deyiladi.

7.5-ta'rif. L - hagiqiy chizigli fazo va L, - uning biror gism fazosi bo‘Isin.
L, gism fazoda f, chiziqli funksional va L fazoda f chizigli funksional
berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy x1 L, uchun

f(x)= f(x)

tenglik bajarilsa, f chizigli funksional f, funksionalning L fazoga davomi
deyiladi.
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Funksionalning davomi bir giymatli emas. Funksionalning ixtiyoriy davomi
magsadga muvofig emas. Odatda funksionalni gandaydir shartni saglab golgan
holda davom ettirish talab qilinadi.

7.3-teorema. (Xan-Banax). Aytaylik, p - L hagigiy chizigli fazoda
aniglangan gavariq funksional va L, - L ning gism fazos bo'lsin. Agar L, da
aniglangan f, chiziqli funksional
()€ p(x). xT L (7.1)
shartni ganoatlantirsa, u holda f, ni L da aniglangan va L da (7.1) shartni
ganoatlantiruvchi  f chizigli funksionalgacha davom ettirish mumkin.
Isbot. Ly* L bo'lgan holda f, chizigli funksionalni L, dan kengroq

bo'lgan LD gism fazogacha (7.1) shartni saglagan holda chizigli davom ettirish
mumkinligini ko‘rsatamiz. L, ga garashli bo‘Imagan ixtiyoriy z1 L elementni

olamiz. LD bilan L, va z elementlardan tashkil topgan gism fazoni belgilaymiz.

LD guyidagicha ko' rinishdagi elementlardan tashkil topgan
{tz+x, tT R, xI L,} =LY

Agar f, funksional f, ning L gism fazogacha chizigli davomi bo‘lsa, u
holda
filtz+x)=f,(t2)+ ()=t f,(2)+ f,(x),
yoki fl(z):C deb olsak,
fl(tz+ x):tc+ fo(x)
tenglik o'rinli bo‘ladi. Endi ¢ ni shunday tanlaymizki, f; funksional (7.1) shartni
ganoatlantirsin, yani
f(tz+x)=tc+ fy(x)£ p(tz+x) (7.2)
tengsizlik bajarilsin. Agar t >0 bo'lsa, (7.2) shart quyidagi shartga teng kuchli:
c+ foga(—QE pgez+ AR yoki c£ pgez+ X9 fogg(—g,
etg e tog e tg etg
t <0 bo'lsa
c+ foga(—gi” - pge_ 2- X9 yoki c?3 - pge- z- X8 foga(—g.
etg e tg e tg ‘etg
Bu ikkala shartni ganoatlantiruvchi ¢ son har doim mavjudligini ko' rsatamiz.
L, gism fazodan olingan ixtiyoriy y¢ va yt elementlar uchun
- fo(y')+ ply+2)2 - f,(y)- pl(- y-2) (7.3)
tengsizlik o'rinli. Hagigatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengsizlikdan bevosita

kelib chigadi:
fo(y')- fo(y)=f(y'-Y)Ep(y'-y)=
=p((y'+2)+(- y- 2))£ p(y' +2)+ p(- ¥- 2).
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Endi
c'=inf(- fo(y") + p(y'+2). c=sup(- fo(y)- p(- ¥~ 2))

y
deb olamiz. yC va y« lar ixtiyoriy bo'lgani uchun (7.3) tengsizlikdan c«3 c(
ekanligi kelib chigadi. Agar ¢ sonini
c€3 ¢3 c(
tengsizliklarni ganoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda
fltz+x)=tc+ f,(x)

formula bilan aniglanadigan f; funksional chizigli va (7.1) shartni ganoatlantiradi.

Shunday qilib, biz f, funksionalni L, gism fazodan undan kengroq bo'lgan

LD gism fazogacha (7.1) shartni saglagan holda chizigli davom ettirdik.

Agar L chizigli fazoda sanoglita Xi,X,,..., X,,... €elementlar sistemasi
mavjud bo’lib, bu sistemani saglovchi L({ Xk}) minimal gism fazo L ning o‘ziga
teng bo‘Isa, u holda f, funksionalni

L@ ={L,, x}, L2 ={ LD X} K

kengayib boruvchi gism fazolarda yugoridagidek aniglab, f, funksionalni L
fazogacha (7.1) shartni saglagan holda davom ettirish mumkin.

Agar chizigli gobigi L ga teng bo'ladigan sanogli sistema mavjud
bo'Imasa, u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga
etkaziladi ([1] gagarang). A

76. L=C[-1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning gism fazosi

L, ={ xI C[-1,1]: xt)° 0, tT [-1,0]} ni garaymiz. L, gism fazoda fq chizigli
funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

1
f.(x) = ox(t)dt, xi L,
-1
L =C[- 11 chizigli fazoda f va p funksionallarni esa quyidagicha aniglaymiz:
0 1
f(x)= ox(t) yo®)dt + ox(t)dt, p(x)=2max |x(t)
1 0 -1£tE1

Quyidagicha savol qo‘yamiz.
1) f, funksional (7.1) tengsizlikni qanoatlantiradimi?

Xl L

2) f funksional f, funksionalning L fazogacha davomi bo'ladimi?
3) y,I C[-10] ganday tanlanganda f funksional Xan-Banax teoremasining
shartlarini ganoatlantiradi?
Yechish. f, funksional (7.1) tengsizlikni ganoatlantiradi. Hagigatan ham,
1 1
fox) = ox(t)dt £ omax| x(t)[dt = 2max| x(t)| = p(x), xT L.
-1 -1

-1£t£1
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Agar x1 L, uholda
0

Ox(t) 0 dt =0

1

bo'ladi. Shuning uchun, barcha y, T C[-10] larda f(X)= fo(X), xI L, tenglik

o'rinli. Demak, barcha vy, lar uchun f funksional f, funksionalning L
fazogacha davomi bo‘ladi. Nihoyat,

f (x) £max| x(t)

-1£t£0

~

1
yo(t)\dt+gnoﬁg>1<\><(t)\dt£ 2max | x{t)] = p(x), xT L

0
0
-1
tengsizlik,

0

0
-1
shartni ganoatlantiruvchi barcha y, 1 C[-10] larda o‘rinli. Demak, ¢l [0,]]
bo'lsa, Xan-Banax teoremasining shartlari bajariladi. Shunday qilib f,

funksionalni (7.1) shartni saglagan holda cheksiz ko‘p (kontinuum) usul bilan L
fazogacha davom ettirish mumkin ekan.
Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbot gilamiz.
7.6-ta'rif. L - kompleks chizigli fazo va unda aniglangan manfiymas p

funksional berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy X, yT L vaixtiyoriy al C uchun
p(x+y)£ p(x)+ p(y) va plax)=a p(x)
shartlar bajarilsa, u holda p - gavariq funksional deyiladi.
7.4-teorema. (Xan-Banax). p - L kompleks chizigli fazoda aniglangan

Yolt)|dt =c £1

gavariq funksional, f, esa L, gismfazoda aniglangan va bu gism fazoda

()| £ p(x), T L
shartni ganoatlantiruvchi chizigli funksional bo‘lsin. U holda butun L da

aniglangan va
f(x)=fo(x), "x1 Ly, [ F(X)|£p(x), "xT L

shartlarni ganoatlantiruvchi f chizigli funksional mavjud.

Isbot. L va L, fazolarni hagigiy chizigli fazo sifatida garab, mos ravishda
Lx va L,; bilan belgilaymiz. Tushunarliki, p funksional Ly da aniglangan
qavariq funksional bo'ladi, fos(x)=Re fy(x) esa

[ fo0)|E PO, X1 Lonl= L)
shartni, bundan esa fr(X)£ p(x) shartni ganoatlantiruvchi L., dagi hagigiy
chizigli funksional bo'ladi. 7.3-teoremagako'ra, Ly daaniglangan va
fo(x) £ p(x), xI Lg(=L),
falx) = for(x), X1 Loa(=1Lo)

93



shartni ganoatlantiruvchi  f 5 chizigli funksional mavjud. Tushunarliki,
- fo(x)= fo(- X)£ pl- x)= p(x).

T ([£ p(x), xT Le(=L) (7.4)
Endi f funksionalni L daquyidagichaaniglaymiz

f(x)= fo(x)- i fo(ix).
Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar yordamida ko‘rsatish mumkinki, f - L
kompleks chizigli fazoda aniglangan chizigli funksional bo'ladi hamda

f(x)=f,(x), “xI L,, Ref(x)="fg(x), "xI L

Ixtiyoriy xT L uchun |f(x)|£ p(x) ekanligini ko'rsatsak, teorema isbot bo'ladi.
Teskaridan faraz gilamiz. Qandaydir X,1 L uchun |f(x)|® p(x,) bo'lsin. f(x,)

Demak,

kompleks sonni f(x,)=r €', r >0 ko'rinishda yozamiz va Y, =€ " X, deb
olamiz. U holda )

fa(Yo) = Ref(y,)=Rele™ f(x,)]=r > p(x,) = p(yo).
Bu esa (7.4) shartga zid. A

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Vylab] qism fazoda aniglangan f,(x)=x(b) funksional uchun
f:V[a,b]® R, f(x)=a x(a)+x(b) funksional uning davomi bo‘ladimi?
p(x) = x(a) | +|x(0) |, xT V[a,b] funksional gavarigmi? Parametr al R
ning ganday giymatlarida bu funksionallar uchun 7.3-teorema shartlari
bajariladi?

2. Yadrosi bo‘sh to‘plam bo'lgan gavariq to‘ plamga misol keltiring.

3. R? fazoda gavariq va gavariq bo‘Imagan funksionalga misol keltiring. Bu
fazoda p,(x)=x2+x2 va p,(x)=+/x*+x2 funksional-larni gavariglikka
tekshiring.

4. 7.6-misolda keltirilgan f, va f funksionallarning chizigli ekanligini
ko' rsating.

5. 7.6-misolda keltirilgan p akslantirishning chekli gavariq funksional
ekanligini ko' rsating.

6. Berilgan E={xi C[a;h]: rgf\gb\x(t)‘El} gavariq jismga mos Minkovskiy

a

funksionalini quring.
7. pRP® R p(X)=|X1+X2| funksionalni chekli gavarig funksional ekanligini

ko'rsating. Unga mos E={x1 R?: p(x)£1} qavariq jismni R? fazoda
chizib ko‘rsating.
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8. Chizigli normalangan fazolar

Chizigli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqginligi degan tushuncha yo'q.
Ko'plab amaliy masalalarni hal gilishda elementlarni qo‘shish va ularni songa
ko‘ paytirish amallaridan tashqgari, elementlar orasidagi masofa, ularning yaqginligi
tushunchasini  kiritishga to'g'ri keladi. Bu bizni normalangan chizigli fazo
tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va boshga
matematiklar tomonidan rivojlantirilgan.

8.1-ta'rif. Bizga L - chizigli fazo va unda aniglangan p funksional berilgan
bo‘lsin. Agar p quyidagi uchta shartni ganoatlantirsa, unga norma deyiladi:

1) p(x)2 0, "xI L; p(x)=00 x=q;
2) p(ax)=[alp(x), "al C, " xI L;
3 p(x+y)£ p(x)+p(y), “xyl L.

8.2-ta'rif. Norma kiritilgan L chizigli fazo chizigli normalangan fazo deyiladi
va xI L elementning normasi H XH orgali belgilanadi.

Agar L - normalangan fazoda X, y1 L elementlar jufti uchun

r(xy)=[x-y|
sonni mos go'ysak, r funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini ganoatlantiradi
(1.1-tarifga garang). Metrika aksiomalarining baarilishi normaning 1-3
shartlaridan bevosita kelib chigadi. Demak, har ganday chizigli normalangan
fazoni metrik fazo sifatida garash mumkin. Metrik fazolarda o rinli bo‘lgan barcha

tasdiglar (mallumotlar) chizigli normalangan fazolarda ham o' rinli.
X chizigli normalangan fazoda { x,} ketma-ketlik berilgan bo'Isin.

8.3-ta'rif. Biror xI X va ixtiyoriy e >0 uchun shunday n, =n,(e) >0 mavjud
bo'lib, barcha N>n, larda | x, - x|<e tengsizik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik
x|l X elementga yaginlashadi deyiladi.

8.4-ta'rif. Agar ixtiyoriy e >0 son uchun shunday n, =n,(e)>0 mavjud bo‘lib,
barcha n>n, va pi N larda H Xn+p - Xn H<e tengsiZik bajarilsa, {x,} -
fundamental ketma-ketlik deyiladi.

8.3va8.4 tariflarni 2.6 va 3.1 tariflar bilan tagqoslang.
8.5-ta'rif. Agar X chizigli normalangan fazodagi ixtiyoriy {x,} fundamental

ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, u holda X to‘la normalangan fazo yoki
Banax fazosi deyiladi.

Bu tarifni to'la metrik fazolar mavzusidagi 3.2-tarif bilan taggoslang.

Chizigli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

8.1. L=R - hagigiy sonlar to'plami. Agar ixtiyoriy x1 R soni uchun
| x| =/ x| sonni mos qo'ysak, R normalangan fazoga aylanadi.

8.2. L=C - kompleks sonlar to‘plami. Bu yerda ham norma yuqoridagidek
kiritiladi: | z| =| z|.
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8.3. L=R" - n -o'Ichamli hagiqiy chizigli fazo. Bu fazoda

1
n OB _
Xz ax, xp:é%xkp;, X, =max X,

funksionallar norma shartlarini ganoatlantiradi. R" chizigli fazoda | p horma

 xI R

Qo5

=~
1

kiritilgan bo‘lsa, uni R, agar [, norma kiritiigan bo'lsa uni R deb
belgilaymiz (1.3-1.5, 1.11-misollar bilan taggoslang).
8.4. L=C" - n - o'lchamli kompleks chizigli fazo (5.3-misol). Bu fazoda
oy 2
I2]=\a
k=1
funksional norma shartlarini ganoatlantiradi.
8.5. L =C[a,b] - [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar fazosi (5.4-
misol). Bu fazoda f 1 C[a,b] elementning normasi (1.6-misol bilan taggoslang)
| ] =max|f(x)],

tenglik bilan aniglanadi. X uddi 8.3-misoldagidek C[a,b] chizigli fazoda norma
b
[ 1=t
a

formula vositasida kiritilgan bo'Isa, uni C;[a,b] (1.9-misol), agar norma

1= Jar0ra

tenglik orgali kiritilgan bo‘lsa uni C,[a,b] (1.8-misolga garang) deb belgilaymiz.
Quyida biz chiziqgli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz.
8.6. |, fazoda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

Ix|=ax .
k=1

8.7. Co » C, M fazolarda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

| x[[= sup [xn|.
1lEn<¥
1,, c,, ¢ va m fazolarning aniglanishi 5.5-5.8 misollarda keltirilgan.

8.8. M[a,b] - bilan [a,b] kesmada aniglangan barcha chegaralangan
funksiyalar to' plamini belgilaymiz. Bu to‘ plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish va
songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil giladi. Bu fazoda
aniglangan

p(x)= sup [x(t)], xT Ml[a,b] (8.1)
attf£b
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funksional norma shartlarini ganoatlantiradi va M[a,b] chizigli normalangan fazo
bo' ladi.

89. C™[ab] - bilan [a,b] kesmada aniglangan n marta uzluksiz
differensiallanuvchi  funksiyalar to‘plamini  belgilaymiz. C™[a,b] to‘plam

odatdagi funksiyalarni go‘shish va songa ko' paytirish amallariga nisbatan chizigli
fazo tashkil giladi. Bu fazoda aniglangan

— ] k N n
p(x)= rarg%\x(t)\ +& max x(t)|, xT c[a,b] (8.2)
funksional normaning 1-3 shartlarini ganoatlantiradi.

8.10. [a,b] kesmada aniglangan o' zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi
V[a,b] (1.13 va5.11-misollarga garang) ni garaymiz. Bu fazoda

p:V[a,b]® R, p(x)=|x(@)]+V,[¥ (8:3)

funksional norma aksiomalarini ganoatlantiradi va V[a,b] chizigli normalangan
fazo bo' ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

8.11. R", R}, Cla,b], I, p21, ¢, c, fazolarni to'lalikkatekshiring.

Yechish. To'la metrik fazolar (3-paragraf) mavzusidan malumki R", R,

Clab], I,,p31 c, ¢ lar (3.3-3.7 misollarga garang) to‘la metrik fazolar edi.
Shuning uchun ular to‘la normalangan fazolar, yani Banax fazolari bo'ladi.

8.12. C,[a,b] to‘'la bo'Imagan (3.8 misolga garang) metrik fazo edi. Shuning
uchun C,[a,b] to‘labo’Imagan normalangan fazoga misol bo' ladi.

8.1. Nor malangan fazoning gism fazosi

Biz yugorida chizigli fazoning gism fazosi tushunchasini kiritgan edik, yani
agar ixtiyoriy X, Y| L, elementlar vaixtiyoriy a, b sonlar uchun a x+b yI L,

bo'lsa, bo'shbo'lmagan L, | L gismto' plam, gism fazo deyilar edi.
Normalangan fazolarda yopiq gism fazolar, yani barcha limitik nuqgtalarini
o'zida saglovchi gism fazolar muhim ahamiyaiga ega. Chekli o'lchamli
normalangan fazolarda har ganday gism fazo yopiqdir. Cheksiz o' Ichamli
normalangan fazolarda gism fazolar doim yopiq bo'lavermaydi. Quyida
keltiriladigan misol fikrimizni tasdiglaydi.
8.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[a,b] dagi barcha ko' phadlar to‘plami gism
fazo tashkil giladi, lekin u yopiq emas. Bunga ishonch hosil gilish uchun
2 n
Pn(t):1+t+t—+...+t—
2 nl

ko' phadlar ketma-ketligini garaymiz. Ravshanki, {P,} fundamental ketma-ketlik
bo'lib, uning limiti X(t) =€' gateng. X(t) =€' funksiya esako'phad emas.
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Normalangan fazolarda asosan yopiq chizigli gism fazolarni garaymiz. Shuning
uchun 5-§ dakiritilgan gism fazo atamasiga o' zgartirish kiritish tabiiydir.

8.6-ta'rif. Agar L normalangan fazoning L,| L gism to'plamida ixtiyoriy
x,yl L, elementlari va ixtiyoriy a ,b sonlar uchun ax+byi L, bo'lsa L, chizqi
ko'pxillilik deyiladi. Agar L,1 L gism to'plam yopiq chizigli ko*pxillilik bo‘Isa,
L, gismto’plam L ning gism fazosi deyiladi.

8.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[-1,1] dagi barcha toq funksiyalar to‘ plami
C'[-1,1] (5-8 ning 4-chi topshirig'iga garang) chizigli ko' pxillilik tashkil giladi
va u yopig. Hagigatan ham, {x,} toq funksiyalar ketma-ketligi biror xI C[- 1,1]
elementga yaqginlashsin. U holda

- 0)=limx, (- ) =lim( %, (0)=- imx,) = x().

8.15. [a,b] kesmada aniglangan va X(@) =0 shartni ganoatlantiruvchi
o'zgarishi chegaralangan funksiyalar to‘plamini Vy[a,b] bilan belgilaymiz.
Malumki, Vo[a,b] to‘plam V[a,b] fazoning (5.15-misolga garang) gism fazosi,
ya ni yopiqg chizigli ko' pxillilik bo'ladi. Bu fazoda ham x elementning normasi
(8.3) tenglik bilan aniglanganadi. (8.3) tenglik V,[a,b] fazoda quyidagi
ko' rinishga ega bo' ladi:

(x| =V, (8.4)
va u norma aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, V,[a,b] to'plam - chizigli
normalangan fazo bo' ladi.

8.16. [a,b] kesmada aniglangan va x(a) =0 shartni ganoatlantiruvchi absolyut
uzluksiz funksiyalar to‘plamini ACy[a,b] bilan belgilaymiz. Malumki, AC,[a,b]
to'plam V,[a,b] fazoning (8.15-misolga garang) gism fazosi bo‘ladi. Shuning
uchun bu fazoda ham x elementning normasi (8.4) tenglik bilan aniglanadi va
AC,[a,b] to'plam - chizigli normalangan fazo hosil giladi.

8.2. Normalangan fazoning faktor fazosi

Bizga L normalangan fazo va uning L, | L gism fazosi berilgan bo'lsin.

P =L/L, faktor fazoni garaymiz va unda normani quyidagicha aniglaymiz. Har
bir x1 P go'shni sinfga
[x]|= inf [ x| (8.5)
Xl x

sonni mos qo‘ysak, bu funksional norma aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak,
L/L, faktor fazo ham normalangan fazo bo' lar ekan.

Agar L to'la normalangan fazo bo'lsa, L/ L, faktor fazo ham (8.5) normaga
nisbatan to‘ la fazo bo' ladi.
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Misollar. 8.17. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq
bo'lgan R® fazodan boshlaymiz. L =R® fazoning xos ¢gism fazosi
Le={(x,%,%)T R®: x,=0} ni garaymiz va L/LC faktor fazoning
elementlarini, yani qo‘'shni sinflarning tavsifini  beramiz.  Malumki,
X= Y= (X - X % = Yo, % - ¥5)T L' bo'lishi uchun X, =Y, bo'lishi zarur va
yetarli. Demak, L/LC faktor fazoning elementlari OXX, tekislikka parallel
bo'Igan tekisliklardan iborat. Masalan, (a,b,c)T R® nugtani o' zida saglovchi x
o' shni sinf OX, X, tekisligiga parallel bo‘Igan X; = C tekislikdan iborat. Bu faktor
fazoda x elementning normasi

plx) = inf o 48+ = inf 8+ =],

X1, X2l R

tenglik bilan aniglanadi. Bu faktor fazoning o'lchami 1 ga teng va u to'la
normalangan fazo.

8.18. L [a,b] faktor fazoni (5.18-misolga garang) qaraymiz. Agar L,[a,b] dan
olingan har bir x qo'shni sinfga uning ixtiyoriy f1 x vakili yordamida

aniglanuvchi va vakilning tanlanishiga bog' liq bo' Imagan
1

& gr
x| =ipfeg fO Iz =|f] (8.6

sonni mos qo'ysak, bu moslik L,[a,b] da norma aniglaydi va L,[a,b], p31
chizigli normalangan fazoga aylanadi. Bu fazo [a,b] kesmada aniglangan va p -
chi dargjasi bilan Lebeg manosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi
deb ataladi. Barcha p3 1 larda L,[a,b] fazo to'la normalangan fazo, yani Banax
fazosi bo'ladi.

8.19. O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a,b] ni (8.10-misolga
garang) garaymiz. Unda 0 zgarmas funksiyalardan iborat
Lc={xI V[a,b]: Xx(t) =const} bir olchamli gism fazoni olamiz. Endi V[a,b]
chizigli fazoning L¢ gism fazo bo‘yicha faktor fazosini garaymiz. Faktor fazo
tarifiga ko‘ra x,yl V[a,b] elementlar bitta qo‘shni sinfda yotishi uchun
X(t) - y(t) © const bo'lishi zarur va yetarli. Boshgacha aytganda yI V[a,b]
element x eementni saglovchi x qo‘shni  sinfda yotishi  uchun
y(t) ° x(t)- C, C=const ko'rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Malumki,
har ganday faktor fazoda x elementning normasi quyidagicha aniglanadi:

x| =inf|y|=int (x(a)- C/+v.[x-C]). (8.)
O'zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan malumki, istalgan C
0‘zgarmas uchun

VP[x- Cl=V?[x]
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tenglik o'rinli. | X(@) - C| ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan
foydalanib, (8.7) ni quyidagicha yozish mumkin:

Ix|=V,[¥, xI x va x@)=0. (8.8)
Shunday qilib x qo‘shni sinfga, shu sinfning a nugtada nolga aylanuvchi x
elementini mos qo‘yish bilan V[a,b]/L¢ faktor fazo va V,[a,b] (8.15-misolga
garang) fazolar o' rtasida izomorfizm o' rnatiladi. Demak, V[a,b]/L¢ va V,[a,b]
fazolar o' zaro izomorf ekan.

8.20. 7.6-misolda keltirilgan L, ={xI C[-11]: x(t)° O, tT [-10]} gism
fazosini garaymiz. L, yopiq gism fazo bo'ladi (mustagil isbotlang). C[- 11]/L,
faktor fazoda x elementning normasi quyidagicha aniglanadi:

x| =inf rrfaﬁx(t). (8.9)

X x tl]-11
C[- 1,1 Banax fazosi bo'lganligi uchun, C[- L1]/L, faktor fazo ham Banax

fazosi bo'ladi.
8.21. Shuni takidlash lozimki, Lp[a,b], p? 1 fazolar to'la normalangan fazolar,

yani Banax fazolari bo'ladi. Malumki, har ganday normalangan fazoni metrik fazo
sifatida garash mumkin. Agar biz Cpla,b], p3 1 to'la bo'Imagan metrik fazoni

to*Idirsak, uning to'Idirilgani Lp[a,b], p3 1 fazo bo' ladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

=

R", R}, Cla,b], I, c, ¢, fazolarda norma qanday kiritiladi?

2. L=R? fazoning L¢={(x,%,)T R*: x, =0} xos gism fazosi bo'yicha
L/LC faktor fazoning elementlarini tavsiflang. (2,3) nugtani saglovchi
go'shni sinfning normasini toping. X, =3 to'g'ri chiiq L/LC faktor
fazoning elementi bo' ladimi?

3. M[ab] fazoda (8.1) tenglik bilan aniglangan p:M[a,b]® R
funksionalning norma shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsating.

4. Vl[a,b] fazo M[a,b] fazoning gism fazosi bo‘ladimi?

5. C™[a,b] fazoda (8.2) tenglik bilan aniglangan p:C™[a,b]® R
funksionalning norma shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsating.

6. C™[a,b] fazo C[a,b] fazoning gism fazosi bo'ladimi?

7. CM[a,b], C[a,b] va C,[a,b] normalangan fazolarning qaysilari to‘la?

8. 3-8 ning 3.8 misolida keltirilgan {f } ketma-ketlikni CJ[-11] fazoda
fundamentallikka tekshiring. U yaginlashuvchi bo‘ladimi? 3.8 misoldan
foydalaning.

9. MfJa,b] chizigli normalangan fazoda har ganday fundamental ketma-ketlik

yaginlashuvchimi?
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10. V[a,b] chizigli normalangan fazo to‘la normalangan fazo bo‘ladimi?
11. AC,[a,b] chizigli normalangan fazo Banax fazosi bo‘ladimi?

13-mavzu:
Evklid fazolari. Bessel tengsizligi. Yopig ortogonal sistema

9. Evklid fazolari

Chizigli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar
ko' paytma kiritishdir.
9.1-ta'rif. Bizga L hagigiy chizigli fazo berilgan bo‘lsin. Agar L~ L dekart
ko' paytmada aniglangan P funksional quyidagi to'rtta shartni ganoatlantirsa:
1) p(x,x)20, "xI L p(xx)=00 x=q;
2) p(x,y)=p(y,x), "xyl L; )
3) p(ax,y)=apxy), "al R, "x,yl L;
4) P0G+ X, Y) = PO Y) P0G, V), XX YT L,
unga skalyar ko' paytma deyiladi.
9.2-ta’'rif. Skalyar ko'paytma kiritilgan chizigli fazo Evklid fazosi deyiladi va
X,Y elementlarning skalyar ko'paytmasi P(X, Y) = (X, Y) orgali belgilanadi.
Evklid fazosida x elementning normasi
[ [ =x.x) (9.)
formula orgali aniglanadi. Bu funksional norma aksiomalarini ganoatlantiradi.
Skalyar ko'paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-2 shartlari bevosita kelib
chigadi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi
deb ataluvchi quyidagi
[ Y)[E]xA v (92)
tengsizlikdan kelib chigadi.
Endi (9.2) tengsizlikni, ya ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini isbotlaymiz.
| T R ning barcha giymatlarida nomanfiy bo‘lgan kvadrat uchhadni qaraymiz:
F()=0 x+yl x+y)=12(xx)+ 2 (xy)+(y,y)=12x["+2 (xy)+]y["
Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya ni
2 2
D=4(xy) - 4]x|"{y|"£0.
Bundan
2 2 .
(Y £ A y[", yani [(xy) £]x]xy].
Endi (9.1) norma uchun uchburchak aksiomasining bgjarilishini ko' rsatamiz:

[x+y[ = (x+y.x+y)=(xx)+2(x,y)+(y.y) £

E|x"+ 2/ x|ty |+ y[ =[x +]y[f.
Bundan
| x+y[[£]x[+]yll-
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Shuni ta kidlaymizki, Evklid fazosida yig'indi, songa ko‘paytirish va skalyar
ko'paytma amallari uzluksizdir, yani agar x ® x, y.® y (norma bo'yicha
yaginlashish ma nosida), a, ® a (sonli ketma-ketlik sifatida) bo‘Isa, u holda

Y. ® x+y, ax,®ax (x,y)® (xy).
Bu tasdiglarning isboti quyidagicha:
[+ o) - (x+y)[ =1 (%, - X)+(y.- V)|EI% - x| +]y,- y|® 0, n® ¥;
lax,-ax|=lax-ax+ax-ax/£/f-a,)x[+a(x-x)|=
=la-a[xx|+aXx - x[®0, n® ¥;
[06:¥0)- ()1 =] 06v0)- (6YR) + 0 yn)- (xy)| £

£](x, - x.Yo)[+[ (%Y, - V)[E[ %, - x|y +][x[ 4y, - y|® 0. n®@ ¥.
Evklid fazolarida nafagat vektorning normasini (ya ni uzunligini), balki vektorlar
orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan fargli X va vy

vektorlar orasidagi | burchakning kosinusi

cos = (X’ y) (9.3)
x4y
formula bilan aniglanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra (9.3) ning o' ng
tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak (9.3) formula hagigatan ham,
nolmas x va y vektorlar orasidagi j , 0£] £p burchakni aniglaydi.
Agar (X, ¥) =0 bo'lsa, uholda x va y vektorlar ortogonal deyiladi.
9.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy a * b da (x,,x,)=0 bo'lsa, u holda nolmas { x, }
vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir
elementning normasi birga teng bo‘lsa, {xa} ortogonal normalangan sistema,

gisgacha ortonormal sistema deyiladi.
Agar {x } vektorlar ortogonal sistemani tashkil gilsa, u holda {x,} chizigli

bog' lanmagan bo'ladi. Hagigatan ham,

a,x,ta,x,+..+a_x =q
bo'Isin. Bu tenglikning ikkala gismini x; ga skalyar ko'paytirib, quyidagiga ega
bo‘lamiz

(x a,x,+a,x,+..+a, x )=a,(x,x)=0,i=12,.,n

(%, %)* 0 bo'lgani uchun, barcha il {1,2,...,n} lardaa; =0 bo'ladi.

9.4-ta’rif. Agar {Xa}i E sistemani o' zida saglovchi minimal yopiq gism fazo
E fazoning o' ziga teng bo'Isa, u holda { x,} sistema to‘la deyiladi.

9.5-ta’rif. Agar {x } ortonormal sistema to‘la bo'lsa, u holda bu sistema E

fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.
Ravshanki, agar { x, } - ortogonal sistema bo'lIsa, u holda

1 x 0

[ T

P IxIp
ortonormal sistema bo’ladi.
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Misollar. 9.1. R"={x=(x.,%,,....x,), X1 R} - n- o'Ichamli Evklid fazosi. Bu
fazoda skalyar ko' paytma quyidagicha kiritiladi
(x.y)=axy,.
i=1
Bu fazoda

{e = (Q.045.4.0.K O},

vektorlar sistemasi ortonormal bazisni tashkil giladi.

9.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi I, ni garaymiz. Bu
fazoda skalyar ko' paytma quyidagicha kiritiladi

¥
(xw=gxm-

|, fazoda ortonormal bazis sifatida
{e, = (Q.045.,10.K)}

vektorlar sistemasini olish mumkin.
9.3. C,[a,b] fazoda skalyar ko' paytma quyidagicha kiritiladi

(,0)= of () lt) 04

Bu fazoda [Irthogonal (normalanmagan) bazisga
1, 0032p nt, sin2|O nt , nh=12K
2 b-a b-a
funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo'la oladi.
9.4. L,[a,b] fazoda ham f va g elementlarning skalyar ko' paytmasi (9.4)
tenglik bilan aniglanadi.
9.6-tarif. Agar E Evklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli
to'plam mavjud bo'lsa, E [Irthogona Evklid fazosi deyiladi.

Y uqorida keltirilgan R", I, , C,[a,b] va L,[a,b] fazolar (2.3-2.6 misollarga
garang) separabel Evklid fazolariga misol bo‘ladi. Har ganday separabel Evklid
fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko’ pi bilan sanoglidir. Mustaqil isbotlang.

9.1-teorema. (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E Evklid fazosida chizigli
bog‘lanmagan

f, f et .. (9.5)
elementlar sistemasi  berilgan bo‘lsin. U holda E Evklid fazosida quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi

I (9.6)

sistema mavjud:
1) (9.6) ortonormal sistema.
2) Har bir f  element f,f,,....f, ,... elementlarning chizigli kombinatsiyasidan

iborat, ya’ ni
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fn:an1f1+an2f2+"'+annfn’ ann>0;

3) har bir f_ element
fn = bnlf 1 +bn2f 2 t.. +bnnf n? bnn
ko' rinishda tasvirlanadi.
4) (9.6) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir giymatli aniglanadi.
Isbot. T, element & T, ko'rinishdaizlanadi va 8y,
(f 1’f 2) = aizl(fl’ fl) :1

shartdan aniglanadi. Bu yerdan

>0

1 1

= =
CR)

Ko'rinib turibdiki, f; bir giymatli aniglanadi. Faraz gilaylik, 1-3 shartlarni

ganoatlantiruvchi T ., KT {1,2,..n - 1} eementlar qurilgan bo'Isin. Ushbu
y n = fn - (fn’fl)fl_ (fn’f 2)f2 Toeee” (fn’f n-l)f n-1
elementni kiritamiz. Ko'rinib turibdiki, agar kT {1,2,...,n- 1} bo'lsa, {y ,f.)=0
va 6/ Y n)>0 bo‘ladi. Chunki (y ayY n)=0 tenglik (9.5) sistemaning chizigli
erkli ekanligiga zid.
f — y n

n
nvy n

deymiz. y , vektorning qurilishiga ko‘ra u f, f,,...,f vektorlarning chizigli
kombinatsiyasi va demak, f,, ham ularning chizigli kombinatsiyasi, ya ni
f,=a,f +a,f,+..+a, f, buyerda a_ :;>O
n y n
Bundan tashaari (fk,fk):1, (F..f.)=0, (k<n) va

f =b,f,+b, f,+...+b f , b = ¥ .)>0,

nn" n?

yani f, teorema shartlarini ganoatlantiradi. (9.5) sistemadan 1-3 shartlarni
ganoatlantiruvchi (9.6) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish jarayoni deyiladi.
Ko'rinib turibdiki, (9.5) va (9.6) sistemalardan hosil bo'lgan gism fazolar ustma-
ust tushadi. Bundan kelib chigadiki, bu sistemalar bir vagtda to‘labo‘ladi. A

9.1-natija. Har ganday separabel Evklid fazosida sanogli ortonormal bazis
mavjud.

Isbot. f, - E Evklid fazosining hamma yerida zich sanogli to‘plam bo'lsin.
Undan chizigli bog'langan elementlarni chigarib tashlab, golgan {f.} sistemaga
ortogonallashtirish jarayonini go’ llab, ortonormal bazisni hosil gilamiz. A
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9.1. Bessel tengsizligi. Yopig ortogonal sistema

Bizga n - o'lchamli E Evklid fazosi va uning €.,&,,...,€, ortonormal bazisi
berilgan bo‘Isin. U holdaixtiyoriy X1 E elementni

X=4ace (9.7)
k=1

yoyilma ko' rinishda yozish mumkin, buyerda ¢, = (x,g,), ki {1,2,....n}.
Bu yoyilmani cheksiz o'lchamli Evklid fazolari uchun ganday umumlashtirish
mumkinligini ko'rib chigamiz. Bizga E Evklid fazosining

fofs, nf . (9.8)
ortonormal sistemasi va f1 E ixtiyoriy elementi berilgan bo‘Isin. f elementga
¢ =(f.f,) k=12..,n,.. (9.9)

sonlar ketma-ketligini mos o' yamiz va ¢, sonlarni f elementning koordinatalari
yoki {f .} sistemadagi Fur’ e koeffitsiyentlari deb ataymiz.

¥
acf, (9.10)
k=1

formal gatorni esa f elementning {f .} ortonormal sistema bo'yicha Fur’ e gatori

deb ataymiz.
Quyidagicha savol tug‘iladi. (9.10) gator yaginlashuvchimi? Ya ni gatorning
gismiy yig'indilar ketma-ketligi

n

n
acf, =f
k=1

biror elementga yaginlashadimi? Agar { f.} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda (9.10) gatorning yig'indisi f gateng bo‘ladimi?

Bu savollarga javob bf:rish uchun quyidagi masalani garaymiz. Berilgan n
natural sonuchun a , , k1 {1,2,..n} koeffitsiyentlarni shunday tanlash kerakki,

f va
S =4a,f, (9.11)
k=1
yig'indi orasidagi | f - S,| masofa minimal bo‘lsin. Bu masofa kvadratini
hisoblaymiz. (9.8) ortonormal sistema bo’lgani uchun
If- snzzgar -da.f.,f-4af 2=(f,f)- gar,éakfk& Faf,,f2+
k=1 =1 %] k= g €k=1 2

k

+€%akfk,én.ajfj9=(f,f)- Zén.ak(f,fk)+én.ak2=Hf
k=1

ek=1 j=1 7 k=1

2 g
k=1

Y 2 3 2 Y 2 _ 2 Y 2 Y 2
+aak+ack'ack—HfH +a(ak'ck) -a G
k=1 k=

k=1 k=1 k=1 1

Bu ifoda
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a,=c," kl{12,..,n (9.12)
bo‘lgan holda minimumga erishadi. Bu holda

| f - SnHZ =| f HZ - élclf. (9.13)
Biz isbotladikki, (9.11) ko‘rinishdagi yig'indilar ichida f elementdan Fur'e
gatorining
f=acf,

gismiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.
Bu tasdigning [Irthogona ma nosi shundan iboratki,

f-aa.f,
k=1

[Irthog fof, .ty vektorlarning barcha chizigli kombinatsiyalariga

Orthogonal, yarni T - S, element T4, f,, ...,f, vektorlardan hosil bo‘ Igan gism
fazoga [Irthogonal bo'lishi uchun (9.12) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

| f- SnHZ 3 0 bo‘lgani uchun (9.13) tenglikka ko' ra
ace|f
k=1

Bu tengsizlik ixtiyoriy nT N uchun o'rinli, shunday ekan,
¥
a c
k=

1

gator yaginlashuvchi va
¥
ace|f|. (9.14)
k=1

So'nggi (9.14) tengsizlik Bessel tengsizligi deyi_ladi.
9.7-ta'rif. Agar ixtiyoriy 1 E uchun

¥
aci=| [’ c=(ff) (9.15)
k=1

tenglik o'rinli bo‘lsa, {f.} ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi. (9.15)
tenglik Parseval tengligi deyiladi.

(9.13) tenglikdan kelib chigadiki, {f .} ortonormal sistemaning yopiq bo'lishi
uchun, har bir f1 E da

&
acf,
k=1

Fur’ e gatorining gismiy yig'indilar ketma-ketligi f elementga yaginlashishi kerak.
9.2-teorema. Separabel Evklid fazosida har ganday to‘la ortonormal sistema
yopiq va aksincha.

Isbot. E dan olingan ixtiyoriy {f,} to‘la ortonormal sistemani garaymiz.
Istalgan f1 E uchun ¢ =(f.f,), k=12...n,.. Fure koeffitsiyentlarini
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olamiz. {f .} sistema to‘la bo'lgani uchun ixtiyoriy € >0 songa ko‘ra shunday

&a,f, chekliyigindi mavjud bo'lib,
k=1
2

N
f-aaf, | <e

k=1

tengsizlik bgjariladi. U holda n3® N bo'lganda

2 2

<e.

N
£Hf—éakfk
k=1

n N N
1 -Aerel o= 1-Aar,
k=1 k=1 k=1
Olingan bu munosabatlardan
2 3,‘ 2
[l =ac
k=1
Parseval tengligi kelib chigadi, ya ni {f .} sistema yopiq ekan.
Endi {f .} - E dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema bo‘Isin. f1 E
¥
vektor ganday bo‘lmasin, uning Fur'e gatori 4 c f, ning gismiy yig indilar
k=1

ketma-ketligi f elementga yaginlashadi, chunki
2

. 0o
=limdf|’ - § ¢2=0
no¥e k=l @

Shuning uchun {f,} - sistemaning barcha chekli kombinatsiyalari to'plami E

lim
n® ¥

f- é. Ckfk
k=1

ning hamma yerida zich bo‘ladi. Ya' ni {f .} to‘laortonormal sistema boladi. A
9.5. C,[-p.p] separabel Evklid fazosida {f,(t)=p Y?sinnt}¥, ssema
ortonormal bo' ladimi? Agar {f .} ortonormal sistema bo'Isa, u to‘lami?

Yechish. Ma lumki, {p'l/zsinnt} trigonometrik sistema ortogonaldir. Endi
(f ,.f,) =1 tenglikni tekshiramiz.

1° . 1° 1
f f)==cgin°nt dt=—" c§1- cosZpt)dt=—(2p - O)=1_
p & 2 d 2

Demak, {f,} ortonormal sistema ekan. Endi uni to‘lalikka tekshiramiz. 9.2-
teoremaga ko'ra {f .} sistema to‘la bo‘lishi uchun uning yopiqg bo'lishi zarur va
yetarlidir. f,(t)° 11 C,[-p.p] uchun Parseval tengligi bajarilishini tekshiramiz.
f, ning Fure koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Ma lumki, toq funksiyaning

[-a,a] kesma bo'yicha olingan integrali nolga teng. Shuning uchun istalgan
nl N da
1 p
c, =(fo, f,)=—— ¢pinntdt =0
P
Bundan
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2 =|t,[>0=4
n=1

tengsizlik kelib chigadi. Parseval tengligi bajarilmayapti, shuning uchun {f .}
sistema yopiq emas, demak, u to‘la bo’ Imagan ortonormal sistema ekan.

14-mavzu:
To'layevklid fazolari. Ris—Fisher teoremasi. Gilbert fazolari. Kompleks
yevklid fazolari

9.2. To'laEvklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi

Bizni asosan to'la Evklid fazolari qgizigtiradi.

9.8-ta'rif. E Evklid fazosi | x| =+/(x,x) normaga nisbatan to‘la bo‘lsa, u to'la
Evklid fazosi deyiladi.

Misollar. 9.6. C,[a,b] to‘la bo‘Imagan separabel Evklid fazosi bo'ladi (3.8-
misolga garang).

9.7. |, va L,[a,b] to'laseparabel Evklid fazolarigamisol bo‘ladi (3.7 va8.15
misollarga garang).

E - to'la separabel Evklid fazosi va {f .} -undagi ortonormal sistema (to‘la
bo‘lishi shart emas) bo'Isin. Bessel tengsizligidan kelib chigadiki, C;,C,,...,C, ...
sonlar biror f elementning Fur'e koeffitsiyentlari bo‘lishi uchun

5
n=1

gatorning yaginlashishi zarur.
To'la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.

9.3teorema. (Riss-Fisher). {f.} - E to'la Evklid fazosidagi ixtiyoriy
ortonormal sistemava C;,C,,...,C,,... sonlar shunday bo‘lsinki,

¥
ac (9.16)

n=1

gator yaginlashsin. U holda shunday f1 E element mavjudki,
¥
¢ =(f.f,) k=12,...n,.. va ac=(f,f)=|f|

n=1
tengliklar o'rinli bo‘ladi.
Isbot. E to'laEvklid fazosida { f.} ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz:
f=acf,.
k=1

(9.16) gator yaginlashuvchi bo'lgani uchun ixtiyoriy € >0 son uchun shunday
n(e) >0 mavjudki, barchna N>n(e) va p! N larda
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n+p
| = § o <e?
k=n+1
tengsizlik o'rinli, yani { f.} - fundamental ketma-ketlik. E ning to‘laligigako'ra
{f.} ketma-ketlik gandaydir f1 E elementga yaginlashadi. Istalgan i1 N uchun
(F.8)=(f.f)+(F- f.F), (9.17)
tenglik o'rinli. (9.17) ning o' ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi N3 i da ¢ ga
teng, ikkinchi go‘ shiluvchi esa N® ¥ danolga intiladi, chunki
-t E )1 £ - At l=] £ - f]® 0 ne ¥,
(9.17) tenglikning chap tomoni N ga bog'lig emas, shuning uchun N® ¥ da
limitga o' tsak,

f f

2
ntp = 'n _"

Copyf g FotCy

n+l ~ ** n+p "’ n+p

(f aF ) =G.
f ning aniglanishiga ko'ra,

cC® 0, Nn® ¥.

1

|- 6P =8 -8 cf.f-&ch 2=(f1)-
e k=1 4]

¥
o
k=1 k=

Shuning uchun
¥
act=(f,f). A

Ortogonal sistemaning to‘laligi hagida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

9.4-teorema. To'la separabel Evklid fazosidagi {f ,} ortonormal sistema to‘la
bo'lishi uchun, E da {f .} sistemaning barcha elementlariga ortogonal bo‘lgan
nolmas elementning mavjud bo’Imasligi yetarli va zarurdir.

| shot. Faraz qgilaylik, {f .} - to‘lasistemabo'lsin, u holda 9.2-teoremaga ko‘ra u
yopiq ham bo'ladi. Agar f element {f,} sistemaning barcha elementlariga
ortogonal bo‘lsa, u holda uning barcha Fur'e koeffitsiyentlari nolga teng, yani
C, =0 bo'ladi. U holda Parseval tengligiga ko' ra,

¥
(f,f)=4ac’,
k=1
yani f =q.

Teskarisi, {f .} to'la bo'Imagan sistema bo'lsin, yani E da shunday gt q
element mavjud bo'lib,

¥
(9,9)>§}1Ck2 . buyerda G =(9.f,)

tengsizlik baarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday fT E element
mavjudki,
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tengliklar o'rinli. Bu holda f - g element barcha f  larga ortogonal bo' ladi.

¥
(hﬂ=g¢<@g)

tengsizlikdan f - g q ekanligi kelib chigadi. A

Misol. 9.8. L,[-p.p] separabel Evklid fazosida {y ,(t)=p Y?>cosnt} ¥,
ortonormal sistemato‘la bo’ ladimi?

Yechish. {y ,} larning barchasiga ortogonal bo‘lgan fo(t)=1 nolmas element
mavjud. Shuning uchun, 9.4-teoremagako'ra{y ,} sistemato‘laemas.

9.3. Evklid fazolarining xar akteristik xossalari

Quyidagicha savolni garaymiz. R - normalangan fazo bo‘lsin. R da aniglangan
norma ganday go‘ shimcha shartlarni ganoatlantirsa, R- Evklid fazosi ham bo’ladi?
Boshgacha aytganda, ganday shartlarda norma orgali unga mos skalyar ko' paytma
Kiritish mumkin?

9.5-teorema. R normalangan fazo Evklid fazosi bo'lishi uchun, ixtiyoriy ikkita

f,g!l R elementlar uchun

[f+g*+|f-gf*=2 " +2q|’ (9.18)
tenglik bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f+9g va f- g tomonlari f va g vektorlardan iborat

parallelogramm diagonallaridir. (9.18) tenglik Evklid fazosidagi parallelogramning
malum xossasini ifodalaydi, yani parallelogramm diagonallari kvadratlarining
yig'indisi barcha tomonlar kvadratlarining yig‘ indisiga teng.

[f+al +]f-of =(f+g.f+g)+(f-0.f-g)=

=2(f,f)+2(g.9)=2| [ +2 g
Yetarliligi. R normalangan fazoda normaning (9.18) ayniyatidan foydalanib, R
da skalyar ko' paytma kiritish mumkinligini ko'rsatish kifoya. Ixtiyoriy f,gl R
elementlar uchun

1 2 2
(f.0)=2{ t+alf +| - of] 919)

deymiz. Ko'rsatish mumkinki, agar (9.18) tenglik baarilsa, (9.19) tenglik
yordamida aniglangan funksional skalyar ko' paytma shartlarini ganoatlantiradi va
bu skalyar ko' paytma R fazo normasiga mos keladi.A

Misollar. 9.9. R; - n- o'lchamli vektor fazoni garaymiz va unda normani
guyidagicha kiritamiz (8.3-misolga garang):

1

Fo o) or
x|, =¢a [x|"=
k=1 (4]
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p>1 da norma aksiomalari bajariladi, lekin R; normalangan fazo Evklid fazosi

bo‘lishi uchun p fagat 2 gateng bo' lishi kerak. Hagigatan ham, R; daikkita
f =110K,0), g=(@1-10,K,0)
vektorlarni garaymiz. U holda
f+g9=(20,0K,0), f-g=(020K,0)
Endi (9.18) tenglikning bgjarilishini tekshirib ko' ramiz:
[f+g], =) =2 |f-d,=2|f],=]q],=2"
22 +22=207P +250%P  2=27P,
So‘nggi tenglik fagatgina p =2 dao'rinli.
9.10. C[0,p/2] fazoni garaymiz. Normani quyidagicha kiritamiz:

| £= max| f(t). (9.20)
f(t) =cost, g(t) =sint elementlarni olamiz. U holda | f | =| g| =1,
| f+g|= max\cost+sint\:£+£: 2,
OFtEp/2 2 2
| f- g]= max|cost- sint|=1
OftEp/2

Endi (9.18) tenglikning bajarilishini tekshiramiz:

2+1=2(1+1), 31 4
Demak, (9.20) tenglik bilan aniglanuvchi normani biror bir skalyar ko' paytma
yordamida berish mumkin emas.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Shunday funksionalga misol keltiringki, skalyar ko'paytmaning 1- sharti
bajarilmasin.

2. Skalyar ko'paytmaning 1-sharti bajarilib, 2-4 shartlari bajarilmaydigan
funksionalga misol keltiring.

3. To'la va to'la bo‘lmagan Evklid fazolariga misollar keltiring. 1, va
C,[- L1 fazolarni tahlil giling.

4. R® fazoda x=(11), y=(110), z=(1,0,0) vektorlarni ortogonal-
lashtiring.

5. C,[a,b] fazoda ortonormal sistemaga misol keltiring.

6. C,[-11 fazoda f(X)=1va g(x)=Xx vektorlar orasidagi burchakni
toping.

7. {f.(t)=cos(np x)} ¥, sistemani C,[-1,1] fazoda ortogonallikka tekshiring.
Undan ortonormal sistemaga o‘ting.

8. {gn(t)=sin(np x)} =, sistema L,[- 1,1] fazoda yopiq sistema bo' ladimi?.
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9. L,[-11] fazoda f(X) =1 va g(X) = X vektorlarning

¥

i _ 1 0
i f (x) \/acos(np x)%n=l
ortonormal sistemadagi Fur'e koeffitsiyentlarini toping.
10. L,[- 11 Evklid fazosida
%p’ fn(x)z%pcos(np x), gn(x)z%psin(np x), nl N
ortonormal sistema to‘la bo'ladimi?
11. |p, P31 chizigli normalangan fazo p ning ganday giymatlarida Evklid
fazosi bo'ladi.
12. L [a,b], p31 chizigli normalangan fazo p ning ganday giymatlarida
Evklid fazosi bo'ladi.

10. Hilbert fazolari

To'la Evklid fazolarini garashda davom etamiz. Bizni fagat cheksiz o' [chamli

Evklid fazolari gizigtiradi, chunki chekli o'lchamli Evklid fazolari R" fazoga
izomorfdir.

10.1-ta'rif. Cheksiz o'lchamli to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli f,d,] ,KK elementlarning H to‘plami Hilbert
fazosi bo'lsa, u quyidagi uchta shartni ganoatlantiradi:

1) H - Evklid fazosi, yani skalyar ko' paytma kiritilgan chizigli fazo;

2) r(x,y)=+/(x- y,x- y) metrikamanosida H -to‘lafazo;

3) H fazo - cheksiz o'Ichamli, yani unda cheksiz elementli chizigli erkli

sistema mavjud.

Odatda separabel Hilbert fazolari garaladi, yani H ning hamma yerida zich
bo‘lgan sanogli to‘ plam mavjud.

Bundan keyin biz fagat separabel Hilbert fazolarini garaymiz.

Misollar. 10.1. C,[a,b] Evklid fazosi to'la emas (3.8 va 9.6-misollarga

garang), shuning uchun C,[a,b] Hilbert fazosi bo‘ la olmaydi.

10.2. |, va L,[a,b] lar cheksiz o'Ichamli to'la separabel Evklid fazolaridir
(9.7-misolga garang). Shuning uchun ular Hilbert fazolari bo'ladi.
10.2-ta'rif. Agar R va R Evklid fazolari o'rtasida o‘zaro bir giymatli moslik

o' rnatish mumkin bo'lib, R ~
X « )d‘, Y « yk, X,y| R, Xk,y*l R*

ekanligidan
ohye oy, xe e v (xy)=e,y?)

munosabatlar kelib chigsa, R va R™ lar izomorf fazolar deyiladi.
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Boshgacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundan iboratki, bu
fazolar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik mavjud bo'lib, bu moslik shu
fazolardagi chizigli amallarni va ulardagi skalyar ko' paytmani saglaydi.

Malumki, n - o‘lchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o‘zaro izomorfdir.

Cheksiz o' Ichamli Evklid fazolari o zaro izomorf bo' lishi shart emas. Masalan |,
va C,[a,b] fazolar izomorf emas, chunki I, to'la, C,[a,b] esato‘laemas.

Quyidagi teorema o' rinli.
10.1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o zaro izomorfdir.

Isbot. Ixtiyoriy H Hilbert fazosini 1, fazoga izomorfligini ko' rsatamiz. Agar
shuni ko'rsatsak, teorema isbot bo‘lgan bo‘ladi. H Hilbert fazosidan ixtiyoriy
{f.} to'la ortonormal sistemani olamiz va f1 H elementga uning Fur'e
koeffitsiyentlari bo‘lgan C;,C,,..., C,... ketma-ketlikni mos qo‘'yamiz. Bessel
tengsizligigako‘ra,

5 C<¥.

n=1
Shuning uchun C:(Cl,CZ,K,Cn,K) ketma-ketlik 1, fazoning elementi
bo'ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko‘ra, |, fazoning ixtiyoriy
C= (Cl,Cz,K,Cn,K) elementiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona f
elementi mos keladi va uning Fur'e koeffitsiyentlari bo'lib, C;,C,,..., C,,... sonlar
xizmat giladi. O rnatilgan bu moslik o' zaro bir gqiymatlidir. Agar

f « (c,c,,K,c,,K) va g« (d,d,,K,d, ,K)
bo‘lsa, u holda
f+g« (c,+d,,c,+d,,K,c, +d ,K)
va
af« (acj,ac,K,c,K)

Vanihoyat, Parseval tengligidan

¥
(f.g)=a c,d, =(c,d)
n=1
ekanligi kelib chigadi. Hagigatan ham,
¥ ¥
(f.f)=ac:, (9.9)=ad’ (10.1)
n=1

n=1

va

(f+g,f+g)=(f,F)+2(f,0)+(0.0)=4 (c,+d. P =& +28 c.d, +& .
n=1 n=1 n=1 n=1

Bu yerdan va (10.1) dan
¥
(f.g)=a c,d, =(c,d).

n=1
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Shunday qilib, biz o'rnatgan moslik izomorfizm ekan, yani bu moslik chizigli
amallarni va skalyar ko' paytmani saglaydi. A

Isbotlangan teoremadan shu narsa kelib chigadiki, izomorfizm anigligida fagat
I, Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshgacha aytganda, I, fazo H Hilbert
fazosining "koordinat ko' rinishi” desak bo' ladi.

H Hilbert fazosining gism fazosi deganda yopiq gism fazoni tushunamiz.
Hilbert fazosining gism fazolariga misollar keltiramiz.

Misollar. 10.3. hi H - ixtiyoriy element bo‘lsin. h ga ortogonal bo'lgan
barcha f T H eementlar to' plami gism fazo tashkil giladi.

10.4. |, fazoda X, =X, shartni ganoatlantiruvchi elementlari to'plami gism
fazo tashkil giladi.

105. 1, fazoning M ={xI I,: x=(x,0,%,,0,%;,...0,%,...,0,...} toplami
uning gism fazosi bo' ladi.

Hilbert fazosining har ganday gism fazosi yo chekli o'Ichamli Evklid fazosi
bo' ladi, yo uning o' zi Hilbert fazosini tashkil giladi.

10.6. L,[-1]] Hilbert  fazosida tog  funksiyalardan iborat
L[- 10 ={fT L[- 10: f(-t) =f(t)} to plam gism fazo tashkil giladi.

10.7. L,[-1]] Hilbert fazosida guyidagi to* plam
Lol-L0 ={fT L,[-10:f(t)° 0,tT [-10]} gism fazo tashkil giladi.

Agar H Hilbert fazosi separabel bo'lsa, uning ixtiyoriy gismi ham separabel
bo' ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chigadi.

10.1-lemma. R separabel Evklid fazosining har ganday R( gismi yana
separabeldir.

Hilbert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki, ixtiyoriy
normalangan fazoning gism fazolari bu xossalarga ega emas. Bu xossalar Hilbert
fazosida kiritilgan skalyar ko'paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga
asoslangan.

H separabel Hilbert fazosining M qgism fazosi berilgan bo‘Isin. Bu gism fazo
ning hamma yerida zich bo‘lgan sanogli sistema olamiz va unga
ortogonallashtirish jarayonini go‘llab, quyidagi teoremaga ega bo' lamiz.

10.2-teorema. H separabel Hilbert fazosining ixtiyoriy M gism fazosida
shunday {f ,} ortonormal sistema mavjudki, uning chizigli gobig‘ining yopig'i M
ga teng.

Bizga H Hilbert fazosining M - gism fazosi berilgan bo'Isin. Barcha f1 M

elementlarga ortogonal bo'lgan gl H elementlar to' plamini M " =H QM orgali
belgilaymiz, yani
M”" ={gl H:(f,g)=0, "fT M}.
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M” ham H ning gism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to* plamning qo* shish va
songa ko' paytirish amallariga nisbatan yopigligini ko' rsatamiz. Agar g,,9,1 M"
bo‘lsa, u holda

0.9, +a,9,, f)=a,(g,, F) +a,(g,, f) =0.
End M~ to plamning yopigligini ko'rsatamiz. Faraz dilaylik, g,l M”
elementlar ketma-ketligi gl H elementga yaginlashsin. U holda skalyar
ko' paytmaning uzluksizligigako'ra, istalgan f1 M uchun

(9.f)={im gn,f)=li@rgé(gn,f):0.

Demak, g M, yani M" yopiq gism fazo bo'lar ekan. M~ gismfazo M gism
fazoning ortogonal to' Idiruvchisi deyiladi.

10.3-teorema. Agar M - H Hilbert fazosining yopiq gism fazosi bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy f1 H element yagona usul bilan f =h+hC yig'indiga yoyiladi,
buyerda hl M, h&i M".

Ishot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun M da
{f .} to'laortonormal sistemaolamiz va

¥
h=acf, c=(f f,)

n=1

deymiz. Bessel tengsizligiga ko‘ra,
C,

)7 Qo

1
gator yaginlashuvchi bo'Igani uchun hl M. Endi ht¢= f - h deb olamiz. Ko‘rinib
turibdiki, ixtiyoriy nl N uchun
(h,f. )=(f.f)-(hf )=c -c, =0.
Ixtiyoriy x T M element uchun
¥

¥
x=aaf, va (h"x)=aa,hf,)=0
n=1 n=1
yani hd M" .
Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, boshga bir

( "N (" N ~
f=h+h, h1 M,h' T M" yoyilma mavjud bo'Isin. U holda ixtiyoriy nl N

uchun
(h.fo)=(f.f,)=c,.

(
Bu yerdan kelib chigadiki h, =h, h =he¢ A
10.1-natija. M I H gism fazoning ortogonal to'ldiruvchisining ortogonal

to'ldiruvchiss M ning o‘ziga teng, ya'ni (MA) =M.
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Shunday qilib, H fazoning o'zaro to'ldiruvchi gism fazolari hagida gapirish
mumkin. Agar M va M " ikkita shunday bir-birini to’Idiruvchi gism fazolar va
{f.}, {f & - mosravishda M va M" dagi to'la ortonormal sistema bo‘Isa, u

holda {f,} va {f{} sistemalarning birlashmasi butun H fazoda to'la

ortonormal sistema bo' ladi.

10.2-natija. H fazodagi har ganday ortonormal sistemani to'la sistemagacha
to’ ldirish mumkin.

Agar {f ,} sistema chekli bo'Isa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar soni

{f.} sstemadan hosil gilingan M gism fazoning o'lchamiga va M~ gism
fazoning koo' Ichamiga teng. Shunday qilib, quyidagiga egamiz.

10.3-natija. Chekli n - o'lchamli gism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi n -
koo’ |lchamga ega va aksincha.

10.3-ta'rif. Agar H Hilbert fazosining ixtiyoriy f T H elementi
f=h+h, hi M, hT M"
ko'rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o'zaro ortogonal M va M” gism
fazolarning to'g'ri yig'indisiga yoyilgan deyiladi va
H=MAM"
ko' rinishda yozladi.

To'g'ri yig'indini chekli yoki sanogli sondagi gism fazolar uchun ham
umumlashtirish mumkin, yani H o‘zining M,,M,,K,M K gism fazolarining
to'g'ri yig'indisiga yoyilgan deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:

a) M; gism fazolar juft-jufti bilan o' zaro ortogonal, ya'ni M; dagi ixtiyoriy vektor
M dagi ixtiyoriy vektorga ortogonal, i * K;
b) ixtiyoriy f1 H element

f=h+h+.+h+., hi M, n=12K (10.2)
ko' rinishda tasvirlanadi, agar qo’ shiluvchilar soni cheksiz bo‘lsa,

¥
afh [
n=1

¥
gator yaginlashuvchi bo'ladi. Bu holda H = aAM, ko rinishda yoziladi.

n=1
Osongina ko' rsatish mumkinki, agar f uchun (10.2) yoyilma mavjud bo'lsa, u
yagonava

¥
[T =aln".
Qism fazolarning to'g'ri yig'indisi bilan bir gatorda chekli yoki sanogli sondagi
Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisi hagida ham gapirish mumkin. Agar H, va
H, lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo‘lsa, u holda ularning to'g'ri yig indisi
H=H,AH, quyidagicha aniglanadi. H fazoning elementlari barcha
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(h.h,), hT H, h,T H, juftliklardan iborat. H =H,AH, da skalyar
ko' paytma quyidagichakiritiladi: X X
((hl’hz)’(hll’hlz)):(hl’hll)Hl +(h2’h'2)H2’ h,h I Hy, hy, b0 H,.

Chekli sondagi Hy, H,, K, H , Hilbert fazolarining to‘g'ri yig'indisi ham xuddi
shunday aniglanadi.
Sanogli sondagi H,,H,,K,H ,K Hilbert fazolarining to'g'ri yig indisi

¥
H =8 AH, quyidagichaaniglanadi
n=1

H=!h=(hheoh) BT H,, 5||hn||2<+¥§_
n=1

|
H fazoda skalyar ko' paytma quyidagicha kiritiladi

¥
o

(hg)=a (h.9,), h=(h,hh) 9=(91 90000 Gee)s D9, T H, .

n=1
10.8. 10.6-misolda keltirilgan L,[- 11 (toq funksiyalar to‘ plami) gism fazoning
ortogonal to‘ [diruvchisini toping.
Yechish. Li[-11={fT L,[-11: f(-t)=f(t)} juft funksiyalardan iborat
to'plam L,[- 1] fazoning gism fazosi bo'ladi va L,[- L1~ L3[- 11]. Hagigatan

ham,
1

(F,f7)=of MOxf @) dt=0, "f 1 21, "1 L[-11].

Bu yerdan (L'z[-ll])A EL[-1] va (L'z[- ll])A‘I L3[- 1,A] munosabatlar kelib
chigadi. Bulardan esa (L[~ 11]) = L3[- 1] tenglikni olamiz.

10.1. Kompleks Evklid fazolari

Hagiqiy Evklid fazolari bilan bir gatorda kompleks Evklid fazolari ham qgaraladi
(yani skalyar ko' paytma kiritilgan kompleks chizigli fazo). Lekin hagigiy Evklid
fazolaridagi skalyar ko'paytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Evklid fazolari
uchun bir vagtda bajarilmaydi. Hagigiy Evklid fazolarida skalyar ko' paytmaning
1-4 aksiomalari quyidagicha edi:

1) (x,x)30, "xI E; (x,x)=00 x=q,
2) (xy)=(y,x), "xyl E,
3 (I xy)=l(xy), "ITC,"xyl E,

4) (% +%, ¥) =0, Y) + (%, ¥), "%, %, yl E.
Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bo’ lamiz

0 xIx)=1 (1 x)=1( xx=12%(xx),
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bu yerdan | =i bo'lsa, (iIX,iX) =-(X,X), yani x va ix vektorlarning skalyar
ko' paytmasi bir vagtda musbat bo’ la olmaydi, bu esa 1-shartga zid, yani 1, 2 va 3-
shartlar bir vagtda baarilishi mumkin emas ekan. Demak, kompleks chizigli
fazolarda skalyar ko' paytmaning shartlarini biroz o' zgartirish kerak.

Kompleks chizigli fazoda skalyar ko' paytmaning shartlarini keltiramiz:
1) (x,x)30, "xI E; (x,x)=00 x=q,
2) (xy)=(y,x), "xyl E,
3 (I xy)=l(xy), "ITC,"xyl E,

4 (4 +%, ) =040+, Y), "%, %, yl E.
2va3dan (x, y)=I (x,y) kelib chigadi. Hagigatan ham,
(1 V=0 y,x)=1{y,x)=1 {y,)=1" (xy).

Misollar. 10.9. E =C" - kompleks chizigli fazo. Bu fazoda skalyar ko' paytma
guyidagicha kiritiladi:

X Vi .

Qos

(xy)=

~
1

1

\ , )
10.10. 1, =i X= (%, Xy ) %, T C1 Qx| <¥§ kompleks chizigli fazo.
n=1

Bu fazoda skalyar ko' paytma quyidagicha kiritiladi:
¥ o
(% y)=a %Y.
k=1
10.11. E=C,[a,b] - [a,b] kesmada aniglangan kompleks giymatli uzluksiz
funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko' paytma quyidagicha kiritiladi:

b
(f.g)=0of (t)glt)dt. (10.2)

10.12. E=1L,[a,b] - [a,b] kesmada aniglangan kompleks giymatli va kvadrati
bilan integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinfi. Bu fazoda ham f va g

elementlarning skalyar ko' paytma (10.2) tenglik bilan aniglanadi.
Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi haqgiqgiy Evklid

fazolari holidagidek
| f qu/if,f ) yoki Htz./ix,xi

formula bilan aniglanadi.
Kompleks Evklid fazolarida ikki vektor orasidagi burchak tushunchasi
Kiritilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saglanib goladi. Yani,

agar (X,¥) =0 bo'lsa, uholda x va y vektorlar o' zaro ortogonal deyiladi.
10.4-ta'rif. Agar
(fn’fm):\:ll’ agar n=m
10, agar nt m.
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bo'lsa, nolmas {f ,} 1 E sistema ortogonal normalangan sistema deyiladi.

Xuddi hagigiy Evklid fazolaridagi kabi, Cn=(f,fn), nl N sonlar f1E
vektorning {f .} ortonormal sistema (ortogonal normalangan sistema) dagi Fur'e
koeffitsiyentlari deyiladi.

¥

acf.

n=1
gator f vektorning {f .} sistemadagi Fur'e gatori deyiladi. Bu yerda ham Bessel
tengsizligi o‘rinli:

¥
ace|f]’
n=1
Kompleks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o'z kuchini

saglaydi:
Oy E] XA -
10.5-ta'rif. Cheksiz o'lchamli to‘la kompleks Evklid fazosi kompleks Hilbert
fazosi deyiladi.
Kompleks Hilbert fazolari uchun ham izomorfizm hagidagi teorema o' rinli.
10.4-teor ema. Barcha separabel kompleks Hilbert fazolari o' zaro izomorfdir.
10.13. I, va L [a,b] lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol boladi.
10.14. L,[-p,p] separabel kompleks Hilbert fazosida
i nt
j (t)=——, nl Z
J ( ) \/5

sistema to’ la ortonormal sistema bo'ladi. Mustaqil isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Hilbert fazolariga misollar keltiring. 1, fazo Hilbert fazosi bo'ladimi?

2. Separabel bo'Imagan Evklid fazosiga misol keltiring.
3.  m- chegaralangan ketma-ketliklar fazosida
%1
(ey)=a - xYn
n=1

funksional skalyar ko' paytma bo‘ladimi? m separabel Evklid fazosi bo'ladimi?
4. 1, fazoni ikkita ortogonal gism fazolarning to'g'ri yig‘indisi shaklida yozing.
5. L[-11 Hilbert fazosida LU[-11={f1 L[ 13]: f(-t)=f(©)} juft

funksiyalar to'plami gism fazo bo‘lishini ko'rsating. Uning ortogonal

to‘ldiruvchisini toping.
6. 10.7-misolda keltirilgan L, qism fazoning ortogonal to'ldiruvchisini toping.
7. Hilbert fazolarining to'g'ri yig‘indisida skalyar ko' paytma ganday kiritiladi?
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8. I, va L,[-11 Hilbert fazolarining to'g'ri yig‘indisida skalyar ko' paytma
ganday kiritiladi?
9. Quyidagi funksional 1, A L,[- 1, 1] Hilbert fazosida

¥ 1 . .
(x,f)(y.g))=8 x, vy, + of (x)g(x) dx, x,y1 I, f,gi LZ[- 1,1]
n=1 -1

skalyar ko' paytma bo‘ladimi?
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15-mavzu: Chiziqgli operatorlar. Misollar
11-8. Chizigli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chiziqli operatorlarni garaymiz. Chizigli operatorlarning aniglanish
sohasi va giymatlar to'plami chizigli normalangan fazolarning gism fazolari
bo‘ladi. Shunday qilib bizga X va Y chizigli normalangan fazolar berilgan
bo‘lsin.

11.1-ta'rif. X fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning yagona vy
elementini mos qo‘yuvchi

Ax=y (xI X, ylY)
akslantirish operator deyiladi.

Umuman A operator X ning hamma yerida aniglangan bo'lishi shart emas. Bu
holda Ax mavjud va AxI| Y bo‘lgan barcha xI X lar to'plami A operatorning
aniglanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya ni:

D(A)={$xT X: Ax mavjud va Axl Y}.
Agar chizigli A operator garalayotgan bo‘lsa, D(A) ning chizigli ko'pxillilik
bo'lishi talab qilinadi, ya' ni agar x,yT D(A) bo'lsa, u holda ixtiyoriy a,bT C
lar uchuna x+b y1 D(A).
11.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,yl D(A)T X elementlar va ixtiyoriy a,b1 C

sonlar uchun
Al@x+by)=a Ax+b Ay

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A ga chizigli operator deyiladi.

11.3-ta’rif. Bizga A:X ® Y operator va x,1 D(A) nugta berilgan bo'lsin.
Agar y, = Ax,1 Y ningixtiyoriy V atrofi uchun, x, nuqtaning shunday U atrofi
mavjud bo'lib, ixtiyoriy xi U I D(A) lar uchun AxT V bo'lsa, A operator
X = X, nuqtada uzluksiz deyiladi.

11.3-ta'rifgateng kuchli quyidagi ta'riflarni keltiramiz.

11.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy € >0 uchun shunday d =d(e)>0 mavjud bo'lib,
| x- x,| <d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x1 D(A) lar uchun

| Ax- Ax|<e

tengsizlik bajarilsa, A operator x = X, nugtada uzluksiz deyiladi.

11.5-ta'rif. Agar X, nugtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik uchun
| AX, - AX,|® 0 bo‘lsa, uholda A operator X, nugtada uzluksiz deyiladi.

Agar A operator ixtiyoriy xI D(A) nugtada uzluksiz bo'lsa, A uzluksiz
operator deyiladi. X

11.6-ta'rif. Ax=q tenglikni ganoatlantiruvchi barcha xI X lar to'plami A
operatorning yadrosi deb ataladi va u KerA bilan belgilanadi.
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11.7-ta’rif. Biror xI D(A) uchun y = Ax bajariladigan yT Y lar to'plami A
operatorning giymatlar sohasi yoki tasviri deb ataladi va u ImA yoki R(A) bilan
belgilanadi.

Matematik formulalar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini
guyidagicha yozish mumkin:

KerA={$x1 D(A): Ax=q},
R(A) =ImA={$yl Y:biror xi D(A)uchun y=Ax}.
Chizigli operatorning giymatlar sohasi va yadrosi chizigli ko' pxillik bo‘ladi. Agar
D(A) = X bo'lib, A uzluksiz operator bo'lsa, u holda KerA yopig gism fazo
bo'ladi, ya'ni KerA=[KerA]. A operator uzluksiz bo‘lgan holda ham Im AT Y
yopiq gism fazo bo'Imasligi mumkin.
Chiziqli operatorlarga misollar.
11.1. X -ixtiyoriy chizigli normalangan fazo bo'lsin.
Ix = x, xI X
akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Bu operatorning chizigliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan
bevosita kelib chigadi:

l@x+tby)=ax+tby=alx+bly,

[10¢- %) =[x %
Qo' shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniglanish sohasi, giymatlar sohasi
vayadrosi uchun quyidagilar o'rinli:
D(l1)=X, R(I)=X, Kerl ={C}.
11.2. Bizga X va'Y ixtiyoriy chizigli normalangan fazolar berilgan bo‘lsin.
Q: X®Y, Qx=q
operator nol operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Nol operatorning chizigliligi va uzluksizligi bevosita ta rifdan kelib
chigadi. Uning aniglanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar
o‘rinli:

DIQ=X, R@Q-=fa}, Ker(Q=X.

11.3. Aniglanish sohasi D(A) =CY[a,b]i C[a;b] bo‘lgan va Cla;b] fazoni

0‘ zini-0‘ ziga akslantiruvchi

A:Clab]® Clab], (Af)(x)=f'(x)
operatorni garaymiz. Bu operator differensial operator deyiladi. Uni chiziglilik va
uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy
f,g1 D(A) elementlarning chizigli kombinatsiyasi bo‘lgan a f +b g elementga
A operatorning ta’ sirini garaymiz:

(Al f+bg))x)=(a f(x)+bg(x))=a f'(x)+b g'(x)=a (Af Jx)+ b (Ag)(x).
Biz bu yerda yig'indining hosilasi hosilalar yig'indisiga tengligidan, hamda
o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chigarish munkinligidan foydalandik.
Demak, A operator chizigli ekan. Uni nol nugtada uzluksizlikka tekshiramiz.
Ma'lumki, Ag =q, bu yerda q - C[a;b] fazoning nol elementi, ya'ni q(x)° 0.
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Endi nolga yaginlashuvchi f T D(A) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiylikni
buzmagan holda a =0, b =1deymiz.

n+l n+1
£.00 =" lim| f,|=limmax — =lim—*_ =o0.
n+l ne¥ n®¥ oExtlin+1 m™¥n+1
Ikkinchi tomondan,
(Af,)(x)=x", lim| Af,- Ag|=limmex|x"| =lim1=11 0.
n® ¥ n® ¥ O£XEL n® ¥

Demak, A operator nol nugtada uzluksiz emas ekan. 11.2-teoremaga ko'ra
differensial operator aniglanish sohasining barcha nugtalarida uzilishga ega.
Uning giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o*rinli:
R(A) =C[a,b], KerA ={const}.
11.4. Endi C[a;b] fazoni o' zini-o‘ ziga akslantiruvchi B operatorni quyidagicha
aniglaymiz:

(87 )(x) = K (1) f ()t (11.1)

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K(x,y) funksiya [a,b]” [a,b] -
kvadratda aniglangan, uzluksiz. K(x,y) integral operatorning o‘zagi (yadrosi)
deyiladi. B operatorni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Y echish. Ma lumki, ixtiyoriy f 1 C[a,b] uchun K(x,t)f(t) funksiya x vat
larning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’ lumki,

b@K (x,t)f (t)dt

a

integral parametr x1 [a,b] ning uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Bulardan B
operatorning aniglanish sohasi D(B) uchun D(B) = Cla;b] tenglik o'rinli ekanligi
kelib chigadi. Integral operatorning chizigli ekanligi integrallash amalining asosiy
xossalaridan kelib chigadi, ya ni ixtiyoriy f,gT Cla;b] vaa,bT C lar uchun

(B f +b g))(x)= K (xt)(a F()+b glt))dt =

a

=a§j<(x,t)f (t)dt + b§<(x,t)g(t)dt —a (B )(x)+ b (Bg)(x)

tengliklar o'rinli. Endi integral operator B ning uzluksiz ekanligini ko' rsatamiz.
f, 1 Cla;b] ixtiyoriy tayinlangan element va f 1 Cla;b] unga yaginlashuvchi
ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda

| Bf, - Bfy[ = max

aExEb

3K ()1 0)- fo(t))dt‘E

a

(11.2)
£ max| £,(0)- )] mx

aExEb aExEb

8<(x,t)dt\ o f,- 1.

a

Bu yerda
b
C =max gK(xt)|dt.

aExEb a
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C ning chekli ekanligi [a,b] kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan
ekanligidan kelib chigadi. Agar (11.2) tengsizlikda n® ¥ dalimitga o'tsak,
lim | Bf, - Bfy|£CXim| f - fi||=0

n® ¥ n® ¥

ekanligini olamiz. Agar || Bf,, - Bfy[ 3 O tengsizlikni hisobga olsak,
lim|Bf, - Bfy|=0.

n® ¥
Shunday qilib, B integral operator ixtiyoriy nugtada uzluksiz ekan.
B integral operatorning giymatlar sohasi va yadrosi integral operatorning o zagi
- K(x,y) funksiyaning berilishiga bog'lig. Masaan K(x,t)°1 bo'lsa B
operatorning giymatlar sohasi ImB o0‘zgarmas funksiyalardan iborat, ya ni
Im B ={f 1 Cl[ab]: f(t) = const}, uning yadrosi KerB, o‘zgarmasga ortogonal
funksiyalardan iborat, ya' ni

b
KerB ={$f 1 Cla;b]: 3f (t)dt = 0}.

11.8-ta'rif. Bizga X normalangan fazoning M to'plami berilgan bo'lsin. Agar
shunday C >0 son mavjud bo'lib, barcha x1 M uchun | x| £ C tengsizlik o'rinli
bo‘lsa, M to‘plam chegaralangan deyiladi.

11.9-ta'rif. X fazoni Y fazoga akslantiruvchi A chizigli operator berilgan
bo‘lsin. Agar A ning aniglanish sohass D(A)=X bo'lib, har ganday
chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A ga
chegaralangan operator deyiladi.

Chizigli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta'rif
qulaydir.

11.10-ta’rif. A: X ® Y chizigli operator bo‘lsin. Agar shunday C>0 son
mavjud bo'lib, ixtiyoriy xT D(A) uchun

| Ax| £ CH x| (11.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.

16-mavzu: CHizigli operator ning normasi. Uzluksizlik

11.11-ta’rif. (11.3) tengsizlikni ganoatlantiruvchi C sonlar to'plamining aniq
quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi, va u | A|| bilan belgilanadi,
ya'ni

| Al=infC.
Buta'rifdan ixtiyoriy x1 D(A) uchun
| Ax[ £] A4 x]

tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

11.1-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi
chizigli chegaralangan A operatorning normasi | A| uchun
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| Al = sup] ax| = sup | A1 LAx] 114)

[t | ]
tenglik o'rinli.
I sbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz
a =sup A
X
A chizigli operator bo’ [gani uchun
a= sup H pA— =sup|Ax|.
Xl e (X[ =
Ixtiyoriy x1 O uchun
IAx]
| ]

Demak, ixtiyoriy xI X uchun | Ax|| £ a | x|. Bundan esa

|A|£a. (11.5)
Aniq yuqori chegara ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy e >0 son uchun, shunday X, * g
element mavjudki,

el A%l
a-efi—£|A|

| %]
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan e > O ixtiyoriy bo‘lgani uchun,

a £] Al (11.6)
(11.5) va(11.6) lardan || A| =a tenglik kelib chigadi. A

11.1-tasdiqg. Chizigli chegaralangan A operator uchun
sup| Ax||=sup| Ax|

| x H— [x|£2
tenglik o'rinli.

11.1-tasdigni mustaqil isbotlang.

X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan fazoga akslantiruvchi
chizigli chegaralangan operatorlar to'plamini  L(X,Y) bilan belgilaymiz. Xususan
X =Y bo'lsa L(X,X)=L(X).

11.1-natija. Ixtiyoriy Al L(X,Y) va x1 D(A), | x| =1 uchun

| Ax| £|| Al (11.7)
tengsizlik o'rinli.

(11.7) tengsizlikning isboti (11.4) tengsizlikdan bevosita kelib chigadi.

11.12-ta'rif. A: X ® Y va B: X ® Y chizigli operatorlarning yig'indisi
deb, xT D(A) I D(B) elementga y= Ax+Bxl Y elementni mos go'yuvchi
C = A+ Boperatorga aytiladi.

Ravshanki, C chizigli operator bo‘ladi. Agar A, BI L(X,Y) bo'lsa, uholda C
ham chegaralangan operator bo'ladi va

|Cl=IA+BI£|Al+[B (11.8)
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tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,

[ox| = Ax+Bx|£]Ax+|BX £ Al4 x| +|B[A x| £( Al +]B])x].
Bu yerdan (11.8) tengsizlik kelib chigadi.

11.13-ta'rif. A chizigli operatorning a songa ko'paytmasi x elementga a Ax
elementni mos go‘ yuvchi operator sifatida aniglanadi, ya’ ni

(@ A)(x)=a Ax

11.14-ta'rif. A: X ® Y va B:Y ® Z chizigli operatorlar berilgan bo‘lib
R(A) 1 D(B) bo'lsin. B va A operatorlarning ko' paytmasi deganda, har bir
xT D(A) ga Z fazoning z = B(Ax) elementini mos go'yuvchi C=BA: X ® Z
operator tushuniladi.

Agar A va B lar chizigli chegaralangan operatorlar bo'lsa, u holda C ham
chizigli chegaralangan operator bo‘ ladi va

ICI£] B4 Al (11.9)
tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,
[Cx], =[B(AX)[, £] B Ax|, £ B[4 A4 x|,

Bu yerdan (11.9) tengsizlik kelib chigadi.

Operatorlarni  go‘shish va ko'paytirish assotsiativdir. Qo'shish  amali
kommutativ, lekin ko' paytirish amali kommutativ emas.

Agar X va Y lar chizigli normalangan fazolar bo‘lsa, L(X,Y) ham chiziqli
normalangan fazo bo‘ladi, yani p:L(X,Y)® R,

p(A) = sup| Ax|

| x[=1
funksional normaning 1-3 shartlarini ganoatlantiradi.
11.2-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi
A: X ® Y chizigli operator berilgan bo'lsin. U holda quyidagi tasdiglar teng
kuchli:
1) A operator biror x, nuqtada uzluksiz;

2) A operator uzluksiz;
3) A operator chegaralangan.
Isbot. 1) ® 2). Chizigli A operatorning biror X, nugtada uzluksiz ekanligidan

uning ixtiyoriy nugtada uzluksiz ekanligini keltirib chigaramiz.

A operator X, nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun, x, ga intiluvchi ixtiyoriy
{xﬁ} ketma-ketlik uchun Ax? ® AX,. Ixtiyoriy x(I D(A) nugta uchun, x{ ® X
ekanligidan  Ax¢{ ® AxC kelib chigishini  ko'rsatamiz. y' =X - X'+ X, ® X,

deymiz. U holda
lim Ay', = lim AlX, - X'+ X,) = L|®rQ(Axn- AX'+ Ax,) = AXx,.
Bu esa

lim Ax', = AX'
n® ¥

ekanligini bildiradi. Demak, A operator ixtiyoriy x¢ nugtada uzluksiz.
2)® 3). A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi kelib
chigishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, A chizigli operator uzluksiz
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bo‘Isin, lekin chegaralangan bo‘Imasin, ya ni ixtiyoriy C >0 son uchun shunday
x,1 D(A) eement mavjud bo'lib,

S Ascln A
bo'lsin. Agar C=nl N desak, ixtiyoriy nl N uchun shunday x 1 D(A)
mavjudki,

| Ax|® n] x|
tengsizlik bajariladi. Quyidagi
X
X, =——
x|
ketma-ketlikni garaymiz. Ko'rinib turibdiki, x, ® q, ya'ni
X | 1 1
I, -a=| -2 =Ly j=te o
) ]
Ikkinchi tomondan,
_ A28 X,
| Ax, - Aq] = A Aan | Ax] > 1
g ] xnn ] x]

Bu garama-qgarshilik A operatorning chegaralangan ekanligini ko' rsatadi.

3)® 1). A chizigli chegaralangan operatorning biror nugtada uzluksizligini
ko' rsatamiz.

Tarifga ko' rashunday C >0 son mavjudki, ixtiyoriy xI D(A) uchun

| Ax]l, £ € x],
tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, {x .} - x ga yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo*lsin, uholda Ax, ® Ax ekanligini ko' rsatamiz:
| A%, - Ax| =] Alx, - X)| £C|x, - x| ® 0,
yani Ax,® AX. A

11.2-natija. A chizigli operator chegaralangan bo'lishi uchun uning uzluksiz
bo‘lishi zarur va yetarli.

Misollar. 11.5. Birlik va nol operatorlarning (11.1 va 11.2 misollarga garang)
chegaralangan ekanligini ko' rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatib, normasini
hisoblaymiz. Ixtiyoriy xI E uchun |1 x| =||x| tenglik o‘rinli. Ta'rifga ko‘ra u
chegaralangan va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning chegaralangan
ekanligini  ko‘rsatib, uning normasini  topamiz. Istalgan x| E uchun
|Qx|=|a|=0 tenglik o'rinli. Bundan |Q| =0 ekanligi kelib chigadi. Nol
operator L(X,Y) chizigli normalangan fazoning nol elementi bo'ladi.

11.6. 11.3-misolda keltirilgan A:C[a,b]® C[a,b] differensial operatorning
chegaralanmagan ekanligini ko' rsating.
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Yechish. Buning uchun A akslantirishda D(A)=C®[0;1] fazodagi birlik shar
B[g,1] ning tasviri chegaralanmagan to'plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. Birlik
shar B[q,]] dayotuvchi { f } ketma-ketlikni quyidagicha tanlaymiz:
=1.

f,(x)=x", | f,|=max|x"

OEXEL

U holda

(Af)x)=nxx"", | Af,[=max/nx"

OEXEL

=n.

Bundan
lim HAan=¥

n® ¥

ekanligi kelib chigadi. Demak, differensial operator chegaralanmagan ekan.

11.7. 11.4-misolda keltirilgan B:C[a;b]® Cla,b] integral operatorning
chegaralangan ekanligini ko' rsating.

Yechish. 11.4-misolda B operatorning uzluksiz ekanligi ko'rsatilgan edi. 11.2-
natijaga ko' ra u chegaralangan bo' ladi.

11.8. C[- 1]] fazoda x ga ko' paytirish operatorini, ya' ni

B:C[-1]® C[-11], (Bf)(x)=xf(x) (11.10)

operatorni garaymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko' rsatib, normasini toping.

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz
funksiyalarning ko'paytmasi uzluksiz ekanligidan B operatorning aniglanish
sohasi D(B) =C[- 11] ekanligi kelib chigadi. Endi B operatorning chegaralangan
ekanligini ko' rsatamiz.

| B f|| = max| x f (x)| £ max| x | smax| f(x)| =14 f |.

-1EXEL -1EX£L -1EXE1
Bu tengsizlikdan B operatorning chegaralangan ekanligi va |B||£1 kelib
chigadi. Ikkinchi tomondan, agar f,(x) =1 desak, u holda

1B _

=1
| ol

(Bfo)x)=x [Bf|=1 [B]

ni olamiz. Yugoridagilardan | B| =1 kelib chigadi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, L,[- 21| Hilbert fazosida ham (11.10)
tenglik bilan aniglangan B operator chizigli chegaralangan bo'lib, normasi 1 ga
teng bo' ladi.

11.9. Endi 1, fazoda ko'paytirish operatorini, ya' ni

AL® 1, (AX),=ax, supla|=a<¥  (1111)
n3l
operatorni garaymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko' rsatib, normasini toping.
Yechish. Ixtiyoriy xT 1, uchun A xI 1, ekanligini ko' rsatamiz:

x| £ax| . (11.12)

¥ ¥ ¥
a (A, =4 [ax" £suplaf a
Bu munosabatlardan D(A) =1, ekanligini olamiz. Endi uning chizigli ekanligini
ko‘rsatamiz. A operatorning aniglanishigako'ra

(Aa x+by)),=a,@x,+by,)=aa,x +bay, =a(Ax), +b(Ay),.
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Demak, A chizigli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (11.12)
tengsizlikdan kelib chigadi. Bundan tashqari (11.12) tengsizlikdan |A| £ a ekanligi

ham kelib chigadi. A operatorning normasi |A| = a ekanligini isbotlaymiz. Buning

uchun |, fazoda normasi 1 ga teng bo‘lgan i e, :gengQQé o% ketma-ketlikni
olamiz. A operatorning aniglanishiga ko'ra ixtiyoriy nl N uchun Ae =ae
tenglik o'rinli. Bundan va (11.7) dan
| Al [ Ae] =[ae]=|a] 4 &]=a
munosabat kelib chigadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy nl N dao'rinli bo'Igani uchun
ENE s:ulo la|=a (11.13)

ni olamiz. Demak, || A| = a tenglik isbotlandi. A

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. L,[- 21] Hilbert fazosida (11.10) tenglik bilan aniglangan B ko'paytirish
operatorining chizigli chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, uning normasini
toping.

2. Lf[a;gb] Hilbert fazosida (11.1) tenglik bilan aniglangan B integral
operatorning chizigli chegaralangan ekanligini ko‘rsating.

3. LZ[— p,p] Hilbert fazosida (11.1) tenglik bilan aniglangan B integral

operatorning o‘zagi K(x,t) =cos(x- t) bo‘lgan holda, uning yadrosi Ker B

va giymatlar sohasi R(B) ni tavsiflang.

11.3 va 11.8 misollarda keltirilgan operatorlar yig‘indisini toping.

Integral operator

1
A:Cl-1® C[- 11, (Af)(x)= dL+xy)f(y)dy
-1
va 11.8 misolda keltirilgan x ga ko'paytirish operatori B larning
ko' paytmasini toping. AB = BA tenglikto'g‘rimi?
6. Agar ABI L(X,Y) bo'lsa, u holda | |A[-|B||£|A- B| tengsizikni
isbotlang.
7. Aytaylik, X chizigli normalangan fazo bo'lsin. p:X® R, p(x)=|X|
akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

oA

17-mavzu Normalangan fazolarda chizigli funksionallar
12. Normalangan fazolar da chizigli funksionallar

Ma lumki, chizigli funksional va uning nollari 6-8 da o‘rganilgan edi. 7-8 da
esa L, gism fazoda aniglangan f, chizigli funksionalni p gavariq funksionalga
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"bo‘ysungan" holda butun L fazogacha chizigli davom ettirish mumkinligi
hagidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafda chizigli
funksionalning normasini saglagan holda uni butun L fazogacha davom ettirish
mumkinligi hagidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hamda funksional
fazolarda chizigli uzluksiz funksionallarning umumiy ko‘rinishidan foydalanib,
asosiy funksional fazolarga o' shma fazolarni izomorfizm anigligida topamiz.

12.1. Chizigli funksionallar

Agar operatorning giymatlari sonlardan iborat bo'lsa, bunday operator
funksional deyiladi (6.1-ta'rifga garang). Agar X chizigli fazoda aniglangan f
funksional uchun quyidagi shartlar bgjarilsa
1) f(x +x,)=f(x)+f(x,), " x,x1 X; additivlik
2) f( x)=1 f(x), " xT X," 117 C(yoki R), birjinslilik
f gachizigli funksional (6.2, 6.3-ta' riflarga garang) deyiladi.

12.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy e >0 uchun shunday d =d(e)>0 mavjud bo'lib,
|X- %,||<d tengsizikni ganoatlantiruvchi barcha xI D(f) lar uchun
[f(x)- f(x)| <e tengsidik bajarilsa, f funksional x=x, nuqtada uzuksiz
deyiladi. Agar f funksional ixtiyoriy x1 D(f) nugtada uzluksiz bo‘lsa, f
uzluksiz funksional deyiladi.

12.1-ta'rifga teng kuchli bo‘ lgan quyidagi ta'rifni keltirishimiz.

12.2-ta'rif. Agar X, nugtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik uchun
[f(x,)- f(x)| ® 0 bo'lsa uholda f funksional x, nugtada uzluksiz deyiladi.

C - kompleks sonlar to'plami (R - hagigiy sonlar to'plami) Banax fazosi
bo'lganligi uchun 11-8 da chizigli operatorlar uchun o'rnatilgan teorema va
tasdiglar chizigli funksionallar uchun ham o' rinli bo’ ladi.

12.1-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniglangan chizgli funksional
biror x,! X nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu chizigli funksional butun X
fazoda uzluksiz.

12.2-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniglangan chizigli f
funksional uzluksiz bo'lishi uchun uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Xuddi chizigli operatorlardagidek | f (x)| £ M| x| tengsizlikni ganoatlantiruvchi
M sonlarning aniq quyi chegarasi f funksionalning normasi deyiladi va | f ||
bilan belgilanadi. Shunday qilib,

RCVEARAL IE
Bundan tashqari, chizigli chegaralangan funksionalning normasi | f || uchun
f (X
| f stup\f(x)\zsup‘ () (12.1)
=t ea x|

tenglik o'rinli.
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12.3-teorema. (Xan-Banax). E kompleks chizigli normalangan fazo, F, - E
ning gism fazosi va f , - E, da aniglangan chizigli uzluksiz funksional bo‘lsin. U
holda f, ni normasini saglagan holda E da aniglangan f chizdli
funksionalgacha davom ettirish mumkin, ya’ni

f(x)=f,(x) xI E, va |f]_=| fol g,
shartlarni ganoatlantiruvchi f :E® C chizigli funksional mavjud.
Isbot. Aytaylik, | f0||EO =K bo‘lsin. Norma aksiomalaridan bevosita kelib

chigadiki, barcha xI E larda p(x) = K|| x|| tenglik bilan aniglanuvchi akslantirish
gavariq funksional bo' ladi. Bundan tashqari ixtiyoriy xI E, uchun

[ F (] To g, A %] = K] x] = p(x)
tengsizlik o'rinli. Shunday ekan, f, 7.3-teorema shartlarini qanoatlantiradi. U
holda E da aniglangan shunday f chizigli funksional mavjudki, quyidagilar
bajariladi:
1) f(x)=f,(x)," xI E,,
2)| f(x)| £ p(x) =] fo [ % x|, * xT E.
Bu yerdan f ning chegaralanganligi va || f |_ £|f,| tengsizlik kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan,
(3] (%)
f|.= sup ———3 su
[Tl = sup o S, T
Demak, | f |, = fo,, - A
12.1-natija. X chizigli normalangan fazo va Xx,'q undagi ixtiyoriy

belgilangan element bo‘lsin. U holda butun X da aniglangan shunday f chizigli
funksional mavjudki,

= fole,-

[fl=1 f0¢)=]x] (12.2)

tengliklar o'rinli bo‘ladi.

Isbot. f funksionalni bir o‘lchamli X, ={a x,} gism fazoda quyida-gicha
aniglaymiz:

fo@x,) =2 ” Xo”-
Ko'rinib turibdiki,
fO6) =[x [ )| =[a] x| =[x x=ax.

Bu yerdan | f,|_ =1. f, funksionalni butun X gacha chizigli davom ettiramiz.
Hosil bo’ Igan funksional (12.2) shartlarni ganoatlantiruvchi funksional bo'ladi. A

Endi chizigli funksionalning davomiga doir misol garaymiz.
121.  L=C[-11  uzluksiz  funksiyalar ~ fazosi va  uning

L, ={x1 C[- 1,1]: x(t)° 0, tT [- 1,0]} gism fazosini garaymiz. L, gism fazoda f,
chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
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f(x)= o), xi L.

-1
f, funksionalni normasini saglagan holda davom ettiring.

Yechish. f, funksionalning normasini hisoblaymiz. Agar x1 L, bo‘lsa, u holda

o@x(t)dt =0
-1
bo‘ladi. Shuning uchun
1 1 1
1,31 = o)t =| o) £ ) st =[x,
-1 0 0
Demak,
| fo £1.

Endi | f,|/® 1 tengsizlikni ko‘rsatamiz. Buning uchun C[- 11] fazoda uzluksiz
funksiyalarning

10, tT[-10],
x (t)=int, t1 (0, 1/n),
L1, t1 [un 4

ketma-ketligini garaymiz. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilar o' rinli:
%=1 x,T Ly, " nT N.

1 1 1
1) = 06 ct 2 =1

= (12.3)
n

0

(12.3) tengsizlikda n lar bo‘yicha aniq yuqori chegara olsak,
N 1 I
” fo”3 SUp| fo(xn)| =SUpi1' —%21
n3l n3l | n

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan | f,| =1 tenglikni olamiz. 7.6-
misoldagi kabi C[- 11] chizigli fazoda g, , y1 V|- 1,0] funksionalni quyidagicha

aniglaymiz:
0

1
9,(x) = ox(t) y®) dt + ox(t)dt,  xT L. (12.4)

-1 0
Ma lumki, istalgan yT V;[- 1,0] uchun g, funksional f, funksionalning C|- 11]
fazogacha davomi bo‘ladi. g, funksional uchun Xan-Banax teoremasining
tasdig'i o'rinlimi? Boshgacha aytganda | f,| = | g,| tenglik ganday yi V,[- 10]
lar uchun o'rinli? Cla,b| fazodagi chizigli uzluksiz funksionalning umumiy
ko'rinishi hagidagi F. Riss - 12.4-teorema, hamda (12.9) tenglikdan foydalansak,
(12.4) ko'rinishdagi davomlar ichida yagona g, funksional f, funksionalning
normasini saglagan holda L =C[- 11] fazogacha davomi bo'ladi. 7.6-misolda f,

funksionalni (7.1) shartni saglagan holda cheksiz ko' p (kontinuum) usul bilan L
fazogacha davom ettirish mumkin edi.
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18-mavzu Qo'shma fazolar

12.2. Qo'shma fazolar

Chizigli funksionallarning umumiy ko'rinishidan foydalanib, qo‘shma fazoni
ayrim hollarda izomorfizm anigligida topish mumkin.

12.1-ta'rif. X normalangan fazoda aniglangan, chizigli uzluksiz funksionallar
fazosi X ga go‘shma fazo deyiladi va X~ bilan belgilanadi, yani X" =L(X,C)

Bundan keyingi 13-8 da ya ni chizigli uzluksiz operatorlar fazosi mavzusida biz
Y to'lafazo bo'lgan holda L(X,Y) fazoning Banax fazosi bo'lishini isbotlaymiz.
Shunga ko'ra (13.1-natijaga garang) X chizigli normalangan fazoga qo‘shma
bo‘lgan X™ =L(X,C) fazo Banax fazosi boladi. Chunki, kompleks sonlar to‘ plami
C =Y to'la normalangan fazo. Qo‘shma fazolarni o' rganishni eng sodda holdan,
yani X fazo n - o‘lchamli (hagigiy yoki compleks) chizigli fazo bo‘lgan holdan
boshlaymiz.

12.2. X n - o'lchamli (hagigiy yoki compleks) chizigli fazo bo'Isin. Bu fazoda
gandaydir €,€,,...,€, bazisni tanlaymiz. U holda har bir xi X vektor yagona
ravishda

X =

- Qos

X e (12.5)

1
ko'rinishda tasvirlanadi. Agar f - X da aniglangan chiziqgli funksional bo'lsa, u
holda ravshanki,

f()=4 xf(e) (12.6)

bo'ladi. Shunday ekan, chizigli funksional o‘zining €,€,,...,€, bazis
vektorlardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Bundan tashgari bu
giymatlarni ixtiyoriy berish mumkin. Ushbu g,,9,,..., g, funksionallarni

10, agar i1t j,
gj(Q)_%l agar i = |

deb aniglaymiz. Ko'rsatish mumkinki, bu funksionallar chizigli bog'lanmagan.
Agar xI X element (12.5) ko'rinishda bo'lsa, u holda g,(x)=x, tenglik
bajariladi. Shuning uchun (12.6) formulani

f=a g (@)
ko' rinishda yozish mumkin. Shunday qilib g,,d,,...,g, funksionallar X~ fazoda
bazis tashkil gilar ekan, yani X" ham n- o'Ichamli fazodir. X™ dagi g,,9,,...,0,
bazis X dagi €,¢€,,...,€, bazisgaikkilamchi bazis deb ataladi.

X fazoda aniglangan har xil normalar X~ fazoda har xil normalarni keltirib

chigaradi. Hozir biz X va X~ fazolarda bir-biriga mos keluvchi normalarga misol
keltiramiz.
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a) Yugoridagi n - o'lchamli X va X~ fazolarni garaymiz. Har bir xT X uchun
(12.5) o‘rinli bo‘lib, x ning normasi

1
_ 2 (P
|x|=8 x"
formula bilan aniglangan bo‘Isin. U holdaixtiyoriy fT X" uchun

(0= X)f(a)‘=

 JAEr

_glfﬂ% £%|fi><>g|£

" Ax|

é

tengsizlikka ega bo' lamiz, bu yerda f. = f( ), il {LZ,...,n}.Agar
x, =4 f e
desak, -
100 = & T @) =46 = A 16 A x|
Bundan

[1]=altf
i=1

formulani olamiz. Shunday ekan, X va X~ fazolarda

Ix|=\alx[" va |f[=/a|f]
i=1 i=1

normalar bir-biriga mos kelar ekan.
b) Endi X fazodagi har bir xI X element uchun uning normasi

| %], =§%1|Xi|pgp, 1< p<¥

formula bilan aniglangan bo' Isin. Bu normaga mos X~ fazodagi normani aniglash
uchun Gyolder tengsizligidan ((1.15) formulaga garang) foydalanamiz. U holda har

bir f1 X™ chizigli funksional vaixtiyoriy xI X uchun

x=Ax>8 va f() =4 f(e)xg( =4 f x
i=1 i=1 i=1
desak, Gyolder tengsizligiga asosan

1 1 1
Fl =18 f xx | £ f.qg‘“? pOP & ol
100/ =|a fox | BB TR x| =& |1]'S A x|,
tengsizlik barcha xT X lar uchun o'rinli bo'ladi. Bu yerda
1<p<¥, 1<Qqg<¥, 1p+é_l (12.7)

Agar x, I X elementning koordinatalarini
x = f A7, i1 {12,...,n},
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ko'rinishda tanlasak, (agar f. = O bo‘lsa, x = O deb olinadi)
x xf, = 4f |7 xf =20, i1 {12,..,n}

va
o B0
% xf :|fi| :|fi :9|fi N :|Xi|
1
tengliklar o' rinli bo'ladi. Chunki
=8 =6 a-1=—
P-
U holda
1 1
|f( )|: axxf iéxle _8_lxx.§q A xfiggp:
—a%|f‘*°“§%|xp°" ae.ﬂ|f‘*°“>ﬂxn
Demak,

1
fll = fng
1, =8

Shunday qilib, X va X" fazolarda mos normalar juftligi

1 1
=B Ix PO f =& |0 12.8
Ixl, =@ x| |1, =F[f"< (129
ko‘rinishda bo’ lar ekan. Bu yerda p va q sonlar (12.7) munosabatni ganoatlantiradi.
c) X fazodagi har bir xT X uchun (12.5) tasvir o'rinli bo'lib, x ning normasi
Ix,=4 x|
formula bilan aniglangan bo‘Isin. Ixtiyoriy f1 X" chizigli funksional va barcha
x1 X larda
f()=4fx, f=fe) il{L2..n

i=1
tenglik o'rinli bo’ Igani uchun

191 = o | e 9= a4
ya ni
| f1£ max|fi] .
Faraz dilaylik, biror i, T {1,2,...,n} uchun
f.|= max| f |
0 1£iEn
bo‘lsin. Agar
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"O?B

&&2&%0 0.

0]
Q I O

desak, | %, |, =1 va

[ f(x)[=

tengliklar o' rinli bo'ladi. Bundan

| ] =rax| i

tenglikka ega bo'lamiz. So'nggi normani biz |, bilan belgilaymiz. Matematik
analizdan ma’ lumki, ((1.19) ga garang)

f

lo

= max|,|= max [ %, |,

1

lim| x| _nmf%|x " 9" = max| x| = x|,
p® ¥ p®¥ 1£iEn
Shunday qilib, X va X chekli n - o Ichamll fazolarda
Ixy=alx[. || £ =max|f] (12.9)

lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil qiladi. Agar biz (12.7)
munosabatni saglagan holda g ® ¥ dalimitgao‘tsak, p=1 va Q=¥ ni olamiz.
Demak, (12.9) normalar juftligi (12.8) normalar juftligining limitik holati ekan.

d) Endi n - o'Ichamli X fazoda norma

[ %[l = mex| x|

formula vositasida aniglangan bo'Isin. Ixtiyoriy f1 X* chizigli funksional uchun

fo="f(e) il{12..n (€,e,.,&, lar X fazoning bazisi) desak, barcha
xT X lar uchun

f(x)=§ f.x
i=1
tenglik va
(= 2= max|f,[ 4 ],
1£i g 1£i
tengsizlik o‘rinli. |kkInChI tomondan
o T A I
- AR A AP
element uchun B
o fi f _
) =47 =A 10 =B
U holda
|l =alf
i=1

tenglikka ega bo' lamiz. Demak, X va X fazolarda
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n
Ix].=madx|, [],=4

f (12.10)

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo'ladi. (12.10) tenglik (12.8)
tenglikning p® ¥ dagi limitik holatiga mos keladi.
12.3. Endi 1, fazoni garaymiz. Ma lumki, bu fazo

x|" <¥

g
a

i=1
shartni ganoatlantiruvchi barcha x ={ x} ketma-ketliklardan iborat va unda x

elementning normasi

1
_ p OP
I, = |x["2
tenglik bilan aniglanadi. Agar biz q>1 sonni (12.7) munosabatdan aniglasak, u

holda |*p fazo 1, fazoga izomorf bo‘ladi. Buni isbotlash uchun 1, fazoning
ixtiyoriy f ={ f } elementi yordamida I ; fazoda

~ ¥
f(x)=4 f, xx, (12.12)

n=1
chizigli funksionalni aniglaymiz. Dastlab (12.11) tenglikning o‘ng tomonidagi
gatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Ma lumki, ixtiyoriy n
natural son uchun

1 1 1
foog | £ G S x| Eﬁllqug Ax| (12.12)
o‘rinli. Birinchi tengsizlikni yozishda biz Gyolder tengsizligidan ((1.15) formulaga
garang) foydalandik. Bu yerdan (12.11) tenglikning o‘ng tomonidagi gatorning
absolyut yaginlashuvchiligi hamda f funksional uchun guyidagi munosabatlar
kelib chigadi:

n
o
a
i=1

7(9=4
i=1

Demak, (12.11) tenglik bilan aniglangan f funksional chizigli va uzluksiz. Agar
X, 1 1, elementning hadlarini

x = f, 46|77, il {1,2,..., %}
(agar f, = 0 bo'lsa, x = 0 deb olinadi) ko'rinishda tanlasak, 12.1-misolning b)
bandidagidek quyidagilarga ega bo‘ lamiz:
x xf, =|f|"3 0, x xf, =[x]|"20, il {L2..¥}.
Biz x, T 1, va f={f}1 I, ekanligini hisobga olsak,

fos [ £] 1 Ax],. | FlE] 1],
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1 1
‘f~( )‘= aX Xf‘ 5x,><f —%xleigqélxixfigp:

—%\f\“’“»fg%\x\“"’ = 1], 4],
171, =71

Ko'rsatish mumkinki, I | fazodagi ixtiyoriy f chizigli uzluksiz funksional (12.11)

korinishda tasvirlanadi.
Shunday qilib I', va I, p*+q* =1 fazolarning izomorfligi isbotlandi.

Demak,

Xususan, p=2 da I,=1, kelib chigadi. Shuning uchun 1, fazo o‘z-0‘ziga
go'shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, ixtiyoriy Hilbert
fazosining o' shmasi ham o' zigaizomorf bo'ladi.

12.4. Endi 1, fazoning qo‘shmasini topamiz. 12.2-misolning c) bandidagiga
0'xshash mulohazalar qilib ko' rsatish mumkinki, I, fazoning qo'shmasi I, =m -
chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir, yani 1, =m. Quyidagi
tasdiglarni o' quvchiga mustagil isbotlash uchun goldiramiz:

c =1, ¢=1I.
Bu tengliklarni izomorfism anigligida tushunish kerak.

12.5. Endi X =C[a,b] fazoga o' shma fazoni izomorfizm anigligida topamiz.
Ma lumki, [a, b] kesmada aniglangan va t = a nuqtada nolga aylanuvchi o' zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosi V,[a;b] orgali belgilanadi (8.15-misolga garang).
Ko'rsatish mumkinki, bu to'plam funksiyalarni qo‘shish va ularni songa
ko' paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil giladi. Bu fazoda x
elementning normasi || x| =V?[x] tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda V?[x]
o'zgarishi chegaralangan x funksiyaning [a,b] kesmadagi to'la o'zgarishi.
Ko rsatamizki, (C[a,b])" =V,[a;b].

Biz M[a,b] - bilan [a,b] kesmada aniglangan barcha chegaralangan funksiyalar
to'plamini belgilaymiz. Bu to'plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish va songa
ko' paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil qgiladi (8-8 ning 3-
topshirig'iga garang) Bu fazoda x elementning normasi

| [ = sup] x(t)
aftfb
tenglik bilan aniglanadi. Har bir x1 C[a,b] funksiya chegaralangan va
sup| X(t)| = max| x(t)

aftf£b
tenglik o'rinli bo'Igani uchun C[a,b] fazoni M|a,b] fazoning gism fazosi sifatida
garash mumkin. Endi f1 C*[a,b] ixtiyoriy chizigli uzluksiz funksional bo'lsin.

Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (12.3-teoremaga darang) ko'ra
fT C*|a,b] funksionalni normasini saglagan holda butun M[a,b] fazoga davom
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ettirish mumkin. F deb f funksionalning Cla,b] dan M[a,b] ga davomini
belgilaymiz.
Endi
jt(x)z}l agar af£x £1,
10, agar t£EX £Db
tl [a,b] funksiyalar oilasini garaymiz. Ravshanki, ixtiyoriy t1 [a,b] uchun
j 1 M[a,b]. F funksionalning j ,1 M[ab] elementdagi giymatini u(t) deb
belgilaymiz, ya' ni
ut)=FG ,), ti [ab].
Natijada [a,b] kesmada u funksiya aniglandi. Bu funksiyaning o'zgarishi
chegaralangan ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun [a,b] kesmani ixtiyoriy chekli
sondagi
a=t,<t <t,<..<t_, <t =b (12.13)
nugtalar bilan bo' lakchalarga gjratamiz. (12.13) bo' linishga mos

a fult)- ult.)
k=1

yig'indini garaymiz. Agar
a, =sign[u(t,)- ult.,), k=12..,n
belgilashlarni kiritsak, u holda

én. u(tk) - u(tk-1)| = én.ak[u(tk) - u(tk-l)] =

k=1

n

=éak[FG tk) G tkl)] F§'a6 tk J tkl)l'J
k=1
F chizigli funksionalning chegaralanganligi va | F || =| f | dan
& [ut,)- ut)|=IFI% Al i) =l 1]
tenglik kelib chigadi. So‘ nggi tenglik
ké:-lakG tk'j tk_l) =XTSEI2] ké:lakG tk(x)'j tk_l(x))
tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (12.13) ko' rinishdagi ixtiyoriy bo' linishda

4 u6)- o) €11

tengsizlik o'rinli. Bundan kelib chigadiki, ul V[a,b| va

=1

VOu] £] . (12.14)
x1 Cla,b]—ixtiyoriy element bo'Isin. Har bir n natural son uchun [a,b] kesmani
a=t, <t <t,<..<t , <t =b, t = b a yeeny N (12.15)

nugtalar yordamida n tateng bo' lakka ajratamiz va
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wt)=a ()i (05,0 (12.16)

pog onasimon funksiyani quramiz. U holda F(y,) quyidagi formula bo'yicha
aniglanadi:

F(yn) = élx(tk)[u(tk)' u(tk—l)]'

Bu y, funksiyalarning aniglanishidan ko‘rinib turibdiki, y, (a)=x(a) va agar
t,,<t<t, bolsa vy (t)=x(t), k=12,..,n. Kantor teoremasiga ko‘ra x
funksiya [a,b] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo'ladi. Shuning uchun e >0
uchun shunday d >0 mavjud bo'lib, | x- X'|<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha t,t [a,b] lar uchun| x(t)- x'(t)| <e tengsizlik bajariladi. Shunday ekan, n
yetarlicha katta bo‘ lganda
b- a
n

<d

bo‘ [gani uchun

max| x(t)- v, (t)| =

i [ab] i [ ‘ X( ) X(t" )‘ <€

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan {y._} ketma—ketllkning x funksiyaga [a;b]
kesmada tekis yaqginlashishi kelib chigadi. F uzluksiz funksional bo‘lganligi
uchun

limF(y,)=F(x).

n® ¥
Ikkinchi tomondan [a,b] da uzluksiz x va [a,b] da o' zgarishi chegaralangan u
funksiyalar uchun

ox(t)dut)

Riman-Stiltes integrali mavjudligi va (12.16) yig'indi uning (12.15) bo'linish
bo'yicha integral yig'indisi bo*lganligi sababli

R ()= lim () =limd lutt) - = o))

Ammo x1 C[a,b] bo'lgani uchun F( )= f(x), yani
f(x)= b@x(t)du(t). (12.17)

tenglik o‘rinli. Shunday qilib ixtiyoriy xT C[a,b] uchun f(x) (12.17) formula
bo‘yicha aniglanadi.

Riman-Stiltes integrallari uchun o' rta giymat hagidagi teoremaga ko' ra ixtiyoriy
x1 C[a,b] uchun
b

169] = But)au) £ | )| el

yoKi

F(3)[£ maxvolu] | ]
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tengsizlikni olamiz. Bundan

| £ £V [u] (12.18)
tengsizlik kelib chigadi. Endi (12.14) va (12.18) tengsizliklarni tagqoslab,
[ =v2[u] (12.19)

tenglikka ega bo‘ lamiz. Olingan natijalardan tashgari yana shuni ta’ kidlash
lozimki, j ,(t)° 0 va F(0) =0 bo'lgani uchun u(a) = F(j ,)=0 shart o'rinli.

Endi f funksional uchun olingan natijalarni jamlab, quyidagi F.Riss teoremasini
keltiramiz.

12.4-teorema. Cla,b| fazoda berilgan ixtiyoriy f chizigli uzluksiz funksional

uchun shu f funksional bo‘yicha aniglanuvchi shunday ul V,[a,b] o'zgarishi

chegaralangan funksiya mavjudki, barcha x1 C[a,b] larda (12.17) va (12.19)
tengliklar o'rinli.

Ko'rsatish mumkinki, [1] har bir o zgarishi chegaralangan ul V,|a,b] funksiya
(12.17) tenglik yordamida yagona f1 C’ [a,b] funksionalni aniglaydi. Shuning
uchun, C'[a,b| dagi chizigli funksionallar bilan V,[a,b] o' zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosining elementlari o‘rtasida o'zaro bir giymatli moslik mavjud.
Bundan tashgari | f[=|/u| bo'lgani uchun, bu moslik izomorfdir, ya'ni

C'[a,b]=V,[a,b].

12.6. Berilgan [a,b] kesmada p(p>1) - darajasi bilan Lebeg ma nosida
integrallanuvchi funksiyalar sinfini L [a;b] bilan belgilaymiz (8.15-misolga
garang). Ma lumki, L [a;b] to'la normalangan fazo, ya ni Banax fazosidir.

Endi p>1 uchun (12.7) munosabatni ganoatlantiruvchi g sonni olamiz.
| sbotlamasdan quyidagi tasdigni keltiramiz. Har bir f1 L,[a,b] funksional uchun
yagona y1 L [a,b] element mavjud bo'lib, ixtiyoriy xT L [a;b] larda

f(x)= b@x(t) y(t)dt (12.20)
tenglik bajariladi va aksincha, y1 L, [a,b] uchun (12.20) formula L,[a;b] ga
tegishli biror funksionalni aniglaydi. Bundan tashgari (12.20) formula L*IO [a; b] va
L [a;b] fazolar o'rtasida izometrik moslik o' ratadi. Shuning uchun L,[a;b] va
L [a;b] fazolar o'zaro izomorfdir, yani L [ab|=L,[ab]. Xususan, p=2 da
L, [a; b]=L2 [a; b]. Shuning uchun L, [a; b] 0'z-0'zigago‘shmafazo deyiladi.

12.7. Hilbert fazosida chizigli funksionalning umumiy ko'rinishi quyidagicha
f(x)=(xy), yani ixtiyoriy f chizigli uzluksiz funksionalga shu fazoning
yagona y elementi mos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi 0'z-0'ziga o' shma

fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n - o'lchamli Evklid fazosi ham o‘z-0'ziga
go' shma fazo bo'ladi.
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Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. f,:c,® C, f,(x)=x, chizigli funksionalni normasini saglagan holda
¢ fazoga chizigli davom ettiring.
2. Chizgli funksional davomi yagonami? Javobni asoslang.

3. f:C,|o1® c,[o1], f(x)=x(0) funksional i chizigli
chegaralanganlikka tekshiring.

4. Evklid fazolarida chizigli funksionalning umumiy ko‘rinishi ganday
bo'ladi?

5. Uzuksiz funksiyalar fazosi C[- 11] dagi barcha toq funksiyalar to*plami
C- [ Ll] =L, (8.14-misolga garang) gism fazo tashkil giladi. L, gism
fazoda f, chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

f ()= gxtd, i L.

f, funksionalni normasini saglagan holda C[- 1,1] gacha davom ettiring.
6. I, 1, val,, p31 fazolargaqo'shma fazolarni toping.
7. ¢c,,c vam fazolarga go‘shma fazolarni toping.
8. Cla,b] fazoga go*shma fazoni toping.

9. L,[a;b] fazoga go*shma fazoni toping.

10. H Hilbert fazosiga qo‘ shma fazoni toping.

19-mavzu: Chiziqgli uzluksiz operatorlar fazosi
13. Chizigli uzluksiz operatorlar fazosi

Bu paragrafda biz chizigli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar fazosi L(X,Y)
ning to'laligi hagidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-ketligining
kuchsiz, kuchli (nugtali) va tekis (norma bo‘yicha) yaginlashish ta'riflarini
beramiz. Ularni misollarda tahlil gilamiz.

13.1-ta'rif. Agar {A}1 L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shunday

AT L(X,Y) operator mavjud bo'lib, |A - A|® 0, n® ¥ bo'lsa, {A}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo'yicha yoki tekis yaginlashadi
deyiladi va A, 3%4® A shaklida belgilanadi.

13.2-ta'rif. Agar ixtiyoriy xI X uchun ||Ax- Ax|® O bo'lsa, {A}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nugtali yaginlashadi deyiladi
va A #:® A shaklida belgilanadi.

13.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy f1 Y" va ixtiyoriy xI X uchun f(Ax)® f(Ax)
bo'lsa, {A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yoki kuchsiz
ma’noda ( A, ¥#4® A) yaginlashuvchi deyiladi.

13.3-ta'rif Hilbert fazosida quyidagicha bo ladi.
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13.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,y1 H uchun (A xy)® (Axy) bo'lsa, {A}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yaginlashuvchi deyiladi.
Misollar. 13.1. A :1,® 1,

AX= gﬁzéxi Xy

operatorlar ketma-ketligining kuchli va kuchsiz ma noda nol operatorga
yaginlashishini teksiring.
Yechish. 1, Hilbert fazosi bo‘lganligi uchun A :1, ® I, operatorlar ketma-

ketligining kuchsiz ma noda nol operatorga yaqginlashishini 13.4-ta rifdan
foydalanib teksiramiz. Ixtiyoriy y=(y1,y2, I, uchun

[(Axy)- (@«y)[" =

munosabat o'rinli. yT 1, bo'lganligi uchun

&-I- -0

g - YA CERD

a Xk yn+k

¥
[v[F=a|y, [ <¥.
Shunday ekan yaginlashuvchi gatorning goldig‘i
¥
a Yk|2

k=n+1
N® ¥ da nolga intiladi. Bundan (13.1) ga ko'ra ixtiyoriy x,yl I, larda
[(Ax,y)- (Qx,y)| ning n® ¥ da nolga intilishi kelib chigadi. Demak, {A}
operatorlar ketma-ketligi nol operator Q ga kuchsiz ma noda yaginlashar ekan.
{A} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma noda yaginlashmaydi,
chunki

lim| Ax- Qx| = lim x| =|x]* O.

n® ¥ n® ¥

13.2. Quyida berilgan P,, Q. T L(l,) operatorlar ketma-ketligining kuchli va
tekis ma noda birlik va nol operatorlarga yaginlashishini teksiring.
P:1,® 1, Px=(x,x, x,0,.,0,.),
Q. =1- Py QX=(00,1,0, X0 Xy Xpize-)
Y echish. Ixtiyoriy xT 1, uchun

‘®0,n® ¥.

Xn+k

Chunki xI 1, ya'ni

x| <¥.

¥
X[ =&
Shunday ekan, oxirgi gatorning qoldig‘i

s
a

n® ¥ da nolga intiladi. Demak {Q,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga
kuchli ma noda yaginlashar ekan. Bundan {P,=1- Q} operatorlar ketma-

2
X

n+k
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ketligining birlik operator | ga kuchli ma noda yaginlashishi kelib chigadi. Endi
{Q.} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis ma noda yaginlashadimi yoki

yo'gmi, shuni tekshiramiz.

Qx| = & [l £]x]".
Bundan
IQ, || £1 (13.2)
ekanligini olamiz. Ikkinchi tomondan, Qe ., =e€,.,. Bundan
||Q |2 [ Quens (13.3)

(13.2) va (13.3) dan ixtiyoriy nl N uchun |Q,|=1 ga kelamiz. Demak, Q,

operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis (norma bo‘yicha) yaginlashmaydi.
Bu yerdan {P} operatorlar ketmaketligi birlik operator | ga tekis

yaginlashmasligi kelib chigadi.
13.3. L,[- 1/2, 1/ 2] Hilbert fazosini o' zini-o* ziga akslantiruvchi va

(A F)=x"f(x)
formula bilan aniglanuvchi A, operatorlar ketma-ketligining nol operatorga tekis
yaginlashishini teksiring.
Yechish. Ixtiyoriy f1 L,[- 1/2,1/2] uchun

[ A=

> ?. (13.4)

f (x) ’

Bundan ||A1||£2—1n tengsizlikni olamiz. Agar biz O£ |A,| ekanligini hisobga olib,

. x”f(x)zth max

-1/ 2£x£1/ 2

N® ¥ dalimitgao'tsak,
im[ A, - Q[ =

n® ¥

Shunday ekan, A, operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis yaginlashadi.

Yuqgorida kuchsiz yaginlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli ma’ noda
yaginlashmasligiga (13.1-misol) va kuchli ma noda yaqginlashuvchi operatorlar
ketma-ketligi norma bo'yicha yaginlashmasligiga (13.2-misol) misol keltirildi.

Quyida biz tekis yaginlashuvchi operatorlar ketma-ketligining kuchli ma noda
ham yaginlashuvchi bo‘lishini va kuchli ma noda yaginlashuvchi operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma noda ham yaginlashuvchi bo' lishini isbotlaymiz.

13.1-lemma. Agar {A}1 L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi biror Al L(X,Y)
operatorga tekis yaginlashsa, u holda {A} operatorlar ketma-ketligi A
operatorga kuchli ma’ noda ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra | A, - A|® 0,n® ¥ . U holda ixtiyoriy xI X

uchun

| Ax- Ax[E][ A - Al x].
sonli tengsizlikka ega bo'lamiz. Matematik analizdan ma’lumki, tengsizliklarda
limitga o' tish mumkin. Bunga ko'ra
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o£tim| Ax- Ax|£lim]| A, - Al{x|=0.

Demak, {A} operatorlar ketmaketligi A operatorga kuchli ma noda ham

yaqginlashar ekan.

Shunga o'xshash quyidagi tasdigni, bevosita ta'rifdan foydalanib isbotlash
mumkin.

13.2-lemma. Agar {A}1 L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi biror Al L(X,Y)

operatorga kuchli ma’ noda yaginlashsa, u holda {A } operatorlar ketma-ketligi A

operatorga kuchsiz ma’ noda ham yaginlashuvchi bo'ladi.
I sbot. Lemma shartiga ko‘raixtiyoriy xI X uchun
|AX- AX|® 0, n® ¥ .

U holdaixtiyoriy xI X va f1 Y* uchun
O£| F(AX)- f(AX)|=[f(Ax- AX)|£] Ax- Ax[X |
sonli tengsizlikka ega bo’ lamiz. Bu tengsizlikda n ® ¥ dalimitgao'tib,
0£!1|®r9| f (A X)- f(Ax)|£!1|®rQ||A1x- Ax|% f|=0
munosabatni olamiz. Demak, {A } operatorlar ketma-ketligi kuchsiz ma noda ham

A operatorga yaginlashar ekan.
13.1-teorema. Agar Y to'la fazo bo‘lsa, u holda L(X,Y) fazo hamto'la, ya'ni

Banax fazosi bo'ladi.
Isbot. {A}T L(X,Y) ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo'lsin, ya'ni

nm® ¥ da | A - A,|® 0.U holdaixtiyoriy xI X uchun
|Ax- A,X|£]A,- A Jfx|@ 0. nm® ¥.
Shuning uchun ixtiyoriy xI X da {Ax}1 Y ketmaketlik fundamentaldir. Y
to‘la fazo bo'lgani uchun {A x} ketma-ketlik biror yI Y elementga yaginlashadi.
Demak, har bir xI X ga {A x} ketmaketlikning limiti bo‘lgan yagona y1 Y
element mos qo'yilyapti. Bu moslikni A: X ® Y orgali belgilaymiz:
Ax= I|®rg AX=Y.
Endi Al L(X,Y) ekanligini ko' rsatamiz. Chizigliligi:
A(a1X1 +a2X2) = LI@I’Q Ah(alxi +a2X2) = Li®rg(alA1X1 +a2A\1X2) =
=a,limA X, +a,lmAX, =a,y, +a,y, =a,Ax, +a,Ax,.
Endi A ning chegaralangan ekanligini ko' rsatamiz. Shartga ko‘ra
|A, - A, [®0, nm® ¥.
Demak, (11-8 ning 6-topshirig’ iga garang)
A [AEIA - A J® 0, nm® ¥.
Bundan {|A,[} sonli ketmaketlikning fundamentalligi kelib chigadi. Hagiqiy
sonlar fazosi R to'la bo'lganligi uchun, {|A[} sonli ketmaketlik

yaginlashuvchidir, yaginlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni
shunday K >0 son mavjudki, ixtiyoriy nl N uchun
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tengsizlik bajariladi. Normata' rifidan

[AX[ £ A x| £ KA x].

Bundan esa
| Ax] =

im Ax| =lim | Ax| £ K 5x]|
Bu yerda biz normaning uzluksizligidan foydalandik. Endi {A} ketma-ketlikni
chizigli operatorlar fazosi L(X,Y) da A gayaginlashishini ko' rsatamiz.

Ixtiyoriy e >0 son uchun shunday n, son mavjudki, barchan >n,, pi N va

| x| £1 lar uchun

[ Ak Ax|<e
tengsizlik baariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p® ¥ da limitga o'tsak va
normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n>n, va | x| £1 lar uchun
|Ax- Ax|Ee
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun ixtiyoriy n>n, da
| A- A =sup| Ax- Ax|Ee

g1
Demak, L(X,Y) fazodagi norma ma’ nosida
imA, = A
Shunday gilib, L(X,Y) fazo to'lafazo ekan.

13.1-natija. X chizigli normalangan fazoga go‘shma bo‘lgan X = L(X,C)
fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompleks sonlar to*plami C to‘la fazo, shuning uchun 13.1-teoremaga
ko'ra L(X,C) Banax fazosi bo'ladi. A

Misollar. 13.4. L(C,|a,b],C[a, b]) fazoni to' lalikka tekshiring.

Yechish. Y =Clab] to'la fazo bo'lganligi uchun  13.1-teoremaga ko'ra
L(C,|a,b], C|a,b]) to'lafazo, ya ni Banax fazosi boladi. A

135. L(C|a,b], C,[a,b]) fazo uchun 13.1-teorema sharti bajariladimi? U
to' lami?

Yechish. Y =C,[a,b] fazo to'la bo'lmagan (3.8 va 8.12-misollarga garang)
normalangan fazo bo‘lganligi uchun 13.1-teorema sharti baarilmaydi. Shuning
uchun biz L(C[a,b], C,[a,b]) fazoni to'la fazo deya olmaymiz. Aniglik uchun
a=-1 b=1 deymiz va L(C|- 11 C,|- 11]) fazoning to‘'la emasligini
ko'rsatamiz. Buning uchun C,[- 11] fazoning to'la emasligini ko'rsatishda
go'llanilgan (3.8-misolga garang), uzluksiz funksiyalarning

-1 xi[-1-1/n]
f (x)=inx, xI (-1/n,1/n) (13.5)
L, X1 [un]]
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ketma-ketligidan foydalanib, A T L(C[- £1],C,[- 21]), nT N operatorlar ketma-
ketligini quyidagicha quramiz:

(A, £)(x) = £, () (x). (136)
A operatorning chizigli va uzluksizligi oson tekshiriladi. {A } operatorlar ketma-
ketligining L(C[- 11}, C,|- £1]) fazoda fundamental ekanligini ko' rsatamiz.
Buning uchun A, - A, normani hisoblaymiz:

|A - AnH-SUpHM-Aan—\/df() £ ()| f (x)["dx. (13.7)

(13.7) va
| £]=max |f(x)]£1

1£XEL

ekanligidan foydalansak,

A AT 800 TSI flepy @39

tengsizlikni olamiz. {f,} ketma-ketlikning C,[- 11] fazoda fundamentalligi 3.8-
misolda isbotlangan. (13.8) dan hamda {f,} ketma-ketlikning fundamentalligidan
{A} operatorlar ketma-ketliginining fundamentalligi kelib chigadi. Lekin {A }
operatorlar  ketmarketligi  L(C[- 11], C,[- 11]) fazoda yaginlashuvchi emas.
Teskaridan faraz  qilaylik, {A} operatorlar  ketmaketligi biror
AT L(C[- 11, c,[- 11]) operatorga yaginlashsin. U holda ixtiyoriy f 1 Cla,b]
uchun [jm | A.f - Af | =0 tenglik o'rinli. Ikkinchidan f,(x)° 1 uchun

n® ¥
(A o)(x)= f,(x), nl N
tenglik o'rinli va (Af,)(x)=g,(x) deylik. 3.8-misolda {f } ketma-ketlikning
birorta ham uzluksiz funksiyaga C,[- 11] fazo normasida yaginlasha olmasligi
ko'rsatilgan edi, jumladan {A f, = f.} ketmaketlik g, = Af, funksiyaga ham
yaginlasha olmaydi. Bu garama garshilik {A} operatorlar ketma-ketligining
yaginlashuvchi emasligini bildiradi. Demak, L(C|[- 11], C,|- 11]) to'la bo' Imagan
normalangan fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teoremasi yordamida ko' rsatish mumkinki, agar X va'yY lar
Banax fazolari bo'lsa, u holda L(X,Y) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan ham
to‘la bo'ladi.

13.2-teorema. (Banax-Shteynxaus yoki tekis chegaralanganlik prinsipi). Agar
chizigli uzluksiz operatorlarning {Aj} ketma-ketligi X Banax fazosining har bir
nugtasida chegaralangan (ya'ni har bir xI X uchun shunday M, >0 mavjud
bo'lib, ixtiyoriy nT N uchun

| AX||EM, (13.9)

tengsizlik o‘rinli) bo'lsa, u holda bu operatorlarning normalaridan tuzlgan
{|A)]} sonli ketma-ketlik ham chegaralangan bo'ladi.

I sbot. Avvalo (13.9) shart bajarilganda shunday
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B[ao’ro] :{XT X H X- aoH £ ro}
yopiq shar mavjud bo'lib, bu sharda {Ax}', ketma-ketlik chegaralangan
bo'lishini (ya'ni shunday M, >0 son mavjud bo'lib, ixtiyotiy xI B[a,,r,] va
barcha nl N larda | AX| £ M, tengsizlik bajarilishini) ko'rsatamiz. Teskaridan
faraz qilaylik, ya ni { A x}’_ ketma-ketlik birorta ham yopiq sharda chegaralangan
bo'Imasin. Ixtiyoriy B[x,,e,] shar olamiz. { Ax}’, ketmaketlik B[x,.e,/2]
sharda chegaralanmagan bo'Igani uchun shunday x, | B[xo,eolz] element va n,
nomer mavjudki, H A% H >1 bo'ladi. A, operatorning uzluksizligidan bu
tengsizlik B[x,,e,]! B[x,.e,/2] sharda ham bajariladi. B[x,,e, /2] sharda
{ A}’ ketma-ketlik chegaralanmagan bo'Igani uchun shunday x,T B[x,,e, /2]
element va n, nomer mavjudki, |A x,|>2 shat baailadi. A, ning
uzluksizligidan bu tengsizlik B[x,,e,|I B[x,e, /2] sharda ham bajariladi va
hokazo k-chi gadamda B[, ,.e, | shaming X, nugtasida | A, x, |>k shart
bajariladi. A, ning uzluksizligidan bu tengsizlik B[x.e,]1 B[x.,.e,,/2] sharda
ham bajariladi. Demak, ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi
B[x,.€,| E B[x,,e,] E...E B[x,.e ] E ...

yopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga garashli bo‘lgan x1 Bl[x e | element
mavjud va barcha kT N larda | A, x, | >k tengsizlik bajariladi. Bu esa (13.9)
zid. Shunday qilib, { Ax}’, ketmaketlik chegaralangan bo'ladigan Bla,,r,]
yopiq shar mavjud. Ixtiyoriy x1 B[g,1] uchun x'=r,x+a, nugta Bla,,r,] sharda
yotadi. Shuning uchun, ixtiyoriy n da |AX|£M,. Endi x=r*(x-a,)
tenglikdan foydalansak,

Ax=nE(c-a)l=tiax At
£ (I AX|+|Aa))E (Mo +Aa) )E - (Mo + M, )=M.

U holda
|A|=sup|Ax[£M . A

[xjex
13.3-teorema. Agar X va Y lar Banax fazolari bo'lsa, u holda L(X,Y)

operatorlar fazosi kuchli yaginlashishga nisbatan to‘ladir.
Isbot. Istalgan xI X da{A x} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'Igani uchun, har

bir xI X da Iigl A X mavjud vabiz Ax = Iigl Ax=y tenglik bilan aniglanuvchi

A operatorga ega bo'lamiz. Bu operatorning chizigliligi 13.1-teoremada
isbotlangan edi. Endi uning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Har bir xI X
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da { A, X} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lgani uchun, u chegaralangandir. Banax-
Shteynxaus teoremasiga ko'ra, ixtiyoriy nl N da|A[£M o'rinli. Bundan

| Ax| = | 1im Ath =lim | Ax| £ M % x|.

n® ¥ n® ¥
Demak, |[A|EM . A

Misollar. 13.6. 13.2-misolda keltirilgan
P:1,®1, Px=(x,x, x,0,.,0,.)
operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini
ganoatlantiradimi?
Yechish. P, : 1, ® |, operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi

shartlarini qanoatlantiradi. Hagigatan ham, X =1, vaY =1, lar Banax fazolari.
P ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir x1 1, nugtada
chegaralangan ekanligi

i

|Px|= & xf
dan kelib chigadi. A
13.7. L(1,) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to*la fazo bo* ladimi?
Yechish.,, X =Y =1, lar to‘'la fazolar bo'lganligi uchun 13.3-teoremaga ko‘ra
L(1,) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to'la fazo bo' ladi.

“=lx]|=m

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Operatorlar ketma-ketligining kuchsiz, kuchli va tekis yaginlashishlarini
ta'riflang.

2. Kuchli yaginlashuvchi, lekin tekis yaginlashmaydigan operatorlar ketma-
ketligiga misol keltiring. (13.2-misolga garang).

3. Kuchsiz yaqginlashuvchi, lekin kuchli yaginlashmaydigan operatorlar ketma-
ketligiga misol keltiring. (13.1-misolga garang).

4. L(1,) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladimi? 13.3-
teoremadan foydalaning.

5. 13.2-misolda keltirilgan Q. : 1, ® 1,
QX = (oo Ox X, igers)s

1 n+l? n+2’

operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini
ganoatlantiradimi?

6. A L[ p;p]® L[ p;p],
(A, £)(x) = cgosnxcosnyf (y)dy

-p
operatorlar ketma-ketligini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma noda
yaqginlashishga tekshiring.
7. {A}1 L(C[- 11, L[- 1)) operatorlar ketma-ketligini quyidagicha
aniglaymiz
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(A F)x) = ,(x) f (x).
Bu yerda f  lar (13.5) tenglik bilan aniglanadi. A, operatorlar ketma-
ketligining limitini toping. Limitik operatorga A, operatorlar ketma-ketligi
gaysi ma’' noda (tekis, kuchli, kuchsiz) yaginlashadi?
8. L(C,[a; b]) fazo 13.1-teorema shartini ganoatlantiradimi?
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20-mavzu Teskari operator lar
14. Teskari operatorlar

Bizga X ni Y ga akslantiruvchi A operator berilgan bo'lsin. D(A) - uning
aniglanish sohasi, Im A esa uning giymatlar sohasi bo'Isin.

14.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy yT ImA uchun Ax=Yy tenglama yagona yechimga
ega bo'lsa, u holda A operator teskarilanuvchan operator deyiladi.

Agar A teskarilanuvchan operator bo‘lsa, u holda ixtiyoriy yl ImA ga Ax=y

tenglamaning yechimi bo‘lgan yagona xI D(A) element mos keladi. Bu moslikni

o‘rnatuvchi operator A operatorga teskari operator deyiladi va A! bilan
belgilanadi, hamda
AT Y® X, D(AY)=ImA ImA*=D(A).
Bundan tashqari teskari operatorning aniglanishidan
A*Ax=x xI D(A), AAly=y, yi D(A?) (14.1)
tengliklar kelib chigadi.

Endi A akslantirish X ni o'zini-o'ziga akslantiruvchi chizigli operator bo'lsin.
Agar Bl L(X,X)=L(X) operator uchun BA=1 bo'lsa, u holda B operator A
operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shunday, AC =1 tenglik
bajarilsa, C operator A ga o' ng teskari operator deyiladi.

14.1-tasdiq. Agar A operator uchun ham chap teskari, ham o‘ng teskari
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda ular o‘ zaro teng.

Isbot. A uchun B chap teskari, C o' ng teskari operatorlar bo‘Isin, u holda

B=Bl =B(AC)=(BAC=IC=C. D (14.2)

Misollar. 14.1. A:1,® 1,, Ax=(0,%,%,,..., X, ,,...) Operatorga chap teskari
operatorni toping. A o'ngga siljitish operatori deyiladi.

Yechish. B: 1, ® I, bilan chapga siljitish operatorini belgilaymiz:

BX = ( Xy, Xgyeviy Xig o) -
Endi B A operatorning x1 1, elementgata sirini garaymiz.
BAX = B(AX) = B(0, X, Xy o0y X,_g1002) = (X0, X5, Xgyoor X y0) = | X
Demak, B operator A uchun chap teskari operator ekan.

14.2. 14.1 misolda keltirilgan A:1, ® 1, operatorga o‘ng teskari operator
mavjudmi?

Yechish. Faraz qilaylik, A ga o'ng teskari operator mavjud bo‘lsin. Uni
C:1,® I, orgali belgilaymiz. 14.1-tasdiqga ko' ra (14.1-misolga garang) B=C
bo'ladi, ya ni

CX =Xy, Xgyerey Xagene) -
Endi AC operatorning x1 1, elementgata sirini qaraymiz.
AC X = AlCX) = Al Xy, Xgyeery X reer) = (0, X, Xg ooy X ) T 1 X
Demak, C operator A uchun o' ng teskari operator emas ekan. Bundan A uchun
0'ng teskari operatorning mavjud emasligi kelib chigadi.
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14.2-tasdiq. Agar A uchun bir vaqtda ham o‘ng teskari, ham chap teskari
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator bo‘ladi va
At =B =C tenglik o'rinli.

14.2 tasdigning isboti 14.1-tasdiq va (14.1) tenglikdan kelib chigadi.

14.1-teorema. A chizigli operatorga teskari bo'lgan A* operator ham
chiziglidir.

| sbot. Shuni aytib o'tish kerakki, ImMA=D(A*") chizigli ko' pxillikdir. Shunday
ekan ixtiyoriy a,,a, sonlar vaixtiyoriy y,,y, 1 ImA elementlar uchun

Atlayy, +a,y,)=a,Aty +a,Atly, (14.3)

tenglikning to'g‘ri ekanligini ko'rsatish yetarli. Ax, =y, va Ax, =y, deymiz. A
chizigli bo‘Igani uchun

Ala,x +a,x,)=a,y, +a,y, . (14.4)
Teskari operator ta rifigako'ra,
X = Ay, X, = AY,.

Bu tengliklarni mos ravishda a, va a , sonlarga ko‘ paytirib go‘ shsak,
alxl +a2X2 :alA-lyl +a2A-ly2 -
Ikkinchi tomondan, (14.4) dan vateskari operatorning ta' rifidan
ale +a2x2 = A-l(alyl +a2y2)
tenglik kelib chigadi. Oxirgi ikki tenglikdan (14.3) tenglikni olamiz. A
14.2-teorema. (Teskari operator hagida Banax teoremasi). A operator X
Banax fazosini Y Banax fazosiga biyektiv akslantiruvchi chizigli chegaralangan

operator bo'lsin. U holda A™* operator mavjud va chegaralangan.

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotlaymiz.

14.1-lemma. M to'plam X Banax fazosining hamma yerida zich bo‘lsin. U
holda ixtiyoriy nolmas y1 X elementni

y=y+y,*L+y, +L
gatorga yoyish mumkin. Buyerda y, I M, |y £3x2“«y| kI N.
Isbot. vy,vy, K elementlarni ketma-ket quramiz. M to‘plam X Banax
fazosining hamma yerida zich bo' Igani uchun, shunday y,T M mavjudki,

y
ly- e
bo'ladi. y,T M elementni shunday tanlaymizki,
y
\w-m-MM%ﬁ
bo'lsin. Endi y,T M elementni shunday tanlaymizki,
Hy-m-w-wwﬂg

bajarilsin. Umuman y_ T M elementni shunday tanlaymizki,
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y

Y- Y- Yo Vo oom Vol £ ” ”

bo‘lsin. Bunday tanlash mumkin, chunki M to'plam X ning hamma yerida zich.
y. T M elementlarning tanlanishiga ko' ra

y a yk 01

lim
n® ¥ -1

ya ni
gator yaginlashadi va uning yig'indisi _y gateng. Endi y 1 M elementlarning
normalarini baholaymiz:

3|y||

Iyl

[yl =lve- y+yIE ]y - v+ Y[ £ +IVIE =5
=1y + - v+ V£l +vi- yi+]y- y1||£”y” 3
va nihoyat
LYo = Yn + Yor t et Y- VY- Y- - Yoo £
Ef Vot Vort ot Vo Y[ +]Y- Y- om Vou| £ ”Zn” + M 11|3:||_

14.2-teoremaning isboti. A biyektiv aksantirish bo‘lganligi uchun A™*
operator mavjud va D(A*) =Y. Endi Y fazoda

=1yl v:|Aly|ek|y[}h k=12,
to* plamlarni garaymiz. Y fazoning ixtiyoriy elementi M, to'plamlarning
birortasida yotadi. Shuning uchun
YzéMw
k=1 .
Ber teoremasiga ko'ra M, to'plamlarning birortasi gandaydir B Y sharda zich
bo'ladi. Faraz qilaylik, M, to'plam B sharda zich bo'lsin. B shar ichida
sharsimon P qgatlam olamiz, ya ni
P={zl B:b <|z- y[<a, O<b<a, y,I M,}.
P gatlamni markazi nolda bo*ladigan qilib parallel ko' chiramiz va
P, ={zl Y:b <|z|<a}.
sharsimon gatlamga ega bo‘ lamiz. Birorta n,T N uchun M, to'plam R, dazich
bo'lishini ko‘rsatamiz. Agar zI P1 M, bo'lsa, u holda z- y,1 P, bo'ladi.
Bundan tashqari

Az o) £ [A%2] + [ DA, | = || A%2] + | Ao | £ ] 2] + ] yo =

& Yol O
= nlz- v+ ol bl £ nll - vl -2l = nl -l B 20 2
0
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2
£n|z- y, §1+ ” yo”; (14.5)

5 )
Ma lumki, n §+ MS migdor z gabog'lig emas va biz

@
éei
deb olamiz. U holda (14.5) ga ko'ra z- y, | Mno bo'ladi. M to‘plamning P
gatlamda zich ekanligidan M, to‘plamning R, gatlamda zich ekanligi kelib
chigadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolmas y element olamiz. Shunday | son
mavjudki, b <||I y|<a tengsizlik o'rinli, ya'ni | yl P, bo'ladi. M to'plam
P, gatlamda zich bo‘lgani uchun | y ga yaginlashuvchi y, 1 M, ketma-ketlik
qurish mumkin. U holda vy, /I ® y. Ravshanki, y, I M bo‘lsa, u holda

2| yoll o

CDCBCD~

ixtiyoriy 1 1 O uchun %T M, bo'ladi. Shunday gilib, M, ~to'plam Y \{G} da
zich vademak, Y ning o' zida ham zich.
Endi ixtiyoriy nolmas y1 Y elementni olamiz va 14.1-lemmaga ko'ra M.,
to’ plamning elementlari orgali gatorga yoyamiz:
Y=Vt Yttty to, |y £3%2%|y| kT N.
X fazoda x, = A''y, elementlardan tuzilgan gatorni qaraymiz:
¥ ¥
AX =X +X +.+X +.=8Aly,. (14.6)
k=1 k=1

Bu gator gandaydir xI X elementga yagjinlashadi, chunki

va

¥ ¥ ¥
IxI=]ax]£alx]£3n|yla S =3n]y].
k=1 k=1 k=1

(14.6) gatorning yaqinlashuvchiligidan va A ning uzluksizligidan
AX—Agman——llm Agaxk——aAXk ayk—y

n® ¥ k=1 n® ¥
Buyerdan x = Ay ekanligi kelib chigadi. Bundan tashgari
| Ay [ =[] £3ng] .
Bu yerdan
| A £330,

tengsizlik kelib chigadi. Shunday qilib, A" operatorning chegaralanganligi
isbotlandi. A
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Berilgan operatorga teskari operatorning mavjudligini ko‘rsatish birmuncha
osonrog, lekin teskari operatorni topish masalasi murakkab masaladir. Shuning
uchun teskari operatorni topishni soddaroq holdan, yani qaralayotgan fazo
o'lchami chekli bo' Igan holdan boshlaymiz.

143. A:R*® R®, Ax=(x,X,+X,X,) operatorga teskari operator mavjudmi?
Agar mavjud bo'lsa, uni toping.

Yechish. Berilgan A operatorga teskari operator mavjud bo'lishi uchun,
ixtiyoriy yT Im A = R® da Ax=y tenglama yagona yechimga ega bo'lishi kerak.
Endi Ax=y tenglikdan x ni topamiz:

Ax=y 0 (X, % +X,%)= (Y. V50 Vs )-

Bundan
I X =Y I X =Y
_:’_)(1-")(2=3/2LAJ .:'.X2=y2-yl
% X3 = Y3 % X3 = Y3
ya ni

(%%, %) = (Y1, s - Vi, ys) = Aty
Shunday qilib, A operatorgateskari operator mavjud bo'lib u
AL:R*® R®, A'x=(x,X%, - X,X;)
ko' rinishga ega. 14.1-teoremaga ko‘ra u chiziqli operator bo'ladi. A

14.4. 14.3 misolda garalgan A:R®® R® operator teskari operatorlar hagida
Banax teoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?

Yechish. X=R?® va Y=R?® lar Banax fazolari bo‘'lganligi uchun A
akdlantirishning biyeksiya ekanligini ko' rsatish yetarli. R ® fazodan ixtiyoriy ikkita
turli x=(x,,%,,%,) va y=(y,,y,,y,) elementlarni olamiz va Ax* Ay ekanligini
ko'rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik Ax- Ay =0 bo'lsin. So‘nggi tenglikdan
x=Yy ekanligiga kelamiz. Bu garama-garshilik A akslantirishning inyektiv
ekanligini ko'rsatadi. 14.3-misolda ixtiyoriy yI R® uchun Ax=y tenglama
yagona yechimga ega ekanligi ko‘rsatilgan edi. Bu esa A akslantirishning surektiv
ekanligini ko' rsatadi. Demak, A biyektiv akslantirish ekan. A

21-mavzu: Teskari operatorlar hagida ba’zi teoremalar

Biz bu bandda operator teskarilanuvchan bo'lishligining zaruriy va yetarli
shartini  keltiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va chegaralangan
bo' lishining yetarli, zarur va yetarli shartlarini keltiramiz.

14.3-teorema. A: X ® Y chizigli operator teskarilanuvchan bo'lishi uchun
Ax =q tenglama fagat x =q yechimga ega bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A teskarilanuvchan bo‘lsin. U holda Ax=q tenglama
yagona yechimga ega bo' ladi. A chizigli bo‘Igani uchun bu yechim x =q bo'ladi.

Yetarliligi. Ax=q tenglama fagat nol yechimga ega bo'Isin, u holda ixtiyoriy
yl ImA uchun Ax=y tenglama yagona yechimga ega bo' ladi. Teskarisini faraz
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ailaylik, biror yT ImA uchun yechim ikkita bo‘lsin. U holda A(x, - x,)=q
bo'ladi. Shartgako‘ra x, - x, =q . Bundan x, = x,. D
14.4-teorema. X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan fazoga

akslantiruvchi chizigli A operator berilgan bo‘lsin. ImA da chegaralangan A
operator mavjud bo'lishi uchun, shunday m>0 son mavjud bo'lib, ixtiyoriy
x|l D(A) lar uchun

| Ax| 3 mi x|| (14.9)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
I sbot. Zaruriyligi. A™* mavjud va chegaralangan bo'Isin, ya' ni

. 1 v .
|Atyle—]y]. "yi pa?).
U holda
| A =] y[* m|Ay]=m]|x|.
Demak, (14.9) shart o' rinli.

Yetarliligi. (14.9) shartdan A operatorning o‘zaro bir giymatli ekanligi kelib
chigadi. Teskarisini faraz qilaylik, yani A o'zaro bir giymatli akslantirish
bo' Imasin. U holdashunday x,x, T D(A), x, * x, elementlar mavjudki,

A, =y, AX =Y.
Bundan A(x, - x,)=q ekanligi kelib chigadi. (14.9) tengsizlikkako'ra,
0€m|x- % | £]Ab - x)|=0.
Bu yerdan x, = X, garama-qgarshilikka kelamiz. Demak, A - o‘zaro bir giymatli
akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari A™* operator mavjud. Endi A
operatorning chegaralangan ekanligini ko' rsatamiz. (14.9) tengsizlikka ko‘ra,
[x|€] Ax].
m
Ixtiyoriy y = AxT ImA uchun
. 1
|aty[e )yl
Bu yerdan A operatorning chegaralangan ekanligi hamda
|a]e
m

tengsizlik kelib chigadi. D

Endi 14.3 va 14.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar garaymiz.

Misollar 14.5. C[01] fazoda x ga ko'paytirish operatorini (11.8-misolga
garang), ya ni

B:C[o;® C[0;1], (Bf )(x)=xf(x)

operatorni garaymiz. Bu operator 14.3-teorema shartlarini ganoatlantiradimi? B
teskarilanuvchan operator bo' ladimi?

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Endi Bf =0

tenglamani, ya ni xf (x) =0 tenglamani garaymiz. Bu tenglama C[0,1] fazoda fagat
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f(x)° 0 yechimga ega. B operator 14.3-teorema shartlarini ganoatlantiradi.
Demak, B - teskarilanuvchan operator, ya ni B gateskari operator mavjud.

14.6. 14.5-misolda garalgan x ga ko' paytirish operatori B:C[01]® C[0/],
14.4-teorema shartlarini ganoatlantiradimi?

Yechish. Malumki, B chizigli operator. B operator uchun 14.4-teoremaning
(14.9) sharti bagarilmasligini ko'rsatamiz. Buning uchun C[O,l] fazoda har bir
elementining normasi 1 bo‘lgan

. (x):‘l'l_ nx, agar x1 [0;1/ n]
" {0, agar xI (1/ m 1]
ketma-ketlikni garaymiz. Endi | B g,| normani hisoblaymiz:

|Bg,| =max|(Bg,)x)|=max| xg,(x)| = max

0£Xx£E1 0£Xx£E1 O£ Xx£E1
14.1-chizma.

1
- dl=1 g,

Istalgan m>0 son uchun shunday n, natural son mavjudki, % <m tengsizlik
0

o'rinli bo'ladi. Bu yerdan kelib chigadiki,
1

Bg,|=— :

[Bg.|= g, <m]|g,|

Demak, B operator uchun (14.9) tengsizlikni ganoatlantiruvchi m>0 son mavjud
emas. 14.5-misolda ko'rsatildiki, B ga teskari operator mavjud, lekin 14.4-
teoremaning sharti bgjarilmaganligi uchun, B ga teskari operator chegaralanmagan
bo‘ladi. A

14.7. Endi L, |- 1; 1] Hilbert fazosini o' zini-o* ziga akslantiruvchi

ALFrge LEz1 (A= (¢ +1)i ()

operatorni garaymiz. A operator 14.4-teorema shartlarini ganoatlantiradimi? A ga
chegaralangan teskari operator mavjudmi?

Yechish. A operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Endi A operator
uchun 14.4-teoremaning (14.9) sharti bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun | Af |

normani quyidan baholaymiz.
1
IAf = g +2) £ () ez ¢ £ ()= £ .
-1 -1

Biz bu yerda | x* +1# 1 tengsizlikdan hamda integralning monotonlik xossalaridan
foydalandik. So‘nggi tengsizlikdan |Af||3 | f | tengsizlik kelib chigadi. Bu yerda
m>0 son sifatida (0] dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin. 14.4-teorema
tasdig'idan foydalansak, A ga chegaralangan teskari operator mavjudligi hamda
| A% £1 tengsizlik kelib chigadi. Aslida |A™*| =1 tenglik o' rinli. A

14.5-teorema. X - Banax fazosi va Al L(X). Agar |Al £ g<1 bo'lsa, u

holda | - A operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.
Isbot. L(X) fazoda quyidagi formal gatorni garaymiz:
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|+ A+ A%+ ..+ A"+ .. (14.10)
Malumki, | A £[ A|*. Xuddi shuningdek, |A"|£]A". U holda (14.10)
gatorning

S =1+3 A"
k=1
gismiy yig'indilar ketma-ketligi Koshi shartini ganoatlantiradi, ya ni
[Syp - S| =A™ + A2 4.+ AP £q™ + g™ +..+0™" ® O,N® ¥.
(14.10) gatorning gismiy yig'indilar ketma-ketligi S, - fundamental ekan,
L(X):=L(X,X) to'labo’lgani (13.1-teoremaga garang) uchun

S, ® Si L(X).
Shunday qilib,
| +§ A =S,
k=1
Bundan tashqari
(- A)=1imS,(1 - A)=lim(l + A+ A2+ + A"- A= AZ- .- A™)=
n® ¥ n® ¥
=lim(1 - A™)=1.

n® ¥

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, (I - A)S=1. Demak, S operator | - A
operator uchun teskari operator ekan. S operatorning normasi

s 4a

§ o1
Equ C1- q
Demak, S=(I - A)* operator chegaralangan va uning normasi

Isl=]0- A e
-
tengsizlikni ganoatlantiradi. A

14.1-natija. X - Banax fazosi va Al L(X) bo'lib, |A|£ q<1 bo'lsa, u holda

| + A operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

14.1-lemma. Agar A,BI L(X) bo'lib, A, B*1 L(X) bo'lsa, u holda AB
operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (AB)'l =B A" tenglik
o‘rinli.

14.6-teorema. Al L(X) operatorga chegaralangan teskari operator mavjud
bo‘lsin. Agar A X ® X operatorning normasi

| A<
|~

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda B = A- A( operatorga chegaralangan teskari
operator mavjud.

Isbot. B operatorni quyidagicha yozib olamiz: A- A= A(l - A*A). Endi
A 'A' operatorning normasini baholaymiz:
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I A A1 <1
14.5-teoremaga ko'ra | - A A operatorga chegaralangan teskari operator mavjud.

U holda 14.1-lemmaga ko' ra, A(I - A‘lA') operator ham teskarilanuvchan bo' ladi,
hamda
1A

B =(1- AtA) A, B 21 - AA)

munosabatlar o‘rinli. A A
Misollar. 14.8. Parametr | | R ning ganday giymatlarida

(1-1 A)f(x)=f(x)- I _pasosxsinyf(y)dy, fT1 L[ p;p]

operatorga 14.5-teoremani va uning 14.1-natijasini qo‘llash mumkin?

Yechish. Al L(L,[- p;p]) ekanligini tekshiramiz. Shu magsadda ixtiyoriy
f,g1 L,[- p;p] elementlarni va ixtiyoriy a,bT1 C sonlarni olamiz va A
operatorning a f +b g elementgata sirini garaymiz:

(Al@ f+bg))(x)= cosxsin yl@a f+bg)(y)dy=a pc‘)COSXSinyf(Y)(Y)dny
p -p

p
+b goosxsiny g(y)(y)dy =a (Af)(x)+b (Ag)(x)
-p
Biz bu yerda integralning additivlik va bir jinslilik xossalaridan foydalandik. Endi

A operatorning chegaralangan ekanligini ko' rsatamiz. Buning uchun | Af | norma
kvadratini baholaymiz:

2

2 p p
dx = ¢ros? xdx>’ cginy f(y)dy| .
-p -p
Endi Koshi-Bunyakovskiy - | (f,g)|£] f | g| tengsizligidan hamda

(14.11)

2 PP .
| AT =_9_?:osxsmyf(y)dy

cos® X = % (1+cos2x), sin®x= % (1- cos2x)

ayniyatlardan va cos2x ning 1 ga ortogonalligidan foydalansak (14.11) dan
|Af]"£p? £ (14.12)
tengsizlik kelib chigadi. (14.12) dan
|Af|Ep|f|P [A|£p (14.13)
tengsizlikka ega bo' lamiz. Ikkinchi tomondan f,(x) = sin x desak, u holda
(Afo)(x)=pcosx va | fo|=p., [Afy|=p]f
bo'ladi. Ma lumki,

| ol
va (14.13) dan foydalansak, | A|=p tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan barcha
| 1 88 1; 19 lar uchun || Al| <1 tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak,
e p po
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el 19

14.5-teorema va uning natijasiga ko'ra barcha | 1 ¢-—,—= lada I-1 A
e pP Po
operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan. 14.5-teorema shartlarining
bajarilishi 1 - | A operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan bo’ lishini
taminlaydi. Lekin | | 88 1; 19 ekanligidan | - | A operatorga chegaralangan
ep Po

teskari operator mavjud emas degan xulosa kelib chigmaydi. A
Navbatdagi misolimiz bu fikrimizni tasdiglaydi.

14.9. Parametr | ning | 1 88 1; 1quymatlarida
e p po

(1-1 A)F(x)=f(x)- | ceosxsiny F(y)dy, £1 L[ pp]
-p
operatorga 14.5-teoremani qo'‘ llab, unga teskari operatorni toping.

Yechish. 14.8-misolda | 1 88119 giymatlar uchun 1 -1 A operatorga
epP Po
teskari operator mavjudligi ko'rsatilgan edi. Bu misolga 14.5-teoremani
go‘llashimiz uchun A operatorning dargjalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab A
operator kvadratini hisoblaymiz:

(A2 f )(X) = A(Af)(x)= Agé)c‘)cosxsin y f (y)dy9=
€-p ']

o )
= c‘)cosxsintgé’ocostsin y f(y)dy2dt . (14.14)
-p €-p 1]
(14.14) tenglikda t bo'yicha integralni hisoblash mumkin. Agar biz
p
¢eostsintdt =0

p

tenglikni hisobga olsak, A* =0 ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan barcha n3 2 larda
A" =0 ekanligi kelib chigadi. Natijada biz, S=1+1 A=(1-1 A" ga ega
bo’ lamiz. Hagigatan ham,

(1-1 A +1 A)=1+1 A-1 A-12A2 =]
va

(L+1 A -1 A)=1-1 A+l A-12A% =]
tengliklar o'rinli. Isbot jarayonidan ma’ lum bo' Idiki, barcha | T R larda | - | A

operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan bo'lar ekan.
14.10. Parametr | | R ning ganday giymatlarida

(BF)(x) = [+ x2)f (x)- | i?xy fly)ay, fTL[-11] (415

operatorga 14.6-teoremani qo‘ llash mumkin?
Yechish. Al L,[- 1; 1] operator sifatida (14.7-misolga garang)

(AF)(x) = (@ +2)f(x), 1 L,[-11]
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ni, AT L,[- 1;1] operator sifatida esa
(A 1)) = oxy fy)dy, T L,[-11]

ni olamiz. 14.7-misolda A operatorning teskarisi mavjud va | Al|=1 ekanligi
ko‘rsatilgan edi. 14.6-teoremani (14.15) tenglik bilan aniglangan B = A- | A
operatorga go’ llashimiz uchun

A< — (14.16)

tengsizlik o'rinli bo‘ladigan | ning barcha qiymatlarlnl topishimiz kerak. Shu
magsadda A' operatorning normasini topamiz. Buning uchun |A'f | norma

kvadratini baholaymiz:
2 1 1

[Af] =0l¢ (y)dy‘ dx = @xzdxx*@y f(y) y‘ gg—_ | F]°. (4.17)
-1 -1

Biz bu yerda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan hamda

1
@(Zd)(:_
-1
tenglikdan foydalandik. (14.17) dan
|| A'||£§ (14.18)
tengsizlik kelib chigadi. Ikkinchi tomondan f,(x) = x desak, u holda
: 2 .2 , 2 2
(AT )x)= 5o =2xfo(x) va [Afo] = S, | o =
bo' ladi. Ma lumki,
AT _
|A3 : (14.19)
Il 3

(14.18) va (14.19) lardan | A =Z tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan barcha

| 1 88 3. §; lar uchun (14.16) ning, ya'ni || A||<1 tengsizlikning bajarilishi

& 2 2g

kelib chigadi. 14.6-teoremaga ko‘ra barcha | 1 88 § §9 larda B operatorga

' 2g

teskari operator mavjud va chegaralangan. 14.8-misoldagidek | | 88 § §9

'2g
ekanligidan B operatorga chegaralangan teskari operator mavjud emas degan
xulosa kelib chigmaydi. A

14.11. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini ko' rsating
A:clo]® clo; 1, (Af)(x)= f(0)x+ f(1)x2. (14.20)
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Yechish. Ma lumki, chizigli operator teskarilanuvchan bo'lishi uchun Af =0
tenglama fagat f(x) © O yechimga ega bo'lishi zarur va yetarli. (14.20) formula
bilan berilgan A operator uchun f,(x)=x(1- x) funksiyani olsak,
f,(0)= f,(1) = 0 bo'Igani uchun

(Af)(x) = £(0)x+ F(1)x2 © 0.
Demak, Af =0 tenglama nolmas f, yechimga ega, 14.3-teoremaga ko'ra A
operator teskarilanuvchan emas. A

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

Teskarilanuvchan operator ta’rifini keltiring.

Chizigli operatorga teskari operator har doim chizigli bo‘ladimi?

Chizigli chegaralangan operatorga teskari operator mavjud bo‘lsa, u chizgli

chegaralangan bo‘ladimi? Misollarda tushuntiring. 14.5, 14.6-misollarga

garang.

4. A - chizqli operatorning yadrosi KerA nolmas elementni saglasa, u holda
A gateskari operator mavjud bo'lishi mumkinmi?

5. 14.10-misoldagi B operatorga teskari operatorni toping.

6. 14.5-misolda keltirilgan B operatorga teskari operatorni toping. B’ 1
operatorning aniglanish sohasini toping. D(B™*) =C[0]] tenglik to'g'rimi?
Agar bu tenglik to'g'ri bo'lmasa, D(B™*) to'plam C|0]1] fazoning hamma
yerida zichmi?

7. Ko'paytirish operatori A:1,® 1,, (Ax), =ax, ning teskarilanuvchan
bo‘lishligining zarur va yetarli shartini toping.

8. Ko'paytirish operatori A:1,® I,, (Ax). =a x, ga chegaralangan teskari
operator mavjud bo'lishligining zarur va yetarli shartini toping.

9. Ko'paytirish operatori A:1,® I,, (Ax) =n'x  ga teskari operatorni
toping. U chegaralangan operator bo'ladimi?

10. Ko'paytirish operatori  A:L,[- L1® L,[-11, (Af)x)=[x]f(x) oa

teskari operator mavjudmi? Bu operorning yadrosini toping. dim KerA = ¥

tenglik to'g'rimi? Bu yerda [x] deb x sonining butun gismi belgilangan.

wnE

21-mavzu: Banax fazosida qo'shma oper atorlar

X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan fazoga
akslantiruvchi chizigli uzluksiz A operator berilgan bo‘lsin, ya ni
A:X®Y, y=AxlY, D(A)=X.
Bizga ixtiyoriy g:Y ® C chizigli chegaralangan funksional berilgan
bo'Isin. Bu funksionalning y = Ax elementga ta’sirini garaymiz g(y) = g(Ax).
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Osongina ko‘rsatish mumkinki, g(Ax) funksional X da aniglangan biror chizigli
f funksionalni aniglaydi. Shunday qilib,
g(Ax) = f(x). (15.1)
Endi (15.1) tenglik bilan aniglangan f funksionalning chizigli ekanligini
ko' rsatamiz:
fla,x +a,x,) =g(A@,x +a,x,)) = g@,Ax +a,Ax,) =
=a,g(Ax) +a,g9(Ax) =a, f(x)+a,f(x,). (15.2)
(15.2) tenglik barcha x,,x,1 X vaixtiyoriy a,,a,1 C lar uchun o'rinli. Demak,
f chizigli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluksizligini)
ko' rsatamiz. Ixtiyoriy x1 X uchun
| £ () Fl (A £ o 5 A5 x|
tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan f funksionalning chegaralanganligi kelib chigadi.
Agar f funksionalning x nuqgtadagi giymatini (f,x) deb belgilasak, u holda
(f.x) = (9, AX). (15.3)
15.1-ta'rif. Bizga X,Y- chizigli normalangan fazolar va A:X ® Y chiziqli
chegaralangan operator berilgan bo‘lsin. Agar biror A" :Y ® X operator va
ixtiyoriy xT X, g1 Y" lar uchun
(9, A%) = (A'g, x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, A" operator A ga go'shma operator deyiladi.

Demak, har bir g1 Y funksionalga (15.3) tenglik bilan aniglanuvchi f1 X
funksionalni mos go‘'yuvchi A Y ® X operator A operatorga o‘shma
operator deb ataladi.

Qo' shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:
1. A" operator chizig|i.
2. (A+B) = A +B.
3. Ixtiyoriy k sonuchun (kA)" = kA,
4. Agar A uzluksiz bo'lsa, u holda A" ham uzluksiz bo' ladi.
Anigrog'i, quyidagi tasdiq o'rinli.
15.1-teorema. Agar AT L(X,Y) bo'lsa, uholda AT L(Y",X") va
|AT=1Al

tenglik o'rinli.

I sbot. Operator normasining xossasiga ko' ra,

(K9, Fl (9, A £ ] |4 £ 4] | x|
Bu yerdan
NI
tengsizlikka ega bo' lamiz. Demak,
|A£]A] (15.4)
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Endi xI X, Ax#q shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy element bo'lsin,

Yo =”%‘X”T Y deymiz. Ko'rinib turibdiki, |y,||=1. Xan-Banax teoremasining

12.1-natijasiga ko'ra, shunday g:Y® C funksional mavjudki, [g|=1 va
9(Yo) =||Yo| =1, yani

o) = ge 22 1 gag=1
: §||Ax||z [ax] °
Bu yerdan,
0(A%) = |Ax|

tenglikka ega bo‘lamiz. U holda
| = g(m) = [ (Ao | £ |Ag| [x] £ AT Jallx| = |A] x|
munosabatdan
|AJE]|A| (15.5)
tengsizlikni olamiz. (15.4) va (15.5) munosabatlardan
|Al=]A]
tenglik kelib chigadi. D

15.2. Hilbert fazosida qo‘shma operator lar

Ma lumki, Hilbert fazosiga go‘' shma fazo uning o' ziga izomorf, yani H = H’
(tenglik izomorfizm ma nosida). Shuning uchun Hilbert fazolarida qo‘shma
operatorlar xossalarini o‘ rganish ancha qulay.

15.2-ta’rif. H Hilbert fazosi va AT L(H) operator berilgan bo'lsin. Agar

biror A":H ® H operator vaixtiyoriy x,yl H lar uchun
(Ax,y) = (%, A'Y)
tenglik o'rinli bo‘lsa, A" operator A ga qo‘shma operator deyiladi.
Bu ta'rif Banax fazosidagi qo‘shma operatorning ta'rifidan biroz farq qgiladi,
ya ni bu yerda (kA)" = kA (3-xossaga garang) tenglik o' rinli.
Hilbert fazosi holida A va A" operatorlar aynan bitta fazoda aniglangani uchun,
ba zan A= A" tenglik ham o' rinli bo‘ lishi mumkin.
15.3-ta’'rif. Agar A= A" bo'lsa, ya' ni ixtiyoriy x,y1 H uchun
(A%, y) = (X, Ay)
tenglik o'rinli bo‘lsa, A operator o z-0'ziga qo‘ shma operator deyiladi.
15.4-ta'rif. Bizga A:H ® H chizigli operator va H, 1 H gism fazo berilgan
bo'Isin. Agar ixtiyoriy xT H, uchun AxI H, bo‘lsa, u holda H, gism fazo A

operatorga nisbatan invariant gism fazo deyiladi. .
15.1-lemma. Bizga A:H ® H chizgli operator va H,| H qism fazo

berilgan bo'lsin. Agar H, gism fazo A operatorga nisbatan invariant bo‘lsa, u
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holda uning ortogonal to‘ldiruvchisi bo‘lgan H, I H gismfazo A" operatorga
nisbatan invariant bo‘ladi.

| shot. Hagigatan ham, agar y1 H, bo‘lsa, u holdaixtiyoriy xI H, uchun

(Ay,%) = (y, A) =0,
chunki AxT H,. Demak, A'yl H,. D

Xususiy holda, agar A=A" bo'lsa, u holda AH,) I H, ekanligidan
AH;) 1 H, ekanligi kelib chigadi.

Hilbert fazosida go’ shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

15.2-lemma. Agar A,Bl L(H) bo‘lsa, u holda
1) @A+bB) =aA +bB’,

2) (AB) =B A,
3) (A')" = A tengliklar o'rinli.

I sbot. Birinchisini isbotlaymiz.

(@A+bB)x,y) = (@Ax+bBx,y) =a (Ax,y) + b(Bx,y) =
—a(x,Ay)+b(x,B'y) = (x,aAy)+(x,bBy) =(x,(@A +bB")y).
Bundan (@A+bB)" =aA" +bB’ tenglik kelib chigadi.
2) ni isbotlaymiz:
((AB)x,y) = (A(BX),y) = (Bx, Ay) = (x,B"A’y).
Bundan (AB)" = B A" tenglik kelib chigadi.
3) ning isboti bevosita qo‘ shma operator ta' rifidan kelib chigadi. D

Endi operatorlarning Banax va Hilbert qo'shmalarini topishga doir misollar
garaymiz.

Misollar. 15.1. X =Y =1, va T o'ngga siljitish operatori bo'Isin (14.1-misolga
garang), ya ni X

Tx=(0,%,,%,, %5, K, x. ;,K), xI 1,
bo'lsin. T gago'shma T~ operatorni toping.

Yechish. X =1, vaY =1, lar Banax fazolari bo'Iganligi uchun T operatorning
Banax qo‘shmasini topamiz. Ma lumki, TT L(l,) operatorning Banax qo‘shmasi
barcha xT 1, va f1 (I,)" lar uchun

(T 1)) = f(Tx) (15.6)
tenglikni ganoatlantiruvchi va (I,)" fazoni (1,)" fazoga akslantiruvchi operatordan
iborat. Bizga ma lumki, (1,)" =m, boshgacha aytganda har ganday f1 (I,)
uchun shunday yagona yI m mavjudki,

n-17

¥ ~
f(X)=§}lxkyk, Y=Y Y2 Y. K Y, KT m (15.7)

tenglik barcha x1 1, lar uchun o'rinli bo‘ladi. Xuddi shuningdek, shunday z T m
mavjudki,
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¥ ~
T HX)=axz,, z=2,,2,,2,,K,z,,K)I m (15.8)
k=1

tenglik barcha x1 1, lar uchun bajariladi. (15.7) va (15.8) tengliklarni hisobga
olsak, berilgan T operator uchun (15. 6) shart quyldagl ko' rinishga keladi:

gxkz a 1Y = axkym (15.9)

=1 k=1

Bu tenglik barcha x1 1, lar uchun bajarlladl. Xususiy holda, g = (9,945,140, K,),
k

kT N elementlar uchun (15.9) tenglik
Z, =Y, kK=12K,nK
tengliklarga aylanadi. Shunday qilib, T" : m® m operator
Ty =T (¥, 2. K Yo K) = (Y2, 5, K, Yo, K)
formula bilan aniglanar ekan.
15.1-teoremaga ko‘ra, T1 L(X,Y) ekanligidan T" 1T L(Y", X") ekanligi kelib
chigadi va |T"| = |T| tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda 15.1-teoremaning

o'rinli ekanligini tekshirib ko‘ramiz. T~ operatorning chizigli ekanligi uning
aniglanishidan ko'rinib turibdi. | T|=|T" |tenglik bajarilishini ko' rsatamiz.
Haqgigatan ham,
Tl = supHTxH—supa 1% FL [T =sup|T'x|=sup |y, =1
[x|=1 [x[=1 Ivi=1 2£k<¥
15.2. |, fazoda ko' paytirish operatorini, ya' ni (11.9-misolga garang)
All,®Il,, (AX),=aXx, supla, Fa<¥ (15.10)

n3l
operatorni garaymiz. Unga o' shma operatorni toping.

Yechish. X =Y =1, Hilbert fazolari bo'lganligi uchun A ga Hilbert
ma nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. A operatorning chizigli va
chegaralanganligi 11.9-misolda ko'rsatilgan. A ga qo‘shma operatorni topish
uchun (Ax,y) skalyar ko'paytmani qaraymiz. |, fazodagi skalyar ko' paytmadan
foydalansak,

¥ N ¥ N ¥ —
(A Y) = A(AX), Y, =aa, X, Y, = ax,a,y, = (xAy).
n=1 n=1 n=1

Bundan
A:1L,® 1, (Ax, =ax,

ni olamiz. Bu yerdan A ning qo'shmasi o‘ziga teng bo'lishi uchun a_ ,nT N
sonlarning hagiqiy bo'lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga kelamiz. D

153. L,[a;b] kompleks Hilbert fazosida, u(x) funksiyaga ko'paytirish
operatorini, ya ni X

(AF)() =u(x) f(x), f1 L,[ab]

operatorni garaymiz. Bu yerda u- chegaralangan va o'Ichovli funksiya. A ga
go‘ shma operatorni toping.
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Yechish. X =Y =L,[a;b] Hilbert fazolari bo‘lganligi uchun A ga Hilbert
ma nosidagi go‘shma operatorni topamiz. u ning chegaralangan va o'lchovli
ekanligidan A operatorning aniglanish sohasi D(A) = L,[a;b] ekanligi va A ning
chegaralangan ekanligi kelib chigadi. Tarifga ko'ra Al L(L,[a;b]) operatorning
qo'shmasi hamma f, g1 L,[a;b] lar uchun

(Af,g)=(f,AQ) (15.11)
tenglikni ganoatlantiruvchi A'T L(L,[a;b]) operatordan iborat. Agar biz L,[a;b]

fazodagi skalyar ko'paytmadan foydalansak, (15.11) tenglikni quyidagicha
yozishimiz mumkin

(Af,9) = c‘iAf)(X)g(X) dx = oU(X)f(X)g(X) dx = d(X)U(X) g(x) dx = (f,A'g).
Butengllkdan

(A'g)(¥) =u(x)g(x), gl L,[ab]
ekanligi kelib chigadi. Bu yerdan A= A" bo'lishi uchun, deyarli barcha x1 [a;b]
larda u(x)T R bo'lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga kelamiz. D
15.4. Endi L,[a;b] Hilbert fazosida K(x,y) yadro bilan aniglanuvchi integral
operatorni, ya ni

(Af)(X)=té<(X,Y)f(Y)dy, 1 L[ab] (15.12)

operatorni qgaraymiz. Bu yerda K - [a;b]” [a;b] kvadratda aniglangan
chegaralangan va o‘Ichovli funksiya. A operatorga o' shma operatorni toping.

Yechish. K funksiyaning chegaralangan va o‘lchovli ekanligidan, uning
L,([a;b]” [a;b]) fazoga garashli ekanligi kelib chigadi. Fubini teoremasidan
(19.1-teorema) foydal anib, quyldaglga ega bo’ Iarmz

(Af,Q) = QOK(X Y)f(Y)dy%g(X) dx = CDK(X y) f (y) dy g(x) dx =

a

§ C%(‘)K(x, y)@dng(y) dy = (j(x)% OK(y, %) g(y) dyIv)dX =(f.T'g).

Bu yerdan

b
(T"9)(%) = OK(y, X) g(y) dy (15.13)
tenglik kelib chigadi. Xususan, (15.12) ko'rinishdagi A operator L,[a,b] fazoda
0'z-0'ziga qo‘ shma bo' lishi uchun, deyarli barcha x,y1 [a;b] lar uchun

K(xy) = K(y,%) (15.14)
tenglikning bajarilishi yetarli va zarurdir.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. Banax fazosida operatorning go‘shmasi ganday ta'riflanadi?
2. Hilbert fazosida operatorning go‘ shmasi ganday ta’riflanadi?
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3. Yugoridagi ta'riflarda ganday farq bor? Javobni xossalarda tushuntiring.

4. (O'z-0'ziga qo‘shma va o0'z-0' ziga qo‘ shma bo‘Imagan operatorlarga misollar
keltiring.

5. Hilbertgfazosida birlik operatorga go‘shma operatorni toping. U 0'z-0'ziga
go'shma bo'ladimi?

6. Chizigli chegaralangan operatorga qo‘shma operator har doim chizqli
chegaralangan bo' ladimi?

7. All,® 1, Ax=(aXx,a,x,,K,a,x
toping. Buyerda a 1 C, nil N.

8. B:L,[01] ® L,[0;1], (Bf)(x)=u(x)f(x) operatorga qo‘shma operatorni
toping. Buyerda u : [a;b] ® C uzuksizfunksiya.

9. O'zo'zigago'shma AB:L,[0;1] ® L,[0;1] operatorlar berilgan:

1

(A =xf(x),  (BF)(x) = oxyf(y)dy.

AB va BA operatorlarni toping. Ular 0'z-0'ziga qo' shma bo'ladimi?
10. A:L,[-1;1]® L,[-1;1] operator berilgan:

1

(AF)(X) = &x° +iy*) f(y)dy.

-1
Uning invariant gism fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat

U[-1,2] ={f 1 L[-1;1]:f(-xX) = f(X)} gism fazo A operator uchun
invariant gism fazo bo'ladimi?

K) operatorga go‘'shma operatorni

n’?

22-mavzu: Chizigli operator ning spektri va rezolventasi
16. Chizigli operator ning spektri varezolventasi

Operatorlar nazariyasida spektr tushunchasi eng muhim tushunchalardan biridir.
Chizigli operator spektrini o‘rganish matematik fizika uchun muhimdir. Masalan,
kvant mexanikasida sistema Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi o'z-0'ziga
go'shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyatlarini
o‘rganish uchun muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli o'lchamli
fazolardagi chizigli operatorlar uchun eslatamiz.

Faraz qilaylik, A:C" ® C" chizigli operator berilgan bo'lsin. Agar biror | son
uchun

Ax=1I x
tenglama nolmas x1 C" yechimga ega bo'lsa, u holda | son A operatorning xos
giymati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim esa xos vektor deyiladi.

Ma lumki, har bir A:C" ® C" chizigli operatorga {a;}- n” n matritsa mos
keladi va aksincha. Chizigli algebra kursidan ma’lumki, agar | son A
operatorning xos qiymati bo‘lsa, det(A-11)=0 bo'ladi va aksincha. n" n
matritsa determinanti det(A- | 1), parametr | ning n- dargali ko' phadi bo'ladi
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va det(A-11)=0 tenglama ko'pi bilan n ta ildizga ega, yani A:C" ® C"
chizigli operator ko' pi bilan n ta xos giymatga ega. Agar | son A operatorning
X0s giymati bo'lsa A- | | ga teskari operator mavjud emas va aksincha. Agar |

son A operator uchun xos giymat bo‘Imasa, ya' ni det(A-11)1* 0 bo'lsa, u holda

A- 11 gateskari operator mavjud va u C" fazoning hamma yerida aniglangan
bo‘ladi.

16.1-teorema. A:C" ® C" chizgli operator chegaralangandir.

Isbot. C" fazoda e,e,,K,e ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda har bir

xT C" vektor yagona usulda
X =8 X% *§
i=1

ko‘rinishda tasvirlanadi. Agar A operator C" da aniglangan chizigli operator
bo'Isa, u holda

Ax = Ax *Ae)
i=1

bo‘ladi. Shunday ekan, chizigli operator o‘zining €,6,,K,e , bazs
vektorlardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Endi Ax ning normasini
baholaymiz:

1 1
[Ax €8 1% I4A@) £ 8 1% P2 Ga AT &M x|
i=1 i=1 (%) i=1 (%)

Bu yerda

M =& Ae) Y

Demak, chekli o'lchamli fazoda aniglangan har ganday chizigli operator
chegaralangan bo'lar ekan. D

Yuqgorida aytilganlarning natijasi sifatida shuni ta kidlash lozimki, chekli
o'lchamli fazolardagi chizigli operatorlar uchun quyidagi ikki holat sodir bo'lishi
mumkin:

1) | son uchun Ax=1 x tenglama nolmas yechimga ega, yani | son A
operator uchun xos giymat, bu holda A- | | gateskari operator mavjud emas,

2) | son uchun C" fazoning hamma yerida aniglangan (A- 11)* operator
mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli olchamli fazolarda chizigli operatorning xos giymatlari to'plami uning
spektri deb ataladi. Agar | I C son A operator uchun xos giymat bo'Imasa, u A
operatorning regulyar nugtasi deyiladi. Umuman aytganda, chekli o‘lchamli
fazolarda spektr termini kam ishlatiladi.

Agar A operator cheksiz o'lchamli X fazoda berilgan bo'Isa, u holda yuqgorida
keltirilgan 1 va 2 holatlardan fargli bo‘lgan uchinchi holat ham bo' ladi, ya ni:
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3) (A- I 1)* operator mavjud, ya'ni Ax=1 x tenglama fagat nol yechimga ega,
lekin  (A-11)" operator X ning hamma vyerida aniglanmagan yoki
Im(A-11)# X.

16.1-ta’rif. Agar | T C sonuchun A- |1 ga teskari operator mavjud bo'lib u
X ning hamma yerida aniglangan bo‘lsa, | soni A operatorning regulyar
nugtasi deyiladi,

R(A)=(A-11)"
operator esa A operatorning | nugtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regulyar
nugtalar to'plami r (A) orgali belgilanadi.

16.2-ta’'rif. A operatorning regulyar bo‘lmagan barcha nugtalari to‘plami A
operatorning spektri deyiladi va s (A) orqali belgilanadi.

16.3-ta’rif. Agar biror | T C son uchun (A-11)x=0 tenglama nolmas
(x # 0) yechimga ega bo‘lsa, | son A operatorning xos giymati deyiladi, nolmas
yechim x esa xos vektor deyiladi.

Ko'rinib turibdiki, barcha xos giymatlar to' plami spektrda yotadi, chunki | xos
giymat bo'lsa, A- | | operatorning teskarisi mavjud emas.

Spektr quyidagi gismlarga gjratiladi.

16.4-ta’'rif. a) Barcha xos giymatlar to‘plami A operatorning nuqtali spektri
deyiladi va s ,,(A) bilan belgilanadi.

b) Agar | xosgiymat bo‘lmasava Im(A-11)1 X, ya'ni A- |1 operatorning
giymatlar sohasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday | lar to'plami A
operatorning qoldiq spektri deyiladi va s , (A) bilan belgilanadi.

Endi 0°z-0°ziga qo’ shma operatorlar uchun muhim spektr ta'rifini keltiramiz.

16.5-ta’'rif. Agar biror | I s(A) son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi
f T H birlik vektorlar ketma-ketligi mavjud bo'lib

lim|(A- 11)f[=0

n® ¥
bo'lsa, u holda | son A= A" operatorning muhim spektriga garashli deyiladi. A
operatorning muhim spektri s (A) bilan belgilanadi.

Operatorning nuqtali va goldiq spektrlari o' zaro kesishmaydi. Nugtali va muhim

spektrlar o zaro kesishishi mumkin.
16.2-teorema. Agar AT L(X) va |l [>|A| bo'lsa, u holda | regulyar nugta

bo'ladi.
Isbot. A- || operatorni quyidagicha yozib olamiz:

A-11=-1( - IEA). (16.1)

Teorema shartidan IEA operatorning normasi 1 dan kichik ekanligi kelib chigadi,

shuning uchun 14.5-teoremaga ko'ra | - IEA operatorning chegaralangan teskarisi
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mavjud. Bundan va (16.1) tenglikdan A- || operatorning teskarisi mavjud va
chegaralangan ekanligi kelib chigadi. D

Shunday qilib, chegaralangan A:X® X operatorning spektri markazi
koordinatalar boshida varadiusi |A| gateng yopiq doirada saglanar ekan.

16.3-teorema. Agar Al L(X) bo‘lsa, uholda s (A) yopiq to‘ plamdir.

Isbot. Operatorning spektri s (A) regulyar nugtalar to'plamining to'ldiruvchi
to'plami bo'lgani uchun, r (A) ning ochiq to'plam ekanligini ko'rsatish yetarli.
Endi | T r (A) ixtiyoriy nugta bo'Isin, yani A- || operatorning teskarisi mavjud
va chegaralangan bo'lsin. U holda 14.6-teoremaga ko‘ra, barcha
d, d <(H(A— )Y )'1 lar uchun A-11-dl operatorning ham chegaralangan

teskarisi mavjud. Demak, | T r (A) nugta o‘zining e=((A— I I)'lH )'1>0 atrofi
bilan r (A) gagarashli ekan. Buesa | nugtaning r (A) to' plam uchun ichki nugta
ekanligini bildiradi. | ning ixtiyoriyligidan r (A) ning ochiq to'plam ekanligi
kelib chigadi. Demak, s (A) =C\r (A) yopiq to'plam. D
Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiaz.
16.4-teorema. Al L(H) o'z-0'ziga qo‘shma operator bo'lsin: U holda:
(@) S 4 (A) bo'sh to'plam.
(b) s (A) to'plam R ning gismi, ya'ni s (A)1 R.
(c) A operatorning har xil xos giymatlariga mos keluvchi xos vektorlari

0'zaro ortogonaldir.
Misollar. 16.1. L,[a,b] Hilbert fazosida erkin o'zgaruvchi x ga ko'paytirish

operatori (15.3-misolga garang), ya ni
A:L,[a,b]® L,[a,b], (Af)(x)=xf(x)
operatorni garaymiz. Uning nugtali, goldig va muhim spektrini toping.
Y echish. 15.3-misol natijasiga va u(x) = x = x = u(x) tenglikka ko'ra A= A"
16.4-teoremaning (a) tasdig‘igako'ras ., (A) = ILI Ma lumki,

(AF)(x)=1f(x) yani (x-1)f(x)=0 (16.2)
tenglamaixtiyoriy | T C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A operator xos
giymatlarga ega emas, ya'ni s , (A) = LI (16.2) tenglama fagat nol yechimga ega
ekanligidan 14.3-teoremaga ko‘ra (A- 11)f(x) = g(x) tenglamaning ixtiyoriy
g1 Im A da yagona yechimga ega ekanligi kelib chigadi. Ko’ rsatish mumkinki
A- || operatorgateskari operator

(A-11)7g(x) = (x-1)"g(x) (16.3)
formula bilan aniglanadi. Agar | 1/ [a,b] bo'lsa, u holda x- | * 0, natijada
(A-11)* operator L,[a,b] fazoning hamma yerida aniglangan va Banax
teoremasiga ko' ra u chegaralangan bo' ladi. Demak, | 1/ [a,b] regulyar nugta, ya' ni
s (A)1 [a;b]. Lekin (16.3) formula bilan aniglangan teskari operator | T [a,b]
bo'lganda L,[a,b] fazoning hamma yerida aniglanmagan. Demak, [a,b] 1 s (A).
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Bulardan, s (A) =[a,b]. Endi A operatorning spektridagi ixtiyoriy nugta uning
muhim spektriga garashli ekanligini ko' rsatamiz. Ixtiyoriy | 1 [a,b) uchun

T O, agar X] [a,b]\A]

deymiz. Ma lum nomerdan boshlab | +%<b bo‘ladi va bunday nomerlar uchun

|f.| =1 tenglik o'rinli. Bundan tashgari har xil n va m lar uchun A 1 A =4
bo'lgani uchun (f_ ,f )=0 tenglik o'rinli, yani {f } ortonormal sistema ekan.
Ma lumki, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga kuchsiz ma noda yaginlashadi,
shuning uchun { f } ketma-ketlik ham nolga kuchsiz ma noda yaqginlashadi. Endi

I(A- 11)f,| normani baholaymiz:
I+£
[(A-11)f|=n(n+1) ¢ (t-1)>dt=
1

|+
n+l

n(n+1)(3n* +3n+1)
n®(n- 1)°

® O,Nn® ¥.

Demak, ta'rifga ko'ra | T [a,b) son A operatorning muhim spektriga garashli
ekan. | =b nuqgtani A operatorning muhim spektriga garashli bo'lishligini
o' quvchiga mustagil isbotlash uchun goldiramiz. Shunday qilib, A operatorning
spektri fagat muhim spektrdan iborat bo‘lib, u [a;b] kesma bilan ustma-ust
tushadi. Xulosa
S@(A)=s (A= s (A)=s(A)=[ab]. D
16.2. 16.1-misolda garalgan A operatorni C[a,b] Banax fazosida, ya ni
A:Cl[a,b]® C[a,b], Af(x)=xf(x)
operatorni garaymiz. Uning nugtali va qoldiq spektrini toping.
Y echish. Ma’ lumki, ((16.2) ga garang) X
(AF)(x)=1f(x) yani (x-1)f(x)=0, fl C[a,b] (16.4)
tenglama ixtiyoriy | T C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A operator xos
giymatlarga ega emas, ya'ni s, (A) = LI (16.4) tenglama fagat nol yechimga ega
ekanligidan 14.3-teoremaga ko‘ra (A- 11)f(x) = g(x) tenglamaning ixtiyoriy
gl ImA da yagona yechimga ega ekanligi kelib chigadi. Demak, A- I
operatorga teskari operator mavjud va u (16.3) formula bilan aniglanadi. Xuddi
16.1-misoldagi kabi ko‘rsatishimiz  mumkinki s (A) =[a,b] tenglik o‘rinli.
Hagigatan ham, agar | 1/ [a,b] bo‘lsa, u holda (16.3) ning o' ng tomoni ixtiyoriy
f T C[a,b] dauzluksiz funksiya bo‘ladai, ya'ni D((A- 11)*) = C[a,b] va teskari
operatorlar hagidagi Banax teoremasiga ko‘ra (A- | |)™* operator chegaralangan
bo'ladi, demak | regulyar nugta, yani s (A)1 [a;b]. Agar | T [a,b] bo'lsa, u
holda (16.3) formula bilan aniglangan (A- | 1)™* operator C[a,b] fazoning hamma
yerida aniglanmagan, bundan [a,b] | s (A). Bulardan, s (A) =[a,b] ekanligi kelib
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chigadi. Endi s (A) =s ,, (A) ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy | I [a,b] uchun
A- || operatorning giymatlar sohasi

Im(A-11)={gl C[a,b]:g(x)=(x-1)f(x)}
Cl[a,b] fazoda zich emas. Hagigatan ham, Im(A- | 1) chizigli ko'pxillilikdagi
ixtiyoriy g uchun g(I ) =0 shart bajariladi. Agar biz f,(x)° 1 desak, u holda
ixtiyoriy g1 Im(A- 11) uchun

9- fo=§dn[%lg(><)- fo (P 19)- fo(1)F1

tengsizlik o‘rinli. Demak, Im(A- 11) chizigli ko' pxillilikdan f,(x) © 1 elementga
yaginlashuvchi ketma-ketlik gjratish mumkin emas. Qoldiq spektr ta'rifiga ko'ra
ixtiyoriy | T [a,b] uchun | 1 S g (A) munosabat o'rinli. Bundan s (A) | s, (A)
kelib chigadi. Teskari munosabat s (A) Esqo| (A) doim o'rinli. Demak,
s(A)=s (A =[ab]. D

16.1 va 16.2-misollarda bir xil gqonuniyat bo‘yichata’ sir giluvchi A operator har
xil L,[a;b] va C[a;b] fazolarda garalgan. Har ikki holda ham A operatorning
spektri [a;b] kesma bilan ustma-ust tushgan, lekin spektrning qismlarida
(strukturasida) o‘zgarish bo‘ldi. Birinchi holda (16.1-misolda) s ., (A) =1L edi,
ikkinchi holda s ., (A) =[a;b].

16.3. Endi |, Hilbert fazosida ko' paytirish operatorini, ya’ ni

AlL,® I, AX=(aX,a,X,,a%,K,a,x, K) (16.5)

operatorni garaymiz (11.9, 15.2-misollarga garang). Uning xos giymatlarini va
spektrini toping.

Yechish. sup|a, [F a<¥ bo‘lgan holda, A ning chegaralangan ekanligi 11.9-

n3l

misolda ko‘rsatilgan. Bundan tashgari |A| =sup|a, |- a tenglik isbotlangan edi.
n3l

Ax=1| x tenglama | =a, bo‘lganda e, =(0,K,0,1,0,K,) nolmas yechimga ega.
Demak, a_,nT N sonlar A operatorning xos giymatlari bo‘lar ekan. Agar birorta
ham nT N dal #a, bo'lsa u holda (A- | 1) operator teskarilanuvchan bo' ladi
va

(A-11)yix=-(—2_ X 1 % ) (16.6)
| -a, | - a&, | - a,

Bulardan {a,,a,,Ka,,K} =s  (A) tenglik kelib chigadi. Ma lumki, xos giymatlar
operatorning spektriga garashli bo‘ladi, shuning uchun {a,,a,,Ka_,K} 1 s (A).
Ikkinchi tomondan chegaralangan operatorning spektri yopiq to‘ plamdir, demak
S ,» (A) to'plamning yopig'i [s ,, (A)] uchun

{a, 8, Ka, K} =[s ,,(A]1 s (A (16.7)
munosabat o‘rinli. Agar | T/ [s »(A)] bo'lsa, u holda (16.6) tenglik bilan
aniglangan (A-11)"* operator 1, fazoning hamma yerida aniglangan va
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chegaralangan bo'ladi. Bundan C\[s pp(A)]i r (A) ekanligi kelib chigadi. Bu
yerdan

s(AT [s (A (16.8)
(16.7) va (16.8) munosabatlardan

S (A) =[s p(A)]
ga kelamiz. Ko‘rsatamizki {a } ketma-ketlikning barcha limitik nuqtalari A
operatorning muhim spektriga garashli bo*ladi. Buning uchun limitik nugta | ga
yaginlashuvchi {a, } qismiy ketma-ketlikni garaymiz. U holda

H(A' e, =H(ank -1)e, |=la, -1 @0, k® ¥

{enk} ketma-ketlik ortonormal sistema bo’Iganligi uchun nolga kuchsiz ma noda

yaginlashadi. Demak, | son A operatorning muhim spektriga garashli ekan. D

16.4. Quyidagicha savol qo‘yamiz. 1, Hilbert fazosida shunday A:1,® 1,
chizigli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan berilgan M1 C
yopiq to‘ plam bilan ustma-ust tushsin.

Y echish. Kompleks sonlar to'plami C separabel metrik fazo bo'lgani uchun,
uning hamma yerida zich sanogli D to'plam mavjud. U holda M 1 D to'plam
sanogli va M ning hamma yerida zich bo‘ladi. Endi M 1 D to'plam elementlarini
{a,,8,,K,a,,K} nomerlab chigamiz va 16.3-misolda garalgan, (16.5) tenglik
bilan aniglanuvchi A operatorni garaymiz. 16.3-misolda ko' rsatilganidek

s(A)=[s ,(Al=MID=M. D

Bu yerda, biz M =C deb olishimiz ham mumkin. Demak, spektri butun
kompleks sonlar to'plami C bilan ustma-ust tushuvchi chizigli operator mavjud
ekan. Bu holda ta'rifga ko‘ra r (A) =1L bo'ladi. Shuni ta kidlaymizki, agar
M I C yopiq to'plam chegaralangan bo'Isa, u holda spektri M bilan ustma-ust
tushuvchi A operator ham chegaralangan bo' ladi va aksincha.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. Chekli o'lchamli fazolarda operatorning spekiri fagat chekli sondagi xos
giymatlardan iborat ekanligini ko'rsating.
2. A:L,[01] ® L,[0;1], (Af)(x)=u(x)f(x) operatorning spektrini toping.
Buyerda u:[a;b] ® C- uzuksizfunksiya.
3. L,[-p;p] fazoda integral operatorning xos giymatlarini toping:
(AF)(X) = & zi dsinnxsinny  (y)dy.
n=1 -p
4. Birlik operatorning spektrini toping.
1
A:L[-11]® L,[- 1], (Af)(x) = f(x)- o1+xy)f(y)dy
-1

o

operatorning xos giymatlarini toping.
6. Yugorida keltirilgan A:L,[-1;1]® L,[-1;1] operatorning | nugtadagi
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©

10.

rezolventasini toping.

J 11 »4 5 lar A chizigli operatorning |, ,,l , xos giymatlariga mos keluvchi
xos vektorlari bo'lsin. j ,j ,J 5 larning chizigli erkli (chizigli bog'lanmagan)
ekanligini isbotlang.

Soektri birlik doiradan iborat bo*lgan chizigli operatorga misol keltiring.

Soektri IL to'plamdan iborat bo‘lgan chizigli operator mavjudmi? Mavjud
bo‘lsa misol keltiring.

16.1-misolda | =b nugtaning A operatorning muhim spektriga garashli
ekanligini isbotlang.

R(ATX)=Ix-1T"f(x)
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23- mavzu K ompakt operatorlar
17. Kompakt operatorlar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to*plamlarga ta' rif
beramiz. Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta'riflanadi. Biz
normalangan fazolarda kompaktlik kriteriylarini ham keltiramiz. Keyin esa asosiy
tushuncha kompakt operatorga ta' rif beramiz va unga misollar keltiramiz.

Bizga X - Banax fazosi va M 1 X to'plam berilgan bo'lsin. Agar M
to'plamdan olingan ixtiyoriy {x }1 M ketma-ketlikdan M da yaginlashuvchi
gismiy ketma-ketlik gratish mumkin bo‘lsa, M ga kompakt to*plam deyiladi
(3.6-ta'rifga garang). Agar N to'plamning yopig‘'i [N] kompakt to* plam bo'lsa, u
holda N nisbiy kompakt to‘plam deyiladi (3.7-ta’rifga garang). To'plam nisbiy
kompakt bo‘lishi uchun uning to‘la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli (3.5-
teoremaga garang). Chekli o'lchamli fazolarda to'plam kompakt bo'lishi uchun
(3.4-teoremaga garang) uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Asosiy funksional fazolardan biri C[a,b] fazodir. Bu fazodagi to‘plamning
kompaktlik kriteriysi Arsela teoremasi (3.6-teoremaga garang) yordamida bayon
gilingan. 1 ;,p3 1 fazoda to‘ plam nisbiy kompakt bo'lishligining zarur va yetarli

shartlari 3.8-teoremada keltirilgan.

Banax fazosida kompakt operatorlar. Chekli o'lchamli fazolarda
aniglangan chizigli operatorlardan fargli o'laroq, cheksiz o'lchamli fazolardagi
ixtiyoriy chizigli operatorning spektrini to‘la o‘rganish ancha giyin masaladir.
Lekin kompakt operatorlarning spektrini  to‘laroq o‘rganish mumkin. Kompakt
operatorlar xossalariga ko‘ra chekli o'lchamli operatorlarga o'xshab ketadi va
ularning spektri yetarlicha aniq tavsiflanadi. Bundan tashqari, kompakt operatorlar
ko' plab tatbiglarga ega, masalan integral tenglamalar nazariyasida. Bu nazariyani
biz keyingi 19 va 20 paragraflarda keltiramiz.

17.1ta'rif. Agar AT L(X,Y) va dmImA<¥ bo'lsa, u holda A ga chekli
o‘lchamli operator deyiladi. Agar dimImA=n bo‘lsa, u holda A ga N olchamli
operator deyiladi.

17.2-ta'rif. Bizga A: X ® Y operator berilgan bo'lsin. Agar A operator X
dagi har ganday chegaralangan to'plamni Y dagi nisbiy kompakt to'plamga
akslantirsa, u holda A kompakt operator yoki to‘la uzluksiz operator deyiladi.

Chekli o'lchamli fazolarda to*plam kompakt bo'lishi uchun (3.4-teoremaga
garang) uning chegaralangan va yopiqg bo'‘lishi yetarli va zarurdir. Demak, chekli
o‘lchamli fazodagi har ganday chegaralangan to‘plam nisbiy kompaktdir va
aksincha (3.1-natijaga garang).

Shunday qilib, chekli o'lchamli fazolarda aniglangan har qanday
chegaralangan operator kompaktdir. Ya ni operator chegaralangan bo’ lgani uchun
u chegaralangan to’' plamni yana chegaralangan to' plamga o' tkazadi (11.8-ta'rifga
garang). Har ganday chegaralangan to‘plam esa chekli o'lchamli fazoda nisbiy
kompaktdir (3.1-natijaga garang). Shunday qilib, quyidagi teoremao‘rinli.

17.1-teorema. A:C" ® C" chizqli operator kompaktdir.
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Isbot. C" fazoda aniglangan chizigli A operatorning chegaralanganligi 16.1-
teoremada isbotlangan edi. A chegaralangan operator bo'lgani uchun har ganday
chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga o'tkazadi. Har ganday
chegaralangan to'plam esa chekli olchamli fazoda nisbiy kompaktdir. Demak,
A:C"® C" chizigli operator kompaktdir. D

17.2-Teorema. Al L(X,Y), dmImA<¥ bo'lsin. U holda A kompakt
operator bo‘ladi.

Isbot. A chegaralangan operator bo‘Igani uchun ixtiyoriy chegaralangan M
to'plamni yana chegaralangan A(M) to'plamga akslantiradi. Ma lumki,
AM)T ImA va dimImA<¥ bo'lgani uchun A(M) nisbiy kompaktdir.
Demak, A- kompakt operator. D

Misollar. 17.1. C" Evklid fazosidagi Ix= X birlik operatorni kompaktlikka
tekshiring.

Yechish. Birlik operatorning chizigliligi va uzluksizligi 11.1-misolda
ko‘rsatilgan. 17.1-teoremaga ko' ra birlik operator kompakt bo‘ladi. D

Cheksiz o'lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan ancha
kuchlirogq hisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt bo'lmagan operatorga
misol keltiramiz.

17.2. H Hilbert fazosidagi IX = X birlik operatorning kompakt emasligini
ko' rsating.

Yechish. Birlik operatorning uzluksizligi uning chegaralangan ekanligidan
kelib chigadi (11.1-misolga garang). Endi uning kompakt emasligini ko' rsatamiz.
H dagi B[g;1]:={f I H:[f|[£1} birlik yopiq sharni garaymiz. Bu to'plam
chegaralangan to' plam bo‘ladi, uning | akslantirishdagi tasviri (aksi) o*ziga teng.
Lekin birlik shar kompakt emas. Buni isbotlash uchun H da ixtiyoriy {f .}
ortonormal sistemani olamiz. Ma lumki, ixtiyoriy nI N uchun f T B[qg;1]. Agar

N# m bo'lsa, u holda
ffo-fol =@ -fofa-fo)=E )+ f)=2
Bu yerdan ko‘rinadiki {f .} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-

ketlik gjratish mumkin emas. Demak, birlik shar B[q;1] nisbiy kompakt to'plam
emas ekan. Bu o'z navbatida birlik operatorning kompakt emasligini bildiradi. D

Cheksiz o'Ichamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam
emasligi quyidagi lemmadan kelib chigadi.

17.1-lemma. X - chizigli normalangan fazo va X, X,,K,x ,K lar X dagi
chizigli erkli sistema bo‘lsin. X, bilan x,X,,K,x elementlarning chizigli
gobig'idan tashkil topgan gism fazoni belgilaymiz. U holda quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi vy,,y,,K,y. ,K vektorlar mavjud:

) 1
DIyl =5 2yl Xoi 31 (v X00) = inif [ya - ¥> 2
X' Ap-1

Isbot. Lemma shartiga ko'ra x;,x,,K,x. ,K elementlar sistemasi chizigli

n’?
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erkli. Shuning uchun, x 1/ X, va X_, ning yopiq ekanligidan
r (X,,X,.,) =& >0 bo'ladi. Shunday x'T X, , element mavjudki |x - x| < 2a
bo'ladi. U holda

atr(x -x,X. ,)
Natijada
X - X

yn - *
X" - %,

vektor 1-3 shartlarni ganoatlantiruvchi vekror bo'ladi. y, vektor sifatida x/|x|
vektorni olish yetarli. D

Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o'Ichamli Banax fazosidagi yopiq birlik
sharda  yotuvchi  shunday {y.} ketma-ketlik  qurish  mumkinki,
IYn = Yl >1/2,n? m shart bgjariladi. Bunday ketma-ketlik o'zida birorta ham
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni saglamaydi. Demak, cheksiz o'lchamli
Banax fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to'plam emas. Bu yerdan quyidagi
natija kelib chigadi.

17.1-natija. Agar X- cheksiz o‘lchamli Banax fazos bo‘lsa, u holda
| : X® X, Ix=x operator kompakt emas.

17.3-ta'rif. Bizga X,Y - Banax fazolari berilgan bo‘lsin. Agar A: X ® Y
chizigli operator X fazodagi birlik sharni Y fazodagi nisbiy kompakt to*plamga
akslantirsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

17.3-ta'rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta rifni keltiramiz.

17.4ta'rif. Bizga AT L(X,Y) (X,Y - Banax fazolari) operator va ixtiyoriy
{x},x T X chegaralangan ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar {Ax } ketma-
ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, u holda A
ga kompakt operator deyiladi.

Misollar. 17.3. Berilgan har bir nT N uchun

A:lL® L, Ax=(ax%,a,X%,K,a, x,,00,K)

operatorning kompaktligini ko' rsating.

Yechish. A, operatorning kompakt ekanligini ko'rsatishda 17.2-teoremadan
foydalanamiz. Chunki A, chegaralangan operator va dimIimA =n<¥. Hagigatan
ham,

n n
|AX" =& 1o, % £ max |a A 1% F£ max |a 4"
k=1 1£kEnN k=1 1£KEN
Demak, A, chegaralangan va uning normasi uchun
IAE max |2 |

tengsizlik o'rinli. A, operatorning giymatlar sohasi ImA esa {e,e, K,e}
vektorlar sistemasidan hosil bo‘lgan gism fazo bilan ustma-ust tushadi. Shuning
uchun dimim A, =n. 17.2-teoremaga ko'ra A, kompakt operator bo*ladi.

17.4. L,[-p,p] fazoda quyidagi integral operatorning kompaktligini
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ko' rsating.
p
(AF)(X) = ¢ros(x- y) f(y)dy.
-p
Y echish. Agar biz cos(x— y) = cosxcosy+ sinxsiny ayniyatdan foydalansak,

(Af)(x) = cosxcposyf(y)dy+ smxc;smyf(y)dy acosx + bsinx
tenglikka ega bo‘ lamiz. Bu yerda
p
a = Cposyf(y)dy, b = gsinyf (y)dy.

p p
Demak, ixtiyoriy g=Af eement cosx va sinx larning chizigli
kombinatsiyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan dimIm A =2 ekanligi kelib chigadi.
Endi A operatorning chegaralangan ekanligini ko' rsatamiz.

2

PP PyP u, "
| Af HZ = 40303(x— y) f(y)dy| dx£ ¢ olcos(x- ) & dygdx ol f(y)F dy.
-pl-p -pl-p -p

Bu yerda biz Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalandik. Agar
| cos(x - y) |E 1 tengsizlikni €'tiborga olsak,

|t ["£ (20 A F P AL £20 Af]
ga ega bo'lamiz. Bundan |A| £ 2p ekanligi kelib chigadi. Demak, 17.2-teoremaga
ko‘ra A operator kompakt bo' ladi.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar

1. C" val, fazolardabirlik shar nisbiy kompakt to* plam bo' ladimi?

2. |, fazoda Ax = (x,,2X,,4%,,0,K) operatorning o' Ichamini toping.

3. 1, fazodagi birlik sharning A: 1, ® 1,, Ax=(x,2"x,,3'%,,0,K)
akslantirishdagi tasvirining nisbiy kompakt to‘ plam bo' lishini ko' rsating.

4. Chekli o'lchamli operatorga misol keltiring.

18. Kompakt operatorlarning asosiy xossalar i

Bu paragrafda biz kompakt operatorlar to‘plamining chizigli normalangan
fazo tashkil gilishini ko‘rsatamiz. Agar X Banax fazosini Y Banax fazosiga
akslantiruvchi kompakt operatorlar to'plamini K(X,Y) orgali belgilasak, u holda
K(X,Y) ning Banax fazosi bo'lishini isbotlaymiz.

18.1-lemma. K(X,Y) to'plam L(X,Y)(X,Y - Banax fazolari) chiziqli
nor malangan fazoning gism fazosi bo'ladi.

I sbot. Lemmani isbotlash uchun kompakt operatorlarning yig‘indisi va songa
ko'paytmasi yana kompakt operator bo'lishini ko‘rsatish yetarli. Faraz gilaylik
ABI K(X,Y) va {x}I X ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlik bo'lsin.
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Ko'rsatamizki, {(A+B)x }1 Y ketmaketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik aratish mumkin. A kompakt operator bo‘lgani uchun {Ax } ketma-
ketlikdan yaginlashuvchi {Axnk} gismiy ketma-ketlik gratish mumkin. B

kompakt operator bo‘lgani uchun {ank} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi {ank }
|
gismiy ketma-ketlik gratish mumkin. Demak, {(A+ B)xnk} ketma-ketlik
|

yaginlashuvchi bo'ladi. Bundan A+ B operatorning kompakt ekanligi kelib
chigadi (17.4-ta'rifga garang). Kompakt operatorning songa ko'paytmasi yana
kompakt operator bo' lishligi shunga o' xshash ko' rsatiladi. D

Endi K(X,Y) gism fazoning yopigligini ishotlaymiz.

18.1-teorema. Agar Y Banax fazosi bo'lsa, u holda K(X,Y) ham Banax

fazosi bo'ladi. )

Isbot. Faraz qilaylik, {A} | K(X,Y) ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik
bo'lsin. A T K(X,Y) ekanligidan A T L(X,Y) ekanligi kelib chigadi. L(X,Y)
fazoning to'laligidan (13.1-teoremaga garang) { A} fundamental ketma-ketlikning
biror AT L(X,Y) operatorga yaginlashishi kelib chigadi. Endi limitik operator A
ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun chegaralangan {x }1 X ketma-
ketlik ganday bo'lmasin, {Ax }1 Y ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik gjratish mumkinligini ko' rsatish yetarli.

A  kompakt operator bo'lganligi uchun {AXx.} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik gjratish mumkin.

xP xM K, xP K (18.1)
gismiy ketmarketlik shunday bo‘lsinki, {Ax"} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lsin. Endi { Ax"} ketma-ketlikni qaraymiz. A, kompakt operator bo'lganligi
uchun shunday {x®}1 {x®} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki, {A,x?}
ketmarketlik yaginlashuvchi bo'ladi. Bu holda {Ax®} ketma-ketlik ham
yaginlashuvchi bo‘ladi. Y ugoridagidek mulohaza yurgizib, {x®} ketma-ketlikdan
{x®} qismiy ketmaketlik ajratish mumkinki, {AX®}  ketmaketlik
yaginlashuvchi va hokazo. Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz va

x®, x@ K, x" K (18.2)
diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni A, A,,...,A,,... operatorlar

yaginlashuvchi ketma-ketliklarga o' tkazadi. (18.2) ketma-ketlikni A operator ham
yaginlashuvchi ketma-ketlikka o'tkazishini ko'rsatamiz. Y Banax fazosi

bo'Iganligi uchun {Ax{™} ketma-ketlikning fundamental ekanligini ko' rsatish
kifoya.
A - A = [ A - A + A - AXT + AXT - AX £
£ A - AX |+ AXD - A +]AXE - A (18.3)
{x}1 X ketmaketlik chegaralangan bo'lganligi uchun, shunday C>0
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mavjudki, ixtiyoriy nT N da |x,|£ C bo'ladi. Ixtiyoriy e >0 son uchun k1 N
sonni shunday tanlaymizki,

e
A- Al <—
H H<3c:

tengsizlik bajarilsin. Shunday n, soni mavjudki, barcha n,m> n, lar uchun

[Ax? - Ax?] <
Bu shartlar bajarilganda (18.3) dan quyidagiga ega bo‘ lamiz
HAxrg”) - Axr(nm)H < iC +& +ic = e.
3C 3 3C

Demak, nm® ¥ da |Ax"” - AX”|® 0. Bu esa {Ax"} ketma-ketlikning
fundamental ekanligini ko‘rsatadi. Y to‘la fazo bo‘lganligi uchun u
yaginlashuvchi. Demak, A- kompakt operator. D

18.1-natija. Agar {A}1 K(X,Y) operatorlar ketma-ketligi A operatorga
norma bo'yicha yaginlashsa, u holda A ham kompakt operator bo’ladi.

Natijaning isboti 18.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chigdi.

18.2-teorema. Agar Al K(X) va BT L(X) bo'lsa, u holda AB va BA
operatorlar ham kompakt operatorlar bo‘ladi.

Isbot. Agar M1 X to'plam chegaralangan bo‘lsa, u holda B(M) ham
chegaralangan to'plam bo'ladi. A kompakt operator bo‘lgani uchun A(B(M))
to’ plam — nisbiy kompakt to' plamdir. Bu esa AB operatorning kompakt ekanligini
isbotlaydi.

Endi  BA operatorning kompaktligini  ko'rsatamiz. Buning uchun
chegaralangan {x }1 X ketma-ketlik ganday bo'lmasin, {BAx }1 X ketma-
ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik gratish mumkinligini ko'rsatish
yetarli. A kompakt operator bo‘lgani uchun {Ax} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi {Axnk} gismiy ketma-ketlik gratish mumkin. B operator uzluksiz

bo‘lgani uchun {BAxnk} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, BA

kompakt operator ekan. D

18.2-natija. X - cheksiz o'lchamli Banax fazosi bo‘lsin. U holda AT K(X)
operatorning chegaralangan teskarisi mavjud emas.

| sbot. Teskaridan faraz gilaylik, yani A" mavjud va chegaralangan bo‘Isin.
U holda | = A A birlik operator cheksiz o'Ichamli X Banax fazosida kompakt
bo'lar edi (17.1-natijaga garang), bu garama-garshilik natijani isbotlaydi. D

18.3-teor ema. Kompakt operatorga qo‘ shma operator kompaktdir.

Isbot. Bizga X Banax fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A kompakt
operator berilgan bo‘Isin. Ko‘rsatamizki, A ga go'shma bo'lgan A" operator X~
dagi har ganday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazadi.
Normalangan fazodagi har ganday chegaralangan to‘plam gandaydir sharda
saglanadi, shuning uchun A" operator X  dagi birlik shar S* ni (17.3-ta'rifga
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garang) nisbiy kompakt to‘ plamga o' tkazishini ko' rsatish yetarli.

X" dagi uzluksiz funksionallarni X fazoda emas, fagat kompakt A(S)-
to' plamda aniglangan funksional sifatida garaymiz. Bu yerda S to'plam X dagi
birlik shar. Bu holda S™ dagi funksionallarga mos keluvchi funksiyalar to*plami F
tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo' ladi. Hagigatan ham, agar |j || £1
bo‘lsa, u holda
s [ 0 sup 1§ (Y Ef [oupl A €[4

X A(S)
0= EN [Ax- Y £]x- v
Arsela teoremasiga ko‘ra F to'plam C[A(S)] fazoda nisbiy kompakt to'plam
boladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[A(S)] dagi F to'plam X  fazodagi A (S)
to' plamga izometrik bo'ladi. Hagigatan ham, agar g,,9,1 S’ bo'lsa, u holda
|Ag, - A*gz\\=§ggI(A*gl- A9, X) Fsup|(g, - 9, AX) |5

xS

= sup [(9; - 9,,2) F r (9,,9,).

4 A(S)
F nisbiy kompakt to‘plam bo'lganligi uchun u to‘la chegaralangan bo'ladi. Oz
navbatida, unga izometrik bo‘lgan A (S) to‘plam ham to‘la chegaralangan
bo‘ladi. Demak, A (S’) nisbiy kompakt to‘plam. D
18.4-teorema. X Banax fazosida A kompakt operator vaixtiyoriy r >0 son
berilgan bo‘lsin. A operatorning absolyut giymati bo'yicha r dan katta bo‘lgan

xos giymatlariga mos keluvchi chizigli erkli xos vektorlarining soni cheklidir.
Isbot. Avvalo shuni ta kidlaymizki, A operatorning nolmas | xos giymatiga
mos keluvchi xos vektorlaridan tashkil topgan X, invariant gqism fazo chekli

o'lchamli bo‘ladi. Hagigatan ham, agar X, = Ker(A- | I') gism fazoning o' lchami
cheksiz bo‘lganda edi, u holda A operator X, gism fazoda va demak, butun X da
kompakt bo‘lmas edi. Shu sababli, teoremaning isbotini yakunlash uchun, agar
{I' .}- kompakt A operatorning nolmas, har xil xos giymatlarining ixtiyoriy
ketma-ketligi bo‘lsa, u holda | , ® O ekanligini ko'rsatish yetarli. Oz navbatida
| - ketma-ketlik chegaralangan bo'ladigan har xil | , xos giymatlarning cheksiz
ketma-ketligi mavjud emasligini ko' rsatish yetarli.

Faraz qilaylik, bunday ketma-ketlik mavjud bo'lsin va x, vektor | xos
giymatga mos keluvchi xos vektor bo'lsin. Ma lumki, x,x,,K,x ,K vektorlar
chizigli erkli bo‘ladi. X, bilan x,x,,K,x vektorlarning chizigli gobig'ini
belgilaymiz, ya'ni X to'plam

_ g
y=aa, X
k=1

ko'rinishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir yI X_ uchun quyidagiga
egamiz
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g da,l I
y-iAy=aaka-a X, —aa (1- k)x

I n k=1 k=1 I n n

Bu yerdan ko' rinadiki,

1 -
y- I—Ayl X1

Endi {y,} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,

) 1
Dy 1 X 2y|=L 3 (v Xon) = inf yo- x>
A X q 2

shartlar bagarilsin  (bunday ketma-ketlikning mavjudligi  17.1-lemmada
isbotlangan). Agar {l '} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u holda {l 'y}
ketma-ketlik X da chegaralangan bo‘ladi. Lekin shu bilan birga, {A(l 'y, )}
ketma-ketlik o' zida birorta ham yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni saglamaydi.

Hagigatan ham, ixtiyoriy n > m da
e 1 ay 060
- - — Ay + AR
éyn I ] yn %I - e

LAl

8y, O
- —A m I X,
4 I n N Agl m ﬂ
Hosil gilingan garama-garshilik teoremani isbotlaydi. D
18.1. 1, Banax fazosida

N |-~

Chunki

AL® 1, Ax=8 tx Kk tx KO
e 2 n @

operatorni garaymiz. Uning kompaktligini ko' rsating.

Yechish. Agar biz A operatorga tekis yaginlashuvchi kompakt operatorlar
ketma-ketligi mavjud ekanligini ko'rsatsak, u holda 18.1-natijaga ko‘ra A
kompakt operator bo'ladi. A, operatorlarni quyidagicha quramiz:

A L®Il, Ax= g xle OOK—
A, operatorlarning chizigliligi oson tekshlrlladl. Unlng chegaralangan ekanligini
ko' rsatamiz.

|AX|= £ 3 I%E[X.
1£k<¥

Bu yerdan ||A,|£1 tengsizlik kelib chigadi. 17.3-misolda ko' rsatilganidek
dimImA, =n tenglik o'rinli. Demak, A, chegaralangan va n- o'lchamli operator.
17.2-teoremaga ko'ra A, lar kompakt operator. Bundan tashgari A, operatorlar
ketma-ketligi A operatorga tekis yaginlashadi. Hagigatan ham,

1 1 o 1
A- = — £ £ — .
”( A])X” n+1£k<¥ ka‘ n+1n+13<<¥ |Xk | n+1||X||
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Bu yerdan
1
|A- A1H£n—+l® 0, Nn® ¥

ekanligini olamiz. 18.1-natijaga ko‘'ra A kompakt operator bo‘ladi. D

Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yugorida biz Banax fazosida
aniglangan kompakt operatorlar hagida so‘z yuritdik va ularning ba zi xossalarini
isbotladik. Hozir biz bu ma lumotlarni Hilbert fazosidagi kompakt operatorlarga
taallugli bo' Igan ayrim faktlar bilan to‘ [diramiz.

Bizga H Hilbert fazosi, uning x nugtasi hamda {x }1 H ketma-ketligi
berilgan bo'Isin.

18.1-ta'rif. Agar ixtiyoriy yI H uchun |im(x,,y)=(xy) bo'lsa, {x}

n® ¥

ketma-ketlik x ga kuchsiz yoki kuchsiz ma’'noda yaqinlashuvchi deyiladi va
X ¥#i® x shaklda belgilanadi.

18.2-ta'rif. Agar lim|x,- X|=0 bo'lsa, {x,} ketma-ketlik x ga kuchli
n® ¥

ma’ noda yaqinlashuvchi deyiladi va x 3%Z® x shaklda belgilanadi.

Endi H Hilbert fazosida kuchsiz ma nodagi nisbiy kompakt to' plam ta rifini
beramiz.

18.3-ta'rif. Agar M 1 H to'plamning ixtiyoriy {x } ketma-ketligidan kuchsiz
ma’ noda yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa M ga kuchsiz
ma’ nodagi kompakt to' plam deyiladi.

Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.

18.5-teorema. M 1 H to‘plam kuchsiz ma'noda kompakt bo'lishi uchun
uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

Biz har qganday chegaralangan to'plamni nisbiy kompakt to‘plamga
akslantiruvchi A operatorni kompakt operator deb atadik. H = H™ bo‘lgani uchun,
undagi hamma chegaralangan to* plamlar (va fagat ular) kuchsiz kompakt. Demak,
Hilbert fazosidagi kompakt operatorlarni har ganday kuchsiz kompakt to* plamni
nishiy kompakt to'plamga o'tkazuvchi operator sifatida aniglash mumkin. Va
nihoyat, ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kompaktligini
tekshirishda quyidagi ta'rif qulay.

18.4-ta'rif. Agar H Hilbert fazosida aniglangan A operator har ganday
kuchsiz yaqginlashuvchi  ketma-ketlikni  kuchli  yaginlashuvchi  ketma-ketlikka
0‘tkazsa, u holda A kompakt operator deyiladi.

Hagigatan ham, bu shart bajarilgan bo'lsinva M | H chegaralangan to‘plam
bo'lsin. M to'plamning har ganday cheksiz gism to‘plami o‘zida kuchsiz
yaginlashuvchi ketma-ketlikni saglaydi. Agar bu ketma-ketlik A operator ta sirida
kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka o' tkazilsa, u holda AM - nishiy kompakt.

Aksincha, A- kompakt operator va {x } ketma-ketlik x elementga kuchsiz
ma noda yaginlashsin. U holda { Ax.} ketma-ketlik o*zida kuchli yaginlashuvchi
gismiy ketma-ketlikni saglaydi. Shu bilan birga {Ax .} ketmaketlik A ning
uzluksizligigako'ra Ax gakuchsiz yaginlashadi. Bu yerdan kelib chigadiki, { Ax.}
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ketma-ketlik bittadan ortig limitik nugtaga ega emas. Demak, {AXx.}
yaginlashuvchi ketma-ketlik.

Endi biz o'z-0'ziga qo‘'shma bo'lgan kompakt operatorlarni batafsilroq
o' rganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chizigli algebra kursidan ma’' lum
bo‘lgan matritsalarni diagonal ko'rinishga keltirish hagidagi teoremaga o* xshash
Hilbert-Shmidt teoremasini isbotlaymiz. Avval quyidagi ikkita tasdigni
isbotlaymiz.

18.2-lemma. H kompleks Hilbert fazosidagi 0‘z-0'ziga go‘shma bo‘lgan
chegaralangan A operatorning barcha xos giymatlari haqigiydir.

I sbot. Hagigatan ham, Ax =1 x,x #q bo‘lsin. U holda

| (%, X) = (A%, X) = (X, AX) = (x| X) = I (x, ),
buyerdan| =I. D
18.3-lemma. O‘z-0'ziga go‘shma chegaralangan operatorning har xil xos
giymatlariga mos keluvchi xos vektorlari o' zaro ortogonaldir.
Isbot. Hagigatan ham, agar Ax=1x, Ay=mry, hamda | - n1 0 bo‘lsa, u
holda
(%, y) = (A, y) = (X, Ay) = (x,y) = (X, y),
buyerdan (I - m)(x,y)=0, yani x*vy. D
Endi quyidagi fundamental teoremani isbotlaymiz.

18.6-teorema. (Hilbert-Shmidt). H Hilbert fazosida kompakt, o'z-0‘'ziga
go‘shma, chizigli A operator berilgan bo'lib, {I .} - uning barcha nolmas xos
giymatlari ketma-ketligi bo'lsin. U holda H fazoda shu xos giymatlarga mos
keluvchi xos vektorlardan iborat shunday {f ;} ortonormal sistema mavjudki, har
bir xT H element yagona usulda
x =acf, +x¢
k

ko'rinishda tasvirlanadi, bu yerda x ¢ vektor Ax (=0 shartni ganoatlantiradi. Bu
holda
Ax =3l cf,.
k

Agar nolmas xos giymatlar soni cheksiz bo'lsa, u holda
|i®rg| . =0.
Bu asosly teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiglar
kerak bo'ladi.

18.4-lemma. A kompakt operator va {x,} ketma-ketlik x elementga kuchsiz
yaginlashsin, u holda
Qx,) = (AX,,x,) ® (AX,x) = Q(x).
I sbot. Ixtiyoriy n natural son uchun
| (AX,.X,) - (AXX) | (AX,X) - (AX,X) + (AX X ) - (AX,X) [E
£l (AX,.X,) - (AX,X,) [+](AXX,) - (AX,X) |
Ikkinchi tomondan,
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[(AX,.X,) = (AX,X,) [E X, [ f AKX, - X))
va
| (AX,X,) - (A X) [ (A, X, - X) [ (6 A (%, - X)) ] [AT (x, - X))
Ma lumki, |x,|| sonlar ketmarketligi chegaralanganva N® ¥ da
|AX, - X)) +||A* (X, - x)|| ® 0,
bo‘lgani uchun, n® ¥ da
|(Axn’xn)_ (AX’X)|® O D
18.5-lemma. A- 0'z0'ziga qo‘'shma chegaralangan operator va
| (AX,X) [F| Q(x) | bo'lsin. Agar |Q(x) | funksional birlik sharning x, nugtasida
maksimumga erishsa, u holda (x,,z) = 0 ekanligidan
(AX,,2) =(X,,Az)=0
tengliklar kelib chigadi.
Isbot. Ravshanki, ixtiyoriy x T H uchun Q(x) = (Ax,x)T R. Agar |Q(x)|

funksional birlik sharning x, nugtasida maksimumga erishsa, u holda [x,|| = 1.
Hagigatan ham, agar [X,|| <1 bo'lsa, u holda

Q 5 = > |(AX0vXo)| |(Axovxo)| |Q(Xo)|
énxoni §§||xo||g||xo||@| b

Bu munosabat |Q(X,) | ning maksimal giymat ekanligiga zid. Endi z T H vektor
X, ga ortogonal bo'lgan ixtiyoriy element bo‘lsin. Bu elementlar yordamida x
elementni quyidagicha quramiz

(= Yotaz
1+ |af f|°
Bu yerda a ixtiyoriy compleks son. |X,[ =1 ekanligidan |x| =1 kelib chigadi.
Q(x) =—————[Q(X,) + 2Rea(Ax,,z )+|al’ Q)]

|4+z||

bo‘lgani uchun, yetarllcha kichik a larda
Q(x) = Q(x,) + 2Rea(Ax,,z) +O(@%).

Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdiki, agar (Ax,,z)* O bo'lsa, u holda a ni
shunday tanlash mumkinki, | Q(x) || Q(x,) | tengsizlik bajariladi. Bu esa | Q(X,) |
maksimal giymat ekanligiga zid. D

18.6-lemma. Agar A- 0'z-0'ziga go‘'shma chegaralangan operator bo'lib,
| (AX,x) [F] Q(x) | funksional birlik sharning x, nugtasida maksimumga erishsa, u
holda biror | son uchun Ax, =1 x, tenglik orinli.

Isbot. 185-lemmaga ko‘ra x, vektorga ortogonal  bo'lgan
M, ={xT H:(x,,x) =0} gismfazo A operatorga nisbatan invariant bo'ladi. A-
0'z-0'ziga go'shma operator bo'lganligi uchun M, gism fazoga ortogonal

244



bo‘Igan, bir o Ichamli M, ={xT H x =ax_} gism fazo ham A ga nisbatan (15.1-
lemmaga garang) invariant bo‘ladi. Bir olchamli fazoda har ganday chiziqgli
operator songa ko' paytirish operatoridir. Demak, Ax, =1 x, tenglik o‘rinli. D

18.6-teoremaning ispboti. Biz f, elementlarni ularga mos keluvchi xos
giymatlarning absolyut giymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo'yicha
guramiz:

LRI, P L2 P L

f, elementni qurish uchun | Q(X) |F| (Ax,x) | funksionalni garaymiz va uni birlik
sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.

S =sup | (Ax,x) |

Ix[1£2
va x,;,X,,K- ketmaketlik uchun, |x,|£1 va
(A%, x,)[® S agar n® ¥
bo'lsin. Birlik shar H da kuchsiz kompakt bo'lganligi uchun {x.} dan biror z
elementga kuchsiz yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik gjratish mumkin. Bu holda
lz| £1 va18.4-lemmagako'ra
|(Az,2) [ S.

Biz z elementni f, deb gabul gilamiz. 18.5-lemmaga ko'ra [z| =|f |, =1. Bu
holda 18.6-lemmaga ko'ra Af, =If,, bu yerdan [I,|F|(Af ,f,))[FS. Endi
| ,,1,,K,l xos giymatlarga mos keluvchi f ,f,,K,f xos vektorlar qurilgan

177 21

bo‘lsin. |Q(X) [=| (Ax,x) | funksionalni

M, =H-M(f Jo,)
gism fazoda garaymiz. M gism fazo A operatorga nisbatan invariant (chunki
M{f, }.,) invariant va A 0'z-0'ziga qo'shma operator). |(Ax,x)| funksional
f .1 M da maksimumga erishsin. 18.6-lemmaga ko‘ra u A operatorning xos
vektori bo'ladi, ya'ni Af ., =1 .f ...

Bu yerda quyidagi ikki hol bo*lishi mumkin.

i). Chekli gadamdan so‘ng, biz shunday M gism fazoga ega bo' lamizki, bu
fazoda (Ax,x) = 0.

ii). Ixtiyoriy nT N uchun M gism fazoda (Ax,x) 9 O.

Birinchi holda 18.6-lemmadan kelib chigadiki, A operator M gism fazoni
nolga o‘tkazadi, yani M  qism fazo | =0 xos giymatga mos keluvchi xos
vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan {f .} vektorlar sistemasi chekli sondagi
elementdan iborat.

Ikkinchi holda xos vektorlarning {f .} ketma-ketligi hosil bo'lib, ularning har
biri uchun | . * 0. Buholda | , ® 0 ekanligini ko‘rsatamiz. {f .} ketma-ketlik (har

ganday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaginlashadi, chunki ixtiyoriy
f 1 H uchun uning Fur'e koeffitsiyentlari C_, = (f,f ) uchun
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c}f 2 2
lc, el

munosabat o' rinli. Sonli gator yaginlashishining zaruriy shartidan C. = (f,f )® 0
ekanligi kelib chigadi. Demak, Af =1 f  ketma-ketlik nolga kuchli ma noda
(norma bo'yicha) yaginlashadi. Bundan
lim|Af | =lim]|l, = 0.
n® ¥ n® ¥
Quyidagicha belgilash kiritamiz
M"=H-M({f }ie) = I M,

n-*

Faraz gilaylik, M" bo‘sh bo‘lmasin. Agar xI M” va x* 0 bo'lsa, u holda
ixtiyoriy nl N uchun
| (AX) I, T
Bu yerdan limitga o' tsak,
(Ax,x) =0.
18.6-lemmani (max | (Ax,x)|=0) M" gism fazo uchun qgo‘llab, Ax =0 ga ega
bo'lamiz, ya ni A operator M " gism fazoni nolga o' tkazar ekan. {f .} sistemaning
qurilishidan ko' rinib turibdiki, ixtiyoriy x T H =M A M" vektor
x =4cf, +x( Ax(=0,
k

ko' rinishda tasvirlanadi. Bu yerdan
Ax =3l ,.cf D
k

Endi kompakt operatorlarga misollar keltiramiz.
18.2. |, Hilbert fazosida {a } gako’paytirish operatorini, ya ni

Al,® I, Ax=(ax,a,X%,,K,ax,, K)
operatorni garaymiz. Al K(I,) bo'lishi uchun
lima, =0 (18.4)

n® ¥
shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
Isbot. Yetarliligi. (18.4) shart baarilsin. Agar biz A operatorga tekis
yaginlashuvchi kompakt operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko' rsatsak, u
holda 18.1-natijaga ko‘ra A kompakt operator bo'ladi. A, operatorlarni

guyidagicha quramiz:

A:lL,® L, Ax=(@x,aX%,K,ax,00K).
17.2-misolga ko'ra har bir nl N da A, operatorlar kompakt. Bundan tashgari A,
operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaginlashadi. Hagigatan ham, {a }

sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘Iganligi uchun u chegaralangan bo'ladi. 11.9
- misoldan ma’ lumki,

|A]=supla [EC,
1£k<n
17.2-misolga ko‘'ra dimimA =n. Endi |A- A|® 0, n® ¥ ekanligini
ko'rsatamiz. 11.9-misoldan ma’ lumki,
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|A- A= sup |a].
nEk<¥

Agar biz {a} sonli ketma-ketlikning nolga yaqginlashuvchi ekanligidan
foydalansak,

lim sup |ak =0
n® ¥ nEk<y

ekanligini olamiz. Demak,
IlmHA A,| =lim sup |a, |F O.

N® ¥ ngk<y

18.1-natijaga ko'ra A kompakt operator bo'ladi.
Zaruriyligi. Faraz qilaylik, A kompakt operator bo‘lsin. U holda nolga
kuchsiz yaginlashuvchi ixtiyoriy {e } 1 1, ketma-ketlik uchun Ae, ketma-ketlik

nolga intiluvchi bo'ladi. Nolga kuchsiz yaginlashuvchi ketma-ketlik sifatida I,
fazodagi ortonormal bazis {e, = (Q,Zgégzé,o,K)}ﬁ=l ni olamiz. 16.3-misolga ko‘ra

Ae, = a.e, tenglik o‘rinli. Ae, ketma-ketlikning nolga intilishidan
lim|Ae;| =limla.e,| = lim|a, ||e| = lim|a, =0
n® ¥ n® ¥ n® ¥ n® ¥

ni olamiz. Demak, (18.4) shart bagjariladi. D
18.3. 17.4-misolda garalgan integral operatorni, ya' ni

(AF)X) = gpos(x- ) F()dy, f1 LI-p.pl.

-p
operatorni garaymiz. A operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini
ganoatlantiradimi?

Yechish. A operatorning kompaktligi 17.4-misolda ko'rsatilgan edi. 15.4-
misolda L,[a;b] fazoda K(x,y) yadroli integral operatorning go‘shmasi topilib,
integral operatorning 0‘z-0‘ziga qo‘shma bo'lishligining zarur va yetarli sharti
(15.14) ko‘rinishda bo'lishligi keltirilgan edi. Qaralayotgan A operator uchun
(15.14) shartning bajarilishini tekshiramiz. Bizning holimizda
K(X,y) =cos(x- y) bo'lgani uchun

K(x,y) = cos(x- y) = cos(y - x) = cos(y - x) = K(y,X)
tenglik o'rinli. Demak, A= A". Shunday qilib A operator uchun Hilbert-Shmidt
teoremasi shartlari bajariladi. D
18.4. 18.3-misolda gqaralgan A operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini
ganoatlantiradi. Uning xos giymatlari va xos funksiyalarini toping.
Y echish. Xos qiymatga nisbatan tenglama Af =1 f, ya'ni

OCOS(X y)f(y)dy=1 f(x)
tenglamani garaymiz. Bu tenglamam quyldaglcha ham yozish mumkin.
| f(X)=cosx fposyf (y)dy +sinx dsinyf (y)dy=acosx + bsinx. (18.5)
Bu yerda K K
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a= cﬁosyf(y)dy, b = cﬂnyf (y)dy. (18.6)

Ikki holni alohida garaymiz: |) | =0, W)l ? O
1). Bu holda a cosx + bsinx =0 gaegabo’lamiz. u,(X) = cosx va v, (X) = sinx
elementlar chizigli bog‘lanmagan shuninguchuna = b =0. (18.6) ko‘ra

d:osyf(y)dy 0, cﬂnyf(y)dy 0 (18.7)

bo‘ladi. (18.7) shartni qanoatlantlruvchl elementlar to'plami A operatorning
yadrosini tashkil giladi va dimKerA=2¥. Boshgacha aytganda, (18.7) shartni
ganoatlantiruvchi elementlar to'plami u,(x) = cosx va v,(X) = sinx elementlarga

ortogonal gism fazo. Bu gism fazoda
¥ ¥

cosnx% ,1vn(x) —smnxt\l'g1

T = B
sistema ortonormal bazis bo'ladi. Demak, | —O son A operator uchun cheksiz
karrali xos qiymat bo' ladi.
Endi | 1 0 bo'lsin, yani ii) holni garaymiz. (18.5) dan foydalansak,
Af =1 f tenglamaning yechimi f uchun quyidagi ko rinishni olamiz:

f(x)= T—cosx + Igsmx (18.8)

Bu yerda a va b koeffitsiyentlar noma lumlar, chunki ular izlanayotgan f
funksiyaning integrali orgali ifodalangan. Agar biz f ning (18.8) ifodasini (18.6)
gaqo'ysak, a va b noma lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasiga ega
bo‘ lamiz:

I

_Ppb
=
Bu tenglama fagatgina I -p da nolmas yechimga ega. Bu holda a va b lar
sifatidaixtiyoriy sonni olish munkin. (18.8) gako'ra

f (x) = C,cosx + C,sinx (18.9)

| =p xos giymatga mos keluvchi xos funksiya bo‘ladi. Demak, A- pl
operatorning yadrosi ikki o'lchamli ekan. Bundan | =p xos giymatning karrasi 2
ekanligi kelib chigadi. D

Agar biz 18.3-misolda garalgan A operatorga Hilbert-Shmidt teoremasini
go‘llasak, I, =1, =p, val , =0,n3 3 ekanligini hosil gilamiz.

18.5. Kompakt operatorlarning muhim sinfi sifatida L,[a,b] fazodagi integral
operatorlarni garash mumkin. Masalan, har bir xI L,[a,b] elementga

(AX)(s) = K (s, )x(t)dt.

formula bo'yicha ta sir giluvchi operatorni garaymiz. Bu yerda integral operator

i ea b _pa
va@ = (LoSy 5—Cosy +—sin d =
I

3

b
cosy + —siny
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yadrosi K(s,t)-[a,b]” [a,b] dauzluksiz funksiya.
Ko‘rsatma. A operator uchun 19-8 dagi 19.1-teorema shartlari bajarilishini
ko' rsating.

Mustaqil ishlash uchun saval va topshiriglar
1. L,[0,1] - fazoda chekli o'lchamli operatorga misol keltiring.

2. A:H® H o'zoziga go'shma, chegaralangan operator. m va M sonlar
(Ax, x) funksionalning birlik shardagi aniq quyi va aniq yuqori chegaralari
bo'lsin. s (A) 1 [m,M] munosabatni isbotlang.

3. O'zoziga qo'shma, chegaralangan A operator uchun s (A) E{m M}
munosabatni isbotlang.

4. Shunday 0‘z-oziga go‘shma, chegaralangan A operatorga misol keltiringki
s (A)C (m M) =11ho'lsin.

5. O‘z-oziga go'shma, chegaralangan A: H ® H operator uchun

sup | (A X) = S = A

[x=1
tenglikni isbotlang.
6. [0;1] kesmada uzluksiz u funksiya berilgan. L,[0,1] fazoda
(AF)(x) = u(x) f(x)
tenglik bilan aniglangan A operatorga go‘ shma operatorni toping.
Natijani u(x) = cosx +isin x bo‘lgan holda tekshirib ko'ring.
7.  L,[-p,p] Hilbert fazoda aniglangan

(Af)(x) = IC£‘3(1+ cosxcosy) f (y)dy

-p
operatorning o0'z-oziga qo‘shma va kompakt ekanligini ko‘rsating.
| (A, X) |= Q(x) funksionalning birlik shardagi aniq yuqori chegarasini
toping. A operatorning noldan fargli xos giymatlari sonini toping.
8. L,[-p,p] Hilbert fazoda berilgan

1 1°
(AH)(X)=—a o ocosnxcosny f (y)dy
-p

n=1
operatorning o0‘z-oziga qo‘shma ekanligini ko'rsating. Kompakilikka
tekshiring. Noldan fargli xos giymatlarini toping. Ularga mos xos
funksiyalarning {f } sistemasini quring. Bu operatorga Hilbert-Shmidt

teoremasini qo‘llangva M " gism fazoning tavsifini bering.
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