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Kirish

Hozirgi kunda mamlakatimizda ta’lim sohasida olib borilayotgan
tadbirlarning  asosiy maqsadi  mutaxassislar  tayyorlash  sifatini  tubdan
yaxshilashdan iborat. Bakalavriyatning texnika yo’nalishlari talabalari uchun
matematikaning amally mashg’ulotlarini yaxshi o’zlashtirishi muhim ahamiyatga
egadir. Oliy matematika fani o’quv rejalarida hisob grafik ishlarini bajarish fanni

chuqurroq mustaqil o’ zlashtirishga muhim vazifa sanaladi.
Tavsiya etilayotgan  uslubiy go’llanmada matematika fanining “Operatsion
hisob” moduli bo’yicha talabalari uchun amaliy mashg’ulotlar uchun namunaviy

misollar va mustaqil bajarish uchun misollar berilgan.



Laplas almashtirishi, uning xossalari.

Bizga quyidagi almashtirish berilgan bo’Isin:
L(p)=L{f ()= e ™f(t)dt
0

Bu almashtirish Laplas almashtirishi deyiladi. Bu yerda f (t)boshlangich

funksiya, L(p) esa uning tasviri deyiladi
I. Ixtiyoriy o’zgaruvchi t ning masshtabi 0’zgarganda
f (t) — funksiyani tasviri.
a>0 bo’lganda f (at) — funksiyani tasvirini topamiz. Ta’rifga ko’ra

L{f(at)}=[e ™ f(at)dt

0

itegralda z = at almashtirishni bajarsak t=£, dtzldz bo’ladi, demak
a a

L{f(at)! = éfe‘gz f(2)dz = i L(gj

ya’ni agar L(p) — f(t) bo’lsa iL(Bj—) f (at) bo’ladi

a
i . 1 -
Misol. 1) sinat <« — 5 yoki sinat < ———
aip pT+a
— | +1
a
P
1 :
2) cosat<——=2 yoki cosat « 2p =
a p p™+a
— | +1
a

Il. Tasvirning chiziglili xossasi

Teorema. O’zgarmas ko’paytuvchiga ko’paytirilgan bir nechta funksiyalar
yig’indisini  tasviri shu  funksiyalar tasvirlarini mos  ko’paytuvchilarga

ko’paytmalarining yig’indisiga tengdir, ya’ni



fO)=cf (1 (1.2.1)
(bunda c; lar 0’zgarmas sonlar), L(p) — f(t) va Li(p) — f,(t) bo’lsa, u holda
LO=2cL(p) (12.2)

Isbot. (1.2.1) tenglikni hadlab e ™ ga ko’paytrib, 0 dan « gacha oraligda
integrallasak (1.2.2) kelib chigadi.

Misol. 1) f(t) = 3sin4t — 2cos5t

L{}}:B 4 ,_ P 12 2p

t p2+16 p2+25:p2+16_p2+25’
5 20p : : , - .
2) L(p)=—7—+— berilgan tasvirga ko’ra original funksiya
p°+4 p°+9

topilsin.

5 2 p
L =— +20
(P) 2 p’+4 p%+9

f(t):gsin 2t+20c0s3t

I11. Siljish teoremasi

Teorema. Agar f(t) funksiyaning tasviri L(p) bo’lsa, u holda e f (t)

ning tasvii L(p+a)—>e “f(t) boladi. Bunda Re(p+a)>S, deb faraz
gilinadi.
L{e f@®)) =] e e fdt=[ e @)t
0 0

L{e’“t f (t)} =L(p+a)

Bu teorema tasvirlar sinfini ancha kengaytiradi va ularning orginali oson topiladi.



Misol. e, shat, chat, sinat,e® cosat funksiyalarning tasvirini topaylik.

—e ™ bo’ladi, shunga 0’xshash Lee“‘. Bulardan

P+« pP-a

bo’lgani uchun

ikkinchisidan birinchisini ayirib 2-ga bo’lamiz: l( t 1 )—>£(e0‘t —e™)
2 p-a p+a 2

yoki —— —>shat agar ulami qo’shsak — P = —chat  kelib chigadi.
p°—a pr-a
—— —>sinat va > P ~—cosat  bo’lgani uchun siljish teoremasiga
p-+a p-+a
asosan:
a ot
(p+a)2+a2—>e sinat va
(p+p0:;2a+ = — e “ cosat
kelib chigadi.
Misol: 1) Tasviri L(p)=—; o5 a1 bo’lgan f(t) funksiya topilsin.
p*+10p+
()=t T4 f)=Lesinat
p-+10p+41 4[(p+5)° +16] 4
2) L(p)= p+3  p+3  p+l 2 3

2 - 2 - 2 +5 2
pc+2p+10 (p+D)°+9 (p+D)°+9 3(p+D)°+9

f(t)=e™ cos3t+§e‘t sin 3t

IV. Tasvirlarni differensiallash va integrallash

Teorema 1. Agar L(p) — f(t) bo’lsa, u holda

dnn L(p) >t"f(t) (2.2)

(D" i

bo’ladi.



Isbot. |f(t)] < Me®>" bo’lganda quyidagi
[ e ™"t
0

integral mavjud ekanini isbot gilamiz. Shartga ko’ra
[f(t)]<Me*™, p=a+ib, a>S;, a>0, S,>0
Bunga asosan shunday ¢ >0 topiladiki, bu uchun a > S, + ¢ tengsizlik bajariladi.
Shuning uchun quyidagi integral yaginlashadi:
Me (@50 |”

[e @ ft)dt <M [e @ e>idt =M [edt = =

endi
[le™t" £ ©]dt = [Je et (]t
0 0

integralni ko’ramiz; bundagi e “'t" funksiya chegaralangan va biror N sondan
kichik, shuning uchun

[le Pt @]dt < N fle - f @)t = N fe @ £ 0] dt < 0.
0 0 0
Demak Te‘pt (—t)" f (t)dt yaginlashadi. Bu integralni quyidagi
0

L(p)=] e ™ f ()
0

integralning p -parametr bo’yicha n - tartibli hosilasi deb garash mumkin, ya’ni

fe () f =" e f
0 dp” o

oxirgi 2 tenglikdan :

n

d
dp"

"L L(p)=[e Pt f (®)dt yoki
0

dl"l

(<" = L(p)—>t"f () formulakelib chigadi.
p




Bu formuladan f (t)=t" - darajali funksiyaning tasvirini topamiz: 1_>1

P
formulaga asosan:
d(1 |
shunga 0’xshash
(_1):_p(i2J_)t2 yoki — >t
P
d(1 3
-D)— —j—>t3 yoki — —t
dp\ p p°
———————————————— p:‘]“ —t"
Misollar. 1) —— —sinat bo’lgani uchun formulaga asosan
p-+a
a 2pa :
(- )—p( - +a2j: (02127 —tsinat
2 2
2) - P ~—>cosat  dan —(aer—pz)z—Hcosat;
P +a p+a
3) pl —e ™ dan ( % —te ™
+a p+a

Teorema 2. Agar L(p)— f(t) bo’lsa, uholda:

JL(p)dp L) “)

Hagigatdan ham ()<—O(p) ya'ni —F(p)=L(p). Bu tenglikni hadlab

integrallash bilan F(p) = jL(p)dp ni olamiz yoki jL(p)dp—> f(t)

V. Originalni differensiallash va integrallash



Teoremal. Agar L(p)— f(t) bo’lsa, u holda pL(p)- f(0)— f'(t)
bo’ladi.
Isbot. Tasvirni ta’rifiga ko’ra:
L{F/(t) = [e ™ Ftydt.
0

Bu integralni bo’laklab integrallaymiz:

L E@)) = [e ™ ()t e Pt + pe ™ f (t)dt =0 f (0) + pL(p);
0

0
(bunda lime " £ (t)=0, [e ™ f(t)dt="L(p)). Demak pL(p)- f(0)—> f'(t)
t—>o 0

Shu yo’l bilan:
p[pL(p) - f(0)]- f'(0) - f"(t) yoki
p°L(p) - pf (0) - f'(0) —> f"(t)

p"L(p)~| P"HF(0)+ p"Hf'(0) +...o0.+ PF P (0) + £ D (0) | > £ (1)
Hususiy holda, agar
f(0)=f'(0)=...... = f"D0)=0

bo’lsa, u holda:

L(p) — f(t)
pL(p) — f'(t)

p"L(p) - F ™)

Teorema 2. Agar f(t) <~ F(p) bo’lsa, u holda jf(u)du «——= (p) bo’ladi.

t

Isbot.  ¢@(t)=[f(u)du<«F(p) deb belgilasak, 1-teoremaga asosan:
0

¢'(t) < pF(p)—¢(0) = pF(p) bo’ladi  (¢(0)=0).

[(p(t)]' :ﬁ f(u)du} = f(t) bo’lgani uchun jf(u)du<— (pp) kelib chigadi.
0
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Misol.

P

CoSt «— —;
pe+1

; [costdt =sint <~ ——.
p°+1

Odatda funksiyaning tasviri uchun jadval tuziladi va amalda foydalaniladi.

Bazi bir originallar va ularni tasvirlari.

No Original ~ f (t) tasvir L(p)
1
1. % (1) E
: 1
2 e pP-—«a
t 1
3 e P—a
4 inat i
: sina 2 .2
p-+a
5. cos at 02 _F:az
6 hat -
: sha 2.2
p-—a
7. chat 02 ?az
_at - a
8. e~ sinat (p+a)?+a?
P+a
9. e * cosat (p+a)? +a2
n!
10. t" n+l
p
n!
11 e_attn (p+a)n+l
n!
12 e_attn (p_a)nﬂ
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2
13. tsinat m%z)z
p2 _ 32
14. tcosat —(p2 —a?y?
15, f (at) Ld
a a
16. e f(t) L(p+a)
17. f(t) pL(p) - f(0)
18 [ (U)du L(p)
0 P
n n dn
19. t" f (t) (-1)"—L(p)
dp
20. @ [L(p)dp
0
21. J (@) f,(t-7)dr L,(p)L,(p)
0

VI. Tasvirlari ratsional kasr bo’lgan funksiyani topish

Noma’lum f (t)- funksiyani tasviri L(p):% to’g’ri ratsional kasr bo’Isin.
®»

Ma’lumki, har qanday to’g’ri ratsional kasrni quyidagi ko’rinishdagi elementar

kasrlarni yig’indisi shaklida ifodalash mumkin:

A
p—a
2

1. 2.

A Ap+B Ap+B
k 3 2 4 2 k
(p—a) p-+ap+b (p°+ap+h)

bunda %—b2<0 va k>2

Bu kasrlarni har biriga nisbatan original funksiyasini topamiz.

1. A — Ae™

p-—a
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2. A N A 1 tk—leat
(p-a) (k—1)!

A p+E + B—&
Ap+B Ap+B B 2 2

3.
p?+ap+b K " 2 )2 " 2
p+— | +|4/b—— p+— | +|4/b——
2 4 2 4
A +[B-22 L
2 2 2 2 2 2
( +aj - (p+aj T
P 2 4 2 4

Agar birinchi qo’shiluvchini M, ikkinchisini N bilan ifodalasak , u holda:

—Et 2 —Et 2
M — Ae 2 cost b—a—, N— B—Aa) ! e 2 sint b—a—
\/ 4 2 a2 \/ t

h—<
2

N

Shunday qilib:

a [ b—f {
2Ap—+B_)e 2 Acost b——+ smt b——
p-+ap+b /b

Misollar. 1) y"+4y=sin3x tenglamaning Yy(0)=0, y'(0)=0 boshlang’ich
shartni gqanoatlantruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Yordamchi tenglamani tuzamiz:

_ ) B Ly 3 "

y(p)(p® +4)= 5’ y(p)—(p2+9)(p2+4) yo
3 3

TP =2 22

p>’+9 p’+4 5p°+9 10p°+4

bundan tenglamaning yechimini topamiz:

12



3 . 1.
t)=—sIn2t — =sin 3t
y(t) 10 c

2) y"+y=0 tenglamaning y(0)=1, y'(0) =3, y"(0) =6 boshlang’ich shartlarni

ganoatlantruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Yordamchi tenglama:

_ . +3p+8 p®+3p+8
*+1)=p?-1+p-3+8; yoki Pt =
y(p)(p°+1)=p p yoki y(p) i1 (o1 D(p? —pi])
ol V3
_ 2 N -p+6 5 1 2 +11 2

D Yo el . 1¢ (T B 1y BY
P= |+, p—5 |+
EHRR RS

VII. Ko’paytirish teoremasi

Teorema. Agar f,(t) va f,(t) funksiyalarni tasvirlari L (p) va L,(p) bo’lsa,

yani L(p)— () va L(p)— f,() u holda [ f,(r)f,(t—r)dr funksiyani
0

tasviri ko’paytmadan iborat bo’ladi; ya’ni

L(P)Ly(p) = | () hit —r)de
0

(1.2.3)

t
Isbot. [ f,(z)f,(t—7)dz funksiyani tasvirini topamiz, tasvirni ta’rifiga asosan:

0

L{'t[ f(z) f (t— r)dr} = Te_pt {t[ f(z) f,(t— T)dl}dt ¢
0 0 0

O’ng tomondagi ikki Karrali integral 7=0, 7=t
chiziglar bilan chegaralangan soha bo’yicha olinadi
(2 rasm)

i=T

Bu integralda integrallash tartibini o’zgartiramiz:

13
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L{} £ (), (t - r)dr} - T{ f(0)[e ™t (t - r)dt}dr (1.2.4)
0 0

T

O’zgaruvchini almashtramiz: t—7 =1z, dt=dzichki integralni hisoblaymiz:
[Pty (t—0)dt = [e P £, (2)dz =P [e ™ f,(2)dz =& " F, (p)
0 0 0

Ichki integralni qiymatini (1.2.4) ga qo’yamiz:

L{} (o), (t - r)dr} = [ £,()e " L(p)dr = L(p)[e ™ f,(2)dz = L(p)Ly(P)
0 0 0

t
Demak | f(7)f,(t—7)dz ifoda berilgan ikkita f,(t) va f,(t) funksiyani
0
0’ramasi deyiladi.
t t
Bunda [ f,(z)f,(t—7)dz =] f,(t—7)f,(r)dz tenglik kuchga egadir.
0 0

Misol. y"+y=f(t) tenglamaning y(0)=y'(0)=0 boshlang’ich shartni
ganoatlantruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Yordamchi tenglama tuzamiz:

Y(p)(p* +1) =L(p)

bundan

y(p) =2
p°+1

5 1—>sint va L(p)— f(t) bo’lgani uchun L(p)=L(p) orqgali belgilab
p- +

ko’paytrish teoremasini tadbiq etsak,
t

y(t)=[ f(z)sin(t—7)dz
0

kelib chigadi.

Izoh. 2) Agar f,(t)=f(t) va f,(t)=1 desak, uholda L,(p)=L(p)va Lz(p):%

bo’ladi. Ko’ paytirish teoremasiga asosan:

14



Lip=[t@dr  yoki [f@)dr="P) va f,(t)=1
p 0 0 P

originalni integrallash hagidagi teorema kelib chigadi.

VIII. Kechikish teoremasi

Agar f(t) funksiya t<0 bo’lganda aynan nolga teng bo’lsa, u holda
f(t—t,) funksiya t <t, bo’lganda aynan nolga teng bo’ladi (rasm 3 a) va b))

fit) fitt)
it)

3 rasm

Quydagi kechikish teoremasini isbot qilamiz.

Teorema. Agar f(t) funksiyani tasviri L(p) bo’lsa, u holda f(t—t,)
funksiya tasviri e P°F(p) bo’ladi, ya’'ni: f(t)« L(p) bo’lsa f(t—t,) <« e "°L(p)

Isbot. Tasvirni ta’rifiga asosan.

0 t )
L{f(t—ty)}=[ef(t—t,)dt= fe‘ptf(t—to)dt+ [e P f(t—t,)dt
0 0 to

Tenglikni 0’ng tomonidagi birinchi integral nolga teng, chunki t<t, bo’lganda
f(t—t,) =0. Keyingi integralda o’zgaruvchini almashtramiz: t—t, =z, dt=dz;

U holda

L{f(t—t,)} = [e PO f (2)dz=e P [ P (2)dz =e oL (p).
0 0

demak f(t—t,)<«e PoL(p).
Misollar. 1. § 1.1 da Xevisaydning birlik funksiyasi

uchun 50(t)<—i topilgan edi. Kechikish teoremasiga PR
p

asosan  o,(t—h)  funksiya (rasm 4)  uchun !
u] h 4 rasm t

15



5, (t—h) e boladi.
p

Il. Quyidagi funksiyani garaymiz:
0,t<0 bo'lganda
<gam)=%p%a)—@xt-m]= %,ost<hb04gmMa

0, h<t bo'lganda

Agar bu funksiya 0 dan h gacha bo’lgan vaqt oralig’ida st
ta’sir etuvchi kuch deb qaralsa (boshqa vaqtlarda nolga
teng), u holda bu kuch impulsi birga teng bo’ladi.

of &=

(rasm 5)

h 5 rasm t

Bu funksiya tasviri

1.1 1 1 1—ePh
S(th)«=(=-—=eP)==
(L, h) h(p ) p( ™

Mehanikada bazi gisqa vaqt oralig’ida ta’sir etuvchi oniy ta’sir etuvchi va chekli

)

ipulsga ega kuch deb garash qulay bo’ladi. Shunga ko’ra h — 0 bo’lganda o (t, h)
funksiyaning limitiga teng bo’lgan J(t) funksiya qaraladi:
o) = ngl(t’h)

Bu funksiya impulsli funksiya yoki delta funksiya deyiladi. Ba’zan fizikada uni
Dirak funksiyasi ham deyiladi. o(t) funksiyani tasvirini o (t, h) funksiya tasvirining

h — Odagi limiti deb topamiz :

0

5th) < [5,the " dt=—e? ==L e
0 ph h

o PN
t >0 bo’lganda ¢, (t,h) =0. Shuning uchun §(t) « Lingih(l—e‘ph)
~0p

Lopital qoidasiga asosan:

_ bt p —ph
lim =lim = lime " =1,
h—0 ph h—0 p h—0

16



Demak o(t)«1. Delta funksiya mehanikada, matematikani ko’pgina
bo’limlarida, hususan matematik — fizikaning ko’p masalalarida uchraydi. Agar
o(t) funksiya massasi 1 ga teng bo’lgan moddiy nugta t =0 momentda 1 ga teng
tezlik beradigan kuch deb garash mumkin.

Shunga o’xshash J(t —t,) funksiyani t =t, momentida birlik massaga 1 ga
teng tezlik beruvchi kuch deb garash mumkin. Kechikish teoremasiga asosan:

St—t,)«e™™

ty 2
Yuqoridagi kabi  [S(t-t)dt=1.  Endi ? = f(t)+5(t) differensial
t

t2
tenglamaning t=0 Dbo’lganda X, =0, x;=0  boshlang’ich  shartlarni

ganoatlantruvchi yechimni ko’ramiz.

Yordamchi tenglama p?x(p) = L(p) +1. Bundan X(p) = L(E) +i2 va

P P

x(t) :} f(2)(t—7)dr.
0

Delta funksiyani quyidagi xossalarini ko’rib o’ tamiz:
—0<t<0 bo’lganda 0 ga O0<t<ow bo’lganda 1 ga teng bo’lgan quyidagi
integral

0, —o<t<O0
1l 0<t<w

t
I o(r)dr ={
Xevisaydning birlik funksiyasini o, (t) ga tengdir:
t
S, (t) = [ 6(r)dr

Bu tenglikni ikki tomonini differensiallab, quyidagi shartli tenglikni olamiz:
o (1) =5 (t) (1.2.5)
Bu tenglikni ma’nosini tushuntirish uchun quyidagi funksiyani olamiz:

0 (agar t<0 bo'lsa)
5,(t,h) =4h (agar O<t<h bo'lsa)
1 (agar t>h bo'lsa)

17



Bu holda:

& (t.h) =4, (t.h) (1.2.6)
bunda
lim &, (t.h) = & (t) va lim&;(t.h) = &) (1.2.7)
(1.2.4) va (1.1.5) tenglika asosan (1.2.5) shartli tenglik kelib chigadi:
o) =0o(t).
1-topshiriqg
1. Quyidagi funksiyalarni Laplas operatoridan foydalangan holda tasvirini
toping:
1 a)f () =t2 — = + e b) f(¢) = tsin2t — = + t*,
2. 9)f (1) = 2% — HHS*; b) f(t) = 3tsin2t — 2 + 5t*
3.a)f (t) = 5t° — ijE"*; b)f(tj=5tsin3t+i—l—t‘2,
4.f(6) = 667 =" 4372, b)f(£) = tsin2t — = +¢3,
5.a)f(t) = at® — ﬁ + 4et; b) () = 5tsin2t—i—|— t2
6. a)f (t) = 3t — = + &2, b) f(£) = 3 + tsin2t — -+ t?,
7. a)f(_t)=t2+““*+3 . ) F(£) = tsin2t — % + ¢
8.)f (1) =9t> + = +e™"; b) f () = tsindt — = + 5¢*,
_ sint _9f. . ) 2 5
9.a)f(t) =t ——+ e 2, b) f(t) = 8tsin2t — — + ¢,
10. )f (t) = t2 — ﬁ+ et b) £ (£) = —tsin2t — = + 22,
11. a)f (t) = 3t* — iﬂ + 4et; b) f(t) = tsin3t _i +5¢7,

12. )f (£) = 56> ==+ €735 ) f(1) = tsin2t —— +5¢7,

cosdt

13. a)f (1) = 6t% — +3e77% h)f(D) = tsint—i—i— t8

18



14, a)f (t) = 4t* —
15. a)f (1) = 2t2 +
16. a)f (t) = t2 — =
17. a)f (t) = 2t?
18. a)f (t) = 5t* —
19. a)f (t) = 6t% —
20. a)f (t) = at?

21. a)f (t) = 3t* —

22. a)f (1) = t*
23.a)f (t) = 9t* + —
24. a)f (t) = t* —
25. a)f (t) =t* —
26. a)f () = 3t% —
27. a)f (t) = 5t* —
28. a)f (t) = 6t% —
29. a)f (t) = 4t —

30. a)f () = 2t + —

2. Quyidagi tasvirlarni

1. a)F (p) = a_Ej::—zp’
2. a)F(’p] = 3_2;22—310’
3. aF(p) = aj;:;—zp’

sint

sin2t

02t p e b)f() = Trsin3t+ it + 4¢3,

cos3t

+4e7t D) f(t) = 3tsin2t — it — 8¢5,

4
i+e*cast; b)f(t}=t3—;—|—t“‘,

- ﬂ + e5tcost; b) f(t) = 3t3 —_i +5¢%

sindt

+ e fcost; b) f(t) =t3 +— +t -2

sint

+ 3e *cost;b) f(t) = 6t° — ; +t3,

Fin

— I 4 detcost: b) f(t) = 5¢t3 —%4— t?,

smt

+ e 2tcost; b)f(t) =3+t -~ +1?,
_+3_ 1, 4

b)f(t)=t o Ht

M+ e~teost: b) f(t) =5t — %-l- ht*,

— + e *cost; b)f(t) =5¢t° —i—i— t?

+ e~ fcost; b)f(t]=t3—i+2t2,

cast

— +4etcost; b)f(t)=t? —i—|—5t?’,

'm“+e‘5tmst; b) F(t) = t3 —_Et+5t7",
£+ 3e"tcost: b) f(t) = tﬁ—_it+t9,
L%+ e~3tcost: b) f() = 762 + =+ 4¢",

cos3t

+ 4e~tcost: b) f(t) = 3t — it — 8t7,

boshlang’ich funksiyasini toping:

b) F(p) =

‘]‘.‘.|2+4-‘1‘.:I+3 *p2+4-;u+3

3_3p2_4.p ,pz_l *

el +*p+3 *p2+'}'p+3
o) Flp) =+,
b) F(’p) _ p+3 5pt+3

p?-4p?-5p p?-4’
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4. a)F(p) =

5. a)F(p) =

6. A)F (p) =

7. )F(p) =

8. QF(p) =

©

a)F (p) =
10.a)F (p) =

11.a)F (p) =

12.a)F (p) =
13.a)F (p) =

14.2)F (p) =

15.a)F (p) =

16.a)F (p) =

17.a)F (p) =
18.a)F (p) =

19.a)F(p) =

20.a)F(p) =

21.a)F (p) =
22.8)F (p) =

23.8)F (p) =

Ip+2
p?-3p?—4p’

p? 'pz —2p’

p? 2102 ~3p’

p+2 _
e
_2_
p?—p?-2p’
p+2 .

+2

&p+2
p?+2p2+5p"
—p+2
p?—2pZ+2p’
2p+2
p3_2p2+5p1
n+2 .
p?—2p2+10p’
p+d
—2p%— Ep
-2
E_sz_gpl
p+2
E_sz_gpl
Sp+1
3_3p2_4ﬂ’
3 L]
ﬂz —2p’
6p

E_sz_gp;

p-_a
3_4p2_5p1
Tp—1

p?+4p? +29p’

) =
b) F(’p] - iﬂaj;:za—ﬁp pz;aiﬂ
I - S
b) F(p] - p:j:;:j@ p:*p+zp—+13'
D) Fp) = p:;ip pzp+zﬁ_p:3
9P =+ 5
9F) - 2
= 0
O
D) = ﬂj;t;p pzp_zﬁ_p:a
b) F(p) = pf:’;;ip 91:':;_1::3
T
b) F (p) = :‘j ;;:_ip pz;:_p:g
2
b) F(p) =* +:'F'+s P ;’iu:g
b) F(p) = pa—zf;:_ap ?zzjf-
)= S e
b) F(p) = = _; — p2p+:i+g
D) = iﬂ;ffs;:fap p::_p;'
-
- 2
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24.a)F(’p]= 4p+2 b)F(P]= Spl+p+3 +p2+a

p?-p2-2p’ p?+8p2+32p p?-4’
25.8)F (p) = 22— b) F(p) — 22222 282
26.2)F(p) = p:z;izp; b) F(p) = ;:EZ’_’; " ‘F'Z:'J:E.
27.8)F (p) = ot —; b) F(p) = 2B 4 2702
28F () = 5o ) F(p) = 2+ 22
29.00F (p) = 52—, D) F(p) = 5o v+ 22
30.8)F (p) = 22— b) F(p) = 2022 Tetens,

Laplas almashtirishini tadbiglari
2.1 § O’zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial tenglamalarni yechish

O’zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial tenglamalarning berilgan
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi hususiy yechimini Laplas almashtirishini
go’llash yo’li bilan topamiz:

1. Awval ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamani yechamiz:

y'(t) +ay'(t) +a,y(t) = f(t) (2.1.1)
tenglama berilgan bo’lsin; & va a, o0’zgarmas sonlar. Bu tenglamaning
y(0) =y, y'(0)=y, boshlang’ich shartlarni ganoatlantruvchi y(t)-xususiy
yechimini topish kerak. Tenglamani yechimi y(t), uning hosilalari y'(t), y"(t) va
0’ng tomoni f (t)- originallar bo’Isin. Agar y(t) <- J(p) va f(t) «<- F(p) desak,
u holda originalni differensiallab

Y'(t) < pY(P)—Yo,  Y'(1) < P*V(P)~ PYo— Y
larni topamiz.
Tasvirni chiziglik xossasiga va (2.1.1) tenglamaga asosan:
P*Y(P) ~ PYo — Yo +a(PY(P) — Vo) +a,Y(p) = F(p)

(P> +a,p+3,)V(P)=F(p) + PYo + Yo + Yo (2.1.2)
21



(2.1.2)- tenglama (2.1.1) differensial tenglamaning yordamchi tenglamasi yoki

tasvirlovchi tenglamasi deyiladi.

Natijada original y(t)- uchun (2.1.1) differensial tenglama o’rniga uning
tasviri y(p) - uchun (2.1.2) algebraik tenglamani hosil gildik.
(2.1.2) tenglikdan

L :
7(p) = Z(PL¥ PYo Yo + @, (2.1.3)
p-+tap+a,

(2.1.3) formula (2.1.2) tenglamaning operator yechimidir. y(p)- tasvirga asosan
y(t) -originalni ya’ni (2.1.1) tenglamani yechimini topamiz.
Misol. 1) y"—3y’+2y =2e* differensial tenglamaning y(0)=1, y'(0)=3
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiradigan hususiy yechimi topilsin.
Yechish.

L(p):%—ﬂem, a=-3 a=2 Y,=1 y,=3

Bo’lgani uchun (2.1.3) formulaga asosan:

143+ (-3)-1
- p—3+p 3+ () 2+p°-3p 1

y(p)= = =
p*-3p+2 (p-3)(p*-3p+2) p-3

jadvaldan y(t) =e*- izlangan yechim bo’ladi.

2) y"+4y =sint tenglamaning y(0)=1, y'(0)=1shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

Yechish. sint < 2p i Yo =1 y5(0)=1

P+

2

+p+1 ) 3 )
pe+1 1+ (p+D(p°+D) pTHpP +p+2

y(p) = = =
p* +4 (P> +4(p*+1)  (p*+4)(p* +D)
oxirgi kasrni elementar kasrlarga ajratamiz:
= 2 1
Y(p)=—5"

=2 T2 t a2 ;
pc+4 3(p°+4) 3(p°+1)
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bundan jadvalga ko’ra
1. 1.
y(t) =cos2t +§sm 2t +§smt :

2. Endi n- tartibli chizigli differensial tenglama olamiz:

3y () +ay" P M) Fay Tt O+ ey )y )= ¢) (2.1.5)

bunda Ay, 8,8,y A 0’zgarmas koeffitsentlar. Bu tenglamaning

y(0)=Y,,Y'(0) =Y, ..., y" P (0) = y, "V boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz.
(1) tenglamani hadlab e ™ ga ko’paytramiz, (bunda p=a-+bi) va 0 dan

gacha oraliqda t bo’yicha integrallaymiz:
a, [ "y t)dt +a,[e Py Vet ... +a,, [e Py (t)dt +a, [e P y(t)dt =
0 0 0 0
e ™ f (t)at
0
Bu tenglamani chap tomonida Yy(t) funksiya va uning hosilalarining tasvirlari,
0’ng tomonida f (t) funksiyaning tasviri turibdi:
aL{y" 0} +aL{y"P®}+...+a, L{y®)} +a,L{y®)} =L{f O}
yoki
3 { P"Y(®) ~(P" Yo + P Yy et yo(”‘l))} +
+a1{p“‘17(p)—(p”‘2yo + P Y At yo“‘z)}+---+

+2,1{PY(P) — Yo} +a,Y(P) = L(p) (2.1.6)

(2.1.6)- tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

y(p)(aop” +ap+...+a,p+a,)=L(p)+
+ay(P" Yo + PYy et Yo "Y) +

+2,(P" Yo + P Yo+t Vo) + 8, 5 (PYo + Yo ) +an Yo (2.1.7)
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(2.1.6) va (2.1.7) tenglama (2.1.5) differensial tenglamaning yordamchi

tenglamasi yoki tasvirlovchi tenglamasi deyiladi.
Agar a,p"+ap"t+..+a_p+a =¢p(p) va
8o (P" Yo + P Yy et Vo) + A (P Y + Py et Y )

+a,5 ( PYo + yO’) +a,1Yo = l//nfl( p)
deb belgilasak, u holda

y(p)@,(p)=L(p) +w,.(p)

bo’ladi
_ L
2, (P) v, ()
Bu esa y(t) - funksiyani tasviridir, ya’ni  y(p)—oy(). Agar
y(0)=y'(0)=...= y"P(0)=0 bo’lsa, uholda (2.1.8) dan
= L
y(p) =P (2.1.9)
?,(p)
kelib chigadi.
Misollar: 1) y'(t) + y(t) =1 tenglamaning y(0)=0 boshlang’ich shartni
1
, : C o p 1 1 :
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin. y(p)=——=—-—— jadvaldan
p+1 p p+l

y(t)=1—e" tenglamani yechimi ekanini topamiz.
2) y"'(t) +9y(t) =1 boshlang'ich shart y(0)=y'(0)=0

_ 1 1 1 1 11
y(p)(p° +9) ) y(p) (%1 9) 9p2+9+9p

y(t) = —%coth +% tenglamani yechimi bo'ladi .
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3) y"(t) +3y'(t) + 2y(t) =t boshlang’ich shartli y(0)=y'(0)=0

Y(P)(p? +3p+2) =

P
VD= =222, 2 S
p’(p+)(p+2) 2p*> 4p p+l 4(p+2)
3 & 1 5
)==t-—+e'-"e
y(® 2 4 4

4)y" +2y"+5y =sint boshlang’ich shart y(0) =1, y'(0)=2

yoki

V(p)(p?+2p+5)=p*l+2+2*1+ 5
p°+1

2 3 2 }1p+4 —le+1
pP°+1_ p +4p°+p+5 _ 10 L_10" 5
P°+2p+5 (p°+2p+5)(p*+1) p*+2p+5  p?+1

p+4+

y(p) = yoki

_ 11 p+1 29 2 1 p 1 1
y(p):_ 2 +_— 2 T AA 2 +— 2
10(p+)“+4 20(p+D)°+4 10p°+1 5S5p°+1

jadvaldan y(t) = Ee‘t cos 2t + ge‘t sin 2t — icost + lsint .
10 20 0 5

25



2.2 § Chiziqli differensial tenglamalar sistemasini operatsion metod bilan

yechish.

O’zgarmas  koeffitsientli  chizigli  birinchi  tartibli  ikkita differensial
tenglamalar sistemasini Laplas almashtirishi yordamida yechilishini ko’ramiz: x(t)
va Y(t) noma’lum funksiyalar

dx
at + a3 X(t) + a5, Y (t) = f, (1)
(2.2.1)

d
d_)t/ +ay X(t) +ay,y(t) = f,(t)

X(0) =X, Yy(0)=y, boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi hususiy yechimni

topish kerak.

Izlanayotgan funksiyalar x(t) va Yy(t), tenglamalarni o’ng tomonidagi

f,(t) va f, (t) funksiyalar originallar bo’Isin. Ularning tasvirlarni mos ravishda

quyidagicha belgilaylik:

X(t) < X(p), y(t) <« y(p)
f()«L(p) f, (1)< Ly(p)
u holda;
X'(t) < pX(p) — Xy y'(t) < py(p)— Yo

Tasvirni chizigli xossasiga asosan:
PX(P) — %o + @, X(P) +a,Y(p) = Li(p) }
PY(P) = Yo + ;1 X(P) + 8, Y (P) = L,(p)

(2.2.2) sistema (2.2.1) sistemaga nisbatan yordamchi sistema deyiladi, uni yechib

(2.2.2)

X(p) va VY(p) tasvirlarni topamiz; bu tasvirning originallari esa berilgan
sistemaning yechimlari  x(t) va y(t) bo’ladi.

Misol. 1)

d—+4x+3y=2t
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sistemaning  Xx(0) =X, =0, y(0) =y, =0 boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimi topilsin.

Yechish. t<—i2, 2t<—i2 bo’lgani uchun yordamchi sistema quyidagicha
p p
bo’ladi:
= = _ 1 _ _ 1
pX(p)+X(p) +Y(p)=— X(P)(P-1)-Yy(P)=—
p : p
) yoki )
pV(p)+4Y(p)+37(p)=F 47(p)+7(p)(p+3)=F
: . o 5 _ 2(p—3)
Bu sistemani yechamiz x(p):L, V(p)=—"—"=
p*(p+1)° p*(p+1)°
yoki
Y(p):—g+g+ S 14 - —>—9+5t+9e™ +4te™ = x(t)
P p p+l (p+l)
V(p)zﬁ— 62 14 8 —14 -6t —14e™" —8te™ = y(t)

p p? p+l (p+D)?
Demak berilgan sistemani yechimi:

X=-9+5t+9e " +4te +4te!, y=14-6t—14e" —8te™
2)

Sistemani X(0)=0, y(0)=0 boshlang’ich shartlarni gqanoatlantruvchi yechimini

topamiz.

Yechish. Yordamchi sistema

(3p+2)f(p)+p7(p)=%
pX(p) + (4p +3)¥(p) =0

Bu sistemani yechamiz X(p) va ¥(p) larni topamiz.
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4p+3 1.1 3

p(p+1D)(@1lp+6) 2p 5(p+1) 10(11lp+6)
1 1, 1 11

11p+6)(p+1) 5 p+1_11p+6)

X(p)=

y(p)=

topilgan tasvirga asosan noma’lum funksiyalar Xx(t) va y(t) ni topamiz:

6

2t

X(t) e
2 5 10

6
YO =g —e 1)

Yuqori tartibli chizigli tenglamalar sistemasi ham shunga 0’xshash yechiladi.

2-topshirig
1. Berilgan tenglamaning y(0)=0 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi
topilsin.
Dy' (0 + 2y(1) = —1;
2)y' (1) = y(t) = =2;
Yy (1) —3y(1) =2,
4)y'(®) —2y() =1,
5) ¥ (1) — 5y(t) = 4;
6) ¥’ (1) — 2y(t) = 5;
Ny +12y() = 3;
8) ¥’ (t) — 3y(t) = —4;
9)y' (1) — 4y(t) = 12;
10) ¥"(0) + 2y(2) = 3;
11)y'(0) + 7y(t) = 4;
12) y'(0) + 2y(t) = 7;
Ry (®+2y()=1;
14)y' (1) — y () = —2;
15) y'(t) — 3y(t) = 2;
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16)y' (1) +3y(0) = 4;

1)y (@ —Ty() =4,

18) y' (1) — 5y(1) = 3,
19)y'(®) — 7y() = 1,

20)y' () — Sy(t) = 4;

21) y'(t) — 6y(t) = 5;
22)y'(t) + 12y(t) = —5;
23) y'(t) — 8y(t) = 4,

24) y'(©) = 9y(t) = 12;

25) y'(0) + 6y(1) = =3,

26) y' (1) + 9y(t) = 4;
2)y' (O +5y() =7;
28)y'(t) + 11y(t) = 1;

29) y' (1) — 8y(t) = 2;

30) y' () — 7y(t) = —2.

2. Berilgan tenglamaning y(0) = y'(0) =0 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

1) y"(t) + 4y(t) = sin2t;
2)y"'(t) + 5y(t) = 3sin2t;
3)y"'(t) + 7y(t) = sin2t;
4)y"(t) — 4y(t) = —2sin2t;
5)y"'(t) + 4y(t) = 4sin2t;
6)y"'(t) + 7y(t) = sint;
7)y" (@) + 7y(t) = sin2t;
8)y''(t) + y(t) = sin2t;
9)y"'(t) — y(t) = —cos2t;
10) ¥ (t) + 8y(t) = 4cos2t;
11) ¥"' (t) + 5y(t) = cos2t;
12) y"' (t) + 3y(t) = 3cos2t;
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13) y"'(t) + 8y(t) = cos2t;
14) y"'(t) — 4y (t) = —cos2t;
15) y"' (t) + 5y (t) = 4t;
16) y" (t) + 4y(t) = t;
17)y"' (t) + 5y(t) = 3¢t;
18)y" ) +7y(®) =t;

19) y" (t) — 4y (t) = —2t;
20) ¥"' (1) + 4y (t) = 4¢;
20) y" () +7y(t) =t

22) y"' () + 7y(t) = 3¢;
23)y"' (@) +y() =1

24) y"' (t) — y(t) = —2t;
25) y"' (t) + 8y(t) = 4¢;
26) y"'(t) + 5y(t) = t;
27)y"' (@) + 3y(t) = t;

28) y"'(t) + 8y(t) = t;

29) y"'(t) — 4y(t) = —t;
30)y"' () + 5y(t) =t.

3. Berilgan tenglamaning y(0) =y'(0) = 0boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

1) y" @) +3y' () + 2y(0) =t;

2)y"(®) + 2y' () + y(t) = 3¢;

Iy ) +4y' )+ 3y =t

4)y" @)+ 7y'(@©) + 6y(0) = 2t;

5) ¥ (@) +6y'(t) + 5y() =t;

6) " () +5(0) + 4y (D) =¢;

7)y" (@) +3y'(®) + 2y(t) = 3¢;

8)y" () +4y'(t) +3y(t) =t;
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9) ¥ (@) + 6(t) + 5y(t) = 4t;

10) "' (t) + 8y'(t) + 7y(t) = t;
11) y" (t) + 4y'(t) + 3y(t) = 6¢;
12) y" (@) +8y'(®) + 7y(t) = —t;
13) y" () + 7(t) + 6y(t) = t;

14) y"'(t) + 8y' () + 7y(t) = —2¢;
15) y"'(t) + 5y'(t) + 4y(t) = —5¢;
16) y"' (t) + 3y (1) + 2y (1) = ¢;
17)y"(@®) + 2y' () + y(t) = 3¢;
18) y"' (t) + 4y' () + 3y(v) = t;
19) ¥ (©) + 7y' () + 6y (1) = 2¢;
20) y"' (&) + 6y'(t) + 5y(t) = t;
21) y" () + 5(0) + 4y (o) = t;

22) y" () + 3y'(¢) + 2y (1) = 3¢;
23) y"' (&) +4y' () + 3y(t) = t;
24) y"' (t) + 6(t) + 5y (L) = 4¢;
25)y"' () +8y'(t) + 7Ty(t) = t;
26)y" () + 4y'(t) + 3y(¢) = 61
27)y" () +8y' () + 7Ty (t) = —t;
28) y" () +7(0) + 6y (D) = t;

29) y"' (1) + 8y'(t) + 7y(t) = —2t;
30) y" () + 5y'(t) + 4y(t) = —5¢.

4. Berilgan tenglamaning y(0)=1, y'(0)=2 boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

1) y" + 2y’ + 5y = tsint;

2)y" +2y'+ 37y = sin2t;

3)y" +2y"+ 17y = sint;
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Hy" +2y"+ 26y = sint;
5)y" +2y'+ 2y = sin3t;
6)y" + 2y'+ by = tsint;
7)y'" +2y"+ 2y = tsin8t;
8)y" +2y'+ by = tsint;
9)y" +2y'+ 5y = sin9t;
10) " + 2y" + 5y = sint;
11) y"" + 2y’ + 5y = sin2t;
12) v" + 2y" + 5y = 3tsint;
13) v" + 2y' + 2y = tsinlt;
14) y" + 2y' + 26y = tsint;
15) " + 2y"+ 17y = tsint;
16) y"" + 2y’ + 2y = 3tcos2t;
17) v" + 2y"+ 2y = tcoslt;
18) v"' + 2y"' + by = tcosit;
19) ¥" + 2y'+ 2y = 3cos2t;
20)y" + 2y'+ 5y = tcos2t;
21)v" +2y"+ 10y = cos2t;
22)y" + 2y"+ 5y = tcos2t;
23)y" +2y'+ 17y = cos2t;
24)y" + 2y' + 5y = tcos2t;
25)y"" + 2y"+ 10y = tcos2t;
26)y"" + 2y’ + 2y = tcos4t;
27)y" +2y"+ 5y = cos3t;
28) y" + 2y' + 2y = tcos2t;
29)y" +2y' + 26y = cos?t;
30) ¥" + 2y'+ 50y = cos2t,
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5. Berilgan differensial tenglamalar sistemani x(0)=0, y(0)=0 boshlang’ich

shartlarni ganoatlantruvchi yechimini toping:

1. dx dy

24 dt dt

dt
34 g

4.4 dx dy

5.9 dax dy

di
6.'4 dax d

7.4 d di

9.4 dt dt
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3T +3x+2 =2
22.4 :
& 52 43y=0
\ dt dt
(& 3+ 2=
23.9 :
& 5P p3y=1
\ dt dt
=43+ 2 -2
24 4 ;
& 5y 3y=4
\ dt dt
Z 43+ =1
25.9 . ,
&4 3y=0
\ dt di
Zi3x+2 2
26.9 ,
&5 43y=3
\ dt dt
=+ 3x+52 =2
27.4 v ;
&Y 43y=0
\ dt  dt
=43+ =4
28.1 y )
&4 3y=0
\ dt di
Z+x+3% -5
29.1 v ;
& 52 43y=0
\ dt dt
Zx+ 2
30'<dx dy .
\‘E_Fd_; +yv= 0
N-TARTIBLI CHIZIQLI TENGLAMALAR.
O’zgarmas koeffitsientli bir jinsli tenglamalar.
Ushbu

y™ +a,y™ +.+a,y=0

tenglamani yechish uchun y =e” almashtirish yordamida
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M +a, A"+ +a, ,A+a, =0 (3.2)
xarakteristik tenglama hosil gilinadi va uni yechib 4, 1,,..., 4,, ildizlari to’iladi.
Tenglamaning umumiy yechimini yozish uchun quyidagi xollarni garaymiz:
1) Ay Agyees An-hagiqiy va har xil. U holda (3.1) tenglamani
umumiy yechimi
y=Ce™* +Cre®* + . +Ceh* (3.3)
ko’rinishda yoziladi.
2) A, Ao, Ay ildizlar haqigiy va ichida karralisi bor bo’Isin. Faraz

qilaylik 2; ildiz k karrali bo’lib, golgan n—k ta ildiz har xil bo’lsin. Bu xolda
(3.1) tenglamaning umumiy yechimi

y=Ce" "+ Coxe™* ..+ Cx* et hC oM 1+ C et (3.4)
ko’rinishda ifodalanadi.

3 A4,4,.... 4, idizlar ichida kom’leks yechimlar ham bor bo’lsin.
Aniglik uchun 4, =a+ib, 1, =a—ib bo’lib qolganlari haqgigly sonlar deb
olaylik. U holda umumiy yechim

13X

y =C,e®™ coshx + C,e® sin x + Coe™* + ...+ C g™ (3.5)

ko’rinishda bo’ ladi.

e(a+ib)x

Bu yerda =e® (cosbx +isinbx)  ko’rinishdagi formuladan

foydalaniladi.
4) Ay Aoy Ay kom’leks ildizlar ichida k karralisi ham bo’Isin.

Masalan, 1, =a+ib k Kkarrali (ksgj, u holda A, =a—ib ildiz ham k karrali

bo’ladi, unga mos umumiy yechim
y = ea"(c1 +C3X+ ...+ c2k_1xk‘1)cosbx + ea"(c2 +CyX+...+ CZka_l)Sin bx + (3.6)
+Cpp g€ 2K 1 ¢ e

ko’rinishda ifodalanadi.
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Misol. Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzing.
y'-4y'+8y =0.
Yechish. Berilgan tenglamada
y=gH
almashtirish  bajaramiz.  Buning uchun hosila olib, y'=1e™,y"=1 %™
tenglamaga qo’ysak,
AP — 47e™ + 8™ =0 yoki (12— 42 +8k% =0,

bundan 4% —41+8=0 xarakteristik tenglamani hosil gilamiz. Demak, A ning
darajasi tenglamadagi hosila tartibi bilan bir xil ekan.

Misol. Tenglamani umumiy yechimini to’ing.
y''-2y"-3y'=0
Yechish. Tenglamada y=e* almashtirish bajaramiz. Undan tenglamada
gatnashgan hosilalarni hisoblaymiz
y-:ﬁelx’ y.-:lZelx, ymZABelxl
To’ilgan hosilalarni  tenglamaga qo’yib, e® ga bo’lish natijasida (3.2)
ko’rinishdagi xarakteristik tenglamani hosil gilamiz:
2*—22% -31=0.
Bu tenglamani A(/lz —2/1—3):0 ko’rinishda yozib, A4, =0, 1, =-1, A3 =3
ildizlarga ega bo’lamiz. Barcha ildizlar hagigiy va har xil. SHuning uchun (3.3)

ko’rinishdan foydalanib, umumiy yechimini yozish mumkin, yaoni

y=Cy +Cre " +cae,

Misol . Tenglamani yeching
y'"'-2y'+y=0.
Yechish. (3.2) formulaga ko’ra xarakteristik tenglamasi

A% -21+1=0
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ko’rinishga ega. Uni ildizlari 4, =1, A4, =1 bo’lib 2 karrali ildiz. Umumiy yechim

(3.4) formulaga ko’ra y =(c, + c,x)e* ko’rinishga ega bo’ladi.

Misol . Tenglamani integrallang:
y'"+4y"'+13y'=0.
Yechish. Xarakteristik tenglamasi A® +44% +134=0 ko’rinishda bo’lib,
/1(12 +40+ 13)= 0 tenglamaga ekvivalent, ildizlari esa
4 =0,1,=-2+3i, 3=-2-3i ga teng. A, va A, ildizlar o’zaro go’shma
kom’leks bo’lganligi uchun (3.5) ko’rinishdagi formuladan foydalanamiz. Demak,
umumiy yechim

y =c; +e2%(c, cos3x + cy5in3x).

Misol . Quyidagi tenglamani yeching.
y Viedy "+8y +8y +4y=0.
Yechish. Berilgan tenglamani xarakteristik tenglamasi
2%+ 423 +82% +4=0 yoki (42 + 22+ 2 =0
ko’rinishga ega. Uni ildizlari 4, =1, =-1+1i, A3 =4, =—1—1i. Ular kom’leks va
2 karrali bo’lganligi uchun (3.6) ga ko’ra
y =e *(c; +Ccyx)cosx + e *(c, +C,yx)sinx

umumiy yechim bo’ladi.

O’zgarmas koeffitsientli bir jinsli bo’Imagan chizigli tenglamalar.

Ushbu tenglama berilgan bo’lIsin:

y™ pay" 4 ra L ya,y=q(x) (3.7)

Bu tenglamani nomaolum koeffitsientlar usulida yechishni ko’rib chigamiz.
Awvalo (3.7) tenglamaga mos bir jinsli

y™ 4+ ay" Vi +a, y+ay=0
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tenglamani | bandda ko’rsatilgan usulda yechib, umumiy yechimini to’ib olamiz.
So’ngra hususiy yechimini gidiramiz. Agar tenglamaning o’ng tomonini q(x)
maxsus ko’rinishga ega bo’lsa, u holda (3.7) tenglamaning xususiy yechimini
nomaolum koeffitsientlar usulida to’ish mumkin. Baozi hollarni ko’rib chigamiz:
a) q(x):(AOxm+A1xm‘1+...+Am)e” ko’rinishda bo’lsa va agar y (3.7)
tenglamani xarakteristik tenglamasini yechimi bo’Imasa (y;t/li, izl,_n),
u xolda xususiy yechim

y=(Box™ + Bx™ L+ ...+ By, p7* (3.8)
ko’rinishda qidiriladi, agar » xarakteristik tenglamaning k Kkarrali ildizi bo’lsa
=2, 1=1k)

y:xk(Boxm +Bx™ L+ Bm}:” (3.9)
ko’rinishda gidiriladi,., Bunda B;- nomaolum o’zgarmas sonlar (i=1,m). (3.8)

yoki (3.9) ko’’xadni nomaolum B; koeffitsientlarini to’ish uchun ularning

ifodalarini (3.7) tenglamaga go’yib, tenglikni har ikkala tomonidagi o’xshash
xadlarning koeffitsientlarini tenglash lozim. Bulardan hosil bo’lgan algebraik
tenglamalar sistemasini yechib, nomaolum koeffitsientlar to’iladi. So’ngra mos
holda (3.8) yoki (3.9) ifodalarga qo’yib xususiy yechimning ko’rinishi aniglanadi.
(3.7) tenglamaning umumiy yechimini esa y=y;,,. +Vy ko’rinishda ifodalanadi.
Bu yerda y;,,,.- (3.7) tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi.
b) q(x)=e*(P,(x)cosbx + R, (x)sinbx) ko’rinishda bo’lIsa, xususiy yechimni

y = x*e® (P, (x)cosbx + Ry (x)sinbx) (3.10)
ko’rinishda qidiriladi. Bunda s=max(m,l) bo’lib, P,(x) va Rs(x)- nomaolum
koeffitsientli s-tartibli ko’’xadlar. Bu ko’’xadlarning koeffitsientlarini t0’ish

uchun (3.10) ni (3.7) ga go’yib, yuqoridagi kabi mos xadlarning koeffitsientlarini
tenglashtiriladi.

39



Bunda agar a+ib xarakteristik tenglamani ildizi bo’lmasa k =0, agar
xarakteristik tenglamani ildizi bo’lsa, u holda k - ildizning karralisi ekanligini
bildiradi.

Eslatma. Agar (3.7) tenglamaning o’ng tomonidan q(x) funktsiya turli

ko’rinishdagi bir nechta funktsiyalarning yig’indisidan iborat bo’lsa, u holda
tenglama o0’ng tomondagi funktsiyalarga aloxida-aloxida tenglab olinadi va har biri
yechiladi. Umumiy ko’rinishdagi xususiy yechim har bir tenglama hususiy
yechimlari yig’indisi sifatida olinadi.

Misol . Tenglamani umumiy yechimini to’ing:

Yoy Y-y = x2 4 X (3.11)
Yechish. Tenglamaning xarakternistik tenglamasi
B2 +2-1=0
bo’lib, ildizlari 4, =2, 1, =—i, 43 =i sonlarga teng. Berilgan tenglamaga mos bir
Jinsli
y"'-y"+y'-y=0
tenglamaning umumiy yechimi vy, .=ce* +c,cosx+cgsinx  ko’rinishda
bo’ladi ((3.6) formulaga garang). Bu tenglamada q(x)=x?+x bo’lib, y=0
xarakteristik tenglamani ildizi emas. (y # 4; ). SHuning uchun xususiy yechimni
y = Byx% + Byx + B, (3.12)
(ikkinchi tartibli ko’’xad) ko’rinishida gidiramiz. By, B,, B3- sonlar hozircha
nomaolum. (3.12) ifodani (3.11) tenglamaga qo’vyib,
—B,x* +(2B, =B, )x + (B, —2B, — B3 )=x* + x
tenglikni hosil gilamiz. Undan mos koeffitsientlarni tenglaymiz:
x2: —-B =1
X: 2B-B,=1
x": B,-2B —B;=0
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Bu sistemani yechib, B, =-1 B, =-3, B;=-1 ekanligini to’amiz. Bu sonlarni

(3.12) gaqo’yib,
y=—x?-3x-1
ekanligini hosil gilamiz. (3.11) tenglamaning umumiy yechimi
y =ce* +¢,C0sX +Cysinx —x* —3x—1

ko’rinishda bo’ladi.

Misol . Tenglamani yeching:
y"—y"=12x% + 6X.
Yechish.  Xarakteristik ~ tenglamasi ~ 2*-4>=0 va
A =24, =0, 43 =1. Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:

Ys/2e =C +CoX+Cee”.

ildizlari

Bu tenglamadagi q(x)=12x?+6x bo’lib, y=0 harakteristik tenglamaning 2

karrali ildizi (y =4, =A,). Demak, xususiy yechim (3.9) gako’ra

y= xz(le2 +B,x + B3)

(3.13)

ko’rinishda qidiriladi. (3.13) ni tenglamaga qo’yib, 3.6-misoldagi kabi ushbu

sistemani hosil gilamiz:
—12B, =12
24B, - 6B, =6
6B, —2B; =0

Sistemaning ildizlari B, =-1, B, =—5, By =—15 bo’ladi. Xususiy yechim

y =—x* —5x3 —15x2
ko’rinishda bo’lib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

Yy =€ +CyX +Cae* — x* —5x° —15x2.

Misol . Tenglamani yeching.
y"'+2y'+5y =e X cos2x
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Yechish. Xarakteristik tenglama 42 + 21 +5=0 bo’lib, ildizlari

M =-1+2i, A, =—1-2i bo’ladi, yechim esa
Yo/ =€ *(c cosx +c,sin2x)

ko’rinishda ifodalanadi.

(3.14) da g(x)=e*cos2x bo’lganligi uchun,

e ¥ cos2x = Re(e(‘“zi)x). e *sin2x = Im(e(‘l+2i)x)
tengliklarni  inobatga olsak y=-1+2i ekanligini ko’ramiz. Demak, y
harakteristik tenglamaning bir karrali ildizi. Hususiy yechim (3.10) formulaga
asosan (bunda P,(x)=1, R(x)=0)
y = X(Acos2x + Bsin2x) (3.15)

ko’rinishda qidiriladi. (3.15) ni (3.14) ga qo’yib, cos2x va sin2x xadlarning

oldidagi koeffitsientlarni mos holda tenglab, A=0 va B:% ekanligini to’amiz.
Demak
y =(c, cos2x +¢,sin2x e +%xsin2x

ifoda (3.14) ning umumiy yechimini ifodalaydi.

Misol . Tenglamani umumiy yechimini to’ing:
y'-y'-2y =4x —2e*.
Yechish. Yuqorida berilgan eslatmaga ko’ra bu tenglama quyidagi 2 ta
tenglamaga ekvivalent.
y'-y'-2y =4x
y'-y'-2y=-2¢’
Bu tenglamalarning xususiy yechimlari yugorida ko’rsatilgan usulda to’ishni
0’quvchiga goldirib, umumiy yechimning ko’rinishini yozamiz:

y=ce ¥ +ce? —2x+1+e",
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Endi (3.7) tenglamaning yechimini 0’zgarmasni variatsiyalash usulida
yechish bilan tanishamiz. Buning uchun avvalo (3.7) tenglamaga mos
y™ +ay™ Vi ra Ly+a,y=0 (3.16)
bir jinsli tenglamani yechib, chizigli erkli yechimlarni to’amiz. Faraz qilaylik
y1(X), ¥Y5(X),..., v, (x) funktsiyalar (3.16) ning chizigli erkli yechimlari bo’lsin. U
holda umumiy yechim
Yy=C1y1 +C¥2 +...+Cy¥p
bo’lib, (3.7) tenglamaning xususiy yechimini
y = (X)yy + o (X)yz + .+ Cr (X)ys
(3.17)
ko’rinishda  gidiramiz.  Bunda  ¢;(x), ¢,(x), ..., ¢,(x)-hozircha  nomaolum
funktsiyalar. Ularni to’ish uchun quyidagi sistemani tuzamiz:
C'Yy+C'y, +...+C,'y, =0
C 'Y +Cy ' Yo +...+CL'Y, =0
S et (3.18)
n-2) _

' Y1(n_l) +Cy' Y2(n_1) +..+Cy Yn(n_l) =q(x)

cl'yl(”‘z) + c2'y2(“‘2) ot cn'yn(

Bu sistemani ¢;'(x) larga nisbatan yechib, c¢;'(x)=g;(x) ko’rinishdagi
tenglamalarni hosil gilamiz. Ulardan c;(x)=[g;(x)dx+¢; to’ib (3.17) ga qo’yib,

umumiy yechimni to’amiz.

Misol . Tenglamani yeching:

" 1
y +y=——.
SINX

Yechish. Berilgan tenglamaga mos bir jinsli y"+y=0 tenglamani

yechamiz. Harakteristik tenglamasi 4% +1=0 bo’lib, 4, =i, 1, =—i ildizlarga ega.

Umumiy yechim y=c;cosx+c,sinx funktsiya bo’ladi. Berilgan tenglamaning
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yechimini y =c;(x)cosx +c,(x)sinx ko’rinishda izlaymiz. (3.18) sistema ushbu
ko’rinishda bo’ladi.
¢;'(x)cosx +¢,'(x)sinx =0

(x)si - _ 1
—¢;"(x)sinx +c,'(x)cos x = e

Sistemani yechib ¢;'(x)=-1 va ¢,'(x)=ctgx tenglamalarni yoki ularni integrallab,
¢ (x)=—x+c;, c,(x)=Insinx+c, ifodalarni to’amiz. Bulardan foydalanib,
umumiy yechimni quyidagicha yozamiz:

=C,COSX +C,SIiNX —Xcosx +sinx In|sinx]|.
1 2

Mustaqil yechish uchun to’shiriglar.

1. Tenglamalarning umumiy yechimini to’ing.

1. y"-y=0 2. 3y"-2y'-8y =0

3. y'"+2y'+y=0 4. yVi2yViyV =0

5 y"-2y"+2y'=0 6. y'+2y'+y=-2

7. y"+9y —-9=0 8. y'—4y'+4y = x?

9. y"+y =4XC0SX 10. y"+3y'=3xe

11. y"-5y'=3x? +sin5x 12. y"—4y'+8y =e** +sin2x

2. Quyidagi tenglamalarning xususiy yechimlari ko’rinishini yozing.
13. y"—6y'+13y =x%e® —3cos2x 14. y" + y"=7x—3cosx
15. y"+3y'+2y =e ¥ cos? X 16. y"—y = 4shx

3. Ushbu tenglamalarni o0’zgarmasni variatsiyalash usulida yeching.

X

17. y'"-y'= 18. y'"-2y'+y=
e e +1 Yy x2 +1
19. y"+2y'+2y =—— 20. y"'+y":—X_2
eXsinx X
UY [ISHLI
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1. Tenglamani yeching.

1. y"-3y"+3y'-y=0. 2. y''+6y'"+11y'+6y =0.
3. y"—2y'-2y=0. 4. yWyoyV 1yVoo,
5 y"-8y'+5y=0. 6. y'''-8y=0.
7. y'"'+2y"-y'-2y=0. 8. y'"'-2y"+2y'=0.
9. yV_y=0. 10. y'"'-3y''-2y'=0.
11. 2y""'-3y''+y'=0. 12. yV —10y"'+9y'=0.
13. y'"'+8y =0. 14. yV +y=0.
15. y V+10y"+9y =0.
2. Tenglamaning umumiy yechimini nomaolum koeffitsientlar usulida
to’ing.
1. y"-2y'=2ch2x. 2. y''+y'=2sinx—6cosx + 2e*.
3. y'"'-y'=2e* +cosx. 4, y"-3y'=2ch3x.
5. y'"-4y'=16ch4x. 6. y''+2y'=2sh2x.
7. y'"+3y'=2sh3x . 8. y'+y'=2shx.

9. y'+4y =—8sin2x + 32c0s 2x + 4e X,

10.
11.
12.
13.
14.

15.

1. y"+dy =

y'"'—y'=10sinx +6cosx + 4e*.
y''+9y =—18sin3x —18e%*.

y''—4y = 24e**4cos2x +8sin 2x.
y''+16y =16cos4x —16e*.
y'"'—9y'=-9¢% +18sin3x —9cos3X.

y''+25y'=20c0s5x —10sin5x + 50e°X.

3. Tenglamani 0’zgarmaslarni variatsiyalash usuli bilan yeching.

: 2. y'+y=1gx.
C0S2X
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S5, y'=2y'+y = 3
X

1. y"—y:4\/§+i.

X2 +2X+2

8. y'+

1
Y= Sin2x~/sin2x

10. y'"'—y = )
oy e +1

12. y'+y =

1
\/#'
SIN~ XCOS X

14. y"+2y'+2y =

eXsinx

DIFFERENTSIAL TENGLAMALARNING

XA/ X
9. y"+y:_i.
sinx
1L y"ty=—%5—.
COS” X
X
13. y'"-2y'+y = .
Yoy X2 +1
15. y'"+y=— e
sin” x
l. Kirish.

NORMAL SISTEMASI.

Oddiy differentsial tenglamalar sistemasini quyidagi ko’ rinishi

dy;
—_— = f X, y gy
ix 1(X, Y1, Y2000 V)
dy,
— = f y y yreey
dx 2(X Y. Y2 yn) (51)
dy
d == (X Y1, V2.1 Yin)
X

normal sistema deyiladi. Bunda vyq,Y,,...,¥, nomaolum funktsiyalar, x erkli

0’zgaruvchi, n- normal sistemaning tartibi deyiladi.

(5.1) sistemani (a,b) intervaldagi yechimi deb shunday n ta ixtiyoriy

Y1 =01(X) Y2 =2 (X) s Y =00 (%)
funktsiyalar to’plamiga aytiladiki, bu funktsiyalar uchun quyidagi shartlar

bajariladi;
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a) (a,b) intervalda aniglangan;
b) (a,b) intervalda uzluksiz differentsiallanuvchi;
v) ixtiyoriy x e (a,b) uchun (5.1) sistemani ayniyatga aylantiradi.

(5.1) sistemani yechimlari ichidan y, =y? y, =y5,...y,=y> shartni

ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.
Agar ushbu n ta o’zgarmasga bog’liq differentsiallanuvchi funktsiyalar

sistemasi

Yi =V;(X,¢,Cy,...,Cp),  1=1n (5.2)
a) C,Cy,...,C, larning ixtiyoriy qiymatlari uchun (5.1) sistemani ganoatlantirsa;

b) Koshi teoremasi shartlarini ganoatlantiruvchi soxada Koshi masalasining
yechimi bo’lsa, u holda (5.2) funktsiyalar sistemasi (1) sistemani umumiy yechimi

deyiladi.

Misol . Berilgan funktsiyalar berilgan sistemaning yechimi ekanligini

ko’ rsating.
dX 1«
X =t, Pk
{ . (69 gt (5.7).
dt

Yechish. (5.6) dan hosila olamiz,

g B g (5.8)
dt dt

Endi (5.6) va (5.8) larni (5.7) ga qo’yib,

1= et—'[
{Zet = 26"
tenglikni hosil gilamiz. Demak, (5.6) funktsiyalar (5.7) sistemaning yechimi ekan.

Il.  Differentsial tenglamalar sistemasini yechishning nomaolumni

yo’qotish usuli.

47



(1) sistemani almashtirish yordamida n - tartibli tenglamaga keltirish mumkin.
Buni nomaolumni yo’qotish usulida bajaramiz. Soddalik uchun bu usulni ikkita
nomaolumli ikkita tenglamalar sistemasi uchun go’llaymiz.

Bizga

%:ax+by+ f(t)
g)t( (5.3)
—=cx+dy+glt
” y+9(t)
sistema berilgan bo’lsin, bunda a,b,c,d - 0’zgarmas sonlar, f,(t), f,(t)- berilgan
funktsiyalar, x(t) va y(t)- nomaolum funktsiyalar.

(5.3) sistemaning birinchi tenglamasini y ga nisbatan yechib,

1(dx
y b( " ()j (5.4)
ifodani hosil gilamiz. (5.4) ni (5.3) sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo’yamiz.

Buning uchun (5.4) dan hosila olamiz:

Bu ifodalarni (5.3) ni ikkinchi tenglamasiga qo’yib soddalashtirsak x(t) ga
nisbatan ikkinchi tartibli tenglama hosil bo’ladi:

d?x dx
Ay —+a, —+ax=f (t 55
0z + g aX= Bl (55)

Bunda a,,a;,a,- 0’zgarmas sonlar bo’lib, a,b,c,d -0’zgarmaslar, f,(t) funktsiya
esa f(t) va g(t) funktsiyalar orgali ifodalanadi. (5.5) tenglama 0’zgarmas
koeffitsientli 2-tartibli bir jinsli bo’lmagan ko’rinishdagi tenglama bo’lib, uni

yechish usuli 3-§ da keltirilgan.

Misol . Sistemani yechimini nomaolumni yo’qotish usulida toping.

48



—=Yy+1

gt 5.9)
—X:x+1

dt

Yechish. (5.9) sistemani birinchi tenglamasidan y:%—l tenglikni

yozamiz. Undan hosila olamiz

dy _d*x
dt  dt?
Bu tengliklarni (5.9) ni ikkinchi tenglamasiga qo’yib soddalashtiramiz
d?x _d®x
——=Xx+1 yoki ——-x=1 (5.10)
dt? dt?

So’ngi tenglama o’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli bo’lmagan
tenglama bo’lib, uning umumiy yechimi
x=ce' +cet -1 (5.11)
ko’rinishda ifodalanadi (3-§ ga qarang).
(5.11) dan hosila olib
dx

dt
tenglikka gqo’ysak
y=ce' —c,et -1
ifodani hosil gilamiz. Demak, (5.9) sistemaning umumiy yechimi
x=cel +cet -1
{y =cel —cet -1

funktsiyalar sistemasidan iborat bo’ladi.

I1l. Differentsial tenglamalar sistemasining
simmetrik formasi.
Baozi hollarda (5.1) sistemani yechish uchun uni ushbu ko’rinishda yozib olish

qulay bo’ladi.
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fL0G YL Yo Yn)  F206 Y0 Yo Yn) T Fa(X Ye Yaien Vo)
Sistemani (5.12) ko’rinishiga sistemaning simmetrik formasi deyiladi.

dyl dy2 dyn — % (512)
1

(5.12) sistemani yechish uchun o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga
keltiriladigan qilib juftlanadi yoki ushbu tenglikdan foydalaniladi:

2 _a _ an _ A4a + A8y +..+ 4,8,

= = (5.13)
b, b, b, Aby+A,b, +...+A,b,

Bunda A4, 4,,..., 4, -koeffitsientlar ixtiyorty bo’lib, ularni shunday tanlash
mumkinki, kasrni surati maxrajining to’la differentsiali bo’Isin yoki surati to’la

differentsial bo’lib, maxraji nolga teng bo’lIsin.

Misol 5.3. Ushbu sistemani yeching:

d¢  dx  dy
4y —-5x 5t-3y 3x-—-4t

(5.14)

Echish. (5.13) dan foydalanib, berilgan sistemani har bir hadi surat va
maxrajini mos holda 3, 4, 5 ga ko’paytiramiz (4, =3, 1, =4, 43=5) va
go’shamiz:

3dt  4dx  5dy  3dt-+4dx-+5dy
12y —15x 20t —12y 15x — 20t 0 '

Bundan  3dt+4dx+5dy=0 yoki d(3t+4x+5y)=0  bo’lganligidan

3t + 4x + 5y = c;, ifodani olamiz.
Endi sistemani boshga birinchi integralini topish uchun (5.13) dan
A =2t, 1, =2X, A3 =2y deb olib, (5.13) dan foydalansak

2tdt 2xdx  2ydy  2tdt+ 2xdx + 2ydy
8yt —10xt 10tx—-6yx 6xy—8ty 0

tenglikka ega bo’lamiz. Bundan 2tdt + 2xdx + 2ydy =0 yoki d(t? + x* + y2) =0.

Integrallab, t® + x% + y% =c, ifodani olamiz. Bu ikki 0’zaro chizigli erkli birinchi

integrallar (5.14) sistemaning umumiy integralini ifodalaydi.
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IV. Chizigli tenglamalar sistemasi. Dalamber usuli.

Quyidagi sistemaga

d

d):(1 =a11Y1 tap Yy +..+ Y,y +0iX

dy,

W_aﬂyl +ayYy +. 8y Yy +0X (5.15)
d

dy; =an Y1 +anYp T+ AnpYn +HpX

differentsial tenglamalarning chiziqgli sistemasi deb aytiladi.
Bunda a; o’zgarmas sonlar (i, j=1n), y;(x)- nomaolum funkisiya, b;(x)

berilgan funktsiyalar.
Agar b;(x)=0 bo’lsa (5.15) bir jinsli sistema deyiladi, b;(x)=0 bo’lsa, bir
jinsli bo’lmagan sistema deyiladi.
Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi xususiy yechimlar yordamida vektor
ko’rinishida
y(x)=c1y1 () + ¢y, () + ...+ €y, (%) (5.16)
yoKki

yl(x)zclyll +Co¥o +..+Cp ¥y
Y2(X): C1Yo1 +Co¥Yoo +...+CL Yo

Yn (X): Ci1¥Ym tCo¥n2 .o+ Cr¥pn

ko’rinishda ifodalanadi. Bunda y;; bir jinsli tenglamaning Xxususiy yechimlari.

Endi chizigli sistemani yechishning Dalamber usuli bilan tanishamiz. Bu
usulni ikki nomaolumli ikkita tenglamalar sistemasi uchun qo’llaymiz.
Ushbu sistema berilgan bo’Isin.

dx
—=ax+b f,(t
T axrby+ 1)

(5.17)

dy
— = d fo(t
” cx + dy + f,(t)
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Bu sistemani ikkinchi tenglamasini nomaolum A soniga ko’paytirib, Dbirinchi
tenglamaga hadma-had qo’shamiz, yig’indini differentsiallash formulasidan
foydalansak
d(x + Ay)
dt
ifoda hosil bo’ ladi.
Tenglikni 0’ng tomonidagi birinchi hadni gqavsdan tashgariga chigarsak,

d(x + Ay) b+ Ad
_ " = f f .
™ (a+c/1{x+ ol yj+ 1(t)+2, 2(t) (5.18)

=(@a+cA)x+(b+ad)y+ fi(t)+ Af,(t)

b+ Ad

A sonni shunday tanlaymizki, u ushbu
a+cA

=1 tenglamaning yechimi

bo’lsin. Faraz qilaylik 4, va A, sonlar so’ngi tenglamani ildizlari bo’lib 2, = 4, .
U holda bu sonlarni (5.18) ga go’yib,

W:(a+cii)(x+ﬂiy)+ f(t)+ 4, f,(t) =12 (5.19)

ko’rinishdagi x + 4;y ifodaga nisbatan chizigli ikkita tenglama hosil bo’ladi.
(5.19) tenglamalarni integrallab,
x+ Ay =e® Koy 4 [(1,(0)+ 4, F ()0 at)
{x+/12y:e(a”2°)t(cz (1) + 2 f (1) @20 gt

ko’rinishdagi oddiy tenglamalar sistemasiga ega bo’lamiz. So’ngi sistemani X va

(5.20)

y larga nisbatan yechib, (5.17) differentsial tenglamalar sistemasining umumiy
yechimini hosil gilamiz.
Agar 4, =1, bo’lsa, (5.19) faqat bitta tenglamadan iborat bo’lib,

X+ Ay =@ 2R (e [ (£,(t)+ 2 F,(t)e @ at) (5.21)
echimni olamiz. Buni x yoki y ga nisbatan yechib, (5.17) sistemani ixtiyoriy bitta

tenglamasiga ¢o’yamiz va hosil bo’Igan tenglamani yechamiz.
Misol 5.4. Sistemani Dalamber usulida yeching:
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%:—2x+2y+et
dt

dx 2t
—=-X—-9%y+e
dt y

Echish. Berilgan tenglamada
a=-2,b=2c=-1,d=-5, f(t)=e", f,(t)=e*.
Sistemani ikkinchi tenglamasini 4 ga ko’paytirib, hadma-had qo’shsak,
(5.18) ko’rinishdagi tenglama hosil bo’ladi:

M:(—z—z)(m 2 =54 yj+et et (5.22)
dt )

Bundan

_51:/1 tenglamani yechib, 4, =1, 1, =2 ildizlarni topamiz. Bu

sonlarni (5.22) ga qo’yamiz:

A4 =1 uchun
d(x+ y):—3(x+ y)+e' +e?
dt
tenglamani va
A, =2 uchun
d(%tZy) = —4(x+2y)+e" + 2e*

tenglamani olamiz, bu tenglamalarni integrallab, (5.20) formuladan foydalansak,

X+y=e ™ (cl + j(et +e” 3tdt), (4, =1)
X+2y=g " (02 +j(et + 2e% 4tdt), (1, =2)

ifodaga ega bo’lamiz. Integralni hisoblab

1 1
=3t t 2t
X+y=cet+=e' +Ze
y=h 4~ 5
x+2y:c2e“”+1et+1e2t
5 3

algebraik sistemaga kelamiz. Uni yechib ushbu ko’ rinishdagi
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3t 4

_ _ 1 1
x=2ce™ " —c,e t+Eet+—e2t

15

_ _ 5 2
y=—ciet 4ce - el 4 Ze®

100 15
umumiy yechimni hosil gilamiz.

V. Differentsial tenglamalar sistemasini 0’°zgarmasni variatsiyalash
usulida yechish.
Yugori tartibli chizigli tenglamalarni yechishni 0’zgarmasni variatsiyalash
usuli bilan yechishni 3-paragrafda ko’rib o’tgan edik. SHu usulda chizigli
sistemani yechish uchun, avvalo bir jinsli sistemani umumiy yechimini biror

usulda topib olamiz, yaoni (5.15) sistemada b; (x) lar aynan nolga teng

ﬂ:a +a +..+a
dx 11Y1 12Y2 T+ ap Yy
ﬂ:a +a +..+a
dx 21 Y1 2Y2 +..tay Y,
ﬂ:a +a +..+a
dx n Y1 n2Y2 t... nn Yn

holida yechib,
n
Yy = _Zlci Yik (5.23)
1=

umumiy yechimni topamiz. Bu ifodada c; =c;(x) deb olib, (5.15) ni yechimini

Ve =%ci Ky (k=Ln) (5.24)

ko’rinishda gidiramiz. Bunda c;(x) lar nomaolum funktsiyalar. (5.24) ni (5.15) ga
go’yib «¢;(x) larga nisbatan tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Undan
nomaolum c;(x) larni topib, (5.24) ga qo’yamiz.

Bu usulning mazmunini quyidagi misol yordamida yoritamiz.

Misol 5.5. Sistemani 0’zgarmasni variatsiyalash usulida yeching:
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ey
dy
dx 1

dy cost

(5.25)

Echish. Berilgan sistemaga mos bir jinsli
dx
at y
dy _
e
sistemani oldingi bandlarda ko’rsatilgan usullardan birini go’llab, umumiy

(5.26)

yechimini topamiz. (uni o’quvchiga havola gilamiz).
Echim ushbu

X =Cy Ccost + C, sint
. (5.27)
y =—C; sint + ¢, cost
ko’rinishda bo’lib, c;, ¢,-0’zgarmaslarni ¢, =c,(t), ¢, =c,(t) deb almashtiramiz.
U holda
X =¢y(t)cost +c,(t)sint
eost 1) 529
y =—¢, (t)sint + ¢, (t)cost
ifodaga ega bo’lamiz. (5.28) ni (5.25) ga qo’yib, soddalashtirsak, c,'(t) va c,'(t)
nomaolumlarga nisbatan quyidagi sistemani olamiz:
¢,'(t)cost +c¢,'(t)sint =0

. 1
—c;'(t t (t t=—-—
¢,'(t)sint +c,'(t)cos p—

Sistemani yechib, ¢;'(t)= _%r;, c,'(t)=1 ekanligini ko’ramiz. Integrallash
natijasida
c,(t)=In|cost|+E;, C,(t)=t+C,
bo’lib, uni (5.28) ga go’yamiz. Natijada
X =Cj cost + C, sint + cost - In|cost|+t - sint
y =—C; sint +C, cost —sint - In|cost |+t - cost

ko’rinishdagi umumiy yechim hosil bo’ladi.
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VI.  CHizigli bir jinsli tenglamalr sistemasini
Eyler usulida yechish.
Endi chizigh bir jinsli sistemani yechishni Eyler usuli bilan tanishamiz.

Bunda quyidagi
dy, .
—— =a1Y1 tapyy t..+aY,
dx
M2 _, Y1 + 8y Yo + .ot 8o Y
dX 211 22 )72 2nJn (529)
dy,
d —an1y1+anZYZ+"'+annyn
X

bir jinsli sistema berilgan bo’lsin. Uning yechimini

yzae’ix, a:(al,az,...,an) (5.30)
ko’rinishda gidiramiz. Tenglamaga qo’yib, e® ga qisqartirib, a; 0a nisbatan
sistema hosil qilamiz. Hosil bo’lgan sistema noldan fargli yechimga ega

bo’lganligi uchun asosiy determinantini nolga teng, yaoni

a; — 4 app ayn
a a,, — A a
a-nl an2 ann A

Bu determinantning yoyilmasi A4 ga nisbatan n-tartibli tenglama bo’lib,
xarakteristik tenglama deyiladi. Faraz qilaylik, A;,4,,...,4, sonlar xarakteristik
tenglamasining ildizlari bo’lsin.

a) 4,4,,.... 4, ildizlari har xil va xaqiqiy. 4 =4, deb

1 -4 app Ay 041
a Aoy — a a
21 22— M 2n 21|_q (5.32)
anl an2 ann - /11 A1

sistemani yechib, «; - larni topamiz (i =1,_n) va (5.30) ga go’yamiz:
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_ llx _ /11X _ ﬂlx
Yi=oan€ ™, Yy =a€ .., Yy =o€

Xuddi shunday A =4; deb (i :ﬂ) (5.32) dan har bir 4 uchun mos «; larni

topamiz. Natijada

An X An X An X
Yt =€ "y Yno =an2€ " ey Y = €™

xususiy yechimlarni hosil gilamiz. Ular yordamida ushbu ko’ rinishdagi
y]_ = Clalleﬂlx + Czalzelzx +...+ Cnanleﬂnx
y2 = Clalzeﬁlx + 020(229/12)( +..+ Cnanze;{nx

Yy = G € + Coarpn €2 + ..+ C e

umumiy yechimni yozish mumkin.
b) 4, 4,,...,A,-ildizlar xaqigiy va ichida karralisi bor bo’Isin.

Faraz  qilaylk  A;-ildiz k;  karrali  ildizi  bo’lIsin
ki +k, +...+ Kk, =n).

Bunday xolda yechimni

j=1n

m
o _ ) _ ki_lkﬂix
Yi —Z(Om + 0 X+t oy X

=1

(bunda

(5.33)

ko’rinishda gidiramiz. (5.33) ni (5.29) ga go’yib, x larni tartibiga garab mos

koeffitsientlarni tenglab, «;;-larga nisbatan sistema hosil gilamiz. Barcha «;; larni

topib, yugoridagi kabi umumiy yechimini yozish mumkin.

Eslatma: A, 4,,..., 4,50nlar kompleks va kompleks karrali bo’lsa, u holda

a) va b) hollar kabi yechiladi va 4 =a +Dbi ildizga mos kelgan yechimni haqigiy va

mavxum qismlari chizigli erkli yechim ekanligidan hamda Eyler formulasidan (3-§

ga qarang) foydalaniladi.

ko’rinishda yoziladi. Misol 5.6. Sistemani Eyler usulida yeching.
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X'=2X+Yy
y'=3X+4x

Echish. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
‘2 -4 1

=(2-A)4-1)-3=0
3 4—,1‘( Y4-4)

Bundan 4° -61+5=0 tenglamadan A, =5, 1, =1 ildizlarga egamiz. Xususiy
yechimni x=ae*', y=pge*" ko’rinishda gidiramiz (A, A, hagigiy va har xil
bo’lganligi uchun).

A =5 ildizga mos koeffitsentni topish uchun

S G A W

sistemani yechamiz. Demak,

~3a+ =0
30— =0

sistemadan 3a— =0 tenglamaga egamiz. Bu cheksiz ko’p yechimga ega.
Xususiy holda « =1 deb olsak £ =3 bo’ladi. U holda xususiy yechim

X, =e>, y, =3
ko’rinishda bo’ladi.

A, =1 ildizga mos koeffitsientlarni

l 1\«
=0
o sl
sistemadan topamiz. Bundan o+ =0 tenglama cheksiz ko’p yechimga ega
bo’lib, xususiy holda « =1 bo’lsa g =-1 bo’ladi. Xususiy yechim
X, =e%, y, =—¢"
bo’lib, ular yordamida umumiy yechimni

{x =CyX; +CyX, =Ci8% +Cye'

Y =CiY1 +CoY, =3cie™ —cpe'
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Misol 5.7. Sistemani Eyler usulida yeching:

— =2X+
dt y

dy
—=4y—-X
dt y

Echish. Sistemaning xarakteristik tenglamsi
‘2 -1 1

(5.34)

. 4_/1‘:/12 —64+9=0
ko’rinishda bo’lib, ildizi 4, =1, =3 ikki karrali ildiz bo’ladi.
Sistemaning yechimini (5.33) ga asosan
x=(a, +bte™, y=(a, +b,t)e™ (5.35)
ko’rinishda gidiramiz. Buni (5.34) ni birinchi tenglamasiga qo’yib, e ga
gisqartiramiz:
3(a; +byt)+ by, =2(a; +byt)+(a, +byt).

Endi t ning mos darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglaymiz

t9: 3a,+b =2a, +a
1+ 1+a } (5.36)

t : 3b,=2b +h,
Bu sistemadan b, =b, va a, =a; +b; ekanligini topamiz. (5.36) sistema to’rt
nomaolumli ikkita tenglamalar sistemasi bo’lganligi uchun (algebra fanining
sistemalar haqidagi tushunchalariga ko’ra) cheksiz ko’p yechimga ega. SHuning
uchun a; va b; koeffitsientlar ixtiyoriy bo’lib, ularni mos holda cy va c, orgali
belgilasak, (5.35) ga asosan yechim
x=(c, +cot)e®, y=(c; +c, +c,t)e®

ko’rinishda yoziladi.

SHuni aytish lozimki, (5.35) ni (5.34) ni ikkinchi tenglamasiga qo’yib
hisoblasak ham xuddi shunday natijaga ega bo’lamiz. (Tekshirishni o’quvchiga

havola gilamiz).
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Misol 5.8. Sistemani yeching:

—=2y-12
dx (5.37)
@z =y+2z
dx
Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi
=1"-41+5=0
1 2-2
ko’rinishda bo’lib, wuning ildizlari A4, =2+i, 4,=2—-i 0’zaro qo’shma

kompleksdir. 4, =2+ ildizga mos kelgan yechimni
y :ae(2+i)x’ 7= ,Be(2+i)x

ko’rinishda gidiramiz. « va g koeffitsientlarni

S (4 s 4 S IR T

sistemadan topamiz. Sistemani birinchi tenglamasini i ga ko’paytirsak

a—-i1=0
a—-i=0
sistema hosil bo’ladi. Bunda « =1 deb olsak g =-i bo’lib, yechim
y = e(2+i)x’ 7= _ie(2+i)x (5.38)

ko’rinishni oladi. Endi
e(@+)X — 0¥ (coshx + i sinbx)
formuladan foydalanib, (5.38) ni hagigly va mavxum gismlarini ajratamiz.
y =e”*(cosx+isinx), z=—ie®*(cosx+isinx)
Bundan
Rey=y, =e**cosx, Rez=1z,=e*sinx,
Imy =y, =e**sinx, Imz=2z,=-e"*cosx.

Bu yechimlar fundamental yechimlar sistemasini tashkil etib, umumiy yechim
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y =e?*(c, cosx + ¢, sinx)
z=e(c;sinx—c, cosx)

ko’rinishda ifodalanadi.

Chizigli bir jinsli bo’lmagan 0’zgarmas koeffitsientli tenglamalar
sistemasini nomaolum koeffitsientlar usulida yechish.
Agar sistemaning 0’ng tomoni maxsus ko’rinishga ega bo’lsa, uni nomaolum
koeffitsientlar usulida yechish mumkin.
Bu usul o’zgarmas koeffitsientli n—tartibli tenglamalarni yechish kabi
bo’ladi.
Faraz gilaylik,
Yi =1y +@ipYo + ...+ @i Yo + by (%) (i:L_n) (5.39)

sistema berilgan bo’Isin. Bunda b; (x) funktsiyalar
Agx™ + AX™ L A
ko’rinishdagi ko’phad, e” yoki sin bx, cosbx ko’rinishdagi funktsiyalardan iborat

bo’lsin, yaoni b; (x)= Ry, (x)e”* ko’rinishda bo’Isin. U holda xususiy yechim

yi = pi.s (X, i=12,...n
ko’rinishda qidiriladi. Bu yerda P!.. — m+startibli nomaolum koeffitsientli
ko’pxad, m — m;tartibli ko’pxadlarning eng yuqori darajasi, agar y - xarakteristik
tenglamani yechimi bo’lmasa s=0, agar -y xarakteristik tenglamani k Kkarrali
yechimi bo’lsa, s =k deb olinadi.

Yozib olingan xususiy yechimni tenglamalar sistemasiga qo’yib, X ni mos
darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab (3.6- misolga qarang), nomaolum
koeffitsientlarni topish uchun algebraik sistema hosil gilinadi.

Umumiy yechim esa bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan bir jinsli

bo’Imagan tenglamaning xususiy yechimi yig’indisi ko’rinishida ifodalanadi.

Misol 5.9. Sistemani yeching:
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%—y+sint
dt

5.40
o (5.40)
dt
Echish. Berilgan sistemaga mos bir jinsli sistemani
o y
dt
dy__
dt
echish uchun xarakteristik tenglamasini tuzamiz
-1 1
=0
.
Uning ildizlari 4, =i, A, =—i. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi
X =C; COSt + C, sint
{ 1 EOSETE2 (5.41)
y =—C; sint + ¢, cost

ko’rinishda yoziladi.

Misoldan ko’rinadiki, sint=e%'sint, y=0+i-1=i yoki a=0, b=1
bo’lib, y=4,, yaoni y xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi. SHuning
uchun, yechimni

X =(a; +a,t)sint + (a; + a,t)cost

5.42
y = (b, +byt)sint + (bg + b,t)cost (642)

ko’rinishda qidiriladi. (5.42) ni (5.40) ga qo’yamiz hamda sint, cost va
tsint, tcost oldidagi koeffitsientlarni tenglab, sistema hosil gilamiz. Undan

1 . :
b, = — a, =h, =5 a;=az=a, =b,=b; =0 ekanligini topamiz. Demak,

ot 1. t : :
(5.42)ga asosan X = Esmt, y= —Esmt + Ecost , umumiy yechim esa
i t .
x:clcost+czsmt+§smt
i 1 . t
y=—C,sint+c, cost—EsmHEcost
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ko’rinishda ifodalanadi.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.
1. Quyidagi sistemalarni nomaolumni yo’qotish usulida yeching.

—=Yy+t
1 St
= x-t
dt
%—1%:——x+sint
5 dt 4 dt
| dx —Yy + cost
dt
%—y+z
dt
3. %:X-FZ
dt
E—x+y
dt
2
g e g
dx  d7y _
dt  dt®
2. Sistemani Dalamber usulida yeching.
%:6x+y
5 dt
1y
— =4x+3
dt y
%:3x+y+et
5 dt
| dy t
—=X+3y—¢
dt d

3. Simmetrik ko’rinishda berilgan sistemalarni yeching.
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7. X_dy
X Yy
L d_dx_dy
S xy oyt ooxt
dx dz dy
C2xy 2yz y? o x?-7?

10 dx dy dz

Yy+X X+Z X+Y

4. Eyler usulidan foydalanib, quyidagi sistemalarni yeching.

X _g
dt

11.

12. =7+X (=1 4,=2,23=-1)

2|8 8|2

13.

dt
14, —y:x+z
d

5. Bir jinsli bo’lmagan tenglamalar sistemasini 0’zgarmasni Vvariatsiyalash

usulida yeching.
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15.

16.
=-X+1tgt

=5X+ 4y +e'
l7.4d
=4x+5y +1

ay
dt
%
dt
ay
dt
%:4x—y—5t+1
dt

18.

ﬂ=x+2y+t—l

dt

6. Sistemalarni nomaolum koeffitsientlar usulidan foydalanib yeching.
dx _
dt
dy =2X—-2t
dt

3-2y
19.

%——y+sint
dt

ﬂ:x+cost
dt

20.

21.

22.
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Differensial tenglamalarni injinerlik masalalarga tadbiqglari
Mexanik tebranishlarning differensial tenglamalari. Elektr zanjirlari
nazariyasining differensial tenglamalari
Mexanikadan ma'lumki, massasi m bo’lgan moddiy nuqtaning tebranishi

ushbu differensial tenglama bilan ifodalanadi:

d’x Adx Kk 1
—+——+—x=—f(t 1
dt? mdt m m 0 (1)

Bu yerda x-nugtaning biron xolatdan chetlanishi, k-elastik sistemaning
(masalan, prujinaning qattigligi, harakatga qarshilik kuchi tezligining birinchi
darajasiga proporsional (1-proporsionallik koeffisienti), f,(t)- tashgi kuch, yoki
g’alayonlantiruvchi kuch. Bir erkinlik darajaga ega bo’lgan bashga mexanik
sistemalarning kichik tebranishlari ham (1) tipdagi tenglamaning echimi orgali
ifodalanadi. Masalan, elastik 0’qdagi maxovixning aylanma tebranishi ham shu
tenglamaga olib keladi; bunda x-maxovikning aylanma burchagi, m-maxovikning
inersiya  momenti, k-o0’gning burilma qattigligi, mf,(t)-tashgi kuchlarning
aylanish 0’giga nisbatan momenti. (1) tipdagi tenglamalar fagat mexanik
tebranishlarnigina emas, balki elektr zanjiridagi hodisalarni ham ifodalaydi.

L induktivlik, R qarshilik, C sig’imdan iborat bo’lgan elektr zanjiri berilgan
bo’lib, unda E elektr yurituvchikuch (E.Yu.K) qo’yilgan bo’lsin ( 1-rasm).

£ L

)

1-rasm

£

Zanjirdagi tokni i Dbilan, kondensator zaryadini Q bilan belgilaymiz;
elektrotexnikadan ma’lumki, i va Q ushbu tenglamalarni ganoatlantiradi:

di . Q_
L tRi+C=E (2)
dQ .
o ®)

(3)-tenglamadan:
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d?Q _di @)

dt?  dt’
(3) va (3") ni (2) tenglamaga qo’yib, Q uchun (1) tipdagi tenglamani hosil gilamiz:
d’Q pdQ 1,_ 4
dt dt Q )

(2) tenglamaning ikkala qismini differensiallab va (3) tenglamadan foydalanib i ni

aniglash uchun ushbu tenglamani hosil gilamiz:

—+ — 4+ [
dt® dt C dt
(4) va (5) tenglamalar (1) tipdagi tenglamalardiir.

2 :
d-i Rd| 1. dE )

Tebranishlar differensial tenglamasini yechish
Tebranishlar tenglamasini ushbu ko’rinishda yozamiz:

%+aldx+a2x=f(t), (6)

Bu yerda noma'lum funksiya x ning a; va a, koeffisientlarning va f(t)

funksiyaning mexanik va fizik ma'nolarini (1), (4) va (5) tenglamalarni solishtirish
yo’li bilan aniglash oson. (6) tenglamaning t=0 va x=x,, x'=x), boshlang’ich
topamiz.
(6) tenglama uchun yordamchi tenglama tuzamiz:
X(P)(P? +a,p+8,) = X P+ Xo+2,%, + L(p), (7)
bu yerda F(p) funksiya f(t) funksiyaning tasviri. (7) tenglikdan shuni topamiz:

_ X P+Xo+aX, +L(p) 8
D= e rapea) ©

Chunonchi (4) tenglamaning t=0 va Q=Q,, Q'=Q', boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi Q(t) yechimi uchun tasviri ushbu ko’rinishda bo’ladi:

L(Q,p+Q') +RQ, +E(p)
2 1 '
Lp +Rp+C

Q(p) =

Q(p)tasvir uchun awvval o’rganganlarimizdan uning boshlang’ich funksiyasini

topish kifoya.
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