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SO‘ZBOSHI

Ko‘pgina oliy ta’lim muassalarida matematika fani turli hajm­
da (tayyorlanadigan mutaxassislikka qarab, ma’lum dastur aso­
sida) o‘qitiladi.

Matematikani o‘qitishdan ko‘zlangan maqsad:
1) talabalarni matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish­

tirish, uning turli uslublarini o‘rganish, ular orasidagi bog‘lanish­
larni bildirish;

2) talabalarni mantiqiy fikrlashga, matematik usullarni ama­
liy masalalarni yechishda qo‘llashga, jumladan qishloq xo‘jaligi, 
to‘qimachilik va yengil sanoat, iqtisodiy va mexanik masalalar­
ning matematik modellarini qurishga o‘rgatishdan iborat.

Ravshanki, o‘quv jarayonida darsliklar, o‘quv qo‘llanmalari, 
shuningdek darslik shaklida yozilgan kitoblarning ahamiyati katta.

 Matematika sohasida turli hajmda, turli sohalarga mo‘ljallab 
yozilgan kitoblar bor. Ayni paytda, jamiyatda barcha sohalarning 
shiddat bilan rivojlanayotganligi ularga mos keladigan kitoblar­
ning yozilishini taqozo etmoqda.

 Shuni e’tiborga olib, mualliflar matematika sohasi bo‘yi­
cha bilimlariga, shuningdek oliy ta’lim muassasalarida mate­
matikadan o‘tkazilgan darslardan hosil bo‘lgan tajribaga tayan­
gan holda ushbu darslikni yozishdi.

Mazkur darslik qishloq xo‘jaligi sohasiga mo‘ljallangan.
Darslikda mavzularning muayyan ketma-ketlikda va o‘za­

ro uzviy bog‘lanishda bo‘lishiga, ma’lumotlarni qisqa va ravon 
bayon etilishiga, amaliy masalalarni yechishda matematik usul­
lardan unumli foydalanishga alohida e’tibor qaratilgan.



4

1-bob. DETERMiNANTLAR

1-§. Determinantlar

Aytaylik, ikkinchi va uchunchi tartibli kvadrat matritsalar 

berilgan bo‘lsin. Bu matritsalarga mos ravishda 

a11a22–a21a12 va a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32– 
–a13a22a31+a11a23a32+a12a21a33

sonlarni mos qo‘yamiz. Odatda ular ikkinchi va uchinchi tartibli 
determenantlar deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

,

 

Bu ifodalarni mos ravishda A va B matritsaning determinanti, 
ularni detA, detB kabi ham belgilanadi.

Demak, 

=

1-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter­
minantini hisoblang:

1 2
4 9

A  
=  

 

Yechish. 

2-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter­
minantini hisoblang:
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6 9
.

10 8
A  

=  
 

Yechish. A = = ⋅ − ⋅ = − = −
6 9
10 8

6 8 10 9 48 90 42

3-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli determinantni hi­

soblang:

 

cos sin
sin cos

.
β β
β β−

Yechish. Yuqoridagi ta’rifga asosan:

cos sin
sin cos

cos sin
β β
β β

β β
−

= + =2 2 1

Demak,

 

a11a22a13+a12a23a31+a13a21a32–a13a22a31–

 
–a11a23a32–a12a21a33

Uchinchi tartibli determinantning qiymati 6 ta had yig‘indi­
sidan iborat bo‘lib, ulardan uchtasi musbat ishorali, qolgan uchta­
si esa manfiy ishorali bo‘ladi.

4-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak 
usuli bilan hisoblang:

Yechish.

5 2 1
3 1 4
6 0 3

5 1 3 2 4 4 3 1 1−
−

= ⋅ ⋅ − + − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ −( ) ( ) ( )
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5-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak 
usuli bilan hisoblang:

2 1 1
3 4 0
5 1 2

-

Yechish.

2 1 1
3 4 0
5 1 2

2 4 2 1 0 5 3 1 1
−

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − −( )

− − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =( )1 4 5 1 3 2 2 0 1 27 .

Eslatma. Yuqoridagidek, n tartibli (n>3) determinant

tushunchasi kiritiladi.
Aytaylik, uchinchi tartibli determinant 

	 	
(2)

berilgan bo‘lsin. Bu determinant biror 

aik (i=1,2,3; k=1,2,3)
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elementini olib, shu element joylashgan yo‘lni hamda ustunni 
o‘chiramiz. Qolgan elementlari ikkinchi tartibli determinantni 
hosil qiladi. Uni aik element minori deyiladi va u Mik kabi belgi­
lanadi.

Masalan, 

determinant a12=5 elementning minori

bo‘ladi.
Uchinchi tartibli determinant 9 ta minorga ega bo‘ladi.
Ushbu

(–1)i+k•Mik

miqdor (2) determinant aik elementning algebraik to‘ldiruvchisi 
deyiladi va Aik orqali belgilanadi:

Aik = (–1)i+k•Mik

8-ta’rif. aij minorning (elementning) algebraik to‘ldiruvchisi 
deb Aij = (–1)i+j•Mij songa aytiladi.

Masalan:

determinant a13=3 elementining algebraik to‘ldiruvchisi 

bo‘ladi.

2-§. Determinantning xossalari

Determinant qator xossalarga ega. Quyida ularni keltiramiz:
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1) determinantning yo‘llarini mos ustunlari bilan almashtiril­
sa determinantning qiymati o‘zgarmaydi:

,

;

2) determinantning ixtiyoriy ikki yo‘lini (ikki ustunini) o‘za­
ro almashtirilsa, determinantning qiymati o‘zgarmasdan, uni 
ishorasi esa qarama-qarshisiga o‘zgaradi;

3) determinantning ikki yo‘li (ustuni) bir xil bo‘lsa, determi­
nantning qiymati nolga teng bo‘ladi;

4) determinantning ixtiyoriy yo‘lida (ustunida) turgan barcha 
elementlari o‘zgarmas k songa ko‘paytirilsa, determinanting qiy­
mati ham k soniga ko‘payadi.

Masalan:

3
2 7 3
5 6 8
1 4 2

3 24 60 56 18 70 64 36⋅ = ⋅ + + − − − = −( ) .

3 2 3 7 3 3
5 6 8
1 4 2

72 180 168 54 192 210 36
⋅ ⋅ ⋅

= + + − − − = − .

3 2 7 3
3 5 6 8
3 1 4 2

72 180 168 54 192 210 36
⋅
⋅
⋅

= + + − − − = − .
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Laplas teoremasi. Determinantning qiymati uning ixtiyoriy 
satr (ustun) elementlari bilan, shu elementlarga mos algebraik 
to‘ldiruvchilar ko‘paytmalari yig‘indisiga teng, ya’ni

∆ =

a a a

a a a

a a

n

i i in

n n

11 12 1

1 2

1 2

...
... ... ... ...

...
... ... ... ...

....

...

( )

a

a A a A a A

a M

nn

i i i i in in

j

n
i j

ij ij

= + + + =

= −
=

+∑

1 1 2 2

1
1

Bu formulaga Δ determinantni i satr elementlari bo‘yicha yo­
yish formulasi deyiladi.

Determinantning biror satr (ustun) elementlari bilan uning 
boshqa satri (ustuni) elementlari algebraik to‘ldiruvchilari 
ko‘paytmalarining yig‘indisi nolga teng.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar bevosita ta’rifga 
ko‘ra hisoblanadi.

Masalan: 
a)

 

b)
 

    
Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblashda shuningdek 

ushbu 
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munosabatdan foydalanish mumkin.
Yuqori tartibli determinantlarni hisoblash birmuncha murak­

kab bo‘ladi. Ularni hisoblashda yuqorida keltirilgan xossalardan 
yoki Laplas teoremasidan foydalaniladi.

1-misol. Ushbu

determinantni hisoblang.
Bu determinantni hisoblashda yuqorida keltirilgan Laplas te­

oremasidan foydalanamiz:
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=

2-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi­
soblang:

∆ =
2 1 3
5 3 2
1 4 3

.

Yechish. Berilgan determinantni birinchi satr elementlari 
bo‘yicha yoysak:

∆ = = ⋅ + + = − ⋅

⋅ + − ⋅ + ⋅ −

+

+

2 1 3
5 3 2
1 4 3

2 3 2 1

1 3 1

11 12 13
1 1

11
1 2

12

A A A

M M

( )

( ) ( ))1 3
13

+ ⋅ =M

= ⋅ − + ⋅ = − − − +

+ − = − + =

2
3 2
4 3

5 2
1 3

3
5 3
1 4

2 9 8 15 2

3 20 3 2 13 51 40

( ) ( )

( ) .
3-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi­

soblang:

∆ =
−

1 0 3 2
2 1 4 1
3 2 1 5
1 0 6 2
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Yechish. Berilgan determinantni ikkinchi ustun elementlari 
bo‘yicha yoyib chiqamiz. Bu ustunda 2 ta noldan farqli ele­
ment bo‘lgani uchun natijada 2 ta 3-tartibli determinant hosil 
bo‘ladi. 

∆ = − ⋅ − + ⋅ −+ +1 1
1 3 2
3 1 5
1 6 2

2 1
1 3 2
2 4 1
1 6 2

2 2 3 2( ) ( ) .

Yoki, avval a32=2 elementni nolga keltirishimiz mumkin. Bu­
ning uchun 2-satrni 2 ga ko‘paytirib 3-satrga qo‘shamiz va hosil 
bo‘lgan determinantni 2-ustun elementlariga nisbatan yoyamiz va 
hisoblaymiz:

∆ =
−

= − ⋅ − ⋅ = −+

1 0 3 2
2 1 4 1
7 0 9 7
1 0 6 2

1 1
1 3 2
7 9 7
1 6 2

212 2( ) .

Ko‘rinib turibdiki, Laplas teoremasidan yuqorida keltirilgan 
xossalar bilan birgalikda foydalanish determinantni hisoblashni 
ancha osonlashtiradi. Buning uchun biror satr yoki ustunni tan­
lab olib, shu ustun yoki satrdagi elementlarni determinantning 
xossalaridan foydalanib iloji boricha nollarga keltirishimiz kerak 
bo‘ladi. So‘ngra, Laplas teoremasi yordamida determinantning 
tartibini bittaga kamaytirishimiz mumkin.
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2-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1-§. Chiziqli tenglamalar sistemasi haqida tushuncha

Ma’lumki bir necha tenglamalar birgalikda qaralsa, ularga 
tenglamalar sistemasi deyiladi.

Quyidagi

	

a x a x a x b
a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

+ + + =
+ + + =

... ,

... ,
... ... .... ... ... ...

... .a x a x a x bm m mn n m1 1 2 2+ + + =










	  

(1)

sistemaga n noma’lumli m ta chiziqli algebraik tenglamalar sis-
temasi (yoki soddalik uchun chiziqli tenglamalar sistemasi) de­
yiladi. Bu yerda a11,a12,...,amn sonlar sistemaning koeffitsient­
lari x1,x2,...,xn lar noma’lumlar, b1,b2,...,bm sonlar esa ozod hadlar 
deyiladi.

Tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan

A

a a a
a a a

a a a

n

n

m m mn

=














11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...





 

matritsa tenglamalar sistemasining asosiy matritsasi deyiladi. 
Noma’lumlar vektorini X=(x1,x2,...,xn)

T ustun vektor, ozod had­
larni B=(b1,b2,...,bm)T ustun vektor shaklida ifodalaymiz. U hol­
da tenglamalar sistemasi quyidagi matritsa shaklida yozilishi 
mumkin

AX=B

Ta’rif. Agar α1,α2,...,αn sonlar x1,x2,...,xn larning o‘rniga qo‘yil­
ganda (1) sistemadagi tenglamalarni to‘g‘ri tenglikka aylantir­
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sa, bu sonlarga (1) sistemaning yechimlar tizimi deb aytiladi va 
X=(α1,α2,...,αn)

T kabi belgilanadi.
Chiziqli tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega 

bo‘lsa, u holda bunday sistema birgalikda deyiladi.

1-misol. 
x y
x y
− =

+ =




2
2 7

,

 
sistema birgalikda chunki u x=3, y=1 ye­

chimga ega.
Bitta ham yechimga ega bo‘lmagan chiziqli tenglamalar sis­

temasi birgalikda bo‘lmagan sistema deyiladi.

2-misol. 
x y z
x y z
+ + =
+ + =





1
3 3 3 5

,
 

sistema yechimga ega bo‘lmaganligi sababli birgalikda emas.
Birgalikda bo‘lgan sistema yagona yechimga ega bo‘lsa, aniq sis­

tema va cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘lsa aniqmas sistema deyiladi.

3-misol.

 

x y
x y
x y

− =
− =
− =







1
2 2 2
3 3 3

,
,  sistema birgalikda, ammo aniqmas, 

chunki bu sistema x=α, y=–1+ α ko‘rinishdagi cheksiz ko‘p ye­
chimga ega, bunda α – ixtiyoriy haqiqiy son.

Birgalikda bo‘lgan tenglamalar sistemasi bir xil yechimlar maj­
muyiga ega bo‘lsa, bunday sistemalar ekvivalent deyiladi.

4-misol. 
2 3 5

2 3
x y
x y

+ =
+ =



  

(a) tenglamalar sistemaning yechimi

(x,y)=(1,1).

3 2 1
3 4
x y
x y
− =
+ =



  

(b) tenglamalar sistemasining yechimi

 
(x,y)=(1,1).
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(a) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent tenglamalar sistema­
si deyiladi.

Berilgan tenglamalar sistemasining birorta tenglamasini 0 dan 
farqli songa ko‘paytirib, boshqa tenglamasiga hadma-had qo‘shish 
bilan hosil bo‘lgan sistema berilgan sistemaga ekvivalent bo‘ladi.

5-misol. 
x y
x y
+ =

− =




3 5
3 5

 

(a) tenglamalar sistemadagi 1-teng­

lamani (-3) ga ko‘paytirib 2-tenglamaga qo‘shib quyidagini hosil 

qilamiz.
 

x y
y

+ =
− = −





3 5
10 10  (b) natijada (a) va (b) tenglamalar sis­

temasi ekvivalent.
Chiziqli tenglamalar sistemasining yechimga ega yoki ega 

emasligini quyidagi teorema yordamida aniqlash mumkin.
Kroneker-Kapelli teoremasi. Chiziqli tenglamalar sistema­

si birgalikda bo‘lishi uchun uning A asosiy matritsa va kengay­
tirilgan (A|B) matritsalarining ranglari teng bo‘lishi zarur va 
yetarli.

Masalan, Quyidagi chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi­
ning birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring:

x x x x x
x x x x x
x x x x

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4

3 5 7 9 1
2 3 4 5 2

2 11 12 25

+ + + + =
− + − + =
+ + + ++ =






 22 45x

Yechish. Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa ran­
gini topamiz:

A = − −




















1 3 5 7 9
1 2 3 4 5
2 11 12 25 22

1 3 5 7 9
3 9 15 21 27
2 11 12 25 22















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

1 3 5 7 9
1 3 5 7 9
2 11 12 25 22

















2-satr elementlaridan 1-satr elementlarini ayiramiz:

A r A

1 3 5 7 9
0 0 0 0 0
2 11 12 25 22

2
















=, ( ) .

( )AΒ = − −













1 3 5 7 9 1

1 2 3 4 5 2

2 11 12 25 22 4

bu matritsa rangini topish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlay­
miz, natijada B matritsa quyidagi ko‘rinishni oladi:

( ) , ( ) .AB r AB 

1 3 5 7 9 1

0 0 0 0 0 1

2 11 12 25 22 4

3

















=

Demak, r(A)<r(A|B) munosabat o‘rinli, teorema shartiga ko‘ra 
berilgan chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda emas.

2-§. Ikki va uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi

1°. Ikki noma’lumli, ikki chiziqli tenglamalardan tuzilgan siste-
ma va uni yechish.

 Ushbu 

	

a x a y b
a x a y b

11 12 1

21 22 2

+ =
+ =



 	

 (1)
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sistema ikki x va y noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi 
deyiladi, bunda a11, a12, a21, a22 sonlar (1) sistemasining koeffit­
sientlari, b1,b2 lar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar (1) sistemadagi x noma’lumning o‘rniga x0 sonni, y no­
ma’lumining o‘rniga y0 soni qo‘yganda tenglamalarning har biri 
bajarilsa, (x0,y0) juftlik (1) sistemaning yechimi deyiladi.

(1) sistema koeffitsientlaridan

∆ =
a a
a a

11 12

21 22

determinantni, so‘ng bu determinantning birinchi va ikkinchi 
ustun elementlarini mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirib 
quydagi

∆ ∆x y

b a
a a

a b
a b

= =1 12

2 22

11 1

21 2

, ,

determinantlarni hosil qilamiz.
Teorema. Agar 

a x a y b
a x a y b

11 12 1

21 22 2

+ =
+ =





sistemada:
1) Δ≠0 bo‘lsa, (1) sistema yagona yechimga ega bo‘lib,

x= x∆
∆

∆
∆

, y y=

bo‘ladi;
2) Δ=0 bo‘lib, Δx≠0 yoki Δy≠0 bo‘lsa, (1) sistema yechimga ega 

bo‘lmaydi;
3) Δ=0 bo‘lib, Δx=0, Δy=0 bo‘lsa, (1) sistema cheksiz ko‘p ye­

chimga ega bo‘ladi.
(1) sistemaning birinchi tenglamasini a22 ga ikkinchi teng­

lamasini a12 ga ko‘paytirib so‘ng ularni hadlab qo‘shib topamiz:
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a a x a a y a b
a a x a a y a b
a a a a

11 22 12 22 22 1

22 12 12 22 12 2

11 22 12

+ = −
− − = −

−
,

( 221 22 1 12 2)x a b a b= −

keyingi tenglik ushbu 

Δ•x=Δx

ko‘rinishga ega bo‘lib, undan

x x= ∆
∆

bo‘lishi kelib chiqadi.
Shuningdek, (1) sistemaning birinchi tenglamasini a21 ga ik­

kinchi tenglamasini a12 ga ko‘payritib, so‘ng ularni hadlab qo‘shib 
topamiz:

− ⋅ − ⋅ = −
+ ⋅ =

⋅ −

a a x a a y b a
a a x a a y b a
a a a

11 21 12 21 1 21

12 21 12 22 2 12

11 22 1( 22 21 12 2 21 1⋅ ⋅ = −a y a b a b)

keyingi tenglik ushbu 

Δ•y=Δy

ko‘rinishga ega bo‘lib, undan 

y y=
∆
∆

bo‘lishi kelib chiqadi.
Shunga o‘xshash

Δ=0 Δx≠0, yoki Δy≠0 

bo‘lganda sistemaning yechimi mavjud bo‘lmasligi,

Δ=Δx=Δy0
bo‘lganda sistemaning yechimi cheksiz ko‘p bo‘lishi ko‘rsatila­
di.
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Misol. Ushbu 

3 5 1
4 3 11
x y
x y

− =
+ =





sistema yechilsin.
Bu sistema uchun 

∆ =
−

= ⋅ − − ⋅ = + =
3 5
4 3

3 3 5 4 9 20 29( ) ,

∆x =
−

= ⋅ − ⋅ − = + =
1 5
11 3

1 3 11 5 3 55 58( ) ,

∆ y = = ⋅ − ⋅ = − =
3 1
4 11

3 11 1 4 33 4 29

bo‘lib,

x yx y= = = = = =∆
∆

∆
∆

58
29

2 29
29

1,

bo‘ladi. Demak, berilgan sistemaning yechimi (2;1) bo‘ladi.
Misol. Ushbu 

x y
x y
+ =
+ =





2 3
3 6 1

sistemaning yechimi mavjudmi?
Bu sistema uchun

∆ ∆

∆

= = = =

= = −

1 2
3 6

0
3 2
1 6

16

1 3
3 1

8

, ,x

y

∆ ∆

∆

= = = =

= = −

1 2
3 6

0
3 2
1 6

16

1 3
3 1

8

, ,x

y
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bo‘ladi. Demak qaralayotgan sistema yechimga ega emas.
Misol. Ushbu,

2 3 1
4 6 2
x y
x y

+ =
+ =





sistemani qaraylik. Bu sistema uchun 

∆ ∆

∆

= = = =

= =

2 3
4 6

0
1 3
2 6

0

2 1
4 2

0

, ,x

y

bo‘ladi. Demak, bu sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.
2°. Uch noma’lumli, uchta chiziqli tenglamalardan tuzilgan sis-

tema va uni yechish.
Ushbu

	

a x a y a z b
a x a y a z b
a x a y a z b

11 12 13 1

21 22 13 2

31 32 33 3

+ + =
+ + =
+ + =








	

(2)

sistema uch x,y va z noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi 
deyiladi, bunda 

a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33 

sonlar (2) sistemaning koeffitsientlari, 

b1, b2, b3, 

sonlar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar x0, y0, z0 sonlarni mos ravishda (2) sistemadagi: x, y, z 

larning o‘rniga qo‘yilganda (2) sistemadagi tengliklar bajarilsa, 

(x0, y0, z0 ) uchlik (2) sistemaning yechimi deyiladi.

(2) sistema koeffitsientlari hamda ozod hadlardan foydalanib 
qo‘yidagi determinantlarni hosil qilamiz:
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∆ =
a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 13

31 32 33

,

        

∆ =
a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 13

31 32 33

,

∆ y

a b a
a b a
a b a

=
11 1 13

21 2 23

31 3 33

,

          

∆ z

a a b
a a b
a a b

=
11 12 1

21 22 2

31 32 3

,

Teorema. Agar

	

a x a y a z b
a x a y a z b
a x a y a z b

11 12 13 1

21 22 13 2

31 32 33 3

+ + =
+ + =
+ + =








	

(2)

sistemada:
1) Δ≠0 bo‘lsa, (2) sistema yagona (x,y,z) yechimga ega bo‘lib

x y zx y z= =∆
∆

∆
∆

∆
∆

, ,

bo‘ladi;
2) Δ=0 bo‘lib, Δx≠0 yoki Δy≠0 yoki Δz≠0 bo‘lsa, (2) sistema ye­

chimga ega bo‘lmaydi,
3) Δ= Δx= Δy= Δz=0 bo‘lsa, (2) sistema cheksiz ko‘p yechim­

ga ega bo‘ladi.
1-misol. Ushbu sistema yechilsin:

2 3 5
2 4 9

5 4 6 5

x y z
x y z
x y z

− + = −
+ − = −
− + =







 Bu sistema uchun Δ, Δx, Δy, Δz determinantlarni tuzib, ularni 
hisoblaymiz:
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∆ =
−

−
−

= − + − − + =
2 3 1
1 2 4
5 4 6

24 4 60 10 32 18 56

∆x =
− −
− −

−
− + + − − + = −

5 3 1
9 2 4
5 4 6

60 36 60 10 162 80 56

∆ y =
−
− − = − + + + + + =

2 5 1
1 9 4
5 5 6

108 100 5 45 30 40 112

∆ z =
− −

−
−

= + + + + − =
2 3 5
1 2 9
5 4 5

20 20 135 50 15 72 168

Demak,

x x= = − = −∆
∆

56
56

1,
         

y y= = =
∆
∆

112
56

2,

z z= = =∆
∆

168
112

3

Berilgan sistemaning yechimi (–1,2,3) bo‘ladi.
2-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer usuli yor­

damida yeching:

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 8
3 2 10
4 3 2 4

+ + =
+ + =
+ − =








Bu sistema uchun Δ, Δx1, Δx2, Δx3 determinantlarni tuzib, ular­
ni hisoblaymiz:
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∆ =
−

= − + + − − + =
1 2 1
3 2 1
4 3 2

4 8 9 8 3 12 14.

Δ≠0 bo‘lgani uchun sistema aniq Kramer formulalari yordami­
da topiladi:

∆x1

8 2 1
10 2 1
4 3 2

32 8 30 8 40 24 14=
−

= − + + − + − = .

∆x2

1 8 1
3 10 1
4 4 2

20 32 12 40 4 48 28=
−

= − + + − − + = .

∆x3

1 2 1
3 2 10
4 3 4

8 80 72 64 24 30 42= = + + − − − = .

Demak, tenglamalar sistemasini yechimlari quyidagiga teng 
bo‘ladi:

x x x1 2 3
14
14

1 28
14

2 42
14

3 1 2 3= = = = = = ( ), , . ; ;

Eslatma. n ta x1,x2,...,xn noma’lumli chiziqli tenglamalardan 
iborat ushbu

	

a x a x a x b
a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

+ + + =
+ + + =

...
...

......................................
...a x a x a x bn n nn n n1 1 2 2+ + + =











	

(3)
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sistema n ta noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi, 
bunda 

a11,a12,...,a1n,a21,a22,...,a2n,...,an1,an2,...,ann 

sonlar sistema koeffitsientlari 

b1,b2,...,bn 

sonlar esa ozod hadlar deyiladi.
Agar (3) sistemaning koeffitsientlaridan tuzilgan 

∆ = ≠

a a a
a a a

a a a

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

0

...

...
...... ... ... ... ...

bo‘lsa unda (3) sistema yagona (x1,x2,...,xn) yechimga ega bo‘lib 

x i ni
xi= =

∆
∆

( , ,..., )1 2

bo‘ladi. Bunda

∆x

i i n

i i n
i

a a a b a a
a a a b a a

=

− +

− +

11 12 1 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 2 1 2

... ...
... ...

.... ... ... ... ... .... ... ...
... ...
( ,

a a a b a a
i

n n ni n ni nn1 2 1 1

1
− +

= 22,..., )n
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3-bob. TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ 

Tekislikda geometrik shakllar, jumladan to‘g‘ri chiziq tekis­
lik nuqtalari to‘plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) sifatida qa­
raladi.

Ma’lumki tekslikdagi nuqta uning koordinatalari x va y lar 
orqali (ya’ni (x,y) juftlik bilan to‘liq aniqlanadi. Agar bu o‘zgaruv­
chi (x,y) nuqtaning koordinatalari o‘zaro bog‘lanishda bo‘lsa, ular 
biror shaklni tasvirlashi mumkin. Bunda bog‘lanishni ifodalovchi 
tenglik geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chiziq tushunchasi sodda, ayni paytda muhim tushun­
chalardan biri hisoblanadi.

To‘g‘ri chiziqni tekislikdagi ikki nuqtadan baravar masofada 
joylashgan nuqtalar to‘plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) deb 
qarash mumkin.

Ushbu bobda to‘g‘ri chiziq, uning turli tenglamalari, to‘g‘ri 
chiziqning tekislikdagi vaziyati, to‘g‘ri chiziqqa oid masalalar 
bayon etiladi.

1-§. To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi

Tekislikda ikkita 

B1=B1=(x1;y1) va B2=B1(x2:y2)

nuqtani olib, bu nuqtalardan baravar uzoqlikda (masofada) joy­
lashgan nuqtalardan birini

M=M(x:y)

deymiz (1-chizma)
Tekislikda ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan topamiz:

BM x x y y1 1
2

1
2= − + −( ) ( ) ,

B M x x y y2 2
2

2
2= − + −( ) ( ) ,

yuqorida aytilgan shart 

B1M=B2M
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ga ko‘ra 

( ) ( )

( ) ( )

x x y y

x x y y

− + − =

= − + −

1
2

1
2

2
2

2
2

 

bo‘ladi.

1-chizma

Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz. 
Natijada 

( ) ( ) ( ) ( )x x y y x x y y− + − = − + −1
2

1
2

2
2

2
2
 

bo‘lib undan 

x xx x y yy y
x xx x y yy y

2
1 1

2 2
1 1

2

2
2 2

2 2
2 2

2

2 2

2 2

− + + − + =

= − + + − +  

ya’ni 

− + − + + − +

+ + =

2 2 2

2 0
1 1

2
1 1

2
2 2

1

2 2
2

xx x yy y xx x
yy y  

bo‘lishi kelib chiqadi.
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Bu tenglikni quyidagicha

2 2 02 1 2 1 1
2

1
1

2
2

2
2( ) ( ) ( )x x x y y y x y x y− ⋅ + − ⋅ + + − − =

yozib, so‘ng 

A x x B y y
C x y x y

= − = −

= + − −

2 22 1 2 1

1
2

1
2

2
2

2
2

( ), ( )

belgilashlarni bajarib, ushbu 

	 Ax|By|C=0	 (1)

tenglikka kelamiz. Bu x va y larga nisbatan birinchi darajali teng­
lamadir.

Demak, to‘g‘ri chiziqning ixtiyoriy M(x;y) nuqtasining koor­
dinatalari x,y lar (1) tenglama bilan bog‘langan.

Ushbu 

	 Ay+By+C=0	 (1) 

tenglama to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi A,B,C sonlarga (koef­

fitsientlarga) bog‘liq. Bu sonlar turli qiymatlarga ega bo‘lganda 
turli to‘g‘ri chiziqlar hosil bo‘ladi. Binobarin, to‘g‘ri chiziqning 
tekislikdagi vaziyati ham shu koeffitsientlarga bog‘liq bo‘ladi.

Endi (1) tenglamaning ba’zi xususiy hollarini qaraymiz:
1°. (1) tenglamada C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama. 

Ax+By=0 

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshi (0; 0) 
nuqtadan o‘tadi.

2°. (1) tenglamada B=0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama 

Ax+C=0,    ya’ni     x
c
A

= −

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OY o‘qiga parallel bo‘la­
di.

3°. (1) tenglamada A=0 bo‘lsin. Bu haqda (1) tenglama
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By+C=0,  ya’ni   y
c
B

= −

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OX o‘qiga parallel bo‘la­
di.

4°. (1) tenglamada A=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) chiziq 

By=0, ya’ni y=0 

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OX o‘qi bo‘ldi.
5°. (1) tenglamada B=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama

 Ax=0, ya’ni x=0 

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OY o‘qi bo‘ladi.

2-§. To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror to‘g‘ri 
chiziqni qaraylik. Bu to‘g‘ri chiziq OY o‘qining B(0;b) nuqtasi 
orqali o‘tib, OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan α burchak tash­
kil etsin (2-chizma)

2-chizma

Bu to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M=M(x;y) nuqtani olib, bu nuqtadan 
OX o‘qiga perpendekulyar tushiramiz, perpendekulyarning asosini 
M1 bilan belgilaymiz. Ravshanki 
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OM1=x, MM1=y 

bo‘ladi.
B nuqtadan OX o‘ngga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. 

Uning MM1 perpendikulyar bilan kesishgan nuqtasini P deylik.
Natijada to‘g‘ri burchakli BMP uchburchak hosil bo‘ladi. Bu 

uchburchakda

∠MBA=α,     BP=OM1=x1,     MP=MM1–PM1=y–b 

bo‘lib,

tg MP
BP

y b
x

α = = −

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

y–b=tgα•x, ya’ni y=tgα•x+b

bo‘lishi kelib chiqadi.
Odatda, to‘g‘ri chiziqning OX o‘qi bilan tashkil etgan bur­

chakning tangensi to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsienti deyila­
di va ko‘pincha k bilan belgilanadi:

tgα=k
Demak, 

	 y=kx+b	 (2)

To‘g‘ri chiziqning (2) ko‘rinishdagi tenglamasi to‘g‘ri chiziqning 
burchak koeffitsientli tenglamasi deyiladi.

Bu holda to‘g‘ri chiziqning tekislikdagi vaziyati k hamda b lar 
bilan to‘liq aniqlanadi.

3-§. To‘g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Tekislikda biror to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tmas­
dan, u OX o‘qidan a=OA kesmani, OY o‘qidan esa b=OB kes­
mani ajratsin (3-chizma)

To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M=M(x;y) nuqtani olib bu nuqtadan 
OX o‘qiga perpendikulyar tushiramiz. Perpendikulyarning asosi­
ni M1 bilan belgilaymiz. 
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3-chizma

Ravshanki, 

OM1=x, MM1=y.

Endi OAB va M1AM to‘g‘ri burchakli uchburchaklarni qaray­
miz. Bu uchburchaklarning o‘xshashligidan foydalanib 

MM
OB

M A
OA

1 1=

bo‘lishini topamiz.
Ravshanki,

M1A=OA–OM1=a–x

unda yuqoridagi tengliklardan 

y
b

a x
a

= −

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,

y
b

x
a

= −1

ya’ni

	

x
a

y
b

+ =1
	

(3)

Demak, to‘g‘ri chiziqdagi ixtiyoriy M(x,y) nuqtaning koordi­
natalari x va y lar (3) tenglama bilan bog‘langan. (3) tenglama 
to‘g‘ri chiziqning kesmalar bo‘yicha tenglamasi deyiladi.
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Masalan. To‘g‘ri chiziq Ox o‘qdan 3 ga, Oy o‘qdan 5 ga teng 
kesma ajratadi. Bu to‘g‘ri chiziqning tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartida a=3 va b=5. Bu qiymatlarni 
 

x
a

y
b

+ =1
 

to‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlaridan ajratgan kesmalari bo‘yi­

cha tenglamasiga qo‘yamiz: 
x y
3 5

1+ =  ga ega bo‘lamiz (4-chiz­

ma).

4-chizma

4-§. To‘g‘ri chiziq haqidagi asosiy masalalar 

1°. Berilgan nuqtadan (berilgan yo‘nalish bo‘yicha) o‘tuvchi 
to‘g‘ri chiziq. 

Tekislikda tayin M(x1,y1) nuqta berilgan. Shu nuqtadan o‘tuv­
chi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini topish talab etilsin. Uni 

	 y=kx+b	 (1) 

ko‘rinishda izlaymiz.
Madomiki, to‘g‘ri chiziq M(x1,y1) nuqtadan o‘tar ekan, unda 

bu nuqtaning x1 va y1 koordinatalari y=kx+b tenglamani qanoat­
lantiradi:

	 y1=kx1+b	 (2)

Yuqoridagi (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib

y–y1=kx+b–(kx1+b)

quyidagi
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	 y–y1=k(x–x1)	 (3)

tenglamaga kelamiz. Bu berilgan M(x1,y1) nuqtadan o‘tuvchi 
to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.

Masalan, M=M(3;2) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq teng­
lamasi 

y–2=k(x–3)

ya’ni 

y=k(x–3)+2 

bo‘ladi. Ravshanki, bu tenglama, ya’ni to‘g‘ri chiziq k ning qiy­
matlariga bog‘liq. k ning turli qiymatlarida M(3;2) nuqtada o‘tuv­
chi turli to‘g‘ri chiziqlar hosil bo‘ladi.

2°. Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq.
Tekislikda M(x1,y1) va N(x2;y2) ikkita tayin nuqtalar berilgan. 

Bu nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni (to‘g‘ri chiziq teng­
lamasini) topish talab etilsin.

 Ma’lumki M(x1,y1) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi 

y–y1=k•(x–x1) 

bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq N(x2;y2) nuqtadan ham o‘tsin deylik. 
Unda N(x2;y2) nuqtaning koordinatalari x2 va y2 lar keying teng­
lamani qanoatlantiradi:

y2–y1=k•(x2–x1)

bu tenglikdan 

k y y
x x

= −
−

2 1

2 1

bo‘lishini topamiz. Natijada 

y y y y
x x

x x− = −
−

⋅ −1
2 1

2 1
2( )

bo‘lib, undan 

	

y y
y y

x x
x x

−
−

= −
−

1

2 1

1

2 1 	
(4)
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bo‘lishi kelib chiqadi.

(4) tenglama M(x1,y1) va N(x2;y2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri 

chiziq tenglamasi bo‘ladi.

Masalan, M(2,2) va N(1,3) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq 
tenglamasi

x y−
−

= −
−

2
1 2

2
3 2

,
     

x y−
−

= −2
1

2
1

,

x–2=–y+2

bo‘ladi.
Bundan esa, x+y–4=0.
3°. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
Tekislikda ikkita 

y=k1x+b1 va y=k2x+b2 

to‘g‘ri chiziqlar berilgan bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziqlar orasidagi bur­
chakni topish talab etilsin.

Ma’lumki, 

k1=tgα, 

birinchi to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsienti, 

k2=tgα2 

ikkinchi to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsienti (5-chizma)

5-chizma
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Odatda, I to‘g‘ri chiziqni M nuqta atrofida soat strelkasiga 
teskari tomonga uni II to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushgun­
cha burish natijasida hosil bo‘lgan α burchak (0≤α<π) ikki I va II 
to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak deyiladi.

Chizmadan ko‘rinadiki, 

α=α2–α1 

bo‘ladi.
Agar 

tg tg tg tg
tg tg

α α α
α α

α α
= − = −

+
( )2 1

2 1

1 21

va 
tgα1=k1, tgα2=k2 

bo‘lishni e’tiborga olsak unda 

	
tg k k

k k
α = −

+ ⋅
2 1

2 11 	
(5)

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu berilgan ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi 
burchakning teglamasini aniqlab beradi.

Demak, (5) formula yordamida ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi 
burchak topiladi.

Masalan ushbu

y x y x= − + = +1
7

4
5

3
4

3
4

,

to‘g‘ri chiziqlar uchun

k k1 2
1
7

3
4

= − =,

bo‘lib ular orasidagi burchak α ning tangensi

tgα =
− −

+ ⋅ −
= +

−
=

3
4

1
7

1 3
4

1
7

21 4
28 3

1
( )

( )



35

bo‘ladi. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak.

α
π= =arctg( )1
4

bo‘ladi.
4° Ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik va perpendikulyarlik shart-

lari.
Tekislikda ikkita to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lib, birinchisining 

tenglamasi 

y=k1x+b1 

ikkichisining tenglamasi esa 

y=k2x+b2 

bo‘lsin.
Ravshanki, bu to‘g‘ri chiziqlar orasidagi α burchak (burchak­

ning tangensi) uchun

tg k k
k k

α = −
+ ⋅

2 1

1 21

bo‘ladi.
1) Aytaylik, to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak nolga teng 

bo‘lsin:
α = 0° bu holda berilgan to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro parallel bo‘lib,

tgα=tgo°=0
k k

k k
2 1

1 21
0−

+ ⋅
= ,

k2–k1=0, 

k1=k2 

bo‘ladi. Demak,

k1=k2 

tenglik ikki to‘g‘ri chiziqlarning o‘zaro parallellik shartini ifoda­
laydi.
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2) Aytaylik, to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak 90° ga teng 
bo‘lsin:

α = 90° 
bu holda berilgan to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro perpendikulyar bo‘lib,

tg tgα = ° =90 1
0

( )
 

bo‘lib,

k k
k k

2 1

1 21
1
0

−
+ ⋅

= ( )
     

1+k1•k2=0

k1•k2=–1     yoki   k
k1

2

1= −

bo‘ladi. Demak, 

k1•k2=–1 

tenglik ikki to‘g‘ri chiziqlarning o‘zaro perpendikulyarlik sharti­
ni ifodalaydi.

5°. Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqqacha masofa.
Tekislikda biror to‘g‘ri chiziq ushbu 

Ax+By+C=0

tenglama bilan berilgan bo‘lib, M1(x1,y1) nuqta esa shu to‘g‘ri 

chiziqda yotmagan nuqta bo‘lsin M1 nuqtada berilgan to‘g‘ri 
chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning uzunligi M1 nuqtadan 
to‘g‘ri chiziqqacha masofa deyiladi (6-chizma).

Aytaylik, M1(x1,y1) nuqtadan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan per­

pendikulyarning to‘g‘ri chiziq bilan kesishish nuqtasi M2(x2,y2) 

bo‘lsin.

Demak, nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha masofa M1M2 kesma­

ning uzunligi bo‘ladi. Uni d bilan belgilaymiz. Bu d masofa quyi­

dagi
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6-chizma

d
Ax By C

A B
=

+ +

+
1 1

2 2

formula bilan topiladi.
Masalan. M=M(3;2) nuqtadan 

3x–4y+18=0 

to‘g‘ri chiziqqacha masofa

d =
⋅ − ⋅ − +

+ −
= =

3 3 2 4 18

3 4
35
5

7
2 2

( )

( )

bo‘ladi.
6°. Ikki to‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasi.
Tekislikda ikki to‘g‘ri chiziqlar ushbu 

A1x+B1y+C1=0, 

A2x+B2y+C2=0 

tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, ular o‘zaro parallel bo‘lmasin. 
Bu to‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasini topish talab etilsin.
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Bu to‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasini M=M(x;y) bilan 
belgilaylik (7-chizma).

Madomiki, izlanayotgan nuqta bir vaqtda ikkala to‘g‘ri chiziq­
da yotar ekan, unda nuqtaning koordinatalari x va y lar 

A1x+B1y+C1=0,             A2x+B2y+C2=0 

tenglamalarni qanoatlantiradi. Shuning uchun bu x va y lar ushbu

A x B y C
A x B y C

1 1 1

2 2 2

0
0

+ + =
+ + =





tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.
Demak, ikki to‘g‘ri chiziqning kesishish nuqtasini topish 

uchun yuqoridagi tenglamalar sistemasini yechish kerak bo‘ladi. 

y

x
0

  A1x+B1y=C1=0

  Ax+B2y=C2=0

7-chizma

Misol. Berilgan M(0,5) nuqtadan o‘tuvchi hamda 

3x–2y–6=0 

to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglama­
si topilsin.

Berilgan M(0,5) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi 
formulasiga ko‘ra 
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y–5=k(x–0) 

ya’ni 

y=kx+5 

bo‘ladi. Endi berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi 

3x–2y–6=0 

ni y ga nisbatan yechib topamiz.

–2y=6–3x,      y x= −3
2

3

Bu y=kx+5, y x= −3
2

3
 
to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro perpendikulyar 

bo‘lishi shartidan 

k ⋅ = −3
2

1,
 
  ya’ni   k = − 2

3
bo‘lishini topamiz. Topilgan k ning o‘rniga qo‘ysak, unda 

y x= − +2
3

5

bo‘ladi. Bu berilgan nuqtadan o‘tuvchi hamda berilgan to‘g‘ri 
chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.
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4-bob. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Ikkinchi tаrtibli egri chiziqlаr x vа y o‘zgаruvchilаrgа nisbаtаn 
ikkinchi dаrаjаli tеnglаmаlаr bilаn ifоdаlаnаdi. Ikkinchi dаrаjаli 
tеnglаmаning umumiy ko‘rinishi quyidаgichа bo‘lаdi:

	 Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0	 (1)

Bu tеnglаmа ikkinchi tаrtibli egri chiziqning umumiy 
tеnglаmаsi dеb аtаlаdi. Bu yеrdа A, B, C, D, E, F – hаqiqiy 
o‘zgаrmаs sоnlаr, bundаn tаshqаri A, B yoki C lаrdаn kаmidа 
bittаsi nоldаn fаrqli.

Ushbu bоbdа sоddа ko‘rinishdаgi ikkinchi tаrtibli egri 
chiziqlаrdаn аylаnа, ellips, gipеrbоlа hаmdа parаbolаlаrni 
qаrаymiz. Bu egri chiziqlаrning tеnglаmаlаrini tоpib, ulаr 
yordаmidа gеоmеtrik хоssаlаrini o‘rgаnаmiz.

1-§. Аylаnа vа uning tеnglаmаsi

Tа’rif. Mаrkаz dеb аtаluvchi nuqtаdаn bаravаr uzоqlikdа yotu­
vchi nuqtаlаrning to‘plаmigа аylаnа dеyilаdi.

To‘g‘ri burchаkli kооrdinаtаlаr sistеmаsidа аylаnаning rаdiu­
si R vа mаrkаzi А(а; b) nuqtаdа bo‘lsin. N(х; y) аylаnаdаgi iхti­
yoriy nuqtа. Аylаnаning tа’rifigа ko‘rа: АN=R.

Ikki nuqtа оrаsidаgi mаsоfаni tоpish fоrmulаsigа аsоsаn:

AN x a y b= − + −( ) ( )2 2
 

Tеnglikning ikkitа tоmоnini kvаdrаtgа ko‘tаrib, АN=R ekаn­
ligini e’tibоrgа оlsаk (x–a)2+(y–b)2=R2 (1) kеlib chiqаdi (1-chiz­
mа).

N(x,y) aylananing ixtiyoriy nuqtasi bo‘lgani uchun (1) tengla­
ma aylananing markazi A(a,b) nuqtada bo‘lgan kanonik (sodda) 
tenglamasi deyiladi. 

Aylananing tenglamasi o‘zgaruvchi koordinatalarga nisba­
tan ikkinchi darajalidir. Xususiy holda, agar aylananing markazi 
koordinatalar boshida bo‘lsa, uning tenglamasi:

	 x2+y2=R2 	 (2) 
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1-chizma

(1) tenglamada qavslarni ochib va ba’zi bir ayniy almashti­
rishlarni bajarib, aylananing quyidagi tenglamasini hosil qilamiz:

	 x2+y2–2ax–2by+a2+b2–R2=0	 (3)

Bu tenglamani 2-tartibli egri chiziqning umumiy tenglama­
si (1) bilan solishtirganda aylana tenglamasi uchun quyidagi ik­
kita shart bajarilganini ko‘rish mumkin: 1) x, y koordinatalar 
ko‘paytmasi bo‘lgan x y li had qatnashmayapti; 2) x2 va y2 lar ol­
didagi koeffitsientlar o‘zaro teng, ya’ni A=N≠0; B=0. Bu holda 
(1) tenglama 

	 Ax Ay Dx Ey F2 2 2 2 0+ + + + = 	 (4)

ko‘rinishda bo‘lib aylanani tasvirlaydi.

Agar a
D
A

=− ;
 
b E

A
=− ;

 
R D E AF

A
2

2 2

2=
+ −

 
(5) bo‘lsa, (4) 

tenglama (2) tenglamaga aylanadi va, aksincha, (1) tenglamadan 
(5) formulalar yordamida (4) tenglamaga o‘tish mumkin.

Mumkin bo‘lgan uchta holni ko‘ramiz:

1) D2+E2–AF>0. Bu holda x D
A

y E
A

D E AF
A

+





+ +





= + −2 2 2 2

2
 

(6) tenglama va demak, unga teng kuchli bo‘lgan (4) tenglama 
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ham markazi
 
O D

A
E
A1 − −







;
 

nuqtada bo‘lgan, radiusi 

R D E AF
A

=
+ −2 2

 
dan iborat aylanani aniqlaydi.

2) D2+E2–AF=0. Bu holda (6) tenglama
 
x D

A
y E
A

+





+ +





=
2 2

0
 

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Ushbu tenglamani va demak, unga teng 

kuchli bo‘lgan (4) tenglamani haqiqiy yagona O D
A

E
A1 − −







;
 

nuqtani tasvirlaydi.
3) D2+E2–AF<0 bo‘lsa, (6) yoki (4) tenglamaning radiusi 

mavhum bo‘lib, bu holda haqiqatan aylana mavjud bo‘lmasada, 
umumiylik nuqtayi nazaridan mavhum aylana deyiladi.

Ta’rif. Aylana bilan umumiy bitta M(x1;y1) nuqtaga ega bo‘lgan 
to‘g‘ri chiziq aylanaga o‘tkazilgan urinma deyiladi. Agar (x1;y1) 
aylananing biror nuqtasining koordinatasi bo‘lsa, u holda bu 
nuqtadan aylanaga o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi (2) tengla­
ma uchun x•x1+y•y1=R2 (7) yoki (1) tenglama uchun (x–a)•(x11–
a)+(y–b)•(y1–b)=R2 (8) ko‘rinishida yoziladi.

1-misol. Markazi (1;3) nuqtada va radiusi 3 ga teng bo‘lgan 
aylananing tenglamasini tuzing.

Yechish. a=1; b=3, R=3. Bularni (1) formulaga qo‘yamiz:

(x–1)2+(y–3)2=9

2-misol. Markazi (–2;4) nuqtada bo‘lgan va (3;–4) nuqtadan 
o‘tadigan aylana tenglamasini tuzing.

Yechish. Radiusni aylana markazidan uning birorta berilgan 
nuqtasigacha bo‘lgan masofa sifatida topamiz. Ikki nuqta orasida­
gi masofani topish formulasidan foydalansak:

R= + + − − = + =( ) ( )3 2 4 4 25 64 892 2
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(x+2)2+(y–4)2=89.

3-misol. A(8;5) va B(–1;–4) nuqtalardan va markazi abssissa­
lar o‘qida bo‘lgan aylananing tenglamasini tuzing.

Yechish. Aylananing markazi C(a;0) bo‘lsin. U holda ikki nuq­
ta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

( ) ( ) ( ) ( ) .8 5 0 1 0 42 2 2 2− + − = − − + +a a

Bu ifodani soddalashtirib, quyidagini topamiz: 18a=72⇒a=4; 
C(4;0)

R AC= = − + =( ) .8 4 5 412 2

Aylananing tenglamasi: (x–4)2+y2=41.
4-misol. Aylananing radiusini va markazining koordinatala­

rini toping:
x2+y2–6x–10y+13=0.

Yechish. Berilgan tenglamani ushbu ko‘rinishda yozamiz:

x2+6x+y2–10y+13=0

x2+6x va y2–10y ikki hadlarni to‘la kvadratlargacha to‘ldirib, 
ushbuni hosil qilamiz:

x2+2•3x+32+y2–2•5y+52=25+9–13

yoki (x+3)2+(y–5)2=21, bundan a=–3; b=5, R = 21.

2-§. Ellips va uning tenglamasi

Ellips, bu qanday chiziq? U haqida tasavvurga ega bo‘lish 
uchun, bir bo‘lak ip uchlarini bir varaq qog‘ozning ikki nuqtasi­
ga mahkamlanadi va bu ipni qalam uchi bilan tarang tortiladi. 
(1,2-chizmalar).

Qalamni shu tarang holatda harakatlantirilsa, uning uchi 
qog‘ozda chizadigan egri chiziq ellips bo‘ladi.

Ta’rif. Ellips – bu barcha, shunday M nuqtalardan iborat bo‘lgan 
yassi chiziqki, bunda M dan fokuslar deb ataluvchi F1 va F2 nuqta­
largacha bo‘lgan masofalar yig‘indisi o‘zgarmas songa teng (bu 
kattalik 2a, fokuslar orasidagi masofa 2c dan katta bo‘lishi shart): 
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1-chizma                                                     2-chizma

	
MF MF const a1 2 2+ = =

	 (1)

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib, 

MF x c y1
2 2= + +( )  va MF x c y2

2 2= − +( )  ni hosil qilamiz, 

demak, ( ) ( )x c y x c y a+ + + − + =2 2 2 2 2  (2). Bu tenglamani 

soddalashtirgandan keyin: ( ) ( )a c x a y a a c2 2 2 2 2 2 2 2− + = − (3)

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra 2a>2c bo‘lgani uchun a2–c2 son mus­
bat: a2–c2=b2 (4) belgilash kiritamiz. U holda (3) tenglama  

b2x2+a2y2=a2b2 yoki 
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =
 
(5) ko‘rinishni oladi.

(5) tenglama fokuslari Ox o‘qda yotgan ellipsning kanonik 
(sodda) tenglamasi deyiladi. (1-chizma) (5) tenglama bilan beril­
gan ellips koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikdir.

Ellipsning simmetriya o‘qlarini ellips o‘qlari deb, ularning ke­
sishgan nuqtasini ellips markazi deb ataymiz. Ellips fokuslari joy­
lashgan o‘q fokal o‘q deyiladi.

Koordinatalar boshi uning simmetriya markazi deyiladi.
F1(–c;0) va F2(c;0) nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi. 

A1(–a;0), A2(a;0), B1(0;–b), B2(0;–b) nuqtalar ellipsning koor­
dinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalari. Bu nuqtalar odatda el­
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lipsning uchlari deyiladi. AA1=2a kesma ellipsning katta o‘qi, 
BB1=2b kesma esa, ellipsning kichik o‘qi deyiladi. a va b lar el­
lipsning yarim o‘qlaridir.

Agar ellipsning fokuslari Oy o‘qda yotsa (2-chizma), uning 

tenglamasi x
b

y
a

2

2

2

2 1+ =
 
(a>b) (6) ko‘rinishda bo‘ladi.

Ellipsga doir hamma masalalarda ellipsning simmetriya o‘qlari 
koordinata o‘qlari bilan ustma-ust tushadi deb faraz qilinadi.

1-misol. Agar ellipsning o‘qlari 2a=8 va 2b=6 bo‘lsa, fokuslari 
Ox o‘qda bo‘lgan ellipsning tenglamasini tuzing. 

Yechish. Ellipsning tenglamasini tuzish uchun a va b para­
metrlarni topamiz: a=4 va b=3. Bu qiymatlarni ellipsning (5) 

tenglamasiga qo‘yib, ushbuni hosil qilamiz:
 

x y2 2

16 9
1+ = .

2-misol. Agar ellipsning ikki uchi (–5; 0) va (5; 0) nuqtalarda, 
fokuslari esa (–3; 0) va (3; 0) nuqtalarda joylashgan bo‘lsa, shu el­
lipsning tenglamasini tuzing. 

Yechish. Shartdan a=5 va c=3 ekanligi kelib chiqadi. (4) for­
mula bo‘yicha b2=52–32=16 ni topamiz. a2 va b2 ning qiymatla­

rini (5) tenglamaga qo‘yib,
 

x y2 2

25 9
1+ = .
 
ni hosil qilamiz.

3-misol. Fokuslari ( ; )0 3-  va ( ; )0 3  nuqtalarda joylashgan, 

katta o‘qi esa 4 7  ga teng bo‘lgan ellipsning tenglamasini tuzing. 

Yechish. Fokuslari Oy o‘qda yotadi, demak a = 2 7 . (4) for­

mulaga ko‘ra 
b2

2 2
2 7 3 28 3 25= ( ) − ( ) = − =

 ni topamiz. a2 va b2 ning 

qiymatlarini (6) tenglamaga qo‘yib,
 

x y2 2

25 28
1+ =
 
ni topamiz.

4-misol.
 

x y2 2

12 3
1+ =  ellips berilgan. Ellipsning fokuslarining 

koordinatalarini va ular orasidagi masofani toping. 
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Yechish. Ellipsning tenglamasidan a2=12, b2=3 (4) formulaga 
ko‘ra c= =±3. Demak, fokuslarining koordinatalari (–3; 0) va (3; 
0), ular orasidagi masofa esa 2c=2•3=6.

3-§. Ellipsning ekssentritsiteti, fokal radiuslari, direktritsalari

Ellipsning qanday ko‘rinishda bo‘lishi, ellipsning ekssentrit­
siteti deb ataluvchi miqdor bilan aniqlanadi.

Ta’rif. Ellipsning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi (2c) 
masofaning katta o‘qi (2a) nisbatiga aytiladi, ya’ni 

	
ε = =2

2
c
a

c
a 	

(1)

yoki

	
ε = − = − 





a b
a

b
a

2 2 2

1
	

(2)

c<a bo‘lgani uchun ellips ekssentritsiteti birdan kichik: ε<1. Eks­
sentritsitet ellipsning shaklini xarakterlaydi. Haqiqatan, (2-§ dagi 

4) formuladan
 

b
a

c
a







= − 





= −
2 2

1 1 ε
 
kelib chiqadi. Bundan quy­

idagi xulosa kelib chiqadi: ellipsning ekssentritsiteti qanchalik ki­
chik bo‘lsa, uning kichik yarim o‘qi b katta yarim o‘qi a dan 
shuncha kam farq qiladi, ya’ni ellips fokal o‘q bo‘ylab shuncha 
kam tortilgan bo‘ladi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, b orta borsa ε kichiklasha bora­
di va, aksincha, b kamaya borsa ε kattalasha boradi. b ning limiti 
nolga intilsa ε=1 bo‘lib, ellips ikkilangan kesmaga aylanadi.

Katta va kichik o‘qlari teng bo‘lgan ellips aylanadir, ya’ni b=a 

limit holda a radiusli aylana hosil bo‘ladi:
 

x
a

y
a

2

2

2

2 1+ =
 
yoki 

x2+y2a2 (3). Bunda c a b a a= − = − =2 2 2 2 0  va ellips fokuslari 
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go‘yo bitta nuqtada – aylana markazida birlashib ketadi. Aylana 

essentritsiteti nolga teng:
 
e= =

0 0
a

.

Ellips va aylana orasidagi bog‘lanishni boshqa nuqtayi na­
zardan ham o‘ranish mumkin. Yarim o‘qlari a va b bo‘lgan el­
lipsni a radiusli aylananing proeksiyasi deb qarash mumkin.

Ta’rif. Ellipsning fokuslaridan ixtiyoriy M(x;y) nuqtasigacha 
bo‘lgan masofalar, M(x;y) nuqtaning fokal-radiuslari deyiladi va 
r1=a+εx, r2=a+εx (3.4) formulalar bilan aniqlanadi (1-chizma). El-
lipsning ta’rifiga ko‘ra: r1+r2=2a (3.5) 

Demak, ellipsning har qanday nuqtasi fokal radiuslarining 
yig‘indisi uning katta o‘qiga teng.

Ta’rif. Ellipsning direktritsalari deb ushbu x
a=
ε

 va x
a= −
ε  (6) 

tenglamalar bilan aniqlanadigan ikki to‘g‘ri chiziqqa aytiladi.
Ellipsning direktritsalari y o‘qiga parallel va ellips markazidan 

± a
ε  

uzoqlikda turgan to‘g‘ri chiziqlardir. ε<1 bo‘lganligi uchun 

a a
ε

> ;
 

demak, direktritsalar ellipsdan tashqarida joylashadi.
 

(1-chizma). |d1d2 | – direktritsalar orasidagi masofa.
Markazning bir tomonida joylashgan direktritsa va fokus 

bir-biriga mos direktritsa va fokus deb ataladi.
Ellipsning nuqtalari bir-biriga mos fokus va direktritsaga nis­

batan ushbu xossaga ega: ellipsning har bir nuqtasidan fokusgacha 
olingan masofaning o‘sha nuqtadan mos direktritsagacha bo‘lgan 
masofaga nisbatan ellipsning ekssentritsitetiga baravar.

d1 va d2 direktritsalarning tenglamalari:

	
x a= −

ε  
va x a=

ε  	
(6)

yoki
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x a

c
= − 2

 
va

 
x a

c
=

2

 	
(7)

1-chizma

Ellipsning ixtiyoriy M(x;y) nuqtasidan fokusgacha bo‘lgan 
(r1 yoki r2) masofasining shu M(x;y) nuqtadan direktritsagacha 
(d1 yoki d2) bo‘lgan masofaga nisbati ellipsning ekssentritsiteti­
ga teng, ya’ni:

	

r
d

1

1

= ε
 
yoki  

r
d

2

2

= ε
 	

(8)

Ellipsning o‘qlari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lib, simetri­
ya markazi biror (x0, y0) nuqtda bo‘lganda, uning tenglamasi

( ) ( )x x
a

y y
b

−
+

−
=0

2

2
0

2

2 1
               

(9) ko‘rinishda bo‘ladi.

x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  ellipsning M1(x1; y1) nuqtasiga urinma bo‘lgan 

to‘g‘ri chiziqning tenglamasi:
 

xx
a

yy
b

1
2

1
2 1+ =                  (10)

1-misol. Katta yarim o‘qi a=6 va ε=0,5 bo‘lgan, ellipsning 
kanonik tenglamasini toping.
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Yechish:
 
e= =

c
a

0 5, .
 
Demak, fokuslar orasidagi masofaning 

yarmi c=a•ε=6•0,5=3. Ellips kichik yarim o‘qi 
b a c= − = − =2 2 36 9 27

Ellipsning kanonik tenglamasi: 
x y2 2

36 27
1+ = .

 

2-misol. Ellipsning ekssentritsitetini toping: x y2 2

36 16
1+ =
 

Yechish. Ellipsning tenglamasidan: a2=36: b2=16.

2-§ dagi (4) formuladan: c a b= − = − = =2 2 36 16 20 2 5  ni 

topamiz. 
Ekssentritsitetni (2) formulaga ko‘ra topamiz: 

ε = − = − = =1 1 16
36

20
6

5
3

2

2

b
a

.

Yoki (1) formulaga ko‘ra: e= = =
c
a

2 5
6

5
3

.

3-misol. M1 (4; -2) nuqta orqali o‘tuvchi, kichik yarim o‘qi 
b=4 bo‘lgan ellipsning ekssentritsitetini toping.

Yechish. b=4 da ellipsning kanonik tenglamasi quyidagicha 
bo‘ladi:

x
a

y2

2

2

16
1+ = .

M1(4;–2) nuqtaning koordinatalari bu tenglamani qanoat­
lantiradi.

Demak, 4 2
16

1
2

2

2

a
+
−

=
( ) . Bunda a2 64

3
=

 
va b2=16. Ekssentrit­

sitetini (2) formula yordamida topmiz:

e= − = −
⋅
= − =1 1 16 3

64
1 3

4
1
2

2

2

b
a

.
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4-misol. Ellipsning katta o‘qi 12 ga teng, x=±9 to‘g‘ri chiziqlar 
esa uning direktritsalari bo‘lsin. Ellipsning kanonik tenglamasini 
va ekssentritsitetini toping.

Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini topish uchun a va b 
yarim o‘qlarni bilish kerak. Shart bo‘yicha 2a=12⇒a=6, b yarim 
o‘qni (7) formuladan foydalanib, quyidagicha topamiz: 

x a
c

c a
x

= ⇒ = = =
2 2 36

9
4,

    
b2=a2–c2=36–16=20. 

Ellips tenglamasi: 
x y2 2

36 20
1+ = .

Ellips ekssentritsiteti: e= = =
c
a

4
6

2
3

.

5-misol. Ellipsning kichik o‘qi 8 ga, ekssentritsiteti ε=0,6 ga 
teng bo‘lsa ellipsning kanonik tenglamasini va direktritsa teng­
lamasini yozing.

Yechish. Shartga ko‘ra 2b=8⇒b=4. Ekssentritsitetni (2) for­

mulasiga asosan: ε = − ⇔ − =1 1 16 0 6
2

2 2

b
a a

, .
 
Bundan a2=25.

Ellips tenglamasi, 
x y2 2

25 16
1+ =

 
ko‘rinishda bo‘ladi.

c a b c2 2 2 25 16 3= − ⇔ = − =

(7) formuladan foydalanib direktritsa tenglamasini topamiz:

x a
c

x=± ⇔ =±
2 25

3
.

6-misol. Katta o‘qi 16 ga, direktritsalar orasidagi masofa 20 ga 
teng bo‘lsa, ellipsning kanonik tenglamasini va ekssentritsiteti­
ni toping.
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2-chizma

Yechish. Shartga ko‘ra 2b=16⇒b=8;                       (6)  

formuladan: x
a

= ⇔ = ⇒ =
e e

e
12
2

8 4
3

;                     (7) 

formuladan: x
a
c c

c= ⇔ = ⇒ =
2

10 64 6 4, .

b2=a2–c2=64–40,    96=23,04.  

Bundan, 
x y2 2

64 23 04
1+ =

,  yoki 
x y2 2

64
25
576

1+ = .

Ellipsning chizmasini yasaymiz: a=8; b=4,8; c=6,4.

4-§. Giperbola va uning tenglamasi

Ta’rif. Giperbola deb, tekislikning barcha shunday nuqtalari 
to‘plamiga aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislik­
ning fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki nuqtasigacha bo‘lgan 
masofalar ayirmalarining absolyut qiymatlari o‘zgarmas bo‘ladi 
(bu kattalik nolga teng bo‘lmagan va fokuslari orasidagi maso­
falardan kichik bo‘lgan shartda). 
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1-chizma

F1 va F2 fokuslar orasidagi masofani 2c orqali, giperbolaning 
har bir nuqtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar ayirmasining 
moduliga teng bo‘lgan o‘zgarmas miqdorni 2a orqali (0<2a<2c) 
belgilaymiz. Ellips holida bo‘lgani kabi abssissalar o‘qini fokus­
lar orqali o‘tkazamiz, F1F2 kesmaning o‘rtasini esa koordinatalar 
boshi deb qabul qilamiz (1-chizma).

Bunda fokuslar F1(-0; 0) va F2(0; 0) koordinatalarga ega bo‘la­
di. Fokuslari Ox o‘qida yotgan giperbola (1-chizma) tenglamasini, 
uning ta’rifiga asoslanib keltirib chiqaramiz. Ikki nuqta orasida­
gi masofa formulasiga ko‘ra:

	 ( ) ( )x c y x c y a+ + − − + =±2 2 2 2 2 	 (1)

Soddalashtirishlarni bajargandan so‘ng, quyidagi tenglamani 
hosil qilamiz:

	 (a2–c2)x2+a2y2=a2(a2–c2)		  (2)
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2-chizma

(2) tenglamada giperbola uchun 2a < 2c bo‘lgandan ayirma 
noldan kichik: a2–c<0. Shuning uchun c2–a2–b2 (3) deb olamiz. 

U holda (2) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
 

x
a

y
b

2

2

2

2 1− =
 
(4).

(4) tenglamaga fokuslari Ox o‘qida yotgan giperbolaning 
kanonik (sodda) tenglamasi deyiladi.

Giperbola tenglamasida y 0 deyilsa, x=±a bo‘lib, giperbola Ox 
o‘qini A1(–a;0) va A2(a;0) nuqtalarda kesishini bildiradi. (4) teng­
lamada x=0 deyilsa y2=–b2 bo‘lib, bu esa giperbola Oy o‘qi bilan 
kesishmasligini bildiradi.

Lekin, y b bi= ± − = ±2
 mavhum bo‘lgani uchin, fokal o‘qqa 

perpendikulyar bo‘lgan simmitiriya o‘qi giperbolaning mavhum 
o‘qi (B1B2 kesma), giperbolaning fokuslari joylashgan o‘q fokal 
o‘q (F1F2 kesma) va fokal o‘qni odatda haqiqiy o‘q (A1A2 kesma) 
deyilib, A1 va A2 nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi.

a va b sonlar mos ravishda giperbolaning haqiqiy va mavhum 
yarim o‘qlari deb ataladi.
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Agar giperbolaning fokuslari Oy o‘qda yotsa (2-chizma), u 

holda uning tenglamasi
 

y
a

x
b

2

2

2

2 1− =
 
(5). Bu giperbola (4) giper­

bolaga nisbatan qo‘shma deyiladi.
1-misol. Agar giperbolaning haqiqiy o‘qi 18 ga, mavhum o‘qi 

esa 8 ga teng bo‘lsa, fokuslari Ox o‘qda yotgan giperbolaning 
tenglamasini tuzing.

Yechish. Giperbolaning tenglamasini tuzish uchun a va b pa­
rametrlarni bilish zarur. Masalaning shartidan: 2a=18⇒a=9; 

2b–8⇒b–4. Topilgan qiymatlarni (4) ga qo‘ysak:
 

x y2 2

81 16
1− = .

2-misol. Agar giperbolaning uchlari A1 (-2; 0) va A2 (2; 0) 
nuqtalarda joylashgan, fokuslari esa F1 (-4; 0) va F2 (4; 0) nuqta­
larda joylashgan bo‘lsa, giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartdan a=2, c=4 ekani kelib chiqadi. (3) formula­
ga ko‘ra b2=42–22=21. Bu qiymatlarni (4) tenglamaga qo‘yib, 

x y2 2

4 12
1− =
 
ni hosil qilamiz.

3-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan 
x y2 2

64 57
1− = .

  
Uning uchlarining va fokuslarining koordinatalarini toping.

Yechish. Giperbolaning tenglamasidan: a2=64⇒a=±8.
(3) formulaga ko‘ra c2=a2+b2=64+57=121⇒c=±11. Demak, 

giperbolaning uchlari (–8;0) va (8;0) nuqtalar, fokuslari esa 
(–11;0) va (11;0) nuqtalar ekan.

Giperbolaning shakli

(4) tenglamadan y
b
a
x a= −2 2 ,

 
x a
b
y b= +2 2

 
(2) teng­

lamalarni topamiz.
Bu tenglamalarning birinchisidan ushbu xulosalar chiqadi:
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1) |x|<a uchun y ning qiymati mavhum; demak, giperbola y 
o‘qi bilan kesishmaydi va x=±a to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralan­
gan soha ichida nuqtalari bo‘lmaydi.

2) x=±<a bo‘lganda, y=0 bo‘ladi; demak, giperbola x o‘qini 
ikkita A1 va A2 nuqtada kesadi; bu A1 va A2 nuqtalar koordinatalar 
boshida a masofada turadi va giperbolaning uchlari deb ataladi.

3) absolyut qiymati a dan katta bo‘lgan x ning har bir qiyma­
tiga y ning ikki qiymati to‘g‘ri keladi, bu qiymatlar bir-biridan 
ishoralari bilangina farq qiladi. Demak, giperbola x o‘qiga nisba­
tan simmetrik egri chiziqdir;

4) x cheksiz o‘sganda y ham cheksiz o‘sadi. Demak, (2) teng­
lamalarning ikkinchisi giperbolaning y o‘qiga nisbatan simmetrik 
egri chiziq ekanligini ko‘rsatadi.

Giperbolaning hamma nuqtalari x=±a to‘g‘ri chiziqlar bilan 
chegaralangan sohadan tashqarida joylashganligidan va ordinata­
lar o‘qiga simmetrikligidan, u cheksiz cho‘zilgan ikki ayrim tar­
moqdan iborat ekanligi bilinadi (1-chizma).

Giperbolaning asimptotalari

Funksiya argumenti x cheksizlikka intilganda funksiya grafigi 
biror to‘g‘ri chiziqqa cheksiz yaqinlashish xossasi uning grafigini 
chizishda muhum rol o‘ynaydi.

Ta’rif. Agar y=f(x) egri chiziqning M nuqtasidan l to‘g‘ri 
chiziqqacha bo‘lgan s masofa M nuqta cheksiz uzoqlashganda 
nolga intilsa, l to‘g‘ri chiziq y=f(x) egri chiziqning asimptota­
si deyiladi.

y=f(x) funksiya grafigining asimptota chiziqlari umuman uch 
xil ko‘rinishda bo‘ladi:

1) vertikal asimptota;
2) gorizontal asimptota;
3) y=k+b ko‘rinishdagi asimptota chizig‘i.
x→a bo‘lganda |y|→∞ bo‘lsa, x=a vertikal asimptota chizig‘i; 

y→a bo‘lganda |x|→∞ bo‘lsa, y=a gorizontal asimptota chizig‘i 
bo‘ladi.
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Agar k f x
xx

=
→±∞
lim ( )

 
(1),

 
b f x k x

x
= −

→±∞
lim ( ( ) ( )

 
(2) limitlar mavjud 

bo‘lsa, u holda y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) egri chiziqning og‘ma 
asimptotasi deyiladi.

Agar y=kx+b og‘ma asimptota tenglamasini aniqlashda k=0 
(xususiy holda k=0, b=0) bo‘lsa, u holda y=b (yoki y=0) to‘g‘ri 
chiziq gorizontal asimptota deyiladi.

Giperbolaning muhum xususiyatlaridan biri shundaki, uning 
nuqtalari uchlaridan uzoqlashib borgan sari asimptota deb atal­
gan to‘g‘ri chiziqlarga cheksiz yaqinlashib boradi.

Giperbolada ikkita asimptota bor bo‘lib, uning tenglamalari, 

(4) uchun:
 
y b

a
x= ±
 
(3), (5) tenglama uchun: y

a
b
x= ±
 
(4).

1- va 2- chizmalarda giperbola va uning asimptotalarining 
o‘zaro joylashishi ko‘rsatilgan. Bu chizmalarda giperbola asimp­
totalarining qanday joylashishi ham ko‘rsatilgan. Giperbolani 
yasashdan avval uning asimptotalarini yasash tavsiya qilinadi.

4-misol. Giperbola asimptotalarining tenglamalari 8y+6x=0 
va 8y–6x=0 hamda fokuslar orasidagi masofa 20. Uning kanonik 
tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartiga asosan va (3) formulaga ko‘ra: 

y x=±
6
8

 Bundan: b a=
6
8  

(5)
 

Masala shartiga asosan:

	 2c=20⇒c=10; c2=b2+a2⇒100b2+a2	 (6)

a va b larni (5) va (6) dan topamiz: 

100 36
64

6
8

64
36

2 2

2

2

= +

=











⇒
=

=







a a

b a

a
b

.



57

Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: x y2 2

64 36
1− = .

5-misol. Asimptotalar orasidagi burchak 150° va fokuslari 

abssissalar o‘qida bo‘lib, ular orasidagi masofa 2 8 3c =  bo‘lsa 

giperbola tenglamasini tuzing.
Yechish. Agar giperbola asimptotalari o‘zaro 150° li burchak 

tashkil etsa, ularda bittasi bilan Ox o‘qning musbat yo‘nalishi 
orasidagi burchak 30° bo‘ladi.

Shuning uchun: b
a

tg a b= ⇒ =30 30 .

a va b larning qiymatlarini aniqlaymiz. Masala shartiga aso­
san: c2–48.

Bundan:

a b

a b

b b

a b

b
a

=
⇒

+ =









+ =
⇒

=









=
=







3

48

3 48

3

12
362 2

2 2

2 2

2

2

Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: 
x y2 2

36 12
1− = .

Giperbolaning ekssentritsiteti, direktritsalari va fokal radiuslari

Ta’rif. Giperbolaning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi 
(2c) masofaning haqiqiy o‘qi (2a) nisbatiga aytiladi va quyida­
gicha belgilanadi:

	
e c

a
c
a

a b
a

b
a

= = =
+

= +







2
2

1
2 2 2

	
(1)

c<a bo‘lgani uchun e>1 bo‘ladi.
Ekssentritsitet giperbolaning shaklini xarakterlaydi. Haqiqatan 

(3) formuladan quyidagi kelib chiqadi: b
a

c
a

e





 =





 − = −

2 2
21 1 (2) 
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Bundan ekssentritsiteti qanchalik kichik bo‘lsa, giperbolaning ya­

rim o‘qlari nisbati b
a  

shunchalik kichik bo‘lishi ko‘rinadi. 

Biroq 
b
a  

nisbat giperbola asosiy to‘g‘ri to‘rtburchagi CDEF 

(1-chizma)ning shaklini, demak, giperbolaning o‘zining shaklini 
aniqlaydi. Giperbolaning ekssentritsiteti qanchalik kichik bo‘lsa, 
uning asosiy to‘g‘ri to‘rtburchagi fokal o‘q yo‘nalishi bo‘yicha 
shunchalik tortilgan bo‘ladi.

Ta’rif. Giperbolaning direktritsalari deb, uning simmetriya 

markazidan ± a
e  

masofada haqiqiy o‘qiga perpendikulyar bo‘lib 

o‘tadigan (d1 va d2) to‘g‘ri chiziqlarga aytiladi.
Demak, giperbola direktritsalarining tenglamalari:

x a
e

x a
e

=

=−









         

(3)  yoki   
x a

c

x a
c

=

=−











2

2

       

(4)

Giperbolaning markazidan bir tomonda yotgan direktritsasi va 
fokusi mos direktritsa va mos fokus deb ataladi.

Giperbolaning nuqtalari mos fokus va mos direktritsaga nis­
batan ushbu xossaga ega: Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan fok­
usgacha bo‘lgan masofaning mos direktritsagacha bo‘lgan masofa­
ga nisbati o‘zgarmas son bo‘lib, giperbolaning ekssentritsitetiga 
tengdir, ya’ni:

r
d

e1

1

=
 
yoki 

r
d

e2

2

=
 

Ta’rif. Giperbolaning ixtiyoriy M(x;y) nuqtasidan uning F1(c;0) 
va F2(c;0) fokuslarigacha bo‘lgan masofalari M nuqtaning fokal 
radiuslari deyiladi va ular shu
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r a ex
r a ex
1

2

=− +

= +




  

(o‘ng tarmog‘i uchun) va 
r a ex
r a ex
1

2

=− −

= −




  

(chap 

tarmoq uchun) formulalar bilan aniqlanadi.

6-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan:
 

x y2 2

36 12
1− = .

  
Uning ekssentritsitetini toping.

Yechish. Giperbola tenglamasidan: a2=36, b2=12. Ekssentrit­
sitet yuqoridagi formulalardan kelib chiqqan holda hisoblanadi: 

e a b
a

=
+

=
2 2 7

6
.

7-misol. Haqiqiy o‘qining uzunligi 10 ga, ekssentritsiteti 6
5  

ga
 

teng bo‘lib, fokuslari Ox o‘qda yotgan giperbolaning tenglamasi­
ni tuzing.

Yechish. Shartga ko‘ra: 2a=10⇒a=5 (1) tenglikdan foydalanib, 

quyidagini topamiz:
 

6
5 5

6= ⇒ =
c c .

So‘ngra, b2=36–25=11 ni topamiz. Shunday qilib izlanayot­

gan tenglama
 

x y2 2

25 11
1− =
 
ko‘rinishda bo‘ladi.

8-misol. Giperbolaning ekssentritsiteti e= 7
5

.
 
M(x;y) nuqta­

ning fokal – radiusi r=14. Shu M nuqtadan u bilan bir tomonda 
yotuvchi direktritsagacha bo‘lgan masofani hisoblang.

Yechish. Masala shartiga asosan chizma chizamiz (3-chizma).
Agar M(x;y) nuqtaning fokal radiusi r bo‘lsa, M(x;y) nuqtadan 

M nuqta bilan bir tomonda yotuvchi direktritsagacha bo‘lgan ma­

sofani d desak, bular orasida e
r
d

=
 
munosabat mavjud. Bu mu­

nosabatdan:
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d r
e

= = = =14
7
5

5
2

2 5, .

3-chizma

5-§. Parabola va uning tenglamasi

Uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabola

Ta’rif. Parabola deb, tekislikning fokus deb ataluvchi berilgan 
to‘g‘ri chiziqdan baravar uzoqlashgan barcha nuqtalar to‘plamiga 
(fokus direktritsada yotmaydi deb faraz qilinadi) aytiladi.

Fokusdan direktritsagacha bo‘lgan masofani p orqali belgilay­
miz. Bu kattalik parabolaning parametri deyiladi.

Parabola tenglamasini keltirib chiqarish uchun tekislikda 
koordinatalar sistemasini quyidagicha olamiz. Fokusdan o‘tuv­
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chi hamda berilgan direktritsaga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri 
chiziqni abssissa o‘qi deb, direktritsa va fokus orasidagi maso­
fani ifodalovchi kesma o‘rtasidan o‘tuvchi hamda Ox o‘qiga per­
pendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni Oy o‘qi deb olamiz. (1-chiz­
ma)

Shunday qilib, tanlangan sistemada fokus F p
2

0;







 
koordina­

talarga, direktritsa tenglamasi x p
=−

2  
(1) ko‘rinishda bo‘ladi.

1-chizma                                                   2-chizma

M(x;y) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. U holda para­
bola ta’rifiga asosan: MN=MF (2). Ikki nuqta orasidagi masofa 

formulasiga ko‘ra
 
x p y x p
−







 + = +

2 2

2
2

 
(3) bo‘ladi.

(2) tenglikning har ikki tomonini kvadratga oshirib topamiz:
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y2–2px(p>0) (4). Bu tenglama, simmetriya o‘qi Ox va tarmoq­
lari o‘nga yo‘nalgan, uchi koordinata boshida bo‘lgan parabola­
ning kanonik (eng sodda) tenglamasi deyiladi (1-chizma).

Parabolaning simmetriya o‘qi fokal o‘q deyiladi. Parabolaning 
simmetriya o‘qi bilan kesishish nuqtasi uning uchi deyiladi.

M(x;y) nuqtaning fokal – radiusi:
 
r x p
= +

2            
(5)

Simmetriya o‘qi Ox va tarmoqlari chapga yo‘nalgan, uchi 
koordinatalar boshida bo‘lgan parabola (2-chizma)ning kanonik 
tenglamasi y2=–2px(p>0) (5) ko‘rinishda bo‘ladi. Uning direk­

tritsasi tenglamasi
 
x p
=

2  
(7) bo‘ladi.

Oy o‘q simmetriya o‘qi bo‘lgan va tarmoqlari yuqoriga yo‘nal­
gan, uchi koordinatalar boshida joylashgan parabolaning teng­
lamasi (3-chizma).

x2=2py(p>0) (7) ko‘rinishda bo‘lib, uning direktritsasi teng­

lamasi
 
y p
=−

2  
(8) bo‘ladi. M(x;y) nuqtaning fokal radiusi: 

	
r y p
= +

2 	
(9)

3-chizma                                    4-chizma
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Oy o‘q simmetriya o‘qi bo‘lgan va tarmoqlari pastga yo‘nalgan, 
uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning (4-chizma) 
kanonik tenglamasi x2=–2py(p>0) (10) ko‘rinishda bo‘lib, uning 

direktritsasi tenglamasi y p
=

2  
(11) bo‘ladi.

Parabolaning ekssentritsiteti: ε=1, chunki d=r; ε r
d

= =1.

1-misol. Agar uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning 
fokusi F(4;0) nuqtada yotsa, bu parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolaning fokusi Ox o‘qining musbat yarim o‘qi­
da yotibdi.

Unda parabolaning tenglamasi y2=2px bo‘ladi. 
p p
2

4 8= ⇒ = .

Demak, y2–16x.
2-misol. Uchi koordinatalar boshida, Ox o‘qiga nisbatan sim­

metrik va A(2;2) nuqtadan o‘tuvchi parabolaning tenglamasi to­
pilsin.

Yechish. Shartga ko‘ra izlanayotgan parabola (2;–2) nuqtadan 
o‘tadi. Binobarin, bu nuqtaning koordinatalari parabola teng­
lamasini qanoatlantiradi.

(–2)2=2p•2⇒p=1.

Demak, parabolaning tenglamasi y2=2•1•x=2x bo‘ladi.
3-misol. Parabola tenglamasi y2=10x berilgan. Uning direk­

tritsasi tenglamasini tuzing.
Yechish. Parabola tenglamasi y2=10x dan 2p=10⇒10p=5.

x p
=−

2
bo‘lgani uchun x=−5

2
yoki 2x+5=0 direktritsa 

tenglamasidir.
4-misol. Uchi koordinatalar boshida, direktritsasining teng­

lamasi x=–4 bo‘lgan parabola fokusining koordinatalarini yo­
zing.
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Yechish. Koordinatalar boshidan, direktritsagacha bo‘lgan 
masofa koordinatalar boshidan fokusgacha bo‘lgan masofaga, 

ya’ni
 

p
2  

ga teng. x=–4 direktritsa tenglamasidan p
2

4=
 
ekani 

kelib chiqadi.
 
x p
=−

2  
direktritsa tenglamasiga y2=2px parabola 

mos keladi, uning fokusi F(4;0).

Uchi siljigan parabola

Uchi (a;b) nuqtada, simmetriya o‘qi Ox o‘qqa parallel va tar­
moqlari o‘ngga yo‘nalgan parabola tenglamasi (5-chizma): 

5-chizma                                             6-chizma

7-chizma                                       8-chizma
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(y–b)2=2p(x–a) (1) ko‘rinishda bo‘ladi.
Uchi (a;b) nuqtada, simmetriya o‘qi Ox o‘qqa parallel va tar­

moqlari chapga yo‘nalgan parabola tenglamasi (6-chizma):
(y–b)2=–2p(x–a) (2) ko‘rinishda bo‘ladi.
Uchi (a;b) nuqtada, simmetriya o‘qi Oy o‘qqa parallel va tar­

moqlari yuqoriga yo‘nalgan parabola tenglamasi (7-chizma):
(x–2)2=–2p(y–b) (3) ko‘rinishda bo‘ladi.
Uchi (a;b) nuqtada, simmetriya o‘qi Oy o‘qqa parallel va tar­

moqlari pastga yo‘nalgan parabola tenglamasi (8-chizma):
(x–a)2=–2p(y–b) (4) ko‘rinishda bo‘ladi.
Tenglamalarning har birida parabolaning parametri p>0 pa­

rabola fokusidan uning direktritsasigacha bo‘lgan masofa.
5-misol. Uchi A(1; 3) nuqtada bolib, M(5; 7) nuqtadan o‘tuv­

chi, simmetriya o‘qi Ox o‘qqa parallel bo‘lgan parabola teng­
lamasini toping.

Yechish. Shartga muvofiq, izlanayotgan parabola tenglamasi 
(1) ko‘rinishda bo‘ladi, chunki M(5; 7) nuqta parabolaning uchi­
dan o‘ngda joylashgan. Demak, parabolaning tarmoqlari o‘ng­
ga yo‘nalgan. p parametrning qiymatini hisoblash uchun A va M 
nuqtalarning koordinatalarini (1) tenglamaga qo‘yamiz:

(7–3)2=2p(5–1)⇒16=8p⇒p=2. Topilgan p=2 qiymatni va A 
uchning koordinatalarini (1) tenglamaga qo‘yib, izlanayotgan 
tenglamani hosil qilamiz: (y–3)2=4(x–1).

6-misol. Uchi A(3;–3) nuqtada, fokusi F(8;2) nuqtada bo‘lgan 
parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko‘ra izlanayotgan parabolaning tenglamasi 
(1) ko‘rinishda bo‘ladi. Parabolaning o‘qi Ox o‘qqa parallel 
bo‘lgani uchun (uchining va fokusining) ordinatalari bir xil va 
demak, Ox o‘qqa parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqda yotadi), para­
bolaning tarmoqlari esa o‘ngga yo‘nalgan (parabolaning fokusi 
uchidan o‘ngda joylashgan). Parabolaning uchi bilan fokusi 

orasidagi masofa
 

p
2  

ga teng bo‘lgani uchun
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p p
2

8 3 5 10= − = ⇒ = .

A uchining koordinatalarini va p ning topilgan qiymatini (1) 
tenglamaga qo‘yib, (y+3)2=10(x–3) ni hosil qilamiz.

7-misol. y2+4y–24x+76=0 parabola uchi va fokusining koor­
dinatalarini toping. Direktritsasining tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolala tenglamasini (1) ko‘rinishga keltiramiz:

y2+4y=24x–76⇒y2+2•2y+22=24x–72⇒

⇒(y+2)2=24(x–3).

Bundan parabola uchining koordinatalari: A(3;-2); 
2p=24⇒p=12.

Parabola uchidan fokusigacha bo‘lgan masofa
 

p
2

12
2

6= =
 
ga 

teng.

Fokusning abssissasi:
 
3

2
3 6 9+ = + =

p .  Fokus parabola uchi­

dan o‘ngda joylashgan, chunki parabolaning tarmoqlari o‘ngga 
yo‘nalgan; fokusning ordinatasi parabola uchining ordinatasiga 
teng, chunki parabolaning o‘qi Ox o‘qqa parallel, u holda fokus­
ning koordinatalari F(9; -2) bo‘ladi.

Parabolaning tarmoqlari o‘ngga yo‘nalgani uchun direktritsa 
parabola uchidan chaproqdan o‘tadi. U koordinatalar boshidan 
ham chapdan o‘tadi, chunki uchidan Oy o‘qqacha masofa 3 ga 
teng, uchidan direktritsagacha bo‘lgan masofa 6 ga teng. Direk­
tritsaning abssissasi minus ishora bilan olingan ushbu ayirmaga 

teng:
 

p
2

3 6 3 3− = − = .

Shuning uchun direktritsaning tenglamasi: x=–3.
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5-bob. FUNKSIYA VA UNING LIMITI

1-§. To‘plamlar va ular ustida amallar 

To‘plam va uning elementi. Chekli va cheksiz to‘plamlar
Matematikada ko‘pincha biror obyektlar gruppalarini yagona 

butun deb qarashga to‘g‘ri keladi: 1 dan 10 gacha bo‘lgan sonlar 
bir xonali sonlar, uchburchaklar, kvadratlar va shu kabilar. Bun­
day turli majmualar to‘plamlar deb ataladi.

To‘plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan 
biridir va shuning uchun u boshqa tushunchalar orqali ta’riflan­
maydi. Uni misollar yordamida tushuntirish mumkin. Jumladan 
biror sinfdagi o‘quvchilar to‘plami haqida, natural sonlar to‘pla­
mi haqida gapirish mumkin.

Ba’zi hollarda to‘plamlar lotin alfavitining A, B, C,…, Z harf­
lari bilan belgilanadi. Birorta ham obyektni o‘z ichiga olmagan 
to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi va  belgi bilan belgilanadi.

To‘plamni tashkil etuvchi obyektlar uning elementlari deyila­
di. To‘plam elementlarini lotin alfavitining kichik harflari a, b, 
c,…,z bilan belgilash qabul qilingan.

To‘plamdagi elеmеntlarning ushbu to‘plamga qarashli ekan­
ligini quyidagicha bеlgilaymiz.

a∈A a elеmеnt A to‘plamga qarashli. Agar birоr elеmеnt 
to‘plamga qarashli bo‘lmasa. U holda ∉ dan foydalaniladi. 
Masalan, A = {1, a, b, c, 4} bo‘lsin u holda quyidagilar o‘rinli 
1∈A, a∈A, b∈A, c∈A, 4∈A, 5∉A, d∉A,m k∉A.

Agar to‘plam elеmеntlarini sanash mumkin bo‘lsa bunday 
to‘plam chеklangan to‘plam dеyiladi. Agar ularni sanash mum­
kin bo‘lmasa bunday to‘plam chеksiz to‘plam dеyiladi.

Masalan, haftadagi kunlar to‘plami chekli, to‘g‘ri chiziqdagi 
nuqtalar to‘plami esa cheksizdir.

Matematikada bunday to‘plamlar uchun maxsus belgi qabul 
qilingan: N harfi bilan natural sonlar to‘plami belgilanadi, Z – 
butun sonlar to‘plami, Q – rasional sonlar to‘plami, R – haqi­
qiy sonlar to‘plami.
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[0; 1] sigmеnt kantinium quvvatli to‘plamdir. Unga ekvivalеnt 
to‘plamlar chеksiz to‘plam hisоblanadi. Iхtiyoriy kichik kеsma 
ustidagi nuqtalar to‘plami kantinium quvvatli to‘plamga ekvi­
valеnt to‘plamdir.

Dоiraning markazidan to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazsak dоiraning 
bir nеchta nuqtalari to‘g‘ri chiziqning bitta nuqtasiga akslana­
di. Bu akslantirishda dоira nuqtalari to‘plami to‘g‘ri chiziq nuqta­
lari to‘plamiga akslantirish bo‘lib, bu to‘plamlar katinium quvvatli 
to‘plamdir. Ya’ni chеksiz to‘plamdir. Ikkita A va B to‘plam bеril­
gan bo‘lsin birоr f qоida bo‘yicha A to‘plamning har bir х elеmеntiga 
B to‘plamning y elеmеntini mоs kеltiraylik. U hоlda shu qоidani A 
to‘plamni B to‘plamga akslantirish dеyiladi. Quyidagicha bеlgilanadi:

f: A →B yoki A B
f
®

To‘plam o‘z elementlari bilan aniqlanadi, ya’ni agar ixtiyoriy 
obyekt haqida u biror to‘plamga tegishli yoki tegishli emas deyish 
mumkin bo‘lsa, bu to‘plam berilgan deb hisoblanadi.

To‘plamni uning barcha elementlarini sanab ko‘rsatish bilan 
berish mumkin. Masalan, agar biz A to‘plam 3, 4, 5 va 6 son­
lardan tashkil topgan desak, biz bu to‘plamni bergan bo‘lamiz, 
chunki uning barcha elementlarini sanab ko‘rsatildi. Uni bunday 
yozish mumkin: A={3, 4, 5, 6} bunda sanab ko‘rsatilgan element­
lar katta qavslar ichiga yoziladi.

Xarakteristik xossa – bu shunday xossaki, to‘plamga tegishli 
har bir element bu xossaga ega bo‘ladi va unga tegishli bo‘lmagan 
birorta ham element bu xossaga ega bo‘lmaydi.

Masalan, ikki xonali sonlar to‘plami A ni qaraylik. Mazkur 
to‘plamning ixtiyoriy elementi ega bo‘lgan xossa – «ikki xona­
li son bo‘lishlikdir». Bu xarakteristik xossa biror-bir obyektning 
A to‘plamga tegishli yoki tegishli emasligi haqidagi masalani ye­
chish imkonini beradi. Masalan, 21 soni A to‘plamga tegishli, 
chunki u ikki xonali son, 145 soni esa A to‘plamga tegishli emas, 
chunki u ikki xonali son emas.
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Ta’rif. Agar B to‘plamning har bir elementi A to‘plamning 
ham elementi bo‘lsa, B to‘plam A to‘plamning qism to‘plami de­
yiladi.

Agar B A to‘plamning qism to‘plami bo‘lsa, B⊂A kabi yozi­
ladi va bunday o‘qiladi: «B A ning qism to‘plami», «B to‘plam A 
ga kiradi».

Ta’rif. Agar A⊂B va B⊂A bo‘lsa, A va B to‘plamlar teng de­
yiladi. 

Agar A va B to‘plamlar teng bo‘lsa, u holda A = B kabi yozi­
ladi.

Kesishmaydigan to‘plamlar umumiy nuqtaga ega bo‘lmagan 
ikkita doira yordamida tasvirlanadi.

To‘plamlar kesishmasi

Ta’rif. A va B to‘plamlarning kesishmasi deb shunday to‘plam­
ga aytiladiki, u faqat A va B to‘plamga tegishli elementlarnigina 
o‘z ichiga oladi. 

A va B to‘plamlarning kesishmasi A∩B kabi belgilanadi. Agar 
A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvirlasak, u hol­
da berilgan to‘plamlarning kesishmasi shtrixlangan soha bilan 
tasvirlanadi (1-chizma).

Agar A va B to‘plamning elementlari sanab ko‘rsatilgan bo‘lsa 
u holda A∩B ni topish uchun A va B ga tegishli bo‘lgan element­
larni, ya’ni ularning umumiy elementlarini sanab ko‘rsatish yetarli.

       

 1-chizma                                                2-chizma

Endi A juft natural sonlar to‘plami va B 4 ga karrali natural 
sonlar to‘plamining kesishmasi qanday to‘plam ekanini aniqlay­
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miz. Berilgan A va B to‘plamlar cheksiz to‘plamlar va B to‘plam 
A to‘plamning qism to‘plami. Shuning uchun A to‘plamga va B 
to‘plamga tegishli elementlar B to‘plamning elementlari bo‘ladi. 
Demak, A∩B = B.

To‘plamlarning birlashmasi

Ta’rif. A va B to‘plamlarning birlashmasi deb shunday to‘plam­
ga aytiladiki, u faqat A yoki B to‘plamning elementlarini o‘z ichi­
ga oladi.

A va B to‘plamlarning birlashmasi A∪B kabi belgilanadi. Agar 
kesishuvchi A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvir­
lasak u holda ularning birlashmasi shtrixlangan soha bilan tasvir­
lanadi (2-chizma).

Endi A juft natural sonlar to‘plami va B 4 ga karrali natural 
sonlar to‘plamining birlashmasi qanday to‘plam ekanini aniqlay­
miz.

Ilgariroq B∩A ekani aniqlangan edi. Shuning uchun A∪B 
to‘plamga tegishli elementlar A to‘plamning elementlari bo‘ladi. 
Demak mazkur holda A∪B = A.

To‘plamlar kesishmasi va birlashmasi qonunlari

1. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun to‘plamlar kesishmasi va 
birlashmasining o‘rin almashtirish qonunini ifodalovchi A∪B = 
B∪A, A∩B = B∩A tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.

2. To‘plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun gruppalash 
qonuni ham o‘rinli, ixtiyoriy A, B va C to‘plamlar uchun (A∩B) 
∩C = A∩(B∩C), (A∪B)∪C = A∪(B∪C) tengliklar bajariladi.

Gruppalash qonunlarini Eyler doiralari yordamida ko‘rgazma­
li tasavvur qilish mumkin. Masalan, to‘plamlar kesishmasining 
gruppalash qonunini ko‘rib chiqaylik. A, B va C to‘plamlarni 
juft-jufti bilan kesishadigan uchta doira ko‘rinishida tasvirlaymiz.

3. Taqsimot xossasi:

(A∪B) ∩ C = (A ∪C) ∩ (B ∪ C),

(A ∩B) ∪ C = (A ∪C) ∩ (B ∪ C).
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Qism to‘plamning to‘ldiruvchisi

Eyler doiralari yordamida 
mazkur vaziyat 3-chizmadagi ka­
bi tasvirlanadi, bunda A to‘plam­
dan B qism to‘plam chiqarib 
tashlangandan keyin qolgan qism 
– bu shtrixlangan qismdir. Bu 
qism B to‘plamning A to‘plamga­
cha to‘diruvchisi deyiladi.

Ta’rif. B⊂A bo‘lsin. A 
to‘plamning B to‘plamga tegish­
li bo‘lmagan elementlarnigina o‘z 
iciga olgan to‘plam B to‘plamning 
A to‘plamgacha to‘ldiruvchisi deyiladi.

B to‘plamning A to‘plamgacha to‘ldiruvchisi (B ⊂ A shart ba­
jarilganda) A\B kabi belgilanadi.

Qism to‘plamning to‘ldiruvchisini topishda foydalaniladigan 
operatsiya ayirish amali deyiladi.

Agar A va B to‘plamlar elementlari sanab ko‘rsatilgan bo‘lsa, 
u holda A\B ni topish uchun A to‘plamga tegishli bo‘lgan va B 
to‘plamga tegishli bo‘lmagan elementlarni sanab ko‘rsatish yetarli.

′ =BA A B\ .

To‘plamlarning dekart ko‘paytmasi

To‘plam elementlarining kelish tartibi muhim bo‘lgan hollar­
da, matematikada elementlarning tartiblangan naborlari haqida 
gap boradi. Mazkur masalada biz tartiblangan juftliklar bilan ish 
ko‘ramiz.

a va b elementlardan tashkil topgan tartiblangan juftlikni (a, 
b) bilan belgilash qabul qilingan, bunda a element juftliklarning 
birinchi koordinatasi (komponentasi), b element esa bu juftlik­
ning ikkinchi koordinatasi (komponentasi) deyiladi.

3-chizma
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(a, b) va (c, d) juftliklarda a = c va b = d bo‘lgan holdagina 
bu juftliklar teng bo‘ladi.

Ikkita turli to‘plamlar elementlaridan ham tartiblangan jut­
liklar hosil qilish mumkin. Masalan, A = {1, 2, 3} va B = {3, 5} 
to‘plamlarni olamiz va mumkin bo‘lgan tartiblangan juftliklarni 
shunday hosil qilamizki, jutliklarning birinchi komponentasi 
A to‘plamdan, ikkinchi komponentasi esa B to‘plamdan tanlab 
olinsin. Ushbu to‘plamga ega bo‘lamiz:

{(1,3), (1,5), (2,3), (2,5), (3,3), (3,5)}

Formal xarakterga ega bo‘lgan ushbu masalaga konkret ma’no 
berish mumkin bo‘lgan barcha ikki xonali sonlarni shunday hosil 
qilingki, bunda o‘nliklar raqami 1, 2, 3 raqamlardan tanlab oli­
nadi, birliklar raqami esa 3 yoki 5 raqami bo‘lishi mumkin.

Ta’rif. A va B to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi deb birinchi 
komponentasi A to‘plamga, ikkinchi komponentasi B to‘plamga 
tegishli bo‘lgan juftliklar to‘plamiga aytiladi, ya’ni,

A•B = {(x,y): x∈A, y∈B}.

A va B to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi A•B kabi belgilanadi.
Dekart ko‘paytmani topishda qo‘llaniladigan amal to‘plam­

larning Dekart ko‘paytirish deyiladi.
Ta’rif. A1, A2, …, An to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi deb 

uzunligi n bo‘lgan shunday kortejlar to‘plamiga aytiladiki, bun­
da kortejning birinchi komponentasi A1 to‘plamga, ikkinchi kom­
ponentasi A2 to‘plamga,…, n-komponentasi An to‘plamga tegish­
li bo‘ladi.

A1, A2, …, An to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi A1x A2 x … 
x An kabi belgilanadi.

2-§. Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. E to‘plamni F to‘plam­
ga akslantirish

f:E→F 

ni o‘rgangan edik.
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Endi E=F, F=R deb olamiz. Unda har bir haqiqiy x songa 
biror haqiqiy y sonni mos qo‘yuvchi

f:F→R ( x y
f

→ )

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.
Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika 

kursidan ma’lum. Shuni e’tiborga olib funksiya haqidagi dastlab­
ki ma’lumotlarni qisqaroq bayon etishni lozim topdik. 

Aytaylik, X⊂R, Y⊂R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y o‘zgaruv­
chilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: x∈X, y∈Y.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga ko‘ra 
to‘plamdan bitta Y son y mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funk-
siya berilgan (aniqlangan) deyiladi va

f:x→y yoki y=f(x)

kabi belgilanadi. Bunda X – funksiyaning aniqlanish to‘plami 
(sohasi), Y – funksiyaning o‘zgarish to‘plami (sohasi) deyila­
di. x – erkli o‘zgaruvchi yoki funksiya argumenti, y esa erksiz 
o‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X=(-∞,+∞), Y=(0,+∞) bo‘lib, f qoida 

f:x→y=x2+1 

bo‘lsin. Bu holda har bir x∈X ga bitta x2+1∈Y mos qo‘yilib, 

y=x2+1 

funksiyaga ega bo‘lamiz.
2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni 

mos qo‘yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle 
funksiyasi deyilib, u kabi belgilanadi:

D x
, agar x ratsional ,
, agar x irratsional

( )=
1
0

 son bo'lsa
 son bo''lsa




  

Shunday qilib, y=f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va 
har bir x∈X ga bitta y∈Y ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi 
bilan aniqlanar ekan.
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Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya X⊂R to‘plamda berilgan 
bo‘lsin. x0∈X nuqtaga mos keluvchi y0 miqdor y=f(x) funksiya
ning x=x0 nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi va f(x0)=y0 kabi bel­
gilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislik­
dagi (x,f(x)) nuqtalardan iborat ushbu 

{(x,f(x))}={(x,f(x))|x∈X, f(x)∈Y} 

to‘plam y=f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan, 

y=x2–1 (x∈X=[–2,2]) 

funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan.

 

1-chizma

Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.
a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formu­

lalar yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda be
rilishi deyiladi. 

Masalan, 

y x= −1 2

funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniqlanish to‘pla­
mi 

X={x∈R |–1≤x≤1}=[–1,1]

bo‘ladi.
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x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar 
yordamida berilgan bo‘lsin:

y f x
x
x

= =
>

− <






( )
,
,

1 0
1 0

agar bo'lsa,
agar bo'lsa. 

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X=R\{0} bo‘lib, qiymat­
lar to‘plami esa Y={–1,1} bo‘ladi. Odatda bu funksiya y=singx 
kabi belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda x∈X, y∈Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘la­
nish jadval orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida ha­
vo haroratini kuzatganimizda, t1 vaqtda havo harorati T1, t2 vaqt­
da havo harorati T2 va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil 
bo‘ladi.
t – vaqt t1 t2 t3 ... tn
T – harorat T1 T2 T3 ... Tn

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati T orasidagi bog‘lanishni 
ifodalaydi, bunda t – argument, T esa t ning funksiyasi bo‘ladi.

v) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror 
egri chiziq orqali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).

2-chizma

Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan 
bo‘lsin. Aytaylik, [a,b] segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan 
perpendikulyar L chiziqni faqat bitta nuqtada kessin. ∀x∈[a,b] 
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nuqtadan perpendikulyar chiqarib, uning L chiziq bilan kesishish 
nuqtasini topamiz. Olingan x nuqtaga kesishish nuqtasining ordi­
natasi y ni mos qo‘yamiz. Natijada har bir x∈[a,b] ga bitta y mos 
qo‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi. Bunda x bilan y orasidagi bog‘la­
nishni berilgan L egri chiziq bajaradi. 

Aytaylik, f1(x) funksiya X1⊂R to‘plamda, f2(x) funksiya esa 
X2⊂R to‘plamda aniqlangan bo‘lsin.

Agar 
1) X1=X2
2) ∀x∈X1 da f1(x)=f2(x)

bo‘lsa, f1(x) hamda f2(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va  
f1(x)=f2(x) kabi belgilanadi. 

2°. Funksiyaning chegaralanganligi. f(x) funksiya X⊂R to‘plam­
da berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, ∀x∈X uchun 
f(x)≤M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan 
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki, 
∀x∈X uchun f(x)≥m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda 
quyidan chegaralangan deyiladi. 

Ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham 
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda chega-
ralangan deyiladi.

1-misol. Ushbu
 
f x x

x
( ) = +

+
1
1

2

4
 
funksiyani qaraylik. Bu funksiya 

R da chegaralangan bo‘ladi.

◄ Ravshanki, ∀x∈R da f x
x
x

( ) .= +
+

>1
1

0
2

4

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun 

f x
x

x
x

x
x

( ) =
+

+
+

≤ +
+

1
1 1

1
14

2

4

2

4

bo‘ladi. Endi
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0 1 2 1 2 1
1

1
2

2 2 4 2 2 4
2

4≤ − = − + ⇒ ≤ + ⇒
+

≤( )x x x x x x
x

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:
 
f x( ) .≤ + =1 1

2
3
2

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini 
bildiradi. Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. ►

Ta’rif. Agar har qanday M>0 son olinganda ham shunday x0∈X 
nuqta topilsa va 

f(x0)>M

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan chegara
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. f(x) funksiya 
X⊂R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T(T≠0) son mavjud bo‘lsaki, 
∀x∈X uchun 

1) x–T∈X, x+T∈X 
2) f(x–T)=f(x)

bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning 
davri deyiladi.

Masalan, f(x)=sinx, f(x)=cosx funksiyalar davriy funksiyalar 
bo‘lib, ularning davri 2π ga, f(x)=tgx, f(x)=ctgx funksiyalarning 
davri esa π ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
a) Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T(T≠0) bo‘lsa, 

u holda 

Tn=Tn(n=±1, ±2,)

sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
b) Agar T1 va T2 sonlar f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u hol­

da T1+T2≠0 hamda T1–T2(T1≠T2) sonlar ham f(x) funksiyaning 
davri bo‘ladi.

v) Agar f(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning 
har birining davri T(T≠0) bo‘lsa, u holda
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f(x)+g(x), f(x)–g(x), f(x)•g(x), f x
g x

( )
( )

   (g(x)≠0)

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, T son ularning ham 
davri bo‘ladi.

2-misol. Ixtiyoriy T(T≠0) ratsional son Dirixle funksiyasi 

D x
agar x

x
( )

, ,
,

=
1
0

ratsional son bo'lsa
agar irratsional son bo''lsa






ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.
◄ Aytaylik, T(T≠0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, ∀x∈R 

irratsional son uchun x+T irratsional son, ∀x∈R ratsional son 
uchun x+T ratsional son bo‘ladi. Demak, 

D x T
x
x

( )
, ,

,
+ =

1
0

agar ratsional son bo'lsa
agar irratsional son bbo'lsa






Shunday qilib, ∀x∈R, T ratsional son bo‘lganda 

D(x+T)=D(x) 

bo‘ladi. ►
Ma’lumki, ∀x∈X (X⊂R) uchun x∈X bo‘lsa, X to‘plam O nuqta­

ga nisbatan simmetrik to‘plam deyiladi. 
Aytaylik, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda 

f(x) funksiya berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar ∀x∈X uchun f(–x)=f(x) tenglik bajarilsa, f(x) juft 

funksiya deyiladi. Agar ∀x∈X uchun f(–x)=– f(x) tenglik bajaril­
sa, f(x) toq funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x2+1 juft funksiya, f(x)=x3+x esa toq funksiya 
bo‘ladi. Ushbu f(x)=x2+x funksiya juft ham emas, toq ham emas.

Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda

f(x)+g(x), f(x)–g(x), f(x)•g(x),  
f x
g x

( )
( )

   (g(x)≠0)

funksiyalar ham juft bo‘ladi.
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Agar f(x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda 

f(x)+g(x), f(x)–g(x) 

funksiyalar toq bo‘ladi, 

f(x)•g(x),  
f x
g x

( )
( )

   (g(x)≠0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.
Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq funk­

siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
joylashgan bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X⊂R 
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar ∀x1,x2∈X uchun x1<x2 bo‘lganda f(x1)≤f(x2) teng­
sizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi deyiladi. Agar 
∀x1,x2∈X uchun x1<x2 bo‘lganda f(x1)< f(x2) tengsizlik bajarilsa, 
f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi deyiladi.

Ta’rif. Agar ∀x1,x2∈X uchun x1<x2 bo‘lganda f(x1)≥f(x2) tengsiz­
lik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi deyiladi. Agar 
∀x1,x2∈X uchun x1<x2 bo‘lganda f(x1)>f(x2) tengsizlik bajarilsa, 
f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan 
monoton funksiyalar deyiladi.

3-misol. Ushbu f x
x
x

( ) =
+1 2

 
funksiyaning X=[1,–∞] to‘plam­

da kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
◄ [1,–∞) da ixtiyoriy x1 va x2 nuqtalarni olib, x1<x2 bo‘lsin 

deylik. Unda

f x f x x
x

x
x

x x x x x x
x x

( ) ( )
( )(1 2

1

1
2

2

2
2

1 1 2
2

2 2 1
2

1
2

2
21 1 1 1

− =
+

−
+

= + − −
+ + ))

=

= − + ⋅ −
+ +

= − − ⋅
+

x x x x x x
x x

x x x x
x

1 2 1 2 2 1

1
2

2
2

1 2 1 2

1
21 1

1
1

( )
( )( )

( )( )
( )(11 2

2+ x )
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bo‘ladi. Keyingi tenglikda 

x1–x2<0,       1–x1•x2<0

bo‘lishini e’tiborga olib, 

f(x1)–f(x2)>0

ya’ni f(x1)>f(x2) ekanini topamiz. Demak, 

x1<x2    ⇒   f(x1)>f(x2). ►
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X⊂R to‘plamda o‘suvchi (ka­

mayuvchi) bo‘lib, C=const bo‘lsin. U holda
a) f(x)+C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.
b) C>0 bo‘lganda C•f(x) o‘suvchi, C<0 bo‘lganda C•f(x) ka­

mayuvchi bo‘ladi.
v) f(x)+g(x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.
5°. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y=f(x) funksiya 

X⊂R to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning qiymatlaridan 
iborat to‘plam 

Yf={f(x)|x∈X}
bo‘lsin.

Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Yf, to‘plamdan olingan har 
bir y ga X to‘plamdagi bitta x mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday mos­
lik natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y=f(x) 
ga nisbatan teskari funksiya deyiladi va x=f–1(y) kabi belgilanadi.

Masalan,
 
y x= +1

2
1  funksiyaga nisbatan teskari funksiya 

x=2y–1 bo‘ladi.
Yuqorida aytilganlardan y=f(x) da x argument, y esa x ning 

funksiyasi, teskari x=f–1(y) funksiyada y argument, x esa y ning 
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x, uning funk­
siyasi y bilan belgilanadi: y=g(x).

y=f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya 
grafigini I va III choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylanti­
rish natijasida hosil bo‘ladi.
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Aytaylik, Yf to‘plamda u=F(y) funksiya berilgan bo‘lsin. Nati­
jada X to‘plamdan olingan har bir x ga Yf to‘plamda bitta y:

f:x→y      (y=f(x)),

va Yf to‘plamdagi bunday y songa bitta u: 

F:y→u   (u=F(y))

son mos qo‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x son­
ga bitta u son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: u=F(f(x)). 
Odatda bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

3-§. Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o‘rta maktab matemati­
ka kursidan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi 
asosiy ma’lumotlarni bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar.
Ushbu 

y=a0+a1x+a2x
2+...an–1x

n–1+anx
n

ko‘rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda 
a0, a1,...,an o‘zgarmas sonlar, n∈N. Bu funksiya R=(–∞,+∞) da 
aniqlangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) chiziqli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b    (a≠0)

ko‘rinishga ega, bunda a,b o‘zgarmas sonlar.
Chiziqli funksiya (–∞,+∞) da aniqlangan a>0 bo‘lganda 

o‘suvchi, a<0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘g‘ri 
chiziqdan iborat;

b) kvadrat funksiya. Bu funksiya 

y=ax2+bx+c     (a≠0)

ko‘rinishga ega, bunda a,b,c o‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniqlangan bo‘lib, uning grafigi para­

bolani ifodalaydi.
Ravshanki, 
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y aE bx c 0 x b
a

b ac
a

= + + = +





− −2
2 2

2
4

4
.

3-chizma.

Parabolaning tekislikda joylashishi a hamda D=b2–4a lar­
ning ishorasiga bog‘liq bo‘ladi. Masalan, a>0, D>0 va a<0, D<0 
bo‘lganda uning grafigi 3-chizmada tasvirlangan parabolalar 
ko‘rinishida bo‘ladi.

2°. Kasr-ratsional funksiyalar. Ushbu

y a a x a x a x
b b x b x b x

n
n

m
m= + + + +

+ + + +
0 1 2

2

0 1 2
2

...
...

ko‘rinishdagi funksiya kasr-ratsional funksiya deyiladi. Bunda a0, 
a1,...,an va b0,b1,...,bm lar o‘zgarmas sonlar n∈N, m∈N. Bu funk­
siya 

X=(–∞,+∞)\{x|b0+b1x+...+bmxm=0} 

to‘plamda aniqlangan.
Kasr-ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) teskari proporsional bog‘lanish. U 

y a
E

E 0 const= ≠ =( )0

ko‘rinishga ega. Bu funksiya 



83

X=(–∞, 0)∪(0,+∞)=R\{0}

to‘plamda aniqlangan, toq funksiya, a ning ishorasiga qarab funk­
siya (–∞, 0) va (0,+∞) oraliqlarning har birida kamayuvchi yoki 
o‘suvchi bo‘ladi (4-chizma).

4-chizma

b) kasr-chiziqli funksiya. U ushbu

y aE b
cE d

= +
+

ko‘rinishga ega. Bu funksiya 

X R d
c

c= −







≠\ ( )0

to‘plamda aniqlangan:
Ravshanki,

y aE b
cE d

bc ad
c E d

c

a
c

= +
+

= − ⋅
+

+2

1 .

Demak,

y
E

bc ad
c

d
c

a
c

=
+

+ = − = =





α
β

γ α β γ, , , .2
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Uning grafigini
 
y a

x
=

 
funksiya grafigi yordamida chizish 

mumkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu

y=xa,  (x≥0)

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.
Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami a ga bog‘liq. Darajali 

funksiya a>0, bo‘lganda (0,–∞) da o‘suvchi, a<0 bo‘lganda ka­
mayuvchi bo‘ladi. y=xa funksiya grafigi tekislikning (0,0) va (1,1) 
nuqtalaridan o‘tadi.

4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu

y=ax

ko‘rinishdagi funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda 
a∈R, a>0, a≠1. Ko‘rsatkichli funksiya (–∞,+∞) aniqlangan, ∀x∈R 
da ax>0; a>1 bo‘lganda o‘suvchi; 0<a<1 bo‘lganda kamayuvchi 
bo‘ladi.

Xususan, a=e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan 
y=ex funksiya hosil bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o‘qidan yuqorida joy­
lashgan va tekislikning (0,1) nuqtasidan o‘tadi.

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu 

y=logax

ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bunda 

a>0,   a≠1.

Logarifmik funksiya (0,+∞) da aniqlangan, y=ax funksiyaga 
nisbatan teskari; a>1 bo‘lganda o‘suvchi, 0<a<1 bo‘lganda ka­
mayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi Oy o‘qining o‘ng tomonida 
joylashgan va tekislikning (0,1) nuqtasidan o‘tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx, y=secx, y=cosecx
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funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar R=(–∞,+∞) da aniqlangan, 2 

davrli funksiyalar ∀x∈R da

–1≤sinx≤1, –1≤cosx≤1 

bo‘ladi. Ushbu 
y=tgx 

funksiya

X R x R x k k= ∈ = + = ± ±







\ | ( ) ; , , , ...2 1
2

0 1 2π

to‘plamda aniqlangan π davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funk­
siyalar sinx, cosx,tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

ctgx
tgx

x
x

ecx
x

= = =1 1 1, sec
cos

, cos
sin .

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y=ex funksiya yor­
damida tuzilgan ushbu

5 5 5 5 5 5
5 5

5 5
5 5

x x x x x x

x x

x x

x x

− + −
+

+
−

− − −

−

−

−2 2
, , ,

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik ko-
sinus, giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyila­
di va ular quyidagicha

shx 5 5 chx 5 5 thx 5 5
5 5

cthx 5 5
5 5

x x x x x x

x x

x x

x x= − = + = −
+

= +
−

− − −

−

−

−2 2
, , ,

belgilanadi.
8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y=sinx funk­

siya R da aniqlangan va uning qiymatlari to‘plami 

Yf=[–1,1]

bo‘ladi.

Agar x∈ −





π π
2 2

,
 
bo‘lsa, u holda X = −





π π
2 2

,
 
va Yf=[–1,1] 

to‘plamlarning elementlari o‘zaro bir qiymatli moslikda bo‘ladi. 
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y=sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya 

y=arcsinx 

kabi belgilanadi.
Shunga o‘xshash y=cosx, y=tgx, y=ctgx funksiyalarga nisba­

tan teskari funksiyalar mos ravishda 

y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx 

kabi belgilanadi.
Ushbu y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funksiyalar 

teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Funksiya limiti

Funksiya limiti oliy matematikaning muhim tushunchala­
ridan biri. Bu tushuncha yordamida matematika va uning tad­
biqlarida ko‘p foydalaniladigan funksiya hosilasi tushunchasi ki­
ritiladi.

 Avvalo, soddalik uchun natural argumentli funksiya (sonlar 
ketma-ketligi) va uning limitini keltiramiz. Keyinchalik ixtiyoriy 
argumentli funksiya limitini bayon etamiz. 

4-§. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Aytaylik, barcha natural sonlar to‘plam 

N={1,2,3,...,n,...}={n}

ning har bir n elementiga (natural songa) biror f qoidaga ko‘ra bit­
ta tayin xn haqiqiy son mos qo‘yilgan bolsin. Bu holda argumet­
li n bo‘lgan funksiya hosil bo‘ladi. Uni natural argumetli funksi­
ya deyiladi. Demak,

xn=f(n)

Bu funksiya qiymatlari 

x1f(1)      x2=f(2),...,        xn=f(n) 

dan tashkil topgan ushbu 

	 x1,x2,x3,...,xn,...	 (1)

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. 
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(1) ketma-ketlikni tashkil etgan 

xn (n=1,2,3,...) 

sonlar ketma-ketlik hadlari deyiladi: x1 – birinchi had, x2 – ik­
kinchi had va hakozo, xn–n – had (yoki umumiy had). (1) ket­
ma-ketlikni qisqacha {xn} kabi belgilanadi.

Ko‘pincha ketma-ketliklar umumiy hadlari orqali belgilana­
di. Masalan:

1)
 
x

n nn = 1 1 1
2

1
3

1: , , ,..., ,...

2)
 
x

nn = 1 1 1
2

1
3

: , , ,...

3) xn
n= − − + − +( ) : , , , ,...1 1 1 1 1

Biror {xn}: 
	 x1,x2,x3,...,xn,...	 (1)

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 
Agar bu (1) ketma-ketlikning hadlari quyidagi tengsizliklarni 

x1≤x2≤x3≤...≤xn≤...       (x1<x2<x3<...<xn<...)

qanoatlantilirsa, ya’ni ixtiyoriy n∈N uchun
xn≤xn+1, (xn<xn+1) 

bo‘lsa, {xn} o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari qiyidagi tengsizliklarni 

x1≥x2≥x3≥...≥xn≥...       (x1>x2>x3>...>xn>...)

qanoatlantirilsa, ya’ni ixtiyoriy n∈N uchun
xn≥xn+1      (xn>xn+1)

bo‘lsa, {xn} kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Masalan, 

xn=n:1,2,3,... 
qat’iy o‘suvchi, 

x
nn = 1 1 1

2
1
3

: , , ,...
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qat’iy kamayuvchi ketma-ketliklar bo‘ladi. 
O‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), kamayuvchi, (qat’iy kamayuvchi) 

ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton ketma-ketliklar de­
yiladi. 

Agar {xn} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar­
mas M sondan kichik yoki teng, ya’ni ixtiyoriy n∈N uchun 

xn≤M
bo‘lsa, {xn} yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, 

x n
nn = +2

2

1 2
1

5
4

10
9

: , , ...

ketma-ketlik yuqoridan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy 
n∈N uchun 

x n
n nn = + = + ≤
2

2 2

1 1 1 2

bo‘ladi.
Agar {xn} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar­

mas m sonidan katta yoki teng, ya’ni ixtiyoriy n∈N uchun 

xn≥m 
bo‘lsa, {xn} quyidan chegalangan ketma-ketlik deyiladi.

Masalan,

xn n= −

1
2

1 1
2

1
4

1
81 : , , , ,...

ketma-ketlik quyidan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy n∈N 
uchun

xn n= >−

1
2

01

bo‘ladi.
Agar {xn} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan che­

galangan bo‘lsa, ya’ni ixtiyoriy n∈N uchun 
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m≤xn≤M 

bo‘lsa, {xn} chegalangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

x
nn = +

1
4

1
5

2
8

3
132 : , , ,...

ketma-ketlik chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy n∈N uchun 

x n
nn =

+
>

4
02

bo‘ladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning quyidan chegalangan­
ligini bildiradi.

Ma’lumki,

0<(n–2)2=n2–4n+4

bo‘lib, undan 4n≤n2|4, ya’ni 

n
n4

1
42+

≤

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqori­
dan chegalanganligini bildiradi.

Demak, berilgan ketma-ketlik chegalangan.
2°. Ketma-ketliklar ustida amallar.
Aytaylik, ikkita {xn} va {yn} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin: 

{xn}: x1,x2,x3,...xn,...

{yn}: y1,y2,y3,...yn,...

Quyidagi 

x1+y1,    x2+y2,    x3+y3,...,xn+yn,...,

x1–y1,    x2–y2,    x3–y3,...,xn–yn,...,

x1•y1,    x2•y2,    x3•y3,...,xn•yn,...,

x
y
x
y
x
y

x
y

y nn

n
n

1

1

2

2

3

3

0 1 2 3, , ,..., ,..., ( , , , ,...)≠ =
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ketma-ketliklar mos ravishda {xn} va {yn} ketma-ketliklarning 
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular 

{xn+yn},     {xn–yn},       {xn•yn},       
x
y
n

n









kabi belgilanadi.
3°. Ketma-ketlikning limiti.
Biror a nuqta (haqiqiy son) hamda ixtiyoriy musbat ε soni be­

rilgan bo‘lsin. Ushbu 

(a–c,a+ε)=[x∈R•a–ε<x<a+ε]

interval a nuqtaning atrofi (ε – atrofi) deyiladi (1-chizma)

Ravshanki, ε soni turli qiymatlarga teng bo‘lganda a nuqta­
ning turli atroflari hosil bo‘ladi. 

Masalan, a=1 nuqtaning ε =
1
3  

atrofi

1 1
3

1 1
3

− +





, ,
 
ya’ni  

2
3

4
3

,





intervaldan;

a=0 nuqtaning ε = 1
10  

atrofi

0 1
10

0 1
10

− +





,
 
ya’ni  −





1
10

1
10

,

intervaldan iborat bo‘ladi. 
Biror {xn}:

x1,x2,x3,...,xn,... 

ketma-ketlik hamda a son (nuqta) berilgan bo‘lsin. 
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Ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy 

(a–ε, a+ε) 
atrofi (ε – ixtiyoriy musbat son) olinganda ham {xn} ketma-ket­
likning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrof­
ga tegishli bo‘lsa, a son {xn} ketma-ketlikning limiti deyiladi va 

lim
n nx a

→∞
=

kabi belgilanadi.
Ta’rifdagi «{xn} ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyin­

gi barcha hadlari a nuqtaning ixtiyoriy (a–ε, a+ε) atrofiga tegish­
li» deyilishini quyidagicha aytish mumkin:

Ixtiyoriy musbat ε son olinganda ham, shunday natural n0 to­
pilib, barcha n>n0 uchun 

a–ε<xn<a+ε 
yoki 

–ε<xn–a<ε ya’ni |xm a|<ε

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu mulohazalarga ko‘ra {xn} ketma-ketlik­
ning limitini quyidagicha ta’riflash mumkin bo‘ladi. 

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday natural 
son n0 topilsaki barcha n>n0 uchun 

|xn a|<ε 

tengsizlik bajarilsa, a son {xn} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Masalan, 

x
n nn = 1 1 1

2
1
3

1
4

1: , , , ,..., ,...

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘ladi, chunki ixtiyoriy ε>0 so­

ni olib, unga ko‘ra
 

1
ε





  

ni topib, so‘ng 

n0
1 1= 





+
ε
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deyilsa, unda barcha n>n0 uchun 

x a
n n nn − = − = < ≤ =1 0 1 1 1

1
0

ε

ε

bo‘ladi. Demak,
 

lim .
n n→∞

=1 0

Ushbu 1,–1,1,–1,1,–1,... ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, 

chunki har qanday a son, jumladan
 
a = 1

2  
deyilsa, unda, ravshan­

ki berilgan ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi bar­

cha hadlari
 

a = 1
2

 nuqtaning ε – atrofiga tegishli bo‘lmaydi.

Agar [xn] ketma-ketlikning limiti nolga teng, lim
n nx→∞

= 0
 
bo‘lsa, 

{xn} – cheksiz kichik miqdor deyiladi. 
Tasdiq. {xn} ketma-ketlik a limitga ega bo‘lishi uchun 

αn=xn– a 

ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va yetarli. 
Bu tasdiqning isboti yuqorida keltirilgan ketma-ketlik limiti 

hamda cheksiz kichik miqdor ta’riflaridan kelib chiqadi.
Keltirilgan tasdiqdan 

xn=a+ αn 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Masalan,
 
x n

n
n
nn =

+ +1
1
2

2
3

3
4 1

: , , ,..., ,...  ketma-ketlik uchun 

x n
n

n
n nn =

+
= + −

+
= −

+1
1 1

1
1 1

1  
bo‘lib,  x

n
nn =

+1

Cheksiz kichik miqdor bo‘lgani uchun 
 
lim lim
n n n
x n

n→∞ →∞
=

+
=

1
1

bo‘ladi.
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Agar har qanday musbat M son olinganda ham shunday n0 
natural son topilsaki, barcha n>n0 uchun |xn|>M bo‘lsa, {xn} ket­

ma-ketlikning limiti «∞» deyiladi
 
lim
n nx→∞

= ∞

Aytaylik, xn=n; 1,2,3,4,...n,... bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning 

limiti ∞ bo‘ladi: lim lim
n n n
x n

→∞ →∞
= = ∞

Biror {xn} x1,x2,x3,...,xn,... ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 
Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega bo‘lishi mumkin,
2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin,
3) limitga ega bo‘lmasligi mumkin.
Agar ketma-ketlik chekli limitiga ega bo‘lsa, u yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik deyiladi. 
2) va 3) hollarda ketma-ketlik uzoqlashuvchi deyiladi. 
4°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar qator xossalarga ega. Ularni 

keltiramiz.
1) agar ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning limiti yago­

na bo‘ladi;
2) agar ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u chegaralangan 

bo‘ladi;
3) o‘zgarmas sonning limiti o‘ziga teng;
4) agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib, 

lim ,
n nx a

→∞
=

   
lim
n ny b

→∞
=

bo‘lsa, u holda
 
{c•xn},   {xn±yn},    {xn•yn},    

x
y
n

n









,    (yn≠0)

ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

a) lim lim lim ,
n n n n n n nx y x y a b

→∞ →∞ →∞
±{ } = ± = ±

b) lim lim lim ,
n n n n n n nx y x y a b

→∞ →∞ →∞
⋅{ } = ⋅ = ⋅
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lim lim ( )
n n n nc x c x c a c const

→∞ →∞
⋅{ } = ⋅ ⋅ −

c)
 
lim ( , )

lim

limn
n

n

x

y n
x
y

a
b

b yn n

n n→∞









= = ≠ ≠→∞

→∞

0 0
 
bo‘ladi;

5) agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib, ixti­
yoriy n natural son uchun xn≤yn(xn≥yn) bo‘lsa, u holda 
lim lim (lim lim )
n n n n n n n nx y x y

→∞ →∞ →∞ →∞
≤ ≥  bo‘ladi;

6) agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va

lim lim
n n n nx y a

→∞ →∞
= =

 

bo‘lib, ixtiyoriy n natural son uchun xn≤zn≤yn bo‘lsa, {zn} ket­

ma-ketlik ham yaqinlashuvchi va
 
lim
n nz a

→∞
=

 
bo‘ladi.

5°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi.
e–soni.
Biz yuqorida yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning qator xossa­

larini keltirdik. Bu xossalar ketma-ketliklarning chekli limitga 
ega bo‘lishi bilan bog‘liq.

Ketma-ketlikning qachon chekli limitga ega bo‘lishi haqidagi 
masala limitlar nazariyasining muhim masalalaridan hisoblanadi.

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalovchi teoremalar 
maxsus adabiyotlarda keltiriladi.

Biz quyida mavjudlik teoremalarining ayrimlarini isbotsiz kel­
tiramiz.

1-teorema. Agar {xn}  x1,x2,x3,...,xn,... ketma-ketlik o‘suvchi 
bo‘lib, yuqoridan chegaralangan bo‘lsa {xn} ketma-ketlik chekli 
limitga ega (ya’ni yaqinlashuvchi) bo‘ladi.

2-teorema. Agar {xn}   x1,x2,x3,...,xn,... ketma-ketlik kamayu­
vchi bo‘lib, quyidan chegalangan bo‘lsa, {xn} ketma-ketlik chekli 
limitiga ega (ya’ni yaqinlashuvchi) bo‘ladi.

e–soni. Matematikada e deb ataluvchi son muhum ro‘l o‘ynay­
di. U maxsus ketma-ketlikning limiti sifatida ta’riflanadi.
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Ma’lumki, ixtiyoriy α>–1 va ixtiyoriy natural n≥2 sonlar uchun 

	 (1+α)n>1+n•α 	 (*)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Uni Bernulli tengsizligi deyiladi. 
Endi ushbu 

x
nn

n

= +





1 1 :
    

2 9
4

64
27

1 1, , ,..., ,...+



n

n

Sonlar ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlikning o‘suv­
chi hamda yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

a) ketma-ketlikning o‘suvchiligi. 
Qaralayotgan 

x
nn

n

= +





1 1

ketma-ketlikning o‘suvchi bo‘lishini korsatish uchun uning 

x
nn

n

−

−

= +
−





1

1

1 1
1

,
    
x

nn

n

= +





1 1

hadlarining nisbatini qaraymiz:

x
x n n

n
n

n
n

n

n

n n n n

−

−

= +





 +

−






 =

+





 −









1

1

1 1 1 1
1

1
1

: :
−−

− −

=

=
+






 ⋅

−





 =

+
⋅

+





 ⋅

−





1

1 11 1 1 1 1n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n n n


 =

=
+ −






 =

+
−








−

− −

n

n nn
n

n
n

n
n n

1

1

2

11 1 1 1 1 .

Bu tenglikdagi

1 1 1 1
2

1

2

1

−





= +





− −

n n

n n

ifodaga Bernulli tengsizlikni qo‘llab topamiz:



96

1 1 1 1 1 1 1 1
2

1

2 2+





> − ⋅ −





= − +
−

n
n

n n n

n

( ) .

Natijada

x
x

n
n n

n
n n n

n

n

n

n

−

−

= + ⋅ + −





≥ + ⋅ − +





=

= +





1
2

1

2

1 1 1 1 1 1 1

1 1
 − +





= + >1 1 1 1 1 12 3n n n

bo‘ladi. Demak,
 

x
x
n

n−

>
1

1.

Keyingi tengsizlikdan xn–1 <xn bo‘lishi kelib chiqadi. Bu 

x
nn

n

= +





1 1

ketma-ketlikning o‘suvchi ekanligini bildiradi.
b) Ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligi.

Qaratilayotgan ketma-ketlikning umumiy hadi
 
x

nn

n

= +





1 1

 
ni baholaymiz:

x
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

n n n

= +





 =

+





 =

+
⋅

+
+







 =

=
+

1 1 1 2 2
2

2 1
2 1

2 2
2




 ⋅

+
+







 =

+








⋅
+
+









=

=

n n

n n
n
n n

n
n
n

2 1
2 1

1
2

2 1

1
2 1
2 2

1

11 1
2 1

1 1
2 2

1

1 1
2

1 1
2

−
+







 ⋅ −

+








<
−






 ⋅ −






n n n n

n n n n
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Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:

1 1
2

1 1
2

1 1
2

1 1
2

1
2

−





 = +

−





 > + ⋅

−
= − =

n n
n

n

n n

.

Natijada

xn <
⋅

=1
1
2

1
2

4

bo‘lib, undan {xn} ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganli­
gi kelib chiqadi. 

Shunday qilib

x
nn

n

{ } = +
















1 1

ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan.
Unda 1-teoremaga ko‘ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega 

bo‘ladi. 
Ta’rif. Ushbu 

x
nn

n

{ } = +
















1 1

ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi: 

lim
n

n

n
e

→∞
+





=1 1

Bunda e lotincha exponentis – «ko‘rsatkich» so‘zining dast­
labki harfini ifodalaydi.

e – irratsional son bo‘lib uning taqribiy qiymati e≈2,7182 ga 
teng. 

Odatda asosi e bolgan logorifm natural logorifm deyilib 
lnA=logeA kabi belgilanadi.
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5-§. Funksiya limiti

1°. Sonlar to‘plamining limit nuqtasi.
Aytaylik, biror haqiqiy sonlar to‘plami X va x0 nuqta (haqiqiy 

son) berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar x0 nuqtaning ixtiyoriy (x0–ε, x0+ε) (ε>0) atrofida 

X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘lsa, x0 nuqta X to‘plam­
ning limit nuqtasi deyiladi.

Masalan:
1) X=[0,1] to‘plamning (segmentining) har bir nuqtasi shu 

to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi;
2) X=(0,1) to‘plamning (intervalning) har bir nuqtasi va x=0, 

x=1 nuqtalar shu to‘plamning limit nuqtalari bo‘ladi;
3) X=N={1,2,3,...} to‘plam limit nuqtaga ega emas. 
Tasdiq. Agar x0 nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u 

holda shunday sonlar ketma-ketligi {xn} topiladiki:
1) Ixtiyoriy natural n da xn∈X, xn≠x0,

2) lim
n nx x

→∞
= 0

 bo‘ladi.

Shuni aytish kerakki, tasdiqning shartlarini qanoatlahtiruvchi 
ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi.

2°. Funksiya limitining ta’riflari.
Aytaylik, f(x) funksiya X to‘plamda (X⊂R) berilgan bo‘lib, x0 

nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Ta’rif. Agar X to‘plam nuqtalaridan tuzulgan va x0 ga inti­

luvchi (yaqinlashuvchi) har qanday 

x x x x x x a x xn n n n n{ } ≠ =
→∞

: , , ,..., , ( ) lim1 2 3 0

ketma-ketlik olinganda ham funksiya qiymatlaridan iborat

{f(xn)}: f(x1),f(x2),f(x3),...,f(xn),...

ketma-ketlik yagona A ga (chekli yoki cheksiz) intilsa shu A ga 
f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi (x ning x0 ga intilgandagi) limiti 

deyiladi va 
lim ( )
n

f x A
→∞

=  kabi belgilanadi.
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Misol. Ushbu f(x)=2x–1 funksiyaning x0=3 nuqtadagi limiti­
ni topamiz.

Har bir hadi 3 dan farqli bo‘lgan, 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {xn} 

ketma-ketlikni olamiz: lim ( , , , ,...).
n n nx x n

→∞
= ≠ =3 3 1 2 3

U holda berilgan funksiyaning qiymatlari f(x),         n=1,2,... 
bo‘lib ulardan tuzulgan ketma-ketlik 

{f(xn)}={2xn—1} 

bo‘ladi. Bu sonlar ketma-ketligining limiti

lim ( ) lim ( )
x n x n
n n

f x x
→∞ →∞

= − = ⋅ − =2 1 2 3 1 5

bo‘ladi. Demak, ta’rifga ko‘ra f(xn)=2x–1 funksiyaning x→3 dagi 
limiti 5 ga teng bo‘ladi:

lim ( ) lim( )
x n x
f x x

→ →
= − =

3 3
2 1 5

Ikkita ε>0 va δ>0 (yetarlicha kichik) sonlarni olaylik.
Ma’lumki, x0 nuqtaning δ atrofi (x0–δ, x0+δ) intervaldan, A 

sonining ε atrofi (A–ε, A+ ε) intervaldan iborat bo‘ladi.
f(x) funksiya argumenti x ning x≠x0 bo‘lib, (x0–δ, x0+δ) atrof­

ga tegishli ekanligini, ya’ni x∈(x0–δ, x0+δ), bo‘lishi quyidagicha 
ifodalanadi:

x0– δ <x<x0< δ ,         x≠x0      0<|x–x0|<δ.

Shuningdek, f(x) funksiya mos qiymatlarining (A–ε, A+ ε) at­
rofga tegishliligi, ya’ni 

f(x)∈(A–ε, A+ ε) 
bo‘lishi quyidagicha ifodalanadi:

A–ε<f(x)<A+ε,       | f(x)–A|<ε

U holda bu ifodalardan foydalanib, funksiya limitini quyida­
gicha ham ta’riflash mumkin. 

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday δ>0 son 
topilsaki, argument x ning 
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0<|x–x0|<δ 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

| f(x)–∆|<ε

tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi (x→x0 da­

gi) limiti deyiladi va yuqoridagidek 
lim ( )
x x

f x A
→

=
0  kabi belgilanadi.

Odatda, (x0– δ, x0) va (x0, x0+δ) intervallar (δ>0) x0 nuqta­
ning mos ravishda chap va o‘ng atrofi deyiladi.

Agar funksiya limiti ta’rifida funksiya argumenti x ning qiy­
matlari x0 nuqtaning chap atrofida bo‘lsa, funksiya limiti chap 
limit deyiladi va 

lim ( ) ( ) ( )
x x x x

x x

f x lim f x f x
→ − →

<

= = −
0 0

0

0 0 0

kabi belgilanadi.
Agar funksiya limiti ta’rifida argumenti x ning qiymatlari x0 

nuqtaning o‘ng atrofida bo‘lsa, funksiyaning limiti o‘ng limiti de­
yiladi va 

lim ( ) ( ) ( )
x x x x

x x

f x lim f x f x
→ + →

>

= = +
0 0

0

0 0 0

kabi belgilanadi.
Funksiyaning o‘ng va chap limitlari uning bir tamonli limit-

lari deyiladi. 
Masalan,

f x
x agar x
x agar x

( )
,

,
=

+ >
≤





2 0
03

funksiyaning x0=0 nuqtadagi o‘ng limiti

lim ( ) lim( ) ,
x
x

x
x

f x x
→
>

→
>

= + =
0

0
0

0

2 2

chap limiti lim ( ) lim
x
x

x
x

f x x
→
>

→
>

= =
0

0
0

0

3 0
 
bo‘ladi.
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Aytaylik, y=f(x) funksiya (–∞, +∞) oraliqda aniqlangan bo‘lsin. 
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday M>0 

son topilsinki, |x|>M tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x lar­
da | f(x)–A|<ε tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x→∞ 

dagi limiti deyiladi va 
lim ( )
x

f x A
→∞

=
 kabi belgilanadi.

3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.
Aytaylik, f(x) funksiya X to‘plamda (X⊂R) berilgan bo‘lib, x0 

shu to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Agar x→x0 da f(x) funksiyaning limiti cheksiz: lim ( )

x x
f x

→
= ∞

0

bo‘lsa, f(x) funksiya x→x0 cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan,
 
f x

x
x( ) ( )=

−
≠1

2
2

funksiya x→2 da cheksiz kata funksiya bo‘ladi.
Agar x→x0 da f(x) funksiyaning limiti 0 ga teng

 
lim ( )
x x

f x
→

=
0

0
 

bo‘lsa, f(x) funksiya x→x0 da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, f(x)=x2 funksiya x→0 da cheksiz kichik funksiya 

bo‘ladi.
Tasdiq. Agar α(x) cheksiz kichik funksiya (α(x)≠0) bo‘lsa, u 

holda
 

1
α ( )x  

cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

Agar β(x) funksiya cheksiz katta funksiya bo‘lsa, u holda 1
β ( )x  

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. 
Tasdiq. Agar x→x0 da f(x) funksiyaning limiti A ga teng, 

lim ( )
x x

f x A
→

=
0  bo‘lsa, u holda f(x)=A+α(x) bo‘ladi, bunda α(x) 

cheksiz kichik funksiya (x→x0) va aksincha.
Tasdiq. Agar x→x0 da α(x) va β(x) cheksiz kichik funksiyalar 

bo‘lsa, u holda 
α(x)+β(x), α(x)–β(x), α(x)•β(x) 

funksiyalar cheksiz kichik funksiyalar bo‘ladi.
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6-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalari

Chekli limitiga ega bo‘lgan funksiyalar qator xossalarga ega. 
Keyinchalik bu xossalar ko‘p, ayniqsa funksiyalarning limitlar­
ini hisoblashda foydalaniladi. Xossalarning asosiylarini teorema­
lar sifatida keltiramiz.

Teoremalarda keltiriladigan funksiyalar:
a) X to‘plamda (X⊂R) aniqlangan, x0 nuqta esa shu to‘plam­

ning limit nuqtasi; 
b) x→x0 da chekli limitga ega deb qaraladi. 
1-teorema. Ikki funksiya yig‘indisining limiti bu funksiyalar 

limitlarining yig‘indisiga teng:

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( ).
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = +
0 0 0

Xuddi shunga o‘xshash 

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

− = −
0 0 0  

bo‘lishi isbotlanadi. 
Natija. Agar x→x0 da f(x) funksiyaning limit A bo‘lsa, u ya’go­

na bo‘ladi. 
2-teorema. Ikki funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksi­

yalar limitlarining ko‘paytmasiga teng: 

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( ).
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅
0 0 0

Natija. O‘zgarmas (son) ko‘payuvchini limit ishorasi tashqari­
siga chiqarish mumkin: 

lim( ( )) lim ( ) .
x x x x

c f x c f x c const
→ →

⋅ = ⋅ ⋅ =
0 0

3-teorema. Ikki funksiya nisbatining limiti surat limitini max­
raj limitiga bo‘linganiga teng:

lim ( )
( )

lim ( )

lim ( )
lim ( )

x x

x x

x x
x x

f x
g x

f x

g x
g x

→

→

→
→

= ≠( )
0

0

0

0

0
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Misollar. 1. Ushbu
 
lim
x

x x x
→

− +( )
1

2 5 6 limit hisoblansin.

◄ Yuqorida keltirilgan teoremalardan ifodalanib topamiz:
lim lim lim lim

lim lim
x x x x

x x

x x x x

x x
→ → → →

→ →

− +( ) = − + =

= ⋅
1

2

1

2

1 1

1 1

5 6 5 6

−− + = ⋅ − ⋅ + =
→

5 6 1 1 5 1 6 2
1

lim .
x

x

2. Ushbu  lim
x

x x
x→

− −
− +3

2

2

2 3
10 21  

limit hisoblansin.

◄ Ravshanki,

x2–2x–3=(x–3)(x+1),

x2–10x+21=(x–3)(x–7).

Unda 

lim lim ( )( )
( )( )

lim

x x

x

x x
x x

x x
x x

x

→ →

→

− −
− +

= − +
− −

=

=

3

2

2 3

3

2 3
10 21

3 1
3 7

++
−

=
+

−
= +

−
= − = −→

→

1
7

1

7
3 1
3 7

4
4

13

3
x

x

x
x

x

lim( )

lim( )

bo‘ladi.

7-§. Muhim limitlar

Funksiyaning limitlarini hisoblashda quyidagi keltiriladigan 
limitlardan ko‘p foydalahiladi. Odatda ular muhum limitlar de­
yiladi. 

1°. Ushbu
 
lim sin
x

x
x→

=
0

1  munosabat o‘rinli. Shuni isbotlaymiz. 

Avvalo x o‘zgaruvchining 0
2

< <x ≠
 tengsizliklarni qanoatlan­

tiruvchi qiymatlarida 

	 sinx<x<tgx	 (1)

tengsizliklarning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun tekis­
likda markazi (0;0) nuqtada, radiusi R ga teng bo‘lgan doirani 
olamiz (1-chizma).
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Bu chizmadan ko‘rinadiki, ∆AOB yuzi 
 
S R x1

21
2

= sin ,

AOB sektorning yuzi 

S R x2
21

2
= sin ,

∆AOC ning yuzi 

S R tgx3
21

2
= ⋅ ,

bo‘ladi. Ravshanki, S1<S2<S3

1-chizma

Demak, 1
2

1
2

1
2

2 2 2R x R x R tgxsin .< ⋅ < ⋅

Bu tengsizliklarning hamma tomonlarini 
1
2

2R  ga bo‘lib topamiz: 

sinx<x<tgx

keyingi tengsizliklarning hamma tomonlarini sinx ga (0<x<
2
π ) 

bo‘lish natijasida 

1 1< <x
x xsin cos
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kelib chiqadi. Bu tengsizliklarni, avvalo 

1 > >sin cosx
x

x

ko‘rinishida, so‘ng 

0 1 1< − < −sin cosx
x

x

ko‘rinishida yozib. Agar  1 2
2

2
2

2
2

2− = < < ⋅ =cos sin sinx x x x x
 
muno­

sabatni e’tiborga olsak, unda 
 

sin x
x

x− <1
 
bo‘lishi kelib chiqadi.

Ixtiyoriy ε>0 sonni olib, unga ko‘ra δ>0 sonni (uni olingan ε>0 

va 
2
π

 
sonlardan kichik qilib) olinsa, u holda |x–0|=|x|<δ bo‘lganda 

sin x
x

x− < <1 ε

bo‘ladi. Bu esa
 
lim sin
x

x
x→

=
0

1
 
bo‘lishini bildiradi.

2°. Ushbu lim
x

x

x
e

→∞
+





=1 1

 
tenglik isbotlansin.

◄ Ma’lumki  x n
nn

n

= +





=1 1 1 2 3( , , ,...)

ketma-ketlik limitga ega bo‘lib, uning limiti e soni deyiladi:

lim
n

n

n
e

→∞
= +





=1 1
 endi

  
f x

x

x

( ) = +





1 1

funksiyaning x>∞ dagi limiti e, ya’ni 

lim
x

x

x
e

→∞
= +





=1 1

bo‘lishini ko‘rsatamiz. 
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Aytaylik, x>1 bo‘lsin. Agar x ning butun qismini n desak, un­

da n≤x<n+1 bo‘lib,
 

1
1

1 1
n x n+

< ≤  bo‘ladi. Keyingi ikki munosabat­

dan 

1 1
1

1 1 1 1
1

1

+
+







< +





< +
+







+

n x n

n x n

bo‘lishi kelib chiqadi.
Ravshanki, 

lim
n

lim
n nn

n

n

n

→+∞ →+∞

−

+





 = +






 ⋅ +

+

















1 1 1 1 1 1

1

1



=

= +
+







 ⋅ +

+






 = ⋅ =

→+∞

+

→+∞

−

lim
n

lim
n

e e
n

n

n
1 1

1
1 1

1
1

1 1

lim
n

lim
n nn

n

n

n

→+∞

+

→+∞
+






 = +






 ⋅ +




















1 1 1 1 1 11

==

= +





 ⋅ +






 = ⋅ =

→+∞ →+∞
lim

n
lim

n
e e

n

n

n
1 1 1 1 1

Unda lim x
e

x

x

→+∞
+





=1 1

 
bo‘ladi.

Aytaylik, x<–1 bo‘lsin. Agar x=–t deyilsa, x>–∞ da t>+∞ bo‘lib, 

lim
x

lim
x

lim
tx

x

t

t

t→−∞ →+∞

−

→+∞
+






 = −






 = +

−






1 1 1 1 1 1

1

tt

t

t

t

lim
t t

lim

=

= +
−







 ⋅ +

−



















=

= +

→+∞

−

→+∞

1 1
1

1 1
1

1

1

11
1

1 1
1

1
1

t
lim

t
e e

t

t−






 ⋅ +

−






 = ⋅ =

−

→+∞

bo‘ladi. Demak, 

lim
x

e
x

x

→−∞
+





=1 1 .
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6-bob. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

Funksiya limiti tushunchasi bilan uzviy bog‘langan funksiya­
ning uzluksizligini qaraymiz. 

1-§. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan va x0 nuqta shu 
intervalga tegishli nuqta bo‘lsin: x0∈(a,b).

Ta’rif. Agar x→x0 da f(x) funksiya chekli limitga ega bo‘lib, bu 
limit funksiyaning x=x0 nuqtadagi qiymati f(x0) ga teng, 

	
lim f x f x
x x→

=
0

0( ) ( )
	

(1)

bo‘lsa, f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. 
Funksiya uzluksizligining bu ta’rifi quyidagi ikki shartning bir 

yo‘la bajarilishini taqozo etadi:
1) x=x0 da f(x) funksiya limitining chekli bo‘lishini; 
2) bu limit f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati f(x0) ga teng 

bo‘lishini 

Masalan, f x x( ) = +2 5  funksiya x0=2 nuqtada uzluksiz 

bo‘ladi, chunki birinchidan x→2 da f x x( ) = +2 5  funksiyaning 

limiti chekli: lim ( ) lim
x x

f x x
→ →

= + = + =
2 2

2 5 4 5 3
 ikkinchidan, bu 

limit berilgan funksiyaning x0=2 nuqtadagi qiymatiga teng: 

f ( ) ,2 2 5 32= + =

Demak, lim ( ) ( ).
x

f x f
→

=
2

2

Ushbu 

f x x
agar x

agar x
( )

, ,

,
=

≠

=







1 0

0 0

2
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funksiya x0=2 nuqtada uzluksiz bo‘maydi, chunki 

lim ( ) lim
x x
f x

x→ →
= = ∞

0 0 2

1

bo‘lib, berilgan funksiyaning x0=0 nuqtadagi qiymati  
f(x0)=f(0)=0:

lim ( ) ( )
x
f x f x

→
≠

0 0

Funksiya limiti ta’rifidagi
 

lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0
 

munosabatni 

quyidagicha
 

lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

−[ ] =
0

0 0  yozish mumkin.

Odatda x–x0 ayirma argument orttirmasi, f(x)–f(x0) ayirma 
esa x0 nuqtadagi funksiya orttirmasi deyiladi. Ular mos ravishda 
∆x va ∆f kabi belgilanadi: ∆x=x x0, 

∆f=f(x)–f(x0)

keyingi tengliklardan  x=x0=∆x, ∆f=f(x0+ ∆x)–f(x0) bo‘lishi kelib 

chiqadi. Natijada
 

lim
x x 0f(x)= f(x )
→ 0  munosabat ushbu 

	
lim
∆

∆
x

f
→

=
0

0
	

(2)

ko‘rinishga keladi.
Demak, (2) munosabatni funksiyaning x0 nuqtadagi uzluksiz­

ligi ta’rifi sifatida qabul qilinishi mumkin, ya’ni agar argument x 
ning x0 nuqtadagi orttirmasi ∆x nolga intilganda f(x) funksiyaning 
orttirmasi ∆f ham nolga intilsa, f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz 
deyiladi (1-chizma).

Masalan, y=f(x)=c (c – o‘zgarmas son) funksiya ixtiyoriy 
x∈(–∞,+∞) nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki bu funksiya uchun 

∆f=f(x+∆x)–f(x)=c–c=0

bo‘lib,
 

lim lim
∆ ∆

∆
x x

f
→ →

= =
0 0

0 0
 
bo‘ladi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo‘lsin.
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1-chizma

Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz 
bo‘lsa, funksiya (a,b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin.
Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz bo‘lib, 

lim ( ) ( ),
x a

f x f a
→ +

=
0  

lim ( ) ( ),
x b

f x f b
→ +

=
0  

bo‘lsa f(x) funksiya [a,b] seg­

mentda uzluksiz deyiladi.

2-§. Funksiyaning uzilishi

Agar f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, ya’ni funksi­
ya shu nuqtada uzluksiz bo‘lish shartlarini bajarmasa, funksiya x0 
nuqtada uziladi (uzilishga ega) deyiladi. Bunda x0 funksiyaning 
uzilish nuqtasi deyiladi. 

Agar x0 nuqta y=f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi bo‘lsa, unda 
bu nuqtada funksiya uzluksizlik ta’rifidagi shartlarni bajarmaydi. 
Ular quyidagicha bo‘lishi mumkin: 

1°. Funksiya x0 nuqtaning atrofida aniqlangan bo‘lib, x0 
nuqtaning o‘zida aniqlanmagan bo‘ladi.

Masalan, 

y f x
x

= =
−

( ) 1
2

funksiya x0=2 nuqtada aniqlanmagan (2-chizma).
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2°. Funksiya x0 nuqtada va uning atrofida aniqlangan, biroq 
x→x0 da f(x) funksiyaning limiti mavjud emas.

Masalan, 

f x
x agar x
x agar x

( )
,
,

=
− − ≤ ≤
− ≤ ≤





1 1 2
2 2 5

           

                   2-chizma                                           3-chizma

funksiya x0=2 nuqtada aniqlangan ( f(2)=0) ammo bu funksiya 
x→x0=2 da limitga ega emas (3-chizma).

3°. Funksiya x0 nuqtada va uning atrofida aniqlangan hamda 
x→x0 da funksiya limitga ega 

lim ( )
x x

f x
→ 0

ammo bu limit funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatiga teng emas

lim ( ) ( ).x x f x f x→ ≠
0 0
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7-bob. FUNKSIYANING HOSILA VA DIFFERENSIALI

1§-Funksiya hosilasining ta’riflari. Hosilaning geometrik hamda 
mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y= f(x) funksiya (a, b) intervalda aniqlangan va 
x0 nuqta shu intervalning biror nuqtasi bo‘lsin (x0∈(a,b)).

Quyidagi amallarni bajaramiz:
1) funksiya argumenti x0 ga ∆x orttirma beramiz, bunda  

x0+∆x∈(a,b) va ∆x≠0;
2) bu orttirmaga mos funksiya orttirmasi ∆f (∆y) ni topamiz:

∆y=∆f=f(x0+∆x)–f(x0);

3) funksiya orttirmaning argument orttirmasiga nisbatini ola­
miz:

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆y
x

f
x

f x x f x
x

x= = + − ≠( ) ( ) , ( )0 .

Ravshanki, bu nisbat muayyan f(x) va muayyan ∆x ning funk­
siyasi bo‘ladi. 

Ta’rif. y=f(x) funksiya orttirmasi ∆y ning argument orttirmasi 
∆x ga nisbatining ∆x→0 dagi limiti

lim lim ( ) ( )
∆ ∆

∆
∆

∆
∆x x

f
x

f x x f x
x→ →

= + −
0 0

f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va 

f x df x
dx

y x′ ′( ), ( ) ,0
0

0

kabi belgilanadi. 
Demak, 

	
f x f x x f x

xx
′( ) lim ( ) ( )

0 0

0 0= + −
→∆

∆
∆ 	

(1)

Agar (1) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli, (1) limit cheksiz 
bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.
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Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir nuqtasi­
da chekli hosilaga ega bo‘lsa, bu f ′(x) hosila x ning funksiyasi 
bo‘ladi.

Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi sonni ifodalaydi.
Ta’rif. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi­

da hosilaga ega bo‘lsa, f(x) funksiyaning (a,b) intervalda differen­
siallanuvi deyiladi. 

Odatda funksiyaning hosilasini topish amali differensiallash 
amali deyiladi.

Agar,

x0+∆x=x

deyilsa, unda 

∆x=x–x0

bo‘lib, 

∆x→0 da x→x0 bo‘ladi.

Natijada yuqoridagi (1) ifoda quyidagicha ifodalanadi

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ ∆

∆
∆x x x

f x x f x
x

f x f x
x x→ →

+ − = −
−0

0 0 0

00

Demak, funksiya hosilasini quyidagicha ham ta’riflash mum­
kin:

Ta’rif. Ushbu 

lim ( ) ( )
∆x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0

limit f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi:

	
f x f x f x

x xx x
′( ) lim ( ) ( )

0
0

00

= −
−→

	
(2)

Funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari quyidagicha 
ta’riflanadi:

f x f x x f x
xx

′( ) lim ( ) ( )
0 0 0

0 00+ = + −
→ +

∆
∆
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f x f x x f x
xx

′( ) lim ( ) ( )
0 0 0

0 00− = + −
→ −∆

∆
∆

Misol. Ushbu 

y=f(x)=x2

funksiyaning hosilasi topilsin.
◄ 1) argument x ga ∆x orttirma beramiz:

x+∆x

2) funksiyaning mos orttirmasi ∆y ni topamiz:

∆y=f(x+∆x)–f(x)=(x+∆x)2–x2=

=x2+2x•∆x+∆x2–x2=2x•∆x+∆x2;

3) ∆
∆
y
x  

nisbatni tuzamiz:

∆
∆

∆ ∆
∆

∆y
x

x x x
x

x x= ⋅ + = +2 2
2

;

4) bu nisbatni ∆x→0 dagi limitini topamiz:

lim lim ( ) lim lim
∆ ∆ ∆ ∆

∆
∆

∆ ∆
x x x x

y
x

x x x x x x
→ → → →

= + = + = + =
0 0 0 0

2 2 2 0 2

Demak, berilgan funksiyaning hosilasi 

y'=(x2)'=2x

bo‘ladi.►

2-§. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, 
shu intervalning x0 nuqtasida f ′(x0) hosilaga ega bo‘lsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

f x f x x f x
xx

′( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0= + −
→∆

∆
∆

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiyaning grafigi Г chiziqni (egri chiziqni) 

tasvirlasin (1-chizma).
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Г

1-chizma

Endi Г chiziqqa uning M0=M0(x0, f(x0)) nuqtasida urinma 
o‘tkazish masalasini qaraymiz. Г chiziqda M0 nuqtasidan farqli

M=M(x0+∆x,/(x0+∆x))

nuqtani olib, bu nuqtalar orqali l kesuvchini o‘tkazamiz. l kesuv­
chining OX o‘qi bilan tashkil etgan burchakni ϕ bilan belgilay­
miz.

Ravshanki, ϕ burchak ∆x ga bog‘liq bo‘ladi: 

ϕ=ϕ(∆x)

Agar M nuqta Г chiziq bo‘ylab, M0 ga intilganda (ya’ni ∆x→0 
da) kesuvchining limit holati mavjud bo‘lsa, kesuvchining bu 
limit holati Г chiziqqa M0 nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi. 
Urinma to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘ladi. 

Demak, f(x) funksiya grafigi M0 nuqtada o‘tkazilgan urin­
maning mavjud bo‘lishi uchun

lim ( )
∆

∆
x

x
→

=
0
ϕ α

limitning mavjud bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Bunda α urinma­
ning OX o‘qi bilan tashkil etgan burchagi.

Uchburchak MM0P dan

tg x MP
M P

f
x

f x x f x
x

ϕ( ) ( ) ( )∆ ∆
∆

∆
∆

= = = + −

0

0 0

va undan 
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ϕ( ) ( ) ( )∆ ∆
∆

x arctg f x x f x
x

= + −0 0

bo‘lishini topamiz.
Funksiya uzluksizligidan foydalanib, ∆x→0 da ϕ(∆x) ning li­

mitini topamiz:

lim ( ) lim ( ) ( )

lim (
∆ ∆

∆

∆ ∆
∆x x

x

x arctg f x x f x
x

arctg f x
→ →

→

= + − =

=

0 0

0 0

0

ϕ

00 0
0

+ −





=∆
∆
x f x
x

arctg f x) ( ) ( )′

Demak,
lim ( )
∆

∆
x

x
→0

ϕ

mavjud va y

α ϕ= =
→

lim ( ) ( )
∆

∆
x

x arctg f x
0 0′

ga teng bo‘ladi. Keyingi tenglikdan 

f '(xn)=tga

bo‘lishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, f(x) funksiya x0 nuqtada f ′(x0) hosilaga ega 

bo‘lsa, bu funksiya grafigiga M0(x0, f(x0)) nuqtada o‘tkazilgan 
urinma mavjud.

Funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi f ′(x0) esa bu urinmaning 
burchak koeffitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi ushbu 

y=f(x0)+f '(x0)•(x–x0).

Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz.
Ataylik, moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g‘ri chiziqni 

OX o‘qi deylik) harakat qilib, M nuqtaga kelganda bosib o‘tilgan 
yo‘l S bo‘lsin: OM=S (2-chizma).

2-chizma
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Ravshanki, bu yo‘l vaqtga bog‘liq bo‘lib, uning funksiyasi 
bo‘ladi:

	 S=S(t)	 (3)

Odatda (3) tenglama moddiy nuqtaning harakat qonuni de­
yiladi.

Agar nuqta t vaqt oralig‘ida S(t) masofani, t+∆t vaqt oralig‘ida 
esa S(t+∆t) masofani bosib o‘tgan bo‘lsa, unda ∆t vaqt oralig‘ida 
bosib o‘tilgan yo‘l ∆S=S(t+∆t)–S(t) bo‘lib,

∆
∆

∆
∆

S
t

S t t S t
t

= + −( ) ( )

nisbat esa moddiy nuqtaning t hamda t+ ∆t vaqt oralig‘idagi o‘r­
tacha tezlikni ifodalaydi.

Agar ∆t nolga intila borsa o‘rtacha tezlik moddiy nuqtaning t 
paytdagi (momentdagi) oniy tezlikni aniqroq ifodalay boradi. De­
mak, t paytdagi tezlik

V t S t t S t
tt

( ) lim ( ) ( )= + +
→∆

∆
∆0

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan 

	 V(t)=S '(t)	 (4)

bo‘lishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat qonuni S=S(t) 

bo‘lganda funksiyaning t nuqtadagi hosilasi S ′(t) uning t paytdagi 
harakat (oniy) tezligini ifodalaydi.

3-§. Funksiya hosilasini hisoblash qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniqlangan bo‘lib, 
ular shu intervalda f ′(x) va g′(x) hosilalarga ega bo‘lsin.

1°. Ikki funksiya yig‘indisi va ayirmasining hosilalari.
Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar yig‘indisi va ayirmasi­

ning hosilalari bu funksiyalar hosilalarining mos ravishda yig‘in­
disi va ayirmasiga teng bo‘ladi:
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[f(x)±g(x)] '=f '(x)±g'(x).

◄ Quyidagi belgilashni ko‘ramiz:

F(x)=f(x)±g(x),

Hosila ta’rifi va funksiya limiti haqidagi teoremalardan foyda­
lanib topamiz:

F x F x x F x
x

f x x g x x f x
x

x

′( ) lim ( ) ( )

lim
( ) ( ) ( )

=
+ −

=

=
+ ± +[ ]−

→

→

∆

∆

∆
∆

∆ ∆

0

0

±±[ ]
=

=
+ −

±
+ −




=

=

→

g x
x

f x x f x
x

g x x g x
xx

( )

lim ( ) ( ) ( ) ( )

li

∆
∆
∆

∆
∆∆ 0

mm ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
∆

∆
∆

∆
∆x

f x x f x
x

g x x g x
x

f x g x
→

+ −
±

+ −
=

= ±
0

′ ′

Demak,

F '(x)=[f(x)±g(x)] '=f '(x)±g'(x).

Masalan,

y=x3+x

funksiyaning hosilasi 

y'=(x2+x)'=(x2)'+(x)'=2x+1

bo‘ladi.
Masalan,

y=x2+3x

funksiyaning hosilasi 

y'=(x2+3x)'=(x2)'+(3x)'=2x+3

bo‘ladi.
2°. Ikki funksiya ko‘paytmasining hosilasi.
Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi 

[f(x)•g(x)]'=f'(x)•g(x)+f(x)•g'(x)
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bo‘ladi.
◄ Aytaylik, 

Ф(x)=f(x)•g(x)

bo‘lsin. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib topamiz.

	

Φ Φ ∆ Φ
∆

∆ ∆
∆

∆

′( ) lim ( ) ( )

lim ( ) ( ) ( )

x x x x
x

f x x g x x f x g
x

x

= + − =

= + ⋅ + − ⋅
→

→

0

0

(( )x
x∆ 	

(5)

Ma’lumki,

∆f(x)=f(x+∆x)–f(x), 

∆g(x+∆x)=∆g(x)+g(x). 

Bu munosabatlardan 

f(x+∆x)=∆f(x)+f(x)

g(x+∆x)=∆g(x)+g(x).

bo‘lishi kelib chiqadi. Unda yuqoridagi (5) ifoda ushbu

Φ
∆ ∆

∆∆

∆

′( ) lim
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

lim

x
f x f x g x g x f x g x

xx

x

=
+[ ]⋅ +[ ]−

=

=

→

→

0

0

gg x f x f x g x g x f x f g f x g x
x

x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

lim

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − =

=
→

∆ ∆ ∆ ∆
∆

∆ 0
gg x f x

x
f x g x

x
g x f x

x
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⋅ + ⋅ + ⋅





∆
∆

∆
∆

∆ ∆
∆

ko‘rinishga keladi. Keyingi tenglikdan

Φ ∆
∆

∆
∆

∆

∆

∆ ∆ ∆

′( ) ( ) lim

( ) lim lim ( ) lim

x g x f
x

f x g
x

g x

x

x x

= ⋅ +

+ ⋅ + ⋅

→

→ →

0

0 0 xx

f x
x

g x f x f x g x
→

=

= ⋅ + ⋅
0

∆
∆
( )

( ) ( ) ( ) ( ).′ ′

Demak, 
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Ф '(x)=[f(x)•g(x)] '=f '(x)•g(x)+f(x)•g'(x).

3°. Ikki funksiya nisbatining hosilasi.
Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar (g(x)≠0) nisbatining 

hosilasi

f x
g x

f x g x f x g x
(g  x

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
)









 = ⋅ − ⋅

′
′ ′

bo‘ladi.
◄ Aytaylik, 

P x f x
g x

( ) ( )
( )

=

bo‘lsin.
Funksiya hosilasi ta’rifi hamda limitlar haqidagi teorema­

lardan foydalanib topamiz:

P x P x x P x
x

f x x
g x x

f x
g x

x x
′( ) lim ( ) ( ) lim

( )
( )

( )
( )= + − =

+
+

−

→ →∆ ∆

∆
∆

∆
∆

0 0 ∆∆
∆
∆

∆∆

∆

x
f x f x
g x g x

f x
g x

x
f x g

x

x

=

=

+
+

−
=

=

→

→

lim

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

lim ( ) (
0

0

xx g x f x f x g x f x g x
x g x g x g x

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

li

+ ⋅ − ⋅ − ⋅
+[ ]⋅

=

=

∆ ∆
∆ ∆

mm ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

lim
∆ ∆

∆ ∆
∆ ∆x x

g x f x f x g x
x g x g x g x

g

→ →

⋅ − ⋅
+ ⋅ 

=
0 2 0

(( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) lim (

x f x
x

f x g x
x

g x g x g x

g x f x
x

⋅ −

+ ⋅
=

=
⋅

→

∆
∆

∆
∆

∆

∆
∆

2

0

)) ( ) lim ( )

( ) ( ) lim ( )
( ) ( )∆

∆
∆

∆
∆

∆

x
f x g x

x
g x g x g x

f x g xx

x

− ⋅

+ ⋅
= ⋅→

→

0
2

0

′ −− ⋅f x g x
g x

( ) ( )
( )

�′
2

Demak,

2
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P x f x
g x

f x g x f x g x
g x

′ ′ ′
′

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

.=








 = ⋅ − ⋅

2

4°. Murakkab funksiyaning hosilasi.
Aytaylik, u=ϕ(x) va y=f(u) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular 

yordamida

y=f(ϕ(x))

murakkab funksiya hosil qilingan bo‘lsin.
Teorema. Agar u=ϕ(x) funksiya x nuqtada u′=ϕ′(x) hosilaga 

ega bo‘lib, y=f(u) funksiya u nuqtada (u= ϕ(x)) f ′(u) hosilaga ega 
bo‘lsa, u holda y=f(ϕ(x)) murakkab funksiya x nuqtada hosilaga 
ega va 

y'x=f(u)•u'x' 

ya’ni

y'=f(ϕ(x))•ϕ'(x) 

bo‘ladi.
◄ Aytaylik, ϕ(x)≠const bo‘lsin. Bu holda, ∆x≠0 bo‘lganda

∆u=∆ϕ(x)=ϕ(x+∆x)–ϕ(x)≠0

bo‘ladi. Ayni paytda

∆y=∆f(u)=f(u+∆u)–f(u)

bo‘lib,

∆
∆

∆
∆

∆
∆

y
x

y
u

u
x

= ⋅

bo‘ladi. Bu tenglikda ∆x→0 da (bunda ∆u ham nolga intiladi) 
limitga o‘tib topamiz:

lim lim lim

lim

∆ ∆ ∆

∆

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆
∆

x x x

x

y
x

y
u

u
x

y
u

u
→ → →

→

= ⋅





= ⋅

⋅

0 0 0

0 xx
f x x= ⋅′ ′( ( )) ( )ϕ ϕ

Demak,
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f '=(f(ϕ(x)))'•f'(ϕ(x))•ϕ'(x).

Masalan, 

y=(x2+5x+3)3

funksiya uchun 

u(x)=x2+hx+3,        f(u)=u3

bo‘lib, teoremaga ko‘ra

[f(u(x))]'=f'(u)•u'(x)

ya’ni

[(x2+5x+3)3]'=3•(x2+hx+3)2•(2x+5)

bo‘ladi.
5°. Teskari funksiyaning hosilasi.
Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) da berilgan, qat’iy o‘suvchi 

(qat’iy kamayuvchi) va f ′(x) hosilaga ega bo‘lib, f ′(x)≠0 bo‘lsin.
Teorema. y=f(x) funksiya x=ϕ(y) teskari funksiyaga ega bo‘lib,

ϕ′
′

( )
( )

y
f x

= 1

bo‘ladi. 
◄ Aytaylik, y=f(x) funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya x=ϕ(y) 

bo‘lsin.
x=ϕ(y) funksiya argumentiga ∆y(∆y≠0) orttirma beramiz.  

Unda x=ϕ(y) funksiya ham ∆x orttirmaga ega bo‘lib, y=f(x) funk­
siya qat’iy monoton bo‘lganligi uchun ∆x≠0 bo‘ladi. Ravshanki, 

∆
∆ ∆

∆

x
y y

x

= 1

Agar ∆y→0 bo‘lsa, unda ∆x ham nolga intiladi. ∆x→0 (funksi­
ya uzluksiz bo‘lganligi uchun).

Ma’lumki,

lim ( ) ( ( ) )
∆

∆
∆x

y
x

f x f x
→

= ≠
0

0′ ′
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Bu munosabatdan foydalanib topamiz:

lim
lim ( )

.
∆

∆

∆
∆ ∆

∆
y

y

y
x y

x
f x→

→

= =
0

0

1 1
′

Demak,

ϕ′
′

( )
( )

.y
f x

= 1

Masalan, 

y x=

funksiyaga teskari funksiya x=y2 bo‘lib

y
x y y x

′
′ ′2= = = =1 1 1

2
1

2( )

bo‘ladi.

4-§. Sodda funksiyalarning hosilalari. Hosilalar jadvali

Funksiya hosilasi ta’rifi hamda hosila hisoblash qoidalaridan 
foydalanib sodda funksiyalarning hosilalarini topamiz.

1°. Darajali, y=xn (n∈N) funksiyaning hosilasi.
y=xn funksiya argumenti x ga ∆x orttirma berib, funksiya ort­

tirmasini topamiz:

∆y=f(x+ ∆x)–f(x)=(x+ ∆x)n–xn

Nyuton binomi formulasiga ko‘ra

∆ ∆

∆ ∆ ∆

y x x x

x nx x n n x x x

n n

n n n n

= + − =

= + ⋅ + − ⋅ + +





− −

( )
( ) ... ( )1 2 21

2!  − =

= ⋅ + − ⋅ + +− −

x

nx x n n x x x

n

n n n1 2 21
2

∆ ∆ ∆( )
!

... ( )

bo‘ladi.
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Endi 
∆
∆
y
x  

nisbatini tuzamiz:

∆
∆

∆ ∆

∆
∆
∆

y
x

nx x n n x x

x
x
x

nx n n

n n

n

n

=
⋅ + − ⋅ + +

+

+ =

= + −

− −

−

1 2 2

1

1
2

( )
!

...

( )

( 11
2

2 1)
!

... ( )x x xn n− −⋅ + +∆ ∆

So‘ng ∆x→0 bu nisbatning limitini

lim lim ( )
!

... ( )
∆ ∆

∆
∆

∆ ∆
x x

n n ny
x

nx n n x x x
→ →

− − −= + − ⋅ + +



0 0

1 2 2 11
2  =

= ⋅ −n xn 1

Demak,

y'=(xn)'=n•xn–1

2°. Ko‘rsatkichli funksiya y=ax(a>0, a≠1) ning hosilasi.
Avvalo y=ex funksiyaning hosilasini topamiz. Funksiya argu­

ment x ga ∆x orttirma berib funksiya orttirmasini

∆y=ex+∆x–ex=ex(e∆x–1),

so‘ng uni ∆x ga bo‘lib, ushbu

∆
∆ ∆

∆y
x

e e
x

x x

= −( )1

nisbatni topamiz. Endi,

lim lim ( )
∆ ∆

∆∆
∆ ∆x x

x xy
x

e e
x→ →

= −
0 0

1

limitni hisoblaymiz. Bu limitni hisoblashda ∆x→0 da

e∆x–1∼∆x
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lim ( ) lim lim .
∆

∆

∆

∆

∆∆ ∆
∆
∆x

x x
x

x

x
x

x

xe e
x

e e
x

e x
x
e

→ → →

− = ⋅ − = ⋅ =
0 0 0

1 1

Demak, 

lim ,
∆

∆
∆x

xx
x
e

→
=

0  
ya’ni   y'=(ex)'=ex

Endi y=ax funksiyani qaraymiz. Ma’lumki, 

ax–ex lna

bo‘ladi. Murakkab funksiya hosilasi formulasidan foydalanib to­
pamiz. 

(ax)'=(exlna)'=exlna•(x•lna)'=exlna(lna)=(elna)x•lna=ax•lna.

Demak,

(ax)'=ax•lna        (a>0,   a≠1)

3°. Logarifmik funksiya y=logax (a>0, a≠1) ning hosilasi.
Avvalo y=lnx funksiyaning hosilasini topamiz: Ravshanki,

∆
∆

∆
∆

∆

∆

∆

∆
y
x

x x x
x

x x
x
x

x
x

x
= + − =

+

=
+



ln( ) ln ln ln 1

Ma’lumki, ∆x→0 da

ln 1+





∆ ∆x
x

x
x



bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz.

lim lim
ln

lim lim
∆ ∆ ∆ ∆

∆
∆

∆

∆

∆x x x x

x
x

x
x

x

x
x
x x→ → → →

=
+



 = = =

0 0 0 0

1
1 1

xx
.

Demak,

y x
x

′ ′ == (ln ) 1
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Endi 

y=logax

funksiyani qaraymiz. Ravshanki,

log ln
lna x
x
a

=

Unda 

(log ) ln
ln ln

(ln )
lna x

x
a a

x
a x

′ ′
′

= 





= = ⋅1 1 1

bo‘ladi. Demak,

(log )
lna x x a

′ = 1

4°. Trigonometrik funksiyalar.

y=sinx, y=cosx, y=lgx, y=ctgx

larni hosilalari.
Ushbu 

y=sinx

funksiya argument x ga ∆x orttirma berib, funksiya orttirmasi

∆y=sin(x+∆x) sinx

ning ∆x ga nisbatini qaraymiz:

∆
∆

∆
∆

∆ ∆

∆
∆

∆

y
x

x x x
x

x x x

x
x

x

=
+ −

=
+







=

= ⋅

sin( ) sin
sin cos

sin c

2
2 2

2

2

oos .x x
+








∆
2

So‘ng ∆x→0 da limitga o‘tib, bunda

lim sin
α

α
α→

=
0

1
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bo‘lishidan foydalanib topamiz:

lim lim
sin

cos

lim

∆ ∆

∆
∆

∆

∆
∆

x x

y
x

x

x x x
→ →

= ⋅ +





















=

=

0 0

2

2
2

∆∆ ∆

∆

∆
∆

x x

x

x x x x
→ →

⋅ +





= ⋅
0 0

2

2
2

1
sin

lim cos cos .

Demak, y'=(sinx)'=cosx bo‘ladi. 
Xuddi shunday o‘xshash y=cosx funksiyaning hosilasi 

y'=(cosx)'=–sinx

bo‘lishi topiladi.
Endi y=tgx va y=ctgx funksiyalarning hosilalarini topamiz. 

Bunda ikki funksiya nisbatining hosilasini hisoblash qoidasidan 
foydalanamiz:

y tgx x
x

x x x
x

x

′ ′ =
′ ′′

= 





= ( ) ⋅ − ⋅( ) =

=

( ) sin
cos

sin cos cos
cos

cos

2

ccos sin ( sin )
cos

cos sin
cos cos

.

x x x
x

x x
x x

− ⋅ − =

= − =

2

2 2

2 2

1

Demak,

y tgx
x

′ ′= =( )
cos

.1
2

Shuningdek,

y ctgx x
x

x x x x
x

′ ′ ′ ′′

= = 





= ⋅ − ⋅ =( ) cos
sin

(cos ) sin cos (sin )
sin2

== − ⋅ − ⋅ = − + = −sin sin cos (cos )
sin

(sin cos )
sin sin

x x x x
x

x x
x x

′
2

2 2

2 2

1
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bo‘ladi.
Demak,

y ctgx
x

′ ′= = −( )
sin

1
2

5°. Teskari trigonometrik funksiyalar.

y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctx

ning hosilalari.
Aytaylik,

y=arcsinx

bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya

x=siny − ≤ ≤







π π
2 2

y

bo‘ladi. Ravshanki, −







π π
2 2

,
 
da

x'=cosy         (cosy≠0)
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydala­

nib topamiz:

y x
y y y x

′ ′
′

= =
( )

= =
−

=
−

(arcsin )
sin cos sin

1 1 1
1

1
12 2

Demak,

y x
x

′ ′= =
−

(arcsin ) 1
1 2

Xuddi shunga o‘xshash

y=arc cosx

funksiyaning hosilasi

y x
x

′ ′= = −
−

(arcsin ) 1
1 2

bo‘lishi ko‘rsatiladi.
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Endi 

y=arctgx

funksiyaning hosilasini topamiz.
Ma’lumki, y=arctgx funksiya

x=tgy 

     
− < <







π π
2 2

x

funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi. 
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydala­

nib topamiz:

y arctgx
tgy

y

y
tg y x

′ ′
′

= = = = =
+

=
+

( )
( )

cos

cos .1 1
1

1
1

1
1

2

2
2 2

Demak,

y arctgx
x

′ ′= =
+

( ) 1
1 2

Xuddi shunga o‘xshash

y=arc ctgx

funksiyaning hosilasi

y arctgx
x

′ ′= = −
+

( ) 1
1 2

bo‘lishi ko‘rsatiladi.
Sodda funksiyalar hosilalari uchun topilgan formulalarni jam­

lab, ularni jadval sifatida keltiramiz (bunda u=u(x)) 
1. (c)'=0,   c=const;
2. (xα)'=α•xα–1,   (uα)'=α•uα–1•u';
3. (ax)'=ax•lna,   (au)'=au•lna•u';
4. (ex)'=ex,   (eu)'=eu•u';

5.
 
(log )

ln
log , (log )

ln
;a a ax

x a x
e u

u a
u′ ′ ′= − = = ⋅1 1 1
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6. (sin x)'=cosx,   (sin u)'=cosu•u';
7. (cos x)'=–sinx,   (cos u)'=–sin u•u';

8. ( )
cos

, ( )
cos

;tgx
x

tgu
u
u′ ′ ′= = ⋅1 1

2 2
;

9.
 
( )

sin
, ( )

sin
;ctgx

x
ctgu

u
u′ ′ ′= = − ⋅1 1

2 2

10.
 
(arcsin ) , (arcsin ) ;x

x
u

u
u′ ′ ′=

−
=

−
⋅1

1
1

12 2

11. (arccos ) , (arccos ) ;x
x

u
u

u′ ′ ′=
−

= −
−

⋅1
1

1
12 2

12. (arc ) , (arc ) ;tgx
x

tgu
u
u′ ′ ′=

+
= −

+
⋅1

1
1

12 2

13. (arc ) , (arc ) .ctgx
x

ctgu
u
u′ ′ ′=

+
= −

+
⋅1

1
1

12 2

5-§. Funksiyaning differensiali 

Differensial hisobning asosiy teoremalari

1°. Funksiya differensiali.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, x0 nuqta­

da (x0∈(a,b)) differensiallanuvchi, ya’ni chekli f ′(x0) hosilaga ega 
bo‘lsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

f x f x x f x
x

f x
xx x

′( ) lim ( ) ( ) lim ( )
0 0

0 0

0

0= + − =
→ →∆ ∆

∆
∆

∆
∆

bo‘ladi, bunda ∆x – argument orttirmasi, ∆f(x0) esa funksiya ort­
tirmasi.

Limitning xossalaridan foydalanib bu tenglikni quyidagicha 
yozish mumkin:

∆
∆

∆f x
x

f x x( ) ( ) ( ),0
0= +′ α
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bunda ∆x→0 da α(∆x)→0. Keyingi tenglikdan 

	 ∆f(xn)= f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x	 (6)

bo‘lishi kelib chiqadi 
Shunday qilib, f(x) funksiya x0 nuqtada f ′(x0) hosilaga ega 

( f ′(x0)≠0) bo‘lsa, bu funksiyaning orttirmasi ∆f(x0) ikki qo‘shiluv­
chidan iborat bo‘ladi.

Qo‘shiluvchilardan birinchisi ∆x ga nisbatan chiziqli ( f ′(x0)∆x) 
bo‘lib, ∆x→0 da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi, qo‘shiluvchi­
lardan ikkinchisi α(∆x)∆x esa, ∆x→0 da yuqori tartibli cheksiz ki­
chik bo‘ladi.

Ta’rif. (6) ifodadagi f ′(x0)∆x ko‘paytma f(x) funksiyaning x0 
nuqtadagi differensiali deyiladi va df(x0) kabi belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko‘ra 

df(x0)= f ′(x0)∆x

Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) itervalning har bir x nuqtasi­
da f ′(x) hosilaga ega bo‘lsa, unda

df(x)= f ′(x0)∆x

deb olinadi, bunda ∆x funksiya argumentining ixtiyoriy x nuqtada­
gi orttirmasi.

Xususan, f(x)=x bo‘lganda bu funksiyaning differensiali

df(x)= f ′(x)∆x=(x)'∆x =1∆x=∆x

bo‘lib, 

dx=∆x 

bo‘ladi. Bu hol o‘zgaruvchi (argument) x ning erkin orttirmasi ∆x 
ni uning differensiali dx almashtirilishi mumkinligini ko‘rsatadi. 
Bu esa f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensialini 

df(x)= f ′(x)dx

ko‘rinishida ifodalash mumkinligini bildiradi.
Funksiya differensialining bu ifodasi hamda hosilalar jadva­

lidan foydalanib sodda funksiyalarning differensiallari jadvalini 
keltiramiz:
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1. d(xα)=αxα–1dx,
2. d(ax)=ax•lna•dx,
3. d(ex)=ex•dx,

4. d x
x
lo e dxa a(log ) ,= ⋅1

5. d x
x
dx(ln ) ,= 1

6. d(sinx)=cosxdx,
7. d(cosx)=–sinxdx,

8. d tgx
x
dx( )

cos
,= 1

2

9. d ctgx
x
dx( )

sin
,= 1

2

10. d x
x
dx(arcsin ) ,=

−
1

1 2

11. d x
x
dx(arccos ) ,= −

−
1

1 2

12. d tgx
x
dx(arc ) ,= −

+
1

1 2

13. d ctgx
x
dx(arc ) .= −

+
1

1 2

2° Differensiallashning sodda qoidalari. Murakkab funksi-
yalarning differensiali.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar f(x) da aniqlangan bo‘lib, ix­
tiyoriy x∈(a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda 

1) d(c•f(x))=c•df(x),    c=const,
2) d[f(x)±g(x)]=df(x)±dg(x),
3) d[(x)•g(x)]=g(x)•df(x)+f(x)•dg(x),

4) d f x
g x

g x df x f x dg x
g x

g x( )
( )

( ) ( ) ( ) (
( )

, ( ( ) )







 = − ≠ 02

)
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Bu qoidalar sodda isbotlanadi. Ulardan birini masalan 2-for­
mulani isbotlaymiz.

Shartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi, ya’ni 
f ′(x) va g′(x) hosilalarga ega.

Aytaylik, F'(x)=f(x)+g(x) bo‘lsin. Unda

F'(x)=[f(x)+g(x)]'=f'(x)+g'(x)
bo‘ladi. Keyingi tenglikning ikki tamonini dx ga ko‘paytirib

F'(x)dx=f'(x)dx+g'(x)dx
ya’ni 

dF(x)=df(x)+dg(x)

bo‘lishini topamiz. Demak,

d[f(x)+g(x)]=df(x)+dg(x).

Aytaylik, y=f(u), u=ϕ(x) funksiyalar yordamida y=f(ϕ(x)) mu­
rakkab funksiya hosil qilingan bo‘lsin. Bu f(u) va ϕ(x) funksiyalar 
hosilalarga ega deylik. Murakkab funksiyaning hosilasini topish 
qoidasiga ko‘ra 

y'=(f(ϕ(x)))'=f'(ϕ(x))•ϕ'(x)

bo‘ladi. Ravshanki,

y'dx=f'(ϕ(x))•ϕ'(x)dx

Unda 
dy=f'(ϕ(x))•dϕ'(x)

dy=f'(u)du

bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, funksiya murakkab bo‘lgan holda ham funksiya dif­

ferensiali funksiya hosilasi f ′(u) bilan argument differensiali 
ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi.

Ikkala holda:
1) y=f(x),
2) y=f(u), u=ϕ(x), ya’ni y=f(ϕ(u))

funksiya differensiali:
1) dy=f'(x)dx,
2) dy= f '(u)du
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bir xil ko‘rinishga ega. Odatda, bu differensial ko‘rinishining in­
variantligi deyiladi.

3°. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) da aniqlangan bo‘lib x∈(a,b) 

nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi 
3-chizmada ko‘rsatilgan egri chiziqni tasvirlasin.

3-chizma

Endi egri chiziqning (x,f(x)) va (x+∆x, f(x)) nuqtalarni mos 
ravishda F va B bilan belgilaymiz. Unga 

FC=∆x, BC=f(x+∆x)–f(x)=∆y

bo‘ladi. f(x) funksiya x∈(a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgani 
uchun u shu nuqtada f ′(x) hosilaga ega bo‘ladi. Demak, f(x) funk­
siyaga grafigiga uning F=F(x), f(x) nuqtasiga o‘tkazilgan L urin­
ma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti

tga=f'(x)

bo‘ladi.
Urinmaning BC bilan kesishgan nuqtasini D bilan belgilaylik.
FDC uchburchakdan topamiz:

DC
FC

tg= α.

Keyingi tengliklardan 

DC=tga•FC=f'(x)•∆x

bo‘lishi kelib chiqadi.
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Demak, f(x) funksiyaning x nuqtasidagi differensiali

dy=f'(x)•∆x

funksiya grafigiga F=F(x,f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttir­
masi DC ni ifodalaydi.

Bu funksiya differensiallining geometrik ma’nosidir.
4°. Funksiya differensiali va taqribiy formula. 
Nazariy va ayniqsa amaliy masalalarni yechishda tegish­

li funksiyalarning nuqtadagi qiymatlarini hisoblash zaruriyati 
tug‘uladi. Ko‘pincha, bunday funksiyalar murakkab bo‘lib, ular­
ning nuqtadagi qiymatlarini topish ancha qiyin bo‘ladi. Bu hol 
funksiyaning nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblash (ularni hi­
soblash uchun taqribiy formulalar topish) masalasi yuzaga keladi.

Funksiyalarning differensiali esa taqribiy formulalarni topish 
imkonini beradi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b)da aniqlangan bo‘lib, x∈(a,b) 
nuqtada f ′(x) hosilaga ega f ′(x)≠0 bo‘lsin, u holda 

∆y=∆f=f(x+∆x)–f(x)

funksiya orttirmasi uchun

∆y=f'(x)•+∆x+a(x)•∆x=df+a(∆x)•∆x=dy+a(∆x)•∆x

bo‘ladi,

∆ ∆ ∆ ∆
∆

y
dy

f x x x x
f x x

x
f x

= ⋅ + ⋅
⋅

= +′
′ ′

( ) ( )
( )

( )
( )

α α1

bo‘ladi, bunda ∆x→0 va α(∆x)→0. Keyingi tenglikdan.

lim
∆

∆
x

y
dy→

=
0

1

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglik ushbu

∆y≈dy

munosabatga (taqribiy tenlikka) olib keladi.
Ravshanki, ∆x ning har qancha kichik bo‘lishi bu taqribiy 

tenglamaning aniqligini shuncha oshiradi.



135

Yuqoridagi taqribiy formulani quyidagicha 

	 f(x+∆x)≈ f(x)+f'(x)•∆x	 (7)

ko‘rinishida yozsa ham bo‘ladi. (7) formuladan taqribiy hisob­
lashlarda foydalaniladi.

6-§. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Ma’lumki, y=f(x) funksiya (a,b)da aniqlangan va x∈(a,b) 
bo‘lib, ixtiyoriy x∈(a,b) uchun 

f(x)<f(x0) (f(x0)≥ f(x0))

bo‘lsa, f(x0) miqdor f(x) funksiyaning (a,b) dagi eng katta (eng ki­
chik) qiymati deyiladi.

Teorema. (Ferma teoremasi). Agar y=f(x) funksiya c nuqta­
da (c∈(a,b)) o‘zining eng katta (eng kichik) qiymatiga erishib, bu 
nuqtada f ′(c) hosilaga ega bo‘lsa, u holda f ′(c) = 0 bo‘ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya x=c nuqtada o‘zining eng katta qiyma­
tiga erishsin:
	 f(x)≤f(c)	 (8)

Endi c nuqtaga shunday orttirma beramizki, c+∆x shu (a,b) 
intervalga tegishli bo‘lsin: c+∆x∈(a,b) Unda (8) f(c+∆x)≤f(x) bo‘lib 
∆y=f(c+∆x–f(c)≤0 bo‘ladi.

Shartga ko‘ra f(x) funksiya c nuqtada f ′(c) hosilaga ega. Hosi­
la ta’rifiga ko‘ra 

f c y
xx

′( ) lim= ≤
→∆

∆
∆0

0

bo‘ladi.
Agar ∆x>0 bo‘lsa, unda 

∆
∆
y
x

≤ 0

bo‘lib,

	
f c y

xx
′( ) lim= ≤

→∆

∆
∆0

0
	

(9)
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bo‘ladi.
Agar ∆x<0 bo‘lsa, unda

	
f c y

xx
′( ) lim= ≥

→∆

∆
∆0

0
	

(10)

bo‘ladi.
Yuqoridagi (9) va (10) munosabatlardan 

f '(c)=0

bo‘lishi kelib chiqadi.
Teorema. (Lagranj teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] seg­

mentda uzliksiz bo‘lib, (a,b) intervalda f ′(x) hosilaga ega bo‘lsa, u 
holda a bilan b orasida shunday c nuqta (a<c<b) topiladiki,

f b f a y
b a

f c( ) ( ) ( )−
−

=∆ ′

bo‘ladi.
Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lib, 

uning grafigi chizmada tasvirlangan AB egri chiziqni ifodalasin.
A va B nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning OX o‘qining 

musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni ϕ deylik. Unda 
bu to‘g‘ri chiziqning burchak koeffisienti tgϕ bo‘ladi.

AB egri chiziqdan shunday C nuqta bo‘lishini tasavvur etish 
mumkinki, egri chiziqqa shu nuqtada o‘tkazilgan urinma AB 
to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi. Bu L urinmaning OX o‘qining 
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni α deylik. Uning 
ham burchak koeffitsienti tgϕ bo‘ladi.

4-chizma



137

Ma’lumki, y=f(x) funksiya hosilasining geometrik ma’nosi 

	 tgϕ=f'(c)	 (11)

bo‘ladi, bunda C nuqta AB egri chiziqdagi C nuqtani abssissasi.
AB to‘ri chiziq bilan bu urinma parallel bo‘lgani uchun 

	 tgϕ=tga		 (12) 

bo‘ladi.
Chizmada keltirilgan ADB to‘g‘ri burchakli uchburchakda 

AD=b–a, BD=f(b)–f(a),    ∠A=ϕ

Shu uchburchakdan 

	
tg BD

AD
f b f a
b a

ϕ = = −
−

( ) ( )
	

(13)

bo‘lishini topamiz.
Yuqoridagi (11), (12), (13) munosabatlardan 

f b f a
b a

f c( ) ( ) ( )−
−

= ′

bo‘lishi kelib chiqadi.
Natija. Agar f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi hosilasi nol­

ga teng 

f '(x)=0,    x∈(a,b)

bo‘lsa, u holda funksiya (a,b)da o‘zgarmas bo‘ladi:

f(x)=C,    C=const.

Natija. Aytaylik,y=f(x) funksiya uchun Lagranj teoremasining 
shartlari bajarilib,

f(a)=f(b)

kabi bo‘lsin. U holda a va b orasida shunday c nuqta (a<c<b) to­
piladi

f '(c)=0

bo‘ladi.
Endi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani isbot­
siz keltiramiz.
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Teorema. (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar.
1) [a,b] segmentda uzliksiz;
2) (a,b) intervalda f ′(x) va g′(x) hosilalarga ega;
3) (a,b) da g′(x)≠0 bo‘lsin.
U holda a bilan b orasida shunday c nuqta (a<c<b) topiladiki,

f b f a
g b g a

f c
g c

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

−
−

= ′
′

bo‘ladi.

7-§.Yuqori tartibli hosilalar

1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosila tushunchasi.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniqlangan bo‘lib, uning 

ixtiyoriy nuqtasida (x∈(a,b), f ′(x)) hosilaga ega bo‘lsin. Bu f ′(x) ni 
( f ′(x) ham x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi) g(x) orqali bel­
gilaylik:

g(x) = f ′(x),     (x∈(a,b))

Ta’rif. Agar x0∈(a,b) nuqtada g(x) funksiya g′(x0) hosilaga ega 
bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi ikkinchi tartibli 
hosilasi deyiladi va f"(x0) kabi belgilanadi.

Demak, f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uning bi­
rinchi tartibli hosilasining hosilasi bo‘ladi:

f "(x0) = (f ′(x))'.

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning 3-tartibli, f"'(x) 
4-tartibli fIV(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi f(n)(x) dan olin­
gan hosila f(x) funksiyaning (n+1)-tartibli hosilasi deyiladi va 
f(n+1)(x) kabi belgilanadi:

f(n+1)(x) = (f(n)(x))′.

Odatda, f(x) funksiyaning

fII(x), (f(x)III, fIV(x) …….

hosilalar uning yuqori tartibli hosilalari deyiladi.
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Eslatma. f(x) funksiyaning x nuqtada (x∈(a,b)), n-tartibli hosi­
lasining mavjud bo‘lishida bu funksiyaning shu nuqta atrofida 
1,2,...,(n–1) tartibli hosilalarining mavjud bo‘lishi talab etiladi.

Funksiyaning yuqori tartibli, masalan n-tartibli (n≥2) hosila­
sini topish uchun, hamma oldingi tartibli hosilalarini hisoblash 
kerak bo‘ladi.

Ayrim funksiyalarining yuqori tartibli hosilalarini bir yo‘la to­
pish mumkin.

Misol tariqasida ba’zi bir sodda funksiyalarning n-tartibli 
hosilalarini topamiz:

1) y=xa (x>0, α∈R). Bu funksiyaning hosilasini ketma-ket hi­
soblaymiz:

y'=(xa)'=a•xa–1,

y"=(y')'=(a•xa–1)'=a•(a–1)•xa–3,

y"'=(a(a–1)xa–2)'=a(a–1)(a–2)•xa–3.

Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun ushbu 

(xa)(n)=a•(a–1)(a–2)...(a–n+1)•xa–n

formula o‘rinli bo‘lishini matematik induksiya usuli yordamida 
ko‘rsatish qiyin emas.

Xususan, f x
x

x( ) = = −1 1

 
funksiyaning n-tartibli hosilasi.

f x
x

n x n
x

n n n
n

n
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )... ... ... ( ) ( ) != = − ⋅ − − = − ⋅

+
− −1 1 2 1

1
1

bo‘ladi.
2. y=lnx (x>0) funksiyaning n-tartibli hosilasini topamiz. 

Ravshanki,

y x
x

′ ′= =(ln ) 1

Unda yuqoridagi munosabatlarga ko‘ra 
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y y
x

n
x

xn n
n n

n
( )

( )

( ( ) ( )!, ( )= = 





= − ⋅ − >
− −

′)( −1) 1 1 1 0
1 1

bo‘ladi.
3. y=ax (a>0, a≠1) bo‘lsa. Bu funksiyaning hosilasini ket­

ma-ket hisoblaymiz:

y'=axlna,

y"=(y')'=(ax•lna)'=ax•lna•lna=axta2a,

y'"=(y")'=(axln2a)'=axln3a

Bu munosabatlarga qarab y=ax funksiyaning n-tartibli hosila­
si uchun ushbu,

y(n)=ax•lnna

formulani yozamiz. Uning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli 
yordamida isbotlanadi. Demak,

y(n)=(ax)(n)=ax•lnna

xususan, (ex)(n)=ex bo‘ladi.
2° Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi.
Aytaylik, moddiy nuqta M to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s=f(t) qonun 

bilan harakatlansin, bunda t – vaqt, S esa o‘tilgan yo‘l.
Ma’lunki, bu harakat qonuning t vaqtdagi oniy tezligi

S'(t)=f'(t)=n(t)

bo‘ladi.
Aytaylik, t vaqtda moddiy nuqtaning tezligi t+∆t vaqtdagi tez­

lik esa

v(t)+∆v

bo‘lsin, ya’ni moddiy nuqta tezligi ∆t vaqt oralig‘ida ∆v ga o‘zgar­
sin. Unda ushbu 

∆
∆
v
t



141

nisbat ∆t vaqt oralig‘dagi o‘rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nis­
batning ∆t → 0 dagi limiti

lim
∆

∆
∆t

v
t→0

t vaqtdagi moddiy nuqta harakatining tezlanishi deyiladi va u a 
bilan belgilanadi.

lim
∆

∆
∆t

v
t
a

→
=

0

Ravshanki

lim ( ).
∆

∆
∆t

v
t
v t

→
=

0
′

Agar v=S ′(t) ekanligini e’tiborga olsak, unda 

v′(t)=(S ′(t))'=S"(t)

bo‘lishini topamiz. Demak,

a=S"(t),

ya’ni S=S(t) harakat qonunining ikkinchi tartibli hosilasi hara­
katning tezlanishini ifodalaydi. Bu ikkinchi tartibli hosilaning 
mexanik ma’nosidir.

3°. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi.
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b)da aniqlangan bo‘lib, 

x∈(a,b) nuqtada n-tartibli f(n)(x), g(n)(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U 
holda

1. [c•f(x)](n)=c•f(n)(x),   c=const,
2. [f(x)|g(x)](n)=f(n)(x)|g(n)(x)
3. [f(x)•g(x)](n)–f(n)(x)•g(x)++Cn

1f(n–1)(x)•g'(x)+
+Cn

2f(n–2)•g"(x)+...++Cn
kf(n–k)(x)•g(k)(x)+...+f(x)•g(n)(x)

bo‘ladi, bunda

C n n n k
kn

k = − − −( )... ...( )
!

1 1
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8-bob. FUNKSIYA HOSILASINING TADBIQLARI

1-§. Funksiyaning monotonli oralig‘ini aniqlash

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniqlangan bo‘lsin.
Ma’lumki, ixtiyoriy x1⊂(a,b) va x2∈(a,b) nuqtalar uchun x1<x2 

bo‘lganda f(x1)≤f(x2) f(x1)<f(x2) bo‘lsa, f(x) funksiya (a,b) interval­
da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), x1<x2 bo‘lganda f(x1)≥f(x2) f(x1)>f(x2) 
bo‘lsa, f(x) funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi (qat’iy kamayuv­
chi) deyiladi.

Odatda f(x) funksiya (a,b) intervalda o‘suvchi yoki kamayuv­
chi bo‘lsa,

f(x) funksiya (a,b) intervalda monoton, (a,b) interval esa f(x) 
funksiyaning monotonli intervali deyiladi.

Endi funksiyaning hosilasidan foydalanib, uning berilgan in­
tervalda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini topamiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da f ′(x) hosilaga ega bo‘lib, 
ixtiyoriy x∈(a,b) da f '(x)≥0 bo‘lsa, u holda funksiya (a,b)da o‘suv­
chi bo‘ladi.

◄ Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)da f ′(x) hosilaga ega bo‘lib, 
f '(x)≥0  bo‘lsin.

(a,b) intervalda ixtiyoriy x1 va x2 nuqtalarni olib, x1<x2 deylik. 
Ravshanki, [x1, x2] sigmenti (a,b) intervalga tegishli bo‘ladi:

|x1, x2|∈(a,b).

Bu [x1, x2] sigmentda f(x) funksiya Lagranj teoremasining 
shartlarini bajaradi. Unda shu teoremaga ko‘ra shunday c nuqta 
(x1<c<x2) nuqta topiladiki,

f x f x
x x

f c( ) ( ) ( ),2 1

2 1

−
−

= ′
    

 ya’ni
     

f(x2)–f(x1)=f'(c)(x2–x1)

bo‘ladi. Shartga ko‘ra  f '(c)≥0 va x2–x1>0 unda keying tenglik­
dan f(x2)–f(x1)≥0, ya’ni f(x1)≤f(x2) bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, 
x1<x2 bo‘lganda f(x1)≤f(x2) bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiyaning (a,b)
da o‘suvchi bo‘lishini bildiradi.
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(a,b) intervalda ixtiyoriy x nuqtani olib, unda shunday ∆x ort­
tirma beramizki, x+∆x nuqta ham shu (a,b)ga tegishli bo‘lsin. 
Shartga ko‘ra, f(x) funksiya (a,b)da o‘suvchi. Unda ∆x>0 bo‘lgan­
da f(x)≤f(x+∆x) bo‘lib, f(x+∆x)–f(x)≤0 bo‘ladi. 

Demak,
∆x>0 da f(x+∆x)–f(x)≥0

∆x<0 da f(x+∆x)–f(x)≤0.

Ikkala hol uchun 
f x x f(x)

x
( )+ −

≥
∆
∆

0  bo‘ladi. 

Hosila ta’rifiga binoan
 

lim ( ) ( ) ( ).
∆

∆
∆x

f x x f x
x

f x
→

+ − =
0

′

Keyingi ikki munosabatdan (a,b) da f '(x)≥0 bo‘lishi kelib 
chiqadi. ►

Natijada (a,b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiyaning 
shu intervalda o‘suvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy x∈(a,b) da f '(x)≥0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yuqorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash quyidagi teorema­
lar ham isbotlanadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da f ′(x) hosilaga ega bo‘lib, 
ixtiyoriy x∈(a,b) da f '(x)≤0 bo‘lsa u holda funksiya (a,b)da ka­
mayuvchi bo‘ladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b)da f ′(x) hosilaga ega bo‘lib, 
funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 
x∈(a,b) nuqtada f '(x)≤0 bo‘ladi.

Natijada, (a,b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya­
ning shu intervalda kamayuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy x∈(a,b)da 
f '(x)≤0 bo‘lishi zarur va yetarli.

2-§. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiya ekstremumlari tushunchalari.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)da aniqlangan x0∈(a,b) va shu 

nuqtaning atrofi (x0–δ, x0+δ)={x∈R:x0–δ<x<x0+δ} (δ>0) ham 
(a,b) intervalda tegishli (x0–δ, x0+δ)⊂(a,b) bo‘lsin.
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Berilgan f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati f(x0) bilan 
shu funksiyaning (x0–δ, x0+δ) atrofdagi qiymatlarini solishtirish 
funksiya ekstremumi tushunchasiga olib keladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy x∈(x0–δ, x0+δ) uchun f(x)≤f(x0) tengsiz­
lik bajarilsa, f(x) funksiya x0 nuqtada lokal maksimumga erishadi 
deyiladi, x0 funksiyaning maksimum nuqtasi, f(x0) esa funksiyaning 
maksimum qiymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum qiymati max{f(x)} kabi belgilanadi.

f(x0)=max{f(x)}

Ta’rif. Agar ixtiyoriy x∈(x0–δ, x0+δ) uchun f(x)≥ f(x0) tengsiz­
lik bajarilsa, f(x) funksiya x0 nuqtada lokal minimumga erisha-
di deyiladi, x0 funksiyaning minimum nuqtasi, f(x0) esa funksiya-
ning minimum qiymati deyiladi. Funksiyaning minimum qiymati 
min{f(x)} kabi belgilanadi:

f(x0)=min{f(x)}

Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari umumiy 
nom bilan uning ekstremumlari deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiya (a,b) intervalda bir nechta maksimum 
va minimumlarga ega bo‘lishi mumkin.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining zaruriy sharti.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da aniqlangan bo‘lib, x∈(a,b) bo‘lsin.
Teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtada ekstremumga erish­

sa va shu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa, u holda 
f '(x0)=0 bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiya x0∈(a,b) nuqtada mini­
mumga erishib, f ′(x0) mavjud bo‘lganda ham f '(x0)=0 bo‘lishi is­
botlanadi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror x*∈(a,b) nuqtada hosilasi mav­
jud bo‘lib, f(x*)=0  bo‘lishidan uning x* nuqtada ekstremumiga 
erishishi har doim kelib chiqavermaydi.

Masalan, f(x)=x3 funksiya uchun f '(x)=3x2 va x=0 nuqtada 
f '(x0)=0 bo‘lsa ham bu funksiya x=0 nuqtada ekstremumga erish­
maydi (ma’lumki, funksiya qat’iy o‘suvchi).
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Demak, yuqorida keltirilgan teorema funksiya ekstremumga 
erishishning zaruriy shartini ifodalaydi.

Eslatma. Hosilaga ega bo‘lmagan nuqtada ham funksiya eks­
tremumiga erishishi mumkin. Masalan:

f(x)=|x|

funksiya x0=0 nuqtada hosilaga ega emas, ammo u shu nuqtada 
minimumga erishadi.

Odatda funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar funk­
siyasining statsionar nuqtalar deyiladi.

f(x) funksiyaga ekstremum qiymat beradigan nuqtalar:
1. Funksiyaning statsionar nuqtalar.
2. Funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalar.
3°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlari.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan,uning har bir nuqtasi­

da hosilaga ega va x0∈(a,b) nuqtada funksiyaning hosilasi nolga 
teng: f '(x0)=0  x0 nuqtaning shunday (x0–δ, x0+δ) atrofini ola­
mizki, (x0–δ, x0+δ)⊂(a,b) bo‘lsin.

a) Agar ixtiyoriy x∈(x0–δ,x0) da f ′(x)>0, ixtiyoriy x∈(x0,x0+δ,) 
da f ′(x)<0, ya’ni f ′(x) hosila x0 nuqtani «o‘sishda» ishorasining 
«+» dan «–» ga o‘zgartirsa, f(x) funksiya x0 nuqtada maksimum­
ga erishadi.

f(x) funksiyaning (x0–δ, x0) da hosilasi musbat f ′(x)>0.
Demak, funksiya (x0–δ, x0) da o‘suvchi. Unda (x0–δ, x0) da 

f(x0)≥ f(x) tengsizlik bajariladi. 
Demak, x∈(x0–δ,x0+δ) da f(x)<f(x0) bo‘ladi. Bu esa f(x) funk­

siya x0 nuqtada maksimumga erishishini bildiradi. 
b) Agar ixtiyoriy x∈(x0–δ,x0) da f ′(x)<0, ixtiyoriy x∈(x0,x0+δ,) 

da f ′(x)>0 , ya’ni f ′(x) hosila x0 nuqtani «o‘sishda» ishorasini «+» 
dan «–» ga o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada mini­
mumga erishadi.

f(x) funksiyaning hosilasi (x0–δ,x0) da f ′(x)<0. Demak, funk­
siya (x0–δ,x0) da kamayuvchi.

Unda (x0–δ,x0) da f(x)≥ f(x0) tengsizlik bajariladi.
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f(x) funksiyaning f ′(x) hosilasi (x0,x0+δ) da f '(x)>0. Demak, 
funksiya (x0,x0+δ) da o‘suvchi. Unda [x0,x0+δ] da f(x)≥ f(x0) teng­
lik bajariladi. 

Demak, ixtiyoriy x∈(x0–δ,x0+δ) da f(x)≥ f(x0) bo‘ladi. Bu esa 
funksiyaning x0 nuqtada minimumga erishishini bildiradi.

c) Agar ixtiyoriy x∈(x0–δ,x0) da f ′(x)>0, ixtiyoriy x∈(x0, 
x0+δ,) da f ′(x)>0 yoki ixtiyoriy x∈(x0–δ,x0) da f ′(x)<0, ixtiyoriy  
x∈(x0,x0+δ) da f ′(x)<0 bo‘lsa, ya’ni f ′(x) hosila x0 nuqtadan «o‘tish­
da» ishorasini o‘zgartirmasa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada ek­
stremumiga erishmaydi. Chunki bu holda (x0–δ, x0+

 δ) da o‘suv­
chi yoki kamayuvchi bo‘ladi.

Natijada f(x) funksiya ekstremumini topishda quyidagi qoida­
ga kelamiz:

1) funksiya hosilasi f ′(x) topiladi;
2) f ′(x)=0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning ye­

chimlaridan biri x0 bo‘lsin f ′(x)=0;
3) x0 nuqtaning chap atrofi (x0–δ, x0) va o‘ng atrofi (x0, x0+

 δ) 
da f ′(x) hosilaning ishorasi aniqlanadi va yuqorida keltirilgan a) 
va b) tasdiqlar tatbiq etilib ekstremum topiladi.

f '(x0) f '(x0–δ) f '(x0–δ) f(x0)

0 yoki mav­
jud emas

+
–

–
+

Maksimum
Minimum 

0 yoki mav­
jud emas

+
–

+
–

Ekstremum mavjud 
emas

4°. Funksiya ekstremumini topishda yuqori tartibli hosilalardan 
foydalanish.

Yuqorida keltirilgan ekstremumning yetarli sharti sanaladi­
gan nuqtaning o‘ng va chap tomonlaridagi nuqtalarida funksi­
ya hosilasi f(x) ning ishorasini aniqlash bilan bog‘liq. Ko‘pincha 
x0 nuqtaning atrofida f ′(x) ning ishorasini aniqlash qiyin bo‘ladi.

Qaralayotgan funksiya x0 nuqtada yuqori tartibli hosilalarning 
ega bo‘lsa, hosilaning x0 nuqtadagi qiymatining ishorasiga qarab 
funksiyaning ekstremumini aniqlash mumkin.
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Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniqlangan bo‘lib, 
x∈(a,b) bo‘lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtaning (x0–δ,x0+δ) atrofida 
((x0–δ,x0+δ) ⊂(a,b)) birinchi va ikkinchi tartibli f '(x), f"(x) hosi­
lalarga ega bo‘lib,

1) f '(x0)=0;
2) x0 nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(x) 

uzluksiz va f"(x0)≠0 bo‘lsin, u holda
a) f"(x0)>0 bo‘lgani f(x) funksiya x0 nuqtada minimumga eri­

shadi;
b) f"(x0)<0 bo‘lgani f(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga eri­

shadi.
Teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtaning (x0–δ,x0+δ)⊂(a,b)) 

n-tartibli f(n)(x) hosilaga ega bo‘lib,
1) f '(x0)=0, f"(x0)=0,..., f(n–1)(x0)=0, f(n)(x0)≠0 bo‘lganda, n juft 

son bo‘lsa funksiya ekstremumga ega bo‘ladi va f(n)(x0)>0 bo‘lgan­
da f(x) funksiya x0 nuqtada minimumga, f(n)(x0)<0 bo‘lganda f(x) 
funksiya x0 nuqtada maksimumga erishadi.

2) n-toq son bo‘lganda f(x) funksiya x0 nuqtada ekstremum­
ga ega bo‘ladi.

5°. Funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta va eng kichik qiy
matlari.

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlanagan va u shu segment­
da differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, f(x) funksiya [a,b] da 
uzluksiz bo‘ladi. Unda ma’lum teoremaga ko‘ra funksiya [a,b] da 
eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi, ya’ni [a,b] segment­
ning shunday qiymatlari topiladiki, bu nuqtalardagi funksiyaning 
qiymatlari eng katta (eng kichik) bo‘ladi.

Funksiyaning eng katta qiymati quyidagicha topiladi:
1) f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi maksimum qiymatlari 

topiladi. Funksiyaning barcha maksimum qiymatlari to‘plami 
{max f(x)} bo‘lsin;

2) funksiyaning [a,b] segmenti chegaralaridagi, ya’ni x=a, x=b 
nuqtalardagi qiymatlari f(a) va f(b) hisoblanadi.
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So‘ngra {max f(x)} to‘plamning barcha elementlari bilan f(a) va 
f(b) lar taqqoslanadi. Bu qiymatlar ichida (orasida) eng kattasi f(x) 
funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta qiymati bo‘ladi.

Shunga o‘xshash funksiyaning [a,b] segmentdagi eng kichik 
qiymati topiladi.

6°. Hosilaning funksiya limitini topish tadbiqlari. Lopital qoi-
dalari.

 Biz oldingi boblarda, ma’lum shartlar bajarishganda funksi­
yalarning limitini hisoblashni bayon etdik.

Bazi hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni.

1) x>x0 da f(x)→0, g(x)→0, da
 

f x
g x

( )
( )  

ning limiti (uni
 

0
0
 ko‘ri­

nishidagi aniqmaslik deyiladi).

2) x>x0 da f(x)=+∞, g(x)=+∞ da 
f x
g x

( )
( )  

ning limiti (uni ∞
∞  

ko‘rinishidagi aniqmaslik deyiladi).
Limitni topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoida­

ga ko‘ra hisoblash mumkin bo‘ladi.
Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital qoidalari 

deyiladi.

1°. x→x0 da f(x)→0, g(x)→0, da 
f x
g x

( )
( )

 ning limiti.

Teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniqlangan 
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) limx→∞f(x)=0, limx→∞g(x)=0; 
2) ixtiyoriy x∈(a,b) da f '(x) va g'(x) hosilalari mavjud;
3) ixtiyoriy x∈(a,b) da g'(x)≠0;

4) ushbu
 

lim ( )
( )

( )
x a

f x
g x

A A R
→

= ∈′
′  mavjud. U holda 

lim ( )
( )

lim ( )
( )x a x a

f x
g x

f x
g x

A
→ →

= =′
′  

bo‘ladi.
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f(x) hamda g(x) funksiyalarning x=a nuqtadagi qiymati nolga 
teng, ya’ni f(a)=0, g(a)=0 deb olsak, natijada

 
lim ( ) ( ),
x a

f x f a
→

= =0
 

lim ( ) ( )
x a
g x g a

→
= =0

 
tengliklar o‘rinli bo‘lib, f(x) va g(x) funksi­

yalar [a,b] da uzluksiz bo‘ladi. Ixtiyoriy x∈(a,b) nuqta olib, [a,x] 
segmentda f(x) va g(x) funksiyalarni qaraymiz. Koshi teoremasiga 
ko‘ra a bilan x orasida shunday c(a<c<x) nuqta topiladiki 

f x f a
g x g a

f c
g c

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

−
−

= ′
′

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan esa

f x
g x

f c
g c

( )
( )

( )
( )

= ′
′

bo‘lishi kelib chiqadi. Ravshanki x→a da x→c bo‘ladi. Demak,

lim ( )
( )

lim ( )
( )x a c a

f x
g x

f c
g c

A
→ →

= =′
′

2°. x→x0 da (x)→∞, g(x) →∞ da 
f x
g x

( )
( )  

ning limiti.

Teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniqlangan 
bo‘lib,quyidagi shartlarni bajarsin:

1) limx→∞f(x)=∞, limx→∞g(x)=∞, 
2) ixtiyoriy x∈(a,b) da, f ′(x) va g′(x) hosilalar mavjud va g′(x)≠0

3) lim ( )
( )

.x a
f x
g x

A→ =

U holda
 
lim ( )

( )
lim ( )

( )x a x a

f x
g x

f c
g c

A
→ →

= =′
′  

bo‘ladi.
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9-bob. ANIQMAS INTEGRAL

Ma’lumki, harakat qonuniga ko‘ra harakatdagi jismning tez­
ligini topish masalasi hosila tushunchasiga olib keladi.

Harakatdagi jismning tezligiga ko‘ra harakat qonunini topish 
masalasi esa yuqorida aytilgan masalaga nisbatan teskari masala 
bo‘lib, u funksiyaning aniqmas integrali tushunchasiga olib keladi.

1-§. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral

f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, F(x) esa shu (a,b) berilgan 
va differensiallanuvchi (ya’ni F(x) hosilaga ega), x∈(a,b) bo‘lsin.

Ta’rif. Agar F(x) funksiyaning hosilasi F'(x) berilgan f(x) funk­
siyaga teng F'(x)=f(x) yoki dF(x)=f'(x)dx bo‘lsa, F(x) funksiya f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

Masalan,

f(x)=x2, (x∈(-∞;+∞))

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F x x( ) = 1
3

3

bo‘ladi, chunki 

F x x x x f x′
′

( ) ( )= 





= ⋅ = =1
3

1
3

33 2 2

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, u shu oraliqda 

ikkita F(x) va Ф(x) boshlang‘ich funksiyalarga ega bo‘lsin. Ta’rif­
ga binoan

F'(x)=f(x), Ф' (x)=f(x),(x∈(a,b))

Keyingi tengliklardan

F'(x)= Ф'(x)

bo‘lish kelib chiqadi. Unda F(x) va Ф(x) funksiyalar bir-biridan 
o‘zgarmas songa farq qiladi;
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Ф(x)=F(x)+C, C=const

Demak, berilgan f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari 
cheksiz ko‘p bo‘lib, ular bir-biridan o‘zgarmas songa farq qiladi.

Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiya­
si bo‘lsa, unda f(x) funksiyaning istalgan boshlang‘ich funksiyasi

F(x)+C, C=const

ko‘rinishida bo‘ladi.
Ta’rif. Ushbu 

F(x)+C 

ifoda f(x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va ∫f(x)dx ka­
bi belgilanadi:

f x dx F x C( ) ( )= +∫
bunda ∫  

integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx 

integral ostidagi ifoda deyiladi.
Masalan,

x dx x C2 31
3

= +∫ ,

chunki
 

1
3

1
3

33 2 2x C x x+





= ⋅ =
′

 
bo‘ladi.

Odatda funksiyaning aniqmas integralini topish amaliga shu 
funksiyani integrallash amali deyiladi.

Teorema. (a,b) da uzluksiz bo‘lgan har qanday funksiya bosh­
lang‘ich funksiyaga, demak aniqmas integralga ega bo‘ladi.

2-§. Aniqmas integralning xossalari

Aniqmas integral bir nechta xossalarga ega. Biz ularni kelti­
ramiz:

1°. f(x) funksiya aniqmas integral ∫f(x)dx ning differensiali f(x)
dx ga teng:
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d f x dx f x dx( ) ( ) ,∫



 =

2°. Funksiya differensialining aniqmas integarali shu funksiya 
bilan o‘zgarmas son yig‘ndisiga teng:

dF x F x C( ) ( ) .= +∫
3°. Ushbu munosabat o‘rinli:

k f x dx k f x dx k const k⋅ = ⋅ = ≠∫∫ ( ) ( ) ( , )0

4°. Ushbu formula o‘rinli: 

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( ) .±[ ] = ± ∫∫∫
Bu xossalarning isboti bevosita aniqmas integral ta’rifidan ke­

lib chiqadi. Biz ulardan birini, masalan, 2°-xossaning isbotini 
keltiramiz.

F(x) funksiya f(x) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi 
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra F'(x)=f(x) bo‘ladi,

 
f x dx F x C( ) ( )= +∫  

bo‘ladi. 

Unda 

f x dx F x dx dF x( ) ( ) ( )= = ∫∫∫ ′

bo‘ladi. Keyingi tengliklardan

dF x F x C( ) ( )= +∫ ′

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa 2° xossani isbotlaydi.

3-§. Asosiy integrallar jadvali

1°. Sodda funksiyalarning aniqmas integrallari.
Avval sodda funksiyalarning aniqmas integrallarini topamiz. 

Bunda boshlang‘ich funksiya ta’rifidan hamda hosilalar jadvali­
dan foydalanamiz.

1) f(x)=xα bo‘lsin. (x>0, α – haqiqiy son, α≠–1)
Unda 
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f x dx x dx x C( ) = =
+

+
+

∫∫ α
α

α

1

1
bo‘ladi, chunki

x C x x
α α

α

α
α

α

+

+
+









 = + ⋅

+
=

1

1
1

1

′

( ) .

1) f(x)=
x
1

 bo‘lsin (x≠0), unda 
1
x
dx x C= +∫ ln

 
bo‘ladi.

2) f(x)=ax bo‘lsin (a>0, a≠1). U holda 

f x dx a dx a
a
Cx

x

( )
ln

= = +∫∫
bo‘ladi, chunki

a
a
C

a
a a a

x
x x

ln ln
ln+









 = ⋅ ⋅ =

′
1

Xususiy, f(x)=ex bo‘lsa,

f x dx e dx e Cx x( ) = ⋅ = +∫∫
bo‘ladi.

3) f(x)=sinx bo‘ladi, unda
 

f x dx xdx x C( ) sin cos= = − +∫∫  
bo‘ladi, chunki (–cosx+C)'=–(–sinx)=sinx.

4) f(x)=cosx bo‘lsin, u holda 
f x dx xdx x C( ) cos sin= = +∫∫  

bo‘ladi, chunki, (sinx+C)'=cosx.

5) f x
x

( )
cos

=
⋅

1
2  bo‘lsin, unda 

 
f x dx

x
dx tgx C( )

cos
=

⋅
= +∫∫

1
2

bo‘ladi, chunki, ( )
cos

.tgx C
x

+ =′ 1
2

6) f x x
( )

sin
= 1

2
 
bo‘lsin, u holda
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f x dx
x
dx ctgx C( )

sin
= = − +∫∫

1
2

bo‘ladi, chunki,
 
( )

sin sin
− + = − −





=ctgx C
x x

′ 1 1
2 2

7)
 
f x

x
( ) =

+
1

1 2  bo‘lsin, u holda

f x dx
x
dx arctgx C( ) =

+
= +∫∫

1
1 2

bo‘ladi, chunki, ( )arctgx C
x

+ =
+

′ 1
1 2

8) f x
x

( ) =
−
1

1 2 bo‘lsin, unda 

f x dx
x
dx x C( ) arcsin=

−
= +∫∫

1
1 2

bo‘ladi, chunki,
 
(arcsin )x C

x
+ ′ ′ = 1

1− 2

2°. Integrallar jadvali. Yuqorida keltirilgan formulalarni jam­
lab ushbu integrallar jadvalini hosil qilamiz:

1)
 
x dx x Cα

α

α
α=

+
+ ≠ −

−

∫
1

1
1( )

2)
 

1 0
x
dx x C x= + ≠∫ ln ( )

3) a dx a
a
C a ax

x

= + > ≠∫ ln
( , )0 1

4)
 
e dx e Cx x= +∫ ,

5)
 

sin cos ,xdx x C= − +∫



155

6)
 

cos sin ,xdx x C= +∫
7)

 

1
2sin

,
x
dx ctgx C= − +∫

8)
 

1
2cos

,
x
dx tgx C= +∫

9) 1
1 2−

= +∫ x
dx x Carcsin ,

10)
 

1
1 2+

= +∫ x
dx tgx Carc .

4-§. Integrallash usullari

1°. Bevosita integrallash usuli. Bu usulda integral ostidagi funk­
siyani (yoki ifodani) ayniy almashtirishlar yo‘li bilan yoki bevosi­
ta integralning xossalarini tatbiq etish yo‘li bilan jadval integrali­
ga keltirib hisoblanadi.

Ko‘p hollarda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

du=d(u+a), a – o‘zgarmas son,

du
a
d au a= ≠1 0( ),

 
udu d u= 1

2
2( ),

cosu du=d(sinu), sinu du=-d(cosu),

1
u
du d u= (ln ),

 

1
2cos

( ),
u
du d tgu=

umuman f '(u)du=d(f(u)).
Masalan,

dx
x

d x
x

x C
+

= +
+

= + +∫∫ 2
2

2
2( ) ln ,

tgxdx x
x
dx d x

x
x C= = − = − +∫∫∫

sin
cos

(cos )
cos

ln cos
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2°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli.

Ushbu f x dx( )∫  integralni hisoblash talab etilsin. Ba’zan x 

o‘zgaruvchini boshqa o‘zgaruvchiga almashtirilish natijasida beril­
gan integral soddaroq, hisoblash uchun qulayroq integralga keladi.

Aytaylik,

	
f x dx F x C( ) ( )= +∫ 		

(1)

bo‘lsin. Bu integralda x=ϕ(t) almashtirish bajaramiz. (f(x), ϕ(t) 
va ϕ'(t) – uzluksiz funksiyalar).

Unda 

	
f t t dt F t C( ( )) ( ) ( ( ))ϕ ϕ ϕ⋅ = +∫ ′

	
(2)

bo‘ladi. Shuni isbotlaymiz.
Ma’lumki, F'(x)=f(x).
Unda [F(ϕ(t))+C]'=(F(ϕ(t)))'=F' (ϕ(t))•ϕ' (t)=f(ϕ(t))•ϕ'(t) bo‘la­

di. Bu esa (2) munosabatning to‘g‘riligini bildiradi. (1) va (2) 
tengliklardan topamiz:

f x dx f t t dt( ) ( ( ) ( ) .= ⋅∫∫ ϕ ϕ′

Masalan ( )2 3 5+∫ x dx
 
integralni hisoblashda 2+3x=t

Almashtirish bajarilsa, unda x
t dx dt= − =2

3
1
3

,
 
bo‘lib,

( ) ( )2 3 1
3 6

1
18

2 32 5
6

6+ = ⋅ ⋅ + = + +∫∫ x dx t t C x C
 
bo‘ladi.

3°. Bo‘laklab integrallash usuli. Aytaylik, u=u(x) va v=v(x) 
funksiyalar biror oraliqda aniqlangan uzluksiz hamda uzluksiz 
u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Ma’lumki,

d(u•v)=udv+vdu.

Bu tenglikni integrallab topamiz:

d u v udv vdu( ) .⋅ = +∫ ∫∫
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Ravshanki, d u v u v( )⋅ = ⋅∫
Unda u v udv vdu⋅ = + ∫∫  bo‘lib, quyidagi formula 

	
udv u v vdu= ⋅ − ∫∫ 	

(3)

hosil bo‘ladi.
Odatda (3) bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.
(3) formula ∫udv integralni ∫vdu ni hisoblashga keltiradi.
1-misol. ∫xcosxdx ni hisoblang:
Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlarni kirita­

miz. U holda 

x xdx udv u v vdu x x

xdx x x x C

⋅ = = ⋅ − = ⋅ −

− = + +

∫∫∫
∫

cos sin

sin sin cos

bo‘ladi.
2-misol. lnxdx ni hisoblang:

Yechish. u=lnx,
 
du dx

x
= ,

 
v=x, dv=dx almashtirishni kirita­

miz. U holda,
 
lnxdx udv x x dx

x
x x x C= = ⋅ − = ⋅ − +∫∫∫ ln ln

 
bo‘ladi.

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va bo‘laklab integ­
rallash usuli bilan hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz. 

1.
 

P x e dx P x kxdx P x kxdxn
kx

n n( ) , ( )sin , ( ) cos∫ ∫ ∫  
ko‘rinishdagi 

integrallar, bu yerda Pn(x) – n-darajali ko‘phad, k biror son. Bu 
integrallarni hisoblash uchun u=Pn(x) deb olish va (3) formulani 
n marta qo‘llash yetarli.

2. 
P x xdx P x arc xdx P x arc xdx P x arctgxdxn n n n( ) ln , ( ) sin , ( ) cos , ( ) ,∫ ∫ ∫∫∫ ∫ P x arcctgxdxn ( )

P x xdx P x arc xdx P x arc xdx P x arctgxdxn n n n( ) ln , ( ) sin , ( ) cos , ( ) ,∫ ∫ ∫∫∫ ∫ P x arcctgxdxn ( )
 ko‘rinishdagi integrallar, bu yerda Pn(x) – n-dara­

jali ko‘phad. Bu integrallarni bo‘laklab integrallash uchun Pn(x) 
oldidagi ko‘payuvchi funksiyani u deb olish lozim.
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3. e bxdxax cos ,∫  bu yerda a va b lar haqiqiy sonlar. Bu integ­

rallar ikki marta bo‘laklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.

3-misol. arcsin xdx∫  integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda P0(x)=1 va u=arc­
sinx deb olamiz. U holda

arcsin
arcsin ,

,
arcsinxdx

u x du dx
x

dv dx v x
x x xdx

x
=

= =
−

= =
= −

−
=∫∫ 1

1
2

2

== + − − = + − +
−

∫x x x d x x x x Carcsin ( ) ( ) arcsin1
2

1 1 12
1
2 2 2

 

bo‘ladi.

4-misol.
 
e x dxx−∫ cos

2
integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning ol­
didagi ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta 
bo‘laklab integrallashni bajaramiz. Ikkinchi marta integrallaga­
nimizda avval berilgan integralni o‘z ichida saqlaydigan tenglikka 
ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

e x dx
u e du e dx

dv x dx v x d x x
x

x x

−

− −

∫ =
= = −

= = =
cos

,

cos , cos ( ) sin2
2

2
2 2

2
2∫∫
=

 

= + =
= = −

= = −
− −

− −

∫2
2

2
2

2
2

e x e x dx
u e du e dx

dv x dx v x
x x

x x

sin sin
,

sin , cos
22

=

= − − −− − −∫2
2

4
2

4 4
2

e x e x e x dxx x xsin cos cos ,
 
ya’ni 

e x dx e x e x e x dxx x x x− − − −∫ ∫= − −cos sin cos cos ,
2

2
2

4
2

4
2  



159

bundan
  

5
2

2
2

4
2

e x dx e x e xx x x− − −∫ = −cos sin cos ,
  
yoki 

e x dx e x e xx x x− − −∫ = −cos ( sin cos ).
2

2
5 2

2
2

Endi bo‘laklab integrallash usuli yordamida ushbu

J dx
x a

n j o zgarmasn n=
+

= −∫ ( )
( , , ,... ... ' )2 2 1 2 3 α

 

integralni (bu integraldan keyinchalik ko‘p foydalaniladi) hi­
soblaymiz.

Berilgan integralda 

u
x a

dv dxn=
+

=1
2 2( )

,

deb olamiz. Unda 

du
x a

dx x a dx

n x a x

n
n

n

=
+









 ⋅ = +  ⋅ =

= − + ⋅

−

− −

1

2

2 2
2 2

2 2 1

( )
( )

( )

′

′

ddx nx
x a

dxn= −
+

⋅2
2 2( )

,

dv=dx

bo‘lishidan esa,

v=x

bo‘lishini topamiz.
Bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra 

J dx
x a

x
x a

x nx
x a

dx

x
x

n n n n=
+

= ⋅
+

− ⋅
+









 =

=
+

∫ ∫ +( ) ( ) ( )

(

2 2 2 2 2 2 1

2

1 2

aa
n x

x a
dxn n2

2

2 2 12
) ( )
+

+ +∫

bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi 
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x
x a

dxn

2

2 2 1( )+ +∫
integralni quyidagicha yozib olamiz:

x
x a

dx x a a
x a

dx dx
x a

a
x

n n n

2

2 2 1

2 2 2

2 2 1 2 2

2
2

1
( ) ( ) ( )

(

+
=

+ −
+

=
+

−

−
+

+ +∫ ∫ ∫

aa
dx J a Jn n n2 1

2
1) + +∫ = − ⋅

demak,

J x
x a

n J na Jn n n n=
+

+ ⋅ − ⋅ +( )2 2
2

12 2

Keyingi tenglikdan J(n+1) ni topamiz:

2 2 2 12
1 2 2 2 2na J x

x a
n J J x

x a
n Jn n n n n n⋅ =

+
+ ⋅ − =

+
+ − ⋅+ ( ) ( )

( )
 

	
J x

na x a
n
na

Jn n n+ =
+

+ −
1 2 2 2 22

2 1
2( ) 	

(4)

Bu rekurrent formuladan foydalanib, J1 ni bilgan holda bi­
rin-ketin J2, J3,… larni topish mumkin.

Ravshanki, n=1 bo‘lganda 

J dx
x a a

a x
a
x
a

a
arctg x

a
C1 2 2 2

1

1

1=
+

=







+ 





= +∫ ∫

bo‘ladi.
Masalan, (4) formuladan foydalanib,

J dx
x a2 2 2 2=

+( )

integral quyidagicha hisoblanadi:
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J x
a x a a

J

x
a x a a

arctg x
a
C

2 2 2 2 2 1

2 2 2 2

2
1

2

2
1

2

=
⋅ +

+ =

=
⋅ +

+ +

∫ ( )

( )
.

5-§. Sodda kasrlar va ularning integrallari

Ushbu,

A
x a

A
x a

Bx C
x px q

Bx C
x px q

m

m

m

− −
+

+ +
+

+ +
>

,
( )

, ,

( )
( )

2

2 1

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Bunda A,B,C,a,p,q – 
o‘zgarmas haqiqiy sonlar, m – natural son, x2+px+q – kvadrati 
uch had haqiqiy ildizlarga ega emas.

1°. 
A
x a−  sodda kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:

A
x a

dx A dx
x a

A d x a
x a

A x a C
−

=
−

= −
−

= ⋅ − +∫ ∫ ∫
( ) ln

2°. 
A

x a
dx mm( )

( )
−

>∫ 1
 
sodda kasrning aniqmas integrali.

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

A
x a

dx A dx
x a

A x a d x a

A x a
m

C A

m m
m

m

( ) ( )
( ) ( )

( )
−

=
−

= − − =

= ⋅
−
− +

+ =

∫ ∫ ∫ −

− +1

1 (( ) ( )
.

x a m
Cm− ⋅ −

+
1

3°. 
Bx C

x px q
dx+

+ +∫ 2
 
sodda kasrning aniqmas integrali.
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Avvalo sodda kasr maxrajidagi x2+px+q kvadrat uchhadni 
quyidagicha yozib olamiz:

x px q x p x p q p x p

q p

2 2
2 2 2

2

2
2 2 2 2

4

+ + = + ⋅ + 





+ − 





= +





+

+ − = xx p a a q p+





+ = −
2 4

2
2 2

2

,

x px q x p x p q p x p

q p

2 2
2 2 2

2

2
2 2 2 2

4

+ + = + ⋅ + 





+ − 





= +





+

+ − = xx p a a q p+





+ = −
2 4

2
2 2

2

,

U holda

Bx C
x px q

dx Bx C

x p a
dx+

+ +
= +

+ +
∫∫ 2

2 2

2
( )

bo‘ladi. Keyingi integralda o‘zgaruvchini almashtiramiz:

x p t+ =
2

.

Pavshanki,

dx=dt,
 
x t p= −

2.
Natijada 

Bx C
x px q

dx Bx C

x p a

B t p C

t a
dt

Bt

+
+ +

=
+

+ +
=

−





 +

+
=

=
+

∫∫ ∫2
2 2 2

2 2

2

2

( )

CC p B

t a
dt B tdt

t a
C p B dt

t a

B d t a
t a

−

+
=

+
+ −

+
=

=
+
+

∫ ∫∫2
2

2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

( )

( )
∫∫ ∫+ −






 ⋅









+ 







=

= + + −

C Bp
a

d t
a
t
a

B t a C Bp

2
1

1

2 2

2

2 2ln( )





 ⋅ + =

= + + + −





 ⋅

−

1

2 2
1

�

2

2

a
a��t�t

a
C

B x px q C Bp

q p
a��t�

x
ln( )

++

−

+

p

q p
C2

�

2
�
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Bx C
x px q

dx Bx C

x p a

B t p C

t a
dt

Bt

+
+ +

=
+

+ +
=

−





 +

+
=

=
+

∫∫ ∫2
2 2 2

2 2

2

2

( )

CC p B

t a
dt B tdt

t a
C p B dt

t a

B d t a
t a

−

+
=

+
+ −

+
=

=
+
+

∫ ∫∫2
2

2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

( )

( )
∫∫ ∫+ −






 ⋅









+ 







=

= + + −

C Bp
a

d t
a
t
a

B t a C Bp

2
1

1

2 2

2

2 2ln( )





 ⋅ + =

= + + + −





 ⋅

−

1

2 2
1

�

2

2

a
a��t�t

a
C

B x px q C Bp

q p
a��t�

x
ln( )

++

−

+

p

q p
C2

�

2
�

bo‘ladi.

4°. 
Bx C

x px q
dx mm

+
+ +

>∫ ( )
( )2 1

 
sodda kasrning integrali.

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

Bx C
x px q

dx Bx C

x p q p
dx

B t p

m m
+

+ +
=

+

+ + −










=
⋅ −







∫ ∫( )
( )

2
2

2

2 4

2
++

+
=

= ⋅
+

+ −





 +

=

∫

∫ ∫

C

t a
dt

B tdt
t a

C Bp dt
t a

B d

m

m m

( )

( ) ( )
(

2 2

2 2 2 22 2
tt a
t a

C Bp dt
t a

B
m t a

m

m m

2 2

2 2

2 2 2 22 2
1

1

+
+

+

+ −





 +

= ⋅
− +

∫

∫

)
( )

( ) ( )( ) −− + −





 +∫1 2 22

C Bp dt
t a m( )

Bu integraldagi
 

dt
m(t a )2 2+∫

 
aniqmas integral

yuqorida keltirilgan rekurrent formula yordamida hisoblanadi.

6-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu Pn(x)=a0+a1x+a2x
2+ ……+anx

n butun ratsional funksi­
yaning integrali oson hisoblanadi:

P x dx a a x a x a x dx

a x a x a x
n n

n( ) ... ...= + + + ⋅⋅⋅ +  =

= + +

∫ ∫ 0 1 2
2

0 1

2

2

2

2 33 1

1

+ ⋅⋅⋅+
+

+
+

a x
n

Cn

n

.

Kasr ratsional funksiya 
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P x
Q x

a a x a x a x
b b x b x

n

m

n
n( )

( )
... ...
... ...

= + + + ⋅⋅⋅ +
+ + + ⋅⋅⋅

0 1 2
2

0 1 2
2 ++ b xm

m

ni integrallash birmuncha murakkab bo‘ladi.

Agar P x
Q x
n

m

( )
( )  

noto‘g‘ri kasr (n>m) bo‘lsa, uning butun qismi 

ajratilib, butun ratsional funksiya va to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘ri­
nishida yoziladi:

P x
Q x

dx R x R x
Q x

n

m
n

n

m

( )
( )

( ) ( )
( )

.= +

U holda
 

P x
Q x

dx R x dx R x
Q x

n

m
n

n

m

( )
( )

( ) ( )
( )∫ ∫∫= +

 
bo‘ladi.

To‘g‘ri kasrni integrallash uchun, avvalo bu kasrni sodda kasr­
lar yig‘indisi sifatida yozib olinadi so‘ng ularning integrallari to­
piladi.

Endi ratsional karslarni sodda kasrlarga ajratishga doir bir 
nechta misollar keltiramiz:

1-misol. Ushbu
 

x
x

2

3 8−  
ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying.

Yechish. x3–8=(x–2)(x2+2x+4) bo‘lganligi sababli (8) formu­
laga ko‘ra

x
x

x
x x x

A
x

Bx C
x x

2

3

2

2 28 2 2 4 2 2 4−
=

− + +
=

−
+ +

+ +( )( )
,

bu yerda A, B va C lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning 
o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz, u holda 
x
x

A x x Bx C x
x x x

2

3

2

28
2 4 2

2 2 4−
= + + + + −

− + +
( ) ( )( )

( )( )  
bo‘ladi. Bundan

x2=(A+B)x2+(2A+C–2B)x +4A–2C. 
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni teng­

lashtirib, A, B, C larni topish uchun ushbu tenglamalar sistemasi­
ga ega bo‘lamiz:
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x
x
x

A B
a C B
A C

A B C

2

1

0

1
0 2 2
0 4 2

1
3

2
3

2
3

,
,

, , , .
= +
= + −
= −






⇒ = = =

Shunday qilib,

x
x x

x
x x

2

3 28
1

3 2
2 1

3 2 4−
=

−
+ +

+ +( )
( )

( )
.

2-misol. Ushbu
 

7 26 9
4 4 9

2

4 3 2

x x
x x x

−
+ + −

 ratsional kasrni sodda kasr­

larga yoying.
Yechish. Kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

x4+4x3+4x2–9=(x2+2x)2–9=(x2+2x–3)(x2+2x+3)=

=(x–1)(x+3)(x2+2x+3).

sodda kasrlarga yoyish formulasidan foydalanib yoyilmani yo­
zamiz:

7 26 9
1 3 2 3 1 3 2 3

2

2 2

x x
x x x x

A
x

B
x

Cx D
x x

+ −
− + + +

=
−

+
+

+ +
+ +( )( )( )

.

Tenglamaning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz. U 
holda

7 26 9
1 3 2 3

3 2 3 1 2

2

2

2 2

x x
x x x x

A x x x B x x x

+ −
− + + +

=

= + + + + − +
( )( )( )

( )( ) ( )( ++ + + + −
− + + +

3 3 1
1 3 2 32

) ( )( )( )
( )( )( )

Cx D x x
x x x x

bo‘ladi. Bu kasrlarning suratlarini tenglashtiramiz so‘ngra x oldi­
dagi koeffitsientlarni tenglashtirib quyidagiga ega bo‘lamiz:

x
x
x
x

A B C
A B C D
A B C D
A B D

3

2

1

0

0
7 5 2
26 9 3 2

9 9 3 3

= + +
= + + +
= + − +

− = − −






,
,

,
, 




⇒ = = = − =A B C D1 1 2 5, , , .
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Demak, 

7 26 9
1 3 2 3

1
1

1
3

2 5
2 3

2

2 2

x x
x x x x x x

x
x x

+ −
− + + +

=
−

+
+

+ − +
+ +( )( )( )

.

3-misol. 4 16 8
4

2

3

x x
x x
+ −

−
ni sodda kasrlarga ajrating.

Yechish. (8) formulaga ko‘ra 

4 16 8
4

4 16 8
2 2 2 2

2

3

2x x
x x

x x
x x x

A
x

B
x

C
x

+ −
−

= + −
+ −

= +
+

+
−( )( )

.

Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltira­
miz va suratlarini tenglashtiramiz:

4x2+16x–8=A(x+2)(x–2)+Bx(x-2)+Cx(x+2).

x ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 qiymatlar berib quyidagini 
hosil qilamiz:

x
x
x

A
B
C

A
B
C

=
= −
=

− = −
− =

=






⇒

=
= −
=







0
2

2

8 4
24 8

40 8

2
3

5

,
,

.

Shunday qilib,

4 16 8
2 2

2 3
2

5
2

2x x
x x x x x x

+ −
+ −

= +
+

+
−( )( )

.

4-misol.
 

x
x x

dx
3

3

1
1

+
−∫ ( )  

hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni 
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

x
x x

A
x

B
x

C
x

D
x

3

3 2 3

1
1 1 1 1

+
−

= +
−

+
−

+
−( ) ( ) ( )

.

Bundan x3+1=A(x–1)3+Bx(x–1)2+Cx(x–1)+Dx kelib chiqadi. 
Endi x o‘zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 qiymatlar berib, quyidagi teng­
lamalar sistemasini hosil qilamiz:
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− =
=
+ + + =

− − + − =










A
D
A B C D
A B C D

1
2
2 2 2 9

8 4 2 0

,
,

,
.

Bundan A=-1, B=2, C=1, D=2 ni topamiz.
Demak, 

x
x x

dx dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

x

3

3 2 3

1
1

2
1 1

2
1

2

+
−

= − +
−

+
−

+
−

=

= − +

∫∫∫∫∫ ( ) ( ) ( )

ln lnn
( )

.x
x x

C− −
−

−
−

+1 1
1

1
1 2

5-misol.
 
I x x

x x
dx= + −

−∫
5 4

3

8
4  

integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi kasr-noto‘g‘ri kasr. Uning butun va 
to‘g‘ri qismlarini ajratib olamiz:

x x
x x

x x x x
x x x

5 4

3
2

28
4

4 4 16 8
2 2

+ −
−

= + + + + −
− +( )( )

.

To‘g‘ri qismi 4 16 8
4

2

3

x x
x x
+ −

−
ni sodda kasrlarga ajratamiz (qarang: 

3-misol), natijada
 

x x
x x

x x
x x x

5 4

3
28

4
4 2 3

2
5

2
+ −

−
= + + + −

− +
+

−  
tenglik­

ka ega bo‘lamiz.
Bundan keyin integrallaymiz

x x
x x x

dx x x x

dx
x

dx
x

dx

2
3 2

4 2 3
2

5
2 3 2

4

2 3
2

5

+ + + −
+

+
−







 = + + +

+ − −
+

+

∫

∫ xx
x x x x x

x C x x x Cx
−

= + + + − + +

+ − + = + + + +

∫∫ 2 3 2
4 2 3 2

5 2
3 2

4

3 2

3 2

ln ln

ln ln ln
22 5

3

2
2

( )
( )

.x
x

−
+
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6-misol.
 

x
x

dx
2

3 8−∫
 
integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni 
sodda kasrlarga ajratishni 1-misolda ko‘rgan edik. Shu yoyil­
madan foydalanib integralni hisoblaymiz:

x
x

dx x
x x x

dx A
x

Bx C
x x

dx
2

3

2

2 28 2 2 4 2 2 4−
=

− + +
=

−
+

+
+ +







 =∫∫∫ ( )( )

=
=

= =
=

−
+

+
+ +

= − +∫∫
A

B C

dx
x

x
x x

dx x

1
3

2
3

1
3 2

1
3

2 2
2 4

1
3

22

,
ln

+
+ +
+ +

= − + + + + =∫
1
3

2 4
2 4

1
3

2 1
3

2 4 1
3

2

2
2d x x

x x
x x x C( ) ln ln ln

= − + + = −ln( ( )( )) ln ( ).C x x x C x2 2 4 82
1
3 33

Izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tayyor sxema­
lardan foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan, 

yuqoridagi misolda
 
x dx d x2 31

3
8= −( )

 
ekanligidan foydalanish 

mumkin edi. U holda 

x
x

dx d x
x

dx x C C x
2

3

3

3
3 33

2
1
3

8
8

1
3

8 1
3

8
−

= −
−

= − + = −∫ ∫
( ) ln ln ln ( ).

7-§. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz yuqorida ratsional funksiyalarning integrallari har doim 
hisoblanishini ko‘rdik. Irratsional funksiyalarning integrallarini 
hisoblashda vaziyat boshqacha, ya’ni irratsional funksiyalarning 
integrallari o‘zgaruvchilarini almashtirish yordamida ratsional 
funksiyaga keltirilib hisoblanadi.
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Quyida ba’zi irratsional funksiyalarning integrallanishini kel­
tirish bilan kifoyalanamiz. 

1-misol. Ushbu
 
J x

x
dx=

+∫1  
integral hisoblansin.

◄ Bu integralda x t= ,  ya’ni x=t2 almashtirish bajaramiz. 

Unda dx=2tdt bo‘lib,
x
x
dx t

t
tdt t

t
dt

1 1
2 2

1

2

+
=

+
=

+∫ ∫∫
bo‘ladi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsional 
funksiyani integrallanishiga keladi.

Ravshanki, 
t

t
t

t

2

1
1 1

1+
= − +

+  
bo‘ladi.

Unda 
t
t
dt t

t
dx t t t C

2 2

1
1 1

1 2
1

+
= − +

+






= − + + +∫ ∫ ln( )

bo‘ladi,

J t t t C t t t C

x x x C

= − + +








 + = − + + + =

= − + + +

2
2

1 2 2 1

2 2 1

2
2ln( ) ln( )

ln( )

bo‘ladi. ►

2-misol. 
xdx
x x−∫ 3

 
ni hisoblang.

Yechish: 1/2 va 1/3 kasrlarning eng kichik umumiy maxraji 6 
ga teng bo‘lganligi sababli x=t6 almashtirishni bajaramiz. U hol­
da dx=6t5dt bo‘ladi.

xdx
x x

t t
t t

dt t
t

dt t t t t t

t

−
=

−
=

−
= + + + + + +

+
−

∫ ∫∫∫3

3 5

3 2

6
5 4 3 26 6

1
6 1

1
1

(

)ddt t t t t t t t C x x

x x x

= + + + + + + − + = + +

+ + +

6 5 4 3 2 56

23 3

6
5

3
2

2 3 6 6 1 6
5

3
2

2 3

ln

++ + − +6 6 16 6x x Cln
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xdx
x x

t t
t t

dt t
t

dt t t t t t

t

−
=

−
=

−
= + + + + + +

+
−

∫ ∫∫∫3

3 5

3 2

6
5 4 3 26 6

1
6 1

1
1

(

)ddt t t t t t t t C x x

x x x

= + + + + + + − + = + +

+ + +

6 5 4 3 2 56

23 3

6
5

3
2

2 3 6 6 1 6
5

3
2

2 3

ln

++ + − +6 6 16 6x x Cln

3-misol. Ushbu J
dx
x

=
− +∫ 2 3 13

 
integral hisoblansin.

◄ Bu integralda 2 33 x t− = , ya’ni 2x–3=t3 almashtirishni ba­

jaramiz. U holda 

2x–t3=3,
 
x t= +1

2
33( ),

     
dx t dt= 3

2
2

 

bo‘ladi. Demak,

dx
x

t dt

t
t dt
t

t
t

dt

td

2 3 1

3
2

1
3
2 1

3
2

1 1
1

3
2

3

2
2

− +
=

+
=

+
= − +

+






 =

=

∫ ∫ ∫ ∫

tt dt dt
t

t t t C x

x

− +
+

= − + + + = − −

− − +

∫∫ ∫
3
2 1

3
4

3
2

1 3
4

2 3

3
4

2 3

2
2
3

1
3

ln ( )

( ) lnn .2 3 13 x C− + +

Endi boshqa ko‘rinishidagi ba’zi irratsional funksiyalarni 
integrallashga doir tushunchalarini keltiramiz:

1. I R x ax b
cx d

ax b
cx d

dx
n

= +
+







+
+















∫ , ,...,

α α1

 
ko‘rinishdagi integral. 

Bu integralda R – o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi, 
a, b, c, d lar haqiqiy sonlar va α1,α2,...,αn – ratsional sonlar bo‘lib, 
ularning eng kichik umumiy maxraji m va ad–bc≠0 bo‘lsin.  

(Agar ad–bc=0 bo‘lsa, u holda 
ax b
cx d

+
+

=const va 

R x ax b
cx d

ax b
cx d

dx
n

, ,...,+
+







+
+

















α α1

 
ifoda x ga nisbatan ratsional funk­

siya bo‘ladi).
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Quyidagi t
ax b
cx d

m= +
+  

yoki 
 
t ax b

cx d
m = +

+  
almashtirishni kirita­

miz. U holda 

x t d b
a ct

m

m= −
−   

va 
 
dx m ad bc t dt

a ct

m

m= −
−

−( )
( )

1

2
 

bo‘ladi. Natijada, berilgan integral t ga nisbatan ratsional funksi­
yani integrallashga keltiriladi, ya’ni

I R dt b
a ct

t t m ad b t
a ct

dt
m

m
m m

m

m
n= −

−
−

−
⋅

−

∫ ( , ,..., ) ( )
( )

.α α1

1

2

Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan 
tashkil bo‘lsa, endi argumentlar ratsional va butun ratsional funk­
siyalarga keltirildi. 

Qisqacha qilib yozsak,
 
I R t dt= ∫ 1( ) ,

 
bunda R1(t) – ratsional 

funksiya. Avval olingan natijalarga ko‘ra bunday integral elemen­
tar funksiyalar orqali ifodalanadi.

4-misol.
 
I dx

x x
=

+ − +∫ 1 13
 
integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya R x x x( , , )+ +1 13
 ko‘ri­

nishdagi funksiya bo‘lib, bu yerda
 
α1

1
2

= ,
 
α2

1
3

= .
 
Bu kasrlarning 

eng kichik umumiy maxraji m=6. U holda t6=x+1, x=t6–1,  
dx=6t5dt, x t+ =1 3,  x t+ =13 2

 almashtirishlarni bajarib, quyidagi 

I t dt
t t

t dt
t

=
−

=
−∫∫

6 6
1

5

3 2

3

 integralga kelamiz. Natijada

I t t
t

dt t t t t C

x x x

= + + +
−

= + + + − + =

= + + + + + −

∫6 1 1
1

2 3 6 6 1

2 1 3 1 6 1

2 3 2

3 6

( ) ln

11 +C
 

bo‘ladi.
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2. I
dx

ax bx c
I Ax B dx

ax bx c
I dx

x ax bx c
1 2 2 2 2 2

=
+ +

= +
+ +

=
+ +∫∫ ∫, ( ) ,

 
ko‘rinishdagi integrallar.

I1 integralni hisoblash uchun ildiz ostidagi ifodadan to‘la 
kvadrat ajratiladi:

ax bx c a x b
a

c
a

b
a

a x b
a

k2 2
2

2
2 2

2 4 2
+ + = + + − = + ±(( ) ( )) (( ) ).

Keyin esa
 
x b

a
u+ =

2
,
 
dx=du almashtirish bajariladi. Natijada 

integral jadvaldagi ushbu
 

du
u k2 2±∫

 
ko‘rinishdagi integralga kel­

tiriladi. 
I2 integral suratida ildiz ostidagi ifodaning differensiali ajratib 

olinadi va bu integral ikkita integral yig‘indisi ko‘rinishida ifo­
dalanadi.

I Ax B dx
ax bx c

A
a

ax b B Ab
a

ax bx c
dx A

a
d ax

2 2 2

2
2

2
2

2
= +

+ +
=

+ + −

+ +
=( ) ( ) ( ) ( ++ +

+ +
+

+ − = + + + +

∫∫∫
−

bx c
ax bx c

B AB
a
I A

a
ax bx c d ax bx c

)

( ) ( ) ( )

2

1
2

1
2 2

2 2
++ − =

= + + + −

∫ ( )

( ) ,

B Ab
a
I

A
a
ax bx c B Ab

a
I

2

2

1

2
1

bu yerda I1 yuqorida hisoblangan integral.

I3 integralni hisoblash x
u

= 1 ,
 
dx

u
du= − 1

2
 
almashtirish yor­

damida I1 ga keltiriladi.

5-misol. 3 1
2 22

x
x x

dx−
+ +∫

 
ni hisoblang.

Yechish. Berilgan integral I2 ko‘rinishidagi integral.

( ) ( )
( ) (3 1

2 2

3
2

2 2 4

2 2
3
2

2 2 2
2 2

2
1
2 2x

x x
dx

x

x x
dx x x d x−

+ +
=

+ −

+ +
= + + +∫ ∫

−
xx

d x
x

x x x x x C

+ −

− +
+ +

= + + − + + + + +

∫

∫

2

4 1
1 1

3 2 2 4 1 2 2
2

2 2

)

( )
( )

ln
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( ) ( )
( ) (3 1

2 2

3
2

2 2 4

2 2
3
2

2 2 2
2 2

2
1
2 2x

x x
dx

x

x x
dx x x d x−

+ +
=

+ −

+ +
= + + +∫ ∫

−
xx

d x
x

x x x x x C

+ −

− +
+ +

= + + − + + + + +

∫

∫

2

4 1
1 1

3 2 2 4 1 2 2
2

2 2

)

( )
( )

ln

6-misol. dx
x x x2 2 1+ −∫

 
ni hisoblang.

Yechish. Ushbu integral I3 ko‘rinishdagi integral. 

dx
x x x

x
u

dx
u
du

udu

u
u u

du
u u

d u

2

2
2

2

22 1

1

1 1 2 1 1 2+ −
=

=

= −
= −

+ −
= −

+ −
=

=

∫∫∫

( −−
− −

= −
−

+ = − +∫
1

2 1

1 1

2
1

22

)
( )

arcsin arccos .
u

x C x
x
C

8-§. Tirgonometrik funksiyalarni integrallash 

Ma’lumki, integrallar jadvalida 

y=sinx,    y=cosx,

funksiyalarning integrallari ham oson hisoblanadi:
Masalan,

ctgxdx x
x
dx d x

x
x C= = = +∫∫∫

cos
sin

(sin )
sin

ln sin .

 Shuningdek, y=sin ax, y=cosa x, y=tgax, y=ctgax hamda 

y=sin(x+a),      y=cos(x+a),

y=tg(x+a),        y=ctg(x+a)

funksiyalarning integrallari ham oson hisoblanadi.
Masalan,

sin( ) sin( ) ( ) cos( ) .2 1 1
2

2 1 2 1 1
2

2 1x dx x d x x C+ = + + = − + +∫∫
Ko‘p hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda 

tg x t
2

=
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(ba’zan sinx=t, cosx=t, tgx=t) almashtirish natijasida qaralayot­
gan aniqmas integral ratsional funksiyalarni integrallashga kela­
di. Bunda 

x=2arctgt,      dx
t
dt=

+
2

1 2 ,

sin
sin cos

sin cos
,x

x x

x x

tg x

tg x
t
t

=
+

=
+

=
+

2
2 2

2 2

2
2

1
2

2
12 2 2

2

cos
cos sin

sin cos
x

x x

x x

tg x

tg x
t
t

=
−

+
=

−

+
= −

+

2 2

2 2

2

2

2

2
2 2

2 2

1
2

1
2

1
1

bo‘lishini e’tiborga olish kerak bo‘ladi.

Masalan, J
dx
x x

=
+ +∫1 sin cos  

integralni hisoblashda 

tg x t
2

=

almashtirish bajarib hisoblanadi:
Ravshanki,

dx
t
dt=

+
2

1 2 ,
     

sin ,x t
t

=
+
2

1 2

cos .x t
t

= −
+

1
1

2

2

Unda 

dx
x x

t
dt

t
t

t
t

t
t

t t1

2
1

1 2
1

1
1

2
1

1
1 2

2

2

2

2

2

2

2+ +
= +

+
+

+
−
+

=
+

⋅
+

+ +∫∫ sin cos ++ −
=

=
+

= + + = + +

∫

∫

1

1
1 1

2

2t
dt

dt
t

t c tg x Cln ln
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bo‘ladi. ►
Ayrim trigonometrik funksiyalarni integrallashda trigono­

metriyada ma’lum bo‘lgan ushbu 

sin sin cos( ) cos( ) ,α β α β α β⋅ = − − +[ ]1
2  

cos sin sin( ) sin( ) ,α β α β α β⋅ = − + +[ ]1
2  

sin sin sin( ) sin( ) ,α β α β α β⋅ = − + +[ ]1
2  

sin cos sin ,α α α⋅ = 1
2

2

sin cos2 1 2
2

α
α= − ,

 
cos cos2 1 2

2
α

α= +

formulalardan foydalanish maqsadga muofiq bo‘ladi.
Trigonometrik funksiyalarni integrallashga doir bir nechta mi­

sollar keltiramiz.

1-misol. dx
x1+∫ sin  

ni hisoblang.

Yechish. Bunda
 
tg x t

2
=

 
almashtirishni bajaramiz. U holda

dx
x t

t

dt
t

dt
t t

d t
t t1

1

1 2
1

2
1

2
1 2

2 1
1

2

2

2 2 2+
=

+
+

⋅
+

=
+ +

=
+
+

=
−

∫∫∫ sin
( )

( ) ++
+ = −

+
+∫ 1

2

1
2

C
tg x

C

 

bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, t tg x=
2  

universal almashtirish yor­

damida dx
a x b x ccos sin+ +∫

 
ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash 

osonlashadi.

2-misol. dx
x x9 8+ +∫ cos sin

 integralni hisoblang.

Yechish. tg x t
2

=  almashtirishdan foydalanamiz. U holda
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dx
x x

dt

t t
t

t
t

dt
t9 8

2

1 9 8 1
1

2
1

2
2

2

2 2

2+ +
=

+ + −
+

+
+











=
+∫ cos sin

( ) ( ) 22 17t +
=∫∫

= +
+ +

= + + =
+

+∫2 1
1 16

1
2

1
4

1
2

2
1

42

d t
t

arctg t C arctg
tg x

C( )
( )

Ko‘pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab rat­
sional funksiyalarni integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi 
hollarda boshqa almashtirishlardan foydalanish ancha qulay bo‘ladi. 

a) R(sinx, -cosx)=–R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda sinx=t al­
mashtirish bajariladi.

Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda cosx=t al­
mashtirish bajariladi. Nihoyat, 

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda tgx=t almash­
tirishdan foydalaniladi.

3-misol. 
dx
xcos4∫

 
integralni hisoblang.

Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun 

R(–sinx, –cosx)=R(sinx, cosx)

shart bajariladi, tgx=t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada
dx
x

tg x d tgx t dt t t C tgx tg x C
cos

( ) ( ) ( )4
2 2

3 3

1 1
3 3

= + = + = + + = + +∫∫∫
bo‘ladi.

b)
 
I x xdxn m= ⋅∫sin cos

 
integralni qaraylik. Bunda m, n – butun 

sonlar. Quyidagi uchta holni ko‘ramiz:
1) m va n lardan hech bo‘lmaganda biri toq son bo‘lsin. 

Masalan, m – toq son, ya’ni m=2k+1, k – butun son. U hol­
da t=sinx, dt=cosxdx, cos2kx=(1-sin2x)k=(1-t2)k almashtirishlar 
natijasida

I x xdx x x xdx t t dtn m n k n k= ⋅ = = ⋅ −∫∫∫sin cos sin cos cos ( )2 21



177

bo‘ladi. Demak, t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga 
ega bo‘lamiz.

4-misol. sin cos4 32 2x xdx⋅∫  
integralni hisoblang.

Yechish.
 

sin cos sin ( sin )cos4 3 4 22 2 2 1 2 2x xdx x x xdx⋅ = − =∫ ∫
= − = − + = − +∫

1
2

1 1
10

1
14

1
10

2 1
14

24 2 5 7 5 7t t dt t t C x x C( ) sin sin

kelib chiqadi. 
2) m va n musbat juft sonlar bo‘lsin, ya’ni m=2s, n=2k, s, k –  

natural sonlar. Bu holda ushbu 

cos cos , sin cos , sin sin cos2 21 2
2

1 2
2

2 2x x x x x x x= + = − =

formulalardan foydalanish maqsadga muvofiqdir. Bu formulalar 
orqali sinx va cosx larning darajalarini pasaytirish mumkin bo‘ladi. 

5-misol.
 

sin cos4 2x xdx⋅∫  
ni hisoblang.

Yechish. sin cos sin (sin cos )4 2 2 2x xdx x x x dx⋅ = =∫ ∫
= − = − ⋅∫ ∫∫

1
2

1 2 1
2

2 1
8

2 1
8

22 2 2( cos )( sin ) sin sinx x dx xdx x

⋅ == − − =∫∫cos ( cos ) sin (sin )2 1
16

1 4 1
16

2 22xdx x dx xd x

= − − +
1

16
1
64

4 1
48

23x x x Csin sin .

3) Agar m va n lar juft sonlar bo‘lib, ularning kamida biri 
manfiy bo‘lsa, yuqorida bayon qilingan usul maqsadga olib kel­
maydi. Bunda tgx=t almashtirishni bajarish lozim bo‘ladi.

c)
 
tg xdx ctg xdx nn n, , −∫∫ natural son, n>1 ko‘rinishdagi integ­

rallar mos ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar yordamida 
hisoblanadi. 
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Masalan, tgx=t, x=arctgt, dx dt
t

=
+1 2  almashtirishlarni bajar­

sak,
 
tg xdx t

t
dtn

n

=
+∫∫ 1 2

 
hosil bo‘ladi. Demak, berilgan integral 

ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi. 

6-misol.
 
tg xdx5∫  

ni hisoblang. 

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarni bajarsak, 

tg xdx t
t
dt t t t

t
dt t t d t

t
5

5

2
3

2

4 2 2

21 1 4 2
1
2

1
1

=
+

= − +
+

= − + +
+

=

=

∫∫∫∫ ( ) ( )

tt t t C tg x tg x tg x C
4 2

2
4 2

2

4 2
1
2

1
4 2

1
2

1− + + + = − + + +ln( ) ln( )

hosil bo‘ladi. 
d) 

sin cos , cos cos , sin sinnx mxdx nx mxdx nx mxdx⋅ ⋅ ⋅∫∫∫  ko‘ri­

nishdagi integrallarni hisoblash uchun ushbu

sin cos (sin( ) sin( ) ),

cos cos (cos(

nx mx n m x n m x

nx mx n m

⋅ = − + +

⋅ = −

1
2
1
2

)) cos( ) ),

sin sin (cos( ) cos( ) ),

x n m x

nx mx n m x n m x

+ +

⋅ = − − +1
2

formulalardan foydalanib, berilgan integrallarni yig‘indining in­
tegraliga keltirish mumkin.

7-misol. sin cos5 3x xdx⋅∫  
ni hisoblang.

Yechish.
 

1sin5 cos3 (sin(5 3 ) sin(5 3 ))
2

x xdx x x x x dx⋅ = − + + =∫ ∫  

= + = − − +∫∫
1
2

2 1
2

8 1
4

2 1
16

8sin sin cos cos .x xdx x x C
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10-bob. ANIQ INTEGRAL

1-§. Aniq integral tushunchasi

Aniq integral matematikaning muhim tushunchalaridan hi­
soblanadi. Bu tushunchani bayon etishdan avval, unga olib kela­
digan masalalardan birini keltiramiz.

1°. O‘tilgan yo‘l haqidagi masala.
Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab, V=V(t) tezlik bilan ha­

rakat qilsin. Uning t0 momentdan T momentgacha ketgan vaqtda 
bosib o‘tgan yo‘lni topish talab etilsin.

Ma’lumki, tezlik V o‘zgarmas bo‘lganda, o‘tilgan yo‘l

S=V•(T–t0)

bo‘ladi.
Tezlik o‘zgaruvchan bo‘lganda, ya’ni u vaqtning funksiyasi 

(V=V(t)) bo‘lganda, ravshanki, bu formula bilan moddiy nuqta­
ning [t0, T] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini aniq hisoblab 
bo‘lmaydi. O‘tilgan yo‘lni aniq hisoblash maqsadida [t0, T] vaqt 
oralig‘ini

t0,t1,t2,…,tn ,(t0<t1<t2<
...…<tn=T)

nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Natijada [t0,T]  
ushbu 

[t0, t1], [t1, t2],…,[t(n-1), tn]=[t(n-1),T]

bo‘laklarda ajraladi. Har bir 

 [tk,t(k+1)]                  (k=0,1,2,……,n-1)

da ξk nuqta olib, so‘ng shu [tk, t(k+1)] da nuqtaning tezligi o‘zgar­
mas V(ξk) bo‘lsin deb, o‘tilgan yo‘lni 

V(ξk)•(t(k+1)–tk)=V (tk)•∆tk
(∆tk=t(k+1)–tk) bo‘lishini topamiz. Bu ifoda albatta [tk,t(k+1)] vaqt 
oralig‘ida o‘tilgan yo‘lni taqriban ifodalaydi. Unda [t0,T] vaqt 
oralig‘ida o‘tilgan yo‘l

S≈V(ξ0 )•∆t0+V(ξ1)•∆t1+,,,+V(ξk)•∆tk+
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+ + ⋅ = ⋅− −
=

−

∑... ( ) ( )V t V tn n k k
k

n

ξ ξ1 1
0

1

∆ ∆

bo‘ladi.
Endi [tk,t(k+1)] (k=0,1,2,…,n=1) segmentlar uzunliklari

∆tk=t(k+1)–tk
ning eng kattasini λ (λ= maxk{∆t0,∆t1,…,∆t(n-1)}) deylik.

Unda λ nolga intilganda (λ→0)

V tk k
k

n

( )ξ ∆
=

−

∑
0

1

yig‘indining limiti moddiy nuqtaning [t0,T] vaqt oralig‘ida bosib 
o‘tilgan yo‘lni ifodalaydi.

Demak, o‘tilgan S yo‘l λ→0 da 

V tk k
k

n

( )ξ ⋅
=

−

∑ ∆
0

1

yig‘indining limiti bo‘ladi.
Umuman, ko‘p masalalarning yechimi yuqoridagi kabi yig‘in­

dining limitini topish bilan hal etiladi. Bu aniq integral tushun­
chasiga olib keladi.

2°. Funksiyaning integral yig‘indisi.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin. [a,b] 

segmentni

x0, x1, x2,…,xn

(a=x0<x1<x2<...<xn=b)

nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lamiz:

[x0,x1],[x1,x2],…,[x(n-1),xn]

(x0=a,xn=b) 

Har bir [xk,x(k+1)] (k=0,1,2,…,n=1) bo‘lakchada ixtiyoriy ξk 
(xk≤ξ(k)≤x(k+1)) nuqtani olamiz. So‘ng funksiyaning shu nuqtada 
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qiymati f(ξk) ni ∆xk=x(k+1)–xk ga ko‘paytirib quyidagi yig‘indini 
tuzamiz:

f x

f x f x f x
f

k k
k

n

n k

( )

( ) ( ) ... ( )
... (

ξ

ξ ξ ξ

⋅ =

= ⋅ + ⋅ + + ⋅
+ +

=

−

∑ ∆

∆ ∆ ∆
0

1

0 0 1 1

ξξn nx− −⋅1 1) ∆

Bu yig‘indi f(x) funksiyaning [a,b] segment bo‘yicha integral 
yig‘indisi deyiladi va u σ orqali belgilanadi:

σ ξ= ⋅
=

−

∑ f xk k
k

n

( ) ∆
0

1

Masalan, f(x)=x2 funksiyaning [a,b] segmentdagi integral 
yig‘indisi (yuqoridagi bo‘linishga nisbatan)

σ ξ ξ= ⋅ = ⋅
=

−

=

−

∑ ∑f x xk k
k

n

k k
k

n

( ) ∆ ∆
0

1
2

0

1

bo‘ladi.
3°. Aniq integral ta’rifi.
f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin.
Bu funksiyaning integral yig‘indisi

σ ξ= ⋅
=

−

∑ f xk k
k

n

( ) ∆
0

1

ni qaraymiz.
Ta’rif. Agar λ→0 da (yoki n→∞ da) f(x) funksiyaning integral 

yig‘indisi

σ ξ= ⋅
=

−

∑ f xk k
k

n

( ) ∆
0

1

chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning aniq integra­

li deyiladi va
 

f x dx
a

b

( )∫
 
kabi belgilanadi. 
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Demak,

f x dx f x
n

k k
k

n

a

b

( ) lim ( )
( )

= ⋅
→
→∞ =

−

∑∫ λ
ξ

0 0

1

∆

Bu holda f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi deyiladi, a – 
integralning quyi chegarasi, b integralning yuqori chegarasi, f(x) 
integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda deyiladi.

Endi aniq integralning mavjudligini ifodalaydigan teoremani 
isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya [a,b] segmentida uzluksiz 
bo‘lsa, u holda

f x dx
a

b

( )∫
aniq integral mavjud bo‘ladi.

Eslatma. Funksiyaning uzluksiz bo‘lishi sharti uning integral­
lanuvchi bo‘lishining yetarli sharti bo‘ladi. Agar funksiya [a,b] 
segmentda chegaralangan bo‘lib, u shu segmentning chekli son­
dagi nuqtalarida uzilishga ega bo‘lib, qolgan barcha nuqtalari­
da uzluksiz bo‘lsa, u integrallanuvchi, ya’ni uning aniq integra­
li mavjud bo‘ladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi 
bo‘lsa,

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) , ( )= − =∫ ∫∫ 0

deb qaraladi.

2-§. Aniq integralning xossalari

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lib, uning 

aniq integrali
 
f x dx

a

b

( )∫
 
mavjud bo‘lsin.
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Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega. Ularni kel­
tiramiz.

1°. Ushbu c f x dx c f x dx c const
a

b

a

b

⋅ = ⋅ −∫ ∫( ) ( ) ( ) munosabat

o‘rinli bo‘ladi.
2°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa 

u holda f(x)±g(x) funksiya ham [a,b] da integrallanuvchi va 

f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( )±[ ] = ±∫ ∫ ∫
bo‘ladi.

3°. Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiyoriy 
a<c<b bo‘lsa, u holda

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

a

b

( ) ( ) ( )= +∫ ∫ ∫
bo‘ladi.

4°. Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiyoriy 

x∈[a,b] da f(x)≥0 bo‘lsa, u holda f x dx
a

b

( ) ≥∫ 0 bo‘ladi.

5°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da integrallanuvchi bo‘lib, 

ixtiyoriy x∈[a,b] da f(x)≤ g(x) bo‘lsa, u holda f x dx g x dx
a

b

a

b

( ) ( )≤ ∫∫
bo‘ladi.

3-§. Aniq integrallarni hisoblash usullari

1°. Nyuton-Leybnits formulasi va uning yordamida aniq integ
rallarni hisoblash. Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,b] segment­
da uzluksiz bo‘lib, F(x) esa uning boshlang‘ich funksiyasi  
(F'(x)=f(x)) bo‘lsin. U holda ushbu

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )= −∫
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formula o‘rinli bo‘ladi. Shuni isbotlaymiz.
◄ [a,b] segmentni a=x0,x1,x2,…,xn=b (x0<x1<...<xn) nuqtalar 

yordamida n ta [x0,x1],[x1,x2],…,[x(n-1),xn] bo‘laklarga ajratamiz.
So‘ng quyidagi tenglikni qaraymiz:

F(b)–F(a)=F(xn)–F(x0)=[F(xn)–F(x(n-1))]+[F(x(n-1))–F(x(n-2))]+ 

…+[F(x2)–F(x1)]+[F(x1)–F(x0)].

Mazkur kitobda Lagranj formulasi deb ataluvchi ushbu

f(b)–f(a)=f' (c)•(b–a) 

formulani keltirgan edik. Shu formuladan foydalanib yuqo­
ridagi tenglikning o‘ng tomonidagi ayirmalarni quyidagicha 
yozamiz:

F b F a F x x
F x x
F

k n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

... (

− = ⋅ − +
+ ⋅ − +

+ +

−

− − −

′
′

′

ξ
ξ

ξ

1

1 1 2

22 2 1 1 1 0

11

) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

⋅ − + ⋅ − =

= ⋅ = ⋅
==

∑∑

x x F x x

F x f xk k k k
k

n

k

n

′

′

ξ

ξ ξ∆ ∆

F b F a F x x
F x x
F

k n n

n n n

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

... (

− = ⋅ − +
+ ⋅ − +

+ +

−

− − −

′
′

′

ξ
ξ

ξ

1

1 1 2

22 2 1 1 1 0

11

) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

⋅ − + ⋅ − =

= ⋅ = ⋅
==

∑∑

x x F x x

F x f xk k k k
k

n

k

n

′

′

ξ

ξ ξ∆ ∆

Demak, F b F a f xk k
k

n

( ) ( ) ( )− = ⋅
=

∑ ξ ∆
1

f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun u [a,b] 
da integrallanuvchi. Bunobarin λ→0 da 

lim ( ) ( )
λ

ξ
→ =

= ⋅ = ∫∑0 1
f x f x dxk k

a

b

k

n

∆

bo‘ladi. Keyingi tenglamadan 

	

F b F a f x dx
a

b

( ) ( ) ( )− = ∫
	

(1)

bo‘lishi kelib chiqadi.
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Odatda (1) Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
Aniq integrallarni sodda, ayni paytda qulay bo‘lgan hisoblash 

yo‘llaridan biri ularni Nyuton-Leybnits formulasi yordamida his­
oblashdir.

Agar quyidagi F b F a F x a
b( ) ( ) ( )− =
 
belgilash kiritilsa, unda 

Nyuton-Leybnits formulasi ushbu

f x dx F x a
b

a

b

( ) ( )=∫
ko‘rinishga keladi.

Nyuton-Leybnits formulasi yordamida

f x dx
a

b

( )∫
aniq integral quyidagicha hisoblanadi:

Avvalo f(x) funksiyaning aniqmas integrali
 
f x dx( )∫  

topiladi. 

Aytaylik, bu integral topilib, u Φ(x) ga teng bo‘lsin.

f x dx x C( ) ( )= +∫ Φ

So‘ng bu funksiyaning a va b nuqtalardagi qiymatlari hi­
soblanib Φ(b)–Φ(a) ayirma topiladi. Bu qiymat Nyuton-Leybnits 

formulasiga ko‘ra 
f x dx( )∫  integralning qiymati bo‘ladi.

Masalan,
 

sin cos (cos cos )xdx x= − = − − =∫∫ π
ππ

0 2
00

 bo‘ladi.

2°. O‘zgaruvchilarni amashtirish usuli.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] da berilgan va uzliksiz bo‘lib, 

uning aniq integrali

f x dx
a

b

( )∫



186

ni hisoblash talab etilsin. Bu integralda 

x=(t)

almashtirish bajaramiz. Bunda ϕ(t) funksiya quyidagi shartlarni 
qanoatlantirsin:

1) ϕ(t) funksiya [α,β] segmentda uzluksiz;
2) ϕ(α)=a, ϕ(β)=b;
3) ϕ(t) funksiya [α,β] segmentda uzluksiz ϕ'(t) hosilaga ega. U 

holda 

	

f x dx f t t dt
a

b

( ) ( ( )) ( )= ⋅∫∫ ϕ ϕ
α

β

′
	

(2)

bo‘ladi.
◄ Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi 

bo‘lsin. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra 

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )= −∫
bo‘ladi. Ma’lumki, 

(F(ϕ(t)))'=F'(ϕ(t))•ϕ'(t)=f(ϕ(t))•ϕ'(t).

Demak, F(ϕ(t)) funksiya f(ϕ(t))•ϕ'(t) funksiyaning boshlang‘ich 
funksiyasi bo‘ladi. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

f t t dx F t

F F F b F a f

a

b

( ( )) ( ) ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) (

ϕ ϕ ϕ

ϕ β ϕ α

α
β⋅ = =

= − = − =

∫ ′

xx dx
a

b

)∫
bo‘ladi. Bu (2) munosabatni isbotlaydi. ►

1-misol. Ushbu 

x x dx2 2

0

2

4 −∫
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integral hisoblansin.
◄ Bu integralda x o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

x=2 sint.

Bunda dx=(2sint)'•dt=2 cost dt bo‘lish, x=0 bo‘lganda t=0, 

x=2 bo‘lganda, t = π
2  

bo‘ladi. Unda (2) formuladan foydalanib 

topamiz:

x x dx2 2

0

2

4 − =∫ = ⋅ − ⋅∫4 4 4 22 2

0

2

sin sin cos .t t tdt

π

Keyingi integralni hisoblaymiz:

4 4 4 22 2

0

2

sin sin cost t tdt⋅ − ⋅ =∫
π

= =∫16 2 2

0

2

sin cost tdt

π

= = − =∫∫16 1
4

2 4 1
2

1 42

0

2

0

2

sin ( cos )t dt t dt

ππ

= −















= −






 =2 1

4
2 2

0
00

2

0

2
t t

π
π

π
πsin .

Demak,

x x dx2 2

0

2

4 − =∫ π.

2-misol. 1 2

0

2

−∫ x dx
 

hisoblang.

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U 
holda x=sint funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlarni 
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0
2

;π



  

kesmada qanoatlantiradi va dx=costdt, a=0 da α=0, b=1 

da β=π/2. Demak, (3) formulaga ko‘ra 

1 1

1
2

1
2

2

2 2 2

0

2

0

2

0

1

− = − ⋅ = =

= +







∫∫∫ x dx t tdt tdt

t

sin cos cos

cos

ππ

== +





 =∫

1
2

1
4

2
40

2

0

2

t tsin .
/π

π

π

3-misol.
 

dx
x10

9

+∫ ni hisoblang.

Yechish. x=t2 deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda  

dx=2tdt va a=0 da t1= a  =0, b=9 da t b2 3= =  bo‘ladi. 

(3) formulaga ko‘ra

dx
x

tdt
t t

dt t t
1

2
1

2 1 1
1

2 1 6 2 4
0

3

0
3

0

3

0

9

+
=

+
= −

+






= − + = −∫ ∫ ( ln ) ln .∫∫

4-misol. cos
sin/

/ x
x
dx5

6

3

π

π

∫
 

ni hisoblang.

Yechish. sinx=t deb almashtirish bajaramiz. U holda  
cosxdx=dt, t1=sin(π/6)=1/2, t2=sin(π/3)= 3 2/  bo‘ladi. (3) for­

mulaga asosan

cos
sin

.
/

/

/

/

/

x
x
dx t dt

t5
5

4
1 2

3 2

1 2

3 2 1
4

1
4

16 16
9

32
9

= = − = −





 =

−∫
π 66

3π/

∫

3°. Bo‘laklab integrallash usuli.
Aytaylik, u=u(x) va v=v(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlan­

gan, uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
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Ravshanki,

[u(x)•v(x)]'=u'(x)•v(x)+u(x)•v'(x) 

Demak, u(x)+v(x) funksiya 

u'(x)•v(x)+u(x)•v'(x) 

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
Nyuton-Leybnits fopmulasiga ko‘ra

u x v x u x v x dx u x x a
b

a

b

′ ′( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⋅ + ⋅[ ] = ⋅[ ]∫
bo‘ladi. Agar 

u x v x u x v x dx v x u x dx

u x v x dx

a

b

a

b

′ ′ ′

′

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

⋅ + ⋅[ ] = ⋅ +

+ ⋅

∫ ∫

aa

b

a

b

a

b

v x du x u x dv x∫ ∫∫= ⋅ + ⋅( ) ( ) ( ) ( )

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda 

v x du x u x dv x u x v x
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⋅ + ⋅ = ⋅[ ]∫∫
bo‘lib, bundan esa 

	

u x du x u x v x v x du x
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⋅ = ⋅[ ] − ⋅∫ ∫
	

(3)

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglik aniq integralning bo‘laklab in­
tegrallash formulasi deyiladi.

U u(x)dv(x) ni integrallashni v(x)du(x) ni integrallashga olib 
keladi.

Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral 
ostidagi ifodani u(x) va dv(x) lar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozib 
olinadi, bunda, albatta v(x)du ifodalarning integralini oson hi­
soblana olinishi lozimligini e’tiborda tutish kerak.
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1-misol. Ushbu 

x xdx
e

e

ln
2

∫
Integralni hisoblaymiz.
◄ Bu integralda u=ln x, dv=x dx  deyiladi. Unda 

du
x
dx= 1 ,

     
v xdx x= =∫

2

2
bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasi (3) dan foydalanib topa­
miz:

x xdx x x x
x
dx x x xdx

e

e
e

e

e

e

e

e
e

e

e

ln ln ln= − ⋅ = − =

=

∫∫ ∫
2 2 2

2 2
1

2
1
2

1
2

2

22

2

2

44 2 2
2

4 2
4 4

2

2
1
2

2
2 2

1
4

3 1
2

⋅ − −








 = − − +









 = −ln ln (e e e x e e e e ee

e )) .e2

2-misol. x xdxcos
/

0

2π

∫ integralni hisoblang.

Yechish. Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx 
hosil bo‘ladi. 

Demak, (2) ga ko‘ra

x xdx x x xdx

x

cos ( sin ) sin

cos cos

/
/ /

/

= − =

= = − =

∫ ∫0
2

0

2

0

2

0
2

2 2
0

π
π π

ππ π π −− 2
2

.

4-§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Biz yuqorida integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich 
funksiyasi ma’lum bo‘lsa integralni Nyuton-Leybnits formulasi 
yordamida hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Ammo boshlang‘ich 
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funksiyani topish masalasi doim osongina hal bo‘lavermaydi. 
Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli aniq in­
tegralni hisoblashni taqribiy usullarini qo‘llash lozim bo‘ladi. 

1°. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi.
f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Bu 

funksiyaning aniq integrali

f x dx
a

b

( )∫
ni taqribiy ifodalovchi formulani keltiramiz, [a,b] segmentni 

a=x0<x1<x2<...<x(n–1)<xn=b

nuqtalar yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘lamiz.
Bu holda

∆x x x b a
nk k k= − = −

+1 ,

x a k b a
n

k nk = + − , ( , ,..., )0 1

bo‘ladi.
Berilgan f(x) funksiyaning xk nuqtadagi qiymati f(xk) ni hi­

soblab, f(x) funksiyaning [xk,x(k+1)] segment bo‘yicha aniq integ­
ralini quyidagicha 

f x dx f x x f x b a
nx

x

k k k

k

k

( ) ( ) ( )≈ ⋅ = ⋅ −+

∫
1

∆

taqribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [xk,x(k+1)] 
(k=0,1,2,……,n-1) segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab 
qo‘shib topamiz:

f x dx f x b a
na

x

( ) ( ) ,≈ ⋅ −
∫
1

0
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f x dx f x b a
nx

x

( ) ( ) ,≈ ⋅ −
∫
1

1

1

f x dx f x b a
nx

x

( ) ( )≈ ⋅ −
∫

2

3

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

f x dx f x b a
nx

b

n

n

( ) ( ) ,≈ ⋅ −

−

∫ −

1

1

f x dx f x dx

f x dx f x dx

b a
n

f

x

x

a

x

x

x

x

x

( ) ( )

( ) ... ( )

+ +

+ + + ≈

≈ −

∫∫

∫∫

1

21

1

2

2

3

(( ) ( ) ( ) ( )x f x f x f xn0 1 2 1+ + + ⋅ ⋅ ⋅ +[ ]−

Demak,

f x dx b a
n

f x f x f x f x
a

b

n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,≈ − + + + ⋅ ⋅ ⋅ +[ ]∫ −0 1 2 1

	

f x dx b a
n

f x
a

b

k
k

n

( ) ( )≈ −
∫ ∑

=

−

0

1

	

(4)

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formula to‘g‘ri to‘rtbur­
chaklar formulasi deyiladi.

2°. Trapetsiyalar formulasi.
f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin [a,b] 

segmentni yuqoridagidek n ta teng bo‘lakka bo‘lib, f(x) funksi­
yaning [xk,x(k+1)] segment bo‘yicha olingan aniq integralini qu­
yidagicha
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f x dx f x f x x f x f x b a
nx

x
k k

k
k k

k

k

( ) ( ) ( ) ( ) ( )≈ + ⋅ + ⋅ −+

∫ + +
1

1 1

2 2
∆

taqribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [xk,x(k+1)] 
(k=0,1,2,……,n-1) segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab 
qo‘shib topamiz:

f x dx f x dx f x dx f x dx

b a
n

x

b

x

x

x

x

a

x

n

( ) ( ) ( ) ... ( )+ + + + ≈

≈ −
−

∫∫∫∫
12

3

1

21

2
ff x f x f x f x f x f x

f xn

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

... ( )

0 1 1 2 2 3

1

+( ) + +( ) + +( ) +

+ + +− ff x

b a
n

f x f x f x f x f x

n

n n

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) =

= − + + + ⋅ ⋅ ⋅ + +[ ]−2
2 2 20 1 2 1

f x dx f x dx f x dx f x dx

b a
n

x

b

x

x

x

x

a

x

n

( ) ( ) ( ) ... ( )+ + + + ≈

≈ −
−

∫∫∫∫
12

3

1

21

2
ff x f x f x f x f x f x

f xn

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

... ( )

0 1 1 2 2 3

1

+( ) + +( ) + +( ) +

+ + +− ff x

b a
n

f x f x f x f x f x

n

n n

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) =

= − + + + ⋅ ⋅ ⋅ + +[ ]−2
2 2 20 1 2 1

Demak,

f(x)dx b a
n

f(x )+ f(x ) f(x f(x )) f(x )0 0
1 2 n

a

b

≈
−

+ + + +





−∫ 2 1...
       

(5)

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formulaga trapetsiyalar 
formulasi deyiladi.

3°. Parabolalar (Simpson) formulasi.
f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. [a,b] 

segmentni

a=x0<x1<x2<...<x(2n-2)<x(2n-1)<x2n=b

nuqtalar yordamida 2n ta teng bo‘lakka bo‘lamiz.
f(x) funksiyaning [x2k,x(2k+2)] segment bo‘yicha aniq integra­

lini quyidagicha

f x dx b a f x f x f x
x

x

k k k

k

k

( ) ( ) ( ) ( )≈
−

⋅ + +[ ]
+

∫ + +6
4

2

2 2

2 2 1 2 2
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taqribiy ifodalaymiz. Bu taqribiy formulani har bir 

[x2k,x2k+2]         (k=0,1,2,…….,n–1)

segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab qo‘shib topamiz:

f x dx f x dx

f x dx f x dx

x

x

x

x

x

x

x

x

n

n

( ) ( )

( ) ( )

+ +

+ + ⋅ ⋅ ⋅ + ≈

≈

∫∫

∫∫
−

2

4

0

2

2 2

2

4

6

bb a
n

f x f x f x

f x f x f x f x

−
+ +( ) +

+ + +( ) + ⋅ ⋅ ⋅
6

4

4

0 1 2

4 5 6

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( 22 2

2 1 2

0 2 1

4

6
4

n

n n

n

f x f x
b a
n

f x f x f x f

−

−

+

+ + ] =

=
−

+ + +

))

( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) (xx f x

f x f x f x f x f xn n

3 5

2 1 2 4 6 22

) ( )

( )) ( ( ) ( ) ( )) ( (

+ + ⋅ ⋅ ⋅[ +

+ + + + + ⋅ ⋅ ⋅ +− −− ]2 ))

f x dx f x dx

f x dx f x dx

x

x

x

x

x

x

x

x

n

n

( ) ( )

( ) ( )

+ +

+ + ⋅ ⋅ ⋅ + ≈

≈

∫∫

∫∫
−

2

4

0

2

2 2

2

4

6

bb a
n

f x f x f x

f x f x f x f x

−
+ +( ) +

+ + +( ) + ⋅ ⋅ ⋅
6

4

4

0 1 2

4 5 6

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( 22 2

2 1 2

0 2 1

4

6
4

n

n n

n

f x f x
b a
n

f x f x f x f

−

−

+

+ + ] =

=
−

+ + +

))

( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) (xx f x

f x f x f x f x f xn n

3 5

2 1 2 4 6 22

) ( )

( )) ( ( ) ( ) ( )) ( (

+ + ⋅ ⋅ ⋅[ +

+ + + + + ⋅ ⋅ ⋅ +− −− ]2 ))

Demak,

	

f x dx b a
n

f x f x

f x f x f x
a

b

n

n

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ... ( )

≈
−

+( ) +

+ + + +

∫

−

6

4

0 2

1 3 2 1(( ) +
+ + + +( )−2 2 4 2 2f x f x f x n( ) ( ) ... ( )

 	
(6)

Bu (6) formula parabolalar (Simpson) formulasi deyiladi.
Misol. Ushbu 

e dxx−∫
2

0

1
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aniq integral to‘g‘ri to‘rtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson for­
mulalari yordamida taqribiy hisoblansin.

◄ [0,1] segmentni 5 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz:

0=x0, x1=0,2, x2=0,4, x3=0,6, x4=0,8, x5=1

Bu nuqtalarda f(x)=e–x2 funksiyaning qiymatlari quyidagicha 
bo‘ladi:

f(x0)=1,00000,    f(x1)=0,96079,   f(x2)=0,85214,

f(x3)=0,69768,   f(x4)=0,52729,   f(x5)=0,36788.

Har bir bo‘lakning o‘rtasini ifodalovchi nuqtalar quyidagicha 

x1
2

0 1= , ,
 
x3

2

0 3= , ,
 
x5

2

0 5= , ,
 
x7

2

0 7= , ,
 
x9

2

0 9= , .

bo‘lib, bu nuqtalardagi qiymatlari esa quyidagicha bo‘ladi:

f x9
2

0 99005








 = , ,

  
f x3

2

0 91393








 = , ,

  
f x5

2

0 77680








 = , ,

f x7
2

0 61263








 = , ,

   
f x9

2

0 44486








 = , .

a) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi (4) bo‘yicha.

e dxx−∫ ≈

≈ + + + + =

=

2

0

1

1
5

0 99005 0 91393 0 77680 0 61263 0 44486

1
5

( , , , , , )

⋅⋅ ≈3 74027 0 74805, ,

b) trapetsiyalar formulasi (5) bo‘yicha
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e dxx−∫ ≈
+

+ +

 +

+

2

0

1 1
5

1 00000 0 36788
2

0 96079 0 85214 0 69768

0

, , , , ,

,552729 1
5

0 68394 3 03790 1
5

3 72184 0 74437) = +( ) = ⋅ ≈, , , ,

v) Simpson formulasi (6) bo‘yicha 

e dxx−∫ ≈ + +[

+ + +

2

0

1 1
30

1 00000 0 36788

4 0 99005 0 91393 0 77680

( , , )

( , , , ++ + +
+ + +

+ + ] =

=

0 61263 0 44486
2 0 96079 0 85214
0 69768 0 52729

, , )
( , ,
, , )

11
30

1 36788 4 3 74027 2 3 03790

1
30

1 36788 6 07580 14

( , , , )

( , , ,

+ ⋅ + ⋅ =

= + + 996108

0 74682

)

,

≈

≈

e dxx−∫ ≈ + +[

+ + +

2

0

1 1
30

1 00000 0 36788

4 0 99005 0 91393 0 77680

( , , )

( , , , ++ + +
+ + +

+ + ] =

=

0 61263 0 44486
2 0 96079 0 85214
0 69768 0 52729

, , )
( , ,
, , )

11
30

1 36788 4 3 74027 2 3 03790

1
30

1 36788 6 07580 14

( , , , )

( , , ,

+ ⋅ + ⋅ =

= + + 996108

0 74682

)

,

≈

≈

Taqribiy formulalar yordamida hisoblab topilgan 

e dxx−∫
2

0

1

integralning qiymatini, uning

e dxx−∫ =
2

0

1

0 74685, ...

qiymati bilan taqqoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan 
integralning taqribiy qiymati aniqroq ekanini ko‘ramiz.
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11-bob. ANIQ INTEGRALNING BA’ZI BIR TADBIQLARI

1-§. Tekis shaklning yuzini hisoblash

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlangan, uzliksiz hamda ix­
tiyoriy x∈[a,b] da f(x)≥0 bo‘lsin. Yuqoridan f(x) funksiya grafigi, 
yon tomonlardan x=a, x=b vertikal chiziqlar hamda pastdan OX 
– abssissa o‘qi bilan chegaralangan shaklni qaraylik (1-chizma)

1-chizma

Odatda, bunday tekis shakl egri chiziqli trapetsiya deyiladi. 
Uni aABb deylik.

Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda o‘zgarmas, ya’ni

f(x)=C=const

bo‘lsa, u holda aABb shakl to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘lib, uning yu­
zi S=C•(b–a) bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo‘lsa, unda 
aABb shaklning yuzi quyidagicha topiladi:
[a,b] segmentni

a=x0, x1, x2,... ..., xn–1, xn=b

(x0<x1<x2<...<xn)

nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lamiz va har bir 

[xk,xk+1] (k=0,1,2,..., n–1)

segmentda ixtiyoriy 

ξk          (ξk∈[xk,xk+1])
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nuqta olamiz.
So‘ng har bir [xk, xk+1] segmentda f(xk) funksiyani o‘zgarmas 

va uni f(ξk) ga teng qilib olsak, u holda xkAkBkxk+1 egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzini

f(ξk)•(x(k+1)–xk)

deb olish mumkin bo‘lib, aABb shaklning yuzini esa 

S≈f(ξ0)•(x1–x0)+f(ξ1)•(x2–x1)+...+ f(ξk)•(x(k+1)–xk)+...+ 
+f(ξ(n-1))•(xn–x(n-1)) 

deyish mumkin. Demak,

	
S f xk k

k

n

≈ ⋅
=

−

∑ ( )ξ ∆
0

1

	

(1)

bunda ∆xk=xk+1 –xk. 
aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzini ifodalovchi formula 

taqribiy formuladir. 
Endi [a,b] segmentning bo‘laklari sonini shunday orttira bo­

raylikki, bunda har bir [xk, xk+1] segmentning uzunligi Δxk nolga 
intila borsin. U holda 

f xk k
k

n

( )ξ ⋅
=

−

∑ ∆
0

1

yig‘indining miqdori ham o‘zgara boradi.
Ma’lumki, bu holda

lim ( ) ( ) .
λ

ξ
→

=

−

⋅ = ∫∑0 0

1

f x f x dxk k
a

b

k

n

∆

bo‘ladi.
Demak, egri chiziqli trapetsiyaning yuzi 

S f x dx
a

b

= ∫ ( )

aniq integral orqali topiladi.
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Eslatma. Agar egri chiziqli trapetsiya OX o‘qidan pastda joy­
lashgan bo‘lsa, ( f(x)<0, x∈[a,b])  unda bu shaklning yuzi ushbu 

S f x dx
a

b

= −∫ ( )

formula yordamida topiladi. 
Masalan, yuqoridan f(x)=x2 parabola, yon tomonlardan x=1, 

x=3, vertikal to‘g‘ri chiziqlar va pastdan OX o‘qi bilan chega­
ralangan shaklning yuzi yuqorida keltirilgan formulaga ko‘ra

S x dx x= = = − = − = =∫ 2
3

1

3 3

1

3

3
3
3

1
3

9 1
3

26
3

8 2
3

bo‘ladi.
Agar tekislikdagi shakil quyidagi 

y=f1(x), y=f2(x), x=a, x=b

( f1(x), f2(x)
 funksiyalar [a,b] da uzluksiz va f1(x)>0, f2(x)>0, 

f1(x)>f2(x) chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi

Q f x f x dx
a

b

= −[ ]∫ 1 2( ) ( )

formula bilan topiladi.
Demak, manfiy bo‘lmagan uzluksiz funksiyaning aniq integ­

ral egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng. Bu aniq integralning 
geometrik ma’nosini ifodalaydi. 

1-misоl. y=cosx, y=0 chiziqlar bilan chеgaralangan figuraning 
yuzi hisоblansin, bunda x∈[0;2π] (2-chizma).

Yechish. x∈





0
2

;π

 
va x∈





3
2

2π
π;

 
da cos x≥0 hamda 

x∈





π π
2

3
2

;  da cos x≤0 bo‘lgani uchun 

S x dx xdx x dx xdx= = + − + =

=

∫∫∫ ∫cos cos ( cos ) cos
/

//

/π

πππ

π

π

2

3 2

0

2

0

2

3 2

2

ssin sin sin sin sin

sin sin

/
/

/
/

x x x
0

2
2

3 2
3 2

2

2
0

3
2 2

π
π
π

π

π π

π π

+ + = − +

+ − + ssin sin ( )2 3
2

1 1 1 1 4π π
− = + − − − − =
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S x dx xdx x dx xdx= = + − + =

=

∫∫∫ ∫cos cos ( cos ) cos
/

//

/π

πππ

π

π

2

3 2

0

2

0

2

3 2

2

ssin sin sin sin sin

sin sin

/
/

/
/

x x x
0

2
2

3 2
3 2

2

2
0

3
2 2

π
π
π

π

π π

π π

+ + = − +

+ − + ssin sin ( )2 3
2

1 1 1 1 4π π
− = + − − − − =

2-chizma

Dеmak, S=4.
2-misоl. y=x2+1 va y=3–x chiziqlar bilan chеgaralangan figu­

raning yuzini hisоblang.

3-chizma

Yechish. Figurani yasash uchun avval ushbu

 

y x
y x

= +
= −





2 1
3  

sis­

tеmani yеchib, chiziqlarning kеsishish nuqtalarini tоpamiz 
(3-chizma).
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Bu chiziqlar A(–2;5) va B(1;2) nuqtalarda kеsishadi. 
U hоlda

S x dx x dx x x dx

x x x

( ) ( ) ( )3 1 2

2
2 3

2 2

2

1

2

1

2

1

2 3

− − + = − − =

= − −










−−−
∫∫∫

−− = − −





 − − − +






 =2

1 2 1
2

1
3

4 4
2

8
3

9
2

.

2-§. Yoy uzunligi

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlangan va uzliksiz bo‘lsin. 
Uning grafigi tekislikning 

(a, f(a)) va (b, f(b)) 

nuqtalari orasidagi egri chiziq yoyni ifodalasin (1-chizma).
Shu yoy uzunligini topish talab etilsin.
Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda o‘zgarmas, f(x)=c, c=cons 

bo‘lsa, bu funksiyaning grafigi tekislikda (a,b), (b,c) nuqtalarni 
birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi bo‘lib, uning uzunligi

l1=b–a

bo‘ladi. 

1-chizma

Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda chiziqli funksiya, ya’ni  
f(x)=kx+b (k,b – o‘zgarmas sonlar) bo‘lsa, bu funksiyaning gra­
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figi (a,f(a)), (b,f(b)) nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kes­
masi bo‘lib, uning uzunligi

l b a f b f a b a k2
2 2 21= − + − = − ⋅ +( ) ( ( ) ( )) ( )

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] oraliqda aniqlangan va uzluksiz 

bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi 2-chizmada tasvirlangan egri 
chiziq yoyi bo‘lsin.

Uni  deb belgilaymiz. [a,b] segmentda ixtiyoriy 

a=x0, x1,x2,...,xn=b (x0<x1<x2,<...<x4)

nuqtalar olib, uni bu nuqtalar yordamida n ta bo‘lakchalarga 
ajratamiz.

[x0,x1], [x1,x2], ..., [xk,xk+1], ..., [xn–1,xn]

[a,b] segmentni bo‘luvchi nuqtalar 

x0,x1,x2,...,xk,xk+1,...,xn–1,xn 

orqali OY o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri 

chiziqlarning yoy bilan kesishgan nuqtalari 

Ak(xk,f(xk)) (k–0,1,2,...n)

A0=A, An=B A0=A, An=B bo‘ladi.  yoyidagi bu nuqtalarni 
bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, Ln 

siniq chiziqni hosil qilamiz.Ln siniq chiziq,  yoyga chizilgan 
siniq chiziq deyiladi. Bu siniq chiziq perimetri 

l x x f x f xn k k k k
k

n

= − + −[ ]+ +
=

−

∑ ( ) ( ) ( )1
2

1
2

0

1

bo‘ladi. 
Ravshanki, ln perimetr [a,b] [a,b] oraliqning bo‘linishiga, ya’ni 

∆xk=xk+1 xk ga bog‘liq bo‘ladi. 
Avvaldagidek, ∆xk=xk+1 xk larning eng kattasini λ bilan belgi­

laymiz.
Ta’rif. Agar l→0 da 
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l x x f x f xn k k k k
k

n

= − + −[ ]+ +
=

−

∑ ( ) ( ) ( )1
2

1
0

1

perimetr chekli limitga ega bo‘lsa,  yoy uzunlikka ega deyila­

di va
 
lim
λ→

=
0
l ln

 
limit  yoyining uzunligi deyiladi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz 
f ′(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning [a,b] oraliqdagi grafi­

gi  yoyni tasvirlasin. 

Ma’lumki,  yoyga chizilgan siniq chiziqning perimetri

l x x f x f xn k k k k
k

n

= − + −[ ]+ +
=

−

∑ ( ) ( ) ( )1
2

1
2

0

1

bo‘ladi.
Har bir [xk,xk+1] da f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llay­

miz. U holda shunday 

k (k∈[xk,xk+1])
nuqta topiladiki,

f(xk+1)–f(xk)+f'(0k)•(xk+1–xk)

bo‘ladi.
Demak,

l x x f x x

f x x

n k k k k k
k

n

k k

= − + ⋅ − =

= + ⋅ −

+ +
=

−

+

∑ ( ) ( ) ( )

( ) (

1
2 2

1
2

0

1

2
11

′

′

ξ

ξ kk
k

n

k n
k

n

f x) ( )= + ⋅
=

−

=

−

∑ ∑
0

1
2

0

1

1 ′ ξ ∆

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi 

1 2+ f x′ ( )

funksiyaning integral yig‘indisini eslatadi.
Uning integral yig‘indidan farqi shuki, integral yig‘indidagi k  

nuqta ixtiyoriy bo‘lgan holda, yuqoridagi yig‘indida esa k  nuqta 
[xk,xk+1] oraliqdagi tayin nuqtadir. Ammo 
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1 2+ f x′ ( )

funksiya integrallanuvchi bo‘lganligi (chunki shartga ko‘ra, f ′(x) 
uzluksiz) sababli buning ahamiyati yo‘q. Demak, 

lim lim ( ) ( )
λ λ

ξ
→ → =

−

= + ⋅ +∫∑0 0

2 2

0

1

1 1l f x f x dxn k k
a

b

k

n

′ ′∆

Bu esa  yoyga chizilgan perimetri λ→0 da chekli limitga 
ega bo‘lishini va u limit

1 2+∫ f x dx
a

b

( )

integralga teng ekanini bildiradi.

Demak  yoy uzunlikka ega va bu yoy uzunligi 

l f x dx
a

b

= +∫ 1 2′ ( )

formula yordamida (ya’ni aniq integral yordamida) hisoblanadi.
Misol. Ushbu 

f x x( ) =
3
2
    (0≤x≤4)

funksiya tasvirlagan egri chiziqning uzunligi topilsin.
◄ Avvalo berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

f x x x x′ ′( ) ( )= = =
−3

2
3
2

1 1
23

2
3
2

Undan 

1 1 9
4

1 1 9
4

2+ = + + = +f x x f x x′ ′2 ( ) , ( )

bo‘lib,
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l xdx= +∫ 1 9
40

4

bo‘ladi. Bu integralda 

1 9
4

+ =x t,
  
dx dt= 9

4
,
  
1≤t≤10

almashtirish bajaramiz. Natijada 

1 9
4

4
9

8
27

8
27

1000 1 8
27

10 10 1

0

4 1
2

1
2

1
10

1

10

+ = = ⋅ =

= −( ) = −( )
∫ ∫xdx t dt t

bo‘ladi. Demak, yoy uzunli
 
l = −( )8

27
10 10 1

 
ga teng. ►

3-§. Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri 
chiziq kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus 
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular 
ma’lum formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, f(x)∈C[a,b] bo‘lib, ∀x∈[a,b] da f(x)≥0 bo‘lsin. Bu 

funksiya grafigi BA


 yoyini tasvirlasin (1-chizma).

BA


 yoyni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt ay­

lanma sirt deyiladi. Uni T deylik. [a,b] segmentni ixtiyoriy 

P={x0,x1,...,xn}      (a=x0<x1<...<xn=b)

bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir

xk(k=0,1,2,...,n)

bo‘luvchi nuqtalari orqali Oy o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tka­

zib, ularning BA


 yoyi bilan kesishish nuqtalarini Ak=Ak(xk,f(xk)) 

bilan belgilaylik. (A0=A, An=B; k=0,1,2,...,n). Bu nuqtalarni o‘za­
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ro to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirib, BA


 yoyiga L siniq 
chiziq chizamiz.

1-chizma

BA


 yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirish bilan birga L siniq 

chiziqni ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus 
sirtlarining birlashmasidan tashkil topgan K sirt hosil bo‘ladi. Bu 
K sirt yuzaga ega va uning yuzi

µ π( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )K f x f x x x f x f xk k
k k k k

k

n

= + ⋅ − + −[ ]+
+ +

=

−

∑2
2

1
1

2
1

2

0

1

ga teng. (Bunda kesik konusning yon sirtining yuzini topish for­
mulasidan foydalanildi.) 

Ravshanki, K sirt, binobarin uning yuzi µ(K) [a,b] segment­
ning bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar ∀ε>0 son olinganda ham shunday δ>0 son topil­
saki, [a,b] segmentning diametri λp<δ bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘lak­
lashi uchun |µ(K)–S|<ε  (S∈R) tengsizlik bajarilsa, S son µ(K) 

ning λp→0 dagi limiti deyiladi:
 

lim ( ) .
λ

µ
p

K S
→

=
0

2-ta’rif. Agar λp→0 da µ(K) yig‘indi chekli S limitga ega bo‘lsa, 
T aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.



207

Bunda S son T aylanma sirtning yuzi deyiladi: S=µ(T).
Demak,

µ π
λ

( ) lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T f x f x x x f x f x
p

k k
k k k k

k
= + ⋅ − + −[ ]

→

+
+ +0

1
1

2
1

22
2==

−

∑
0

1n

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, f(x)∈C[a,b] 
bo‘lib, u [a,b] segmentda uzluksiz f ′(x) hosilaga ega bo‘lsin.

Bu funksiya grafigi BA


 yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirishdan 

hosil bo‘lgan T aylanma sirtning yuzini topamiz.
◄ [a,b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashini olib, yuqo­

ridagidek 

µ π( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )K f x f x x x f x f xk k
k k k k

k

n

= + ⋅ − + −[ ]+
+ +

=

−

∑2
2

1
1

2
1

2

0

1

yig‘indini tuzamiz.
Lagranj teoremasiga ko‘ra

f(xk+1)–f(xk)=f'(ξk)(xk+1–xk)=f'(ξk)•∆xk

bo‘ladi, bunda ξk∈[x,xk+1]. Natijada 

µ π ξ( ) ( ) ( ) ( )K f x f x f xk k
k k

k

n

= + ⋅ ++

=

−

∑2
2

11 2

0

1

′ ∆

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

µ π ξ ξ π

ξ

( ) ( ) ( ) ( ( )

(

K f f x f x

f

k k k k
k

n

k

n

k

= + + −[



−

=

−

=

−

∑∑2 1 2

0

1

0

1

2

′

′

∆

))) ( ( ) ( )) ( ) .+ −  + }+f x f f xk k k k1
21ξ ξ′ ∆

 
(1)

f '(x)∈C'[a,b] bo‘lganligi sababli f x f x R a b( ) ( ) ,1 2+ ∈ [ ]′
bo‘ladi. Demak, λp→0 da 

2 1 2 12 2

0

1

π ξ ξ πf f x f x f x dxk k k
a

b

k

n

( ) ( ) ( ) ( )+ → +∫∑
=

−

′ ′∆
 

(2)
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Ravshanki, 1 2+ ∈ [ ]f x C a b′ ( ) , .

Demak, bu funksiya [a,b] da o‘zining maksimum qiymatiga 
ega bo‘ladi. Uni M deylik:

M f x
a x b

= +
≤ ≤

max ( ).1 2′

f(x) funksiya [a,b] segmentda tekis uzluksiz. Unda ∀ε>0 olingan­

da ham, 
ε

2M b a( )−
 ga ko‘ra shunday δ>0 son topiladiki, λp<δ 

bo‘lganda

f x f
M b ak k( ) ( )

( )
,− <

−
ξ ε

2    
f x f

M b ak k( ) ( )
( )+ − <

−1 2
ξ ε

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )f x f f x f f xk k k k k k
k

n

− + −[ ] + ⋅







≤+
=

−

∑ ξ ξ ξ1
2

0

1

1 ′ ∆

≤≤ − + −  + ⋅ <

<

+
=

−

∑ f x f f x f f x

M
M

k k k k k k
k

n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(

ξ ξ ξ

ε

1
2

0

1

1

2

′ ∆

bb a M b a
xk

k

n

−
+

−








 ⋅ <

=

−

∑) ( )
.ε ε

2 0

1

∆

Bundan λp→0 da

f x f f x f f xk k k k
k

n

k k( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )−( ) + −  ⋅ + →+
=

−

∑ ξ ξ ξ1
0

1
21 0′ ∆

 
(3)

bo‘lishi kelib chiqadi.
λp→0 da (1) tenglikda limitga o‘tib, (bunda (2) va (3) munosabat­
larni e’tiborga olib) aylanma sirtning yuzi uchun 

	
µ π( ) ( ) ( )Π = +∫2 1 2f x f x dx

a

b

′
 	

(4)

bo‘lishini topamiz. ►
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1-misol. Ushbu

f x a e e
x
a

x
a( ) ( ),= +

−

2     
a>0,   0≤x≤a

zanjir chizig‘ini Ox o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan ay­
lanma sirtning yuzi topilsin.

◄ Ravshanki,
 
f x e e

x
a

x
a′( ) ( )= −

−1
2  

(4) formuladan foydalanib, 

izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

µ π

π

( ) ( ) ( )

( )

T a e e e e dx

a e e dx

a x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

= + + − =

= + =

∫
− −

−

2
2

1 1
4

2

0

2

2 ππ

π π

a e e dx

a a e x a e

x
a

x
a

aa

x
a

x
a

a

2
2

2 2
2

2

2 2

00

2 2

0

( )+ + =

= + −








 =

−

−

∫∫

aa e e
2

2 2

4
4( )− +−

 

►

Aytaylik, BA


 egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan 

bo‘lib, u ushbu 

x t
y t

=
=





ϕ
ψ

( )
( )

       

(a≤t≤β)

parametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda 
ϕ(t), ψ(t) funksiyalari [α, β] da uzluksiz va uzluksiz ϕ′(t), ψ′(t) 
hosilalarga ega. Bu egri chiziqni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan 
hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi 

	

µ π ψ ϕ ψ
α

( ) ( ) ( ) ( )T t t t dt= +∫2 2 2
3

′ ′
 	

(5)

bo‘ladi.



210

2-misol. Ushbu

x2+(y–2)2=1

aylanani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma 
sirtning (torning) yuzi topilsin.

◄ Aylananing tenglamasini quyidagicha

x=ϕ(t)=cost

y=ψ(t)=2+sint             (0≤t≤2π)
parametrik ko‘rinishda yozamiz.

Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi, (5) formulaga ko‘ra

µ π

π π

π

( ) ( sin ) ( ) ( sin )

( sin )

T t const t dt

t dt

= + + + =

= + =

∫2 2 2

2 2 8

2 2

0

2

′ ′

22

0

2π

∫
bo‘ladi. ►

4-§. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi 

Aytaylik, biror jism OX o‘qi bo‘ylab F kuch ta’sirida harakat 
qilayotgan bo‘lsin. Bunda F kuch jismning OX o‘qidagi holatiga 
bog‘liq, ya’ni F=F(x) va uning yo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan 
ustma-ust tushsin. Bu kuch ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqta­
ga o‘tkazish uchun bajarilgan ishni topish masalasi yuzaga keladi.

Ma’lumki, F=F(x) kuch [a,b] oraliqda 

F(x)=c, c – const

bo‘lsa, jismni a nuqtadan b nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan 
ish A=c•(b – a) formula bilan ifodalanadi. 

F=F(x) kuch [a,b] da x o‘zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz 
funksiyasi bo‘lsin. U holda [a,b] oraliqni ushbu nuqtalar yorda­
mida a=x0,x1,x2,... ..., xn=b      (x0<x1<x2<...<xn) n ta [x0,x1], 
[x1,x2],...,[xk,xk+1],...,[xn–1,xn] bo‘laklarga ajratib, har bir bo‘lak­
chada ixtiyoriy 
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k (k=0,1,2,... ..., n–1)        k∈[xk,xk+1] 

nuqta olamiz.
Agar har bir 

[xk,xk+1] (k=0,1,2,... ..., n–1) 

oraliqda jismga ta’sir etayotgan F(x) kuchni o‘zgarmas va F(k) 
ga teng deb olinsa, u holda [xk,xk+1] oraliqda bajarilgan ish tax­
minan 

F(k)•(xk+1–xk)

formula bilan, [a,b] oraliqda bajarilgan ish esa taxminan 

A F x x F xk k k k
k

n

k

n

≈ ⋅ − = ⋅+
=

−

=

−

∑∑ ( ) ( ) ( )ξ ξ1
0

1

0

1

∆

formula bilan ifodalanadi.
Agar λ→0 da 

F xk k
k

n

( )ξ ⋅
=

−

∑ ∆
0

1

yig‘indi chekli songa intilsa bu sonni F(x) kuchning [a,b] oraliq­
dagi bajargan ishi deyilishi mumkin. Demak, 

A F xk k
k

n

= ⋅
→

=

−

∑lim ( )
λ

ξ
0 0

1

∆

Ravshanki, qaralayotgan yig‘indi F=F(x) funksiyaning [a,b] ora­
liq bo‘yicha integral yig‘indisi bo‘ladi. F=F(x) funksiya esa shart­
ga ko‘ra [a,b] da uzluksiz. Demak, yig‘indining limiti mavjud va u 

F x dx
a

b

( )∫
ga teng bo‘ladi:

lim ( ) ( )
λ

ξ
→ =

−

⋅ =∑ ∫0 0

1

F x f x dxk k
k

n

a

b

∆
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Shunday qilib, o‘zgaruvchi F(x) kuchning [a,b] oraliqdagi ba­

jargan ishi
 

A F x dx
a

b

= ∫ ( )
 
bo‘ladi. 

Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ik­
kinchi uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina qisilgan (1-chiz­
ma).

F(x)

x

1-chizma

Agar prujinaning qisilishi unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga 
proporsional bo‘lsa, prujinani a birlik qisish uchun F(x) kuch­
ning bajargan ishi topilsin.  ◄ Agar F(x) kuch ta’sirida prujina­
ning qisilishi miqdorini x orqali belgilasak, u holda 

F(x)=k•x

bo‘ladi, bunda k – proporsionallik koeffitsienti (qisilish koef­
fisienti). Yuqoridagi formuladan foydalanib bajarilgan ishni topa­
miz:

A kxdx k x kaa

a

b

= = ⋅ =∫
2

0

2

2 2
.
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12-bob. XOSMAS INTEGRALLAR

1-§. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasi­
ni kiritishda integrallash oralig‘ining chekli bo‘lishi talab etil­
gan edi.

Endi cheksiz oraliqda ([a,+∞); (–∞,a]; (–∞,+∞) oraliqlarda) 
berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integrali tushunchasini 
keltiramiz va o‘rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f(x) funksi­
ya [a,+∞) oraliqda (a∈R) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy [a,t] da (a≤t<+∞) 
integrallanuvchi bo‘lsin: f(x)∈R([a,t]).

Ushbu

F t f x dx
a

t

( ) ( )= ∫
belgilashni kiritamiz.

1-ta’rif. Agar t→+∞ da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, 
bu limiti f(x) funksiyaning [a,+∞) cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas 
integrali deyiladi va 

f x dx
a

( )
+∞

∫
kabi belgilanadi:

	

f x dx F t f x dx
t t

a

t

a

( ) lim ( ) lim ( ) .= =
→+∞ →+∞

+∞

∫∫
	

(1)

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral deb ham yuriti­
ladi. 

Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas in­
tegral» deyish o‘rniga «integral» deymiz.

2-ta’rif. Agar t→+∞ da F(t) funksiyaning limiti mavjud va 
chekli bo‘lsa, (1) integral yaqinlashuvchi deyiladi.
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Agar t→+∞ da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud 
bo‘lmasa, (1) integral uzoqlashuvchi deyiladi.

1-misol. Ushbu

e dxx

a

−
+∞

∫
integralni qaraylik. Bu holda

F t e dx ex t

a

t

( ) = = − +− −∫ 1

bo‘lib, 

lim ( )
t

F t
→+∞

=1

bo‘ladi.
Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va 

e dxx

a

−
+∞

=∫ 1.

2-misol. Ushbu 

dx
xa

α

+∞

∫
 

  (a>0, α>0)

integral uchun

F t dx
x

t a agar bo lsa
t a agara

t

( )
ln ln , '

,
= =

− =

− +
−
− +

∫ − + − +
α

α α

α

α α

1

1 1

1 1

αα ≠






1 bo lsa'

bo‘lib, t→+∞ da 

F t a( ) →
−

−1

1

α

α         
(α>1),

     
 F(t)→+∞            (α≤1)

bo‘ladi.
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Demak, 

dx
xa

α

+∞

∫

integral α>1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, α≤1 bo‘lganda uzoqlashuv­
chi bo‘ladi.

3-misol. Ushbu cos xdx
a

+∞

∫
 

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, 

chunki t→+∞ da

F t xdx t
a

t

( ) cos sin= =∫

funksiyaning limiti mavjud emas.

4-misol. e dxax

a

−
+∞

∫ ,  a>0 ni hisoblang.

Yechish.

e dx e dx e
a

e
a

e
a

ax

t

ax

t

ax
t

t

at
−

→+∞

−

→+∞

−

→+∞

−

= = − = − +






lim lim lim0

0


 =

= +





=

∫∫
+∞

→+∞

0

1 1 1

t

a

t ata ae a
lim .

5-misol. 
dx
x1 2

0

+−∞
∫

 
ni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish.

dx
x

dx
x

arctgx arctg ar
r r r r1 1

02

0

2 8

0

+
=

+
= = −

−∞
→−∞ →− →−∞∫ lim lim lim ( cctgr

r

) .=∫
π
2

0

Demak, integral yaqinlashuvchi va 

dx
x1 22

0

+
=

−∞
∫

π .
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6-misol. 
dx
x1 2+−∞

+∞

∫
 
integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Biz bu integralni hisoblash uchun ikkita xosmas in­
tegrallar yig‘indisi ko‘rinishida yozib olamiz va integrallarni hi­
soblaymiz, ya’ni

dx
x

dx
x

dx
x

dx
xr

r
t1 1 1 12 2 2 2

0

0

0

+
=

+
+

+
=

+
+

→−∞

+∞

−∞−∞

+∞

→+∞∫∫∫∫ lim lim ddx
x

arctgx arctgx arctg

t

r r t

t

r

1

0

2
0

0
0

+
=

= + =

∫

→−∞ →+∞ →−∞
lim lim lim ( −− +

+ − = + =
→+∞

arctgr

arctgt arctg
t

)

lim ( ) .0 1
2

1
2

π π π

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi.
Xuddi shunday quyidagi integrallar ham yuqoridagidek,

f x dx f x dx
a

( ) , ( )
−∞

+∞

−∞
∫∫

xosmas integrallar va ularning yaqinlashuvchiligi, uzoqlashuv­
chiligi ta’riflanadi:

f x dx f x dx
t

t

aa

( ) lim ( ) ,=
→−∞

−∞
∫∫

f x dx f x dx
u
v v

u

( ) lim ( ) .=
→+∞
→−∞−∞

+∞

∫∫

2°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xos­
mas integralning turli xossalarini f(x) funksiyaning [α,+∞) ora­
liq bo‘yicha olingan 

f x dx
a

( )
+∞

∫
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integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni 

f x dx
a

( ) ,
−∞
∫

 
f x dx( )

−∞

+∞

∫
integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.

1-xossa. Agar f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u hol­

da
 
f x dx a b

b

( ) ( )
+∞

∫ <
 
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va ak­

sincha. Bunda 

	
f x dx f x dx f x dx

b ba

b

( ) ( ) ( )
+∞ +∞

∫ ∫∫= +
	

(2)

tenglik bajariladi.

◄ Ravshanki, f x dx f x dx f x dx a b t
a

t

ba

b

( ) ( ) ( ) . ( )∫ ∫∫= + < <
+∞

Aytaylik, f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘lsin.

Demak,
 

lim ( )
t

a

t

f x dx
→+∞ ∫

 
mavjud va chekli bo‘ladi:

lim ( ) ( ) ,
t

aa

t

f x dx f x dx
→+∞

+∞

= ∫∫
(2) tenglikdan foydalanib, t→+∞ da

lim ( ) ( ) ( )
t

a

b

aa

t

f x dx f x dx f x dx
→+∞

+∞

= − ∫∫∫

bo‘lishini topamiz. Demak,
 
f x dx

b

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi va 
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f x dx f x dx f x dx
a

b

ab

( ) ( ) ( )= − ∫∫∫
+∞+∞

bo‘ladi.

Aytaylik, f x dx
b

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘lsin,

Demak, lim ( ) ( )
t

ba

t

f x dx f x dx
→+∞

+∞

= ∫∫
 
chekli bo‘ladi.

(2) tenglikdan, t→+∞ da

lim ( ) ( ) ( )
t

bb

b

a

t

f x dx f x dx f x dx
→+∞

+∞

= + ∫∫∫

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi 

va
 
f x dx f x dx f x dx

bb

b

a

( ) ( ) ( )= +
+∞+∞

∫∫∫
 
bo‘ladi. ►

2-xossa. Agar f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u hol­

da
 
C f x dx

a

⋅
+∞

∫ ( )
 
ham (C=const) yaqinlashuvchi bo‘lib,

C f x dx C f x dx
aa

⋅ =
+∞+∞

∫∫ ( ) ( )
 

bo‘ladi.

3-xossa. Agar
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 

integral yaqinlashuvchi bo‘lib, 

∀x∈[a,+∞) da f(x)≥0 bo‘lsa, u holda
 

f x dx
a

( ) ≥
+∞

∫ 0
 
bo‘ladi.
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4-xossa. Agar f x dx
a

( )
+∞

∫
 
va g x dx

a

( )
+∞

∫
 
integrallar yaqinlashuv­

chi bo‘lsa, u holda ( ( ) ( )f x g x dx
a

±
+∞

∫
 
integral ham yaqinlashuvchi 

bo‘lib,
 

( ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
aaa

± = ±
+∞+∞+∞

∫∫∫
 
bo‘ladi.

Izoh. Berilgan integrallarning yaqinlashuvchiligi yetarli shart 
bo‘lib, funksiyalar yig‘indisining integrali yaqinlashuvchi bo‘lishi 
uchun zaruriy shart emas. Masalan, 

f x
x

( ) ,= 1
   

ϕ( ) ,x
x

= −
+
1

1    
x ∈ +∞[ ; )1

bo‘lsin. U holda 

dx
x

x t
t

t

t
1

1

+∞

→+∞ →+∞∫ = = +∞lim ln lim ln ,

−
+

= − + = − + − = −∞
+∞

→+∞ →+∞∫
1
1

1 1 2
1

1x
dx x t

t

t

t
lim ln lim[ln( ) ln ] .

Demak, qaralayotgan xosmas integrallar uzoqlashuvchi bo‘la­
di. Funksiyalar yig‘indisi uchun esa

1 1
1

1
1

1x x
dx x x t t

t

t

t
−

+






= − + = − +
+∞

→+∞ →+∞∫ lim (ln ln ) lim (ln ln( 11 2

1
2 1 2 2

) ln ]

lim ln ln ln ln ln

+ =

=
+

+ = + =
→+∞t

t
t

yaqinlashuvchi xosmas integral bo‘ladi.
Shuni ham ta’kidlash kerakki, agar integrallardan biri yaqin­

lashuvchi bo‘lib, ikkinchisi uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

f x x dx( ) ( )±( )
+∞

∫ ϕ
1



220

xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

5-xossa. Agar ∀x∈[a,+∞) da f(x)≤g(x) bo‘lib, f x dx
a

( )
+∞

∫
 
va 

g x dx
a

( )
+∞

∫
 

integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 
 

f x dx g x dx
a a

( ) ( )
+∞ +∞

∫ ∫≤
 
bo‘ladi.

Misol tariqasida 5° xossani isbotini keltiramiz. Qolgan xossa­
lar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi ta’rifla­
ridan kelib chiqadi.

5-xossaning isboti. Aniq integral xossalariga ko‘ra ixtiyoriy t>a 

uchun f x dx x dx
a

t

a

t

( ) ( ) .∫ ∫≤ ϕ

Agar
 

ϕ( )x dx
a

+∞

∫
 
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 

F t f x dx x dx x dx
aa

t

a

t

( ) ( ) ( ) ( )= ≤ ≤ < +∞
+∞

∫∫∫ ϕ ϕ

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak, F(t) funksiya yuqoridan 
chekli son bilan chegaralangan. Shuningdek, f(x)≥0 bo‘lgani 
uchun F(t) funksiya o‘suvchi bo‘ladi. Bulardan chekli limitning

lim ( ) lim ( )
t t

a

t

F t f x dx
→+∞ →+∞

= ∫
 

mavjudligi, ya’ni

 
f x dx

a

( )
+∞

∫
 
yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. 

 
Aksincha, f x dx

a

( )
+∞

∫
 
yzoqlashuvchi bo‘lsa, 

 
f x dx x dx

a

t

a

t

( ) ( )≤ ∫∫ ϕ
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tengsizligidan t→+∞ da chap tomoni chegaralanmagan va bun­

dan o‘ng tomonini limiti chekli emasligi, ya’ni
 

ϕ( )x dx
a

+∞

∫
 
uzoq­

lashuvchiligi kelib chiqadi.

7-misol.
 

dx
x3

1 1+

+∞

∫
 
integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. 5° xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni
 

dx
xα

1

+∞

∫
integral bilan solishtiramiz, bu integral α>1 da yaqinlashuvchi 
(1-misol). (1;+∞) da 

1
1

1 1
3 3 3 2x x x+

< = /
 
bo‘lganligi sababli, 

dx
x3 2

1
/

+∞

∫ integralning 

yaqinlashishidan berilgan
 

dx
x3

1 1+

+∞

∫
 
integralning yaqinlashishi 

kelib chiqadi.

6-xossa. Agar f x g x dx
a

( ) ( )⋅
+∞

∫
 
va

 
g x dx

a

( )
+∞

∫
 
integrallar yaqin­

lashuvchi bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas µ µ( )m M≤ ≤  to­

piladiki,

	
f x g x dx g x dx

aa

( ) ( ) ( )⋅ =
+∞+∞

∫∫ ∝
	

(3)

bo‘ladi.
◄ Aytaylik, ∀x∈[a,+∞) da g(x)dx≥0 bo‘lsin. Unda  

m•g(x)≤f(x)g(x)≤Mg(x) bo‘lib, 

m g x dx f x g x dx M g x dx
a

t

a

t

a

t

( ) ( ) ( ) ( )≤ ≤∫ ∫∫
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bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, t→+∞ da limitga o‘tsak unda

m g x dx f x g x dx M g x dx
a aa

( ) ( ) ( ) ( )≤ ≤
+∞ +∞+∞

∫ ∫∫

bo‘lishi kelib chiqadi.
Ravshanki, 

g x dx
a

( )
+∞

∫ = 0

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.
Aytaylik, 

g x dx
a

( )
+∞

∫ > 0

bo‘lsin. Bu holda

m
f x g x dx

g x dx
Ma

a

≤ ≤

+∞

+∞

∫

∫

( ) ( )

( )

bo‘ladi. Agar 

µ =

+∞

+∞

∫

∫

f x g x dx

g x dx

a

a

( ) ( )

( )

deb olinsa, unda m≤µ≤M bo‘lib,

f x g x dx g x dx
a a

( ) ( ) ( )⋅ = ⋅
+∞ +∞

∫ ∫µ

bo‘ladi.



223

∀x∈[a,+∞) da g(x)≤0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi 
yuqoridagidek isbotlanadi. ►

Odatda, bu xossa o‘rta qiymat haqidagi teorema deyiladi.
3°. Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi. Aytaylik f(x), funk­

siya [a, +∞) oraliqda berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, 

f x dx
a

( )
+∞

∫
xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ushbu

F t f x dx t a
a

t

( ) ( ) ( )= >∫
funksiyaning t→+∞ da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.

Funksiyaning chekli limitiga ega bo‘lishi haqidagi Koshi teo­
remasi, ya’ni F(x) funksiyaning t→+∞ da chekli limitga ega bo‘li­
shi uchun

∀ > ∃ > ∀ ′ > ∀ ′′ >
′′ − ′ <

ε

ε

0 0 0 0, , , :
( ) ( )

t a t t t t
F t F t

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.
Bu tushuncha va tasdiqdan

	

f x dx
a

( )
+∞

∫
	

(4)

xosmas integralning yaqinlashuvchiligini ifodalaydigan quyidagi 
teoremaga kelamiz.

Teorema (Koshi teoremasi). (4) integralning yaqinlashuvchi 
bo‘lishi uchun ∀ε>0 son olinganda ham shunday t0∈R (t0>a) to­
pilib, ixtiyoriy t'>t0, t">t0 bo‘lganda

f x dx
t

t

( )
′

′′

∫ < ε
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-§. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.  
Integralning absolyut yaqinlashuvchiligi

1°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuv
chiligi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a, +∞) oraliqda berilgan bo‘lib, ∀x∈[a, 
+∞) da f(x)≥0 bo‘lsin. Bu funksiyani [a,t] da (a<t<+∞) integral­

lanuvchi deylik: f(x)∈R([a,t]). Bu holda
 
F t f x dx

a

t

( ) ( )= ∫
 
funksiya 

(a,+∞) oraliqda o‘suvchi bo‘ladi.
◄ Haqiqatan ham, a<t1<t2<+∞ da

F t f x dx f x dx f x dx F t f x dx
a

t

a

t

t

t

t

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1

2 1

1

2

1

2

= = + = +∫ ∫ ∫ ∫

bo‘lib,
 

f x dx
t

t

( )
1

2

0∫ ≥
 
bo‘lganligi sababli F(t2)≥F(t1) bo‘ladi. Demak, 

∀ t1,t2∈(a,+∞) uchun 

t1<t2⇒F(t1)≤F(t2). ►
1-teorema. Manfiy bo‘lmagan f(x) funksiya xosmas integrali

	
f x dx f x x a

a

( ) ( ( ) , )≥ >
+∞

∫ 0
	

(1)

ning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun F(t) funksiyaning yuqoridan 
chegaralangan, ya’ni

∃C∈R,  ∀t>a:F(t)≤C

bo‘lishi zarur va yetarli.
◄ Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. 

Ta’rifga binoan 

lim ( )F t
t→+∞  
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mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, ∃C∈R,  ∀t>a:F(t)≤C da F(t)≤C 
bo‘ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, F(t) funksiya (a,+∞) da yuqoridagi che­
garalangan bo‘lsin. Ayni paytda, F(t) o‘suvchi funksiya. Demak, 
t→+∞ da F(t) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralni 
yaqinlashuvchi bo‘lishini bildiradi.►

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija. Agar F(t) funksiya (t∈(a,+∞)) yuqoridan chegaralan­

magan bo‘lsa, u holda 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.
2°. Taqqoslash teoremalari. Ikkita funksiya ma’lum muno­

sabatda bo‘lganda birining xosmas integralining yaqinlashuvchi 
(uzoqlashuvchi) bo‘lishidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchi 
(uzoqlashuvchi) bo‘lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz. 
Odatda, ular taqqoslash teoremalari deyiladi.

2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+∞) ora­
liqda berilgan bo‘lib, ∀x∈[a,+∞) da

	 0≤f(x)≤g(x)	 (2)

bo‘lsin.

Agar
 
g x dx

a

( )
+∞

∫
 
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda f x dx

a

( )
+∞

∫  ham
 

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar f x dx
a

( )
+∞

∫
 
uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda g x dx

a

( )
+∞

∫
 
ham 

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

◄ Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib,
 

g x dx
a

( )
+∞

∫
 
yaqin­

lashuvchi bo‘lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra
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G t g x dx C
a

t

( ) ( )= ≤∫
bo‘ladi. Ayni paytda,

F t f x dx G t
a

t

( ) ( ) ( )= ≤∫

bo‘lganligi sababli, ya’ni 1-teoremaga binoan
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
yaqin­

lashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, f x dx
a

( )
+∞

∫
 
uzoqlashuv

chi bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va F(t)≤G(t) tengsiz­

likdan g x dx
a

( )
+∞

∫
 
integralning uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.►

3-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+∞) da 
f(x)≥0 g(x)≥0 bo‘lib,

lim ( )
( )

( )
x

f x
g x

k k
→+∞

= ≤ ≤ +∞0

bo‘lsin.

Agar k<+∞ bo‘lib, g x dx
a

( )
+∞

∫
 
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Agar k>0 bo‘lib,
 

g x dx
a

( )
+∞

∫
 

uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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◄ Aytaylik, lim ( )
( )x

f x
g x

k
→+∞

= < +∞  bo‘lib, g x dx
a

( )
+∞

∫
 
yaqinlashuv­

chi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

∀ε>0, ∃ t0>a, ∀t>t0    da

	 f(x)<(k+ε)g(x)	 (3)

bo‘ladi. Yaqinlashuvchi integralning xossasiga ko‘ra

( ) ( )k g x dx
a

+
+∞

∫ ε

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

(3) munosabat va 2-teoremadan foydalanib,
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integ­

ralning yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz.
Aytaylik,

lim ( )
( )x

f x
g x

k
→+∞

= > 0

bo‘lib, g x dx
a

( )
+∞

∫ uzoqlashuvchi bo‘lsin. Bu holda k1 son (k>k1>0) 

uchun shunday t'0>a topiladiki, ∀x>t'0 da
 

f x
g x

k( )
( )

,> 1
 
ya’ni 

	
g x

k
f x( ) ( )< 1

1 	
(4)

bo‘ladi.

(4) munosabat va 2-teoremadan foydalanib f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integ­

ralning uzoqlashuvchi bo‘lishini topamiz.►
Natija. Agar 
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lim ( )
( )x

f x
g x

k
→+∞

=

bo‘lib, 0<k<+∞ bo‘lsa, u holda
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
va g x dx

a

( )
+∞

∫
 
integ­

rallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaqinlashuvchiligini 

yoki uzoqlashuvchiligini aniqlashda avvaldan yaqinlashuvchiligi 
yoki uzoqlashuvchiligi ma’lum bo‘lgan integral bilan taqqoslab 
(yuqorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) qaralayotgan in­
tegralning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘lishi topiladi.

Masalan,

f x dx
a

( )
+∞

∫
integralni

dx
x

a
a

α α
+∞

∫ > >( , )0 0

integral bilan taqqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror C(0<C<+∞) va α>0 sonlar uchun  

x→+∞ da f x
C
x

( ) ~ ,α  ya’ni 

lim ( )
x

x f x C
→+∞

⋅ =α

bo‘lsin. Unda
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral α>1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, 

α≤1 bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. 
1-misol. Ushbu 

cos2

2
0 1

x
x
dx

+

+∞

∫
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integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
◄ Agar 

f x x
x

g x
x

( ) cos , ( )=
+

=
+

2

2 21
1

1
deyilsa, unda ∀x∈[0,+∞], 0≤f(x)≤g(x) bo‘ladi.

Ravshanki, 

dx
x1 2

0 +

+∞

∫
integral yaqinlashuvchi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan xosmas inte­
gral yaqinlashuvchi bo‘ladi.►

2-misol. Ushbu
 

e dxx−
+∞

∫
2

1  
integral yaqinlashuvchilikka tek­

shirilsin.
◄ ∀x≥1  da

f(x)=e–x2, g(x)=e–x

funksiyalari uchun 0≤f(x)≤g(x) bo‘ladi. 

Quyidagi
 
e dxx−

+∞

∫
1

 integralning yaqinlashuvchiligi ravshan. 

Demak,

e dxx−
+∞

∫
2

1

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. ►

3-misol. Ushbu e xdxx−
+∞

∫ ln
1  

integral yaqinlashuvchilikka tek­

shirilsin.
◄ ∀x>1 da lnx<x bo‘lib, f(x)=e–x ln x, g(x)=xe–x funksiyalar 

uchun 0≤f(x)≤g(x) bo‘ladi. Endi



230

g x dx xe dxx( ) = −
+∞+∞

∫∫
11

integralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olib, 2-teoremadan 
foydalanib, berilgan

e xdxx−
+∞

∫ ln
1

integralning yaqinlashuvchiligini topamiz.►
4-misol. Ushbu

dx
x x⋅ +

+∞

∫ 23
1 1

integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
◄ Integral ostidagi

f x
x x

( ) =
⋅ +

1
123

funksiya uchun 

lim ( ) lim lim
x x x

x f x x
x x x

x
→+∞ →+∞ →+∞

= ⋅
⋅ +

= ⋅
⋅ +

=
5
3

5
3

23

2
3

1
1

1

1 1
1

bo‘ladi.
Ravshanki, 

dx

x
5
31

+∞

∫

integral yaqinlashuvchi. Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi 
bo‘ladi.►

4°. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi. Aytaylik, 
f(x) funksiya [a,+∞) oraliqda berilgan bo‘lsin. Bunda, ∀x∈[a,+∞) 
uchun f(x)≥0 bo‘lishi shart emas.
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Ta’rif. Agar 

f x dx
a

( )
+∞

∫

integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral absolyut yaqin­

lashuvchi deyiladi.

Agar f x dx
a

( )
+∞

∫
 
yaqinlashuvchi bo‘lib, f x dx

a

( )
+∞

∫
 
uzoqlashuv­

chi bo‘lsa, u holda f x dx
a

( )
+∞

∫
 
shartli yaqinlashuvchi integral de­

yiladi.
4-teorema. Agar integral absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u ya­

qinlashuvchi bo‘ladi.
◄ Aytaylik, 

f x dx
a

( )
+∞

∫
integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va | f(x)| funksiyalar 
yordamida ushbu

ϕ

ψ

( ) ( ( ) ( ) ),

( ) ( ( ) ( ) )

x f x f x

x f x f x

= +

= − +

1
2
1
2

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, ∀x∈[a,+∞) da
1) ϕ(x)≥0, ψ(x)≥0
2) ϕ(x)≤| f(x)|, ψ(x)≤| f(x)|
3) ϕ(x)–ψ(x)= f(x)

bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 2-teoremadan foydalanib, quyidagi



232

ϕ ψ( ) , ( )x dx x dx
a a

+∞ +∞

∫ ∫
integral yaqinlashuvchiligini topamiz.

Unda
 

( ( ) ( ))ϕ ψx x dx
a

−
+∞

∫  integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Demak, f x dx
a

( )
+∞

∫  yaqinlashuvchi bo‘ladi. ►

Masalan,

 

sin x
x
dx2

1

+∞

∫
 
integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Avval
 

| sin |x
x

dx2
1

+∞

∫
 
integralni tekshiramiz. (1;+∞) da 

| sin |x
x x2 2

1≤
 
va 

1
2

1 x
dx

+∞

∫
 
yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli, 5° xos­

saga ko‘ra 
| sin |x
x

dx2
1

+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, 

sin x
x
dx2

1

+∞

∫
 
integral absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

3-§. Integralning yaqinlashuvchiligi alomatlari.  
Integralning bosh qiymati

1°. Dirixle alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar 
[a,+∞) oraliqda berilgan bo‘lsin. 

1-teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi 
shartlarni qanoatlantirsin:

1. f(x) funksiya [a,+∞) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi 
boshlang‘ich F(x) (F'(x)=f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2. g(x) funksiya [a,+∞) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega;



233

3. g(x) funksiya [a,+∞) da kamayuvchi;

4.
 

lim ( ) .
x

g x
→+∞

= 0

U holda 

f x g x dx
a

( ) ( )
+∞

∫
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

◄ Ravshanki, 

f(x)∈C[a,+∞), g(x)∈C[a,+∞)⇒f(x)g(x)∈C[a,+∞)

bo‘ladi. Binobarin, f(x)•g(x) funksiya [a,t] (a<t<+∞) oraliqda in­
tegrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan ham­
da teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz: 

f x g x dx g x dF x g x F x f x g x dx
a

t

a

t

a

t

a

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) .∫ ∫ ∫= = −
  
(1)

Endi 

|g(t)F(t)|≤Mg(t)     (M=sup|F(t)|<+∞)

bo‘lishini e’tiborga olsak, undan t→+∞ da 

g(t)F(t)→0

bo‘lishi kelib chiqadi.
Berilishiga ko‘ra, g(x) funksiya [a,+∞) oraliqda uzluksiz dif­

ferensiallanuvchi hamda shu oraliqda kamayuvchi funksiya. De­
mak, ∀x∈[a,+∞) da

g'(x)≤0

bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

F x g x dx M g x dx M g x dx

M g a g t M g a
a

t

a

t

a

t

( ) '( ) '( ) '( )

( ( ) ( )) (

∫ ∫ ∫≤ = − =

= − ≤ )) ( ( ) ).g t ≥ 0

Unda yuqoridagi paragrafdagi teoremalardan foydalanib



234

F x g x dx
a

( ) '( )
+∞

∫
xosmas integralning yaqinlashuvchi ekanligini aniqlaymiz.

(1) tenglikda t→+∞ da limitga o‘tib, ushbu

lim ( ) ( )
t

a

t

f x g x dx
→+∞ ∫

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz. Bu esa 

f x g x dx
a

( ) ( )
+∞

∫
 
integralning yaqinlashuvchi bo‘lishini bildiradi.►

Misol. Ushbu

J x
x
dx= >

+∞

∫
sin ( )α α

1

0

integralni yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
◄ Berilgan integralni quyidagicha

J x
x
dx= >

+∞

∫ sin ( )1 0
1

α α

yozib, f x x g x
x

( ) sin , ( )= = 1
α

 
deymiz. Bu funksiyalar yuqorida 

keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi.
1) f(x)=sinx funksiya [1,+∞) oraliqda uzluksiz va uning bosh­

lang‘ich funksiyasi F(x)=–cosx funksiya [1,+∞) da chegaralangan;

2) g x
x

( ) ( )= >1 0α α  funksiya [1,+∞) da

g x
x

'( ) = − +

α
α 1

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g x
x

( ) ( )= >1 0α α
 
funksiya [1,+∞) da kamayuvchi;
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4)
 

lim ( ) lim . ( )
x x

g x
x→+∞ →+∞

= = >1 0 0α α

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra

sin ( )x
x

dxα α
1

0
+∞

∫ >

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. ►
2°. Abel alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+∞) 

oraliqda berilgan bo‘lsin.
2-teorema (Abel alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi 

shartlarni qanoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+∞) da uzluksiz bo‘lib,
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral

 
yaqinlashuvchi;

2) g(x) funksiya [a,+∞) da uzluksiz g′(x) hosilaga ega va bu 
hosila [a,+∞) da o‘z ishorasini saqlasin;

3) g(x) funksiya [a,+∞) da chegaralangan.
U holda

f x g x dx
a

( ) ( )
+∞

∫
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

◄ Ravshanki, f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi­

dan f(x) funksiyaning [a,+∞) oraliqda chegaralangan F(x) bosh­
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lishi kelib chiqadi.

Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiya­

ning limiti haqidagi teoremadan foydalanib ushbu 
lim
x

g x
→+∞

( )  

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz: lim ( ) .
x

g x b
→+∞

=
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Unda g1(x)=g(x)–b funksiya x→+∞ da monoton ravishda nol­
ga intiladi:

lim ( )
x

g x
→+∞

=1 0

Shunday qilib f(x) va g1(x) funksiyalari Dirixle alomati kel­
tirilgan barcha shartlarni qanoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

f x g x dx
a

( ) ( )1

+∞

∫
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Ayni paytda, f(x)g(x)=f(x)b+f(x)g1(x) bo‘lganligi sababli,

f x g x dx
a

( ) ( )
+∞

∫
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. ►

3°. Xosmas integralning bosh qiymati.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (–∞,+∞) da berilgan bo‘lib, bu 

oraliqning istalgan [t′,t] (–∞<t′<t<+∞) qismida integrallanuvchi 
bo‘lsin:

F t t f x dx
t

t

( ', ) ( ) .
'

= ∫
Ma’lumki, ushbu

lim ( ', ) lim ( )
' , '

'
t
t

t
t t

t

F t t f x dx
→−∞
→+∞

→−∞
→+∞

= ∫

limit f(x) funksiyaning (–∞,+∞) oraliq bo‘yicha xosmas integrali 
deyilib, u chekli bo‘lsa,

lim ( ) ( )
'

'
t
t t

t

f x dx f x dx
→−∞
→+∞ −∞

+∞

= ∫∫

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi.
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Bunda t′ va t o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda t′→ –∞ t→ 
+∞ ga intilishi ko‘zda tutiladi.

Xususan,
 
f x dx( )

−∞

+∞

∫
 
xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,

lim ( ) ( )
t

t

t

f x dx f x dx
→+∞

−∞

∞

−

= ∫∫
bo‘ladi.

Biroq F t t f x dx
t

t

( ', ) ( )
'

= ∫  funksiya, t′=–t bo‘lib, t→+∞ da chek­

li limitga ega bo‘lishidan
 

f x dx( )
−∞

+∞

∫
 
xosmas integralning yaqin­

lashuvchi bo‘lishi kelib chiqavermaydi.

Masalan, ushbu F t t x dx
t

t

( ', ) sin
'

= ∫
 
integrel uchun t′=–t bo‘lsa, 

sin ( )x dx t
t

t

= ∀ >
−
∫ 0 0

 
bo‘lib, lim sin

t
t

t

x dx
→+∞

−

=∫ 0  bo‘ladi. 

Biroq sin x dx
−∞

+∞

∫  xosmas integral yaqinlashuvchi emas.

Ta’rif. Agar t′=–t bo‘lib, t→+∞ da

F t t f x dx
t

t

( ', ) ( )
'

=
−
∫

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa,
 
f x dx( )

−∞

+∞

∫
 
xosmas in­

tegral bosh qiymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib, lim ( )
t

t

t

f x dx
→+∞

−
∫
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limit esa
 

f x dx( )
−∞

+∞

∫
 
xosmas integralning bosh qiymati deb atala­

di. Odatda, f x dx( )
−∞

+∞

∫
 
xosmas integralning bosh qiymati

v p f x dx. . ( )
−∞

+∞

∫
kabi belgilanadi. Demak,

v p f x dx f x dx
t

t

t

. . ( ) lim ( ) .=
→+∞

−∞

+∞

−
∫ ∫

Bunda v.p belgi fransuzcha «valeur principiale» – «bosh qiy­
mat» so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, f x dx
a

( )
+∞

∫
 

xosmas integral yaqinlashuvchi 

bo‘lsa, u bosh qiymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bi­

roq,
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
xosmas integralning bosh qiymat ma’nosida ya­

qinlashuvchi bo‘lishidan uning yaqinlashuvchi bo‘lishi har doim 
ham kelib chiqavermaydi.

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu

f x dx
a

( )
+∞

∫
xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+∞) oraliqda boshlang‘ich F(x) 
funksiyaga ega va x→+∞ da F(x) funksiya chekli limiti mavjud 
bo‘lsin:
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lim ( ) ( ).
x

F x F
→+∞

= +∞

Unda

	

f x dx f x dx

F t F a F F a
a

x
a

t

t

( ) lim ( )

lim ( ( ) ( )) ( ) ( )

+∞

→+∞

→+∞

∫ ∫= =

= − = +∞ − == +∞F x a( )
	

(1)

bo‘ladi.
(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
1-misol. Ushbu, 

1 1
2

2 x x
dxsin

π

+∞

∫

integral hisoblansin.

◄ Ravshanki, F x
x

( ) cos= 1
 

funksiya [ , )2
π
+∞

 
oraliqda 

f x
x x

( ) sin= 1 1
2

 
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.

(1) formuladan foydalanib topamiz:

1 1 1 12 2x x
dx

x
sin cos .

π π

+∞
+∞∫ = =

 

►

2°. Bo‘laklab integrallash. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksi­
yalar [a,+∞) oraliqda uzluksiz va uzluksiz, f ′(x) va g′(x) hosilalar­
ga ega bo‘lsin.

Agar

1) f x g x dx f x g x dx
a a

( ) ( ) ( ( ) ( ) )
+∞ +∞

∫ ∫⋅ ′ ′
 
integral yaqinlashuvchi; 

2) ushbu 
lim ( ( ) ( ))
x

f x g x
→+∞  

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda
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′ ⋅ ′
+∞ +∞

∫ ∫f x g x dx f x g x dx
a a

( ) ( ) ( ( ) ( ) )

integral yaqinlashuvchi bo‘lib,

′ ⋅ = − ⋅ − ′
+∞

→+∞

+

∫ f x g x dx f x g x f a g a f x g x dx
a

x
a

( ) ( ) lim ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
∞∞

∫
 
(2)

f x g x dx f x g x f a g a f x g x dx
a

x
a

( ) ( ) lim ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )′ = − ⋅ − ′
+∞

→+∞

+∞

∫ ∫∫










bo‘ladi.
◄ Ravshanki,

′ = = − =∫ ∫ ∫f x g x dx g x df x f x g x f x dg x
a

t

a

t

a
t

a

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= − − ′∫f t g t f a g a f x g x dx
a

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

Keyingi tenglikda, t→+∞ da limitga o‘tib topamiz:

′ = − − ′
+∞

→+∞

+∞

∫ ∫f x g x dx f t g t f a g a f x g x dx
a

x
a

( ) ( ) lim ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ..
 
►

(2) formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.
2-misol. Ushbu

xe dxx−
+∞

∫
0

integral hisoblansin.
◄ Agar g(x)=x, f '(x)=ex deb olsak, unda

g'(x)=1,          f(x)=–ex

bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a=0) 

xe dx te e dxx

t

t x−
+∞

+∞

− −
+∞

∫ ∫= − − + =
0 0

0 1lim( )
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bo‘ladi. ►
3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash.

Ushbu  f x dx
a

( )
+∞

∫  xosmas integralni qaraymiz. Bu integralda 

x=ϕ(z) almashtirishni bajaramiz. Bunda x=ϕ(z) funksiya quyida­
gi shartlarni qanoatlantirsin:

1) ϕ(z) funksiya [a,+∞) oraliqda uzluksiz va uzluksiz ϕ′(z) 
hosilaga ega;

2) ϕ(z) funksiya [a,+∞) da qat’iy o‘suvchi;

3) ϕ α ϕ ϕ( ) , ( ) lim ( ) .= +∞ = = +∞
→+∞

a z
z

Agar

f z z dz( ( )) ( )ϕ ϕ
α

⋅ ′
+∞

∫

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

f x dx
a

( )
+∞

∫
integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

f x dx f z z dz
a

( ) ( ( )) ( )
+∞ +∞

∫ ∫= ⋅ ′ϕ ϕ
α

bo‘ladi.
◄ Ixtiyoriy z(α<z<+∞) ni olib, unga mos ϕ(z)=t nuqtani to­

pamiz.
Ravshanki, yuqoridagi shartlarda [a,t) da yuqoridagi paragraf­

dagi (2) formulaga ko‘ra

f x dx f z z
z

a

t

( ) = ( )( ) ⋅ ′( )∫∫ ϕ ϕ
α

bo‘ladi.
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Keyingi tenglikda t→+∞ da (bunda z=ϕ–1(t)→+∞) limitga 
o‘tib topamiz:

f x dx f z z dz
a

( ) ( ( )) ( )
+∞ +∞

∫ ∫= ⋅ ′ϕ ϕ
α

Bu esa keltirilgan tasdiqni isbotlaydi. ►
3-misol. Ushbu

J dx
x

=
+

+∞

∫ 1 4
0

integral hisoblansin. 

◄ Bu integralda x t
= 1

 
almashtirishni bajaramiz. Natijada

J

t
t
dt t dt

t
=

+
− =

++∞

+∞

∫ ∫
1

1 1
1

1
4

0

2

2

4
0

( )

bo‘lib,

J x
x
dx= +

+

+∞

∫
1
2

1
1

2

4
0

bo‘lishi kelib chiqadi.

Keyingi integralda
 
x
x

z− =1
 deb, topamiz:

J dz
z

arctg z
=

+
= =

−∞

+∞

−∞
+∞∫

1
2 2

1
2 2 2 2 22

π .

Demak,

dx
x1 2 24

0 +
=

+∞

∫
π .

 
►

4°. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash.
Aytaylik, f(z) funksiya [a,+∞) oraliqda uzluksiz bo‘lib, ushbu
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f x dx
a

( )
+∞

∫
xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan 

f x dx f x dx
a

t
a

t

( ) lim ( ) ,
+∞

→+∞∫ ∫=

ya’ni ∀ε>0,    ∃t0>a,     ∀t>t0: f x dx f x dx
a

t

a

( ) ( )− <∫∫
+∞

ε
 
bo‘ladi.

Ravshanki,
 

f x dx f x f x dx
a ta

t

( ) ( ) ( ) .
+∞ +∞

∫ ∫∫− =

Demak,

f x dx
t

( ) .
+∞

∫ < ε

Natijada ushbu

	

f x dx f x dx
a a

t

( ) ( )
+∞

∫ ∫≈
	

(5)

taqribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi 

f x dx
t

( )
+∞

∫ < ε

bo‘ladi.

4-misol. Ushbu e dxx−
+∞

∫
2

0  
xosmas integral taqribiy hisoblansin.

◄ (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni taqribiy hisoblash 
uchun ushbu

e dx e dx ax x
a

− −
+∞

≈ >∫∫
2 2

00

0( )
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formulani hosil qilamiz. Uning xatoligi e dxx

a

−
+∞

∫
2

 ga teng bo‘ladi. 

Bu xatolikni yuqoridan baholaymiz:

e dx
a

xe dx
a

e d x
a
ex

a

x

a

x

a

x
a

−
+∞

−
+∞

−
+∞

− +∞∫ ∫ ∫≤ = = − =
2 2 2 21 1

2
1

2
1

2
2( ) ( )

aa
e a− 2

.

Aytaylik, a=1 bo‘lsin. Bu holda

e dx e dxx

a

x−
+∞

−∫ ∫≈
2 2

0

1

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
 
e dxx−

+∞

∫ ≤
2

1

0 1839,
 

bo‘ladi.

Aytaylik, a=2 bo‘lsin. Bu holda
 
e dx e dxx

a

x−
+∞

−∫ ∫≈
2 2

0

2

 bo‘lib, bu 

taqribiy formulaning xatoligi uchun e dxx−
+∞

∫ ≤
2

2

0 00458,
 
bo‘ladi.

Aytaylik, a=3 bo‘lsin. Bu holda e dx e dxx

a

x−
+∞

−∫ ∫≈
2 2

0

3

 
bo‘lib, bu 

taqribiy formulaning xatoligi uchun e dxx−
+∞

∫ ≤
2

3

0 00002,  bo‘ladi. ►

5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi 
funksiyaning chegaralanganligi edi.

Endi f(x) funksiya [a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin. Aniqrog‘i, 
ixtiyoriy ε>0, (ε<b-a) uchun f(x) funksiya [a;b-ε] da chegaralan­
gan va integrallanuvchi bo‘lib, b nuqtaning atrofidagina chega­
ralanmagan bo‘lsin. Bu holda b nuqta f(x) funksiyaning maxsus 
nuqtasi deb ataladi.
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Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun f x dx
a

t

∫ ( )
 

integral mavjud 

bo‘lib, u faqat t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

f x dx F t a t b
a

t

( ) ( ), .= < <∫
Ta’rif. Agar t→b–0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, 

bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a;b) oraliqdagi xos­

mas integrali deyiladi va u
 

f x dx
a

b

∫ ( )
 
kabi belgilanadi. 

Demak, 

f x dx F t f x dx
t b t b

a

t

a

b

( ) lim ( ) lim ( )= =
→ − → − ∫∫ 0 0

Agar t→b–0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u chek­
li bo‘lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya 
esa [a;b) da integrallanuvchi funksiya deb ataladi. 

Agar t→b–0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, 

f x dx
a

b

( )∫
 
xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqorida limit 

mavjud bo‘lmagan holda ham biz xosmas integralni uzoqlashuv­
chi deymiz.

Xuddi yuqoridagidek, a nuqta f(x) ning maxsus nuqtasi 
bo‘lganda (a;b] oraliq bo‘yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraliqda berilgan bo‘lib, a nuqta shu funk­
siyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya (a;b] ning istalgan 
[t;b] (a<t<b) qismida integrallanuvchi, ya’ni ushbu 

f x dx F t
t

b

( ) ( )=∫
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integral mavjud bo‘lsin.
Ta’rif. Agar t→a+0 da F(t) funksiyaning lim ( )

t a
F t

→ +0  
limiti mav­

jud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a;b] ora­

liqdagi xosmas integrali deb ataladi va u

 

f x dx
a

b

( )∫
 

kabi belgila­

nadi. Demak, 

f x dx f t f x dx
t a t a

t

b

a

b

( ) lim ( ) lim ( ) .= =
→ + → + ∫∫ 0 0

Agar t→a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli 

bo‘lsa,

 

f x dx
a

b

( )∫
 

xosmas integral yaqinlashuvchi, f(x) esa (a;b] 

da integrallanuvchi funksiya deyiladi. Agar t→a+0 da F(t) ning 

limiti cheksiz bo‘lsa, u holda

 

f x dx
a

b

( )∫
 

xosmas integral uzoq­

lashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo‘lmagan holda 
ham biz integralni uzoqlashuvchi deymiz.

Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki c nuqtasida 
lim ( )
x c
f x

→
= ∞

 
bo‘lsa, u holda aniq integralning additivlik xossa­

siga ko‘ra bu integralni ikkita integralning yig‘indisi ko‘rinishda 
ifodalaymiz:

f x dx f x dx f x dx f x dx f
a

b

a

c

c

b

t c
a

t

c
( ) ( ) ( ) lim ( ) lim (∫ ∫ ∫ ∫= + = +

→ − → +0 0τ
xx dx

b

) .
τ
∫

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u 
holda xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda uzoq­
lashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtayi nazardan chegaralanmagan funksiyaning 
xosmas integrali y=f(x) egri chiziq, x=a, x=b to‘g‘ri chiziqlar bi­
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lan chegaralangan va x→b-0 da (x→a+0, x→c±0) Oy o‘qi yo‘na­
lishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega ekanligini 
anglatadi (1-rasm).

1-rasm

1-misol. dx
x0

1

∫ ni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechish. Bunda x=0 nuqta integral ostidagi funksiyaning 
maxsus nuqtasidir. Bu holda ta’rif bo‘yicha

dx
x

dx
x

x t
t t t

t
t

= = = − =
→ + → + → +∫ ∫lim lim lim ( ) .

0 0
0

1

0 0

1
1

0 0
2 2 2 2

 

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va uning qiymati 2 
ga teng. 

2-misol.

 

dx
x10

1

−∫
 

integralni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechish. Bunda x=1 nuqta integral ostidagi funksiyaning max­
sus nuqtasidir. 

Bu holda 

dx
x

dx
x

x

t

t t

t
t

t

1 1
2 1

2 1

1 0
0

1

1 0 0
0

1 0

−
=

−
= − − =

= − −

→ − → −

→ −

∫ ∫lim lim (

lim ( ++ =2 2) .



248

Demak, bu integral ham yaqinlashuvchi. 

3-misol. dx
E0

1

∫
 

integralni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechish. Ta’rifga ko‘ra

dx
x

dx
x

x t
t t t

t
t

= = = − = +∞
→ + → + → +∫ ∫lim lim ln lim (ln ln ) ,

0 0
0

1

0 0

1
1

0 0
1

ya’ni bu xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

4-misol.
 

dx
b x

R a b
a

b

( )
, ,

−
∈ <∫ α α

 
integralni yaqinlashishga tek­

shiring.
Yechish. Ikki holni qaraymiz. 1-hol. α≠1 bo‘lsin. U holda

dx
b x

dx
b x

b x d b x
a

b

t b
a

t

t b
a

t

( )
lim

( )
lim ( ) ( )

−
=

−
= − − − =∫ ∫ ∫→ − → −

−
α α

α

0 0

= −
−
−

= −
−

− − − =
→ −

−

→ −

− −lim ( ) lim (( ) ( ) )
t b

a

t

t b

b x b t b a
0

1

0

1 1

1
1

1

α
α α

α α

=
−
−

< >

∞







−( ) , , .

,

b a 1

1
1 1

α

α
α α

2-hol. α=1 bo‘lsin. U holda

dx
b x

dx
b x

b x
a

b

t b
a

t

t b a

t

t b

( )
lim

( )
lim ln| |

lim
−

=
−

= − − =

= −

∫ ∫→ − → −

→ −

0 0

00
(ln | | ln | |) .b t b a− − − = +∞

Demak, 
dx
b xa

b

( )−∫ α

 
integral α<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, α≥1 

da uzoqlashuvchi bo‘lar ekan.
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6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari

Quyida maxsus nuqtasi b bo‘lgan f(x) funksiyaning [a;b) ora­

liq f x dx
a

b

( )∫
 

bo‘yicha olingan xosmas integralining xossalarini 

keltiramiz. Bu xossalarni maxsus nuqtasi a bo‘lgan funksiyaning 
(a;b] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrallari uchun ham te­
gishlicha bayon qilish mumkin. 

1°. Agar f(x) funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali yaqin­
lashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning [c;b), (a<c<b) oraliq bo‘yicha 
integrali ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda 

f x dx f x dx f x dx
c

b

a

c

a

b

( ) ( ) ( )= + ∫∫∫
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2°. Agar
 
f x dx

a

b

( )∫
 
va

 
ϕ( )E dx
a

b

∫
 

integrallar yaqinlashuvchi 

bo‘lsa, u holda ixtiyoriy α, β sonlar uchun 

( ( ) ( ))α βϕf x x dx
a

b

±∫
integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

( ( ) ( )) ( ) ( )α βϕ α β ϕf x x dx f x dx x dx
a

b

a

b

a

b

± = ±∫ ∫ ∫
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

3°. Agar
 

f x dx
a

( )
+∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘lib, [a;b) da 

f(x)≥0 bo‘lsa, u holda 
 
f x dx

a

b

( ) ≥∫ 0  bo‘ladi.
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4°. Agar f x dx
a

b

( )∫
 
va

 

ϕ( )x dx
a

b

∫
 
integrallar yaqinlashuvchi bo‘lib, 

[a;b) da f(x)≤(x) bo‘lsa, u holda
 

f x dx x dx
a

b

a

b

( ) ( )≤ ∫∫ ϕ
 
bo‘ladi.

5°. f(x) va (x) funksiyalar [a;b) da uzluksiz bo‘lib, b esa ular­
ning maxsus nuqtasi va 0≤f(x)≤(x), x∈[a;b) bo‘lsin. U holda

a)
 

ϕ( )x dx
a

b

∫
 
yaqinlashuvchi bo‘lsa, f x dx

a

b

( )∫
 
ham yaqinlashuv­

chi bo‘ladi;

b)
 
f x dx

a

b

( )∫
 
uzoqlashuvchi bo‘lsa, ϕ( )x dx

a

b

∫
 
ham uzoqlashuv­

chi bo‘ladi.
Misol tariqasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xos­

salar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi ta’rif­
laridan kelib chiqadi.

3° xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga asosan f(x)≥0 

bo‘lsa, ixtiyoriy t∈[a;b) uchun f x dx
a

t

( ) ≥∫ 0
 

bo‘ladi. Bundan 

f x dx f x dx
t b

a

t

a

b

( ) lim ( )= ≥
→ − ∫∫ 0

0

ekanligi kelib chiqadi.
Masalan, I dx

x x
=

+∫ ( )10

1

 

ni hisoblang.

Yechish. Ushbu integralda x=(t)=t2 almashtirishni bajara­
miz. Ravshanki, (t) funksiya (0;1] oraliqda '(t)=2t>0 uzluksiz 
hosilaga ega hamda (0)=0, (1)=1. Demak, 

I dx
x x

tdt
t t

dt
t

arctgt=
+

=
+

=
+

= = =∫∫∫ ( ) ( )
.|

1
2

1
2

1
2 2

4 22 2 0

1

0

1

0

1

0

1 π π
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13-bob. IKKI O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR 

1-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi

Tabiatda, fan va texnikaning turli tarmoqlarida uchraydigan 
ko‘pchilik funksiyalar bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lmay, ko‘p 
o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘ladi.

Masalan, tomonlari x va y (x>0, y>0) ga teng bo‘lgan to‘g‘ri 
to‘rtburchakning yuzi

	 S=x•y	 (1)

bo‘lib, u x va y o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘ladi. Bu x va y o‘zgaruv­
chilarning turli qiymatlariga ko‘ra (1) formula yordamida ularga 
mos S ning qiymati topiladi.

Barcha haqiyqiy sonlar to‘plam R ni olib, bu to‘plamning ixti­
yoriy ikki x va y elementlari (haqiqiy sonlar) yordamida (x,y) juft­
likni tuzamiz. Barcha shunday juftliklar to‘plami

{(x,y): x∈R,y∈R}

ni R2 orqali belgilaymiz:

R2={(x,y): x∈R,y∈R}

Odatda, R2 to‘plamning elementi (juftlik) shu to‘plamning 
nuqtasi deyiladi.

Agar (x1,y1)∈R2, (x2,y2)∈R2, bo‘lib, x1=x2,y1=y2 bo‘ladi, (x1, 
y1) va (x2 ,y2) nuqtalar bir-biriga teng deyiladi:

(x1, y1)=(x2, y2)

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasi OXY ni olib, OX 
o‘qi bo‘yicha x o‘zgaruvchining qiymatlarini (x∈R),OY o‘qi bo‘yi­
cha y o‘zgaruvchining qiymatlarini (y∈R) joylashtiramiz. Unda 
(x,y) juftlik (x,y)∈R2 tekislikda bitta 

M=M(x,y)

nuqtani aniqlaydi. Bunda x–M nuqtaning birinchi koordinata­
si (abssissasi) y–M nuqtaning ikkinchi koordinatasi (ordinata­
si) bo‘ladi.
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(Demak, barcha (x,y):x∈R,y∈R nuqtalar (juftliklar) to‘plami 
tekislikni ifodalaydi.

Aytaylik, (x1,y1)∈R2, (x2,y2)∈R2 bo‘lsin. ma’lumki ushbu 

( ) ( )x x y y2 1
2

2 1
2− + −

miqdor (x1,y1) va (x2,y2) nuqtalar orasidagi masofa deyiladi. Uni 
d((x1,y1),(x2,y2)) kabi belgilaymiz:

d x y x y x x y y( , ), ( , ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1
2

2 1
2( ) = − + −

Masofa quyidagi xossalarga ega:
1) d((x1,y1),(x2,y2))≥0, 
2) ((x1,y1),(x2,y2)=d((x2,y2),(x1,y1)),
3) d((x1,y1),(x3,y3))≤d((x1,y1),(x2,y2))+d((x2,y2),(x3,y3))
Endi R2 to‘plamning (tekislikning) ba’zi-bir qism to‘plamla­

riga misollar keltiramiz.
1) R2 tekislikning (a,b) nuqtasini hamda r>0 sonni olaylik. 

Tekislikning shunday (x,y) nuqtalari to‘plamini qaraymizki, x va 
y koordinatalar ushbu

(x-a)2+(y-b)2≤r2

tengsizlikni qanoatlantirsin. Bunday nuqtalar to‘plami yopiq 
doira deyiladi va 

{(x,y)∈R2: (x-a)2+(y-b)2≤r2}

kabi belgilanadi. Bunda (a,b) nuqta doira markazi, r esa radiu­
si deyiladi.

2) Tekislikning shunday (x,y) nuqtalari to‘plamini qaraylikchi 
x va y lar ushbu 

(x–a)2+(y–b)2<r2

tengsizlikni qanoarlantirsin. Bunday nuqtalar to‘plami ochiq 
doira deyiladi va 

{(x,y)∈R2: (x-a)2+(y-b)2<r2}

kabi belgilanadi.
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3) Ushbu 

{(x,y)∈R2: (x-a)2+(y-b)2=r2}

to‘plam markazi (a,b) nuqtada, radiusi r ga teng aylana deyiladi.
4) Tekislikning shunday (x,y) nuqtalar to‘plamini qaraymiz­

ki, ularning x va y koordinatalari ushbu a≤x≤b, c≤y≤d (a,b,c,d- 
haqiqiy sonlar) tengsizliklarni qanoatlantirsin. Bunday nuqtalar 
to‘plami to‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi va 

{(x,y)∈R2: a≤x≤b, c≤y≤d}

kabi belgilanadi.
5) Tekislikning shunday (x,y) nuqtalar to‘plamini qaraylikki, ul­
arni x va y koordinatalari ushbu 

a<x<b,         c<y<d

tengsizliklarni qanoatlantirsin. Bunday nuqtalar to‘plami ochiq 
to‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi va 

{(x,y) ∈R2: a<x<b,  c<y<d}

kabi belgilanadi.
Tekislikda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. 
Ta’rif. Agar M to‘plamdan olingan har bir (x,y) nuqtaga biror 

qoida yoki qonunga ko‘ra bitta haqiqiy z soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, 
M to‘plamda ikki o‘zgaruvchili funksiya berilgan deyiladi va 

z=f(x,y)

kabi yoziladi. Odatda M to‘plam funksiyaning aniqlanish sohasi, 
x va y (o‘zgaruvchilar) funksiya argumentlari, z esa x va y ular­
ning funksiyasi deyiladi.

Masalan, tekislikning har bir (x,y) nuqtasiga shu nuqta koor­
dinatalari x va y larning ko‘paytmasini mos qo‘yish qoidasi be­
rilsin. Unda 

z=f(x,y)=x•y

funksiya hosil bo‘ladi.
Quyidagi funksiyalar
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z=x2+y2,                      z x y= − −1 2 2 ,

z
x y

=
− −

1
1 2 2

ikki o‘zgaruvchili funksiyalar bo‘ladi.
Aytaylik, M (M⊂R2) to‘plamda biror

z=f(x,y)

funksiya berilgan bo‘lsin. M to‘plamning (x0,y0) nuqtasini olam­
iz. Funksiya shu (x0,y0) nuqtaga bitta z0 sonni mos qo‘yadi. Bu 
z0 son

z=f(x,y)

funksiyaning (x0, y0) nuqtadagi qiymati deyiladi va

z0=f(x0,y0) 

kabi yoziladi.
Ma’lumki, koordinatalari x,y,z bo‘lgan (x,y,z) nuqta fazodagi 

nuqtani ifodalaydi.
Uning (x0,y0,z0) nuqtasi fazo nuqtasi bo‘ladi. 
Barcha x,y,z nuqtalardan iborat (bunda (x,y)∈M,z=f(x,y)) 

to‘plam z=f(x,y) funksiyaning grafigi deyiladi.
Masalan,

z x y= − −1 2 2

funksiyaning aniqlanish sohasi 

1–x2–y2≥0,       x2+y2≤1,        x2+y2≤12, 

ya’ni markazi (0, 0) nuqtada, radiusi 1 ga teng doiradan iborat 
bo‘ladi.

Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M (M⊂R2) to‘plamda berilgan 
bo‘lib, x va y o‘zgaruvchilarning har biri (α,β) integralda beril­
gan funksiyalar 

x=(t),        y=(t),        t∈(α,β)
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bo‘lsin. Bunda t o‘zgaruvchi (α,β) oraliqda o‘zgarganda mos x va 
y lardan tuzilgan (x,y) juftlik M to‘plamga tegishli bo‘lsin. Nati­
jada ushbu 

z=f(x,y)=f((t),       (t))

funksiya hosil bo‘ladi. Bunda z finksiya t o‘zgaruvchining murak­
kab funksiyasi bo‘ladi.

2-§. Tekislik nuqtalaridan iborat ketma-ketlik va uning limiti

Har bir natural n songa tekislikda bitta (xn,yn) nuqtani mos 
qo‘yuvchi qoidaga ega bo‘laylik:

Bu qoidaga binoan; n→(xn,yn) (n=1,2,3,…)

(x1,y1),(x1,y2),…,(xn,yn),…

to‘plamga ega bo‘lamiz. Bu to‘plam tekislik nuqtalaridan ib­
orat ketma-ketlik deyiladi va {(xn,yn)} kabi belgilanadi. Bun­
da har bir 

(xn,yn)     (n=1,2,3,…)

nuqta ketma-ketlikning hadi deyiladi.
Masalan,

1 1 1
2

1
2

1 1, , , ,..., , ,...;( ) 









n n

(1,1),(1,2),…,(1,n),… ;

(1,1),(–1,–1),(1,1),… 

tekislik nuqtalaridan iborat ketma-ketliklar bo‘ladi.
Aytaylik, biror {(xn,yn)}:

(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn),…

ketma-ketlik hamda (a,b) nuqta berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday natural 

son n0 topilsa, barcha n>n0 uchun 

	 d((xn,yn),(a,b) )<ε	 (2) 
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tengsizlik bajarilsa, (a,b) nuqta {(xn,yn)} ketma-ketlikning limi­
ti deyiladi va 

lim , ,
n n nx y a b

→∞
( ) = ( )

kabi yoziladi. 
Ravshanki, bu ta’rifdagi (2) tengsizlikni quyidagicha 

( ) ( )x a y bn n− + − <2 2 ε

ham yozish mumkin.
Aytaylik, {(xn,yn)}:

(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn),…

ketma-ketlikning limiti (a,b) bo‘lsin:

lim( , ) ( , ).
n n nx y a b

→∞
=

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy ε>0 son olinganda 
ham shunday notural n0 son topiladiki, barchan>n0 uchun

d((xn, yn),(a,b) )<ε, ya’ni

( ) ( )x a y bn n− + − <2 2 ε

bo‘ladi.
Ravshanki, bu tengsizlikdan quyidagi

|xn–a| <ε, |yn–b|<ε 

tengsizliklar kelib chiqadi. Bu esa 

lim ,
n nx a

→∞
=

        
lim
n ny b

→∞
=

bo‘lishini bildiradi.
Shunday qilib, tekislik nuqtalaridan iborat {(xn,yn)}: ketma-ket­

likning limiti (a,b) bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordina­
talaridan iborat {xn} va {yn} sonlar ketma-ketliklari ham limitga 
ega bo‘ladi. Ularning limiti (a,b) nuqtaning mos koordinatalari­
ga teng bo‘ladi:
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lim( , ) ( , ) :

lim , lim
n n n

n n n n

x y a b

x a y b
→∞

→∞ →∞

=

= =

Aytaylik, tekislik nuqtalaridan iborat {(xn,yn)}: ketma-ketlik 
berilgan bo‘lib, ularning koordinatalaridan tuzilgan 

{xn} va {yn}           (n=1,2,3,…)

sonlar ketma-ketliklari mos ravishda a va b limitlarga ega 
bo‘lsin:

lim , lim
n n n nx a y b

→∞ →∞
= =

Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy ε>0 son 
olinganda ham shunday natural n0 son topiladiki, barcha n>n0 
uchun

x an − < ε
2

bo‘ladi.
Shuningdek, ixtiyoriy ε>0 olinganda ham shunday natural n0' 

son topiladiki, barcha n>n0' uchun 

y an − < ε
2

bo‘ladi.
Agar n0 va n0' natural sonlarning kattasini n0* deyilsa, unda 

barcha n>n* uchun bir yo‘la

x an − < ε
2

,
     

y bn − < ε
2

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

( ) ( ) .x a y bn n− + − < 





+ 





= ⋅ =2 2
2 2 2

2 2
2

2
ε ε ε

ε
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Demak,

d((xn,yn),(a,b))= ( ) ( )x a y bn n− + − <2 2 ε

bundan 

lim( , ) ( , )
n n nx y a b

→∞
=

bo‘lishi kelib chiqadi.
Shunday qilib, tekislik nuqtalaridan iborat {(xn,yn)} ketma-ket­

likning koordinatalaridan tuzilgan {xn} va {yn} sonlar ketma-ket­
liklarining limiti (a,b) nuqtaning mos koordinatalariga teng 
bo‘lsa, u holda {(xn,yn)} ketma-ketlikning limiti (a,b) bo‘ladi.

3-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti

Aytaylik, tekislikda biror M to‘plam va (x0,y0) nuqta berilgan 
bo‘lsin.

Ta’rif. Markazi (x0,y0) nuqtada, radiusi ε(ε>0) ga teng bo‘lgan 
doira (ochiq doira) (x0,y0) nuqtaning atrofi (doiraviy atrofi) de­
yiladi va Uε ((x0,y0)) kabi belgilanadi:

Uε((x0,y0))={(x,y)∈R2: (x–x0)
2+(y–y0)

2<ε2}.

Agar (x0,y0) nuqtaning har bir atrofida M to‘plamning (x0,y0) 
nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi mavjud bo‘lsa, (x0,y0) nuqta 
M to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Masalan,

M={(x,y)∈R2: x2+y2≤1}

to‘plamning har bir nuqtasi shu to‘plamning limit nuqtasi bo‘la­
di.

Agar (x0,y0) nuqta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u holda 
1) (x0,y0) nuqtaning har bir atrofida M to‘plamning cheksiz 

ko‘p nuqtalari bo‘ladi.
2) M to‘plamning nuqtalaridan (x0,y0) nuqtaga intiluvchi 

{(xn,yn)} ketma-ketlik ((xn,yn)∈M,  n=1,2,…) ajratish mumkin: 

lim( , ) ( , )
n n nx y x y

→∞
= 0 0
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Tekislikda biror M to‘plam berilgan bo‘lib, (x0,y0) nuqta M 
to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

Shu to‘plamda z=f(x,y) funksiya aniqlangan deylik.
Ta’rif. Agar M to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan (x0,y0) ga 

intiluvchi har qanday {(xn,yn)} ketma-ketlik olinganda ham mos 
{f(xn,yn)} ketma-ketlik har doim bitta A songa intilsa, A son f(x,y) 
funksiyaning (x0,y0) nuqtadagi limiti deyiladi va 

lim ( , )
n
y y

f x y A
→∞
→

=
0

kabi yoziladi.
Funksiya limitini quyidagicha ta’riflasa ham bo‘ladi. 
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday δ>0 son 

d((x,y),(x0,y0))<δ

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (x,y)∈M nuqtalar uchun. 

| f(x,y)–A|<ε 

tengsizlik bajarilsa, A son f(x,y) funksiyaning (x0,y0 ) nuqtadagi 
limiti deyiladi va 

lim ( , )
x x
y y

f x y A
→
→

=
0
0  

kabi belgilanadi.
Masalan, f(x,y)=x2+y2 funksiyaning (0,0) nuqtadagi limiti 0 

bo‘lishi quyidagicha ko‘rsatiladi:
(0,0) nuqtaga intiluvchi {(xn,yn)} ketma-ketlikni olamiz:

lim( , ) ( , )
n n nx y

→∞
= 0 0

Yuqorida aytilganlariga ko‘ra bu holda

lim ,
n nx→∞

= 0
     

lim
n ny→∞

= 0

bo‘ladi. Berilgan funksiyaning (xn,yn) dagi qiymatlaridan tuzil­
gan ketma-ketlik 

{f(xn,yn)}={(xn
2+yn

2)}
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bo‘lib, xn→0, yn→0 da f(xn,yn)=xn
2+yn

2→0 bo‘ladi. Demak, 

lim ( , ) lim( ) .
n
y

x
y

f x y x y
→
→

→
→

= + =
0
0

0
0

2 2 0
 

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning ba’zi-bir xossalarini kel­
tiramiz:

1) Agar

lim ( , )
x x
y y

f x y
→
→

0
0

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda f(x,y) funksiya (x0,y0) 
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2) Agar 

lim ( , ) , lim ( , )
x x
y y

x x
y y

f x y A g x y B
→
→

→
→

= =
0
0

0
0

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda f(x,y)±g(x,y) funksiyaning limi­
ti mavjud bo‘lib,

lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y g x y A B
→
→

±[ ] = ±
0
0

bo‘ladi.
3) Agar 

lim ( , ) , lim ( , )
x x
y y

x x
y y

f x y A g x y B
→
→

→
→

= =
0
0

0
0

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda f(x,y)•g(x,y) funksiyaning ham 
limiti mavjud va 

lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y g x y A B
→
→

⋅[ ] = ⋅
0
0

bo‘ladi.
4) Agar 

lim ( , ) , lim ( , )
x x
y y

x x
y y

f x y A g x y B
→
→

→
→

= =
0
0

0
0
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bo‘lib,
 

lim ( , )
x x
y y

g x y
→
→

≠
0
0

0
 

bo‘lsa, u holda f x y
g x y

( , )
( , )

 

funksiyaning li­

miti mavjud bo‘lib,

lim ( , )
( , )x x

y y

f x y
g x y

A
B→

→

=
0
0

bo‘ladi.

4-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

Aytaylik z=f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan bo‘lib, 
(x0,y0)∈M nuqta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

Ta’rif. Agar

lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y
→
→

=
0
0

0 0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya limiti ta’rifini e’tiborga olib, funksiyaning (x0,y0) 

nuqtadagi uzliksizligini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday δ>0 son 

topilsaki, d((x,y),(x0,y0))<δ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
(x,y)∈M nuqtalar uchun 

| f(x,y)–f(x0,y0)|<ε 

tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada uzluksiz de­
yiladi.

Funksiya uzluksizligini uning orttirmasi yordamida ham 
ta’riflash mumkin.

M to‘plamda (x0,y0) nuqta bilan birga 

(x0+∆x,y0+∆y) 

nuqtani ham olamiz. So‘ng ushbu 

∆f(x0,y0)=f(x0+∆x,y0+∆y)–f(x0,y0)

ayirmani qaraymiz. Odatda bu ayirma, f(x,y) funksiyaning (x0,y0) 
nuqtadagi to‘liq orttirmasi deyiladi.
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Ta’rif. Agar argument orttirmalari ∆x va ∆y nolga intilganda 
funksiyaning to‘liq orttirmasi ∆f(x0,y0) ham nolga intilsa 

lim ( , )
x
y

f x y
→
→

=
0
0

0 0 0∆

f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada uzluksiz deyiladi.
Agar f(x,y) funksiya M to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz 

bo‘lsa, u shu M to‘plamda uzluksiz deyiladi.
Eslatma. Agar yuqoridagi 

lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y
→
→

=
0
0

0 0

munosabat bajarilmasa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada uzlishga 
ega deyiladi.

M to‘plamda berilgan f(x,y) funksiya to‘plamining bir necha 
nuqtasida yoki to‘plamdagi biror chiziqda uzilishga ega bo‘lishi 
mumkin.

Endi ikki o‘zgaruvchili uzluksiz funksiyaning ba’zi-bir xossa­
larini keltiramiz.

Aytaylik, f(x,y) va g(x,y) funksiyalarning har biri M to‘plamda 
berilgan bo‘lib, M to‘plamning (x0,y0) nuqtasida uzluksiz bo‘lsin.

U holda:
1) f(x,y)±g(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada uzluksiz bo‘ladi;
2) f(x,y)•g(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

3)
 

f x y
g x y

( , )
( , )  

funksiya (g(x,y) ≠0) (x0,y0) nuqtada uzluksiz bo‘ladi
.

5-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari

z=f(x,y) funksiya M (M⊂R2) to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu 
M to‘plamda (x0,y0) nuqta birga (x0+∆x,y0) nuqtani olib ushbu 

f(x0+∆x,y0)–f(x0,y0) 

ayirmani qaraymiz. Odatda bu ayirma f(x,y) funksiyaning (x0,y0) 
nuqtadagi x o‘zgaruvchi (argument) bo‘yicha xususiy orttirmasi 
deyiladi va ∆xf(x0,y0) kabi belgilanadi:
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∆x f(x0,y0) =f(x0+∆x,y0)–f(x0,y0) 

Xuddi shunga o‘xshash 

∆y f(x0,y0)=f(x0,y0+∆y)–f(x0,y0) 

ayirma f(x,y) funksiyaning (x0,y0) nuqtadagi y o‘zgaruvchi (argu­
ment) bo‘yicha xususiy orttirmasi deyiladi.

Masalan, f(x,y)=x•y funksiyaning xususiy orttirmalari

∆x f(x,y)=f(x+∆x,y)-f(x,y)=(x+∆x)•y-xy=y•∆x,

 ∆y f(x,y)=f(x,y+∆y)-f(x,y)=x•(y+∆y)-xy=x•∆y

bo‘ladi.
M to‘plamda (x0,y0) nuqta bilan birga (x0+∆x,y0) va (x0,y0+∆y) 

nuqtalarni olib, funksiyaning xususiy orttirmalarini topamiz:

∆x f(x0,y0) =f(x0+∆x,y0)–f(x0,y0),

∆y f(x0,y0) =f(x0,y0+∆y)–f(x0,y0) 

Ta’rif. Agar ∆x→0 da 

∆
∆

x f x y
x

( , )0 0

nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning (x0,y0) 
nuqtadagi x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va 

∂
∂

f x y
x

( , )0 0

 
yoki fx'(x0,y0) 

kabi belgilanadi:

∂
∂

= =

= +
→

→

f x y
x

f x y f x y
x

f x x

x x
x

x

( , ) ( , )

(

0 0
0 0 0

0 0

0

0

′( , ) = lim

lim

∆

∆

∆
∆

∆ ,, ) ( , )y f x y
x

0 0 0−
∆

Xuddi shunga o‘xshash ∆y→0 da

∆
∆

y f x y
y

( , )0 0
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nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning 
(x0,y0) nuqtadagi y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyila­
di va 

∂
∂

f x y
y

( , )0 0

 yoki fy'(x0,y0)

kabi belgilanadi:

∂
∂

=
→

f x y
y

f x y f x y y f x y
yy y

( , ) ′( , ) = ( , + ) − ( , )0 0
0 0 0

0 0 0 0lim .
∆

∆
∆

Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, z=f(x,y) funksiyaning x 
o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini hisoblashda bu funksiya­
ning y o‘zgaruvchini o‘zgarmas, y bo‘yicha xususiy hosilasini hi­
soblashda esa x o‘zgaruvchini o‘zgarmas deb qarash kerak ekan.

Demak, z=f(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash­
da bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilalar jadvali hamda hosila 
hisoblashdagi mazkur qoidalardan foydalanish mumkin bo‘ladi.

Masalan:
1) f(x,y)=x2+ y2 funksiyaning xususiy hosilalari
fx'(x,y)=(x2+y2)x'=2x,    fy'(x,y)=(x2+y2)y'=2y,
2) f(x,y)=xy, (x>0) funksiyaning xususiy hosilalari

∂
∂

= ∂
∂

= ⋅ −f
x x

x y xy y( ) ,1

 

∂
∂

= ∂
∂

= ⋅f
x x

x x xy y( ) ln ,

6-§. Funksiyaning to‘liq orttirmasi

z=f(x,y) funksiya M (M⊂R2) to‘plamda berilgan bo‘lib, 
to‘plamning (x0, y0) nuqtasini belgilaymiz.

∂
∂
z
x  

va
 

∂
∂
z
y  

xususiy hosilalar mavjud va ular (x0,y0) nuqtada 

uzluksiz bo‘lsin.
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Endi z=f(x,y) funksiyaning (x0,y0) nuqtadagi orttirmasi  
∆f(x0,y0) ni quyidagicha yozib olamiz:

∆f(x0,y0)=[f(x0+∆x, y0+∆y)–f(x0,y0+∆y)]+

	 +[f(x0, y0+∆y)–f(x0,y0)]		  (3)

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

f(x0+∆x, y0+∆y)–f(x0, y0+∆y)=fx'(x0+θ∆x,y0+∆y)•∆x,

f(x0,y0+∆y)–f(x0,y0)=fy'(x0,y0+θ1∆y)•∆y

(0<θ, θ1<1). Natijada yuqoridagi (3) tenglik ushbu ko‘rinishga ke­
ladi.

∆f(x0, y0)=fx'(x0+θ•∆x,y0+∆y)•∆x+fy'(x0,y0+θ1•∆y)•∆y	 (4)

Shartga ko‘ra funksiyaning fx' va fy' xususiy hosilalari (x0,y0) 
nuqtada uzluksiz. Demak,

lim ( , )
∆
∆

∆ ∆
x
y

x xf x x y y f x y
→
→

+ ⋅ + =
0 0 0 0 0′ ′( , ),θ

lim ( , )
∆
∆

∆
x
y

y xf x y y f x y
→
→

+ ⋅ =
0 0 0 1 0 0′ ′( , ).θ

Shunday qilib,

fx'(x0+θ•∆x,y0+∆y)=fx'(x0,y0)+α,

	 fy'(x0,y0+θ1∆y)=fy'(x0,y0)+β		  (5)

deb yozish mumkin. Bunda α va β lar ∆x va ∆y larga bog‘liq ham­
da ∆x→0, ∆y→0 da α→0, β→0 (4) va (5) munosabatlardan

∆f(x0,y0)=[fx'(x0,y0)+α]•∆x+

+[fy'(x0,y0)+β]•∆y= 

=fx'(x0,y0)•∆x+fy'(x0,y0)•∆y+

+α•∆x+β•∆y

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak

	 ∆f(x0,y0)=fx'(x0,y0)∆x+fy'(x0,y0)∆y+α•∆x+β•∆y	 (6)
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bu funksiya orttirmasining formulasi deyiladi.
Natija. Agar f(x,y) funfsiya (x0,y0) nuqtada uzluksiz fx', fy' xu­

susiy hosilalarga ega bo‘lsa, funksiya shu (x0,y0) nuqtada uzluk­
siz bo‘ladi.

7-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

 z=f1(x,y) funksiya M (M⊂R2) to‘plamda berilgan. Bu M 
to‘plamda (x0, y0) va (x0+∆x, y0+∆y) nuqtalarni olib funksiya ort­
tirmasini topamiz.

∆f(x0,y0)=f(x0+∆x,y0+∆y)–f(x0,y0)

Ta’rif. Agar f(x,y) funksiyaning (x0,y0) nuqtadagi orttirmasi 
ushbu

∆f(x0,y0)=A•∆x+B•∆y+α•∆x+β•∆y

ko‘rinishida ifodalansa, funksiya (x0,y0) nuqtada differensiallanuv­
chi deyiladi, bunda A,B – o‘zgarmas. α va β esa ∆x va ∆y ga 
bog‘liq hamda ∆x→0, ∆y→0 da α va β lar ham nolga intiladi. 

Aytaylik, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘lsin. Unda ta’rifga ko‘ra

∆f(x0,y0)= A•∆x+B•∆y+α•∆x+β•∆y

bo‘ladi. Bu tenglikda ∆x≠0,∆y=0 deb topamiz.

∆x f(x0,y0)=A•∆x+α•∆x

keyingi tenglikning ikki tomonini ∆x ga bo‘lib,

∆
∆

x f x y
x

A( , ) +0 0 = α

tenglikka kelamiz. Bunda esa 

lim lim ( )
∆ ∆

∆
∆x

x
x

f x y
x

A A
→ →

= =
0

0 0

0

( , ) +α

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,

fx'(x0,y0)=A.

Xuddi shunga o‘xshash, (6) tenglikda ∆x=0,∆y≠0 deb,
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∆y f(x0,y0)=B•∆y+β•∆y

∆
∆

y f x y
y

B
( , )0 0 = + β ,

     
lim lim ( ) ,
∆ ∆

∆
∆x

y

x

f x y
y

B B
→ →

= =
0

0 0

0

( , )
+ β

 fy'(x0,y0)=B

bo‘lishini topamiz.
Shunday qilib, quyidagi xulosaga kelamiz. Agar f(x,y) funksi­

ya (x0,y0) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, funksiya shu nuqta­
da fx' va fy' xususiy hosilalarga ega bo‘ladi. Funksiya orttirma­
si esa ushbu

∆f(x0,y0)=fx'(x0,y0)•∆x+fy'(x0,y0)•∆y+α•∆x+β•∆y

ko‘rinishga keladi.
Aytaylik, z=f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada differensiallanuv­

chi bo‘lsin. U holda

∆ ∆ ∆ ∆ ∆f x y f
x
x f

y
y x y( , ) =0 0

∂
∂

+ ∂
∂

+ ⋅ + ⋅α β

bo‘ladi. Bu ifodadagi 
∂
∂

+ ∂
∂

f
x
x f

y
y∆ ∆

yig‘indi f(x,y) funksiyaning (x0,y0) nuqtadagi differensiali deyila­
di va df(x0,y0) yoki dz kabi belgilanadi:

df x y dz f x y
x

x f x y
y

y( , ) ( , ) ( , )
0 0

0 0 0 0= = ∂
∂

+ ∂
∂

∆ ∆

Demak, funksiya differensial funksiya orttirmasining ∆x va 
∆y ga nisbatan chiziqli bosh qismi. Agar ∆x=dx,∆y=dy deyilsa, u 
holda funksiya differensiali ushbu ko‘rinishni oladi:

dz df f
x
dx f

y
dy= = ∂

∂
+ ∂

∂
.

f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to‘plamda berilgan bo‘lib, (x0,y0) 
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda 
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f(x,y)±g(x,y),

f(x,y)•g(x,y),

f x y
g x y

( , )
( , )

,
  
(g(x,y)≠0)

funksiyalar ham shu (x0,y0) nuqtada differensiallanuvchi va

d[f(x,y)±g(x,y) ]=df(x,y)±dg(x,y),

d[f(x,y)•g(x,y) ]=

=f(x,y)•df(x,y)+g(x,y)•df(x,y),

d f x y
g x y

g x y df x y f x y dg x y
g x y

( , )
( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )









 = −

2

bo‘ladi. Shuningdek,

d[c•f(x,y)]=c•df(x,y), c=const

bo‘ladi.

8-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli xususiy  
hosilalari va differensiali

z=f(x,y) funksiya M (M⊂R2) to‘plamda berilgan bo‘lib, 
(x,y)∈M nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, funk­
siya (x,y) nuqtada xususiy fx'(x,y), fy'(x,y) hosilalariga ega bo‘ladi.

Bu xususiy hosilalar o‘z navbatida x va y o‘zgaruvchilarning 
funksiyasi bo‘lishi mumkin.

Ta’rif. z=f(x,y) funksiya xususiy hosilalari fx'(x,y) va fy'(x,y) 
larning xususiy hosilalari berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli 
xususiy hosilalari deyiladi va

fx″, fxy″, fyx″, fy2″ yoki

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

∂
∂

2

2

2 2 2

2

f
x

f
x y

f
y x

f
y

, , ,

kabi belgilanadi. Demak,
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f f
x

f x y
y

f
xx x y2

2

2
″ ′ ′

= ∂
∂

= ( ) = ∂
∂

∂
∂







( , ) ,
 
f f

x y
f x y

y
f
xxy x y

″ ′ ′
= ∂

∂ ∂
= ( ) = ∂

∂
∂
∂







2

( , ) ,

f f
y x

f x y
x

f
yyx y x

″ ′ ′
= ∂

∂ ∂
= ( ) = ∂

∂
∂
∂











2

( , ) ,
 
f f

y
f x y

y
f
yy y x2

2

2
″ ′ ′

= ∂
∂

= ( ) = ∂
∂

∂
∂









( , )

Eslatma. Odatda
 

∂
∂ ∂

2 f
x y  

va 
∂
∂ ∂

2 f
y x  

xususiy hosilalar aralash hosi­

lalar deyiladi.
Bu aralash hosilalar (x,y) nuqtada uzluksiz bo‘lsa, bir-biriga 

teng bo‘ladi.
Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchinchi, 

to‘rtinchi va hokazo tartibli xususiy hosilalari ta’riflanadi.
Masalan,

f(x,y)=x2+y2+x2y2

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari quyidagicha 
bo‘ladi.

∂
∂

= ∂
∂

+ + = +f
x x

x y x y x xy( ) ,2 2 2 2 22 2

∂
∂

= ∂
∂

+ + = +f
y y

x y x y y x y( ) ,2 2 2 2 22 2

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂







+ =

= + = +

2

2
2

2 2

2 2

2 2 2 1

f
x x x

x xy

y y

( )

( ),

∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂









 = ∂

∂
+ =

= + = +

2

2
2

2 2

2 2

2 2 2 1

f
y y

f
y y

y x y

x x

( )

( ),
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∂
∂ ∂

= ∂
∂

+ =
2

22 2 4f
x y y

x xy xy( )

∂
∂ ∂

= ∂
∂

+ =
2

22 2 4f
x y x

y x y xy( )

Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan bo‘lib, 
(x,y)∈M nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Ma’lumki, funksi­
yaning diffrensiali

	
df x y f

x
dx f

y
dy( , ) = ∂

∂
+ ∂

∂ 	
(7)

 

bo‘ladi.
Ta’rif. z=f(x,y) funksiyaning (x,y) nuqtadagi differensiali  

df(x,y) ning differensiali berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli 
differensiali deyiladi va d2f(x,y) kabi belgilanadi. Demak,

d2f(x,y)=d(df(x,y)).

Endi f(x,y) funksiya differensialining (7) ifodasidan foydala­
nib, f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali ifodasini to­
pamiz:

d f x y d df x y d f
x
dx f

y
dy

d df
dx

dx d

2 ( , ) ( , )= ( ) = ∂
∂

+ ∂
∂









 =

= 




⋅ + ff

dy
dy







 .

Agar

 

d f
x x

dx
y

f
x
dy

f
x
dx f

x y

∂
∂







= ∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂







=

= ∂
∂

+ ∂
∂ ∂

2

2

2

′
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d f
y x

f
y
dx

y
f
y
dy

f
y x

dx f

∂
∂









 = ∂

∂
∂
∂









 + ∂

∂
∂
∂









 =

= ∂
∂ ∂

+ ∂2 2

∂∂y
dy2

va

∂
∂ ∂

= ∂
∂ ∂

2 2f
x y

f
y x

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

d f x y f
x
dx f

x y
dy dx

f
y x

dx f
y

2
2

2

2

2 2

2

( , ) = ∂
∂

+ ∂
∂ ∂









 +

+ ∂
∂ ∂

+ ∂
∂









 =

= ∂
∂

+ ∂
∂ ∂

+

+ ∂
∂ ∂

+ ∂
∂

=

= ∂
∂

dy

f
x
dx f

x y
dxdy

f
y x

dxdy f
y
dy

f
x

2

2
2

2

2 2

2
2

2

2 ddx
f
x y

dxdy f
y
dy2

2 2

2
22+ ∂

∂ ∂
+ ∂

∂

bo‘ladi.
Demak,

d f x y f
x
dx f

x y
dxdy f

y
dy2

2

2
2

2 2

2
22( , ) = ∂

∂
+ ∂

∂ ∂
+ ∂

∂

Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchinchi, to‘r­
tinchi va hakozo tartibli differensiallari ta’riflanadi va ularning 
ifodalari topiladi.
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Ikki o‘zgaruvchi funksiya uchun Teylor formulasini yozish 
mumkin. Quyida bunday formulani keltirish bilan kifoyalanamiz.
z=f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtaning

Uε((x0,y0))= {(x,y)∈R2:d((x,y),(x0,y0))<δ}

atrofida berilgan bo‘lib, unda funksiya birinchi, ikkinchi va hoka­
zo (n+1) tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

f x y f x y f x y
x

x x( , ) ( , ) ( , ) ( )= + ∂
∂

− +0 0
0 0

0

+ ∂
∂

− +f x y
y

y y( , ) ( )0 0
0 + ∂

∂
− +1

2

2
0 0
2 0

2f x y
x

x x( , ) ( )

+ ∂
∂ ∂

− − +2
2

0 0
0 0

f x y
x y

x x y y( , ) ( )( ) + ∂
∂

−



 + +

2
0 0
2 0

2f x y
y

y y( , ) ( ) ...

+ ∂
∂

−



 +1

0n
f
x

x x
n

n
n

!
( ) + ∂ −

∂ ∂
− − + +−

−C f x x
x y

x x y yn

n

n
n1 0

1 0
1

0
( ) ( ) ( ) ...

+ ∂
∂

−



 +−

n

n
n

n
f x y
y

y y R( , ) ( )0 0
0

1

bo‘ladi.
Bu formula ikki o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi de­
yiladi.

9-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari

Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M⊂R2 to‘plamda berilgan bo‘lib, 
(x0, y0)∈M bo‘lsin. 

Ta’rif. Agar (x0,y0) nuqtaning M to‘plamga tegishli shunday

Uδ((x0,y0))= {(x,y)∈R2: d((x,y),(x0,y0))<δ}

atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,y)∈U(x0,y0)} uchun 

f(x,y)≤f(x0,y0)
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada lokal mak­
simumga erishadi deyiladi. (x0,y0) nuqta funksiyaga maksimum 
qiymat beradigan nuqta, f(x0,y0) esa f(x,y) funksiyaning maksi­
mum qiymati deyiladi. Uni

max{f(x,y)}, ((x,y)∈Uδ((x0,y0)))

kabi belgilanadi. Demak

f(x0,y0)= max{f(x,y)}

Ta’rif. Agar (x0,y0) nuqtaning M to‘plamga tegishli bo‘lgan 
shunday

Uδ((x0,y0))= {(x,y)∈R2: d((x,y),(x0,y0))}

atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,y)∈Uδ(x0,y0) uchun 

f(x,y)≥f(x0,y0)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x,y) funfsiya, (x0,y0) nuqtada lokal 
minimumga erishadi deyiladi. (x0,y0) nuqta funksiyaga minimum 
qiymat beradigan nuqta, f(x0,y0) esa funksiyaning minimum qiy­
mati deyiladi. Uni

min{f(x,y)}, ((x,y)∈Uδ((x0,y0)))

kabi belgilanadi.
Demak,

f(x0,y0)= min{f(x,y)}

funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari umumiy nom 
bilan uning ekstremumi deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining zaruriy va yetarli shartlari

z=f(x,y) funksiya M⊂R2 to‘plamda berilgan bo‘lib, (x0, y0) 
nuqtada ekstremumga, aytaylik maksimumga erishsin. Unda (x0, 
y0) nuqtaning shunday Uδ((x0,y0)) atrofidagi ixtiyoriy (x, y) nuqta­
lar uchun 

f(x,y)≤f(x0,y0)

bo‘ladi. Jumladan 

(x,y0)∈Uδ((x0,y0))
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uchun ham 

f(x,y0)≥f(x0,y0)

bo‘ladi. Bu hol bir o‘zgaruvchili f(x,y0) funksiyaning (bunda x 
argument) x0 nuqtada o‘zining eng katta qiymatiga erishishini 
bildiradi.

Agar f(x,y) funfsiya, (x0,y0) nuqtada x o‘zgaruvchi bo‘yicha fx' 
xususiy hosilaga ega bo‘lsa, u holda Ferma teoremasiga ko‘ra

fx'(x0,y0)=0

bo‘ladi.
Yuqoridagidek, (x0,y0) nuqtaning Uδ((x0,y0)) atrofidagi ixti­

yoriy nuqtada, jumladan 

(x,y0)∈Uδ((x0,y0))

uchun

f(x,y0)≤f(x0,y0)

bo‘ladi. Bu esa bir o‘zgaruvchili f(x0,y) funksiyani (bunda y argu­
ment) y0 nuqtada o‘zining eng katta qiymatiga erishishini bildira­
di.

Agar f(x,y) funksiya f(x0,y0) nuqtada y bo‘yicha fy' xususiy 
hosilaga ega bo‘lsa, yana Ferma teoremasiga ko‘ra fy'(x0,y0)=0 
bo‘ladi.

z=f(x,y) funksia (x0,y0) nuqtada minumumga erishganda ham 
xuddi shunday hol yuz beradi. Shunday qilib, z=f(x,y) funksiya 
(x0,y0)∈M nuqtada ekstremumga erishsa va shu nuqtada funksiya 
fx', fy' xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

fx'(x0,y0)=0,    fy'(x0,y0)=0

bo‘ladi. Bu funksiya ekstremumga erishishning zaruriy shartini 
ifodalaydi.

Funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar 
uning stasionar (turg‘un) nuqtalari deyiladi.

z=f(x,y) funksiya M(M⊂R2) to‘plamda berilgan bo‘lib, (x0,y0) 
nuqta va uning atrofi Uδ((x0,y0)) shu to‘plamga tegishli bo‘lsin:



275

(x0,y0)∈M,     Uδ((x0,y0))⊂M

Agar (x,y)∈Uδ((x0,y0)) nuqtalarda 

f(x,y)–f(x0,y0)>0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada maksimumga

f(x,y)–f(x0,y0)<0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada maksimumga erishadi.
Demak, (x0,y0) nuqtaning Uδ((x0,y0)) atrofidagi (x,y) nuqta­

larda

f(x,y)–f(x0,y0)

ayirmaning har doim musbat yoki manfiy bo‘lishini aniqlash 
kerak bo‘ladi. Uni hal etishda f(x,y) funksiyaga ma’lum shartlar 
qo‘yiladi z=f(x,y) funksiya uchun:

1) (x0,y0) nuqtaning Uδ((x0,y0)) atrofida fx', fy' hamda f″x2, f″xy, 
f″y2 xususiy hosilalar mavjud va ular uzluksiz.

2) fx'(x0,y0)=0, fy'(x0,y0)=0
Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

f x y f x y f x y
x

x x( , ) ( , ) ( , ) ( )= + ∂
∂

− +0 0
0 0

0

+
∂

∂
− +

f x y
x

y y( , ) ( )0 0
0

+ ∂
∂

− + ∂
∂ ∂

− − +





1
2

2
2

2 0
2

2

0 0!
( ) ( )( )f

x
x x f

x y
x x y y

+ ∂
∂

−





2

2 0
2f

y
y y( ) ,

bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

(x0+θ1(x–x0).  y0+ θ2•(y–y0))

nuqtada hisoblangan (0<θ1, θ2<1).
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Natijada,

f x y f x y f
x

x x( , ) ( , ) ( )= + ∂
∂

−



 +0 0

2

2 0
21

2

+ ∂
∂ ∂

− − + ∂
∂

−



2

2

0 0

2

2 0
2f

x y
x x y y f

y
y y( )( ) ( )

bo‘ladi.
Quyidagi belgilashlarni bajaramiz:

f x y a f x y f x y a f x y a
x xy y yx2 20 0 11 0 0 0 0 12 0 0 2
″ ″ ″ ″, , , , , ,( ) = ( ) = ( ) = ( ) = 22

Shartga ko‘ra ikkinchi tartibli xususiy hosilalar (x0,y0) nuqta­
da uzluksiz. Demak,

f x x x y y y
x2 0 1 0 0 2 0
" ,+ −( ) + −( )( ) =θ θ

= ( ) + = +f x y a
x2 0 0 11 11 11
" , ,α α

f x x x y y y f x yxy xy
″ ″� , ,0 1 0 0 2 0 0 0 12+ −( ) + ⋅ −( )( ) = ( ) + =θ θ α

= +a12 12α ,

f x x x y y y
y( )

( ( ), ( ))2 0 1 0 0 2 0
″ + − + − =θ θ

= ( ) + = +f x y a
y2 0 0 22 22 22
" , α α

Bunda x–x0→0, y–y0→0 da α11, α12, α22, larning har biri nol­
ga intiladi.

Natijada

f x y f x y a x x( , ) ( , ) ( )− + − +0 0 11 0
21

2

+ − − +2 12 0 0a x x y y( )( )
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+ −  +a y y22 0
2( )

+ [ − + − − + −1
2

211 0
2

12 0 0 22 0
2α α α( ) ( )( ) ( )x x x x y y y y

bo‘lib,

f(x,y)–f(x0,y0)

ayirmaning ishorasi

a11(x–x0)
2+2a12(x–x0)(y–y0)+

+a22(y–y0)

ifodaning ishorasiga bog‘liq bo‘ladi.
1) Agar a11•a22–a2

12>0 va a11>0 bo‘lsa u holda 

f(x,y)–f(x0,y0)>0

bo‘lib, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada minimumga erishadi.
2) Agar a11•a22–a2

12>0 va a11<0 bo‘lsa u holda

f(x,y)–f(x0,y0)<0

bo‘lib, f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada maksimumga erishadi.
3) Agar a11•a22–a2

12<0 bo‘lsa, u holda

f(x,y)–f(x0,y0)

ayirma ishora saqlamaydi. Bu holda f(x,y) funksiya (x0,y0) nuqta­
da ekstremumga erishmaydi.

4) Agar a11•a22–a2
12=0 bo‘lsa, u holda f(x,y) funksiya (x0,y0) 

nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham 
mumkin. Uni qo‘shimcha tekshirish bilan hal qilinadi.

Misol. Ushbu 

z=x2–2xy+2y2–4x+6y+10

funksiyaning ekstremumi topilsin.
◄ Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

∂
∂

= − −z
z

x y2 2 4,
    

∂
∂

= − + +z
y

x y2 4 6
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Bu xususiy hosilalarini nolga tenglab ushbu 

2 2 4 0
2 4 6 0
x y
x y
− − =

− + + =




,

sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechimi x=1, y=–1 ya’ni 
(1,–1) bo‘ladi. Demak, (1,–1) berilgan funksiyaning statsionar 
nuqtasi bo‘ladi.

Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topib, ular­
ning statsionar (1,–1) nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

∂
∂

= ∂
∂

− − =
2

2 2 2 4 2z
x x

x y( ) ,

∂
∂

= ∂
∂

− + + =
2

2 2 2 6 4z
y y

x y( ) .

∂
∂ ∂

= ∂
∂

− − = −
2

2 2 4 2z
x y y

x y( )

Demak, 

a11=2,     a12=–2,      a22=4.

Endi a11a22–a2
12 ni hisoblaymiz:

a11a22–a2
12=2•4–(–2)2=8–4=4

Demak, a11a22–a2
124>0 va a11=2>0. Yuqorida aytilganiga ko‘ra 

berilgan funksiya (1,–1) nuqtada minimumga erishadi.
Funksiyaning minimum qiymati 

minf(x,y)=min(x2–2xy+2y2–4x+6y)=5

ga teng bo‘ladi.►
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14-bob. QATORLAR

1-§. Sonli qatorlar

Biror 

a1,a2,a3,...,a2,...

sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, uning yordamida ushbu

	 a1+a2+a3+...+an+...	 (1)

ifodani hosil qilamiz
Odatda (1) ifoda sonli qator deyiladi. Bunda an(1,2,3,...) son­

lar qatorning hadlari (a1 – birinchi had, a2 – ikkinchi had,…, 
an–n – had yoki umumiy had) deyiladi.

(1) qator qisqacha

an
n=

∞

∑
1

kabi yoziladi:

a a a a an n
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1

Bu qator hadlari yordamida quydagi yig‘indilarni tuzamiz:

S1=a1,

S2=a1+a2,

S3=a1+a2+a3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn=a1+a2+a3+...+an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ular (1) qatorning qismiy yig‘indilari deyiladi.
Natijada, (1) qatorning qismiy yig‘indilaridan iborat ushbu

S1, S2, S3,...,Sn,...

sonlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi.
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Masalan, agar an n= 1
2  

bo‘lsa, u holda qator 

1
2

1
4

1
8

1
2

+ + + + +... ...n  yoki  
1
21

n
n=

∞

∑

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar a
nn

n= − −( )1 11  bo‘lsa, u holda quyidagi 

ko‘rinishdagi qatorga ega bo‘lamiz:

1 1
2

1
3

1
4

1 11− + − + + − +−
 ( )n

n  

yoki 
( ) .− −

=

∞

∑ 1 1

1

n

n n
Ta’rif. Agar n→∞ da (1) qatorning qismiy yig‘indilaridan ibo­

rat {Sn} sonlar ketma-ketligi chekli limitga ega,

lim
n nS S

→∞
=

bo‘lsa, (1) qator yaqinlashuvchi, S esa qatorning yig‘indisi de­
yiladi:

S a a a an n
n

= = + + ⋅⋅⋅+ ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2
1

Ta’rif. Agar n→∞ da (1) qatorning qismiy yig‘indilaridan ibo­
rat {Sn} sonlar ketma-ketligining limiti cheksiz yoki bu limit mav­
jud bo‘lmasa, (1) qator uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

1
1 2

1
2 3

1
3

1
1⋅

+
⋅

+
⋅

+ ⋅⋅⋅ +
+

+ ⋅⋅⋅
n n n( )

qatorning qismiy yig‘indisi

S
n nn =

⋅
+

⋅
+ ⋅⋅⋅ +

+
=1

1 2
1

2 3
1

1( )
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= −





+ −





+ ⋅⋅⋅ + −
+







= −
+

1 1
2

1
2

1
3

1 1
1

1 1
1n n n

bo‘lib, uning limiti

lim lim
n n n
S

n→∞ →∞
= −

+






=1 1
1

1

ga teng.
Demak, qaralayotgan qator yaqinlashuvchi va uning yig‘in­

disi 1 ga teng.
Ushbu

1–1+1–1+...+(–1)n+1+...

Qatorning qismiy yig‘indisi

S
agar n toq bo lsa
agar n juft bo lsan

n= − + − + ⋅⋅⋅+ − =
−
−

+1 1 1 1 1
1
0

1( )
, '
, '





bo‘lib, ketma-ketlik limitga ega emas.
Demak, bu qator uzoqlashuvchi.
Yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi qatorlarga misollar ko‘ramiz.
1-misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

1
1 3

1
2 4

1
3 5

1
2⋅

+
⋅

+
⋅

+ +
+

+ 

n n( )
.

Yechish. Berilgan qatorning n-xususiy yig‘indisi 

S
n nn =

⋅
+

⋅
+

⋅
+ +

+
1

1 3
1

2 4
1

3 5
1

2


( )
.
 
Bu yig‘indini soddalash­

tirish maqsadida qatorning n-hadini quyidagi 
1

2
1
2

1 1
2n n n n( )+

= −
+





  

ko‘rinishda yozib olamiz. U holda

Sn = −





 + −






 + −






 + +

1
2

1
1

1
3

1
2

1
2

1
4

1
2

1
3

1
5


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+
−

+
+







 + −

+






 = + −

+
−

+








1
2

1
1

1
1

1
2

1 1
2

1
2

1 1
2

1
1

1
2n n n n n n

bo‘ladi. Ravshanki, {Sn} ketma-ketlik limiti mavjud va
 

3
4  

ga teng. 

Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uni 
3
4

1
1 3

1
2 4

1
3 5

1
2

=
⋅

+
⋅

+
⋅

+ +
+

+ 

n n( )
,
 

yoki 
3
4

1
21

=
+=

∞

∑ n nn ( )  
kabi yozish mumkin ekan.

2-misol. Ushbu qatorni 1 1
2

1
3

1
4

1
3 3 3 3

+ + + + + + 

n  
ya­

qinlashishga tekshiring.
Yechish. Bu qatorning n-xususiy yig‘indisi 

S
nn = + + + + +1 1

2
1
3

1
4

1
3 3 3 3



 
va

 

S
n n n n

n nn

n

> + + + = ⋅ =

−

1 1 1 1
3 3 3 3

23�
� ���� ����

ta  
bo‘lganligi sababli,

 
lim
n nS→∞

= +∞
 
bo‘ladi. Demak, berilgan qator 

uzoqlashuvchi.
Geometrik qator. Qatorga eng sodda misol sifatida geometrik 

progressiya barcha hadlarining yig‘indisini olishimiz mumkin:

	 a+aq+aq2+...+aqn–1+...	 (3)

bunda a≠0. Bu qator geometrik qator deyiladi. Geometrik qator 
q ning qanday qiymatlarida yaqinlashuvchi bo‘lishini aniqlay­
miz. Buning uchun uning n-xususiy yig‘indisini qaraymiz. Geo­
metrik progressiya birinchi n ta hadi yig‘indisining formulasiga 
ko‘ra (q≠1)

S a aq
q

a
q
a q

qn

n n

= −
−

=
−

−
−1 1 1

o‘rinli.
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Agar |q|<1 bo‘lsa, u holda
 
lim
n

nq
→∞

= 0
 
bo‘lib, lim

n nS→∞  
mavjud va 

lim lim
n n n

n

S a
q
a q

q
a
q→∞ →∞

=
−

−
−









 =

−1 1 1  
bo‘ladi. Demak, |q|<1 bo‘l­

ganda (3) qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi 
a
q1−  

bo‘ladi.

Agar |q|>1 bo‘lsa, u holda
 
lim
n

nq
→∞

= ∞
 
va lim

n nS→∞
= ∞

 
bo‘ladi. 

Demak, bu holda geometrik qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Agar 

q=–1 bo‘lsa, qatorning xususiy yig‘indisi
 
S a
n

n= + −
2

1 1( ( ) )

bo‘ladi. Ravshanki (qarang, 3-misol) bu holda xususiy yig‘indilar 
ketma-ketligi uzoqlashuvchi, demak (3) qator ham uzoqlashuvchi 
bo‘ladi. Agar q=1 bo‘lsa, qatorning xususiy yig‘indisi Sn=a+a+…
a=na va

 
lim
n nS→∞

= ∞  bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik qator |q|<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, 
|q|≥1 bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. Yaqinlashuvchi bo‘lgan 
holda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisining 
formulasi hosil bo‘ladi:

a
q

a aq aq aqn
1

2 1

−
= + + + + +−... ... 

2-§. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari

Yaqinlashuvchi qatorlar bir nechta xossalarga ega.
1-xossa. Agar

	
a a a a an n

n
= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 1 2 3
1 	

(1)

qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa, u 
holda
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c a c a c a c an n

n
⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 1 2
1 	

(2)

qator ham yaqinlashuvi bo‘lib, uning yig‘indisi c•S ga teng bo‘la­
di.

◄ Shartga ko‘ra (1) qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi S:

lim lim( )
n n n nS a a a S

→∞ →∞
= + + ⋅⋅⋅ + =1 2

Unda

c a c a c a c an n
n

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2
1

Qator uchun

lim( )

lim ( )

lim

n n

n n

n

c a c a c a

c a a a

c

→∞

→∞

→∞

⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅ =

= + + ⋅⋅⋅ + =

=

1 2

1 2

(( )a a a c Sn1 2+ + ⋅⋅⋅+ = ⋅

bo‘ladi. Demak, (2) qator yaqinlashuvchi, uning yig‘indisi c•S 
bo‘ladi.

Keyingi xossalarni isbotsiz keltiramiz.
2-xossa. Ikki

	
a a a a an n

n
= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 1 2 3
1 	

(1)

	
b b b b bn n

n
= + + + ⋅⋅⋅ + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 1 2 3
1 	

(3)

berilgan bo‘lsin. Ushbu

	

( )

( ) ( ) ( )
( )

a b

a b a b a b
a b

n n
n

n n

+ =

= + + + + + + ⋅⋅⋅+
+ + + ⋅⋅⋅

=

∞

∑
1

1 1 2 2 3 3

	 (4)
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qator (1) va (3) qatorlar yig‘indisi deyiladi.
Agar (1) va (3) qatorlar yaqinlashuvi bo‘lib, ularning yig‘indisi 

mos ravishda S' va S″ bo‘lsa, u holda

( )

( ) ( ) ( )

a b

a b a b a b

n n
n

n n

+ =

= + + + + ⋅⋅⋅+ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑
1

1 1 2 2

qator ham yaqinlashuvi va uning yig‘indisi S'+S″ ga teng bo‘la­
di.

3-xossa. Agar

a a a a an n
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1

qator yaqinlashuvi bo‘lsa, u holda n→∞ da bu qatorning umumiy 
hadi an no‘lga intiladi.

Eslatma. Qatorning umumiy hadi n→∞ da no‘lga intilishidan 
qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib chiqaver­
maydi.

Qatorning qoldig‘i. Ushbu 

	 a1+a2+a3+...+an+...		  (1)

qator berilgan bo‘lsin. Uning dastlabki n ta (tayin son) hadini 
tashlab yuborish natijasida yangi qator hosil bo‘ladi:

	 an+1+an+2+an+3+...+an+k+...	 (2) 

(2) qator (1) qatorning n-qoldig‘i deyiladi. (2) qatorning yig‘indi­

sini rn orqali belgilaymiz. Demak,
 
r an n k

k
= +

=

∞

∑
1  

Qator va uning 

qoldig‘i orasida quyidagi munosabat o‘rinli:
Teorema. Qator va uning qoldig‘i bir vaqtda yo yaqinlashadi 

yoki uzoqlashadi.
Isboti. Berilgan (1) qatorning dastlabki n ta hadi yig‘indisi Sn, 

qator qoldig‘ining, ya’ni (2) qatorning dastlabki k ta hadining 
yig‘indisi S'k bo‘lsin. U holda, ravshanki,
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S' k=an+1+an+2+...+an+k=(a1,a2+...+an+an+1+...+an+k)–

–(a1+a2+...+an),

yoki

	 S' k=Sn+k–Sn	 (3)

bundan esa

	 Sn+k=Sn+S' k	 (4)

hosil bo‘ladi.

Faraz qilaylik (1) qator yaqinlashuvchi va
 
lim
n nS S
→∞

=
 
bo‘lsin. 

U holda {Sn} ketma-ketlikning qism ketma-ketligi {Sn+k} ham ya­

qinlashuvchi va lim
n n kS S
→∞ + =  bo‘ladi. Bu esa (3) tenglikning o‘ng 

tomonining limiti va, demak, chap tomonining ham limiti mav­
judligini ta’minlaydi. Shunday qilib,

lim ' lim lim lim .
k k k n k n k n k k n nS S S S S S S

→∞ →∞ + →∞ + →∞
= −( ) = − = −

Bu degani qatorning qoldig‘i yaqinlashuvchi va uning yig‘in­
disi rn=S–Sn ga teng ekanligini bildiradi.

Endi (2) qator yaqinlashuvchi va
 
lim '
k k nS r

→∞
=

 
bo‘lsin, bu yer­

da n tayin son ekanligini eslatib o‘tamiz. U holda (4) tenglikdan 
quyidagiga ega bo‘lamiz:

lim lim( ') lim lim ' ,
k n k k n k k n k k n nS S S S S S r

→∞ + →∞ →∞ →∞
= + = + = +  ya’ni 

(1) qator xususiy yig‘indilar ketma-ketligi {Sn+k} yaqinlashuvchi 
va limiti Sn+rn ga teng. Demak, (1) qator yaqinlashuvchi va uning 
yig‘indisi Sn+rn ga teng.

1-natija. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (2) qa­

torning yig‘indisi n→∞ da nolga intiladi, ya’ni
 
lim
n nr→∞

= 0  bo‘la­

di.
Isboti. Haqiqatan ham, rn=S–Sn tenglik o‘rinli. Bundan



287

lim lim( ) .
n n n nr S S S S

→∞ →∞
= − = − = 0

Misol. 
1

21 n nn ( )+=

∞

∑
 
qator uchun rn ni toping va barcha n>N 

larda |rn|<0,0001 tengsizlik bajariladigan N ni ko‘rsating. 
Yechish. Yuqorida ko‘rib o‘tgan misolimizda 

S
n nn = −

+
−

+






1
2

3
2

1
1

1
2  

va
 

S = 3
4  

ekanligini ko‘rsatgan edik. 

rn=S–Sn formulaga ko‘ra
 
r

n nn =
+

+
+







1
2

1
1

1
2  bo‘ladi. Ravshan­

ki,
 
r

n n nn =
+

+
+







≤
+

1
2

1
1

1
2

1
1

.
 
Demak, |rn|<0,0001 tengsizlik 

bajarilishi uchun
 

1
1n +

<0,0001
 

bajarilishi yetarli. Bundan 

n+1>10000 yoki n>9999 munosabatga ega bo‘lamiz. Shunday 
qilib, N=9999 dan boshlab barcha n lar uchun |rn|<0,0001 teng­
sizlik o‘rinli bo‘ladi.

2-natija. Agar

	 a1+a2+a3+...+an+...	 (5)

va

	 b1+b2+b3+...+bn+...	 (6)

qatorlar bir-biridan faqat chekli sondagi hadlari bilan farq qilsa, 
u holda bu qatorlar bir vaqtda yaqinlashadi yoki bir vaqtda uzo­
qlashadi.

Isboti. Haqiqatan, ham (5) va (6) qatorlar faqat chekli sonda­
gi hadlari bilan farq qilsa, u holda biror k dan boshlab, ya’ni bar­
cha n>k da an=bn bo‘ladi, demak, ularning qoldiqlari aynan bitta

	 an+1+an+2an+3+...+an+k+...	 (7)
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qatordan iborat. Shu sababli (5) va (6) qatorlar (7) qator yaqin­
lashuvchi bo‘lsa yaqinlashadi, uzoqlashuvchi bo‘lsa uzoqlasha­
di.

3-natija. Berilgan qatorning chekli sondagi hadlarini tashlab 
yuborish (yoki chekli sondagi yangi hadlarni qo‘shish) natijasida 
hosil bo‘lgan qator berilgan qator bilan bir vaqtda yaqinlashuvchi 
yoki uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, berilgan qatorning chekli sondagi had­
larini tashlab yuborish yoki qatorga chekli sondagi yangi hadlarni 
qo‘shish qatorning yaqinlashish xarakteriga ta’sir etmaydi.

Shu sababli, qatorni yaqinlashishga tekshirganda uning chekli 
sondagi hadlarini o‘zgartirish mumkin.

3-§. Qatorning yaqinlashuvchiligi

Quyida qator yaqinlashishining zaruriy shartini keltiramiz.
Teorema. Agar 

	 a1+a2+...+an+...	 (1)

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning an umumiy hadi n 
cheksizga intilganda nolga intiladi, ya’ni

 
lim
n na→∞

= 0
 
bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, (1) qator yaqinlashuvchi va yig‘indisi S 
ga ya’ni

 
lim
n nS S

→∞ − =1
 
bo‘lsin. U holda {Sn} ketma-ketlikning qism 

ketma-ketligi {Sn–1} (n≥2) ham yaqinlashuvchi va bo‘ladi.
Ravshanki, an=Sn–Sn–1 bundan lim

n na→∞  
mavjud va 

lim lim( ) lim lim .
n n n n n n n n na S S S S S S

→∞ →∞ − →∞ →∞ −= − = − = − =1 1 0
 

Shunday 

qilib, (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning umumiy ha­
di nolga intilishi zarur ekan.

Yuqoridagi teoremadan qator uzoqlashishining yetarli shar­
ti kelib chiqadi.

Natija. Agar (1) qatorning an umumiy hadi n cheksizga in­
tilganda noldan farqli chekli limitga ega bo‘lsa yoki limitga ega 
bo‘lmasa, u holda bu qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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Bu natija ba’zi qatorlarning uzoqlashuvchi ekanligiga oson  
ishonch hosil qilishga yordam beradi.

1-misol. Ushbu
 

1
3

2
4

3
5 2

+ + + +
+

+... ...n
n  

qatorni yaqinla­

shishga tekshiring.

Yechish. Qatorning umumiy hadi a
n
nn =

+ 2  
ga teng va 

lim lim
n n n
a n

n→∞ →∞
=

+
= ≠

2
1 0

 
demak, yuqoridagi natijaga ko‘ra qator 

uzoqlashuvchi.

2-misol. Ushbu
 

( )− −

=

∞

∑ 1 1 2

1

n

n
n qatorni yaqinlashishiga tek­

shiring.
Yechish. Bu qatorning umumiy hadi an=(–1)т–1n2 va 

lim .
n na→∞

= ∞  Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi.

3-misol. Ushbu cos n
n

π
31=

∞

∑
 
qatorni yaqinlashishiga tekshiring. 

Yechish. Bu qatorning a n
n = cos π

3  
umumiy hadi n→∞ da 

limitga ega emas. Demak, qator uzoqlashuvchi.

Yuqorida isbotlangan teoremaning teskarisi, ya’ni lim
n na→∞

= 0

shartdan
 
an

n=

∞

∑
1

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqaver­

maydi.
Bunga misol sifatida garmonik qator deb ataluvchi ushbu qa­

torni qaraymiz: 
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1 1

2
1
3

1+ + + + +... ...
n 	

(2)

Garmonik qatorning uzoqlashuvchi ekanliligini ko‘rsatamiz. 
Buning uchun teskaridan, ya’ni garmonik qator yaqinlashuvchi 

deb faraz qilamiz. U holda uning S
nn = + + + +1 1

2
1
3

1...
 
xususiy 

yig‘indisi chekli S limitga ega bo‘ladi. Ravshanki, qatorning 

S
n n n nn2 1 1

2
1
3

1 1
1

1
2 1

1
2

= + + + + +
+

+ +
−

+... ...
 
xususiy yig‘in­

disi ham shu limitga ega bo‘ladi.
Bu holda 

lim( ) lim lim .
n n n n n n nS S S S S S

→∞ →∞ →∞
− = − = − =2 2 0

Ammo 

S S
n n n n n n

n n
n

n

n n2
1

1
1

2
1

2 1
1

2
1

2
1

2
1
2

1
2

1
2

− =
+

+
+

+ +
−

+ ≥ + + +

+ + = ⋅ =

... ...

11
2

,

ya’ni
 
S Sn n2

1
2

− ≥ ,
 
bundan {S2n–Sn} ketma-ketlikning n→∞ da 

nolga intilmasligi kelib chiqadi. Bu esa garmonik qator yaqin­
lashuvchi degan farazimizga zid. Demak, garmonik qator uzoq­
lashuvchi ekan.

Izoh. (2) qatorning ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi u 
bilan qo‘shni bo‘lgan hadlarning o‘rta garmoniga teng (ikkita 

musbat a va b sonlarning o‘rta garmoni deb

 

2
1 1
a b

+
 

songa aytila­

di). Shu sababli bu qator garmonik qator deyiladi.
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Musbat qatorlarning yaqinlashish sharti. Agar berilgan 
a1+a2+a3+...+an+... qatorning hadlari nomanfiy, ya’ni an≥0, n∈N, 
bo‘lsa, bu qator musbat qator (yoki musbat hadli qator) deyiladi. 
Ravshanki, musbat qatorlarning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi 
kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘ladi, chunki Sn+1Sn+an+1, bun­
dan Sn≤Sn+1. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teore­
madan musbat qatorlar uchun quyidagi yaqinlashish sharti ke­
lib chiqadi:

1-teorema. Musbat qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning 
xususiy yig‘indilaridan tuzilgan ketma-ketlikning yuqoridan che­
garalangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremadan ko‘rinadiki, musbat qatorlarni yaqinlashish­
ga tekshirish uchun uning xususiy yig‘indilaridan tuzilgan {Sn} 
ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatish yetar­
li ekan. Quyida isbotlari shu teoremaga asoslangan musbat qator 
yaqinlashishining bir nechta yetarli shartlarini ko‘rib chiqamiz.

1-misol. 
sin
( )

2

1 1
n

n nn +=

∞

∑
 
qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Qatorning n-xususiy yig‘indisini yozib olamiz: 

S k
k kn

k

n

=
+=

∑ sin
( )

.
2

1 1  

sin
( ) ( )

2

1
1

1
1 1

1
k

k k k k k k+
≤

+
= −

+  
bo‘lganligi sa­

babli
 

sin
( )

2

1 11
1 1

1
1 1

1
1k

k k k k nk

n

k

n

+
≤ −

+






= −
+

<
= =

∑ ∑
 

munosabatlar 

o‘rinli. Demak, barcha n lar uchun Sn<1, ya’ni qatorning xususiy 
yig‘indilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangan. 1-teoremaga 
ko‘ra berilgan musbat qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Taqqoslash alomatlari. 
2-teorema. Aytaylik, 

	 a1+a2+a3+...+an+...	 (1)

	 b1+b2+b3+...+bn+...	 (2)
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musbat qatorlar berilgan bo‘lsin. Biror n0 nomerdan boshlab an≤bn 
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda

a) (2) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (1) qator yaqinlashuvchi 
bo‘ladi;

b) (1) qatorning uzoqlashuvchi bo‘lsa, (2) qatorning ham uzoq­
lashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, S a S bn k
k

n

n k
k

n

= =
= =

∑ ∑,    
1 1

'
 

bo‘lsin. Shartga 

ko‘ra an≤bn munosabat o‘rinli, bundan Sn≤S'n tengsizlik kelib 
chiqadi.

a) Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda {S'n} ket­
ma-ketlik yuqoridan chegaralangan. Demak, (1) qator xususiy 
yig‘indilaridan tuzilgan {Sn} ketma-ketlik ham yuqoridan chega­
ralangan. Bundan (1) qator yaqinlashuvchidir.

b) (1) qator uzoqlashuvchi bo‘lsin, u holda {Sn} ketma-ketlik 
yuqoridan chegaralanmagan. Demak, {S'n} ham yuqoridan che­

garalanmagan. Bundan
 
lim '
n nS→∞

= ∞  va qator uzoqlashuvchi.

2-misol. Birinchi taqqoslash alomatidan foydalanib, 

2
3

1
2

2
3

1
3

2
3

1 2
3

2 3

+ 





+ 





+ + 





+... ...
n

n

 
qatorni yaqinlashishga tek­

shiring.

Yechish. Ushbu qatorni qaraymiz: 2
3

2
3

2
3

2
3

2 3

+ 





+ 





+ + 





+... ....
n

Ravshanki, a
n

bn

n n

n= 





≤ 





=1 2
3

2
3

.
 

Maxraji q = 2
3  

bo‘lgan 

2
31





=

∞

∑
n

n
geometrik qator yaqinlashuvchi, demak 1-teoremaga 

ko‘ra berilgan 
1 2

31 nn

n

⋅ 



=

∞

∑
 
qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.



293

3-misol. Birinchi taqqoslash alomatidan foydalanib 

1 1
2

1
3

1+ + + + +... ...
n  

qatorning uzoqlashuvchi ekanligini asos­

lang.
Yechish. Berilgan qatorning hadlari, ikkinchi hadidan boshlab 

1 1
2

1
3

1
4

1+ + + + + +... ...
n  

garmonik qatorning mos hadlaridan kat­

ta, garmonik qator esa uzoqlashuvchi. Demak, birinchi taqqo­
slash alomatiga ko‘ra berilgan qator uzoqlashuvchi.

Yuqorida isbotlangan teoremadan bir nechta foydali natijalar 
kelib chiqadi. Bunda biz (2) qator hadlarini musbat, (1) qator 
hadlarini nomanfiy deb qaraymiz. 

1-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun
 
lim
n

n

n

a
b

k
→∞

=
 
(k<∞)  mav­

jud bo‘lsa, u holda (2) qatorning yaqinlashuvchi ekanligidan (1) 
qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Isboti. Haqiqatan ham, agar lim
n

n

n

a
b

k
→∞

=
 
mavjud bo‘lsa, u hol­

da limitning ta’rifiga ko‘ra har qanday ε musbat son (masalan, 

ε=1) olmaylik, shunday n0 nomer topilib, n>n0 larda

 

a
b

kn

n

− <1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa
 

a
b

kn

n

< +1
 
tengsizlik hosil 

bo‘ladi. Shartga ko‘ra bn>0 bo‘lganligi sababli, so‘nggi tengsiz­
likni an<(k+1)bn ko‘rinishda yozib olish mumkin. Endi, (2) qator 
yaqinlashuvchi, demak, 2-§ da isbotlangan 1-teoremaga ko‘ra 
umumiy hadi (k+1)bn bo‘lgan qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 
U holda yuqorida isbotlangan taqqoslash alomatiga ko‘ra (1) qa­
tor yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Izoh. an≥0, bn>0 bo‘lganligi sababli k≥0 bo‘ladi. Natija xulosa­
si k=0 da ham o‘rinli ekanligi ravshan.

2-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun
 

lim
n

n

n

a
b

k
→∞

=
 
(0<k≤∞) 

mavjud bo‘lsa, u holda (2) qatorning uzoqlashuvchi ekanligidan 
(1) qatorning uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Isboti. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lganda edi, u holda 

lim ( )
n

n

n

b
a k k→∞

= < < +∞1 0 1

 
munosabat va 1-natijaga ko‘ra (2) qator 

yaqinlashuvchi bo‘lar edi. Bu esa shartga zid. Shuningdek, 

k a
bn
n

n

= = +∞
→∞

lim
 
bo‘lganda ham lim

n
n

n

b
a→∞

= 0
 
bo‘lib, yuqoridagi 

natijaga ko‘ra ziddiyatga kelamiz.
Yuqoridagi ikkita natijadan quyidagi natija kelib chiqadi:

3-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun
 

lim
n

n

n

a
b

k
→∞

=
 
(0<k<∞) 

mavjud bo‘lsa, u holda (1) va (2) qatorlar bir vaqtda yaqinlashuv­
chi yoki bir vaqtda uzoqlashuvchi bo‘ladi.

4-misol.
 
sin sin ... sin ...1 1

2
1+ + + +
n  

qatorni 1
1
2

1
3

1
4

1+ + + + + +... ...
n  

qator bilan taqqoslaymiz.

 

a
b

n

n

n

n

=
sin 1

1
 

nisbatni ko‘ramiz. Ma’lum­

ki,

 

lim
sin

.
n

n

n
→∞

=

1

1 1  Demak, berilgan sin 1
1 nn=

∞

∑
 
qator uzoqlashuvchi.
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5-misol.
 

sin sin ... sin ...1
2

1
2

1
22+ + + +n

 
qatorni 

1
2

1
2

1
2

1
22 3+ + + + +... ...n

 
qator bilan taqqoslaymiz. Berilgan ik­

kinchi qator yaqinlashuvchi, chunki
 

q = 1
2  

bo‘lgan cheksiz ka­

mayuvchi geometrik progressiya hadlari yig‘indisidan iborat.

a
b
n

n

n

n

=
sin 1

2
1
2  

va

 

lim
sin

.
n

n

n

→∞
=

1
2

1
2

1

 

Shunday qilib, sin 1
21

n
n=

∞

∑
 
qator 

yaqinlashuvchi.
Taqqoslash alomatidan foydalanib biror qatorning yaqinlashuv­

chi yoki uzoqlashuvchi ekanligi haqida xulosa chiqarish har doim 
ham oson masala emas. Chunki bunday xulosa chiqarish uchun 
tadqiq etilayotgan qator bilan taqqoslanadigan yaqinlashuvchi 
yoki uzoqlashuvchi qatorni topishning umumiy usuli yo‘q. Shu 
sababli qatorni yaqinlashishga tekshirishda yordamchi qatordan 
foydalanilmaydigan alomatlarni topish zaruriyati tug‘iladi. Quyi­
da shunday alomatlarni ko‘rib o‘tamiz. 

Dalamber alomati.
3-teorema. Agar 

	 a1+a2+a3+...+an+...	 (3)

musbat qatorning (n+1)-hadining n-hadiga nisbati n→∞ da chek­
li limitga ega, ya’ni 

	

lim
n

n

n

a
a

l
→∞

+ =1

	
(4)

bo‘lsa, u holda 
1) l<1 da qator yaqinlashadi;
2) l>1 da qator uzoqlashadi.
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Isbot. Teorema shartiga ko‘ra (4) tenglik o‘rinli. Limitning 
ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy ε>0 son uchun shunday n0 natural son to­
pilib, barcha n>n0 larda quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

	 l–ε<an+1/an<l+ε	 (5)

1) Agar l<1 bo‘lsa, u holda shunday ε>0 son topilib, q=l+ε<1 
bo‘ladi. U holda shu ε>0 songa mos n0 natural son topilib, barcha 
n>n0 larda an+1/an<q tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan

an0+1<an0
q, an0+2<an0+1q<an0

q2, ... , an0+k<an0+k–1q<an0
qk,...

Endi, |q|<1 da a qn
k

k
0

1=

∞

∑
 
qator yaqinlashishidan  a an k

k
n

n n
0

01 1
+

=

∞

= +

∞

∑ ∑=
 

qatorning, demak,
 

an
n=

∞

∑
1  

qatorning yaqinlashishi kelib chiqadi.

2) Agar bo‘lsa, u holda shunday ε>0 topilib, q =l–ε>1 bo‘la­
di. (3) munosabatdan barcha n>n0 larda an+1/an>q tengsizlik yoki 
an+1>anq tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa biror haddan boshlab 
qator hadlari o‘suvchi ekanligini anglatadi. Demak, qator yaqin­
lashishining zaruriy sharti bajarilmaydi. Qator uzoqlashuvchi. 

l=1 bo‘lgan holda bu alomat qatorning yaqinlashuvchi 
bo‘lish-bo‘lmasligini aniqlash imkonini bermaydi.

6-misol. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

2
1

2
2

2
3

2
2

2

2

3

2 2+ + + + +... ...
n

n

Yechish. Ravshanki, a nn

n

= 2
2 ,

 
a

nn

n

+

+

=
+1

1

2

2
1( )

.
 
(4) formuladan 

quyidagini topamiz:

lim lim ( ) lim
( )

.
n

n

n
n

n

n n

a
a

n

n

n
n→∞

+

→∞

+

→∞
= + =

+
= >1

1

2

2

2

2

2
1

2
2

1
2 1
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Demak, qator uzoqlashuvchi.
7-misol. Berilgan qatorni yaqinlashishga tekshiring:

 

1
2

3

2

5

2

2 1

2
2 3+

( )
+

( )
+ + −

( )
+... ...n

n

Yechish. Ravshanki, a
n a n

n n n n= −

( )
= +

( )+ +
2 1

2

2 1

2
1 1,     . (4) formu­

laga ko‘ra

lim lim lim
n

n

n
n

n

n
n

a
a

n

n
n
n→∞

+

→∞

+

→∞
=

+

( )
−

( )
= +

−
= <1

1
2 1

2
2 1

2

1
2

2 1
2 1

1
2

11.

Demak, qator yaqinlashuvchi.
8-misol. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

1 1
2

1
3

1
4

1
3 3 3 3

+ + + + + +... ....
n

Yechish. Qatorning n va n+1 hadlarini yozib olamiz: 

a
nn = 1

3
,
 

a
nn+ =

+1 3

1
1

.
 

(2) formulaga ko‘ra
 

lim lim lim .
n

n

n
n n n n

a
a

n

n

n
n→∞

+

→∞ →∞
= + =

+
=1

3

3

3

1
1

1 1
1

     

Qatorning yaqinlashishi to‘g‘risida Dalamber alomati asosi­
da xulosa chiqarish mumkin emas. Taqqoslash alomatiga ko‘ra 
(masalan, garmonik qator bilan taqqoslang), qatorning uzoq­
lashuvchi ekanligini ko‘rish mumkin.
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Koshining radikal alomati.
4-teorema. Agar 

	 a1+a2+a3+...+an+...		  (6)

musbat hadli qator uchun 

lim
x n

n a p
→∞

=
 

chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda p<1 da berilgan qator yaqin­
lashuvchi, p>1 da esa uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik p<1 bo‘lsin. Ushbu p<q<1 tengsizlikni qanoat­

lantiruvchi biror q sonni tanlaymiz. U holda lim
n n

n a p q
→∞

= <

bo‘lganligi sababli n=k nomerdan boshlab, 
a qn

n <
 
yoki an<qn 

(n≥k) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa

	 ak<qk,  ak+1<qk+1,  ak+2<qk+2,...	 (7)

munosabatlar o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. 
0<q<1 bo‘lganligi sababli,

	 q+q2+q3+...+qk+qk+1+qk+2+...	 (8)

geometrik qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Qaralayotgan (6) qator­
ning k-hadidan boshlab barcha hadlari ((7) munosabatga ko‘ra) 
(8) qatorning mos hadlaridan kichik. Demak taqqoslash aloma­
tiga ko‘ra (6) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Endi p>1 bo‘lsin. U holda lim
n n

n a p
→∞

= >1
 
bo‘lganligi sababli, 

biror n=k nomerdan boshlab ann >1 bo‘ladi. Bundan an>1 (n≥k). 

Demak (6) qatorning umumiy hadi n→+∞ da nolga intilmaydi, 
ya’ni (6) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

1-izoh. Agar
 

lim
n n

n a
→∞

= +∞
 
bo‘lsa, (6) qator uzoqlashuvchi 

bo‘ladi, chunki bu holda ham biror k nomerdan boshlab 
ann >1

 
bo‘ladi.
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2-izoh.
 
lim
n n

n a
→∞  

mavjud bo‘lmagan yoki mavjud va 1 ga teng 

bo‘lgan holda, Koshi alomati qatorning yaqinlashuvchi yoki uzoq­
lashuvchiligi haqidagi masalaga javob bermaydi.

Haqiqatan ham, masalan 
1

2
1 nn=

∞

∑
 
qator yaqinlashuvchi, lekin

 
lim .
n

n
n→∞

=1 12

1+1+ 1+…+1… qator uzoqlashuvchi, lekin bu qator uchun

lim lim .
n n

n
n

nn
→∞ →∞

= =1 1

9-misol. Berilgan qatorni yaqinlashishga tekshiring:

1
2

1
3

1
12ln ln

...
ln ( )

...+ + +
+

+n n  

Yechish. lim lim
ln ( ) ln( )n n

n
n nna

n n→∞ →∞
=

+
=

+
= <1

1
1

1
0 1

Demak, qator yaqinlashuvchi.

10-misol. 
2
1

3
2

4
3

14 9 2

+ 





+ 





+ + +





+... ...n
n

n

 qatorni yaqin­

lashishga tekshiring.

Yechish. lim lim lim .
n n

n
n

n

n
n

n

a n
n

n
n

e
→∞ →∞ →∞

= +





= +





= >1 1 1
2

Qator uzoqlashuvchi.
Koshining integral alomati.
5-teorema. Agar funksiya [1;∞) oraliqda nomanfiy, integral­

lanuvchi, monoton kamayuvchi hamda an
n=

∞

∑
1

qator hadlari uchun 
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f(1)=a1, f(2)=a2, ... , f(n)=an, ... tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda 

an
n=

∞

∑
1  

qator va f x dx( )
1

∞

∫
 
xosmas integrallar bir vaqtda yaqin­

lashuvchi yoki bir vaqtda uzoqlashuvchi bo‘ladi; yaqinlashuvchi 
bo‘lgan holda

	
f x dx a f x dx an

n
( ) ( )

1 1 1
1

∞

=

∞ ∞

∫ ∑ ∫≤ ≤ +
	

(9)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. f(x) funksiya monoton kamayuvchi, demak k≤x≤k+1 

tengsizliklardan f(k)≥f(x)≥f(k+1) kelib chiqadi. Bu qo‘sh tengsiz­
likni k dan k+1 gacha integrallab,

f k dx f x dx f k dx
k

k

k

k

k

k

( ) ( ) ( ) ,
+ + +

∫ ∫ ∫≥ ≥ +
1 1 1

1
 
yoki f(k)=ak bo‘lganligi 

uchun
 
a f x dx ak

k

k

k≥ ≥
+

+∫ ( )
1

1

 
qo‘sh tengsizliklarga erishamiz. 

So‘nggi tengsizliklarni k=1, 2, .... , n uchun yozamiz:

a f x dx a1
1

2

2≥ ≥∫ ( ) ,

a f x dx a2 3
2

3

≥ ≥∫ ( ) ,

. . . . . . . . . . . . . . .

a f x dx an
n

n

n≥ ≥
+

+∫ ( ) .
1

1

Bularni hadma-had qo‘shib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

	
S f x dx S an

n

n≥ ≥ −
+

+∫ ( )
1

1

1 1

	
(10)
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Quyidagi hollarni qaraymiz.

1)
 
f x dx( )

1

∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi va I ga teng. U holda 

f x dx I
n

( )
1

1+

∫ ≤
 
va Sn+1≤I+a1 tengsizlik barcha natural n larda 

o‘rinli. Demak, {Sn} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, bun­

dan
 

an
n=

∞

∑
1

 musbat qator yaqinlashuvchi. 

Va, aksincha, agar
 

an
n=

∞

∑
1  

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 

{Sn} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, demak umumiy hadi 

I f x dxn

n

+

+

= ∫1
1

1

( )
 
bo‘lgan monoton o‘suvchi ketma-ketlik yaqin­

lashuvchi bo‘ladi, ya’ni
 
f x dx( )

1

∞

∫
 
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2)
 

f x dx( )
1

∞

∫
 

integral uzoqlashuvchi bo‘lsin. U holda 

1

1

( )
n

nS f x dx
+

≥ ∫
 
tengsizlikdan {Sn} ketma-ketlik yuqoridan chega­

ralanmagan, bundan
 

an
n=

∞

∑
1  

qator uzoqlashuvchi ekanligi kelib 

chiqadi. Agar
 

an
n=

∞

∑
1  

qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda uning 

xususiy yig‘indilaridan iborat {Sn} ketma-ketlik yuqoridan chega­

ralanmagan, demak, umumiy hadi
 
I f x dxn

n

+

+

= ∫1
1

1

( )
 
bo‘lgan ket­
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ma-ketlik ham chegaralanmagan. Bundan f x dx( )
1

∞

∫
 
integralning 

uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.
Qator yaqinlashuvchi bo‘lgan holda (10) qo‘sh tengsizlikda 

n→∞ limitga o‘tib,
 
S f x dx S a≥ ≥ −

∞

∫ ( )
1

1

 
munosabatga, bundan 

(9) ga ega bo‘lamiz.
11-misol. Umumlashgan garmonik qator deb ataluvchi ushbu

1 1
2

1
3

1
4

1+ + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅p p p pn
qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. a f a f a f n
np n p1 21 1 2 1

2
1= = = = = = ⋅⋅⋅( ) , ( ) , ( ) ,

 
va 

f x
x p

( ) = 1
 
ekanligi ravshan, bu yerda p-haqiqiy son. 

Ushbu 

1 1 1
1

1
1

1
1

11

1

x
dx

x
dx

p
x

p
np n p n

p n
n

n

p= =
−

=
−

−
→∞ →∞

− +
∞

→∞

−∫∫ lim lim lim( 11 1) ( )p ≠

xosmas integralni hisoblaymiz. 

Agar p>1 bo‘lsa, u holda
 
lim
n

pn
→∞

− =1 0
 
va

 

1 1
11 x

dx
pp =

−

∞

∫
 
yaqin­

lashuvchi;

Agar p<1 bo‘lsa, u holda lim
n

pn
→∞

− = ∞1

 
va

 

1

1 x
dxp

∞

∫
 
uzoqla­

shuvchi;

Agar p=1 bo‘lsa, u holda
 

1

1
1x

dx xp = =∞
∞

∞∫ ln
 
uzoqlashuvchi.
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Shunday qilib, umumlashgan garmonik qator p>1 bo‘lsa ya­
qinlashuvchi, p≤1 bo‘lsa uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Raabe alomati

6-teorema. (1) qatorning hadlari musbat va lim
n

n

n

n a
a

r
→∞

+

−








 =

1

1
 

bo‘lsin. U holda
agar r > 1 bo‘lsa, (1) qator yaqinlashuvchi;
agar r < 1 bo‘lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

12-misol. 1 2 1
2

1
2 11

+ − ⋅
+=

∞

∑ ( )!!
( )!!
n
n nB  

qatorni yaqinlashishga tek­

shiring, bu yerda (2n)!! orqali 2n gacha bo‘lgan barcha juft son­
larning, (2n-1)!! orqali esa 2n-1 gacha bo‘lgan barcha toq son­
larning ko‘paytmasi belgilangan.

Yechish. Bu qator uchun Dalamber alomati natija bermaydi, 

chunki
 
lim ( )

( )
.

n

n
n n→∞

−
+

=2 1
2 2 1

1
2

 
Raabe alomatini tatbiq etamiz: 

r n n
n n

n
n nn n

= − −
+









 = −

+
=

→∞ →∞
lim ( )

( )
lim

( )
.1 2 1

2 2 1
6 1

2 2 1
3
2

2

Demak, r=1,5>1 bo‘lganligi uchun qator yaqinlashuvchi.

4-§. Hadlarining ishoralari almashinib keladigan qatorlar.  
Leybnits teoremasi

 Ushbu

	 a1–a2+a3–a4+...+(–1)n•an+...	 (6)

qator, bunda an>0 (n=1,2,3,...) hadlarining ishorasi almashinib 
keladigan qator deyiladi. 

Teorema. Agar (6) qatorda
1) a1>a2>a3>...>a4>...,

2) 
lim ,
n na→∞

= 0
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bo‘lsa, u holda (6) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Masalan, ushbu

1 1
2

1
3

1
4

1 11− + − + ⋅⋅⋅+ − ⋅ + ⋅⋅⋅−( )n

n

qator uchun:

1) 1
1
2

1
3

1
4

> > > ⋅⋅⋅ > > ⋅⋅⋅,

2) lim .
n n→∞

=1 0

bo‘ladi. Teoremaga ko‘ra bu qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Ixtiyoriy hadli qatorlar Qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi.
Biror

a a a a an b
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1

qator berilgan bo‘lish. Bu qator hadlarining absolyut qiymatlari­
dan tuzilgan ushbu

	
a a a an n

n
+ + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 1 2
1 	

(7)

qatorini qaraymiz. Ravshanki, (7) musbat hadli qator bo‘ladi.
Teorema. Agar

a a a an n
n

+ + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2
1

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

a a a a an b
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1

qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Eslatma. Ushbu

a a a a an b
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1
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qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishidan,

a a a an n
n

+ + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2
1

qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib chiqaver­
maydi.

Ta’rif. Agar 

a a a an n
n

+ + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2
1

qator yaqinlashuvi bo‘lsa,

a a a a an b
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1

qator absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi.

5-§. Funksional qatorlar

Aytaylik X to‘plamda (X⊂R) aniqlangan

f1(x),f2(x),f3(x),...,fn(x),...

funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik had­
laridan tashkil topgan ushbu 

	

f x f x f x f x

f x

n
n

n

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + + +

+⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅
=

∞

∑ 1 2 3
1

	
(8)

qator funksional qator deyiladi.
X to‘plamda x0 nuqtani olib quyidagi.

f x f x f x f x

f x

n
n

n

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 1 0 2 0 3 0
1

0

= + + +

+⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅
=

∞

∑

sonli qatorni qaraymiz. 
Agar
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f xn
n

( )0
1=

∞

∑
sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qator x0 nuqtada yaqinlashuvchi deyiladi.
Agar

f xn
n

( )0
1=

∞

∑
sonli qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda 

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qator x0 nuqtada uzoqlashuvchi deyiladi.
Agar

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qator X to‘plamning har bir nuqtasida yaqinlashuvchi 
bo‘lsa, berilgan funksional qator X to‘plamda (sohada) yaqin­
lashuvchi deyiladi.

Ravshanki, 

lim ( ) lim ( ) ( ) ( )
n n n nS x f x f x f x

→∞ →∞
= + + ⋅⋅⋅ +[ ]1 2

limit olingan x ga bog‘liq bo‘ladi. Uni S(x) bilan belgilaylik:

S x f x f x f xn n n( ) lim ( ) ( ) ( ) .= + + ⋅⋅⋅+[ ]
→∞ 1 2

Odatda S(x) qaralyotgan funksional qatorning yig‘indisi de­
yiladi.
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Ta’rif. Agar ixtiyoriy ε>0 son olinganda ham shunday natural 
n0 son topilsaki, barcha n>n0 va ixtiyoriy x∈X lar uchun bir vaqtda 

|Sn(x)–S(x)|<ε

tengsizlik bajarilsa,

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qator X to‘plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.
Veyershtrass alomati. Agar

f x f x f x f x f xn
n

n( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

∞

∑ = + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
1

1 2 3

funksional qatorning har bir fn(x) hadi X to‘plamda ushbu

| fn(x)|≤cn        (n=1,2,3,...)

tengsizlikni qanoatlantirsa va

c c c cn
n

n
=

∞

∑ = + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
1

1 2

sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qator X to‘plada yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Masalan, ushbu

cos cos cos cos

cos

nx
n

x x x

nx
n

n
2 2 2 2

1

2

1
2

2
3

3
= + + +

+ ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

=

∞

∑

funksional qatorning har bir hadi X=(–∞,+∞) to‘plamda uzluk­
siz,
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f x nx
n nn ( ) cos= ≤2 2

1

va

1
2

1 nn=

∞

∑
sonli qator yaqinlashuvchi.

Demak Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator 
X=(–∞,+∞) da tekis yaqinlashuvchi.

Endi tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning xossalarini 
keltiramiz.

1) Agar 

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qatorning har bir fn(x) hadi X to‘plamda uzluksiz 
bo‘lib, qator X to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 
funksional qatorning yig‘indisi S(x) funksiya X to‘plamda uzluk­
siz bo‘ladi.

2) Agar 

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qatorning har bir fn(x) hadi (n=1,2,3,...) [a,b] sig­
mentda uzluksiz bo‘lsin. Funksional qator [a,b] da tekis yaqin­
lashuvchi bo‘lsa, u holda qator hadlarining integrallaridan tuz­
ilgan.

f x dx f x dx f x dx

f x dx

n
a

b

a

b

a

b

n
a

b

n

1 2

1

( ) ( ) ( )

( )

+ + ⋅⋅⋅+ =

=

∫∫∫

∫∑
=

∞
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yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi 

S x dx
a

b

( )∫
ga teng bo‘ladi.

3) Agar 

f xn
n

( )
=

∞

∑
1

funksional qatorning har bir fn (x) hadi [a,b] sigmentda fn'(x) 
hosilaga ega bo‘lib, bu hosilalardan tuzilgan 

f x f x f x f xn
n

n′ ′ ′ ′( ) ( ) ( ) ( )
=

∞

∑ = + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
1

1 2

funksional qator [a,b] da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 
funksional qator yig‘indisi S(x) funksiya [a,b] da S'(x) hosilaga 
ega va

S x f xn n′ ′( ) ( ).= =
∞∑ 1

1-misol.
 

1
11 ( )( )n x n xn + + +=

∞

∑
 

qator yaqinlashish sohasi va 

yig‘indisini toping.

Yechish.
 
u x

n x n xn ( )
( )( )

=
+ + +

1
1  

(n=1,2,...) funksiyalar x=–n 

va x=–(n+1) nuqtalarda aniqlanmagan. Shu sababli bu qatorni 
x≠–k (k∈N) bo‘lgan nuqtalarda tekshiramiz. Qatorning umumiy 

hadini u x
n x n xn ( )

( )( )
=

+ + +
1

1  
deb yozib olish mumkin. Shu sa­

babli

S x
x x x x n x n xn ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
=

+ +
+

+ +
+ ⋅⋅⋅+

+ + +
=1

1 2
1

2 3
1

1
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=
+

−
+







 + +

−
+







 + ⋅⋅⋅ + +

−
+ +







 =

=

1
1

1
2

1
2

1
3

1 1
1

1
1

x x x x n x n x

++
−

+ +x n x
1

1
Bundan

lim ( ) lim .
n n n
S x

x n x x→∞ →∞
=

+
−

+ +






=
+

1
1

1
1

1
1

Demak, berilgan qator nuqtalarda yaqinlashuvchi bo‘ladi va 

uning yig‘indisi 
1

1+ x  
ga teng.

2-misol. 
n
n

x
x

n !
cos

=

∞

∑
1  

qatorning yaqinlashish sohasini toping.

Yechish. x argument qiymatini tayinlab olamiz va umumiy 

hadi v x x
nn

n

( )
!

=
 
bo‘lgan yordamchi qatorni qaraymiz. Dalamber 

alomatiga ko‘ra x ning har bir qiymatida

lim lim
( )! !

lim
n

n

n
n

n n

n

v
v

x
n

x
n

x
n→∞

−

→∞

+

→∞
=

+








 =

+
=1

1

1 1
0
 

bo‘ladi, va bundan 

n
n

x

n !=

∞

∑
1  

qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Ixtiyoriy x uchun 
x
n

x x
n

v
n n

n!
cos

!
≤ =

 
bo‘lganligi sababli, 

taqqoslash teoremasiga ko‘ra berilgan qator x ning ixtiyoriy qiy­
matida yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, qatorning yaqin­
lashish sohasi (–∞;+∞) oraliqdan iborat.

3-misol. Umumiy hadi un(x)=n3x2 bo‘lgan qatorning yaqin­
lashish sohasini toping. 
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Yechish. x ni tayinlab olamiz, natijada umumiy hadi un=n3x2 
bo‘lgan sonli qatorga ega bo‘lamiz. Agar x≠0 bo‘lsa, u holda 

lim u lim n x x lim n
n n n n→∞ →∞ →∞

= = = ∞( )3 2 3

 bo‘ladi. Demak, x≠0 bo‘lganda 

qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi va qator uzoq­
lashuvchi bo‘ladi. Agar x=0 bo‘lsa, u holda un(0)=0 (n=1,2,...), 

Sn(0)=0 bo‘lib, qator yig‘indisi S lim S lim
n n n

( ) ( )0 0 0 0= = =
→∞ →∞  

ga 

teng bo‘ladi. Shunday qilib, qatorning yaqinlashish sohasi faqat 
bitta, x=0 nuqtadan iborat.

Agar yuqoridagi qatorda x2 o‘rniga x2+4 ni qo‘ysak, u holda 
umumiy hadi un(x)=n3(x2+4) qatorga ega bo‘lar edik. Bu qator 
esa hech bir nuqtada yaqinlashuvchi emas. Uning yaqinlashishi 
sohasi bo‘sh to‘plamdan iborat.

4-misol. Ushbu 
( )−

−
−
+





=

∞

∑ 1
3 1

1
11

n n

n n
x
x  

funksional qatorning yaqin­

lashish sohasini toping.
Yechish: x ning (x≠–1) har bir qiymatida sonli qator hosil 

bo‘ladi. Bunga Dalamber alomatini tatbiq qilamiz (absolyut ya­
qinlashishga tekshirishdagi kabi):

u x
n

x
xn

n n

+

+ +

= −
+

⋅ −
+





1

1 11
3 2

1
1

( ) ( ) ,
       

u x
n

x
xn

n n

( ) ( )= −
−

⋅ −
+







1
3 1

1
1

U holda l x
u x
u x

n
n

x
x

x
xn

n

n
n

( ) lim
( )

( )
lim= = −

+
−
+

= −
+→∞

+

→∞

1 3 1
3 2

1
1

1
1

1
1

1−
+

<x
x  

shartni qanoatlantiruvchi x larda berilgan qator ab­

solyut yaqinlashadi. l(x)>1 shartni qanoatlantiruvchi x larda qator 
uzoqlashadi. l(x)=1 shartni qanoatlantiradigan x larda va l(x) 
aniqlanmagan nuqtalarda qatorni qo‘shimcha tekshirish lozim. 
Bu misolda x=±1 bo‘lib, x=–1 da qator aniqlanmagan, x=1 da esa 
qator faqat 0 dan iborat bo‘ladi, absolyut yaqinlashadi. l(x)<1 
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tengsizlikni yechib, x>0 ni hosil qilamiz. Demak, qator (0,+∞) da 
yaqinlashadi. x=0 nuqtani alohida tekshirish lozim. x=0 da 

− + − + ⋅⋅⋅+ −
−

+ ⋅⋅⋅1
2

1
5

1
7

1
3 1
( )n

n  
bo‘lib, bu qator shartli yaqinlashadi.

Shunday qilib, berilgan qatorda yaqinlashadi.
Yuqoridagi misolni yechishda Koshining radikal alomatidan 

ham foydalanish mumkin edi.

5-misol. 
x
x

n

n
n 1 2

1 +=

∞

∑
 
qatorning yaqinlashish sohasini toping.

Yechish: Dalamber alomatidan foydalanamiz:

l x
u x
u x

x
x

x
xn

n

n
n

n

n

n

n( ) lim
( )

( )
lim := =

+ +











→∞

+

→∞

+

+

+
1

1

2 2

1

21 1  =

= ⋅ +
+

=

<

=

>










→∞ +lim

, ,

, ,

,

n

n

nx x
x

x agar x

agar x

x
agar x

1
1

1

1 1
1 1

2

2 2




l(x) uchun hosil qilingan ifodalardan |x|<1 va |x|>1 da berilgan qa­
torning yaqinlashishi kelib chiqadi. x=0 bo‘lganda Dalamber alo­
matidan foydalanib bo‘lmaydi. Ammo bu holda qatorning barcha 
hadlari 0 dan iborat, qatorning yaqinlashishi o‘z-o‘zidan ravshan. 
l(x)=1, ya’ni x=±1 bo‘lganda qator umumiy hadining absolyut 
qiymati 0,5 ga teng, demak, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Shun­
day qilib, berilgan qator |x|<1, |x|>1 shartlarni qanoatlantiruvchi 
nuqtalarda absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

6-misol. Qatorni 
tg x
nn

2

1=

∞

∑
 
yaqinlashishga tekshiring.

Yechish: Koshining radikal alomatidan foydalanamiz:
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l x tg x
n

tgx
n

tgx
n

n

n
n n

( ) lim lim= = =
→∞ →∞

l(x)<1 da, ya’ni |tgx|<1 da qator absolyut yaqinlashadi. Bu 

tengsizlik yechimi
 
( , ),− + + ∈≠

≠
≠

≠
4 4

n n n  . Bu intervallarning 

chap uchlarida berilgan qator shartli yaqinlashuvchi, o‘ng uchla­
rida uzoqlashuvchi bo‘lishini tekshirish qiyin emas. 

6-§. Darajali qatorlar

Ushbu 

	
a x a a x a x a xn

n
n
n

n
= + + + ⋅⋅⋅+

=

∞

∑ 0 1 2
2

0 	
(9)

ko‘rinishidagi qator darajali qator deyiladi, bunda a0,a1,a2,…an,… 
lar o‘zgarmas sonlar bo‘lib ular darajali qatorning koeffisiyent­
lari deyiladi.

Masalan,

x
n

x x x
n

n n

n +
= + + + ⋅⋅⋅+

+
+ ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 1
1
1 2 3 1

2

0

darajali qatordir.
Har qanday darajali qator x=0 nuqtada yaqinlashuvchi bo‘la­

di, chunki bu holda (9) ushbu

a0+a1•0+a2•0+...+an•0+...

ya’ni 

a0+0+0+...+0+...

ko‘rinishdagi sonli qatorga aylanadi va

lim ( ) lim( ) lim
n n n n
S a a a

→∞ →∞ →∞
= + + + ⋅⋅⋅+ = =0 0 0 00 0 0

bo‘ladi.
Teorema (Abel teoremasi). Agar 
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a x a a x a x a xn

n
n
n

n
= + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

→∞

∞

∑ 0 1 2
2

	
(9)

darajali qator x ning x=x0 (x0≠0) qiymatida yaqinlashuvchi bo‘lsa, 
x ning 

	 |x|<|x0|				   (10)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (9) qator ab­
solyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, berilgan (9) darajali qator x=x0 da yaqinlashuvchi 
bo‘lsin. Demak,

a x a a x a x a xn
n

n
n

n
= + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

→∞

∞

∑ 0 1 2
2

0

sonli qator yaqinlashuvchi. Ma’lumki, bu holda

lim
n n

na x
→∞

=0 0

bo‘lib, {an x0
n} ketma-ketlik chegeralangan bo‘ladi.

|an x0
n|≤M     (n=0,1,2,…) 

(M – o‘zgarmas son).
Endi berilgan qatorni quyidagicha yozib

a a x x
x

a x x
x

a x x
xn

n
n

0 1 0
0

1 0
2

0

2

0
0

+ ⋅ ⋅ + ⋅








 + ⋅⋅⋅ + ⋅









 + ⋅⋅⋅

uning hadlarining absolyut qiymatlaridan ushbu

a a x x
x

a x x
x

a x x
xn

n
n

0 1 0
0

1 0
2

0

2

0
0

+ ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅

qatorni tuzamiz. So‘ng ushbu 

M M x
x

M x
x

M x
x

n

+ ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
0 0

2

0

geometrik qatorni ko‘ramiz. Bu qator 
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x
x0

1<

bo‘lganligi sababli, yaqinlashuvchi bo‘ladi. Ayni paytda

a x x
x

M x
xn

n
n n

⋅ ⋅ ≤ ⋅0
0 0

bo‘lganligi sababli 

a a x x
x

a x x
x

a x x
xn n

n
n

0 0
0

1 0
2

0

2

0
0

+ ⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅ + ⋅ + ⋅⋅⋅

qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan qator x ning |x|<|x0| 
tengsizlikni qanoatlantiruchi barcha qiymatlarida absolyut yaqin­
lashuvchi bo‘ladi.

Natija. Ushbu 

a x a a x a x a xn
n

n
n

n
= + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 0 1 2
2

0

darajali qator x=x1 nuqtada esa uzoqlashuvchi bo‘lsa, bu qator 
x ning |x|>|x1| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik,

a x a a x a x a xn
n

n
n

n
= + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

=

∞

∑ 0 1 2
2

0

darajali qator x=x0 (x0≠0) da esa yaqinlashuvchi, x=x1 da esa 
uzoqlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, |x0|<|x1| bo‘ladi. Unda yuqorida 
aytilganlarga ko‘ra x ning |x|<|x0| tenglikni qanoatlantiruvchi qiy­
matlarida yaqinlashuvchi, |x|>|x1| tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
qiymatlarida uzoqlashuvchi bo‘ladi.

(9) darajali qatorning yaqinlashadigan nuqtalaridan iborat 
to‘plamni {x} deylik (ya’ni shu {x} to‘plamning har bir nuqtasida 
(9) qator yaqinlashuvchi). Bu {x} to‘plam yuqorida chegaralan­
gan. Uning yuqori aniq chegarasi mavjud. Uni r bilan belgilaylik. 
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Ko‘rsatish mumkinki, x ning |x|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
qiymatlarida (9) qator yaqinlashuvchi, x ning |x|>r tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi qiymatlarida (9) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Odatda, (–r,r) interval (9) darajali qatorning yaqinlashish in­
tervali, r esa yaqinlashish radiusi deyiladi.

Eslatma. Agar darajali qator x=0 nuqtada yaqinlashuvchi 
bo‘lib, boshqa barcha nuqtalarda uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda 
qatorning yaqinlashish radiusi r=0 deb olinadi. Agar darajali qa­
tor barcha nuqtalarda yaqinlashuvchi bo‘lsa, r=+∞ deb olinadi.

Eslatma. Darajali qator x=–r,x=r nuqtalarda yaqinlashuvchi 
bo‘lishi ham mumkin, uzoqlashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

Ko‘pincha (9) darajali qatorning yaqinlashish radiusini ushbu 

r a
an
n

n

=
→∞

+

lim
1

formula yordamida topiladi.
Endi darajali qator xossalarini keltiramiz:
1) Agar 

a xn
n

n=

∞

∑
0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r bo‘lsa, darajali qator 
[–α,α] sigmentda (0<α<r) tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2) Agar 

a xn
n

n=

∞

∑
0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r bo‘lsa, darajali qator 
yig‘indisi S(x):

S a xn
n

n
=

=

∞

∑
0

(–r,r) integralda uzluksiz bo‘ladi.
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3) Agar

a xn
n

n=

∞

∑
0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r bo‘lib,

S x a xn
n

n
( ) = =

=

∞

∑
0  

= + + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅a a x a x a xn
n

0 1 2
2

bo‘lsa, u holda bu qatorni [a,b]⊂(–r,r) da hadlab integrallash, 
ya’ni

S x dx a x dx a x dxn
n

n
n
n

a

b

na

b

a

b

( ) .= 





=
=

∞

=

∞

∑ ∫∑∫∫
0 0

4) Agar 

a xn
n

n=

∞

∑
0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r bo‘lib, yig‘indisi

S x a x

a a x a x a x

n
n

n

n
n

( ) = =

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

∑
0

0 1 2
2

bo‘lsa, u holda bu qatorni (–r,r) da hadlab integrallash mumkin, 
ya’ni

S x a x a x a a x nxn
n

n
n
n

n

n′ ′
′

( ) ( )= 





= = + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅
=

∞

=

∞
−∑ ∑

0 0
1 2

12

bo‘ladi.

1-misol. 
x
n

n

n
n 3 1

0
+

=

∞

∑
 
qatorning yaqinlashish radiusi, yaqinlashish 

intervali va yaqinlashish sohasini toping.
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Yechish. Berilgan qator uchun
 
a

nn n= +

1
3 1 .

 
lim
n n

n a l
→∞

=
 
ni 

hisoblaymiz:
 
l

n nn n
n n= = =

→∞ +lim ,1
3

1
3

1
3

1
31

 
demak, qatorning ya­

qinlashish radiusi r=3, yaqinlashish intervali (–3;3). Berilgan qa­
torni yaqinlashish intervali uchlarida yaqinlashishga tekshiramiz: 

x=3 da
 

3
3

1
3

1
1

0 0

n

n
n nn n+

=

∞

=

∞

∑ ∑= ⋅ . Bu esa garmonik qator, demak berilgan 

qator x=3 nuqtada uzoqlashuvchi. x= –3 da
 

( ) .− =+
=

∞

∑ 3
3

1
31

0

n

n
n n  

( ) .−
=

∞

∑ 1
0

n

n n  
Bu Leybnits qatori, yaqinlashuvchi.

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi [–3;3) 
to‘plamdan iborat.

2-misol.
 

n xn
n

!
=

∞

∑
0  

qatorning yaqinlashish radiusi, yaqinlashish 

intervali va sohasini toping.
Yechish. Ushbu misolda an=n! va an+1=(n+1)!. Bunda 

lim
n

n

n

a
a

l
→∞

+ =1

 
va r

l
= 1

 
formulalardan, yoki

 

r
a
an

n

n

=
→∞

+

lim
1  

formu­

ladan foydalanamiz. U holda
 
r n

n nn n
=

+
=

+
=

→∞ →∞
lim

( )!
lim ,

1
1

1
0

 
bun­

dan berilgan darajali qator faqat x=0 nuqtadagina yaqinlashuvchi 
ekanligi kelib chiqadi.

7-§. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish

1°. Makloren qatori. Aytaylik, y=f(x) funksiya (–δ,δ) (δ>0) 
oraliqa berilgan bo‘lib, u shu oraliqda istalgan tartibdagi hosila­
ga ega bo‘lsin. Ushbu
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f f x f x

f
n

x
n

n

( ) ( )
!

( )
!

( )
!

( )

0 0
1

0
2

0

2+ + +

+ ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅

′ ″

darajali qatorni qaraylik. Bu darajali qatorning koeffitsientlari f(x) 
funksiya va bu funksiya hosilalarining x=0 nuqtadagi qiymatlari 
orqali ifodalangan.

Endi f(x) funksiyaning Teylor (Makloren) formulasini yozamiz:

	

f x f f x f x

f
n

x r x
n

n
n

( ) ( ) ( )
!

( )
!

( )
!

( )
( )

= + + + ⋅⋅⋅+

+ +

0 0
1

0
2

0

2′ ″

		

(10)

bunda rn(x) qoldiq had.
(9) darajali qatorning qismiy yig‘indisi

S x f f x f x

f
n

x

n

n
n

( ) ( ) ( )
!

( )
!

( )
!

( )

= + + + ⋅⋅⋅+

+

0 0
1

0
2

0

2′ ″

bo‘lsa, unda (10) formula ushbu f(x)=Sn(x)+rn(x) ko‘rinishiga ke­
ladi.

(9) darajali qator (–r,r) da yaqinlashuvchi bo‘lsin. Unda

lim ( ) ( ) ( ( , ))
n nS x f x x r r

→∞
= ∈ −

bo‘lib, 

lim ( ) ( ) lim ( )
n n n nf x S x r x

→∞ →∞
−[ ] = = 0

bo‘lishi kelib chiqadi.
Aksincha, ixtiyoriy x∈(–r,r) da 

lim ( )
n nr x→∞

= 0

bo‘lsa, ya’ni 
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lim ( ) ( )
n nS x f x

→∞
=

bo‘lishi, demak, (–r,r) da (9) darajali qator yaqinlashuvchi, uning 
yig‘ndisi f(x) ga teng bo‘lishi kelib chiqadi:

f x f f x f x f
n

x
n

n( ) ( ) ( )
!

( )
!

( )
!

( )

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅0 0
1

0
2

02′ ″

Shunday qilib, munosabatning o‘rinli bo‘lishi uchun ixtiyoriy 
x∈(–r,r) da 

lim ( )
n nr x→∞

= 0

bo‘lishi zarur va yetarli.
Agar f(x) funksiya uchun (10) munosabat o‘rinli bo‘lsa, f(x) 

funksiya Makloren qatoriga yoyilgan deyiladi.
Agar rn(x) yetarli darajada kichik bo‘lsa, u holda yuqoridagi 

(10) munosabatdan ushbu 

f x f f x f x f
n

x
n

n( ) ( ) ( )
!

( )
!

( )
!

( )

≈ + + + ⋅⋅⋅+0 0
1

0
2

02′ ″

 

taqribiy formulaga ega bo‘lamiz.
Endi f(x)= ex funksiyani Makloren qatoriga yoyamiz. 
Ma’lumki, f(x)= ex funksiya ixtiyoriy [–r,r] sigmentda (r>0) 

istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lib, 

f(n)(x)=ex           (n=1,2,3,…)

bo‘ladi. Ravshanki,

f(n)(0)=1             (n=1,2,3,…)

Bu funksiyaning Makloren formulasi

e x x x
n

rx
n

n= + + + ⋅⋅⋅ + +1
1 2

2

! ! !

bo‘ladi. Qoldiq esa Lagranj ko‘rinishida quyidagicha bo‘ladi.

r x x
n

en

n
x( )

( )!
( ).=

+
< <

+1

1
0 1θ θ
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Agar ixtiyoriy x∈(–r ,r) uchun

r x x
n

e r
n

en

n
x

n
r( )

( )! ( )!
=

+
≤

+

+ +1 1

1 1
θ

va n→∞ da

lim
( )!n

nr
n→∞

+

=
+

=
1

1
0

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

e x x x
n

x
n

= + + + ⋅⋅⋅ + + ⋅⋅⋅1
1 2

2

! ! !

bo‘lishini topamiz. Bu f(x)= ex funksiyani Makloren qatoridir. 
Xuddi shunga o‘xshash

f(x)=sinx,   f(x)=cosx,   f(x)=ln(1+x)

funksiyaning Makloren qatorlari topiladi.
Quyida ularni keltirish bilan kifoyalanamiz:

sin
! ! !

( )
( )!

x x x x x x
n

n
n

= − + − + ⋅⋅⋅+ − ⋅
−

+ ⋅⋅⋅−
−3 5 7

1
1

3 5 7
1

2 1

cos
! ! !

( )
( )!

x x x x x
n

n
n

= − + − + ⋅⋅⋅+ − ⋅ + ⋅⋅⋅1
2 4 6

1
2

2 4 6 2

ln( ) ( ) ( )1
2 3 4

1 1
2 3 4

1+ = − + − + ⋅⋅⋅+ − ⋅ + ⋅⋅⋅ + =−x x x x x x
n

xn
n

α

= + + − + ⋅⋅⋅+ − − − + +1
1

1
2

1 2 12α α α α α α α
!

( )
!

( )( )...( )
!

...x x n
n

xn

Bu keltirilgan formulalar uchun taqribiy formulalar quyida­
gicha bo‘ladi:

e x x x
n

x
n

≈ + + + +1
1 2

2

! !
... ,
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sin
! ! !

... ( )
( )!

,x x x x x x
n

n
n

≈ − + − + + − ⋅
−

−
−3 5 7

1
2 1

3 5 7
1

2 1

cos
! ! !

... ( )
( )!

,x x x x x
n

n
n

≈ − + − + + − ⋅1
2 4 6

1
2

2 4 6 2

( )
!

( )
!

...

( )( )...( )
!

.

1 1
1

1
2

1 2 1

2+ ≈ + + − + +

+ − − − +

x x x

n
n

xn

α α α α

α α α α

1-misol. Ushbu
 
f x

x x
( ) =

+ +
1
5 62

 
funksiyaning x ning dara­

jalari bo‘yicha qatorga yoying.

Yechish:
 

1
5 62x x+ +

 ratsional funksiyani sodda kasrlarga ajra­

tamiz: 
1
5 6

1
2

1
32x x x x+ +

=
+

−
+

,  har bir sodda kasrni x ning da­

rajalari bo‘yicha qatorga yoyamiz. Bu holda ham (6) formuladan 
foydalanamiz:

1
2

1
2

1

1
2

1
2

1
2

1
2

1
1

1
00x x

x xn
n

n

n

n
n

nn+
= ⋅

+
= − = − ⋅−

−

+
=

∞

=

∞

∑∑ ( ) ( ) ,

 

bunda |x|<2.

1
3

1
3

1

1
3

1
3

1
3

1
3

1 1

1
00x x x x

n

n
n

n

n
n

nn+
= ⋅

+
= − ⋅ = − ⋅

− −

+
=

∞

=

∞

∑∑ ( ) ( ) ,

 

bunda |x|<3.

Demak, bunda |x|<2 da 1
5 6

1
2

1
32

1 1

0x x
x

n

n

n

n
n

n+ +
= − − −









− −

=

∞

∑ ( ) ( )  

o‘rinli bo‘ladi.

2-misol.
 
f x

x x
( ) =

+ −
1
6 32

 
funksiyani (x+3) ning darajalari 

bo‘yicha qatorga yoying.
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Yechish: (6) formuladan foydalanamiz.

 

1
3 12

1
12

1

1 3
12

2 2( ) ( )x x+ −
= − ⋅

−
+

=

 

= − ⋅ − ⋅ −
+







 = ⋅ +−

+
=

∞

=

∞

∑∑1
12

1 3
12

1
12

31
2

1
0

2

0
( ) ( ) ( ) ,n

n

n
n

n

n

x x
 

bu yoyilma 

( )x + <3
12

1
2

 
da, ya’ni x + <3 2 3  da o‘rinli bo‘ladi.

3-misol. f(x)=lnx funksiyani x–1 ning darajalari bo‘yicha qa­
torga yoying.

Yechish: Berilgan funksiyani f(x)=lnx=ln(1+(x–1)) ko‘rinish­
da yozib olamiz va (5) formuladan foydalanamiz. U holda |x–1|<1 

shartda
 
f x x x

n
n

n

n
( ) ln ( ) ( )= = − −−

=

∞

∑ 1 11

1  
yoyilma o‘rinli bo‘ladi.

4-misol. f(x)=2x ni x+2 ning darajalari bo‘yicha qatorga yo­
ying.

Yechish: f(x)=2x funksiyani quyidagicha yozib olamiz: 

2 2 1
4

1
4

2 2 2 2 22x x xe e
x

= = =+ − ++ln ( ) ln

 
va (1) formuladan foydalanib, 

quyidagiga ega bo‘lamiz: 

2 1
4

1
4

2 22 2

0

x x
n

n

n
e

n
x= = ++

=

∞

∑( ) ln (ln )
!

( ) ,
 
bu formula x∈(–∞;+∞) da o‘rinli.

5-misol. f(x)=sin2x ni x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying.

Yechish:
 

sin cos2 1
2

1
2

2x x= −
 
formuladan va (3) dan foydala­

namiz. U holda 

sin cos ( )
!

( )
!

... ( ) ( )
(

2
2 4 21

2
1
2

2 1
2

1
2

1 2
2

2
4

1 2
2

x x x x x
n

n
n

= − = − − + − + −
))!

...+








 =

=
⋅

−
⋅

+ + −
⋅

+ = −− −
−2

2 2
2
2 4

1 2
2 2

1 2
2

2 2 4 4
1

2
1

2 1x x
n

n
n

n
n

!
... ( )

( )!
... ( )

( nn
x

n

n

)!=

∞

∑
1

2

Bu formula x∈(–∞;∞) da o‘rinli.
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6-misol. f x
x

( ) = 1  funksiyani x–9 ning darajalari bo‘yicha 

qatorga yoying.

Yechish:
 

1 1
9 9

1
3

1 9
9

1
2

x x
x=

− +
= + −





−

 
Endi (5) formuladan foy­

dalanamiz, bunda α = − 1
2

, x
 
o‘rniga 

x − 9
9

qo‘yamiz. U holda 

f x
x

n

n
x

n
( )

...

!
(= = +

−





⋅ −





− −



 ⋅ −

=

∞

∑1 1
3

1
3

1
2

3
2

2 1
2

1

99
9

)n
n =

 

= + − ⋅ −
⋅ ⋅

−
=

∞

∑1
3

1 1 3 2 1
3 2

92
1
( ) ...( )

!
( ) .n

n
n

nn
n

x

Bu yoyilma
 

x − <9
9

1
 
shartda, ya’ni |x–9 |<9 da o‘rinli bo‘ladi.

8-§. Darajali qatorlarning ba’zi bir tatbiqlari

Darajali qatorlar yordamida taqribiy hisoblash. Darajali qator­
lar kuchli (taqribiy) hisoblash vositasi bo‘lib xizmat qiladi. Ular 
yordamida funksiyalar qiymatlarini taqribiy hisoblash mumkin. 

1-misol. ln1,2 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang. 
Yechish. ln(1+x) funksiyani x ning darajalari bo‘yicha yoyamiz:

ln( ) ... ( ) ...,1
2 3

1
2 3

1+ = − + − + − +−x x x x x
n

n
n

 
bu qator (-1;1] sohada 

yaqinlashadi. Ushbu qatorda x=0,2 deb olib, ln1,2 ni hisoblash 
uchun 

ln , , , , ... ( ) , ...1 2 0 2 0 2
2

0 2
3

1 0 22 3
1= − + − + − +−n

n

n  

ishora navbatlashuvchi qatorga ega bo‘lamiz.
Bu qatorning birinchi k ta hadini yig‘indisini ln1,2 ning 

taqribiy qiymati deb olsak, u holda xatolikning absolyut qiy­
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mati k+1 chi hadning absolyut qiymatidan kichik bo‘ladi. Qa­
tor beshinchi hadining absolyut qiymati 0,000064 ga teng, ya’ni 
0,0001 dan kichik. Shu sababli hisoblash uchun birinchi to‘rtta 
hadini olish yetarli:

ln , , , , , , .1 2 0 2 0 04
2

0 008
4

0 0016
4

0 18228≈ − + − ≈

2-misol. 204
 ni 0,001 aniqlikda taqribiy hisoblang. 

Yechish. Binomial qatordan foydalanamiz. Uning uchun be­
rilgan ildizni quyidagicha ifodalab olamiz: 

20 16 4 16 1 1
4

2 1 1
4

4 4

1
4

= + = +





= +





a

 

1 1
4

1
4

+



  

soni 1
1
4+( )x  binomining x = 1

4
 dagi qiymatiga teng. 

f x x( ) = +( )1
1
4
 funksiya uchun quyidagi yoyilma o‘rinli:

1 1 1
4

1
4

1
4

1

2

1
4

1
4

1 1
4

2

3

1
4 2 3+( ) = + +

−
+

− −
+ =x x x x

( )

!

( )( )

!
...

= +
−

− ⋅
⋅

+ ⋅ ⋅
⋅

− ⋅ ⋅ ⋅
⋅

+ =1 1
4 1

1 3
4 2

1 3 7
4 3

1 3 7 11
4 42

2
3

3
4

4

! ! ! !
...x x x x
 

x 1
4  

da ishora navbatlashuvchi ushbu qatorni hosil qilamiz:

1 1
4

1 1
4 1 4

1 3
4 2 4

1 3 7
4 3 4

1 3 7 11
4

1
4

2 2 3 3+





= +
⋅ ⋅

− ⋅
⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

− ⋅ ⋅ ⋅
! ! ! 44 44 4⋅

+
!

...
 

Ishora navbatlashuvchi qatorning xossasiga ko‘ra, berilgan il­
diz qiymatini 0,001 aniqlikda hisoblash uchun so‘nggi qatorning 
dastlabki to‘rtta hadini olish yetarli, chunki beshinchi hadi ab­
solyut qiymati bo‘yicha 0,001 dan kichik.

2 1 3 7 11
4 4 4

2 3 7 11
2 3 4 8 2 16 4

1
2 4

1
2568

0 04 4 4 5

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

<
⋅

< <
!

, 001
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hisoblashni bajaramiz:

20 2 1 1
4 1 4

1 3
4 4 4

1 3 7
4 3 4

2 000 0 06

4
2 2 3 3= ⋅ +

⋅ ⋅
− ⋅

⋅
+ ⋅ ⋅

⋅ ⋅






=

= +
! ! !

, , 225 0 0059 0 0009 2 0575− + ≈, , ,  

3-misol. e0,2 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang. 
Yechish. ex funksiyaning Teylor formulasiga ko‘ra 

e
n

n
0 2

2

1 0 2
1

0 2
2

0 2, ,
!

,
!

... ,
!

...= + + + + +
 
ni baholaymiz:

r4

4 5 6 4 20 2
4

0 2
5

0 2
6

0 2
4

1 0 2
5

0 2
5 6

= + + + = + +
⋅

+ <,
!

,
!

,
!

... ,
!

( ,
!

, ...)

< + + 





+ = ⋅
−

<0 2
4

1 0 2
5

0 2
5

0 0016
24

1

1 0 2
5

0 0001
4 2,

!
( , , ...) ,

, , .

Demak, 0,0001 aniqlikda e0 2
2 3

1 0 2
1

0 2
2

0 2
3

1 2213, ,
!

,
!

,
!

, .= + + + ≈

Tenglamalarni yechish
1-misol. ex–ey=xy (1) tenglamani x ga nisbatan yeching (y ni x 

ning darajalari bo‘yicha yoyilmasining dastlabki uchta hadini toping). 
Yechish. (1) tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifa­

tida aniqlaydi. Bu funksiya istalgan tartibli hosilaga ega. Bunda 
y ni x orqali aniq ifodalash mumkin emas. Shu sababli yechimni 
darajali qator ko‘rinishda izlaymiz. 

Bunda ikki usuldan foydalanish mumkin: 
a) Noma’lum koeffitsientlar metodi. 
Ma’lumki,

	
e x x x

n
x

n

= + + + + +1
1 2

2

! !
...

!
...

	
(2)

qator (–∞;+∞) da yaqinlashuvchi. Shunga o‘xshash 

	
e y y y

n
y

n

= + + + + +1
1 2

2

! !
...

!
...

	
(2 ′)
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qator ham (–∞;+∞)  da yaqinlashuvchi. 
(2) va (2′) qatorlarni (1) tenglamaga qo‘yamiz:

1
1 2

1
1 2

2 4 2

+ + + + + − + + + + + =x x x
n

y y y
n

xy
n

! !
...

!
... (

! !
...

!
...) .

 
y funksiyani 

	 y a a x a x a xn
n= + + + + +0 1 2

2 ... ... 	 (4)

qator ko‘rinishda izlaymiz. (3) tenglamadagi y o‘rniga (4) qatorni 
qo‘yamiz:

1
1 2

1

1

2 4

0 1 2
2

0

+ + + + + + + + +

+ + + +

x x x
n

x a a x a x

a a x an
n

! !
...

!
... ( ...

... ( 00 1

2
+ + +a x ...)

!
...

 
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlarni teng­

lashtiramiz. Avval x0 oldidagi, ya’ni ozod hadni topamiz. Bunda 

1 1
2

00
0
2

− − + + =( ...) ,a a
 
bundan a0=0.

x ning oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz:
1–a1–a0(a1+...)=a0•a0=0 ekanligini e’tiborga olib, 1–a1=0 

yoki a1=1 ekanligini topamiz. x2 oldidagi koeffitsientlarni teng­
lashtirib, a1=–1, x3 oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib a2=2 
ekanligini topamiz. Shunday qilib, y ning taqribiy formulasini 
y≈x–x2+2x3 ni topamiz.

b) Hosiladan foydalanish metodi. Bu metod y funksiyaning 0 
nuqtadagi hosilalarini ketma-ket topishga asoslangan. 

(1) tenglamani y ni x ning differensiallanuvchi funksiyasi deb 
qarab, x bo‘yicha differensiallaymiz:

	 ex–ey•y′=y+xy′	 	 (6)

x=0 da e0–ey(0)•y′(0)=y(0)+0•y′(0), bu yerda y(0)=0 ekanligini 
e’tiborga olsak, y′(0)=1 hosil bo‘ladi. Endi y″(0) ni izlaymiz. Shu 
maqsadda (6) tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz:

	 ex–ey(y′)2–ey•y″=y′+y′+xy″	 (7)
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(7) da x=0 va y(0)=0, y′(0)=1 ekanligini hisobga olib,  
y″(0)=–2 ekanligini topamiz. y″(0) ni topish uchun (7) ni diffe­
rensiallaymiz: 

	 ex–ey•y′3–3ey•y′•y″–eyy′=3y″+xy′″	 (8)

y(0), y′(0), y″(0) ning qiymatlarini hisobga olib y′″(0)=12 ekan­
ligini topamiz. 

y y y x y x y x= + + + +( ) ( )
!

( )
!

( )
!

...0 0
1

0
2

0
3

2 3′ ″ ″′

 

formulaga y′(0), y″(0), y″′(0) ni qo‘yib 

y x x x x x x≈ − + = − +2
2

12
3

22 3 2 3

! !  

ni hosil qilamiz. Ravshanki, ikkinchi usulda yechish osondir.

Darajali qatorlar yordamida integrallarni taqribiy hisoblash

Misol. 0,0001 aniqlikda integralni hisoblang.
Yechish. sinx funksiyani uning darajali qatori bilan almashti­

ramiz va hosil bo‘lgan qatorni hadma-had integrallab quyidagiga 
erishamiz:

sin
! !

...

! !

,, x
x
dx x x dx

x x x

= − + −








 =

= −
⋅

+
⋅

∫∫ 1
3 5

3 3 5 5

2 4

0

0 5

0

0 5

3 5

−−








 = − + −

0

0 5

0 5 0 125
18

0 03125
600

,

, , , ...

Natijada, ishora navbatlashuvchi qator hosil bo‘ldi. Bunda 
0 03125

600
0 0001, ,<

 
bo‘lganligi sababli, talab qilingan aniqlikda hi­

soblash uchun bu qatorning avvalgi ikkita hadi yig‘indisi bilan 
chegaralanish kifoya.

Shunday qilib, 
sin , , , .

, x
x
dx ≈ − ≈∫ 0 5 0 125

18
0 4931

0

0 5
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15-bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

1-§. Differensial tenglama tushunchasi

Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum funksiya y=y(x) va bu funksi­
ya hosilalarini bog‘lovchi tenglama differensial tenglama deyiladi.

Bunday tenglama umumiy holda quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.

	 F(x,y,y′,…,y(n))=0	 (1)

(1) tenglamada qatnashgan noma’lum funksiya hosilasining 
eng yuqori tartibi differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar y=(x) funksiya va uning hosilalarini (1) tenglamaga 
qo‘yilganda uni ayniyatga aylantirsa, ya’ni

F(x,(x),′(x) ,…,(n)(x))≡0

bo‘lsa, y=(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi deyiladi.
Differensial tenglamaning yechimi cheksiz, ko‘p bo‘ladi. Bar­

cha yechimlarni o‘z ichiga olgan yechim, differensial tenglama­
ning umumiy yechimi deyiladi.

Masalan, ushbu

	 y″–x=0	 (2)

tenglama ikkinchi tartibli differensial tenglama bolib, uning ye­
chimi

ϕ( )x x x= +1
6

3

bo‘ladi, chunki

ϕ( ) ,x x x x= +





= +1
6

1
2

13 2
′

    
ϕ″

′

( )x x x= +





=1
2

12

bo‘lib,

″(x)–x=x–x=0

boladi.
(2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
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f x x c x c( ) = + +1
2

3
1 2

bo‘ladi, bunda c1, c2 ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. (Xususan c1=1, 
c2=0 bo‘lganda umumiy yechimdan yuqoridagi yechim kelib 
chiqadi.)

2-§. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi 
quydagicha

F(x,y,y′)=0

bo‘ladi. Agar bu tenglama y′ ga nisbatan yechiladigan bo‘lsa, un­
da

	 y′=f(x,y)	 (3)

tenglamaga kelamiz. Odatda, (3) tenglama hosilaga nisbatan ye­
chilgan differensial tenglama deyiladi.

Endi (3) tenglamaning xususiy hollarini qaraymiz.
1°. (3) tenglamaning o‘ng tomoni faqat x o‘zgaruvchiga teng 

bo‘lsin:

	 y′=f(x)		 (4)

Bu tenglikni integrallab topamiz:

y f dx c c o zgarmas son= + −∫ ( ) ( ' )

Demak, (4) tenglamaning umumiy yechimi

	
y f dx c= +∫ ( )

	  
(5)

bo‘ladi. Misol, ushbu

y′=2x2

tenglama yechilsin.
◄ Berilgan differensial tenglamaning yechimini (5) munosa­

batdan foydalanib topamiz:
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y x dx c x c= + = +∫ 2 2
3

2 3 .

2°. (3) tenglamaning o‘ng tomoni faqat y ga bog‘liq bo‘lsin:

y’=f(y).

Avvalo,

y dy
dx

′ =

ekanini etiborga olib, so‘ng bu tenglamada y ni erkli o‘zgaruvchi, 
x ni esa y ning funksiyasi bo‘lsin deymiz. Unda

dy
dx

f y= ( ),
      

dy
dx f y

= 1
( )

bo‘lib, yuqoridagi 1°-holga keladi. Keyingi tenglamaning yechimi

x
f y

dy c= +∫
1
( )

bo‘ladi. 
Misol. Ushbu

y′=7y2

tenglama yechilsin.
◄ Bu tenglamani quydagicha yozib olamiz.

dx
dy y

= 1
7 2

keyingi tenglikdan esa,

dx dy
y

= ⋅1
7 2

bo‘lishi kelib chiqadi. Uni integrallab topamiz:

x dy
y

c y dy c= ⋅ + = + =−∫∫
1
7

1
72

2
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= ⋅ − + = − +1
7

1 1
7y

c
y
c.

Demak,

y
c x

= ⋅
−

1
7

1 . ►

3°. (3) tenglamaning o‘ng tomoni faqat x o‘zgaruvchi ham-
da faqat y o‘zgaruvchilar funksiyalarining ko‘paytmasidan iborat 
bo‘lsin:

y′=f(x)•g(y)

Odatda bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama 
deyiladi. Uni quydagicha ham yozsa bo‘ladi:

dy
dx

f x g x= ⋅( ) ( )

keyingi tenglamaning ikki tomonini dx ga ko‘paytirib, so‘ngra 
g(y) ga bo‘lib, ushbu tenglamaga kelamiz:

dy
g y

f x dx
( )

( )=

Uni itegrallab topamiz:

dy
g y

f x dx c
( )

( )∫ ∫= +

Bu integrallar hisoblanib, so‘ng y ni x orqali ifodalab berilgan 
tenglamaning yechimiga kelamiz.

1-misol: Ushbu

y′=xy+x+y+1

tenglama yechilsin.
◄ Berilgan tenglamaning o‘ng tomonini quydagicha yozib 

olamiz:

xy+x+y+1=x(y+1)+(y+1)=(x+1)(y+1)
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Demak,

dy
dx

x y= + +( )( )1 1

keying tenglikda,

dy
y

x dx
+

= +
1

1( )

bo‘lishi kelib chiqadi. Integrallab topamiz:

dy
y

x dx c
+

= + +∫ ∫1
1( ) ln ,

ln( ) ( ) ln ,y x c+ = + +1 1
2

2

y
c

e x+ = +1 1
2

2( )

y ce x= + −( )1
2

1
2

2-misol. (1+x)ydx+(1–y)xdy=0 bu o‘zgaruvchilari ajraladigan 
tenglamadir.

Yechish. O‘zgaruvchilarni ajratish uchun tenglamaning har bir 
hadini xy≠0 ga bo‘lamiz 

1 1 0+ + − =x
x
dx y

y
dy ,

 
integrallaymiz 

ln ln ln ,x x y y C+ + − =

ln ;xy
C

y x= −
 

xy
C

ey x= − ,
 
xy Cey x= −

 bu tenglamaning umu­

miy yechimi.
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3-§. Bir jinsli differensial tenglamalar

Ikki o‘zgaruvchili f(x,y) funksiya uchun ixtiyoriy t da

f(tx,ty)=f(x,y)

tenglik bajarilsa, f(x,y) bir jinsli (aniqrog‘i, nolinchi tartibli bir 
jinsli) funksiya deyiladi.

Agar

	 y′=f(x,y)	 (6)

differensial tenglamaning o‘ng tomonidagi f(x,y) bir jinsli 
funksiya bo‘lsa, (6) bir jinsli differensial tenglama deyiladi.

Aytaylik, f(x,y) bir jinsli funksiya bo‘lsin:

f(tx,ty)=f(x,y)

Xususan,
 
t
x

= 1
 
bo‘lsa,

f y
x

f x y1, ( , )





=

bo‘ladi va (6) tenglama quydagi ko‘rinishga keladi

	
y f y

x
y
x

′ = 





= 





1, ϕ
	

(7)

(7) tenglamani yechish uchun 
y
x
u=

 
deb olamiz. Unda

y=ux,   y′=(ux)′=u′x+ux′=u′x+u

bo‘ladi. Bularni (7) tenglamaga qo‘yib topamiz:

u′x+u=(u)

u′x= (u)–u

x du
dx

u u= −ϕ( )

natijada o‘zgaruvchilari ajraladigan ushbu
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du
u u

dx
xϕ( ) −

=

tenglamaga kelamiz. Uni integrallab topamiz:

du
u u

dx
x

c
ϕ( )

ln
−

= +∫ ∫
du
u u

x c
ϕ( )

ln ln
−

= +∫

ln
( )

cx du
u u

=
−∫ ϕ

Misol. Ushbu differensial tenglama yechilsin:

y y
x y

′ =
+

◄ Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi

f x y y
x y

( , ) =
+

bir jinsli funksiya bo‘ladi, chunki

f tx ty ty
tx ty

ty
t x y

y
x y

( , )
( )

=
+

=
+

=
+

berilgan tenglamani quydagicha yozib

y y
x y

y
x
x y
x

y
x
y
x

′ =
+

= + =
+1

so‘ng,

y
x
u=
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deb olamiz u holda,

y=ux, y′=u′x+u

bo‘lib, qaralayotgan tenglama ushbu ko‘rinishga kelishini topa­
miz:

u x u u
u

′ + =
+1

,
         

u x u
u
u u

u
′ =

+
− = −

+1 1

2

Natijada,

x du
dx

u
u

=
+

2

1
,
   

y’ani   − + =1
2

u
u

du dx
x

bo‘ladi, bundan

− +





= +∫ ∫
1

2

u
u

du dx
x

cln

1
u

u x c− = +ln ln ln ,

x
y

y
x

x c− = +ln ln ln

x y cy= ln

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan differensial tenglamani 
umumiy yechimi bo‘ladi.

4-§. Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar

Noma’lum funksiya va uning hosilalariga nisbatan chiziqli 
bo‘lgan ushbu

	 y′+p(x)y+q(x)=0	 (8)

ko‘rinishdagi tenglama birinchi tartibli chiziqli differensial teng­
lama deyiladi, bunda p(x) va q(x) uzluksiz funksiyalar. (8) teng­
lamaning yechimini
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y=u(x)•v(x)=u•v

ko‘rinishda izlaymiz

y=u•v,       y′=(u•v)′=u′•v+u•v′

Unda,

	 u′•v+u•v′+p(x)•u•v+q(x)=0		  (9)

Endi v ni shunday tanlaymizki,

v′+p•v=0

ya’ni

dv
dx

p v+ ⋅ = 0

dv
v

p x dx= − ( )

ln ( )v p x dx= −∫

v e p x dx
= ∫− ( )

bo‘lsin.
Bu topilgan v ni (9) tenglamaga qo‘yib, hosil bo‘lgan tengla­

mani yechamiz:

u e qp x dx
′ ⋅ ∫ + =

− ( )
,0      

du
dx

qe p x dx
= − ∫− ( )

,

u q x e dx cq x dx
= − ⋅ ∫ +∫

−
( ) .

( )

Natijada,

	
y u v e c q x e dxq x dx p x dx

= ⋅ = ∫ − ∫





−

∫
( ) ( )

( )
	

(*)

bo‘ladi. Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimidir.
Misol. Ushbu
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y′+xy–x2=0

tenglama yechilsin.
◄ Bu tenglamaning yechimini topishda yuqorida keltirilgan 

(*) formuladan foydalanamiz. Misolda berilishiga ko‘ra

p(x)=x,        q(x)=–x2

bo‘ladi. Demak,

y e c x e dxq x dx xdx
= ∫ − − ∫





=
−

∫
( )

( )2

= + −








 = ⋅ + −

− −
e c x e e c e x
x x x x2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2

bo‘ladi. ►

5-§. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar

Ushbu

	 y″+p(x)•y′+q(x)•y=f(x)	 (10)

ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli chiziqli differensial teng­
lama deyiladi, bunda p(x),q(x) va f(x) – uzluksiz funksiyalar.

Agar (10) tenglamada f(x)=0 bo‘lsa,

y″+p(x)•y′+q(x)•y=0

uni ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli tenglama deyiladi.
Avval chiziqli erkli hamda chiziqli bog‘liq funksiyalar tushun­

chasini keltiramiz. y1(x) va y2(x) funksiyalar [a,b] segmentga be­
rilgan bo‘lsin.

Agar shunday o‘zgarmas α1 va α2 sonlar topilsaki, ulardan 
hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lib,

α1•y1(x)+α2•y2(x)=0

bo‘lsa, y1(x) va y2(x) funksiyalar chiziqli bog‘liq funksiyalar de­
yiladi.

Agar
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α1•y1(x)+α2•y2(x)=0

tenglik faqat α1=α2=0 bo‘lgandagina o‘rinli bo‘lsa, y1(x) va y2(x) 
funksiyalar chiziqli erkli funksiyalar deyiladi.

Masalan,

y1(x)=1,        y2(x)=x

funksiyalar chiziqli erkli funksiyalar bo‘ladi, chunki

α1•1+α2•x=0

tenglik faqat α1=α2=0 bo‘lgandagina bajariladi.
Aytaylik,

y″+p(x)•y′+q(x)•y=0

Ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar berilgan 
bo‘lsin.

Teorema. Agar y1(x) va y2(x) funksiyalar tenglamaning chiziq­
li erkli yechimlari bo‘lsa, u holda tenglamaning umumiy yechimi

y(x)=c1•y1(x)+c2•y2(x)

bo‘ladi, bunda c1, c2 – ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Ikkinchi tartibli

y″+p(x)y′(x)+q(x)y=f(x)

tenglamaning umumiy yechimi haqida ushbu teorema o‘rinli.
Teorema. Ushbu

y″+p(x)y′+q(x)y=f(x)

tenglamaning umumiy yechimi shu tenglamaning xususiy yechi­
mi bilan

y″+p(x)y′+q(x)y=0

tenglamaning umumiy yechimi yig‘indisiga teng bo‘ladi.

6-§. O‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli 
tenglamalar

Ushbu

y″+py′+qy=0
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ko‘rinishdagi tenglama (bunda, p va q o‘zgarmas sonlar) o‘zgar­
mas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli differensial 
tenglamalar deyiladi.

Tenglamani yechish uchun

y=ekx

deb olamiz, bunda k nolga teng bo‘lmagan o‘zgarmas son.
Ravshanki,

y′=ekx•k,     y″=ekx•k2

Endi

y=ekx,     y′=kekx,     y″=k2ekx

larni tenglamaga qo‘yib

k2ekx+p•ekx+q•ekx=0

ya’ni,

k2+pk+q=0

kvadrat tenglamaga kelamiz.
Ravshanki, k yuqoridagi kvadrat tenglamaning yechimi bo‘lsa, 

ekx funksiya differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Odatda,

k2+pk+q=0

Kvadrat tenglama

y″+py′+qy=0

differensial tenglamaning xarakterislik tenglamasi deyiladi.
Ma’lumki,

k2+pk+q=0

kvadrat tenglamaning ildizlari.

k p p q1

2

2 4
= − + − ,

      
k p p q2

2

2 4
= − + −

bo‘ladi. Bunda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
1) k1 va k2 haqiqiy va bir biriga teng emas: k1≠k2
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2) k1 va k2 haqiqiy va bir-biriga teng: k1=k2
3) k1 va k2 kompleks sonlar: k1=α+iβ, k2=α–iβ. Har bir holni 

alohida-alohida qarab chiqamiz.
a) Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va bir-biriga 

teng emas (k1≠k2). Bu holda

y1=ek1x,     y2=ek2x

funksiyalar berilgan tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lib, 
tenglamaning umumiy yechimi

y=c1e
k1x+c2e

k2x

ko‘rinishida bo‘ladi, chunki

y′=c1k1e
k1x+c2k2e

k2x

y c k e c k ek x k x″ = 1 1
2

2 2
21 2+

va

c k e c k ek x k x
1 1

2
2 2

21 2+ +

+ + +p c k e c k ek x k x( )1 1 2 2
1 2

+ + =q ce cek x k x( )1 2 0

( )c k e pc k e qc ek x k x k x
1 1

2
1 1 1

1 1 1+ + +

+ + + =( )c k e pc k e qc ek x k x k x
1 2

2
2 2 2

2 2 2 0

yoki

c e k pk q
c e k pk q

k x

k x
1 1

2
1

2 2
2

2

1

2 0

( )

( )

+ + +

+ + + =

Masalan, ushbu

y″–8y′+15y=0

differensial tenglamani xarakteristik tenglamasi

k2–8x+15=0
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bo‘lib, yk1=5, k2=3 ildizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaning 
umumiy yechimi

y=c1e
5x+c2e

3x

bo‘ladi.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va ular bir-bi­

riga teng (k1=k2).
Bu holda xarakteristik tenglamaning ildizlari,

k k p
1 2 2
= = −

bo‘lib,

2k1=–p

yoki

2k1+p=0

bo‘ladi. 
Differensial tenglamaning bitta xususiy yechimi

y1=ek1x

bo‘ladi. Ikkinchi xususiy yechimini

y2=u(x)•ek1x

ko‘rinishida izlaymiz. Bunda noma’lum u=u(x) funksiyani topish 
uchun y″1, y″2 larni topamiz.

y′2=u′ek1x+uk1e
k1x=ek1x(u′+uk1)

y″2=ek1x(u″+2k1u′+k2
1u).

Endi,

y2=uek1x,   y′2=ek1x(u′+uk1)

y″2=ek1x(u″+2k1u′+k2
1u)

larni

y″+py′+qy=0

tenglamaga qo‘yamiz:
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ek1x[(u″+2k1u′+k2
1u)+pek1x(u′+k1u)+quek1x]=0

ek1x[u″+(2k1+p)u′+(k2
1+k1p+q)u]=0

k xarakteristik tenglamaning karrali ildizi va 2k1+p=0 bo‘lgani 
uchun

ek1x=0   yoki  u″=0

bo‘lishi lozim, uni integrallab topamiz:

u(x)=Ax+B

Xususiy holda, B=0, A=1 deb olsak, u(x)=x bo‘ladi.
Shunday qilib ikkinchi xususiy yechim

y2=x ek1x

ko‘rinishda bo‘ladi.
Demak, qaralayotgan differensial tenglamaning umumiy ye­

chimi

y=c1 e
k1x+c2 e

k1x=ek1x(c1+c2x)

bo‘ladi.
Masalan, ushbu

4k2–12k+9=0

bo‘lib, uning ildizlari
 

k k1 2
3
2

= =
 
bo‘lgani uchun tenglamaning 

umumiy yechimi

y c c x e
x

= +( )1 2

3
2

bo‘ladi.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lib, 

k1=α+iβ, k2=α–iβ bo‘lsin.
Bu holda qaralayotgan differensial tenglamaning xususiy ye­

chimlari

y1=e(α+iβ)x, y2=e(α–iβ)x

ko‘rinishda bo‘ladi. 
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Isbotlanadiki, agar haqiqiy koeffitsentli bir jinsli chiziqli teng­
lamaning xususiy yechimlari kompleks sonlardan iborat bo‘lsa, 
uning haqiqiy va mavhum qismlari ham shu tenglamaning yechi­
mi bo‘ladi.

Xususiy yechim,

e(α+iβ)x=eaxcosβx+ieaxsinβx 

bo‘lgani uchun,

eαxcosβx,      eαxsinβx 

lar ham tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shunday qilib, qaralayot­
gan differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=eαx(c1 cosβx+ c2 sinβx) 

bo‘ladi.
Masalan, ushbu

y″–4y′+7y=0

differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi k2–4k+7=0 
ning ildizlari

k i1 2 3= + ,          k i2 2 3= −

bo‘lib, differensial tenglamaning umumiy yechimi

y e c c xx= +2
1 23 3( cos sin )

bo‘ladi.
4. O‘zgarmas koeffitsientli bir jinslimas chiziqli tenglamalar.
Ushbu,

y″+py′+qy=f(x) 

ko‘rinishdagi differensial tenglama ikkinchi tartibli o‘zgarmas 
koeffitsientli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama 
deyiladi, bunda p, q haqiqiy sondir. 

Bu differensial tenglamaning yechimini f(x) funksiyaning be­
rilishiga qarab topamiz.
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1°. y″+py′+qy=f(x) tenglamaning o‘ng tomoni ko‘rsatkichli 
funksiya bilan ko‘phad ko‘paytmasidan

f(x)=pm(x)eαx

iborat, bunda

pm(x)=a0 x
m+a1x

m–1+...am.

Tasdiq. Agar

y″+py′+qy=0

tenglamaning umumiy yechimi y  bo‘lib, u=u(x) esa

y″+py′+qy=f(x)

tenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi bo‘lsa, u holda tengla­
maning umumiy yechimi

y= y +u

bo‘ladi.
Bizga bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi

k2+pk+q=0

xarakteristik tenglamaning ildizlari bilan bog‘lab topilishi ma’lum. 
Xususiy yechimni esa quyidagi hollarga muvofiq topamiz.

a) α soni k2+pk+q=0 xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lma­
gan hol.

Bu holda xususiy yechimni

y=(a0x
m+a1x

m–1+...+am)eαx=Qm(x)eαx

ko‘rinishida izlaymiz, bunda Qm(x)–m – darajali ko‘phad, u′, u″ 
larni topamiz:

u′=(a0mxm–1+a1(m–1)xm–2+...+am–1)e
αx+

+(a0x
m+a1x

m–1+...+am)αeαx.

u″=[a0m(m–1)xn–2+

+a1(m–1)(m–2)xm–3+...+am–2)]e
αx+
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+[a0x
m–1+a1(m–1)xm–2+

+...+am–1)]αeαx

+[a0x
m–1+a1(m–1)xm–2+...+am–1]e

αx+

+(a0x
m+a1x

m–1+...+am)eαxα2

u′ va u″ larning ifodalarini tenglamaga qo‘yib, so‘ng soddalash­
tirish natijasida ushbu

Q″m(x)+(2α+p)Q ′m(x)+(α2+pα+q)Qm(x)=pm(x)

tenglama hosil bo‘ladi, bunda Q″m–(m–2) darajali ko‘phad, Q′m–
(m–1) darajali ko‘phad.

Tenglamaning chap va o‘ng tomonlari m-darajali ko‘phad­
lardan iborat. Bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsientlarni bir-bi­
riga tenglab, noma’lum a0,a1,…,am koeffitsientlarni topamiz.

b) α soni k2+pk+q=0 xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgan 
hol.

Bu holda xususiy yechimi u=xQm(x)eαx ko‘rinishda izlaniladi.
c) α soni xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lgan 

hol. Bu holda

u=x2Qm(x)eαx

ko‘rinishda izlanadi.
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16-bob. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK 
STATISTIKA

1-§. Ehtimollar nazariyasining asosiy  
tushunchalari va tasdiqlari

1°. Tasodifiy hodisa tushunchasi.
Tabiatni, texnik jarayonlari kuzatganimizda turli hodisalar 

yuz berishini ko‘ramiz.
Masalan, Quyoshning chiqishi ba botishi, otilgan o‘qning ni­

shonga tegishi yoki tegmasligi, havo o‘zgarib, yomg‘ir yoki qor 
yog‘ishi, tangani tashlash natijasida raqamli yoki gerbli tamoni 
tushishi hodisalari misol bo‘ladi.

Umuman aytganda hodisa deganda kuzatish yoki tajriba nati­
jasida kelgan dalil (fakt) tushuniladi.

Odatda, hodisalar ma’lum shartlar (shartlar majmuasi) bajaril­
ganda yoki tajriba (sinov) o‘tkazish natijasida sodir bo‘ladi.

Masalan, tangani tashlashdan iborat tajribani qaraylik. Tan­
ganing u yoki bu tomonini tushishini to‘la ishonch bilan oldindan 
aytib bo‘lmaydi yoki ekilgan chigit urug‘ini unib chiqishini yoki 
chiqmasligini aytish qiyin. Bunga o‘xshash barcha hollarda taj­
ribaning natijasi turli tasodiflarga bog‘liq deb hisoblanadi va uni 
tasodifiy hodisa sifatida qaraladi.

Tajriba natijasida (biror shartlar majmuyi bajarilganda) ro‘y 
berish ham, ro‘y bermasligi ham mumkin bo‘lgan hodisa tasodi-
fiy hodisa deyiladi. Masalan, tanga tashlash tajribasida gerbli to­
moni tushishi yoki raqamli tomoni tushishi hodisasi tasodifiy ho­
disa bo‘ladi.

Tajriba natijasida albatta ro‘y beradigan hodisa muqarrar ho
disa deyiladi. 

Tajriba natijasida mutlaqo ro‘y bermaydigan hodisa mumkin 
bo‘lmagan hodisa deyiladi. 

Odatda hodisalar bosh harflar bilan belgilanadi. Muqarrar 
hodisa U harfi, mumkin bo‘lmagan hodisa esa V harfi bilan bel­
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gilanadi. Keyinchalik, tasodifiy hodisa deyish o‘rniga hodisa deb 
ketaveramiz.

Tajribaning har bir hodisasini ifodalovchi hodisa elementar 
hodisa deyiladi. 

Masalan, tajriba tangani ikki marta tashlashdan iborat bo‘lsin. 
Bu tajribada sodir bo‘ladigan elementar hodisalar quyidagicha 
bo‘ladi. 

Agar G – tanganing gerb tomoni tushishi hodisasi, R – tan­
ganing raqam tomoni tushishi hodisasi bo‘lsa, birinchi tajribada 
(G),(R), ikkinchi tajribada (G,G), (G,R), (R,G), (R,R) bo‘ladi. 
Demak, tajriba natijasida to‘rtta elementar hodisalar yuzaga ke­
ladi.

2°. Hodisalar ustida amallar (Hodisalar algebrasi). 
Aytaylik, tajriba natijasida A va B hodisalar sodir bo‘lishi 

mumkin deylik.
1-ta’rif. Agar A hodisa sodir bo‘lganda hamma vaqt B hogi­

sa ham sodir bo‘lsa, A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va 
A⊂B kabi yoziladi. 

Masalan, kubikni tashlash tajribasida A – ikki raqamli to­
monini tushishi hodisasi, B esa juft raqamli tomonini tushishi 
hodisasi bo‘lsa, A⊂B bo‘ladi.

Agar A⊂B, B⊂A bolsa, A va B teng kuchli hodisalar deyiladi 
va A=B kabi yoziladi.

2-ta’rif. A va B hodisalarning hech bo‘lmaganda bittasining 
sodir bo‘lishi natijasida sodir bo‘ladigan C hodisa, A va B hodisa­
larning yig‘indisi deyiladi va

C=A+B

kabi yoziladi. 
Huddi shunga o‘xshash A1,A2,...,An hodisalar yig‘indisi ta’rif­

lanadi. 
Keltirilgan ta’rifdan A+B=B+A,  A+A=A bo‘lishi kelib chiqadi. 
3-ta’rif. A va B hodisalarning (bir vaqtda) sodir bo‘lishi nati­

jasida sodir bo‘ladigan D hodisa A va B hodisalarning ko‘paytma­
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si deyiladi. Uni D=A•B kabi yoziladi. Huddi shunga o‘xshash 
A1,A2,...,An hodisalar ko‘paytmasi ta’riflanadi. Bu ta’rifdan 
A•B=B•A, A•A=A bo‘lishi kelib chiqadi. 

4-ta’rif. Agar A hodisaning sodir bo‘lishi B hodisaning ham 
sodir bo‘lishini inkor etmasa, A va B birgalikda bo‘lgan hodisa­
lar deyiladi. 

Masalan, kubikni bir marta tashlash tajribasida 3 raqamli to­
mon tushishi hodisasi toq raqamli tomonini tushish hodisasi bir­
galikda bo‘lgan hodisalar bo‘ladi.

5-ta’rif. Agar A hodisaning sodir bo‘lishi B hodisaning sodir 
bo‘lishini inkor etsa, A va B birgalikda bo‘lmagan hodisalar de­
yiladi.

3°. Hodisa ehtimolining ta’rifi. 
Tajriba natijasida bir qancha hodisalar (ko‘pincha ularni sa­

nash mumkin bo‘ladi) yuzaga keladi. Bunda, ba’zan hodisalar­
ning yuzaga kelishi imkoniyati boshqa hodisalarning yuzaga ke­
lishi imkoniyatidan ko‘proq yoki kamroq bo‘lishi mumkin. Uni 
xarakterlaydigan miqdorni aniqlash hodisa ehtimoli tushunchasi­
ga olib keladi.

Aytaylik, tajriba natijasida bir xil imkoniyat bilan e1,e2,...,en 
hodisalar yuzaga kelgan deylik.

6-ta’rif. Agar 
1) e1+e2+...+en=U 
2) ei•ej=V, (i,j=1,2...,n,i≠j)

bo‘lsa, e1,e2,...,en hodisalar juft-jufti birgalikda bo‘lmagan teng 
imkoniyatli hodisalarning to‘la gruppasini tashkil etadi deyiladi. 

Masalan, kubikni tashlash tajribasida ei – kubikning i 
raqamli (i=1,2,3,4,5,6) tomoni tushishi hodisasi deyilsa, unda 
e1,e2,e3,e4,e5,e6 lar juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisa­
larning to‘la gruppasini tashkil etadi. Bunda e1,e2,e3,e4,e5,e6 teng 
imkoniyatli elementar hodisalar.

Ikki A va B hodisalarni qaraylik.
Agar A hodisaning sodir bo‘lishi o‘z navbatida B hodisani er­

gashtirsa, A hodisa B hodisaning sodir bo‘lishiga qulaylik tug‘di­
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ruvchi hodisa deyiladi. Masalan, A hodisa kubikni tashlash taj­
ribasida uning juft raqamli tomonini tushishidan iborat bo‘lsin. 
Bunda e2,e4,e6 elementar hodisalar A hodisaning sodir bo‘lishiga 
qulaylik tug‘diradi.

Aytaylik, n ta hodisaning gruppasini tashkil etuvchi 

e1,e2,...,en 

elementar hodisalardan m tasi A hodisaning sodir bo‘lishiga 
qulaylik tug‘dirsin.

7-ta’rif. Ushbu
 

m
n  

son A hodisaning ehtimoli deyiladi va P(A) 

kabi yoziladi:

	
P A m

n
( ) =

	
(1)

4°. Коmbinаtоrikа elеmеntlаri.
Ehtimоllаr nаzаriyasigа dоir misоllаrni yеchishdа quyidаgi 

kоmbinаtоrikа elеmеntlаridаn fоydаlаnilаdi.
1. n tа elеmеntdаn k tа dаn tuzilgаn o‘rinlаshtirishlаr sоni 

Ak
n=n(n–1)(n–2)…..[n–(k–1)]

2. n tа elеmеntdаn tuzilgаn o‘rin аlmаshtirishlаr sоni 
Pn=n!=1•2•3•...•n, birdаn n gаchа bo‘lgаn sоnlаr ko‘pаytmаsigа 
tеng.

3. n tа elеmеntdаn k tаdаn tuzilgаn guruhlаshlаr (kоmbinаt­
siyalаr) sоni 

C A
P

n n n n k
k

n
k n kn

k n
k

n

= =
− − − −[ ]

⋅ ⋅
=

−
( )( )... ( )

...
!

!( )!
1 2 1

1 2 3

1-misоl. Tаlаbа 20 tа sаvоldаn 2 tаsigа jаvоb bеrishi kеrаk. Bu 
ikkitа sаvоlni nеchа хil usuldа tаnlаsh mumkin.

Yechish: n=20, k=2 dеb оlаmiz, u hоldа: 

C A
P20

2 10
2

2

20 19
1 2

190= = ⋅
⋅

=
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Dеmаk, 190 usuldа tаnlаsh mumkin ekаn. 
2-misоl. Tеkshirishdа аniqlаndiki, hаr 8 tа qоrаko‘l tеrisidаn 

1 dоnаsi nоstаndаrt. Tаvаkkаligа оlingаn 3 tа qоrаko‘l tеrilаrini 
bаrchаsini stаndаrt bo‘lish ehtimоlini tоping.

Yechish: Ehtimоlikning klаssik tа’rifi P A
m
n

( ) =
 
dаn fоy­

dаlаnаmiz. Bundа n C= = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=8
3 8 7 6

1 2 3
56,

 
m C= = ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=7

3 7 6 5
1 2 3

35
 

Dеmаk, 

P A( ) ,= =35
56

0 625

3-misol. Qutida 7 ta oq, 3 ta qora shar bor. Undan tavakkali­
ga olingan sharning oq bo‘lishi ehtimolini toping.

Yechish: A tavakkaliga olingan shar oq ekanligi hodisasi 
bo‘lsin. Bu tajriba 10 ta teng imkoniyatli elementar hodisalardan 
iborat bo‘lib, ularning 7 tasi A hodisaning ro‘y berishiga qulaylik 

tug‘diradi. Demak,
 
P A( ) , .= =7

10
0 7

4-misol. Telefon raqamini terayotgan abonent oxirgi ikki 
raqamni unutib qo‘yadi va faqat bu raqamlar turlicha ekanligini 
eslab qolgan holda ularni tavakkaliga teradi. Kerakli raqamlar 
terilgan bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish: B – ikkita kerakli raqam terilganlik hodisasi bo‘lsin. 

O‘nta raqamni ikkitadan o‘rinlashtirib, A10
2 10 9 90= ⋅ =  dona tur­

li raqamlarni terish mumkin. Demak,
 
P B( ) .= 1

90
5-misol. Qurilma 5 ta elementdan iborat bo‘lib, ularning 2 tasi 

eskirgan. Qurilma ishga tushirilganda tasodifiy ravishda 2 ta ele­
ment ulanadi. Ishga tushirishda eskirmagan elementlar ulangan 
bo‘lishi ehtimolini toping.
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Yechish: Tajribaning barcha mumkin bo‘lgan elementar ho­

disalari soni C5
2
. Ularning ichida C3

2
 tasi eskirmagan elementlar 

ulangan bo‘lishi hodisasi (A) uchun qulaylik tug‘diradi. Demak,

P A C
C

( ) ! ! !
! ! !

.= = ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=3
2

5
2

3 2 3
2 1 5

3
10

2-§. Ehtimоllаrni qo‘shish va ko‘pаytirish tеоrеmаlаri. To‘lа 
ehtimоllik vа Bаyеs fоrmulаlаri 

Fаrаz qilаylik А vа B hоdisаlаr birgаlikdа bo‘lmаsin vа ulаr­
ning ehtimоllаri Р(А) vа Р(B) bеrilgаn bo‘lsin. 

Tеоrеmа. Birgаlikdа bo‘lmаgаn ikkitа А vа B hоdisаdаn iхti­
yoriy bittаsining ro‘y bеrish ehtimоli shu hоdisаlаr ehtimоllаri­
ning yig‘indisigа tеng.

	 P(A+B)=P(A)+P(B)		  (1)

Nаtijа. Juft-jufti bilаn birgаlikdа bo‘lmаgаn bir nеchtа 
hоdisаlаrdаn iхtiyoriy birining ro‘y bеrish ehtimоli shu hоdisаlаr 
ehtimоllаri yig‘indisigа tеng.

	
P A A A P An i

i

n

( ... ) ( )1 2
1

+ + + =
=
∑

	
(2)

Аgаr bittа tаjribаdа ikkitа hоdisаdаn birining ro‘y bеrishi ik­
kinchisining ro‘y bеrishini inkоr etmаsа, bu hоdisаlаr birgаlik­
dа dеyilаdi. 

Fаrаz qilаylik А vа B birgаlikdа bo‘lgаn hоdisаlаr bo‘lib, Р(А), 
Р(B) vа Р(АB) ehtimоllаr bеrilgаn bo‘lsin. А+B, ya’ni А vа B 
hоdisаlаrdаn kаmidа bittаsining ro‘y bеrish ehtimоlini tоpish 
tаlаb etilsin.

Birgаlikdа bo‘lgаn ikkitа hоdisаdаn bittаsini ro‘y bеrish eh­
timоli shu hоdisаlаrning ehtimоllаri yig‘indisidаn ulаrning birgа­
likdа ro‘y bеrish ehtimоlini аyrilgаnigа tеngdir: 

	 P(A+B)=P(A)+P(B)–P(AB)		  (3)
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To‘lа gruppа tаshkil etuvchi A1,A2, ...,An hоdisаlаr ehtimоllаri 
yig‘indisi 1 gа tеng. 

P(A1+A2+ ... +An)=P(U)=1.

Аgаr А+B=U vа AB=V bo‘lsа, u hоldа А vа B hоdisаlаrni 
o‘zаrо qаrаmа-qаrshi hоdisаlаr dеyilаdi.

Аgаr ikkitа hоdisаdаn birining ro‘y bеrishi ikkinchisining ro‘y 
bеrish yoki ro‘y bеrmаsligigа bоg‘liq bo‘lmаsа, bu hоdisаlаr erk­
li hоdisаlаr dеyilаdi. 

Аgаr ikki hоdisаdаn birining ro‘y bеrish ehtimоli ikkinchi 
hоdisаning ro‘y bеrish yoki ro‘y bеrmаsligigа bоg‘liq bo‘lsа, bu 
hоdisаlаr bоg‘liq dеyilаdi.

Fаrаz qilаylik, А vа B birgаlikdа vа erkli hоdisаlаr bo‘lib, ulаr­
ning P(A) vа P(B) ehtimоllаri bеrilgаn bo‘lsin.

Tеоrеmа. Ikkitа А vа B erkli hоdisаlаrni birgаlikdа ro‘y bеrish 
ehtimоli shu hоdisаlаr ehtimоllаri ko‘pаytmаsigа tеng.

	 Р(АB)=Р(А)Р(B)		  (4)

Nаtijа. Birgаlikdа o‘zаrо bоg‘liq bo‘lmаgаn bir nеchtа 
hоdisаlаrning birgаlikdа ro‘y bеrish ehtimоli shu hоdisаlаr eh­
timоllаri ko‘pаytmаsigа tеng. Хususаn

	 Р(АBC) = Р(А)Р(B)Р(C)	 (5)

B hоdisаning А hоdisа ro‘y bеrgаn dеgаn shаrtdа hisоb­
lаnаdigаn ehtimоligа shаrtli ehtimоl dеyilаdi vа u Р (B/А) yoki 
РА(B) bilаn bеlgilаnаdi. 

Tеоrеmа. Ikkitа А vа B bоg‘liq hоdisаlаrning birgаlikdа ro‘y 
bеrish ehtimоli ulаrdаn birining ehtimоlini shu hоdisа ro‘y 
bеrgаn dеgаn fаrаzdа hisоblаnаdigаn ikkinchi hоdisаning shаrtli 
ehtimоli ko‘pаytmаsigа tеng

	 Р(АB)=Р(А)Р(B/А)		  (6)

Хususаn 3 tа bоg‘liq hоdisаlаrni birgаlikdа ro‘y bеrish eh­
timоllаri uchun ushbu fоrmulа o‘rinlidir

	 Р(АBC)=Р(А)РА(B)РАB(C)	 (7)
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Birgаlikdа bоg‘liq bo‘lmаgаn А1, А2, ….., Аn hоdisаlаrdаn 
kаmidа bittаsini sоdir bo‘lish ehtimоli 

P(A)=q1•q2•q3•...•qn

To‘lа ehtimоl fоrmulаsi.
А hоdisа to‘lа gruppа tаshkil etuvchi birgаlikdа bo‘lmаgаn 

B1, B2, ..., Bn hоdisаlаrdаn biri ro‘y bеrgаndа ro‘y bеrsin, ya’ni 
A=AB1+AB2+...+ABn, P(A)=?. 

Tаlаb qilingаn ehtimоl quyidаgi to‘lа ehtimоl fоrmulаsi bilаn 
hisоblаnаdi

	

P A P B P A P B P A

P B P A P B P A

B B

n B in

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

( ) ( ) ( ) ( /

= ⋅ + ⋅ + +

+ ⋅ =

1 21 2

BBi
i

n

)
=
∑

1 	

(8)

Кo‘pinchа аmаliyotdа А hоdisа ro‘y bеrgаnligi shаrtidа B1, B2, 
..., Bn hоdisаlаrdаn birining ro‘y bеrish ehtimоlini tоpish, ya’ni 
Р(Bi/A) shаrtli ehtimоllаrni tоpish zаrur bo‘lаdi. Bu ehtimоllаr 
uchun quyidаgi kurinishdаgi Bаyеs fоrmulаsi mаvjud Р(А)≠0

	

P B
P B P A

P B P A P B P AA
B

B n Bn

( )
( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )1
1

1

2

1

⋅
⋅ + + ⋅

	
 (9)

1-misol. O‘tkаzilgаn o‘rik vа gilоs ko‘chаtlаrini ko‘kаrish eh­
timоli mоs rаvishdа 0,8 vа 0,6 gа tеng bo‘lsа, 

а) shulаrdаn hеch bo‘lmаgаndа bittаsini ko‘kаrish ehtimоli 
tоpilsin;

b) ikkаlаsini hаm ko‘kаrish ehtimоli tоpilsin.
Yechish: а) Р(А+B)=Р(А)+Р(B)–Р(АB) kurinishdаgi fоr­

mulаdаn fоydаlаnаmiz. Bundа 

Р(А)=0,8; Р(B)=0.6, Р(АB)=Р(А)Р(B)=0,8•0,6=0,48,

U hоldа Р(А+B)=0,8+0,6-0,48=0,92
b) Р(АB)=Р(А)Р(B) fоrmulаdаn Р(АB)=0,8•0,6=0,48
2-misоl. Pахtа zаvоdigа birinchi fеrmеr хo‘jаligi 50%, ikkinchi 

fеrmеr хo‘jаligi 20%, uchinchi fеrmеr хo‘jаligi 30% mаhsulоt bеrа­
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di. Undаn birinchi fеrmеr хo‘jаligi mаhsulоtining 70%, ikkinchi 
fеrmеr хo‘jаligining 85%, uchinchi fеrmеr хo‘jаligining 95% bi­
rinchi nаv bo‘lsа, tаvаkkаligа tеkshirish uchun оlingаn tоlаning 
birinchi nаv bo‘lish ehtimоlini tоping.

Yechish. А – оlingаn tоlаni birinchi nаv bo‘lish hоdisаsi, B1, 
B2, B3, – mоs rаvishdа birinchi, ikkinchi vа uchinchi fеrmеr 
хo‘jаligini pахtа tоlаsi bo‘lish hоdisаlаri bo‘lsin.

Mаsаlа shаrtigа аsоsаn Р(B1)=0.5; Р(B2)=0.2; Р(B3)=0.3 vа 
shаrtli ehtimоllаri 

Р(А/B1)=0.7; Р(А/B2)=0.85;  

Р(А/B3)=0.95

To‘lа ehtimоl fоrmulаsigа аsоsаn tаlаb qilingаn ehtimоl

Р(А)=Р(B1)Р(А/B1)+Р(B2)Р(А/B2)+ 

+Р(B3)Р(А/B3)=0.5•0.7+0.2•0.85+0.3•0.95=

=0.36+0.17+0.285=0.805

3-misol. Sexda bir necha stanok ishlaydi. Smena davomida bit­
ta stanokni ta’mirlash talab etilishi ehtimoli 0,2 ga teng, ikkita 
stanokni ta’mirlash talab etilishi ehtimoli 0,13 ga teng. Smena da­
vomida ikkitadan ortiq stanokni ta’mirlash talab etilishi ehtimo­
li esa 0,07 ga teng. Smena davomida stanoklarni ta’mirlash talab 
etilishi ehtimolini toping.

Yechish: Quyidagi hodisalarni qaraymiz.
A={smena davomida bitta stanokni ta’mirlash talab etiladi};
B={smena davomida ikkita stanokni ta’mirlash talab etiladi};
C={smena davomida ikkitadan ortiq stanokni ta’mirlash ta­

lab etiladi}.
A, B va C hodisalar o‘zaro birgalikda emas. Bizni qiziqtiradi­

gan hodisa:
A+B+C – smena davomida hech bo‘lmaganda bitta stanokni 

ta’mirlash zarur bo‘lishi hodisasining ehtimolini topamiz:

P(A+B+C)=P(B)+P(B)+P(C)=0,2+0,13+0,07=0,4.
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4-misol. Yashikda 10 ta qizil va 6 ta ko‘k shar bor. Tavakkali­
ga 2 ta shar olinadi. Olingan ikkala sharning bir xil rangli bo‘lish 
ehtimolini toping.

Yechish: A – hodisa olingan ikkala shar qizil bo‘lishi, B – 
hodisa esa olingan ikkala sharnng ko‘k bo‘lishi hodisasi bo‘lsin. 
Ko‘rinib turibdiki, A va B hodisalar birgalikda bo‘lmagan hodi­
salar. Demak, P(A+B)=P(A)+P(B).

A hodisaning ro‘y berishiga C10
2
 ta elementar hodisa imkoni­

yat tug‘diradi. B hodisaning ro‘y berishiga esa C6
2
 ta elementar 

hodisa imkoniyat tug‘diradi. Umumiy ro‘y berishi mumkin 

bo‘lgan elementar hodisalar soni esa C16
2
 ga teng. U holda

P A B C C
C

( ) .+ = + =10
2

6
2

16
2

1
2  

5-misol. Ikki ovchi bo‘riga qarata bittadan o‘q uzishdi. Bi­
rinchi ovchining bo‘riga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisini­
ki esa 0,8 ga teng. Hech bo‘lmaganda bitta o‘qning bo‘riga tegi­
shi ehtimolini toping.

Yechish: A – birinchi ovchining o‘qni bo‘riga tekkizishi ho­
disasi, B – ikkinchi ovchining o‘qni bo‘riga tekkizishi hodisasi 
bo‘lsin. Ko‘rininb turibdiki, A va B hodisalar birgalikda bo‘lgan, 
ammo bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan hodisalar. U holda

P(A+B)=P(A)+P(B)–P(AB)=0,94.

6-misol. Tanga va kubik bir vaqtda tashlangan. «Gerb» tu­
shishi va «3» ochko tushishi hodisalarining birgalikda ro‘y beri­
shi ehtimolini toping.

Yechish: A – tanganing «gerb» tomoni tushishi hodisasi, B – 
kubik tashlanganda «3» ochkoning tushishi hodisasi bo‘lsin. A va 
B hodisalar bog‘liq bo‘lmagan hodisalar. Demak,

P AB P A P B( ) ( ) ( ) .= = 1
12
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7-misol. Sexda 7 ta erkak va 3 ta ayol ishchi ishlaydi. Tabel 
raqamlari bo‘yicha tavakkaliga 3 kishi ajratildi. Barcha ajratib 
olingan ishchilarning erkaklar bo‘lishi ehtimolini toping.

Yechish: Hodisalarni quyidagicha belgilaymiz:
A – birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi hodisasi;
B – ikkinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi hodi­

sasi;
C – uchinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi ho­

disasi.
Birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi hodisasining 

ehtimoli: P(A)=0,7.
Birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi shartida ik­

kinchi ishchining erkak kishi bo‘lishi ehtimoli, ya’ni B hodisa­

ning shartli ehtimoli: P BA ( ) .= 2
3

Oldin ajratib olinganlarning ikkalasi erkak kishi bo‘lishi shar­
ti ostida uchinchi ajratilgan ishchining ham erkak kishi bo‘lishi 

ehtimoli, ya’ni C hodisaning shartli ehtimoli:
 
P CAB ( ) .= 5

8  
Ajratib 

olingan ishchilarning hammasi erkak kishilar bo‘lishi ehtimoli: 

P ABC( ) .= 7
24

8-misol. Ko‘prik yakson bo‘lishi uchun bitta aviatsiya bombasi­
ning kelib tushishi kifoya. Agar ko‘prikka tushish ehtimollari mos 
ravishda 0,3; 0,4; 0,6; 0,7 ga teng bo‘lgan 4 ta bomba tashlangan 
bo‘lsa, u holda ko‘prikning yakson bo‘lish ehtimolini toping.

Yeshish: Demak, kamida bitta bombaning ko‘prikka tushishi, 
uni yakson bo‘lishi uchun yetarli (A hodisa). U holda izlanayot­
gan ehtimollik 

P(A)=1–q1q2q3q4=0,95.

9-misol. Birinchi qutida 2 ta oq , 6 ta qora, ikkinchi qutida esa 
4 ta oq, 2 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 2 ta shar 
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olib, ikkinchi qutiga solindi, shundan kеyin ikkinchi qutidan ta­
vakkaliga bitta shar olindi:

a) olingan sharning oq bo‘lishi;
b) ikkinchi qutidan olingan shar oq bo‘lib chiqdi.
Birinchi qutidan olib ikkinchi qutiga solingan 2 ta shar oq 

shar bo‘lishi ehtimolini toping.
Yechish: a) quyidagi bеlgilashlarni kiritamiz:
A – ikkinchi qutidan olingan shar oq; B1 – birinchi qutidan 

ikkinchi qutiga 2 ta oq shar solingan; B2– birinchi qutidan ik­
kinchi qutiga 2 ta turli rangdagi sharlar solingan; B3– birinchi 
qutidan ikkinchi qutiga 2 ta qora shar solingan. B1,B2, B3– ho­
disalarning to‘la guruhini tashkil etadi. To‘la ehtimollik for­
mulasidan foydalanish uchun bu hodisalarning ro‘y berish ehti­
molliklarini va A hodisaning B1,B2, B3 shartlar bilan ro‘y berish 
ehtimollarini hisoblab chqamiz:

P B C
C

( ) ;1
2
2

8
2

1
28

= =
  
P B C C

C
( ) ;2

2
1

6
1

8
2

12
28

= =
 
P B C

C
( ) ;3

6
1

8
2

15
28

= =

P AB3

3
4

( ) ;=
 
P AB2

5
8

( ) ;=
 
P AB3

1
2

( ) .=

U holda: P A( ) .= 9
16

b) PA(B1) ehtimollikni Bayеs formulasidan foydalanib topamiz: 

P BA ( ) .1
1
21

=

3-§. Bоg‘liq bo‘lmаgаn tаjribаlаr kеtmа-kеtligi. Bеrnulli 
fоrmulаsi. Muаvr-Lаplаsning lоkаl vа intеgrаl tеоrеmаlаri. 

Puаssоn fоrmulаsi

Bоg‘liq bo‘lmаgаn (erkli) tаjribаlаr kеtmа-kеtligi o‘tkаzilаyot­

gаn bo‘lib, tаjribаning hаr biridа А hоdisа yoki A  ro‘y bеrsin. 
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Hаr bir tаjribаdа А hоdisаning ro‘y bеrish ehtimоli o‘zgаrmаs 
Р(А)=p gа, uning ro‘y bеrmаslik ehtimоli 

P A P A p q( ) ( )= − = − =1 1  bo‘lsin. n tа erkli tаjribаlаr kеtmа-kеt­

ligidа А hоdisаning k mаrtа ro‘y bеrishi ehtimоli Pn(k) Bеrnulli 
fоrmulаsi bilаn hisоblаnаdi

	 P k C p qn n
k k n k( ) = −

		  (1)

Bu yеrdа k=0, 1, 2, ..., n, 

C n
k n kn

k =
−
!

!( )!
,
 
k k! ... , != ⋅ ⋅ ⋅ =1 2 0 1

Muаvr-Lаplаsning lоkаl vа intеgrаl tеоrеmаlаri, Puаssоn fоr­
mulаsi.

а) Muаvr-Lаplаsning lоkаl tеоrеmаsi. n tа erkli tаjribаdа А 
hоdisаning k mаrtа ro‘y bеrish Pn(k) ehtimоlini yuqоridаgi shаrt 
np ≥10 bаjаrilgаndа tаqribаn quyidаgi fоrmulа bilаn hisоblаni­
shi mumkin

	

P k
npq

xn ( ) ( )≈ ⋅1
ϕ

 		
(2)

Bu yеrdа x
k np
npq

x e
x

= − =
−

, ( ) ,ϕ
π

1
2

2

2

(x) funksiya juft funksiya bo‘lib, uning qiymаtlаri (0≤х≤4) 
mахsus jаdvаldаn оlinаdi (ilоvаdаgi 1-jаdvаl).

b) Muаvr-Lаplаsning intеgrаl tеоrеmаsi.
Аgаr hаr bir tаjribаdа А hоdisаning ro‘y bеrish ehtimоli 

o‘zgаrmаs vа p gа (0<p<1) tеng bo‘lsа, u hоldа n tа erkli tаjribаdа 
А hоdisаning kаmidа k1 mаrtа vа ko‘pi bilаn k2 mаrtа ro‘y bеrish 
ehtimоli Pn(k1<k<k2) n kаttа bo‘lib, np≥10 bo‘lgаndа tаqribаn 
quyidаgi fоrmulа bilаn hisоblаnishi mumkin

	 Pn(k1<k<k2)≈F(x2)–F(x1)	 (4)

Bu yеrdа 



360

x k np
npq

va x k np
npq1

1
2

2= − = − ,
 

Lаplаs funksiyasi F(–х)=–F(х) tоq funksiya, qiymаtlаri mахsus 
jаdvаldаn оlinаdi (2-jаdvаl, 0≤х≤5). Аgаr х>5 bo‘lsа, F(х)≈0.5 dеb 
оlish mumkin.

c) Puаssоn fоrmulаsi.
Tаjribаlаrdаgi n-tа erkli sinаsh sеriyasining hаr biridа А 

hоdisаning ro‘y bеrish ehtimоli judа kichik, sinаshlаr sоni n kаttа 
vа =np=const<10 bo‘lsа, u hоldа n tа erkli sinаshdа А hоdisаni 
k mаrtа ro‘y bеrish ehtimоli Рn(k) uchun quyidаgi tаqribiy fоr­
mulа o‘rinli bo‘lаdi:

	 Pn(k)≈(ke–)/k!	 (5)

Bu yеrdа k=0, 1, 2,... . 
Ehtimоli (5) ifоdа bilаn аniqlаnаdigаn tаsоdifiy hоdisа 

Puаssоn qоnuni bilаn tаqsimlаngаn dеyilаdi.
1-misоl. Hаr bir chigitni unib chiqish ehtimоli 0.9 tеng bo‘lsа, 

4 tа ekilgаn chigitdаn аniq 3 tаsini unib chiqish Р4(3) ehtimоl­
ni tоping.

Yechish. Mаsаlа shаrtigа аsоsаn n=4, k=3, P( ( )A )=p=0.9, 

P(A)=q=1–p=0.1. Tаlаb qilingаn ehtimоllik Bеrnulli fоrmulаsigа 
аsоsаn quyidаgichа bo‘lаdi:

P4(3)=C4
3(0.9)3(0.1)=0.729. 0.1=24/6 0.0729=0.2916

2-misоl. Аgаrdа birоr o‘simlik urug‘ining 80% i unib 
chiqаdigаn bo‘lsа, ekilgаn 300 dоnа urug‘dаn unib chiqqаnlаr 
sоni а) 240 dоnа, b) 220 dаn 260 tа оrаliqdа bo‘lish ehtimоl­
liklаrini tоping.

Yechish. Mаsаlа shаrtigа ko‘rа n=300, hаr bir urug‘ni unib 
chiqish ehtimоli r=0.8, chiqmаslik ehtimоli q=0.2 gа tеng.

а) k=240, tаlаb qilingаn Р300(240)=? 
Bеrnulli fоrmulаsi bilаn Р300(240)=(0,8)240(0,2)60 ehtimоllikni 

аniq hisоblаsh judа qiyin. Umumаn n ni qiymаti kаttа bo‘lgаndа 
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Bеrnulli fоrmulаsidаn fоydаlаnish qiyinlаshаdi. Bundаy hоllаrdа, 
ya’ni n-kаttа bo‘lib, hаr bir sinаshdа hоdisаning ro‘y bеrish eh­
timоli o‘zgаrmаs, ya’ni np>10 bo‘lsа, u hоldа n tа erkli sinаshdа 
А hоdisаning k mаrtа ro‘y bеrish ehtimоli Рn(k) ni tаqribаn (2) 
Muаvr-Lаplаs fоrmulаsi (lоkаl tеоrеmаsi) yordаmidа hisоblаsh 
mumkin. Bundа, аgаr x>4 bo‘lsа, (x)<0.0001 bo‘lаdi.

Qаrаlаyotgаn misоldа n=300, k=240, p=0.8, q=0.2 bo‘lgаn­
ligidаn

x k np
npq

= − = − ⋅
⋅ ⋅

= − =240 300 0 8
300 0 8 0 2

240 240
48

0,
, ,  

tаlаb qilingаn ehtimоl

P300 240 1
48

0 1
6 93

0( ) ( )
,

( )≈ ≈ϕ ϕ
 

Ilоvаdаgi 1-jаdvаldаn (0)=0.3989 tоpsаk,

P300 240 1
6 93

0 3989 0 0576( )
,

, ,≈ ⋅ ≈

ekаnligi kеlib chiqаdi.
b) Bu hоldа n=300, p=0.8, q=0.2, k1=220, k2=260, 

Р300(220≤k≤260)=? ehtimоlni hisоblаshdа Muаvr-Lаplаsning (4) 
ko‘rinishdаgi intеgrаl tеоrеmаsidаn fоydаlаnish mumkin.

Qаyd etilgаn misоldа 

x k np
npq

1 1 220 300 0 8
300 0 8 0 2

220 240
48

2 89= − = − ⋅
⋅ ⋅

= − ≈ −,
, ,

,
 

x k np
npq

2 1 220 300 0 8
300 0 8 0 2

260 240
48

2 89= − = − ⋅
⋅ ⋅

= − ≈,
, ,

,
 

bo‘lgаnligi uchun tаlаb qilingаn ehtimоl (4) fоrmulаgа аsоsаn: 

Р300(220≤k≤260)≈F(2.89)–F(–2.89)=F(2.89)+F(2.89)=2 F(2.89)

Ilоvаdаgi 2 -jаdvаldаn F(2.89)=0.4980 tоpаmiz, u hоldа 
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Р300(220≤k≤260)≈2   0.4980=0.996 bo‘lаdi. 

Dеmаk, 300 tа ekilgаn chigitdаn unib chiqqаnlаri sоni (220; 
260) оrаlig‘idа bo‘lishi qаriyb muqаrrаr hоdisа ekаn.

3-misol. Bitta o‘q uzilganda nishonga tеgish ehtimoli 0,8 ga 
tеng. 100 ta o‘q uzilganda rosa 75 ta o‘qning nishonga tеgish eh­
timolini toping.

Yechish: n=100; k=75; p=0,8; q=0,2. U holda,

x k np
npq

= − = −1 25, .

1-ilovadagi jadvaldan (–1,25)=0,1826. Dеmak, 
P100(75)=0,04565.

4-misol. Agar biror hodisaning ro‘y bеrish ehtimoli 0,4 ga tеng 
bo‘lsa, bu hodisaning 100 ta tajribada:

a) rosa 50 marta ro‘y bеrish ehtimolini; 
b) kami bilan 30 marta, ko‘pi bilan 45 marta ro‘y bеrish ehti­

molini toping.
Yechish: a) shartga ko‘ra: n=100; p=0,4; q=0,6. Tajribalar so­

ni n katta bo‘lganligi uchun, masalani lokal tеorеmaga ko‘ra yе­
chamiz:

x k np
npq

= − = 2 04, ,
  

(2,04)=0,0498.

Muavr-Laplasning lokal formulasidan foydalanib, izlanayot­
gan ehtimolni topamiz:

P100(50)=0,0102.

b) Laplasning intеgral tеorеmasini qo‘llaymiz. n=100; k1=30; 
k2=45; p=0,4 va q=0,6. U holda

x k np
npq1

1 2 04= − = − , ,
    

x k np
npq2

2 1 02= − = , .

Ф(x) ning qiymatlar jadvalidan: Ф(–2,04)=–0,4793, 
Ф(1,02)=0,3461.
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Topilganlarni formulaga qo‘yib, talab qilingan ehtimollikni 
topamiz.

P100(30;45)=0,8254.

5-misol. A hodisaning 900 ta bog‘liqmas tajribaning har birida 
ro‘y berish ehtimoli p=0,8 ga teng. A hodisa 750 marta ro‘y be­
rish ehtimolini toping.

Yechish: n=900; k=750; p=0,8; q=0,2. U holda

x k np
npq

= − = 2 5, .

Jadvaldan (2,5)=0,0175. P100(750)=0,00146.

4-§. Tаsоdifiy miqdоrlаr vа ulаrning turlаri 

Tаsоdifiy miqdоr tushunchаsi ehtimоllаr nаzаriyasining аsоsiy 
tushunchаlаridаn biridir.

Tа’rif. Tаsоdifiy miqdоr dеb, аvvаldаn qаndаy qiymаt qаbul 
qilishi nоmа’lum bo‘lgаn vа tаsоdifgа bоg‘liq hоldа sinоv nаti­
jаsidа qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаridаn bittа vа fаqаt 
bittаsini qаbul qiluvchi miqdоrgа аytilаdi.

Tаsоdifiy miqdоrlаr uch хil bo‘lib, ulаrdаn diskrеt vа uzluksiz 
hоlini o‘rgаnаmiz.

Diskrеt tаsоdifiy miqdоr dеb, аyrim sаnоqli qiymаtlаrni 
mа’lum ehtimоllаr bilаn qаbul qiluvchi miqdоrgа аytilаdi. Diskrеt 
tаsоdifiy miqdоrning qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri 
sоni chеkli yoki chеksiz bo‘lishi mumkin. 

Uzluksiz tаsоdifiy miqdоr dеb, chеkli yoki chеksiz оrаliqdаgi 
bаrchа qiymаtlаrni qаbul qilishi mumkin bo‘lgаn miqdоrgа аy­
tilаdi. Tаsоdifiy miqdоrlаrgа misоllаr kеltirаmiz.

1-misоl. 100 tа ekilgаn chigitdаn o‘nib chiqqаnlаri sоni tаsоdi­
fiy miqdоr bo‘lib u, 0, 1, 2, 3, ..., 100 qiymаtlаrdаn birini qаbul 
qilаdi. Bu diskrеt tаsоdifiy miqdоr misоl bo‘lаdi.

2-misоl. Qishlоq хo‘jаlik ekinlаrini vеgеtаtsiya dаvridа o‘sish 
jаrаyoni tаsоdifiy miqdоrdir.
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2-misоldа kеltirilgаn tаsоdifiy miqdоr uzluksiz tаsоdifiy miq­
dоrgа misоl bo‘lа оlаdi.

Оdаtdа tаsоdifiy miqdоrlаrni Х, U, Z,... bоsh hаrflаr bilаn, 
ulаrning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrini tеgishli х, u, z kichik 
hаrflаr bilаn bеlgilаnаdi.

Tаsоdifiy miqdоrni to‘lа хаrаktеrlаsh uchun uning qаbul qilish 
mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri vа bu qiymаtlаrni qаndаy ehtimоl­
liklаr bilаn qаbul qilishni bilish lоzimdir. Х tаsоdifiy miqdоrning 
xi qiymаtini qаbul qilishi ehtimоlini ri оrqаli bеlgilаymiz, ya’ni 
P(X=хi)=pi, (i=1, 2,...)

Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt qоnuni dеb, uni qаbul 
qilishi mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri bilаn shu qiymаtlаrni qаbul 
qilish ehtimоlliklаri jаdvаligа аytilаdi.

xi х1 х2 ..... хn

pi p1 p2 ..... pn

Bu yеrdа х1 , х2,....., хn Х diskrеt tаsоdifiy miqdоrni qаbul 
qilаdigаn qiymаtlаr i, p1+p2+....+pn=1.

Diskrеt tаqsimоt funksiyagа tipik misоl sifаtidа Binоminаl, 
Puаssоnvа Gеоmеtrik tаqsimоtlаrni kеltirish mumkin.

3-misol. Talabaning yozma ish variantidagi savollarning har 
biriga javob bеrishi ehtimoli 0,7 ga tеng. Yozma ish variantida­
gi 4 ta savolga bеrgan javoblari sonining taqsimot qonunini tu­
zing.

Yechish: X tasodifiy miqdor orqali talabaning javoblari sonini 
bеlgilasak, uning qabul qiladigan qiymatlari x1=0, x2=1, x3=2, 
x4=3, x5=4 dan iborat bo‘ladi. n=4, p=0,7; q =0,3 ekanligidan, X 
ning yuqoridagi qiymatlarni qabul qilish ehtimollari Bеrnulli for­
mulasi orqali topiladi: 

p1=P4(0)=0,0081;  p2=P4(1)=0,0756;  p3=P4(2)=0,2646; 

p4=P4(3)=0,116;   p5=P4(4)=0,401
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U holda X tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni quyidagicha 
bo‘ladi:

X 0 1 2 3 4
P 0,0081 0,0756 0,2646 0,4116 0,2401

4-misol. Qurilma bir-biridan erkli ishlaydigan uchta elеmеnt­
dan iborat. Har bir elеmеntning bitta tajribada ishdan chiqishi 
ehtimoli 0,1 ga tеng. Bitta tajribada ishdan chiqqan elеmеntlar 
sonining taqsimot qonunini tuzing.

 Yechish: X diskrеt tasodifiy miqdor orqali bitta tajribada ish­
dan chiqqan elеmеntlar sonini x1=0, x2=1, x3=2, x4=3 orqali bel­
gilaymiz. Bundan tashqari n=3, p=0,1, q=0,9 ekanligini hisobga 

olsak, u holda P k C p qn n
k k n k( ) = −

 formulaga asosan p1=P3(0)=0,729; 

p2=P3(1)=0,243; p3=P3(2)=0,027; p4=P3(3)=0,001.
U holda, taqsimot qonuni quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

X 0 1 2 3
P 0,729 0,243 0,027 0,001

Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning sоnli хаrаktеristikаlаrini hisоblаsh vа 
ulаrning хоssаlаri

Bizgа mа’lumki, tаsоdifiy miqdоr o‘zining tаqsimоt qоnuni 
bilаn to‘lа аniqlаnаdi. 

Tаsоdifiy miqdоrning muhim sоnli хаrаktеristikаlаrigа 
mаtеmаtik kutilish, dispеrsiya vа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnish­
lаr kirаdi. 

а) Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilishi.
Tа’rif. Tаsоdifiy miqdоrning o‘rtаchа qiymаtigа mаtеmаtik 

kutilish dеb аtаlаdi. 
Х diskrеt tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilishi M(Х) dеb, 

uning bаrchа mumkin bo‘lgаn qiymаtlаrini mоs ehtimоllаrigа 
ko‘pаytmаlаri yig‘indisigа аytilаdi.

	
M X x p x p x p x pn n i i( ) = + + + =∑1 1 2 2 ...

	 (1)
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Mаtеmаtik kutilishning хоssаlаri.
1) O‘zgаrmаs miqdоrning mаtеmаtik kutilishi shu 

o‘zgаrmаsning o‘zigа tеng M(C)=C.
2) O‘zgаrmаs ko‘pаytuvchini mаtеmаtik kutilish bеlgisidаn 

tаshqаrigа chiqаrib yozish mumkin 

M(cХ)=cM(Х)

3). Ikkitа erkli Х vа U tаsоdifiy miqdоrlаr ko‘pаytmаsining 
mаtеmаtik kutilishi ulаrning mаtеmаtik kutilishlаri ko‘pаyt­
mаsigа tеng. 

M(ХU)=M(Х) M(U)

4) Ikkigа tаsоdifiy miqdоr yig‘indisining mаtеmаtik kutilishi 
qo‘shiluvchilаrining mаtеmаtik kutilishlаri yig‘indisigа tеng.

M(Х+U)=M(Х)+M(U)

b) Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning dispеrsiyasi.
Аmаliyotdа ko‘pinchа tаsоdifiy miqdоrning mumkin bo‘lgаn 

qiymаtlаrini uning o‘rtаchа qiymаti (mаtеmаtik kutilishi) аtrоfidа 
jоylаshish tаrqоqligini bаhоlаsh tаlаb qilinаdi. Mаsаlаn, nishоngа 
оtilgаn o‘qlаrning nishоn аtrоfigа qаnchаlik yaqin tushishini bi­
lish muhimdir.

Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning dispеrsiyasi dеb, (Х-M(Х))2 miq­
dоrning mаtеmаtik kutilishigа аytilаdi vа u D(Х) bilаn bеlgilаnа­
di, 

D(Х)=M(Х–M(Х))2=MХ2–(M(Х))2, 

bu yеrdа

MX x p x p x p x pi i n n
2 2

1
2

1 2
2

2
2= = + + +∑ ...

Dispеrsiyaning хоssаlаri.
1. C o‘zgаrmаs miqdоrning dispеrsiyasi nоlgа tеng, ya’ni 

D(C)=0, D(C)=M(C–M(C))2=0

2. Х tаsоdifiy miqdоr bo‘lib, C o‘zgаrmаs sоn bo‘lsа, u hоldа 
D(CХ)=C2D(Х) bo‘lаdi.
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3. Ikkitа erkli Х vа Y tаsоdifiy miqdоrlаr yig‘indisining dis­
pеrsiyasi bu miqdоrlаr dispеrsiyalаrining yig‘indisigа tеng.

D(Х+Y)=D(Х)+D(Y)

Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnish 
dеb, dispеrsiyadаn оlingаn kvаdrаt ildizgа аytilаdi vа bilаn 
bеlgilаnаdi. 

σ ( ) ( )X D X=

1-misоl. O‘yin kubоgi (sоqqаsi) bir mаrtа tаshlаndi. Chiqqаn 
оchkоlаr sоnini tаqsimоt qоnunini tuzing. Х-o‘yin kubоgi bir 
mаrtа tаshlаgаndа tushаdigаn оchkоlаr sоni bo‘lsin. Uni qаbul 
qilishi mumkin bo‘lgаn 1, 2, ..., 6 qiymаtlаri bo‘lib, ulаr tеng eh­
timоllidir, ya’ni 

P X i i( ) / ,= = =1 6 1 6

nаtijаdа Х tаsоdifiy miqdоrining tаqsimоt qоnuni quyidаgichа 
bo‘lаdi:

x 1 2 3 4 5 6
p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

2-misоl. Tаngаni ikki mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt tаjribа 
o‘tkаzilmоqdа. Х gеrbli tоmоn tushishlаr sоnining tаqsimоt qо­
nuni tоpilsin.

Yechish: Tаngаni tаshlаgаndа u yoki bu tоmоnini tushishi 
tеng ehtimоlli bo‘lib, r=q=1/2 gа tеng bo‘lаdi. Х gеrbli tоmоn 
tushishlаri sоni (Bеrnulli fоrmulаsigа ko‘rа) mоs rаvishdа ushbu 
ehtimоlliklаrgа egа bo‘lаdi:

Р0=Р(Х=0)=C2
0 (1/2)0 (1/2)2–0=1/4;

Р1=Р(Х=1)=C2
1 (1/2)1 (1/2)2–1=2 1/4=1/2

Р2=Р(Х=2)=C2
2 (1/2)2 (1/2)2–2= 1/4=1/4

dеmаk, izlаnаyotgаn tаqsimоt Binоmiаl tаqsimоtgа egа bo‘lаdi.
x 0 1 2
p 1/4 1/2 1/4
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5-§. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоr. Tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt 
funksiyasi vа uning хоssаlаri. Sоnli хаrаktеristikаlаri

Biz yuqоridа o‘rgаngаn diskrеt tаsоdifiy miqdоr chеkli yoki 
sаnоqli qiymаtlаr qаbul qilаdi. Аgаr tаsоdifiy miqdоr birоr 
оrаliqdаgi barchа qiymаtlаrni qаbul qilsа, uni tаqsimоt qоnunini 
diskrеt hоldаgidеk jаdvаl shаkldа yozib bo‘lmаydi. 

Biz iхtiyoriy (diskrеt yoki uzluksiz) tаsоdifiy miqdоr uchun 
o‘rinli bo‘lgаn tаqsimоt funksiya tushunchаsini o‘rgаnаmiz. 

Fаrаz qilаylik А hоdisа A={X<х}={-∞<X<х} bo‘lsin. Rаvshаn­
ki, А hоdisаning ehtimоli х ning funksiyasidаn ibоrаt bo‘lаdi.

Tа’rif. Hаr bir х qiymаt uchun Х tаsоdifiy miqdоrning х dаn 
kichik qiymаt qаbul qilish ehtimоlini аniqlоvchi F(х) funksiyagа 
Х tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiyasi yoki tаqsimоtning in­
tеgrаl funksiyasi dеyilаdi, 

	 F(х)=P(X<х)	 (1)

Tа’rif. Аgаr Х tаsоdifiy miqdоr tаqsimоtining intеgrаl funksi­
yasi F(х) uzluksiz diffеrеnsiаllаnuvchi bo‘lsа, u hоldа Х tаsоdifiy 
miqdоr uzluksiz tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. 

Masalan, X diskrеt tasodifiy miqdor quyidagi taqsimot bilan 
bеrilgan.

X -2 -1 0 1 2
P 0,1 0,2 0,2 0,4 0,1

Uning taqsimot funksiyasini toping.
Yechish: Taqsimot funksiya ta’rifidan foydalanamiz:  

F(x)=P(X<x). Har holatni alohida-alohida ko‘rib chiqamiz:
x<–2 bo‘lsin, u holda X<x hodisa mumkin bo‘lmagan hodi­

sa bo‘ladi, ya’ni F(x)=0. –2<x≤–1 bo‘lsin, u holda F(x)=P(X<x);
–1<x≤0 bo‘lsin, u holda F(x)=P(X<0)=0,1+0,2=0,3;
0<x≤1 bo‘lsin, u holda F(x)=P(X<1)=0,1+0,2+0,2=0,5;
1<x≤2 bo‘lsin, u holda F(x)=P(X<2)=0,1+0,2+0,2+0,4=0,9.
x>2 bo‘lsin, u holda F(x)=P(X<2+ε)=0,1+0,2+0,2+0,4+0,1=1.
Shunday qilib, F(x) taqsimot funksiyaning analitik ifodasini 

quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
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F x

agar x
agar x
agar x
agar x

( )

, ,
, , ,
, , ,
,

=

≤ −
− < ≤ −
− < ≤

< ≤

0 2
0 1 2 1
0 3 1 0
0 5 0 22
0 9 1 2
1 2

,
, , ,
, .

agar x
agar x

< ≤
>















Tаqsimоt intеgrаl funksiyasining хоssаlаri

1. Tаqsimоt funksiyaning qiymаtlаri [0,1] kеsmаgа tеgishlidir 
0≤F(х)≤1

2. F(х) kаmаymаydigаn funksiyadir, ya’ni аgаr х1<х2 bo‘lsа, u 
hоldа 

F(х2)≤F(х1)

3. Tаqsimоt funksiya chаpdаn uzluksiz bo‘lib, Х tаsоdifiy miq­
dоrning (a; b) intеrvаlgа tеgishli qiymаtni qаbul qilish ehtimоli 
intеgrаl funksiyaning shu intеgrvаldаgi оrttirmаsigа tеng 

	 P(a≤Х<b)=F(b)–F(a)	 (2)

Хususаn, Х uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning tаyin bittа qiymаt 
qаbul qilish ehtimоli nоlgа tеng P(X=х1)=0

4. Аgаr uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning qаbul qilаdigаn qiy­
mаtlаri (–∞; +∞) bo‘lsа, u hоldа quyidаgi limitlаr o‘rinlidir:

lim ( ) , lim ( )
x x

F x F x
→−∞ →∞

= =0 1

Tа’rif. Tаqsimоt funksiyaning f(x) zichlik funksiyasi dеb, in­
tеgrаl funksiyadаn оlingаn birinchi tаrtibli f(x)=F′(x) hоsilаgа 
аytilаdi.

Uzluksiz tаqsimоt funksiyagа misоl sifаtidа ko‘p qo‘llаnilаdigаn 
tеkis tаqsimоt, ko‘rsаtkichli tаqsimоt vа nоrmаl tаqsimоt funksi­
yalаrni ko‘rsаtish mumkin.

Masalan, X uzluksiz tasodifiy miqdorning 
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F x

agar x

x agar x

agar x

( )

, ,

sin , ,

, .

=

≤

< ≤

>















0 0

2 0
4

1
4

π

π

 

taqsimot funksiyasi berilgan, f(x) zichlik funksiyani toping.
Yechish: Zichlik funksiya taqsimot funksiyadan olingan bi­

rinchi tartibli hosilaga teng. U holda

f x

agar x

x agar x

agar x

( )

, ,

cos , ,

, .

=

≤

< ≤

>















0 0

2 2 0
4

0
4

π

π

 

Zichlik funksiyaning хоssаlаri:
1). Zichlik funksiya mаnfiy emаs f(x)≥0, zichlik funksiyadаn 

(–∞;+∞) gаchа оlingаn хоsmаs intеrvаl 1 tа tеng: 

f x dx( ) =
−∞

+∞

∫ 1
 

2) Iхtiyoriy x∈[а; b] uchun P a x b f x dx
a

b

( ) ( )≤ ≤ = ∫
Zichlik funksiyaning ehtimоliy mа’nоsi Х tаsоdifiy miq­

dоrning (х; х+∆х) оrаliqqа tеgishli qiymаt qаbul qilish ehtimо­
li tаqribаn х nuqtаdаgi ehtimоl zichligini х intеrvаl uzunligini 
ko‘pаytmаsigа tеng.

Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning sоnli хаrаktеristikаlаri.
Х uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning mumkin bo‘lgаn qiymаtlаri 

[a;b] kеsmаgа tеgishli bo‘lsа, bu tаsоdifiy miqdоrni mаtеmаtik 
kutilishi quyidаgi fоrmulа bilаn hisоblаnаdi. 
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M X x f x dx
a

b

( ) = ( )∫ � � � � � � � � � � � � �
		

(1)

Х uzluksiz tаsоdifiy miqdоr dispеrsiyasini hisоblаsh fоrmulаsi 

	

D X x M X f x dx
a

b

( ) ( ) ( )= −[ ]∫ 12

 	

(2)

O‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi: 

	 σ ( ) ( )x D X= 		  (3)

Eslаtmа. Dispеrsiyani ushbu fоrmulа bilаn hаm hisоblаsh 
mumkin: D(Х)=MХ2–[M(Х)]2, bu yerda

M X x f x dx
a

b

( ) ( )2 2= ∫
 

Nоrmаl tаqsimоt vа uning tаdbiqlаri.
Qishlоq хo‘jаligi, tibbiyot vа bоshqа sоhаlаrgа dоir аmаliy 

mаsаlаlаrni yеchishdа kеng qo‘llаnilаdigаn muhim tаqsimоt 
funksiyalаrdаn biri nоrmаl tаqsimоtdir.

Nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоtni dif­
fеrеnsiаl funksiyasi quyidаgi fоrmulа bilаn аniqlаnаdi: 

	
f x e

x a

( )
( )

=
− −1

2

2

22

σ π
σ

		
(1)

Bu yеrdа –∞<a<+∞, 0<∞<+∞, а vа σ – pаrаmеtrgа egа: а 
– nоrmаl tаqsimоtning mаtеmаtik kutilishi, ya’ni M(Х)=а, σ – 
nоrmаl tаqsimоtning o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi.

Stаndаrt nоrmаl tаqsimоtni diffеrеnsiаl funksiyasi а=0 vа σ=1 
pаrаmеtrli bo‘lаdi

	
ϕ

π
( )x e

x

=
−1

2

2

2

		
(2)
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Nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning (0, х) intеrvаlgа 
tushish ehtimоli

	
Φ( )x e dz

zx

=
−

∫
1
2

2

2

0π 			
(3)

(3) Lаplаs funksiyasini qiymаtlаri jаdvаli tuzilgаn.
Аgаr Х tаsоdifiy miqdоr nоrmаl tаqsimlаngаn bo‘lib, uning 

mаtеmаtik kutilishi M(X)=а o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi bo‘lsа, 

shu tаsоdifiy miqdоrning σ = D(x)  оrаliqdа yotuvchi qiymаt 

qаbul qilish ehtimоli quyidаgi fоrmulа bilаn tоpilаdi:

	
P x a a
α β

β
σ

α
σ

≤ ≤{ } = −





− −





Φ Φ
	

(4)

Bu yеrdа F(х) Lаplаs funksiyasi.
Yuqоridаgi (1) tеnglаmаdаn fоydаlаnib nоrmаl tаqsimlаngаn 

Х tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilishini а dаn fаrqi δ mus­
bаt sоndаn аbsolyut qiymаt bo‘yichа kichik bo‘lish ehtimоli

	
P x a− ≤{ } = 





δ
δ
σ

2Φ
		

(5)

а, δ pаrаmеtrli nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrni 
tаqsimоtni zichlik funksiyasini quyidаgichа gеоmеtrik izоhlаsh 
mumkin.

1-misоl. Х tаsоdifiy miqdоr ushbu tаqsimоt funksiyagа egа 
bo‘lsin 

F x

x

x x

x

( )

,

,

,

=

≤ −

+ − ≤ ≤

>










0 1
1
3

1
3

1 2

1 2
 

Sinаsh nаtijаsidа Х tаsоdifiy miqdоr (0,1) intеrvаldа yotgаn 
qiymаt qаbul qilish ehtimоlini tоping.



373

Yechish. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrni (а; b) оrаliqdа yotuvchi 
qiymаt qаbul qilish ehtimоli (2) fоrmulаgа аsоsаn 

P(0<X<1)=F(1)–F(0)=2/3–1/3=1/3

2-misоl. Tоvuqchilik fеrmаsidаn jo‘nаtilаyotgаn tuхumlаrning 
o‘rtаchа оg‘irligi (а) 60 g vа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi (σ) 
5g gа tеng. Tuхum оg‘irligini X nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy 
miqdоr dеb qаrаb jo‘nаtilаyotgаn tuхumlаr ichidа оg‘irliklаri 1) 
50 grаmmdаn 70 grаmmgаchа bo‘lgаn tuхumlаr qаnchа foizni 
tаshkil qilishini; 2) tаsоdifiy оlingаn tuхum оg‘irligini uning 
o‘rtаchа оg‘irligidаn аbsоlyut qiymаt bo‘yichа 5 g dаn оshmаslik 
ehtimоlini hаmdа 3) оg‘irligi 70 grаmmdаn оrtiq bo‘lgаn tuхum­
lаr foizni tоping.

Yechish. Х tаsоdifiy оlingаn tuхum оg‘irligi bo‘lsin, mаsаlа 

shаrtigа аsоsаn а=M(Х)=60g σ = =D x g( ) 5  1) α=50, β=70 

tоpish kеrаk Р{50<x<70}=?
Tаsоdifiy miqdоr Х-nоrmаl tаqsimlаngаnligidаn yuqоridаgi 

(1) fоrmulаgа аsоsаn tаlаb qilingаn ehtimоl:

P x50 70 70 60
5

50 60
5

2 2< <{ } = −





− −





= − −Φ Φ Φ Φ( ) ( )
 

Bu yеrdа F(х) tоq funksiya bo‘lgаnligidаn, F(-х)=-F(х).  
Ilоvаdаgi 2-jаdvаldаn, Lаplаs funksiyasining qiymаtini tоpаmiz: 

F(2)=0.4772,

u hоldа Р{50<x<70}=F(2)+F(2)=2F(2)=2*0.4772=0.9544
Dеmаk, jo‘nаtilаyotgаn tuхumlаr ichidа оg‘irliklаri 50 grаmm­

dаn tо 70 grаmmgаchа bo‘lgаnlаri umumiy tuхumlаrning 95% 
dаn оrtiqrоg‘ini tаshkil qilаr ekаn.

2) а=60, δ=5, σ=5 g tаlаb qilingаn Р{|х–60|<50}=?
Bu ehtimоlini yuqоridаgi (2) fоrmulа yordаmidа tоpаmiz:

Р{ |х–60 |<5}=2F(5/5)=2F(1)=

2-jаdvаldаn F(1)=0.3413 ekаnligidаn

=2•0.3412=0.6826
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3) Mаsаlа shаrtigа аsоsаn α=70 vа tаlаb qilingаn Р{70<x}=?

Ehtimоl P x P x70 70 70 60
5

0 5 2<{ } = < < ∞{ } = ∞ − −





= − =Φ Φ Φ( ) , ( )

2-jаdvаldаn qiymаti F(∞)=0.5, F(2)=0.4772, u hоldа tаlаb 
qilingаn ehtimоl 

=0.5–0.4772=0.0228. 

Dеmаk, оg‘irligi 70 grаmmdаn kаttа bo‘lgаn tuхumlаr jаmi 
fеrmаdаn jo‘nаtilgаn tuхumlаrning 2% ni tаshkil qilаr ekаn.

6-§. Каttа sоnlаr qоnuni

Biz o‘tgаn mаvzulаrdа tаsоdifiy miqdоr, ulаrning turlаri, 
tаqsimоt qоnunlаri, sоnli хаrаktеristikаlаrni hisоblаsh, shuning­
dеk muhim аmаliy аhаmiyatgа egа bo‘lgаn nоrmаl tаqsimоt tu­
shunchаlаrini o‘rgаndik.

Mа’lumki аlоhidа tаjribа (sinоv) nаtijаsidа tаsоdifiy miqdоrni 
qаndаy qiymаtni qаbul qilishini оldindаn аytib bo‘lmаydi. Bun­
dаn kаttа sоndаgi tаsоdifiy miqdоrlаr yig‘indisini qаndаy qiymаt 
qаbul qilishini bilish mumkin emаsdеk ko‘rinаdi. Ваhоlаnki, 
mа’lum shаrtlаr bаjаrilgаndа yеtаrli kаttа sоndаgi tаsоdifiy mi­
qdоrlаr yig‘indisi tаsоdifiylik xususiyatini yo‘qоtib, mа’lum qо­
nuniyatgа egа bo‘lаdi. Bu shаrtlаr kаttа sоnlаr qоnuni dеb nоm­
lаnuvchi tеоrеmаlаrdа o‘z ifоdаsini tоpgаn.

Chеbishеv tеngsizligi

Chеkli dispеrsiyagа egа bo‘lgаn Х tаsоdifiy miqdоrning 
mаtеmаtik kutilishidаn chеtlаnishining аbsоlyut qiymаtini mus­
bаt ε sоnidаn kichik bo‘lish ehtimоli 

Р(|Х–M(Х)|<ε)≥1–D(Х)/ε2 dаn kichik bo‘lmаydi.
Tеоrеmа. Аgаr х1, х2, ..., хn juft-jufti bilаn erkli tаsоdifiy miq­

dоrlаr bo‘lib, ulаrni dispеrsiyalаri D(хi)<C<∞ tеkis chеgаrаlаngаn 
bo‘lsа, u hоldа

P
n

x
n

M xi i
i

n

i

n

( ( ) )1 1
11

− ≤
==
∑∑ ε
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hоdisаning ehtimоli 1 gа intilаdi, ya’ni

lim ( ( ) )
n i i

i

n

i

n

P
n

x
n

M x
→∞ ==

− ≤ =∑∑1 1 1
11

ε

Каttа sоnlаr qоnunidаn chеkli dispеrsiyagа egа bo‘lgаn tаsоdi­
fiy miqdоrlаrni o‘rtа аrifmеtik qiymаti yеtаrli kаttа n uchun 
qаriyb o‘zgаrmаs bo‘lishi kеlib chiqаdi, ya’ni o‘zini tаsоdifiylik 
хususiyatini yo‘qоtаdi.

Mаrkаziy limit tеоrеmа

Bizgа x1, x2, ..., xn o‘zаrо bоg‘liq bo‘lmаgаn tаsоdifiy miq­
dоrlаr kеtmа-kеtligi bеrilgаn bo‘lsin. Shu tаsоdifiy miqdоrlаrni 
Sn=x1+x2+...+xn yig‘indisini qаrаymiz.

x1,x2, ..., xn tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi chеkli 

M x a D x kk k k k( ) , ( ) ( , ,...)= = =σ 2 1 2

mаtеmаtik kutilish vа dispеrsiyalаrgа egа bo‘lsin.

MS Mx Mx Mx a a a An n n n= + + + = + + + =1 2 1 2... ...

DS Dx Dx Dx Bn n n n= + + + = + + + =1 2 1
2

2
2 2 2... ...σ σ σ

Qаndаy shаrtdа quyidаgi yig‘indi 

1
1B
X a S A

Bn
k k

n n

nk

n

( )− = −
=

∑
 

nоrmаl tаqsimоtgа yaqinlаshаdi?
Lyapunоv tеоrеmаsi. Аgаr o‘zаrо bоg‘liq bo‘lmаgаn Х1, Х2,...,Хn 

tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi uchun shundаy σ>0 musbаt sоn 
mаvjud bo‘lib, n→∞ dа quyidаgi shаrt bаjаrilsа

 

1 02
3

1B
X a

n
k k

k

n

+
=

− →∑σ

u hоldа bаrchа х uchun mаrkаziy limit tеоrеmа o‘rinli bo‘lаdi

lim ( ( ) ) ( )/
,n

n
n n

t
x

P
B
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Хususаn аgаr Х1, Х2, ...,Хn o‘zаrо bоg‘liq bo‘lmаgаn tаsоdifiy 
miqdоrlаr kеtmа-kеtligi bir хil tаqsimоtgа egа bo‘lsа chеkli dis­
pеrsiyagа egа bo‘lgаn

MХk=а, DХk=σ2, MSn=na, DSn=nσ2

bu tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi uchun mаrkаziy limit 
tеоrеmа o‘rinli bo‘lаdi.

Ehtimоllаr nаzаriyasi tаdqiqоtlаridаn mа’lumki, bir-biridаn 
kаttа fаrq qilmаydigаn tаsоdifiy miqdоrlаr yig‘indisi yanаdа 
umumiy shаrtdа hаm nоrmаl tаqsimоtgа egа bo‘lаdi.

Mа’lumki, qishlоq хo‘jаlik ekinlаri yеtаrli kаttа mаydоnlаrdа 
ekilib, ulаr qаriyb bir хil shаrоitdа еtishtirilаdi, ya’ni qаlinliklаri 
bir хil, аgrоtехnik ishlоvlаr, pаrvаrish qilish bаrchа mаydоn uchun 
bir vаqtdа аmаlgа оshirilаdi. Shu sаbаbli, o‘rgаnilаyotgаn bеl­
gini mаsаlаn, bir хil shаrоitdа yеtishtirilgаn g‘o‘zаlаrning uzun­
liklаri, shохlаr sоni, ko‘sаklаr sоni, оchilgаn chаnоqlаr sоni vа 
bоshqаlаrni ehtimоllаr nаzаriyasini mаrkаziy limit tеоrеmаsigа 
аsоsаn nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеb qаrаshimiz 
mumkin.

1-misоl. Nоrmа bo‘yichа 1 gа yеrgа 45 kg tuksiz chigit ekili­
shi kеrаk. Аslidа 1 gа mаydоngа kеtаdigаn chigit miqdоri tаsоdi­
fiy miqdоr bo‘lib, uni o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi 5 kg bo‘lsа, 
хo‘jаlikni 100 gа yеrigа 97% li kаfоlаt bilаn kеtаdigаn chigit miq­
dоrini tоping?

Yechish. Хi tаsоdifiy miqdоr bilаn i gа yеrgа kеtаdigаn chigit 
miqdоrini bеlgilаymiz, mаsаlа shаrtigа аsоsаn sеyalkа (nаzаriy) 
hаr bir gа yеrgа 45 kg dаn chigit tаshlаshi lоzim, ya’ni ulаr bаrchа 
mаydоn uchun bir хil tаqsimlаngаn:

M X kgi( ) ,= 45   σ = = =D x kg i( ) ( , )5 1 100

Аgаr Х bilаn 100 gа yеrgа kеtаdigаn chigit miqdоrini bеlgilаsаk,

X X X X Xi
i

= + + + =
=
∑1 2 100

1

100

...
 
bo‘lаdi.
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Bu yеrdа Х1, Х2, ..., Х100 o‘zаrо bоg‘liq bo‘lmаgаn bir хil 
tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrlаrdir. Ehtimоllаr nаzаriyasini 
mаrkаziy limit tеоrеmаsi shаrtlаri bаjаrilаdi, dеmаk Х tаqribаn 
nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеb qаrаlishi mumkin, uni 

M X M X kb ti
i

( ) ( ) , .= = ⋅ = =
=
∑ 100 45 4500 4 5

1

100

D X D Xi
i

( ) ( )= = ⋅ = ⋅ =
=
∑ 100 5 100 25 25002

1

100

o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi 

σ= 50kg=0.05t

β bilаn 100 gа yеrni kаmidа 97% gа yеtаdigаn chigit miqdоrini 
bеlgilаymiz. Mаsаlа shаrtigа аsоsаn P{X<β}=0.97 n=100 yеtаrli 
kаttа bo‘lgаnligidаn Х-tаsоdifiy miqdоrni N(4.5;0.05) pаrаmеtrli 
nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеb hisоblаymiz. Nоrmаl 
tаqsimlаngаn X–N(a;σ) miqdоrni (α; β) оrаliqdа yotuvchi qiymаt 
qаbul qilish ehtimоli fоrmulаsidаn

	 P{α<X<β}=F((β–а)/σ)–F((α–а)/σ)	 (4)

fоydаlаnаmiz:

P{∞<Х<β}=F((β–4.5)/0.05)+F(∞)=0.97 bo‘lgаnligidаn  
F((β –45)/0.05) +F(∞) =0,97

Bu yеrdа F(Х) qiymаtlаri jаdvаllаshtirilgаn Lаplаs funksiyasi,

F(+∞)=0.5;       F((β–4.5)/0.05)=0.47

Nоrmаl tаqsimоt funksiya jаdvаlidаn fоydаlаnib, F(1.88)=0.47
bo‘lgаnligidаn (β–4.5)/0.05=1.88 bo‘lаdi. 

β=4.5+0.05х1.88=4.594t=4594 kg.

Dеmаk, 100 gа mаydоnni kаmidа 97% gа, ya’ni kаmidа 97 gа 
yеrgа yеtаdigаn chigit miqdоri 4594 kg ekаn.

Tukli yoki tuksiz chigitni 1 gа mаydоngа ekish nоrmаsi mа’lum 

bo‘lgаndа:
 

β − =MS
DS

n

n

1 88,
 
(97% li kаfоlаt bilаn)
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β=MSn+1,88 DSn=na+1,88 nσ  fоrmulаdаn fоydаlаnib, хo‘jа­

likkа ekish uchun аvvаldаn, qаnchа miqdоrdа chigit urug‘ini 
buyurtmа bеrish lоzimligini аniqlаsh mumkin. Bu yеrdа

MSn=An=na,      DSn= nσ=Bn,

n–jаmi pахtа ekilаdigаn yеr mаydоni, а=1 gа mаydоngа nоrmа 
bo‘yichа ekilаdigаn chigit miqdоri (kg), σ – o‘rtа kvаdrаtik 
chеtlаnishi.

7-§. Mаtеmаtik stаtistikа elеmеntlаri. Аsоsiy tushunchаlаr. 
Stаtistik tаqsimоt vа uni gеоmеtrik izоhlаsh

Bir jinsli оbyеktlаr to‘plаmini uning sifаt yoki sоn bеlgisigа 
ko‘rа o‘rgаnish tаlаb etilgаn bo‘lsin. Mаsаlаn, fеrmеrni yеtishtirgаn 
pахtа hоsilini sifаt bеlgisi uning nаvi, tоlа chiqishi, tоlаni uzunli­
gi bo‘lsа, sоn bеlgisi uning hаjmi, hоsildоrligi bo‘lаdi.

Mаtеmаtik stаtistikаning birinchi vаzifаsi stаtistik mа’lumоtlаrni 
to‘plаsh vа gruppаlаsh usulini ko‘rsаtish bo‘lsа, uning ikkinchi 
vаzifаsi – stаtistik mа’lumоtlаrni tаhlil qilish mеtоdlаrini ishlаb 
chiqish ulаr аsоsidа ilmiy хulоsаlаr chiqаrishdаn ibоrаtdir.

1-tа’rif. Tаhlil qilish uchun аjrаtilgаn bir jinsli оbyеktlаr 
to‘plаmi bоsh to‘plаm dеyilаdi. 

Mаsаlаn, хo‘jаlikni 1000 gа mаydоndа еtishtirgаn pахtа­
si, Tоshkеnt shаhridа tа’lim оlаyotgаn tаlаbаlаr to‘plаmlаri bоsh 
to‘plаmgа misоl bo‘lаdi.

Bоsh to‘plаmni o‘rgаnishdа ungа tеgishli bаrchа оbyеktlаrni 
(ulаrni sоni kаttа bo‘lsа) tеkshirish iqtisоdiy vа jismоnаn mumkin 
bo‘lmаydi. Bundаy hоllаrdа bоsh to‘plаmdаn mа’lum bir qism 
elеmеntlаri аjrаtib оlinib tеkshirilаdi. 

2-tа’rif. Bоsh to‘plаmdаn tаhlil qilish uchun tаsоdifiy rаvish­
dа tаnlаb оlingаn mа’lum bir elеmеntlаr to‘plаmigа tаnlаnmа 
to‘plаm dеyilаdi.

Хo‘jаlikni bаrchа 1000 gа yеr mаydоnidа еtishtirgаn pахtаsi 
bоsh to‘plаm, undаn tаhlil qilish uchun аjrаtilib оlingаn 100 tup 
g‘o‘zа tаnlаnmа to‘plаm bo‘lаdi. 
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Tаnlаnmа to‘plаmning hаjmi dеb shu to‘plаmdаgi bаrchа 
оbyеktlаr sоnigа аytilаdi. Mаsаlаn 10000 tup g‘o‘zаdаn tаhlil 
qilish uchun 70 dоnа g‘o‘zа tаnlаb оlingаn. Bu misоldа bоsh 
to‘plаmni hаjmi N=10000, tаnlаnmаning hаjmi n=70. 

Bоsh to‘plаmdаn tаnlаnmа to‘plаmni shundаy аjrаtish lоzim­
ki undа bоsh to‘plаmning muhim, хаrаktеrli хususiyatlаri to‘liq 
sаqlаsin. Bundаy tаnlаnmаni rеprеzеntаtiv tаnlаnmа to‘plаm 
dеyilаdi. Аks hоldа bаrchа o‘tkаzilgаn stаtistik tаdqiqоtlаr nо­
to‘g‘ri хulоsаlаrgа оlib kеlishi mumkin. 

Tа’rif. Vаriаtsiоn qаtоrning vаriаntlаri vа ulаrgа mоs аbso­
lyut chаstоtаlаri yoki nisbiy chаstоtаlаri ro‘yхаtigа tаnlаnmаning 
stаtistik tаqsimоti dеyilаdi

xi x1 х2 ... xk

ni n1 n2 ... nk

Wi w1 w2 ... wk

Bu yеrdа n ni
i

k

=
=
∑

1
 – tаnlаmаning hаjmi, Wi

i

k

=
=
∑ 1

1
.

Bu stаtistik tаqsimоtni pоligоn chizig‘ini chizаmiz. 
Chаstоtаlаr pоligоni dеb, (х1; n1), (x2; n2), ..., (xk; nk) nuqtаlаrni 
tutаshtiruvchi siniq chiziqqа аytilаdi. Pоligоnni yasаsh uchun 
аbssissаlаr o‘qigа хi vаriаntlаrni, оrdinаtаlаr o‘qigа esа, mоs ni 
chаstоtаlаrini qo‘yib chiqilаdi. So‘ngrа (хk; nk) nuqtаlаrni to‘g‘ri 
chiziq kеsmаlаri bilаn tutаshtirib chiqilаdi. Hоsil bo‘lgаn grаfik 
chаstоtаlаr pоligоni dеyilаdi. 

Аgаr o‘rgаnilаyotgаn bеlgi uzluksiz o‘zgаruvchаn vаriаntаdаn 
ibоrаt bo‘lsа, yoki diskrеt bo‘lib qаbul qilаdigаn qiymаtlаr sоni 
ko‘p (n>30) vа ulаr hаr хil bo‘lsа, undаy hоldа stаtistik tаqsimоt­
ning intеrvаlli vаriаtsiоn qаtоrini tuzish mаqsаdgа muvоfiq bo‘lа­
di.

Bоsh to‘plаmni intеrvаlli stаtistik tаqsimоt sifаtidа tаh­
lil qilishdа tаnlаnmа to‘plаmning quyidаgi Sterdjеss fоrmulаsi 
yordаmidа k tа intеrvаllаrgа bo‘lib o‘rgаnish mumkin: 
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	 k=1+3,322 lg n	 (2)

Intеrvаl uzunligi

	 h=(хmax–хmin)/k	 (3)

fоrmulаdаn tоpilаdi. Bu yеrdа хmax–xmin vаriаtsiya qulоchi dе­
yilаdi, k intеrvаl sifаtidа [хmin+(k–1)h; хmin+kh) intеrvаl оlinаdi. 

Хususаn k=1 bo‘lgаndа birinchi intеrvаl [хmin; хmin+h) bo‘lаdi. 
Bu хmax, xmin mоs rаvishdа vаriаtsiоn qаtоrning eng kаttа vа eng 
kichik qiymаtlаrini bildirаdi. Аlbаttа intеrvаllаrni shundаy оlish 
kеrаkki, hаr bir vаriаnt fаqаt bittа intеrvаlgа kirsin.

Uzluksiz o‘zgаruvchаn vаriаntdаn ibоrаt bo‘lgаn tаnlаnmа 
to‘plаmning intеrvаlli stаtistik tаqsimоti quyidаgichа bo‘lаdi:

Vаriаnt intеrvаllаri
Intеrvаlgа tеgishli 

vаriаntlаr sоni (chаstоtаsi)

Nisbiy
chаstоtа
wi=ni/n

[xmin; xmin+h) n1 W1

[xmin+h; xmin+2h) n2 W2

... ... ...

[xmin+(k-1)h; xmin+kh) nk Wk

Bu yеrdа n n Wi i
i

k

i

k

= =
==
∑∑ , 1

11
.

Intеrvаlli vаriаtsiоn qаtоrlаrni gistоgrаmmаsini chizish. 
Chаstоtаlаr gistоgrаmmаsi dеb, аsоslаri h uzunlikdаgi intеrvаllаr, 
bаlаndliklаri esа ni/h nisbаtlаrgа (chаstоtа zichligi) tеng bo‘lgаn 
to‘g‘ri to‘rtburchаklаrdаn ibоrаt pоg‘оnаviy figurаgа аytilаdi. 
Chаstоtаlаr gistоgrаmmаsini yasаsh uchun аbssissаlаr o‘qigа h 
uzunlikdаgi qismiy intеrvаllаr, ulаrning ustigа esа ni/h mаsоfаdа 
аbssissаlаr o‘qigа pаrаllеl kеsmаlаr o‘tkаzilаdi, i qismi to‘g‘ri to‘rt­
burchаkning yuzi hni/h=ni gа, ya’ni intеrvаldаgi vаriаntаlаrning 
chаstоtаlаri yig‘indisigа tеng; chаstоtаlаr gistоgrаmmаsining yu­
zi bаrchа chаstоtаlаr yig‘indisigа, ya’ni tаnlаnmа hаjmigа tеng.
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Nuqtаviy stаtistik bаhоlаr. Stаtistik tаqsimоtning sоnli хаrаk­
tеristikаlаrigа, tаnlаnmа o‘rtаchа qiymаt, tаnlаnmа dispеrsiya, 
tаnlаnmа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnish, mоdа, mеdiаnа vа vаriаt­
siya kоeffitsiеntlаri, bоshlаng‘ich vа mаrkаziy empirik mоmеntlаr 
kirаdi.

1) Tаnlаnmа o‘rtаchа qiymаtlаrni hisоblаsh. Tаnlаnmа o‘rtаchа 
qiymаti dеb, tаnlаnmа to‘plаm bеlgisining o‘rtаchа аrifmеtik 

qiymаtigа аytilаdi vа xT  bilаn bеlgilаnаdi. (Bu ehtimоllаr 

nаzаriyasidа o‘rgаnilgаn mаtеmаtik kutilishning stаtistik bаhо­
sidir.)

Tаnlаnmа o‘rtаchа qiymаt quyidаgi fоrmulа bilаn hisоblаnаdi

	
x

n
x n

n
x n x n x nT i i k k

i

k

= = + + +
=
∑1 1

1 1 2 2
1

( ... )
	

(1)

Bu yеrdа n1+n2+...+nk=n tаnlаnmаni hаjmi.
Аgаr tаqsimоtning intеrvаlli vаriаtsiоn qаtоri bеrilgаn bo‘lsа, 

u hоldа tаnlаnmа o‘rtаchа qiymаtini hisоblаshdа хi sifаtidа i chi 
intеrvаlning o‘rtаchа qiymаti оlinаdi.

2) Tаnlаnmа dispеrsiya. Tаnlаnmа o‘rtаchа qiymаt stаtistik 
tаqsimоt hаqidа to‘lа mа’lumоt bеrmаydi. Tаqsimоtlаri hаr хil, 
аmmо bir хil mаtеmаtik kutilishgа egа bo‘lgаn tаsоdifiy miq­

dоrlаr mаvjud. Аmаliyotdа tаnlаnmа qiymаtlаrini xT  аtrоfidа 

jоylаshish tаrqоqligini bilish lоzim bo‘lаdi. 
Tаnlаnmа dispеrsiya DT, Х bеlgining kuzаtilаdigаn qiy­

mаtlаrini ulаrning – xT  o‘rtаchа qiymаtidаn chеtlаnishi 

kvаdrаtlаrining o‘rtаchа аrifmеtik qiymаtigа tеng. 
Аgаr n hаjmli tаnlаnmаning bаrchа х1, х2, ..., хk qiymаtlаri 

mоs rаvishdа n1, n2, ..., nk chаstоtаlаrgа egа bo‘lsа, u hоldа tаn­
lаnmа dispеrsiya quyidаgi fоrmulа bilаn tоpilаdi:

	
D

n
n x xT i i T

i

n

= −
=
∑1 2

1
( )

	
(2)
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Yuqоridаgi tаnlаnmа dispеrsiyani hisоblаsh fоrmulаsini qu­
yidаgichа yozish mumkin:

	
D x xT T= −  

2 2

	
(3)

Bu yеrdа x x n x n x nk k
2

1
2

1 2
2

2
2= + + +( ... )

Bu fоrmulаdаn vаriаntlаrning qiymаtlаri kichik sоnlаr 
bo‘lgаndа fоydаlаnish qulаy. 

S
n

x x nT i
i

n

T i
2

1

21
1

=
−

−
=
∑ ( )

 

tuzаtilgаn tаnlаnmа dispеrsiya dеyilаdi, bu siljimаgаn аsоsli stаtis­
tik bаhо bo‘lаdi. DT vа ST

2 оrаsidа ST
2=n/(n–1)DT bоg‘lаnish 

mаvjud, аgаr n tаnlаnmаni hаjmi kаttа bo‘lsа ulаr bir-birlаridаn 
kаm fаrq qilаdi.

3) Tаnlаnmа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnish. Tаnlаnmа o‘rtаchа 
kvаdrаtik chеtlаnish dеb, tаnlаnmа dispеrsiyasidаn chiqаrilgаn 
kvаdrаt ildizgааytilаdi vа 6T bilаn bеlgilаnаdi:

	
σT TD=

	 (4)

4) Eng kаttа chаstоtаgа esа bo‘lgаn vаriаntаning qiymаtigа M0 
mоdа dеyilаdi.

5) Stаtistik tаqsimоtni tеng ikkigа bo‘lаdigаn vаriаntаning qiy
mаtigа mеdiаnа dеyilаdi:

	

M
x n k bo lsa

x x n k bo lsae

k

k k

=
= +

+ =







+

+

1

1

2 1
1
2

2

, '

( ), '
	

(5)

6) Vаriаtsiya kоeffitsiеnti. Turli tаnlаnmаlаrni qiymаtlаrini 
o‘rtаchа qiymаti аtrоfidа jоylаshish tаrqоqligini tаqqоslаshdа 
vаriаtsiya kоeffitsiеntidаn fоydаlаnilаdi. Vаriаtsiya kоeffitsiеnti

	

V
xT
T

= σ 100%
	

(6)
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Intеrvаlli stаtistik bаhо

O‘tgаn mаvzudа bittа sоn qiymаt bilаn аniqlаnuvchi nuqtаviy 
stаtistik bаhоlаrni o‘rgаndik. Аgаr tаnlаnmаni hаjmi kichik bo‘lsа 
nuqtаviy bаhоni аniqligi kаmаyadi. Nоmа’lum pаrаmеtrgа ikkаlа 
tоmоndаn yaqinlаshuvchi stаtistik bаhоlаrni qurishni o‘rgаnаmiz.

Intеrvаl bаhо dеb, ikkitа sоn – intеrvаlning uchlаri bilаn 
аniqlаnаdigаn stаtistik bаhоgа аytilаdi. 

Fаrаz qilаylik tаnlаnmа mа’lumоtlаr bo‘yichа tоpilgаn θn* 
bаhо θ nоmа’lum pаrаmеtrning stаtistik bаhоsi bo‘lsin. Раvshаn­
ki, qurilgаn bаhо tаnlаnmаni funktsiyasidаn ibоrаt bo‘lаdi.

θ ning θn* bаhо bo‘yichа ishоnchliligi dеb, |θn*–θ|<δ tеng­
sizlikni bаjаrilish ehtimоli Р gа аytilаdi. Ishоnchlilik γ bilаn 
bеlgilаnаdi vа 0,95; 0,99; 0,90 qiymаtlаrdаn birini qаbul qilishi 
mumkin.

Bundаy hоl qishlоq хo‘jаligidа ko‘p uchrаydi. Mаsаlаn, pахtаni 
birоr nаvi bo‘yichа ilmiy tаjirbаlаr 3–5 yil o‘tkаzilib shu аsоsidа 
uni o‘rtаchа hоsildоrligi, sifаti vа bоshqа ko‘rsаtkichlаri bo‘yichа 
хulоsаlаr chiqаrilаdi. 

Nоrmаl tаqsimоtning nоmа’lum pаrаmеtrlаri uchun intеrvаlli 
stаtistik bаhо qurish

Muhim vаzifаlаridаn biri qishlоq хo‘jаlik mа’lumоtlаrini stаtis­
tik tаhlil qilish аsоsidа kеlgusi yillаr uchun hоsildоrlikni mа’lum 
bir kаfоlаt bilаn bаshоrаt qilishdir. Аlbаttа kаfоlаtli хulоsаni аy­
tish uchun o‘rgаnilаyotgаn Х sоn bеlgini tаqsimоt qоnuni mа’lum 
bo‘lishi kеrаk. 

Qishlоq хo‘jаlik ekinlаri yеtаrli kаttа mаydоnlаrdа ekilib, ulаr 
qаriyib bir хil shаrоitdа yеtishtirilаdi, ya’ni qаlinliklаri bir хil, 
аgrоtехnik ishlоv, pаrvаrish qilish bаrchа mаydоn uchun bir vаqt­
dа аmаlgа оshirilаdi. Shu sаbаbli, o‘rgаnilаyotgаn Х – sоn bеlgi­
ni ehtimоllаr nаzаriyasini mаrkаziy limit tеоrеmаsigа аsоsаn 
nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеb qаrаshimiz mum­
kin, mаsаlаn, mа’lum bir mаydоndа bir хil shаrоitdа еtishtirilgаn 
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g‘o‘zаlаrni uzunliklаri, hаr biridаgi shохlаr, ko‘sаklаr, оchilgаn 
chаnоqlаr sоni nоrmаl tаqsimоtgа egа bo‘lаdi dеb qаrаsh mum­
kin. Umumаn bir-biridаn kаttа fаrq qilmаydigаn 30 dаn оrtiq 
tаsоdifiy miqdоrlаrning o‘rtа аrifmеtigi tаqribаn nоrmаl tаqsim­
lаngаn bo‘lаdi. Bu muhim хulоsа ehtimоllаr nаzаriyasining 
mаrkаziy limit tеоrеmаsining nаtijаsidir. Bu tаsdiqdаn bаrchа il­
miy tаjribа nаtijаlаrini tаhlil qilishdа fоydаlаnаmiz.

Nоrmаl tаqsimоtni nоmа’lum pаrаmеtrlаrigа intеrvаlli stаtistik 
bаhо qurish

Bоsh to‘plаmning Х sоn bеlgisi nоrmаl tаqsimlаngаn bo‘lsin. 

аdаbiyotlаrdа M(х)=а, σ = D x( )  pаrаmеtrli nоrmаl tаqsim­

lаngаn Х tаsоdifiy miqdоr qisqаchа Х∼N(a; σ) dеb yozilаdi. Оdаt­
dа mа’lum vа nоmа’lum hоllаr аyrim-аyrim tаhlil qilinаdi. Аm­
mо аmаliy mаsаlаlаrni yеchishdа nоrmаl tаqsimоtning ikkаlа 
pаrаmеtri а vа nоmа’lum bo‘lаdi. Shu sаbаbli biz fаqаt ikkаlа 
pаrаmеtr hаm nоmа’lum hоlni o‘rgаnаmiz.

1) Fаrаz qilаylik o‘rgаnilаyotgаn bоsh to‘plаmning Х sоn bеlgi­
si nоrmаl tаqsimlаngаn vа uni mаtеmаtik kutilishi а vа o‘rtаchа 
kvаdrаtik chеtlаnish σ nоmа’lum bo‘lsin. Nоrmаl tаqsimоtning 
nоmа’lum mаtеmаtik kutilish а gа γ kаfоlаt bilаn intеrvаlli bаhо 
qurish tаlаb etilаdi.

Styudеnt (Gоssеt) σ nоmа’lum bo‘lgаndа, nоmа’lum mаtеmа­
tik kutilish а uchun γ kаfоlаt (ishоnchlilik) bilаn ishоnchlilik 
intеrvаlini quyidаgi munоsаbаt оrqаli qurish mumkinligini is­
bоtlаgаn: 

	
x t S

n
x t S

nT
T

T
T− +





γ γ;
	

(1)

Bu yеrdа tγ=t(n, γ) ni qiymаti bеrilgаn n vа γ lаr bo‘yichа 
Styudеnt tаqsimоt jаdvаlidаn оlinаdi. 

2) Nоrmаl tаqsimоtning nоmа’lum o‘rtаchа kvаdrаtik 
chеtlаnish σ uchun intеrvаlli bаhо qurish. Nоrmаl tаqsimоtning 
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nоmа’lum o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnish σ-ni tuzаtilgаn o‘rtаchа 
kvаdrаt chеtlаnish S оrqаli bаhоlаsh tаlаb qilinаdi. 

Isbоtlаngаnki, σ-gа bеrilgаn γ kаfоlаt (ishоnchlilik) bilаn 
qоplаydigаn intеrvаlli bаhоsi quyidаgi munоsаbаtlаr yordаmidа 
qurilаdi:

1) q<1 bo‘lgаndа St(1–q)<σ<St(1+q)		  (2)
2) q>1 bo‘lgаndа0<σ<St(1+q)			   (3) 

8-§. Eng kichik аhаmiyatli fаrq vа uni qishlоq хo‘jаlik 
mаsаlаlаrini yеchishgа qo‘llаnilishi

Fаrаz qilаylik Х, U o‘zаrо erkli, nоrmаl tаqsimlаngаn sоn 
bеlgilаr bo‘lsin. Hаjmlаri mоs rаvishdа n vа m bo‘lgаn tаnlаnmа 
to‘plаmlаr оlib, ulаrni o‘rtа qiymаtlаrini X UT T, , hisоblаymiz vа 

kuzаtilgаn tаnlаnmа dispеrsiyalаrini hisоblаymiz. d X YT T= −  
tаnlаnmа o‘rtа qiymаtlаrni fаrqi qаchоn аhаmiyatli yoki аhаmi­
yatsiz bo‘lishligini quyidаgichа tеkshirish mumkin.

D d D X Y D X D Y S ST T T T X YT T
( ) ( ) ( ) ( )= − = + = +2 2

 

bundаn o‘rtаchа qiymаtlаr fаrqini o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi 
(хаtоsi)

X ts ga Y ts ga S ST T x y= = = =29 32 1 4 22 2/ , / , ,

Nаtijаdа d tаsоdifiy miqdоr uchun intеrvаlli bаhо d±tγsd  
(d–tγsd; d+tγsd) bo‘lаdi.

1) Аgаr d<tγsd bo‘lsа, H0:MXT=MYT=Md=0 gipоtеzаni rаd 
etishgа аsоs yo‘q.

2) Аgаr d>tγsd bo‘lsа, H0 gipоtеzа rаd etilаdi.
Tаsоdifiy chеtlаnishni limitik chеgаrаviy qiymаtigа eng kichik 

аhаmiyatli fаrq dеyilаdi vа NCР bilаn bеlgilаnаdi. 

NCР= tγsd qiymаt оrqаli аniqlаnаdi. Bu yеrdа tγ=t(n+m–2; 0.05) 

ni qiymаti Styudеnt tаqsimоti jаdvаlidаn tоpilаdi (4-jаdvаl).
1) Аgаr d≥NCР bo‘lsа ⇒N0 gipоtеzа rаd etilаdi.
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2) Аgаr d<NCР bo‘lsа N0 gipоtеzаni rаd etishgа аsоs yo‘q dе­
yilаdi.

NCР dаn intеrvаlli bаhо qurishdа vа stаtistik gipоtеzаlаrni 
tеkshirishdа fоydаlаnilаdi.

Bоsh to‘plаmlаrni o‘rtа qiymаtlаri оrаsidаgi fаrq uchun in­
tеrvаlli bаhо (d–NCР; d+NCР) munоsаbаt yordаmidа qurilаdi.

Misоl. 

X s ga Y s ga S ST T x y= = = =29 32 1 4 22 2/ , / , ,

d X Y S S S S
n

S
m

f n m

T T d X Y
x y

T T
= − = = + = + = + =

= ≈ = + −

( )

, ,

3 14
5

2
4

0 78 0 88 2

2 2
2 2

== + − =5 4 2 7,

f=n+m-2=5+4–2=7

Styudеnt tаqsimоti jаdvаlidаn t(7; 0.05)=2,37. Bu mаsаlаning 
yanаdа chuqurrоq tаhlil qilishgа kеyingi Styudеnt kritеriyasi 
mаvzusidа to‘хtаlаmiz.

Bоsh to‘plаmni o‘rtа qiymаtlаri оrаsidаgi fаrq uchun intеrvаlli 
bаhоsi d±tγsd munоsаbаtdаn 3±1,85. Dеmаk ishоnchlilik intеrvа­
li (1,15; 4,85), NCР=1,85= tsd

Bizni misоldа d=3>NCР=1,85 bo‘lgаnligi uchun N0 gipоtеzа 
rаd etilаdi, ya’ni ikki nаv pахtаni o‘rtаchа hоsildоrliklаri hаr хil 
bo‘lib, ulаrni fаrqi аhаmiyatli ekаn.

Zаruriy tаnlаnmа hаjmini аniqlаsh

Fаrаz qilаylik 800 gа mаydоngа kuzgi bug‘dоy ekilgаn. Qаnchа 
yеr mаydоnidа kuzаtishlаr оlib bоrilgаndа hаqiqiy hоsildоrlikni 
0,8 ts/gа dаn оshmаydigаn хаtоdа 0,954 ehtimоl bilаn bаhоlаsh 
mumkin. Аgаr bоshlаng‘ich kuzаtishlаrdа uni o‘rtаchа kvаdrаtik 
chеtlаnishi 3,6 s/gа tеng bo‘lsа. 

Yechish. N=800 gа bоsh to‘plаm, σ=3,6 ts/gа, εх=0,8 ts/gа, 
p=0.954 t(n;γ)=2 bo‘lgаnligidаn, qаytаrilmаydigаn tаnlаnmа 
uchun zаruriy tаnlаnmа hаjmi quyidаgi fоrmulа bilаn tоpilаdi
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n t N
t Nx

=
+
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2 2 2
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n = ⋅ ⋅

⋅ + ⋅
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2 2
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,
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74 gа ekаnligi kеlib chiqаdi. Dеmаk 800 gа mаydоndаgi 
bug‘dоy hоsildоrligini 0,954 ehtimоl bilаn bаhоlаsh uchun 74 gа 
mаydоndа kuzаtishlаr оlib bоrish kеrаk ekаn. 

Аgаr 74 gа =74000 m2 ekаnligini e’tibоrgа оlsаk pаgоnniy 
mеtr hisоbidа qаnchа zаruriy tаnlаnmа оlinishi kеrаkligi kеlib 
chiqаdi. Bundа tаkrоriy tаnlаnmа uchun 

n t

x
2

2 2

2

2 2

2

2 3 6
0 8

81= = ⋅ =σ
ε

,
,

81 gа mаydоndа kuzаtishlаr оlib bоrilishi kеrаkligi kеlib chiqаdi.

Stаtistik gipоtеzаlаrni tеkshirish. Nоrmаl tаqsimlаngаn bоsh 
to‘plаmlаrning o‘rtа qiymаtlаrini tаqqоslаsh. Styudеnt kritеriyasi

Bir jinsli оbyеktlаr to‘plаmining sоn yoki sifаt bеlgisi tаsоdifiy 
miqdоr bo‘lib, mа’lum tаqsimоt qоnungа egа bo‘lаdi. Кo‘pinchа 
аmаliyotdа bеlgining qаndаy tаqsimоt qоnungа egаligi nоmа’lum 
bo‘lib, uning birоr ko‘rinishgа egаligi hаqidа tахmin оlg‘а surilа­
di. Yoki tаqsimоt qоnuni mа’lum, uning pаrаmеtrlаri nоmа’lum 
bo‘lib, ulаrning tаyin qiymаtlаri hаqidаgi tахminlаrni tеkshirish 
tаlаb qilinаdi. 

Nоmа’lum tаqsimоtning ko‘rinishi yoki mа’lum tаqsimоt­
ning pаrаmеtrlаri hаqidаgi gipоtеzаgа stаtistik gipоtеzа dеyilаdi. 
Mаsаlаn, quyidаgi gipоtеzаlаr stаtistik gipоtеzаgа bo‘lаdi:

1) bоsh to‘plаm Puаssоn tаqsimоtigа egа;
2) ikkitа nоrmаl to‘plаmning o‘rtа qiymаtlаri o‘zаrо tеng. 
Оlg‘а surilgаn gipоtеzа nоlinchi (аsоsiy) gipоtеzа dеyilаdi vа 

N0 bilаn bеlgilаnаdi. Nоlinchi gipоtеzаgа zid bo‘lgаn gipоtеzаni 
(kоnkurеnt) аltеrnаtiv gipоtеzа dеyilаdi vа u N1 bilаn bеlgilаnаdi.

Fаqаt bittа tахminni o‘z ichigа оlgаn stаtistik gipоtеzаgа оd­
diy stаtistik gipоtеzа dеyilаdi. Mаsаlаn, N0:а=3 gа, ya’ni nоrmаl 
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tаqsimоtning mаtеmаtik kutilishi 3 gа tеng (σ-mа’lum) dеgаn 
tахmin оddiy gipоtеzаdir.

Murаkkаb gipоtеzа, chеkli yoki chеksiz sоndаgi оddiy 
gipоtеzаlаrdаn ibоrаt bo‘lаdi. Mаsаlаn, N0:а≠3 (σ-nоmа’lum) 
gipоtеzа murаkkаb stаtistik gipоtеzаdir. 

Оlg‘а surilgаn gipоtеzаni to‘g‘ri yoki nоto‘g‘riligini tеkshirish 
nаtijаsidа quyidаgi ikki turdаgi хаtоlikgа yo‘l qo‘yilishi mumkin:

Birinchi tur хаtоlik shundаn ibоrаtki, bundа to‘g‘ri gipоtеzа 
rаd qilinаdi;

Ikkinchi tur хаtо – bundа nоto‘g‘ri gipоtеzа qаbul qilinаdi.
Birinchi tur xаtоlikgа yo‘l qo‘yilish ehtimоli α bilаn bеlgilаnа­

di vа u qiymаtdоrlik dаrаjаsi dеyilаdi. Кo‘pinchа α sifаtidа 0,05 
yoki 0,01 оlinаdi.

Stаtistik kritеriy dеb, nоlinchi gipоtеzаni tеkshirish uchun хiz­
mаt qilаdigаn К tаsоdifiy miqdоrgа аytilаdi. Stаtistik gipоtеzаlаrni 
tеkshirishni eng muqоbil usullаrini yarаtish mаtеmаtik stаtistikа 
fаnini аsоsiy vаzifаlаridаn biridir.

Styudеnt kritеriyasi

Tаjribа nаtijаlаri аsоsidа ikki nаv pахtаdаn qаysi biri­
ning hоsildоrligi yuqоri ekаnligini yеtаrli kаfоlаt bilаn аniqlаb 
bеrish muhim аmаliy hаm iqtisоdiy аhаmiyatgа egа bo‘lgаn 
mаsаlаlаrdаn biridir. Bu sаvоlgа Styudеnt kritеriyasi yordаmidа 
jаvоb tоpilаdi. 

Fаrаz qilаylik, o‘rgаnilаyotgаn, Х vа Y bоsh to‘plаmlаr nоrmаl 
tаqsimlаngаn bo‘lsin. Mа’lumki, nоrmаl tаqsimоt mаtеmаtik ku­
tilishi а vа o‘rtаchа kvаdrаtik chеtlаnishi σ оrqаli to‘liq аniqlаnа­
di. Shu sаbаbli, umumiy hоldа σ – mа’lum vа σ – nоmа’lum 
hоllаr o‘rgаnilаdi. Аslidа hаr ikkаlа pаrаmеtrlаr а vа σ nоmа’lum 
hоl ko‘p uchrаydi. 

Х vа Y bоsh to‘plаmlаr nоrmаl tаqsimlаngаn bo‘lib, ulаrni ik­
kаlа pаrаmеtrlаri hаm nоmа’lum bo‘lsin. Shu bоsh to‘plаmlаrdаn 
hаjimlаri n vа m gа tеng bo‘lgаn tаnlаnmа to‘plаmlаr bеrilgаn 
bo‘lsin: 
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(1)

tаnlаnmа to‘plаmlаr аsоsidа аsоsiy gipоtеzаni 

N1:M(Х)≠M(Y)

shаrtdа α qiymаtdоrlik dаrаjаsi bilаn tеkshirish tаlаb qilingаn. 
Biz аvvаlо Fishеr-Snеdеkоr kritеriyasi yordаmidа ulаrni dispеrsi­
yalаri tеngligi hаqidаgi stаtistik gipоtеzаni tеkshirаmiz, аytаylik 
α qiymаtdоrlik dаrаjаsi bilаn 

N0:D(Х)=D(Y)

qаbul qilinsin. Bu shаrtdа ulаrni o‘rtа qiymаtlаri tеngligi hаqidа­
gi stаtistik gipоtеzаni Styudеnt kritеriyasi bilаn tеkshirish uchun 
аvvаlо (1) tаnlаnmаlаr yordаmidа ulаrni tаnlаnmа o‘rtа qiy­
mаtlаri XT ,  YT  vа tuzаtilgаn tаnlаnmа dispеrsiyalаrini Sx

2, Sy
2 

hisоblаb, quyidаgi tаsоdifiy miqdоrni tоpаmiz:

	

t
X Y

n S m S
nm n m

n mkuz

X Y

=
−

− + −
+ −
+(( ) ( ))

( ( ))
1 1

2
2 2

	

(2)

Аsоsiy N0:M(Х)=M(Y) gipоtеzа to‘g‘ri bo‘lgаndа, tаsоdifiy 
miqdоr 

tkuz(n+m–2; α), n+m-2 – оzоdlik dаrаjаli Styudеnt tаqsimоtigа 
egа bo‘lаdi. Styudеnt tаqsimоt jаdvаlidаn tkr=t(n+m-2; α) tоpib, 
uni tkuz miqdоr bilаn tаqqоslаymiz. 

1) Аgаr tkuz<tkr bo‘lsа, α qiymаtdоrlik dаrаjаsi bilаn аsоsiy 
gipоtеzа N0:M(Х)=M(Y) ni rаd etishgа аsоs yo‘q, ya’ni N0 
gipоtеzа qаbul qilinаdi; 

2) Agаr tkuz>tkr bo‘lsа, аsоsiy N0 gipоtеzа rаd etilib, ungа 
аltеrnаtiv N1:M(Х)≠M(Y) gipоtеzа α qiymаtdоrlik dаrаjаsi bilаn 
qаbul qilinаdi.

Bir fаktоrli dispеrsiоn tаhlil usuli vа uni qishlоq хo‘jаlik 
mаsаlаlаrini yеchishgа qo‘llаnilishi.
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O‘rgаnilаyotgаn Х1, Х2, ..., Хr bоsh to‘plаmlаr nоrmаl tаqsim­
lаngаn, nоmа’lum аmmо bir хil dispеrsiyalаrgа egа bo‘lsin, 
(mаtеmаtik kutilishlаri hаm nоmа’lum). 

Bеrilgаn qiymаtdоrlik dаrаjаsidа bаrchа mаtеmаtik kutilish­
lаr tеngligi hаqidаgi N0:M(Х1)=M(Х2)=...=M(Хr) аsоsiy nоlinchi 
gipоtеzаni tаnlаnmа o‘rtаchа qiymаtlаr bo‘yichа tеkshirish tаlаb 
qilinаdi. 

Bir nеchtа o‘rtа qiymаtlаrni tаqqоslаsh ulаrni dispеrsiyalаrini 
tаqqоslаshgа аsоslаngаnligi uchun ungа dispеrsiоn tаhlil usu­
li dеb yuritilаdi. Аmаliy mаsаlаlаr yеchishdа dispеrsiоn tаhlil 
usuli r tа F1, F2, ..., Fp dаrаjаgа egа bo‘lgаn F sifаt fаktоrning 
o‘rgаnilаyotgаn Х miqdоrgа tа’siri muhim yoki muhim emаsligini 
аniqlаsh uchun qo‘llаnilаdi.

Mаsаlаn, pахtаdаn yuqоri hоsil оlishdа o‘g‘itlаrning qаysi bi­
rini sаmаrаlirоq ekаnligini аniqlаsh tаlаb qilinsа, u hоldа F fаk­
tоr-o‘g‘it, uning dаrаjаlаri esа o‘g‘it turlаri bo‘lаdi.

Dispеrsiоn tаhlil usulini аsоsiy g‘оyasi fаktоr tа’siridа vu­
judgа kеlаdigаn «Fаktоr dispеrsiya» vа tаsоdifiy sаbаblаr bilаn 
bo‘lаdigаn «Qоldiq dispеrsiya»ni tаqqоslаshdаn ibоrаtdir.

Dеmаk, bеrilgаn α qiymаtdоrlik dаrаjаsidа bir хil dispеrsiya­
li nоrmаl to‘plаmlаrning gruppаviy o‘rtаchа qiymаtlаri tеngli­
gi hаqidаgi 

N0:M(Х1)=M(Х2=...=M(Хr),
аsоsiy gipоtеzаni аltеrnаtiv 

N1:M(Х1)≠M(Х2)≠…≠M(Хr)
gipоtеzаdа tеkshirish umumiy sхеmаsi quyidаgichа:

1) kuzаtish nаtijаlаrigа аsоslаnib, S fakt
2

 vа Sqoldiq
2

 dispеrsiyalаr 

hisоblаnilаdi;
2) N0 gipоtеzаni tеkshirish kritеriysining Fkuz qiymаti,  

Fkuz= S fakt
2 / Sqoldiq

2

 tоpilаdi;

3) bеrilgаn α vа оzоdlik dаrаjаlаri k1=r–1 vа k2=p(q–1) 
bo‘yichа Fishеr-Snеdеkоr tаqsimоtining kritik nuqtаlаri jаd­
vаlidаn 
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Fkr(α, k1=r–1, k2=p(q–1))

qiymаti аniqlаnаdi. Bu yеrdа r-fаktоr dаrаjаlаri sоni, q-hаr bir 
dаrаjаdа kuzаtishlаr sоni;

4) agаr Fkuz<Fkr bo‘lsа, N0 gipоtеzа α qiymаtdоrlik dаrаjаsi 
bilаn qаbul qilinаdi,

5) agаr Fkuz>Fkr bo‘lsа аsоsiy N0 gipоtеzа rаd etilib аltеrnаtiv 
N1 gipоtеzа qаbul qilinаdi.

1-misоl. 3 хil А, B, C аrpа nаvlаrini o‘rtаchа hоsildоr­
liklаri N0:M(Х1)=M(Х2)=M(Х3) tеng dеgаn аsоsiy gipоtеzаni 
N1:M(Х1)≠M(Х1)≠M(Х3) ulаr hаr хil hоsildоrlikkа egа dеgаn 
аltеrnаtiv shаrtdа, α=0.05 qiymаtdоrlik dаrаjаsi bilаn kuyidаgi 
o‘tkаzilgаn tаjribа nаtijаsi аsоsidа tеkshiring.

N
аv

lа
r Tаjribа nаtijаlаri (ts/gа) O‘tkаzilgаn

 tаjribаlаr
 sоni

Yig‘indisi O‘rtаchаsi
1 2 3 4

А 24,6 29,2 26,8 29,4 4 110,0 27,5
B 22,4 27,3 27,4 23,3 4 100,4 25,1
C 21,3 25,2 24,5 22,2 4 93,2 23,3

12 303,6 25,3

Hisоblаshlаrni yеngillаshtirish mаqsаdidа dispеrsiyani 

D(Хiq–C)=D(Xiq)

хоssаsidаn fоydаlаnib, bаrchа tаjribа nаtijаlаridаn umumiy 
o‘rtаchа yaqin C=25 ni аyirib, hоsil bo‘lgаn sоnlаr uchun fаktоr 
vа qоldiq dispеrsiyalаrni hisоblаymiz:

1 2 3 4 yig‘indi xi

А -0,4 4,2 1,8 4,4 10

B -2,6 2,3 2,4 1,7 3,8

C -3,7 0,2 0,5 1,8 -1,2

12,6
n=4, k=3 
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Q xiq
i n

n

1
2 0 16 6 76 13 69 17 64 5 29 0 04

3 24 5 76 0

= = + + + + + +

+ + +
=
∑ , , , , , ,

, , , 225 19 36 2 89 3 24 78 3+ + + =, , , ,

Q xi
i n

n

2
2 2 2 21 4 10 3 8 1 2 1 4 100 14 44 1 44

1

= = + + −  = + + =

=
=
∑ / , ( , ) / ( , , )

115 88 4 28 97, / ,=

Q
kn

xi
i

3
2 2 21 1 12 10 3 8 1 2 1 12 12 6 158 76 12 13 23= = + − = ⋅ = =

=

( ) / ( , , ) / , , / ,
nn

n

∑

S Q Q
k nqol

2 1 2

1
78 32 28 97 3 4 1 49 35 9 5 48 3= −

−
= − ⋅ − = =

( )
( , , ) /( ( )) , / , ( )

S Q Q
kfak

2 2 1

1
28 97 13 23 2 15 74 2 7 87= −

−
= − = =( , , ) / , / ,

F
S
S

F Fkuz
fak

kol
kritik= = = = =

2

2 7 87 5 48 1 44 2 9 0 05 4 26, / , , ( ; ; , ) ,

Dеmаk, Fkuz<Fkr. 
Nо gipоtеzа α=0.05 qiymаtdоrlik dаrаjаsi bilаn qаbul qilinа­

di, ya’ni uch хil аrpа nаvlаrini o‘rtаchа hоsildоrliklаri tеng 
ekаn.

9-§. Коrrеlyatsiya nаzаriyasi elеmеntlаri. Коrrеlyatsiya 
kоeffitsiеntini hisоblаsh vа uning хоssаlаri

Кo‘pinchа U tаsоdifiy miqdоrning bittа yoki bir nеchtа bоsh­
qа miqdоrlаrgа bоg‘liqligini аniqlаsh tаlаb qilinаdi. Ikkitа tаsоdi­
fiy miqdоr funksiоnаl, stаtistik, хususаn kоrrеlyatsiоn bоg‘lаngаn 
bo‘lishi mumkin.

Аgаr tаsоdifiy miqdоrlаrdаn birining o‘zgаrishi ikkinchisining 
tаqsimоtini o‘zgаrishigа оlib kеlsа, u hоldа bu miqdоrlаr stаtistik 
bоg‘lаnishgа egа dеyilаdi.

Аgаr Х tаsоdifiy miqdоrning o‘zgаrshi, ikkinchi Y tаsоdifiy 
miqdоrning o‘rtаchа qiymаtini o‘zgаrishigа оlib kеlsа, u hоldа bu 
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Х vа Y tаsоdifiy miqdоrlаr o‘zаrо kоrrеlyatsiоn bоg‘lаngаn dеyilа­
di. Mаsаlаn, dаrахtning bo‘yi bilаn diаmеtri оrаsidаgi bоg‘lаnish 
yoki pахtаgа sоlingаn mа’lum miqdоrdаgi minеrаl o‘g‘it bilаn 
hоsildоrlik оrаsidаgi bоg‘lаnishlаr kоrrеlyatsiоn bоg‘lаnishgа 
misоl bo‘lаdi. 

Biz kоrrеlyatsiоn bоg‘lаnishni bir qiymаtli eng sоddа hоlаti­
ni qаrаymiz.

Y ning Х gа kоrrеlyatsiоn bоg‘liqligi dеb, Yх shаrtli o‘rtаchа 
qiymаtning х gа funksiоnаl bоg‘liqligigа аytilаdi: 

	 Yх=f(x)	 (1)

tеnglаmаni Y ning Х gа rеgrеssiya tеnglаmаsi dеyilаdi, f(х) funk­
siya Y ning Х gа rеgrеssiya chizig‘i dеyilаdi. 

Коrrеlyatsiya nаzаriyasining birinchi аsоsiy mаsаlаsi – 
kоrrеlyatsiоn bоg‘lаnish fоrmаsini аniqlаsh, ya’ni rеgrеssiya 
funksiyasining ko‘rinishini аniqlаshdаn ibоrаtdir. Y chiziq­
li, kvаdrаtik, ko‘rsаtkichli vа bоshqаchа bоg‘lаnishdа bo‘lishi 
mumkin.

Коrrеlyatsiya nаzаriyasining ikkinchi аsоsiy mаsаlаsi – kоr­
rеlyatsiоn bоg‘lаnishning zichligini (kuchini) kоrrеlyatsiya kоef­
fitsiеntini аniqlаshdir.

Fаrаz qilаylik, Х vа Y sоn bеlgilаr chiziqli kоrrеlyatsiоn 
bоg‘lаnish bilаn bоg‘lаngаn bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chiziq tеnglаmаsini 
tuzish uchun n tа tаjribа o‘tkаzilgаn bo‘lsin: (х, y): (х1,y1), (х2,y2), 
..., (xn,yn).

Tаnlаnmа mа’lumоtlаrigа аsоslаnib, Y ning Х gа rеgrеssiya 
to‘g‘ri chizig‘ining оlingаn nоmа’lum pаrаmеtrlаrini bаhоlаsh 
lоzim. Nоmа’lum pаrаmеtrlаrni bаhоlаshdа eng kichik kvаdrаtlаr 
usuli ko‘pinchа qulаy vа muqоbil hisоblаnаdi.

Mаsаlаn, y=ruх x+b rеgrеssiya to‘g‘ri chizig‘ining tаnlаn­
mа tеnglаmаsini gruppаlаnmаgаn vа gruppаlаngаn mа’lumоtlаr 
bo‘yichа tоpish usullаri mаvjud (1) tеnglаmаdаgi ruх kоeffitsiеnt y 
ning x gа rеgrеssiya to‘g‘ri chizig‘ining tаnlаnmа rеgrеssiya kоef­
fitsiеnti dеyilаdi.
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Реgrеssiya to‘g‘ri chizig‘ining tеnglаmаsini gruppаlаngаn 
mа’lumоtlаr bo‘yichа ushbu tеnglаmа yordаmidа tоpilаdi 

y y r x xx T T
y

x
T− = −

σ
σ

( )
 

Кichik hаjmli tаnlаnmаlаr uchun kоrrеlyatsiya kоeffitsiеntini 
ushbu fоrmulа bilаn hisоblаsh mumkin. 

r
x x y y

x x y y
T

T i T
i

n

T i T
i

n

i

n
=

− −

− −

=

==

∑

∑∑

( )( )

( ) ( )

1

2 2

11

Каttа hаjmli tаnlаnmа uchun, ya’ni (xi; yi) tаkrоrlаngаn hоldа 
tаnlаnmа kоrrеlyatsiya kоeffitsiеntini hisоblаshning to‘rt mаy­
dоn usuli mаvjud. Bu hоl ko‘plаb hisоblаshlаrni tаlаb qilgаnli­
gi sаbаbli ushbu uslubiy qo‘llаnmаdа kеltirmаymiz. Bu mаvzuni 
yuqоridа kеltirilgаn аdаbiyotlаrdаn fоydаlаnib tаlаbаlаrni mustа­
qil o‘rgаnishlаrini tаvsiya etаmiz.

Tаnlаnmа kоrrеlyatsiya kоeffitsiеntining хоssаlаri

1. Tаnlаnmа kоrrеlyatsiya kоeffitsiеntini аbsоlyut qiymаti 
birdаn оrtmаydi, ya’ni |rT |≤1|, ya’ni 1≤rT≤1.

2. Agаr Х vа Y o‘zаrо erkli tаsоdifiy miqdоr bo‘lsа, u hоldа 
rT=0, аksinchа hоl hаmmа vаqt hаm to‘g‘ri bo‘lmаydi.

3. Аgаr rT=±1 bo‘lsа, u hоldа bеlgilаrning kuzаtilаyotgаn 
qiymаtlаri chiziqli funksiоnаl bоg‘lаnish bilаn bоg‘lаngаn 
bo‘lаdi.

Dеmаk, rT Х vа Y miqdоrlаr оrаsidаgi bоg‘lаnishning kuchi­
ni bildirаdi. Аgаr rt qiymаti 0 sоnigа qаnchаlik yaqin bo‘lsа, Х vа 
Y оrаsidаgi bоg‘lаshi shunchаlik kuchsiz bo‘lаdi. Аksinchа qiy­
mаti 1 sоnigа qаnchаlik yaqin bo‘lsа, Х vа Y оrаsidаgi bоg‘lаshi 
shunchаlik kuchli bo‘lаdi.

1-misol. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida xy ,  σx 

larni toping.
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X Y 4 5 6 7 ny

1 3 1 – 3 7
2 – 2 4 1 7
3 5 1 5 – 11

nx 8 4 9 4 n=25

Yechish:

xy= = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =1
4 3 5 1 6 0 7 3

7
38
7

,

xy= = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =2
4 0 5 2 6 4 7 1

7
41
7

,

xy= = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =3
4 5 5 1 6 5 7 0

11
55
11

.

U holda quyidagi jadval hosil bo‘ladi:

X Y 4 5 6 7 ny xy
1 3 1 – 3 7 38/7

2 – 2 4 1 7 41/7

3 5 1 5 – 11 55/11

nx 8 4 9 4 n=25

Endi 1-jadvaldan foydalanib o‘rtacha kvadratik chetlanishni 
hisoblaymiz:

x = + + + = =32 20 54 28
25

134
25

5 36, ,

x2 128 100 324 196
25

748
25

29 92= + + + = = , .

U holda σx=1,09.
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2-misol. Berilgan korrelyatsion jadval bo‘yicha x yy x,  larni 

hisoblang.

XY 40 50 60 70 ny

10 2 11 3 2 18
11 1 19 2 4 26
12 3 6 27 6 42
13 2 3 3 6 14

nx 8 39 35 18 n=100

Yechish: 

xy= =10
950
18

,
 
xy= =11

1250
26

,
 
xy= =12

2460
42

,
 
xy= =13

830
18

;

y y= =40
93
8

,
 

y y= =50
430
39

,
 
yx= =60

415
35

,
 
yx= =70

214
18

.

Bu ma’lumotlardan foydalanib quiydagi jadvalni hosil qilamiz:
X
Y

40 50 60 70 ny xy ,

10 2 11 3 2 18 950/18
11 1 19 2 4 26 1250/26
12 3 6 27 6 42 2460/42
13 2 3 3 6 14 830/18

ny 8 39 35 18 n=100

y y x xx yx−( ) = −( )ρ ,93/8 430/39 415/35 214/18

3-misol. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida Y ning X 
ga to‘g‘ri chiziqli rеgrеssiya tanlanma tеnglamasini tuzing:

X 10 2 7 5
Y 8 2 6 4

Jadvaldan foydalanib tanlanma regressiya tenglamasini toping.
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Yechish: Bu yerda
 

y y x xx yx−( ) = −( )ρ ,
 

ρ
σ
σyx T
y

x

r=
 

va 

r
xy nx y
nT

x y

=
− ⋅∑

σ σ  
formulalardan foydalanamiz.

xy = + + + =∑ 80 4 42 20 144,
    

x = + + + =10 2 7 5
4

6,

 
y = + + + =8 2 6 4

4
5,

     
x2 100 4 49 25

4
44 5= + + + = , ,

y2 64 4 36 16
4

30= + + + = ,
     

σ x = − ≈44 5 36 2 85, , ,  

σ y = − ≈30 25 2 25, ,
    
rT = − ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=144 4 6 5

4 2 85 2 25
0 94

, ,
, ,

 

ρ yx = ⋅ =0 94 2 25
2 85

0 74, ,
,

, ,
     

yx = +0 74 0 56, , .

4-misol. n=50 hajmli quyidagi korrelyatsion jadval bo‘yicha Y 
miqdorning X miqdorga korrelyatsion nisbati ηyx ni toping. 

X Y 10 20 30 ny

10 4 28 6 38
20 6 – 6 12

nx 10 28 12 n=50

y x xx = + +0 66 1 23 1 072, , , .16 10 18

Yechish: y  umumiy o‘rtachani topamiz:

y = ⋅ + ⋅ =38 10 12 20
50

12 4, .
 

σy va σ yx  
larni topamiz
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σ y
yn y y
n

=
−

= ⋅ − + ⋅ − =∑ ( ) ( , ) ( , ) , .
2 2 238 10 12 4 12 20 12 4

50
4 27

σ yx
= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − =10 16 12 4 28 10 12 4 12 18 12 4

50
3 65

2 2 2( , ) ( , ) ( , ) , .

U holda η
σ

σyx
y

y

x= = =3 65
4 27

0 85,
,

, .  

Demak, bog‘lanish egri chiziqli.
5-misol. Quyidagi korrelyatsion jadvaldagi ma’lumotlar bo‘yi­

cha y Ax Bx Cx = + +2
 regressiya tenglamasini toping:

X 
Y

0 1 2 3 4 ny

0 18 1 1 – – 20
3 1 20 – – – 21
5 3 5 10 2 – 20
10 – – 7 12 – 19
17 – – – – 20 20

nx 22 26 18 14 20 n=100

Yechish: Yuqoridagi jadval ma’lumotlari asosida quyidagi jad­
valni tuzamiz:

x nx yx nxx nxx
2 nxx

3 nxx
4 nx yx nx yx x nx yx x2

0 22 0,8 0 0 0 0 17,6 0 1
1 26 3,27 26 26 26 26 85,02 85,02 85,02
2 18 6,67 36 72 144 288 120,06 240,12 480,24
3 14 9,3 42 126 378 1134 130 390 1170
4 20 17 80 320 1280 5120 340 1360 5440
∑ 100 - 184 544 1828 6568 692,68 2075,14 7175,26

Bu jadvaldan quyidagi sistemani hosil qilamiz:
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6568 1828 544 7175 25
1828 544 184 2075 14
544 184

A B C
A B C
A B

+ + =
+ + =

+

, ;
, ;

++ =





 100 692 68C , .

Bu sistemani yechib, A=0,66; B=1,23 va C=1,07 ekanligini 
topamiz. U holda

y x xx = + +0 66 1 23 1 072, , , .

6-misol. Birоr mutахаssislikkа mаnsub ishchilаrning mеh­
nаt unumdоrligi – X, yoshi – Y vа mеhnаt stаji –Z ning o‘zаrо 
bоg‘liqligini tеkshirish mаqsаdidа 100 tа ishchi аjrаtib оlindi. 
Bu bеlgilаrning juft-juft bоg‘liqligi tеkshirilgаn bo‘lib, quyidа­
gi mа’lumоtlаr оlingаn: rxy=0,20; rxz=0,41; ryz=0,82. X ning Y 
va Z lаr bilan bog‘liqligining zichligi Rz,yz vа xususiy korrelyatsi­
ya koeffitsientlari rxy,z, rxz,y, ryz,x ni аniqlаng. 

Yechish: Mаsаlаdа X ning Y va Z lаr bilan bog‘liqligining zich­
ligi Rx,yz ni quyidagicha topamiz:

R
r r r r r

rx yz
xy xy xz yz xz

yz
,

, , , ,=
− ⋅ ⋅ ⋅ +

−
= − ⋅ ⋅ ⋅2 2

2

22
1

0 20 2 0 20 0 41 0 82 ++
−

=

= =

0 41
1 0 82

0 225 0 47

2

2

,
,

, , ;

Dеmаk, ishchilаrning mеhnаt unumdоrligi bir tоmоndаn ulаr­
ning yosh ko‘rsаtkichlаri, ikkinchi tоmоnidаn esа mеhnаt stаjlаri 
bilаn sеzilаrli dаrаjаdа bоg‘liq ekаn. 

Endi quyidagi xususiy korrelyatsiya koeffitsientlаrini baholay­
miz:

r
r r r

r r
xy z

xy xz yz

xz yz

,
( )( )

, , ,
( , )

=
−

− −
= − ⋅

−

2

2 2

2

21 1
0 20 0 41 0 82
1 0 41 (( , )

, ;
1 0 82

0 26
2−

= −
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r
r r r

r r
xy z

xy xz yz

xz yz

,
( )( )

, , ,
( , )

=
−

− −
= − ⋅

−

2

2 2

2

21 1
0 41 0 20 0 82
1 0 20 (( , )

, ;
1 0 82

0 44
2−

=

r
r r r

r r
yz x

yz xy xz

xy xz

,
( )( )

, , ,
( , )

=
−

− −
= − ⋅

−

2

2 2

2

21 1
0 82 0 20 0 41
1 0 20 (( , )

, ;
1 0 41

0 83
2−

=

Хususiy korrelyatsiya koeffitsientlаri bo‘yichа quyidаgi 
хulоsаlаrni chiqаrish mumkin.

Ishchilаrning mеhnаt unumdоrligi bilаn ulаrning yosh ko‘rsаt­
kichlаri оrаsidа to‘g‘ri kоrrеlyatsiоn bоg‘lаnish mаvjud rxy=0,2. 
Аgаr ungа uchinchi оmil, ya’ni mеhnаt stаjining bоg‘liqli­
gi o‘rgаnilgаndа tеskаri kоrrеlyatsiоn bоg‘lаnish mаvjudligini 
ko‘rish mumkin rxy,z=–0,26. Buni mеhnаt fаоliyatining mа’lum 
bir dаvridа insоn оrgаnizmining mеhnаtgа lаyoqаtlilik dаrаjаsi 
eng yuqоri bo‘lishi bilаn izоhlаsh mumkin.

Хuddi shu kаbi bоshqа хususiy korrelyatsiya koeffitsientlаri 
hаqidа hаm fikr bildirish mumkin.
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17-bob. MODEL VA MODELLASHTIRISH

1-§. Model va modellashtirish haqida tushuncha

Model (lot. modulus – o‘lchov, me’yor) biror obyekt yoki 
obyektlar sistemasining obrazi yoki namunasidir. Masalan, Yer­
ning modeli globus, osmon va undagi yulduzlar modeli planetariy 
ekrani; odam suratini shu surat egasining modeli deyish mumkin.

Qadimdan insoniyatni yaxshi sharoitda turmush kechirish, ta­
biiy ofatlarni oldindan aniqlash muammolari qiziqtirib kelgan. 
Shuning uchun insoniyat dunyoning turli hodisalarini o‘rganib 
kelishi tabiiy holdir.

Aniq fanlar mutaxassislari u yoki bu jarayonning faqat ularni 
qiziqtirish xossalarinigina o‘rganadilar. Masalan, geologlar Yerning 
rivojlanish tarixini, ya’ni qachon, qayerda va qanday hayvonlar 
yashagan, o‘simliklar o‘sgan, iqlim qanday o‘zgarganligini o‘rga­
nadilar. Bu ularga foydali qazilmalar to‘plangan joylarni aniqlash­
ga imkon beradi. Lekin ular yerda kishilik jamiyatining rivojlanish 
tarixini o‘rganmaydilar, bu bilan tarixchilar shug‘ullanadilar. Shu 
yerning o‘zida biz sayyoramizdagi dunyo biz sayyoramiz tarixiy 
rivojlanishning tarkibiy tafsifiga ega bo‘lamiz. Umuman, sayyo­
ramizdagi dunyoning barcha tadqiqotlari bizga to‘la bo‘lmagan va 
juda aniq bo‘lmagan ma’lumot beradi. Lekin bu koinotga uchish, 
atom yadrosi sirini bilish, jamiyat rivojlanish qonunlarini egallash 
va boshqalarga xalaqit etmaydi. Tuzilish modeli o‘rganilayotgan 
hodisa va jarayonni iloji boricha to‘la aks ettirishi zarur.

Modelning taqribiylik xarakteri turli ko‘rinishda namoyon 
bo‘lishi mumkin. Masalan, tajriba o‘tkazish maboynida foyda­
laniladigan asboblarning aniqligi olinayotgan natijaning aniqligi­
ga ta’sir etadi. Samalyotlarning ob-havo sharoitini hisobga olmay 
tuzilgan yozgi davri uchish jadvali aeroflot ishining takribiy mo­
delini ifodalaydi va hokazo.

Modellashtirish bilan obyektlari (fizik hodisa va jarayonlar)
ni ularning modellari yordamida tadqiq qilish, mavjud narsa va 
hodisalarning modellarini yasash va o‘rganishdan iboratdir.
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Modellashtirish uslubidan hozirgi zamon fanida keng foydala­
nilmoqda. U ilmiy-tadqiqot jarayonini osonlashtiradi, ba’zi hol­
larda esa murakkab obyektlarini o‘rganishning yagona vositasiga 
aylanadi. Modellashtirish, ayniqsa mavhum obyektlarni, olis-
olislarda joylashgan obyektlarni, juda kichik hajmli obyektlarni 
o‘rganishda ahamiyati kattadir. Modellashtirish uslubidan fizik, 
astronomik, biologik iqtisod uchun ham foydalaniladi.

Umuman, modellarni ularni tanlash vositalariga qarab, ushbu 
guruhlarga ajratish mumkin: obstrakt, fizik va biologik guruhlar 
(1-rasm). Endi modellari bilan qisqacha tanishaylik.

1. Abstrakt modellar qatoriga matematik, matematik-mantiqiy 
modellar kiradi.

2. Fizik model. Tekshirilayotgan jarayonning tabiati va geo­
metrik tuzilishi asl nusxadagidek, ammo undan miqdor (o‘lchami, 
tezligi, hajmi) jihatidan farq qiladigan modellardir. Masalan, 
samolyot, kema, avtomobil, poyezd, GES va boshqalarning mo­
dellari. Fizik modellar qatoriga kichiklashtirilgan maketlar, tur­
li asbob va qurilmalar, trenajyorlar kirishi mumkin. Jumladan, 
O‘zbekiston milliy bog‘idagilar bo‘la oladi.

Model
Abstrakt Fizik Biologik

Matematik Iqtisodiy matematik

Sonli
Tuzilish va obyektlari vazi­
falarining chuqurligiga qarab

Kichiklashtirilgan maket­
lar

Mantiqiy
Rasmiylashtirishning 
to‘laligicha qarab

Turli asbob va qurilma­
larda ishlaydigan modellar 

Grafik
Obyektlarning 
bog‘lanishining rasmiylashti­
rish darajasiga qarab

Trenajyorlar

Elektron
Obyekt tuzilishining shakllari 
darajasiga qarab

3. Matematik modellar tirik sistemalarning tuzilishi, o‘za­
ro aloqalari va funksiyasi qonuniyatlarining matematik-man­
tiqiy, matematik tavsifidan iborat bo‘lib, tajriba ma’lumotlariga 
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ko‘ra yoki mantiqiy asosda tuziladi, so‘ngra ular tajriba yo‘li bi­
lan tekshirib ko‘riladi. Biologik hodisalarning matematik model­
larini kompyuterlarda hisoblash ko‘pincha tekshirilayotgan bio­
logik jarayonning o‘zgarish xususiyati avvaldan bilish imkonini 
beradi. Shuni ta’kidlash o‘rinliki, tajriba yo‘li bilan bunday jara­
yonni o‘tkazish ba’zan juda qiyin bo‘ladi. Matematik va mate­
matik-mantiqiy modellar yaratilishi, takomillashtirilishi va undan 
foydalanish matematik hamda nazariy biologiyaning rivojlanishi­
ga qulay sharoit yaratadi.

4. Biologik model turli tirik obyektlar va ularning qismlari 
– molekula, suv – hujayra, organ – sistema organizm va shu 
kabilarga xos biologik tuzilish, funksiya va jarayonlarni model­
lashtirishda qo‘llaniladi. Biologiyada asosan uch xil modeldan 
foydalaniladi, ular biologik, fizik va matematik modellardir.

Biologik model odam va hayvonlarda uchraydigan ma’lum ho­
lat yoki kasallikni laboratoriya hayvonlarida sinab ko‘rish im­
konini beradi. Bundan shu holat yoki kasallikni kelib chiqish 
mexanizmi, kechishi natijasida va hokazolar tajribada o‘rganiladi. 
Biologik modelda har bir usullar genetik apparatga ta’sir qilish, 
mikroblar yuqtirish, ba’zi organlarni olib tashlash yoki ular faoli­
yati mahsuli bo‘lgan garmonlarni kiritish va boshqa usullar qo‘lla­
niladi. Bunday modellardan genetika, fiziologiya, farmokologiya­
da foydalaniladi.

5. Fizik-kimyoviy modellar biologik tuzilish, funksiya yoki ja­
rayonlarni fizik yoki kimyoviy vositalar bilan qaytadan hosil qi­
lishdir. Dastlab, hujayra tuzilishi va ba’zi vazifalarning fizik-
kimyoviy modelini yasashga urinib ko‘rilgan. Nemis zoologi 
O.Byuchli 1892-yili zaytun moyini suvda eriydigan turli moddalar 
bilan aralashtirdi va bu aralashmani bir tomchi suv bilan omuxta 
qilib, tashqi ko‘rinishidan protok plazmaga o‘xshash mikroskopik 
ko‘piklar hosil qiladi. Keyinchalik elektrotexnika va elektronik ta­
moyillar asosida birmuncha murakkab modellar nerv hujayralari, 
uning o‘simtalaridagi bioelektr potensiallarini ko‘rsatuvchi mo­
del, shuningdek shartli refleks hosil bo‘lishida markaziy tormozla­
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nish jarayonini modellashtiruvchi elektron-mexanik mashinalar 
yaratilgan. Bunday modellar odatda toshbaqa, sichqon, it shak­
lida bo‘ladi.

6. Iqtisodiy modellar taxminan XVIII asrdan qo‘llana boshla­
di. F.Keninning «Iqtisodiy jadvallar»ida birinchi marta, butun ij­
timoiy takror ishlab chiqarish jarayonining shakllanishini ko‘rsa­
tishga harakat qilingan.

Iqtisodiy sistemalarning turli yo‘nalishlarini o‘rganish uchun 
har xil modellardan foydalaniladi.

Matematik modellashtirish aniq fanlarga turli amaliy 
masalalarni yechishda muvaffaqiyat bilan qo‘llanib kelinmoqda. 
Matematik modellashtirish usuli masalani tasvirlaydigan u yoki 
bu kattaliklarni miqdor jihatdan ifodalash, so‘ngra esa ularning 
bog‘liqligini o‘rganish imkoniyatini beradi.

Bu usul asosida matematik model tushunchasi yotadi.
Matematik model deb, o‘rganilayotgan obyektning matematik 

formula yoki algoritm ko‘rinishida ifodalangan xarakteristikalari 
orasidagi funksional bog‘lanishga aytiladi.

Masalan, ideal gazning matematik modeli gazning bosimi R, 
egallangan hajm va temperatura orasidagi funksional bog‘lanishi 
ifodalaydigan formula (Klapeyron formulasi)dan iborat.

Matematik modellashtirishda o‘rganilayotgan fizik jara­
yonlarning matematik ifodalari modellanadi. Matematik model 
olamning ma’lum hodisalari sinfining matematik belgilari bi­
lan ifodalangan tarkibiy ifodasidir. Matematik model olamni bi­
lish, shuningdek oldindan aytib berish va boshqarishning kuch­
li usulidir.

Matematik modelni tahlil qilish o‘rganilayotgan hodisaning 
ichiga kirish imkonini beradi. Hodisalarni matematik model yor­
damida o‘rganish to‘rt bosqichni amalga oshiriladi.

Birinchi bosqich modelning asosiy obyektlarini bog‘lovchi 
qonunlarini ifodalashdan iborat.

Ikkinchi bosqich matematik modeldagi matematik masala­
larni tekshirishdan iborat.
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Uchunchi bosqichda qabul qilingan modelning amaliy me­
zonlarini qanoatlantirishi aniqlanadi, boshqacha aytganda, kuza­
tishlar natijasi modelning nazariy natijalari bilan kuzatish aniqli­
gi chegarasida mos kelishi masalasi aniqlandi.

To‘rtinchi bosqichda o‘rganilayotgan hodisalar haqidagi 
ma’lumotlarning yig‘ilishi munosabati bilan modelning navbat­
dagi tahlili amalga oshiriladi, takomillashtiriladi va aniqlashtiri­
ladi.

Shunday qilib, modellashtirish usulining asosiy mazmunini 
obyektni dastlabki o‘rganish asosida modelni tajriba yo‘li bilan 
yoki nazariy tahlil qilish, natijalari haqidagi ma’lumotlar bilan 
taqqoslash, modelni tuzatish (takomillashtirish) tashkil etadi va 
hokazo.

2-§. Matematik modellashtirish to‘g‘risida tushuncha

Hayotda insoniyat xotirasiga bog‘liq bo‘lmagan holda uchray­
digan usullar muvaffaqiyatli va hatto, o‘z-o‘zini kuzatish va tajri­
balar mavjud bo‘lib, o‘z faoliyatida har xil sohalarga mos muam­
molari yaxshi yechimini topishga harakat qiladi.

Bunday yechimlarni aniqlash muammosi ko‘p qirrali bo‘lib, 
ularni har xil usullar bilan hal qilish kerakdir.

Kutilayotgan obyektlarni chuqur va har tomonlama o‘rga­
nish maqsadida tabiatda hamda jamiyatda ro‘y beradigan jara­
yonlarning modellari yaratiladi. Jarayon modelini tuzish mo­
dellashtirish deb ataladi. Modellashtirish metodlarini ishlab 
chiqish bevosita kibernetika fanining rivojlanishi bilan bog‘liq 
hisoblanadi. Masalalar yechimini topishda mashinalar, inson, 
murakkab holatlarda inson mashina tizimi qo‘l kelib, bu esa 
o‘z navbatida aniq yechimni topishga yo‘naltiradi. Hozirgi vaqt­
da amaliyot sohasida matematik modellardan foydalanib nati­
ja  olinmoqda.

Jamiyatda uchraydigan jarayon va obyektlari miqdoriy, 
bog‘lanishlarning matematik ifodasi matematik model deb ata­
ladi. Modelning hayotiyligi uning modellashtiriladigan obyektga 
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qanchalik mos kelishiga bog‘liq. Bitta modelda obyektning ham­
ma tomonini aks ettirish qiyin bo‘lganligidan unda obyektning 
eng xarakterli va muhim belgilarigina aks ettiriladi.

Binobarin, modelning to‘g‘riligi to‘plangan ma’lumotlar haj­
miga, ularning aniqlik darajasiga, tadqiqotchining malakasiga va 
modellashtirish jarayonida aniqlanadigan masalaning ko‘lamiga 
bog‘liq. Ma’lumki, tadbiq aniq va ijtimoiy fanlar takomillashuvi­
da xizmat qilib kelmoqda.

Matematika boshlang‘ich tushunchalari, faqatgina ijtimoiy ja­
rayonlarda emas, balki, mojaroli holatlar, o‘zaro kelishmovchi­
liklar, kelishuv, ijtimoiy fikrlarni aniqlashda ham muhim aha­
miyatga egadir.

Matematik modellarni ishlab chiqish va tahlil qilib, matema­
tik usullarga tadbiq qilinmoqda.

Jarayonlarni tahlil qilish sohasi XVIII–XIX asrlarda paydo 
bo‘lib, ishni tashkil qilish va ishlab chiqarishda qo‘llanila bosh­
lanib, sanoat korxonalaridagi ko‘pgina aniq masalalarni yechimini 
topishda A.Smit, Charlz Bebbirt, F.Teylor, G.Gentlar ijobiy nati­
jalarga erishganlar. 1840-yilda Buyuk Britaniyada Bebbirt usuli 
yordamida pochtadan yuboriladigan ma’lumotlarni qayta ishlab, 
uni ajratib, tezgina iste’molchiga yuborish yo‘llari yaratilgan. XX 
asr boshlarida antogonik mojarolarni matematik modellashtirish 
artilleriyalar uchun F.Lanchester usulidan, investitsiyani boshqa­
rish nazariyasi bo‘yicha F.Xarris usuli, maishiy xizmat sohasida 
A.Erling usullaridan foydalanilgan.

Ikkinchi Jahon urushi davrida Angliya harbiylari tomonidan 
Shimoliy Atlantikani shturm qilishda S.Blyejyet usulini qo‘llagan 
bo‘lib, bu mashhur «Blacked’s Circus» operatsiyasi deb nomlanib, 
unda matematik, fizik, biolog, geodez, astrologik hamda harbiy­
lar ishtirok qilganlar.

Keyinchalik matematik modellashtirish sohasida o‘yinlar 
nazariyasi bilan D.Neyman chiziqli dasturlash sohasida D.Dan­
sik, L.V.Kantorovichlar katta sohada ilmiy izlanishlarni amalga 
oshirganlar.
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Shuni ham ta’kidlab, o‘tish kerakki, soddalashtirilgan matema­
tik model qo‘yilgan talablarga yaxshi javob bera olmaydi, o‘ta 
murakkab model esa masalani yechish jarayonida ancha muam­
molar yaratadi.

3-§. Matematik modellashtirish usullari va  
yechish bosqichlari

Matematik modellardan foydalanish usullari to‘rt qismga 
bo‘linadi:

1. Gidravlik modellar. Bunday modellashtirish asosan suyuq­
lik kuchi bilan ishlaydigan apparat (idishlar) orqali hisoblana­
di. Modellashtirishning bunday usuli suyuqliklarni o‘lchashda 
qo‘llaniladi.

2. Elektr tasvirlash modellari. Fizika sohasida qo‘llanilib,  
elektr tarmog‘i xarakteristikasi tarzida tasvirlanadi.

3. Qurilishlarda bajariladigan ishlarning bajarilish muddatini 
aniqlashga yo‘naltirilgan matematik modellar deb ataladi.

4. Xalq xo‘jaligining turli tarmoqlaridagi bajarilayotgan ishlar 
tengsizlik va tenglamalar sistemasiga mos matematik model olib 
kelinib, ular iqtisodiy-matematik modellar deb yuritiladi.

Matematik modellar o‘z navbatida quyidagilardan iborat 
bo‘ladi:

1. Statistik tahlil.
2. Imitatsion modellashtirish.
3. Tarmoqli dasturlash.
4. Chiziqli dasturlash.
5. Ketma-ketlik nazariyasi.
6. Chiziqli bo‘lmagan dasturlash.
7. Dinamik dasturlash.
8. O‘yinlar nazariyasi.
Matematik modellashtirishning nazariy asoslari besh bosqich­

ga bo‘linib, amalga oshiriladi.
Birinchi bosqichda – jarayon sifat jihatdan tahlil qilinib, masa­

la maqsadi o‘rganilib, unga mos axborotlar to‘planadi. Jarayon­
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ning mohiyatini nazariy asosda o‘rganib, uning zarur ko‘rsat­
kichlari aniqlanib, bu modellashtirish negizini tashkil etadi.

Ikkinchi bosqich – jarayonning optimallik mezoni hisoblanib, 
unda hamma ishlar bir xil o‘lchov birligiga keltiriladi hamda me­
zon matematik funksiya ko‘rinishida ifodalanib, argumentning 
ma’lum qiymatlarida yagona yechimga ega bo‘ladi.

Uchinchi bosqichda – matematik model matematik ifoda­
lar ko‘rinishida (tenglama va tengsizliklar sistemasi) tasvirlanib,    
ular chiziqli, kvadrat, chiziqli bo‘lmagan, giperbolik va boshqa 
matematik ifodalarda yozilishi mumkin.

To‘rtinchi bosqichda – shakllantirilgan modelning miqdoriy 
yechimini aniqlaydigan usul tanlanadi. Matematik ifoda yor­
damida model bilan ifodalangan masalani yechishda matematik 
modellashtirish metodlari qo‘llaniladi (iqtisodiy masalalarni ye­
chishda simpleks), ehtimollarda (o‘yinlar nazariyasi). Masalaning 
maqbul yechimini aniqlashda matematik dasturlash yoki boshqa 
usullardan foydalanish mumkin bo‘ladi. 

Matematik modellashtirishning beshinchi bosqichida masala­
ning yagona (maqbul) yechimi miqdor va sifat jihatdan tahlil 
qilinib, ular o‘rtasidagi nisbiy holat olinadi.

Masalalarni zamonaviy axborot texnologiyalari yordamida ye­
chish yaxshi natijalarni beradi, buning uchun:

1-chizma

1) matematik modelni yechish uchun maxsus dastur ishlab 
chiqiladi;

2) asosan zamonaviy axborot texnologiyalarida murakkab 
masalalar yechiladi.

Amaliy tajribalar shuni ko‘rsatadiki, masalalarning yechimini 
aniqlashda quyidagi bosqichlardan foydalanishni taklif etamiz.
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1-bosqich – masala maqsadini aniqlash (1-chizma). 
Bu bosqichda masala maqsadini aniq va to‘g‘riligini ko‘rsat­

gan holda vaqt, tushuncha, yozuvlar orqali aniqlashga harakat 
qilinadi.

2-bosqich – masalani yechish uchun matematik model tanlash. 
Bunday holda masala aniq ko‘rsatilsa, unda tayyor model tanla­
nadi, agarda aniq model mavjud bo‘lmasa, u holda ushbu masala­
ni yechishga mos model ishlab chiqiladi.

2-chizma

Modellar har xil bo‘lishi mumkin fizik, anologik, mate­
matik. Matematik modellar 3 guruhga bo‘linadi, determinlovchi 
(aniqlovchi), staxostik va o‘yinlar. Determinlovchi (aniqlovchi) 
modellar asosiy ko‘rsatkichlarga bog‘liq holda aniqlaydi. Masalan: 
optimallashtirish masalalarida ayrim miqdorlar bo‘yicha (harajat­
ni kamaytirish yoki daromadni yuksaltirish). Staxostik modellar 
aniq bo‘lmagan yoki ehtimolli holatlarda ishlatilgan. O‘z foydasi 
uchun nazariy o‘yin modellaridan foydalaniladi.

3-bosqich yechimni aniqlashda kerakli boshlang‘ich axborot­
lar izlanadi va tayyorlanib, aniq o‘zgaruvchilar tanlanadi hamda 
og‘zaki model asosida moslashadi. 

4-bosqich – yechimni testlashtirish. Bunda yechimni test­
lashtirib, testdan yaqinroq yechim mos kelishi o‘rganiladi.
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3-chizma

4-chizma

5-bosqich – nazoratni tashkil qilish.
Agar aniqlangan yechim mos bo‘lsa, uning nazoratini yo‘lga 

qo‘yishda to‘g‘ri modeldan foydalanish kerak, asosiy masaladagi 
bunday nazariy, chegaralar tartibini saqlashga mos modellardan 
foydalanish boshlang‘ich axborotlar aniqligi va olinadigan ye­
chimga bog‘liq hisoblanadi.

5-chizma

6-bosqich – eng muhim va murakkab bo‘lib, bunda inson aso­
siy rol o‘ynagan holda yechimning tatbiqi bilan ish yuritadi.
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6-chizma

Quyidagi sxemadagi nuqtali chiziqlar yechimni aniqlash ja­
rayonlari qismlarini ifodalab, bu masalani yechishning matema­
tik xususiyatlarini belgilashda asosiy rol o‘ynaydi.

Maqbul bo‘lmagan

7-chizma

Bunda: MM – modellar majmuasi;
KT – ko‘rsatkichlarni tayyorlash;
KO‘ – ko‘rsatkichlarni o‘zgartirish;
RTQ – reklamani tashkil qilish.
Stoxostik modellashtirish.
Stoxostik (ehtimolli) modellar ayrim hollarda ko‘plab tatbiq 

qilinib, u yoki bu faktorlar uchun xarakterli hisoblanadi. Bunday 
holatlar inson faoliyatining hamma sohalarida qo‘llaniladi. 
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Masalan: bir necha yildan keyingi ob-havo ma’lumoti, biror 
mahsulotga bo‘lgan talablar, mamlakatdagi siyosiy holat va bosh­
qalar. Shu sababli mantiqiy mulohazalarga asoslangan axborotlar 
bilan ishlashga to‘g‘ri keladi.

Ehtimol tushunchasidagi har xil fikrlar tasodifiy holat tushun­
chasi stoxostik metod va modellar yordamida o‘rganiladi. Tasodi­
fiy holat tushunish asosida ayrim kuzatishlar natijasiga asoslana­
di. Kuzatishlar orqali natijaga erishishda kuzatuvchining xizmati 
muhim hisoblanib, kelajakdagi tasodifiy holatni soddagina holat 
deb ataymiz.

Misollar: 1. Sinov – tangani tanlash, kuzatilayotgan holat – 
gerb yoki son tomonining tushishi.

2. 12 yanvar kunining kelishi – sinov.
Kun davomida havoning ochiq kelishi – holat 
3. Talabaning YaN topshirish sinovi – uni 86,0 ball olishi ho­

lat hisoblanadi.
 Har qanday holat son bilan ifodalanib, u [0,1] kesmada joy­

lashib, bu berilgan holatning ehtimoli deb ataladi va ingliz tili­
dagi p harfi bilan belgilanib, biror holatda ehtimol 0 ga, aniq 
ishonchli holatda 1 ga teng bo‘ladi.

Misol: o‘yindagi kubikni o‘ynash holatida 1 va 6 ga bo‘lgan 
sonlarni tushish holati mavjud bo‘lib, ular {1;2;3;4;5;6} to‘plamni 

tashkil etadi va har bir sonning paydo bo‘lish ehtimol
 

p = 1
6  

ga 

tengdir. Har bir to‘plamda qism to‘plam mavjud bo‘lib, 
A={1;2;3;4;5;6 } to‘plam bo‘lsa, A1={juft ochkolarni ifodalovchi} 
to‘plam hisoblansa, A2={3;4;5;6} ikkidan ortiq ochkolarni ifoda­
lovchi qism to‘plam bo‘ladi.

Sinfiy ehtimol – bu n ham mavjud bo‘lgan o‘zgarishlar, m A 

holatdagi mavjud o‘zgarishlar soni bo‘lsa A ehtimol
 
p A m

n
( ) =

 
formula bilan aniqlanib, bu sinfiy ehtimol deyiladi.

Bunda 
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(1)    

 

P A

P A

1

2

1
2
2
3

( ) =

( ) =








       

Ρ A( ) = + =1
2

2
3

3

Geometrik ehtimol – agar tekislikda F figura ichida f joylash­
gan figura bo‘lib, bir nuqta olib, ushbu figuralarga otish kerak, 
agar ushbu nuqta A holatda f ga tushsa, u holda A holat ehtimoli.

ρ A
S
S
f

F

( ) =  (2) formula bilan aniqlanadi, bu yerda Sf va SF lar 

figuralarning yuzalaridir.
O‘z navbatida geometrik ehtimol­

larni aniqlashda faqatgina figuralar 
yuzasi emas, balki ularning uzunligi 
hajmi ham hisobga olinadi.

Misol: to‘fon tufayli telefon sim­
larining 20- va 60-km lari ishdan 
chiqqan. Qanday ehtimolda 30- va 
35-km larda telefon simlari ishdan 
chiqishi mumkin. 

Yechish: Bu yerda F = − =60 20 40

 f = − =35 30 5
        

Ρ A( ) = =5
40

1
8

.

Statistik ehtimol. Agarda A holat bir nechta kuzatuvlar nati­
jasida paydo bo‘lmasin, uni yana qaytadan n marta takrorlagan­
dan A holat paydo bo‘lib, bu son m ga teng bo‘lsa; 

m
n  munosabat 

kuzatishlar asosida A holatning nisbiy paydo bo‘lish chastotasi 
deyiladi. Agarda n ning ko‘plab qiymatlarida nisbiy chastotalarni 
guruhlasak ular o‘zgarmas bo‘lib, uni A holatning statistik ehtimo-
li deb ataymiz.
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Ρ A m
n

( ) ≈
 
(3) bo‘lib, bu n ning katta qiymatlarida amalga 

oshiriladi.
Misol: agar tangani n ta holatda tashlab va m gerb holatda 

tushishini kuzatsak n ning katta qiymatida
 

m
n

⇒ 0 5,
 
ga yaqin 

bo‘ladi.
Noaniqlik ehtimoli. Ko‘pgina aniq holatlarda biror holat ehti­

molini aniqlash murakkab bo‘lib, bundagi birinchi reja u yoki bu 
holatni muhimligini belgilashi kerak bo‘ladi. Shunday holatlarda 
ekspertlar so‘rovi asosidagi natija suyangan holatni ehtimol no­
aniq ehtimol deyiladi.

Misol: muz ustida harakat qiluvchi sportchilarni kuzatar 
ekanmiz ular 2 xil holda baholanadi, birinchisi artistlik mahorati 
bo‘lsa, ikkinchisi texnik mahorati bo‘lib, bunda 5 tadan ekspert­
lar (ya’ni sudyalar) tomonidan baholanib, ularning o‘rtacha ba­
hosi uning haqiqiy harakati bahosi hisoblanadi.

Artistlik mahorati 5.9 5.7 5.4 5.3 5.4

Texnik mahorati 9.1 9.6 8.5 8.4 8.3

P C( ) .
.

.= ≈5 5
9 9

0 62

Dinamik modellar. Fizik modellar turiga birorta obyekt va 
tizimlarni kengaytirib yoki qisqartirib yozilishiga aytiladi.

Masalan: samalyotning modeli deganda uning 1:50 proporsi­
ya sifatida qabul qilingan modul qaralib, unda samalyotning 50 
marta kichik holdagi maketi hisobga olinadi.

Analogik modellar deb – izlanayotgan obyekt, haqiqiy obyekt 
sifatida qaraladi.

Misol: 1. Talabalarni YaN topshirishlariga mos holdagi holatni 
kuzatsak, unda sarflangan narsa bilan natija o‘zaro bog‘liq bo‘lib, 
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bu analogik model hisoblanadi. Ya’ni, talaba YaN ga tayyorgar­
ligi uchun sarflagan vaqti, uni YaN ni topshirishdagi natijasida 
ifodalanadi.

A’lo  
Yaxshi 

Qoniqarli

Misol: agar 1 ombordan 3 ta shaharga mahsulot yuborish ke­
rak bo‘lib, bunda transport harajatlari kam bo‘lishi e’tiborga olin­
gan. Agar yuborilgan fanerlarga qoqiladigan narsalar shaharlarni 
o‘zida tayyorlansa u holda omborni optimal masofaga joylashti­
rish kerak bo‘ladi. 

Matematik modellar  biror obyekt xarakteri va xossasiga bog‘liq 
holda matematik ifoda va metodlar orqali yozilishiga aytiladi. Ay­
rim hollarda, formula tilida ifodalashda, murakkab qoidalarga 
duch kelinadi. Har qanday matematik modelni yaratishda formu­
lalar ishtirok etib, ular bosqichlarga bo‘linadi. Vaqt o‘tishi bilan 
ko‘rsatkichlar o‘zgarib boradi.

Aholining o‘sish dinamikasini hisoblash modeli. Ayrim hollar­
da matematik modellar yaratish oson amalga oshiriladi. Masalan: 
XVIII asr o‘rtalarida Markaziy Yevropada cherkovlar mavjud 
bo‘lib, ularga uning atrofidagi qishloq aholisi qatnaganlar. Cher­
kov ruhoniysining fikriga ko‘ra sig‘inuvchilar soni oshib borgan 
bo‘lib, uning fikricha sig‘inuvchilarning soni oshishi keyincha­
lik cherkovga yana qo‘shimcha xona qilish yoki yangisini qurish 
kerakligini anglatib, qaysidir kelajakda cherkov qurish kerakligini 
aytadi.
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Quyidagi belgilashlarni kiritamiz, n yil oxirida cherkovga 
keluvchilar sonini Xn bilan belgilasak, keyingi (n+1) yilda ular so­
ni Xk+1 bo‘lib, u holda ular o‘rtasidagi farq ∆Xn=Xn+1–Xn (1) bi­
lan ifodalanadi.

Bunda ikkita holat – aholi yo‘nalishi va aholining o‘limi e’ti­
borga olinadi. Shu sababli cherkov ruhoniysi bu holatni quyida­
gicha ifodalaydi

b1…bn – aholining tug‘ilishi,
d1…dn – aholining o‘limi,
x1...xn – cherkovga qatnashganlar soni bo‘lsa, ular o‘rtasida 

munosabat quyidagicha bo‘ladi. 

b
x
b
x

b
x

d
x
d
x

d
x

n

n

n

n

1

1

2

2

1

1

2

2

; ....

; .... .

O‘z navbatida α va β o‘zgarmaslarni kiritsak, n – yildagi tug‘il­
ishlar soni αxn. n – yildagi o‘limlar soni β xn bilan ifodalanib, ul­
ar o‘rtasidagi munosabat αxn – βxn bo‘lib, natijada

∆X x x
x x x x x

x x

n n n

n n n n n

n n

= −
= + − = + −

= + −
=

+

+

α β
α β α β

γ α β
γ

1

1

1
1

( )

    

(model yaratildi).

Agar γ δ α β> = − > −1 0( ' ' )tug ilish ko p
γ δ α β= = − = −1 0( )teng
γ δ α β< = − < −1 0( ' ' )o lim ko p hisoblanadi
Tashkiliy tizimlarni boshqarish.
Tashkiliy tizim – bu odamlar to‘plami va texnikalar hisob­

lanib, ular o‘zaro funksional bog‘liq hisoblanadi. Misollarda oila, 
firma, ta’lim muassasalari, shahar va mamlakatlar ishtirok etadi. 
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Har qanday tizim elementlardan tashkil topadi. Bizga ma’lumki 
bunda 2 ta holat mavjuddir. Birinchi holatda tizim birorta aniq 
maqsadga yo‘naltirilgan bo‘lib, ikkinchi tomondan esa tizimda 
o‘z foydasiga yo‘naltirilib, bu o‘yinlar nazariyasiga mos keladi va 
ikki o‘lchamli modellar orqali ifodalanadi. 

Masalan: n iste’molchi bo‘lib, u Sn markaz talabiga ko‘ra 
mahsulot yetkazish kerak bo‘ladi, agar iste’molchi R xom-ashyo 
asosida mahsulot ishlab chiqarsa, qo‘shimcha axborot asosida i 

iste’molchi tomonidan talab qilinadigan xom-ashyo X i ni ( , )=1

bilan belgilanadi.

S Ri
i

n

≤
=
∑

1  
bunda talab yuqori bo‘lmasdan markazdagi masala­

ni yechishda S1=X1, S2=X2,….. S4=X4 bo‘lib, har bir iste’molchi 
o‘z talabiga nisbatan mahsulot oladi, agarda

S Ri
i

n

>
=
∑

1  
bo‘lsa bunda, berilgan talab asosida amalga oshiriladi.

To‘g‘ri tashkil qilish mexanizmi.

Iste’molchining ustunligi, dastlab S i ni ( , )=1  talab bo‘lib, 

markaz har bir iste’molchi talabini o‘rganib chiqadi va uni 

A i ni ( , )=1  bilan ifodalaydi va shu asosda to‘g‘ri tashkil qilish 
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mexanizmi ishlab chiqilib u asosida mahsulotni taqsimoti amal­
ga oshiriladi va quyidagi qoida paydo bo‘ladi:

	 Xi=min{Si,γ,Si}=A i ni ( , )=1 	 (1)

γ – hamma iste’molchilar uchun umumiy bo‘lgan ko‘rsatkich 
bo‘lib, unda 

X Ri
i

n

=
=
∑

1  
(2) shartda hamma mahsulot omborda qolmasdan 

taqsimlanadi. (1) formulaga asosan A1=A2=…An=1 bo‘lsa,

Xi=min{Si,γ,Si}= γSiA i ni ( , )=1

Xi=Si bo‘lish mumkin emas, chunki tanqislik holati mavjud 
bo‘lmasligi shart.

γ S Ri
i

n

=
=
∑ .

1

Bundan

γ =

=
∑
R

Si
i

n

1

Misol: 5 ta iste’molchi mahsulot uchun 5,8,12,7 va 8 holat­
da talabnoma bergan bo‘lib, markazda esa taqsimlash uchun 32 
miqdordagi mahsulot mavjud. Qanday qilib, to‘g‘ri tashkil qilish 
mexanizmi orqali qanday taqsimlash amalga oshiriladi.

Demak, berilganlar:

S S S S S R

S Ri
i

1 2 3 4 5

1

5

5 8 12 7 8 32

5 8 12 7 8 40 32

= = = = = =

= + + + + = > =
=
∑

, , , , ,

Demak, bu yerda markazda tanqislik bo‘lib
 
γ = =32

40
0 8,  bo‘sh, 

talabnomalarni ko‘paytirsak
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X
X
X
X
X

1

2

3

4

5

0 85 4
0 88 6 4
0 812 9 6
0 87 5 6
0 88 6 4

32

= =
= =
= =
= =
= =

,
, ,
, ,
, ,
, ,

Bu yerda o‘z navbatida birinchidan har bir iste’molchi tala­
bidan kam mahsulot oladi. Ikkinchidan iste’molchi tanqislik ho­
latini o‘rgangan holda talabnoma bilan chiqishi kerak.

Teskari tashkil qilish mexanizmi.

8-chizma

Iste’molchi mahsulotga talabnomani kam bergan holda un­
dan foydalanish samaradorligini oshirishga harakat qiladi. U hol­
da mahsulot taqsimoti quyidagi qoida asosida amalga oshiriladi.

	
X S A

S
i ni i

i

i

=








=min , ( , )γ 1
	

(3)

bunda γ orqali belgilanib, quyidagi X Ri
i

n

=
=
∑

1  
shart amalga oshiri­

ladi, (3) tenglikka asosan, Si yuqori talabnomaga ko‘ra kam 
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mahsulot olish, ya’ni iste’molchi o‘zi talab qilganiga nisbatan 
markazning Xi mahsulotini olish kerak bo‘ladi

i iste’molchining Si talabnoma asosidagi mahsulotga asoslanib, 
Xi dan maksimal mahsulot olishi shart. 8-chizmada ta x mahsulot 

Si
*
 nuqtada bo‘lib, unda tenglama 

S A
Si
i

i

*
*= γ
     

S A S Ai i i i
* *2 = ⇒ =γ γ  

S A S A S Ai i i n n
* * *, ,...,= = =γ γ γ2   x S x S x Si n n= = =1 2 2

* * *, ,...,

Bundan 

R x S A Ai
i

n

i
i

n

i i
i

n

i

n

= = = =
= = ==
∑ ∑ ∑∑

1 1 11

* γ γ

γ =

=
∑
R

Ai
i

n

1

Ochiq boshqarish mexanizmi.
Bu mexanizmda mahsulot taqsimoti bir necha bosqichda 

amalga oshiriladi, jumladan birinchi bochqich iste’molchilari 
R/n teng taqsimlansa, ayrimlari ko‘proq bo‘ladi, agar kam bo‘lsa 
R1/n1 va hokazo.

Misol: 8 ta iste’molchi 12,3,6,1,5,7,10,2 kabi taqsimot qilinib, 
markazda R=40 miqdorda mahsulot bo‘lsin, taqsimotni ochiq 
boshqaruv mexanizmi asosida amalga oshiring:

R n
S

S S S S S S S/
,

, , , , , ,=
=

= = = = = = =5
12

3 6 1 5 7 10 2

5 5 5 5 5 5 5 5
1

2 3 4 5 6 7 8

Bunda, 2,4,5 va 8 iste’molchilarni qanoatlantiradi:

x x x x
R n
R
n
S x

2 4 5 8

1

1

1

1

3 1 5 2
40 3 1 5 2 29 4
29
4

7 1
4

12

= = = =
= − − − − = ⇒ =

= =

=

, , ,

, 33 6 76 7 10 29

7 1
4

7 1
4

7 1
4

7 1
4

= = = =, ,x x R
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x x x x
R n
R
n
S x

2 4 5 8

1

1

1

1

3 1 5 2
40 3 1 5 2 29 4
29
4

7 1
4

12

= = = =
= − − − − = ⇒ =

= =

=

, , ,

, 33 6 76 7 10 29

7 1
4

7 1
4

7 1
4

7 1
4

= = = =, ,x x R

x3=6, x6=7 ni qanoatlantiradi.

x x
R n
R
n
S S R

x

3 6

2 2

2

2

1 7

1

6 7
29 6 7 16 2

8

12 10 16
8 8

8

= =

= − − = =

=

= = =

=

,

,

Demak,
xx

x
x
x
x
x

7

1

2

3

4

8

8
3
6
1

=

− =

=

=

=

______________________
Umuman olganda

55

6

7

8

5
7
8
2

40

=

=

=

=

x
x
x

__________

Ochiq boshqarish va ekspertlar so‘rovi.
n ta ekspertdan har biri [d, D] kesmadan, S sonni tanlab, ek­

spert baholashdan keyingi yechim x bo‘lsin. Berilgan: Si larga 
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nisbatan x sonni aniqlash kerak bo‘lib, ekspertlarning fikri oxir­
gi natijaga mos kelib, 

x
n

Si
i

n

=
=
∑1

1

bilan hisoblanadi
Har bir ekspertning fikri ri bo‘lsa, oxirgi baholash ri fikrga 

to‘g‘ri kelib, Si≠ri bo‘lish kerak
Misol: 3 ta ekspertning fikri r1=10, r2=10, r3=40, bo‘lib, agar 

har birining fikri tasdiqlansa u holda 

x = + + =10 10 40
3

20

Agarda 3 ta ekspert S3=100 baho qo‘ysa u holda 

x = + + =10 10 140
3

40

r3 ga mos keladi.
Dispersiyalarni tekshirish.
Bu farazni tekshirish uchun Kochren alomati qo‘llaniladi:

G
S Y

S Y
x

U

U
U

N=
{ }
{ }

=
∑

max .
2

2

1

So‘ng 4-ilovadan G N f S mx U1 12− { } = −α ; ;  jadval qiymati topilib, 

GX bilan solishtiriladi. Agar GX<GJ shart bajarilsa dispersiyalar­
ning bir jinsliligi haqidagi faraz to‘ri deb topiladi.

O‘rtacha dispersiyani aniqlash.

O‘rtacha dispersiya
 
S Y

N
S YU

U

N

( )1
2 2

1

1{ } = { }
=

∑
 
ko‘rinishdagi formula 

bo‘yicha aniqlanadi. Bu dispersiyaning ozodlik darajasi soni 
f S N m( ) ( )1

2 1{ } = −
 ga teng bo‘ladi.

Regression modelning ko‘rinishini aniqlash

Regression modelning ko‘rinishini aniqlash uchun eksperi­
ment natijalari bo‘yicha ma’lumotlarning bo‘lingan va bo‘linma­
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gan ayirmalari hisoblanadi. Agar eksperiment o‘tkazish natijasida 

X Y X Y X YU U N N1 1, ,..., , ,..., ,( ) ( ) ( )
 
juftlik qiymatlar olingan bo‘lsa, 

birinchi tartibli bo‘lingan ayirmalar quyidagicha hisoblanadi.

∆ ∆ ∆B BU
U U

U U
B N

N NY Y
X X

Y Y
X X

Y Y
1

2 1

2 1

1

1
1

| | |= −
−

= −
−

= −+

+
−,..., ,..., ( )

−−

−−
1

1X XN N

.

Ikkinchi tartibli bo‘lingan ayirmalar:

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
B

B B
BN

RN RN

N Nx x x x1
2 1

3 1
2

1 2

2

||
| |

||
|| ||

= −
−

= −
−−

− −

−

,..., .

Birinchi tartibli bo‘linmagan ayirmalar:

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆BM B B BM N BM N BM N1 2 1 2 1 2
| | | || | |= − = −− − −,..., .( ) ( ) ( )

Bo‘linmagan ayirmalardan X faktor o‘zgarmas qadam bilan 
o‘zgarganda foydalaniladi.

Agar 
∆ ∆Bi Bi S Y| |− ≤ { }−1 12 ( ) ,

 yoki ∆ ∆BMi BMi S Y i N| |− ≤ { } = −−1 12 2 2( ) , ,...,

shartlar bajarilsa matematik modelni

YX=a0+a1X    yoki    YX=d0+d1
X X−( ).

Chiziqli funksiyalar ko‘rinishida qidiriladi, bunda

X
N

XU
U

N

=
=

∑1
1

Agar yuqoridagi shartlar bajarilmasa

∆ ∆Bi Bi S Y+ − ≤ { }1 12
|| ||

( ) ,
 yoki 

∆ ∆BMi BMi S Y i N+ − ≤ { } = −1 12 2 3
|| ||

( ) , ,..., , (*)

shartlarning bajarilishi tekshiriladi.
Agar bu shartlar bajarilsa, model

YX=a0+a1X+a2X
2

Ikkinchi darajali polinom ko‘rinishida qidiriladi. Agar (*) 
shartlar bajarilmasa 3-tartibli bo‘lingan yoki bo‘linmagan ayir­
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malar hisoblanib, yana yuqoridagi tengsizliklarning bajarilishi 
tekshiriladi, va hokazo.

Regressiya koeffitsientini aniqlash.
Eng kichik kvadratlar usuli bo‘yicha YX=a0+a1X chiziqli mo­

delning noma’lum a0 va a1 koeffitsientlari quyidagi tenglamalar 
tizimidan aniqlanadi:

a N a X Y

a X a X X Y

U U
U

N

U

N

U U U U
U

N

U

N

U

N

0 1
11

0 1
2

111

+ =

+ =










==

===

∑∑

∑∑∑

Bu tizimni yechish uchun quyidagi determinantlarni hisoblay­
miz:

∆ ∆= ==

==

= =

==

∑

∑∑

∑ ∑

∑∑

N X

X X

Y X

X Y

U
U

N

U U
U

N

U

N a

U
U

N

U
U

N

U U
U

N

U

N
1

2

11

1 1

11

0
, ,, .∆a

U
U

N

U U U
U

N

U

Ni

N Y

X X Y
= =

==

∑

∑∑
1

11

a a a Y d d X Xa
X

i
0

0
1 0 1= = = + −( )∆

∆
∆
∆

, ,

bo‘lganda noma’lum d0 va d1 ga nisbatan quyidagi tenglamalar 
tizimini tuzamiz:

d N d X X Y

d X X d X X X X Y

U
U

N

U

N

U
U

N

U
U

N

0 1
11

0 1
11

+ −( ) =

−( ) + −( ) = −( )
==

==

∑∑

∑ ,∑∑∑
=








 U

N

1

bunda

X
N

X X XU U
U

N

U

N

= −( ) =
==

∑∑1 0
11

, .

Tizimni yechib,
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d
N

Y d
X X Y

X X
U

U U
U

N

U
U

N
U

N

0 1
1

2

1

1

1= =
−( )
−( )

=

=

=

∑

∑
∑ ,

larni topamiz.
YX=a0+a1X+a2X

2 bo‘lganda a0, a1, a2 noma’lum koeffitsientlar

a N a X a X Y

a X a X a X X Y

U U U
U

N

U

N

U

N

U U U U U
U

N

0 1 2
2

111

0 2
2

2
3

1

+ + =

+ + =

===

=

∑∑∑

∑
UU

N

U

N

U

N

U U U U U
U

N

U

N

U

N

U

N

a X a X a X X Y

===

====

∑∑∑

∑∑∑+ + =

111

0
2

1
3

2
4 2

1111
∑∑















tizimdan topiladi.
Bunda quyidagi asosiy va yordamchi determinantlar hisoblanadi:

∆ =

= =

= = =

= =

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

N X X

X X X

X X X

U
U

N

U
U

N

U
U

N

U
U

N

U
U

N

U
U

N

U
U

N

1

2

1

1

2

1

3

1

2

1

3

1
UU

U

N

a

U
U

N

U
U

N

U
U

N

U U
U

N

U
U

N

U
U

Y X X

X Y X X

4

1

1 1

2

1

1

2

1

3

1
0

=

= = =

= = =

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑=, ∆
NN

U U
U

N

U
U

N

U
U

N

X Y X X

∑

∑ ∑ ∑
= = =

2

1

3

1

4

1

∆a

U
U

N

U
U

N

U
U

N

U U
U

N

U
U

N

U
U

N

U U

N Y X

X X Y X

X X Y

1

1

2

1

1

2

1

3

1

2

1

2
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∆
∆

∆
∆

∆
∆

, , .



426

Agar XU
U

N

=
=

∑ 0
1  

shart bajarilsa, a0, a1, a2 koeffitsientlarni hisob­

lashda X ning kodlangan qiymatlaridan foydalanish mumkin. 

Bunda faktor asosiy sathning natural qiymati X X X0
1
2

= +( )min max
 

bo‘lib, faktorning o‘zgarish intervali
 
I

N
X X=

−
−( )1

1 max min
 

bo‘ladi. Noma’lum modelning kodlangan qiymati Y=b0+b1x+b2x
2 

ko‘rinishda bo‘ladi, bunda

b
B

X Y
B

X X YU U
U

N

U

N

U U U
U

N

U

N

0
4

11

2 2

11

1 1= −
== ==

∑∑ ∑∑ ;

b
X Y

X

U U
U

N

U
U

N1
1

2

1

= =

=

∑

∑
;

b N
B

X XU U
U

N

U

N

2
4 4

11

2

= − 



==

∑∑ ;
   
X

I
X X U NU U= −( ) =1 1 20 , , ,..., ;

ai – koeffitsientlar quyidagicha aniqlanadi:

a b b
I
X b

I
X0 0

1
0

2
2 0

2= − + ;
 
a b

I
b
I
X1

1 2
2 0

2= − ;
 
a b

I2
2
2= .

Regressiya koeffitsienti. Regressiya koeffitsientining ahamiyat-
liligini aniqlash

Regressiya koeffitsientlarining ahamiyatliligini aniqlash uchun 
Styudent alomatidan foydalaniladi:

t a
a
S a

ix i
i

i

{ } =
{ }

=( ), , , ,1 2 3

bunda S{ai} ai – regressiya koeffitsientining o‘rtacha kvadratik 
og‘ishi. Y=a0+a1 X holat uchun S2{a0} va S

2{a1} quyidagi formu­
lalar bo‘yicha hisoblanadi:
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S a
S Y
mN

2
0

2

2{ } = { } ;

S a
S Y

m X XU
U

N
2

1

2

1

2{ } = { }

−( )
=

∑
;

S Y
m NS Y N S

mN
2 1

2
2
21 2

2
{ } =

−( ) { } + −( ) { }
−

( ) ( ) ;

f S mN2 2{ } = − ;
     

S Y
m Y Y

N N

U XU
U

N

K
( ) .2
2 1

2

{ } =
−( )

−
=

∑

Chiziqli hol uchun NK=2, kvadratik hol uchun NK=3 bo‘ladi. 
Styudent alomatining tJ[1–α; f=mN–2] jadval qiymati 5-ilovadan 
qaraladi. Agar tX>tJ shart bajarilsa, chiziqli modelning qaralayot­
gan koeffitsienti ahamiyatli bo‘ladi.

Y=a0+a1x+a2x
2 holi uchun faktorlarning kodlangan qiymat­

laridan foydalaniladi.
Quyidagilar hisoblanadi:

S a
nNB

S Y XU
U

N

U

N
2

0
2 4

11

1( ) = { }
==

∑∑

S a
S Y

mN X

U
U

N

U
U

N
2

1

2

1

2

1

( ) ;=
{ }

=

=

∑

∑
  

S a S YU
U

N
2

2
2

1
( ) .= { }

=
∑

so‘ng Styudent alomati hisoblanadi:

t a
a
S ax

i

i
2{ } =

{ }
.
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5-ilova bo‘yicha tJ[1–α; f=N(m–1)] qaraladi. Agar tX<tJ bo‘lsa, 
u holda qaralayotgan koeffitsient ahamiyatsiz bo‘ladi.

Regression model grafigini qurish.
Modelning adekvatligi Fisher alomati yordamida tekshiriladi:

F
S Y
S Yx
U= { }

{ }
>

2

1
2 1
( )

.
 

yoki F
S Y
S Yx =

{ }
{ }

( )

( )

1
2

2
2

Fisher alomatining jadval qiymati J R f S f Sd = { } { } 0 95 1
2

2
2, , ,( ) ( )  

6-ilovadan qaraladi. Agar tX<tJ bo‘lsa model adekvat deb qabul 
qilinadi.

1-misol. Pnevmomexanik usulda yig‘ish mashinasida len­
taning chiziqli X va tishli diskretlovchi o‘q soqoli qarshiligi Y 
orasidagi bog‘lanish o‘rnatilsin.

1-jadvalda XU va YUVning tajribalar o‘tkazish natijasidagi 
qiymatlari keltirilgan, bunda N=5 va m=5.

1-jadval

U U
YUV

 YU SU
2 {Y} VXUmax VXUmin WXUV

1 2 3 4 5
1 2 25,2 14,8 13,0 14,6 14,0 14,32 0,732 1,03 1,545 3,74
2 4 20,8 21,6 22,8 21,4 22,0 21,72 0,555 1,60 1,36 3,94
3 6 28,9 30,0 31,2 29,2 30,8 30,00 1,040 1,29 1,29 3,77
4 8 36,8 37,8 39,0 37,4 38,2 37,84 0,688 1,54 1,38 3,98
5 10 47,2 46,6 45,0 46,8 46,0 46,32 0,732 1,13 0,85 3,74

U=1 bo‘lgan hol uchun bu operasiyalar quyidagicha bajariladi:

Y YIV
V

1
1

51
5

71 6
5

14 32= = =
=

∑ , , ;

S Y1
2 2 21

5 1
15 2 14 32 14 14 32 0 732{ } =

−
−( ) + + −( )



 =, , ... , , ;

V Y Y
S YXlmax
max , ,

,
, ;= −

{ }
= −

−
=

1

15 2 14 32
0 85

5
5 1

1 03
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V Y Y
S YXlmin

max , , ;= −
{ }

= −
−

=
1

14 32 13
85

5
5 1

1 545

So‘ngra 1-ilova bo‘yicha VJ[Rd=0,95;m=5]=1,869
VX1max<VJ, VXmin<VJ bo‘lganligi tufayli Y1Vmax=15,2 va 

Y1Vmin=13 qiymatlar keskin farq qilmaydi deb qaraladi va ular 
ma’lumotlar jadvalidan chiqarib tashlanmaydi.

Undan so‘ng W
Q
S YXl =

{ }
1
2

1
2

 
ni hisoblaymiz, bunda

Q q Y Y q Y Y1 5 15 11 4 14 12= −( ) − −( ) ,  

Y Y Y Y Y15 14 13 12 1115 2 14 8 14 6 14 13= > = > = > = > =, , , .

q5 va q4 ning qiymatlari 2-ilovadan qaraladi.

Q1=0,6646(15,2–13)+0,2413(14,8–14)=1,655;

WX1

2

2

1 655
0 732

3 74= =,
,

, .

3-ilovadan WJ[Rd=0,95; m=5]=0,762 ni topamiz WX1>WJ 
bo‘lgani uchun Y1v qiymatlarini normal qonunga bo‘ysunishi ha­
qidagi faraz to‘g‘ri deb qabul qilinadi.

U=2, 3, 4, 5 hollar uchun birinchi va ikkinchi operasiyalar 
yuqoridagilarga o‘xshash bajariladi.

Uchinchi operasiyada GX ni hisoblaymiz:

G
S Y

S Y
x

U

U
U

S= { }
{ }

= =

=
∑

2

2

1

1 04
3 744

0 279
max ,

,
, .

4-ilovadan GJ[Rd=0,95; N=5; f=5-1=4]=0,544 ni topamiz. 
Gx<Gj bo‘lgani uchun dispersiyalarning bir jinsliligi haqidagi 
faraz qabul qilinadi.

To‘rtinchi operasiyada o‘rtacha dispersiyani hisoblaymiz:



430

S S YU
U

S

( )
, , .1

2

1

1
5

3 744
5

0 749= { } = =
=

∑

O‘rtacha dispersiyaning erkinlik darajasi f S( ) ( ) .1
2 5 5 1 20{ } = − =

 
Beshinchi operasiyada 1- va 2-tartibli bo‘linmagan ayirma­

larni hisoblaymiz:

∆BM1 21 72 14 32 7 4| = − =, , , ;   ∆BM 2 30 21 78 8 28| = − =, , ;

∆BM 3 37 84 30 7 84| = − =, , ;  ∆BM 4 46 32 37 84 8 48| = − =, , , ;

∆BM1 8 28 7 4 0 88| = − =, , , ;  ∆BM 2 0 44|| = , ;   ∆BM 3 0 64||| = , ;

S Y( ) , ;1 0 86{ } =

Shuning uchun modelning ko‘rinishini Y=a0+a1x, yoki 

Y=d0+d1 X X−( ).
 
chiziqli model ko‘rinishida tanlaymiz, bunda

X
N

XU
U

N

= = ⋅ =
=

∑1 1
5

30 6
1

Oltinchi operasiyada Y=d0+d1(X–6) hol uchun d0 va d1 no­
ma’lum koeffisiyentlarni aniqlaymiz:

d
S

YU
U

0
1

51 1
5

14 32 21 74 30 00 37 84 46 32 30= = + + + + ≈
=

∑ ( , , , , , ) ;

d
X Y

X

U U
U

U
U

1
1

5

2

1

5

6

6

160 24
40

4=
−( )

−( )
= ≈=

=

∑

∑
, .

Demak, izlangan model quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

Y=30+4(X–6)     yoki     Y=6+4X.

Bu funksiyaning grafigi 9-chizmada ko‘rsatilgan.
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9-chizma

Model adekvatligini aniqlash.
Yettinchi operasiya Model koeffitsientlarining ahamiyatliligini 

aniqlash uchun Styudent alomatini hisoblaymiz:

t b
b
S bx i

i

i

{ } =
{ }

 
S b

mN
S Yi U

U

2
2

2

1

81 3 875
24

0 16{ } = { } = ⋅ =
=

∑ , ;

S bi{ } = 0 4, ;
 

  
t bx 1

2
0 4

5{ } = =
,

;
  

t bx 2
1 25
0 4

3 1{ } = =,
,

, ;
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t bx 3
2

0 4
5{ } = =

,
;
 

 
t bx 12

0 25
0 4

0 62{ } = =,
,

, ;
 

t bx 13
0

0 4
0{ } = =

,
;

t bx 23
1 25
0 4

3 1{ } = =,
,

, ;

5-ilovadan Styudent alomatining jadval qiymatini topamiz:

tJ[RD=0,95;       f=8(3–1)=16]=2,12,.

tX va TJ larni solishtirib, b1, b2, b3, b23 koeffitsientlarining aha­
miyatli ekanligini topamiz. Modelning oxirgi ko‘rinishi 

Y=15,5+2x1+1,25x2+2x3-1,25x2x3

bo‘ladi.
Sakkizinchi operatsiya. Modelning adekvatliligini tekshirish 

uchun Fisher alomatini hisoblaymiz:

F
S Y
S Yx =

{ }
{ }

( )

( )

1
2

2
2

yoki

F
S Y
S Yx =

{ }
{ }

( )

( )

2
2

1
2

Bunda

S Y
Y YU XUU

( )2
2

2

1

83

8 3
1{ } =

−( )
−

==∑

S Y( )2
2 { }ni hisoblash yo‘li 8-jadvalda keltirilgan
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2-jadval

U YXU YU Y YU XU− ( )Y YU XU− 2

1 9 9 0 0
2 13 13 0 0
3 14 14 0 0
4 18 18 0 0
5 15.5 15 0.5 0.25
6 19.5 20 0.5 0.25
7 15.5 16 0.5 0.25
8 19.5 19 0.5 0.25

S Y( ) ,2
2 1 00{ } =

Shunday qilib,

F
S Y
S Yx =

{ }
{ }

=( )

( )

,1
2

2
2 3 875

6-ilovadan

Fj P f S f Sd = { } = { } =  =0 95 16 3 8 691
2

2
2, ; ; ,( ) ( )

ni topamiz. FX<FJ bo‘lgani uchun qurilgan modellar adekvat deb 
qabul qilinadi.
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Smirnov-Trabs alomatining jadval qiymatlari

Tajribalar Pd

m 0.99 0.95 0.90
3 1.414 1.412 1.406
4 1.723 1.689 1.791
5 1.955 1.869 1.894
6 2.130 1.996 1.974
7 2.265 2.093 2.041
8 2.374 2.172 2.097
9 2.464 2.237 2.146
10 2.540 2.294 2.190
11 2.606 2.343 2.229
12 2.663 2.387 2.264
13 2.714 2.426 2.297
14 2.759 2.461 2.326
15 2.800 2.493 2.354
16 2.837 2.523 2.380
17 2.871 2.551 2.404
18 2.903 2.577 2.426
19 2.932 2.600 2.447
20 2.959 2.623 2.267
21 2.984 2.644 2.486
22 3.008 3.664 3.504
23 3.030 3.683 3.502
24 3.051 3.701 3.537
25 3.071 3.717 3.537

m=3, 4, ..., 18 dollar uchun tajriba natijalarning normal 
qonunga bo‘ysunishini tekshirishda qm-i+i ning qiymatlari

i m
3 4 5 6 7 8 9 10

1 0.7071 0.6872 0.6646 0.6431 0.6233 0.6052 0.5888 0.5739
2 – 0.1677 0.2413 0.2806 0.3031 0.3164 0.3244 0.3291
3 – – – 0.0875 0.1401 0.1743 0.1976 0.2141
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4 – – – – – 0.0561 0.0947 0.1224
5 – – – – – – – 0.0399

i m
11 12 13 14 15 16 17 18

1 0.6501 0.5475 0.5359 0.5251 0.5150 0.5056 0.4968 0.4886
2 0.3315 0.3325 0.3325 0.3318 0.3306 0.3290 0.3273 0.3253
3 0.2260 0.2347 0.2412 0.2460 0.2495 0.2521 0.2540 0.2553
4 0.1429 0.1586 0.1707 0.1802 0.1878 0.1939 0.1988 0.2027
5 0.0695 0.0922 0.1099 0.1240 0.1353 0.1447 0.1524 0.1587
6 – 0.0303 0.0539 0.0727 0.0880 0.1005 0.1109 0.1197
7 – – – 0.0240 0.0433 0.0593 0.0725 0.0837
8 – – – – – 0.0196 0.0359 0.0496
9 – – – – – – – 0.0163
10 – – – – – – – –
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Q=q(g, n) qiymatlar jadvali

 g 0,95 0,99  g 0,95 0,99

5 1.37 2.67 20 0.37 0.58
6 1.09 2.01 25 0.32 0.49
7 0.92 1.62 30 0.28 0.43
8 0.80 1.38 35 0.26 0.38
9 0.71 1.20 40 0.24 0.35
10 0.65 1.08 45 0.22 0.32
11 0.59 0.98 50 0.21 0.30
12 0.55 0.90 60 0.188 0.269
13 0.52 0.83 70 0.174 0.245
14 0.48 0.78 80 0.161 0.226
15 0.46 0.73 90 0.151 0.211
16 0.44 0.70 100 0.143 0.198
17 0.42 0.66 150 0.115 0.160
18 0.40 0.63 200 0.099 0.136
19 0.39 0.60 250 0.089 0.120
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c2 taqsimotning kritik qiymatlari jadvali 
Ozodlik darajasi

soni, K
a qiytmatdorlik darajasi

0,01 0,05 0,95 0,99
1 6,6 3,8 0,0039 0,00016
2 9,2 6,0 0,103 0,020
3 11,3 7,8 0,352 0,115
4 13,3 9,5 0,711 0,297
5 15,1 11,1 1,15 0,554
6 16,8 12,6 1,64 0,872
7 18,5 14,1 2,17 1,24
8 20,1 15,5 2,73 1,65
9 21,7 16,9 3,33 2,09
10 23,2 18,3 3,94 2,56
11 24,7 19,7 4,57 3,05
12 26.2 21.0 5.23 3.57
13 27.7 22.4 5.89 4.11
14 29.1 23.7 6.57 4.66
15 30.6 25.0 7.26 5.23
16 32.0 26.3 7.96 5.81
17 33.4 27.6 8.67 6.41
18 34.8 28.9 9.39 7.01
19 36.2 30.1 10.1 7.63
20 37,6 31,4 10,9 8,26
21 38,9 32,7 11,6 8,90
22 40,3 33,9 12,3 9,54
23 41,6 35,2 13,1 10,2
24 43,0 36,4 13,8 10,9
25 44,3 37,7 14,6 11,5
26 45,6 38,9 15,4 12,2
27 47,0 40,1 16,2 12,9
28 48,3 41,3 16,9 13,6
29 49,6 42,6 17,7 14,3
30 50,9 43,8 18,5 15,0
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Asosiy elementar funksiyalarning grafiklari
Chiziqli funksiya y=ax+b

Kvadrat funksiya y=ax2+bx+c, a≠0

Ko‘rsatkichli funksiya y=ax, a∈R, a>0, a≠1
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Logarifmik funksiya y=logax, a∈R, a>0, a≠1

Trigonometrik funksiyalar
y=sinx funksiya grafigi

y=cosx funksiya grafigi

y=tgx funksiya grafigi
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y=ctgx funksiya grafigi

Teskari trigonometrik funksiyalar
y=arcsinx funksiya grafigi
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y=arccosx funksiya grafigi

y=arctgx funksiya grafigi

y=arcctgx funksiya grafigi
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