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SO‘Z BOSHI

Ushbu o‘quv go‘llanma O‘zR Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirligi tomonidan
tasdiqlangan “Oliy matematika,” fanining o‘quv rejasiga to‘la mos keladi va bu
o‘quv qgo‘llanma bakalavriatning quyidagi ta’lim yo‘nalishi  talabalariga
mo*ljallangan:

5330500 — Kompyuter injiniringi (“Kompyuter injiniringi”, “AT-servis”,
“Multimedia texnologiyalari”);
5330300 — Axborot xavfsizligi;
5330600 — Dasturiy injiniring;
5350100 — Telekommunikatsiya texnologiyalari (“Telekommunikatsiyalar”,
“Teleradioeshittirish”, Mobil tizimlari);
5350200 —Televizion texnologiyalar (“Audiovizual texnologiyalar”,
“Telestudiya tizimlari va ilovalari”);
5350300 — Axborot-kommunikatsiya texnologiyalari sohasida igtisodiyot va
menejment;
5350400 — Axborot-kommunikatsiya texnologiyalari sohasida kasb ta’limi;
5350500 —Pochta aloqasi texnologiyasi;
5350600 —Axborotlashtirish va kutubxonashunoslik.

O‘quv go‘llanma ikki jilddan iborat bo‘lib, uning birinchi jildida chizigli
algebra, tekslikda va fazoda analitik geometriya, vektorlar algebrasi
elementlari, matematik analizga Kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyalarning
differensial hisobi, funksiyalarni hosilalar yordamida tekshirish, bir
o‘zgaruvchili funksiyalarning integral hisobi kiritilgan. Har bir paragrafda
dastlab gisgacha nazariy ma’lumotlar keltirilib, keyin esa turli tipdagi misol va
masalalarning batafsil yechilish usullar ko‘rsatilib, kerakli uslubiy
ko‘rsatmalar berilgan. Har bir bo‘lim uchun mustaqgil yechish uchun yetarli
miqgdorda misol va masalalar hamda test savollari berilgan. Undan tashqari har
bir bo‘limda berilayotgan nazariy bilimlarni amaliyot bilan bog‘lovchi
masalalar yechib ko‘rsatilgan va mustaqil bajarish uchun topshiriqglar berilgan.

Kitob hajmini ixchamlashtirish maqgsadida unda quyidagi belgilashlar

Kiritilgan:

» - masala va misollar yechilishining boshlanishi;

<«- masala va misollar yechilishining tugallanishi.

Mazkur qo‘llanma yaratishda mualliflar o‘zlarining Toshkent axborot
texnologiyalari universitetining talabalariga ko‘p yillar mobaynida o‘qilgan
ma’ruzalar va talabalar bilan o‘tkazilgan amaliy mashg‘ulotlarni asos qilib
olingan, shuningdek mavjud adabiyotlardan ham foydalanilgan. O‘quv
go‘llanma kamchiliklardan holi emas, albatta. Qo‘llanmadagi kamchiliklarni



bartaraf etishga va uning sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr va
mulohazalarini bildirganlarga mualliflar avvaldan o‘z minnatdorchliklarini
bildiradilar.
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| BOB. CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI

1.1. Determinantlar va ularning xossalari. Determinantlarni
hisoblash usullari

Ikkinchi tartibli determinant deb

A, A,

a, a, = 8,85 — 8,8, (1.1)

tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi. Qisqacha, A deb belgilanadi. Bu
yerda a,;, a,,, &,, &,, -determinantning elementlari deyiladi.
a,, a, va a,,a, mos ravishda determinantning 1- va 2-satrlari, a,, a, va
a,, 8, Mos ravishda determinantning 1- va 2-ustunlari deyiladi. Ya’ni
| i —satr tartibi
! '{j — ustun tartibi.

Determinantning ixtiyoriy satri yoki ustuni determinantning cqatori deb ataladi.
a,,a, -elementlar joylashgan diagonal bosh diagonal deyiladi. a,,a, -

elementlar joylashgan diagonal yordamchi diagonal deyiladi.

1.1-misol
Hisoblang: ‘3 2‘
-4 5
» (1.1) formulani go‘llaymiz:
‘3 2

=3.5-2.(-4)=15+8=23. <4
4 5

Eslatma. Determinantning elementlari funksiyalar bo‘lishi ham mumkin,
shuning uchun determinantning giymati, umuman olganda, funksiyadir.

1.2-misol

: COSX sinx
Hisoblang:

sinX COoSX

COSX Sinx .
=c0s® X —sin® x =cos2x . 4

>

sinX CoS X

Uchinchi tartibli determinant deb
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all a12 a‘l3
Ay 8y Ay = 8385,833 + 8185585, + 8385183, —8138,,83 — 818833 — 8138383, (1-2)
aSl a32 a‘33
tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi. Ko‘pincha, determinant tartibiga mos
ravishda A, deb ham belgilanadi.

1.3-misol
2 -1 3
Hisoblang: 1 1 4.
2 -3 5

» (1.2) formulani qo‘llaymiz:

2 -1 3

1 1 4=2-1.5+(-1)-4-2+3:1-(-3)-3:1-2—(-1)-1-5-2-4-(-3) =

2 -3 5

=10-8-9-6+5+24=16. <

Determinantning &; elementining M;; minori deb, uning i— satri va j—
ustunini o‘chirishdan hosil bo‘lgan determinantga aytiladi.

Masalan, uchunchi tartibli determinant uchun

M. = Ay Ay M. — PR
12 = 31~ .
Ay Ay

a31 a33
Determinantning &;; elementining A; algebraik to‘ldiruvchisi deb,
Aj = (_1)i+j Mij

tenglik bilan aniglanadigan songa aytiladi.
Masalan, uchunchi tartibli determinant uchun

A21 — (_1)2+1M21 - _ a12 a13 ’ A22 — (_1)2+2 M22 — all a13 -
a32 33 a31 a33
1.4-misol
1 1 4
Quyidagi |-1 2 3| determinantning M ,, minorini hisoblang
-3 2 5

» Determinantning 2— satri va 3— ustunini o‘chiramiz:
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1 1 4
- 11 1
T T, - 3;;‘ 2‘:1.2_1.(_3):2+3:5.Demak, M, =5.4d
-3 2 5
1.5-misol
2 1 -4
Quyidagi |1 3 5 determinantning A, va A, algebraik

3 2 -1

toldiruvchilarini hisoblang.
» A, =(-1)*M,, , ya’ni A, =—M,, bo‘lgani uchun, determinantning 3—
satri va 2 — ustunini o‘chiramiz:

2 1: -4
2 -4
A,=-1 3. 5 =—‘1 5‘:—(2-5—(—4)-1):—14-

A, =(-1)"*M,, yoki A, =M bo‘lgani uchun, determinantning 1—satri va
3— ustunini o‘chirib hisoblaymiz.

1 3
A13:

=1.2-3.3=-7.
3 2‘
Demak, A, =-14, A,=-7. <

Determinant hisoblashning (1.2) formulasini eslab qolish uchun quyidagi
sxemani keltiramiz:

Q.0 O
@L0%O
o 50

Hisoblashning bu qoidasi uchburchak usuli deyiladi. Qulaylik uchun
deteminantning birinchi va ikkinchi ustunini quyidagicha parallel ko‘chirib,
bosh diagonal va yordamchi diagonalga parallel chiziglar bo‘yicha ko‘paytmalar
tuzamiz (Sarrius usuli):

A Sy G| (A alz,\ B3 .' Qi A (A Gy By Sy B

dy,; Ay  Ayl|= Ay ..'azzn. .."'azs, ..'3-2.1,,.. dy, — [y a5, azs . &, 8, =

ap| a; Ay

By 8y Byl (B Ay By By By, B A
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= 84,8,,855 + 8,8y38; + 838,185, — Q388 — 8,8y 855 — 8183y,
(1.3)

bunda bosh diagonal bo‘yicha hosil gilinga qo‘shuluvchilar musbat ishora bilan,
yordamchi diagonal bo‘yicha hosil gilingan go‘shiluvchilar manfiy ishora bilan
olinadi.

1.6-misol
1 1 4
Quyidagi |-1 2 3| determinantni hisoblang
-3 2 5

» Determinantning birinchi va ikkinchi ustunini parallel ko‘chirib yozib
Sarryus usulida hisoblaymiz:
~1 2 34 2-1.2.541.3-(-3)+4-(-1)-2-4-2.(-3)=1.3.2—1.(~1)-5=

=10-9-8+24-6+5=16.4
(1.2) formulani algebraik to‘lduruvchilar yordamida quyidagicha
ifodalaymiz:

a, a, a,
a, 4a, ay=a,A +a,A,+a A, (1.4)
31 a32 a33
1.7-misol
2 5 -4
Quyidagi |1 _3 5 | determinantni hisoblang
3 2 -1

» (1.4) formulani qo‘llaymiz, buning uchun avval A A, va A, larni
hisoblaymiz:
‘—3

= °|_3-10-—7 —15—(115)—16
N R (IR

1 -3

=2-(-9)=11.
; 2‘ (-9)

-

2 5 -4
1 -3 5|=2.(-7)+5-16-4-11=-14+80-44=22. 4
3 2 -1
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Determinantning xossalari:

1. Determinantning barcha satrlarini mos ustunlari bilan almashtirish
natijasida giymati o z garmaydi

2. Determinantning biror gatoridagi barcha elementlari nolga teng bo ‘Isa,
uning giymati nolga teng bo ‘ladi.

3. Determinantning ikkita parrallel qgatorining o ‘rinlarini o ‘zaro
almashtirish natijasida determinant giymatining ishorasi garama-garshisiga
o ‘zgaradi.

4. Determinantning ikkita parrallel gatori bir xil bo‘lsa, uning giymati
nolga teng bo ‘ladi.

5. Agar determinantning biror gatori bir xil ko ‘paytuvchiga ega bo ‘Isa, bu
ko ‘paytuvchini determinant belgisidan tashgariga chigarish mumkin. Demak,
determinantni biror songa ko ‘paytirish uchun uning biror gatori elementlarini
shu songa ko ‘paytirish kifoya.

6. Determinantning ikkita parrallel gatori mos pavishda proporsional
bo ‘Isa, uning giymati nolga teng bo ‘ladi.

7. Determinantning giymati uning biror gatori elementlarini mos algebraik
to ‘Idiruvchilariga ko ‘paytirilib qo ‘shilganiga teng.

8. Agar determinantning biror gator elementlari yig ‘indilardan iborat
bo ‘Isa, u holda bu determinant ikki determinant yig ‘indisiga teng bo ‘ladi, bunda
birinchi determinantda shu gator birinchi go ‘shuluvchilardan, ikkinchisida esa
ikkinchi go ‘shuluvchilardan tashkil topgan bo ‘ladi.

Masalan,

a, +b a, a,| |a,a,a,| |ba,a,
a21 +b2 a‘22 a‘23 = a21 a'22 a‘23 + b2 a'22 a33 .
a31 +b3 a32 a33 a31 a32 a‘33 b3 a‘SZ a33

9. Agar determinantning biror qatori elementlarini ixtiyoriy songa
ko ‘paytirib, parallel gatori elementlariga mos ravishda go ‘shilsa, determinant
giymati o ‘zgarmaydi.

10. Determinantning biror gatori elementlarini parallel gator mos
elementlarining algebraik to ‘Idiruvchilariga ko ‘paytmalari yig ‘indisi nolga
teng.

Masalan, a,A, +a,A, +a. A, =0.

9-xossa yordamida, (1.4) formuladan ko‘ra umumiyrogq bo‘lgan,
determinantni biror gatori be‘yicha yoyib hisoblash usuli  hosil bo‘ladi.
Masalan, uchunchi tartibli determinant uchun
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A, =8,A; &, A, +a1'3A3’ (1.5)
Ag=a A +a,A; +tag A, (1.6)
Bu yerda (1.5) va (1.6) formulalar mos ravishda determinantning ixtiyoriy
i— satriva j— ustuni be‘yicha yoyilmasi deyiladi.

1.8-misol
4 -2 0
Quyidagi |3 5 ¢l determinantni biror gatori bo‘yicha yoyib hisoblang
-3 4 0

» Determinantni eng ko‘p nol element gatnashgan gatorini aniglaymiz. Bu
yerda uchunchi ustunda eng ko‘p nol element bo‘lgani uchun, (1.6) formulani

qo‘llaymiz: A; =&y, A; + 8y, A, + 85, A, =6Ay, chunki a, =a,, =0.

4 -2 0 .
3 5 —6==6:(-17| 4‘=6-(16—6)=60.4
3 4 0

Quyida biz n-tartibli determinantning ko‘rinishini keltiramiz:

a, &, .. &,
a, 4a, .. a,
a, a, ... 4a,

Quyida biz, asosan, yugori tartibli determinantlarni hisoblashda keng
go‘llanadigan ikkita hisoblash usulini keltiramiz.

1. Yugori tartibli determinantni, asosiy xossalaridan foydalanib, biror
gatorining bitta elementidan boshga barcha elementlarini nolga aylantirilib,
so‘ng 9-xossa yordamida tartibini pasaytirib hisoblash mumkin.
1.9-misol

2 -4 1
S 1 -3 2 . -
Quyidagi A:2 3 determinantni hisoblang.
3 .11 2

» Determinantning birinchi satrini —2 va —1 ga ko‘paytirib, mos
ravishda ikkinchi va to‘rtinchi satriga qo‘shamiz:
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2 -4 1 5

-3 5 0 -5
A=

2 2 0 -3

1 3 0 -3

3—ustun bo‘yicha yoyib(9-xossa), ya’ni A=a,A, +a,A,+a,A,+a,A,
va a,=2a,=2a,=0 ekanini e’tiborga olib, tartibini pasaytiramiz. Hosil
bo‘lgan uchunchi tartibli determinantni esa uchburchak usulida yechamiz.

-3 5 -5
A=1.(-1)**|2 2 -3=18-15-30+10+30-27=-14.4
1 3 -3

2. Bosh diagonalidan yugorisidagi yoki pastidagi barcha elementlari
nollardan iborat bo‘lgan determinant uchburchak shaklidagi determinant
deyiladi. Bunday determinantning giymati bosh diagonali elementlari
ko‘paytmasiga teng. Har ganday determinantni uchburchak shakliga keltirib
hisoblash mumkin.

1.10-misol
2 -4 1 5
N 1 -3 2 5 _ _ : -
Quyidagi A= 5 9 G = determinantni uchburchak shakliga keltirib
3 -1 1 2
hisoblang.

» Determinantning a, elementini 1 ga aylantirish uchun birinchi va
ikkinchi satrlarining o‘rinlarini almashtiramiz. Hosil bo‘lgan birinchi satrni —2,
—2 va -3 ga ko‘paytirib, mos ravishda ikkinchi , uchunchi va to‘rtinchi

satrlarga qo‘shamiz.
) 1 -3 2 )

2
2 -4 1 5 0 2 -3 -5
0

-3 b 8 -4 -13

3 -1 1 2 0 8 -5 -13
Uchinchi satrini -1 ga ko‘paytirib to‘rtinchi satrlarga qo‘shamiz:
1 -3 2 5
0 2 -3 -5
o 8 -4 -13
0O 0 -1 0

A=
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Ikkinchi satrini —4 ga ko‘paytirib uchinchi satriga qo‘shamiz. So‘ng

uchinchi va to‘rtinchi satrlar o‘rinlarini almashtiramiz:

Uchinchi satrini 8 ga ko‘paytirib to‘rtinchi satriga qo‘shamiz :

A=

1 -3 2 5/ 1 -3 2 5
0 2 -3 -5 0 2 -3 -5
0 0 8 7/ 10 0 -1 0
0 0 -1 0/ o 0o 8 7

1 -3 2 5

0 2 -3 -5

=1.2-(-1)-7=-14. 4

0 0 -1 0

0 0 0 7

1-Auditoriya topshiriqglari

a)

2
X—2

‘:o

3. Berilgan uchinchi tartibli deteminantlarni hisoblang.

4

2

-7
=

sin 2x
sin 3x

tgx
1

—C0S 2X
COS3X

tgx

=l

1. Berilgan ikkinchi tartibli deteminantlarni hisoblang.

5 3
& ‘7 ~4
2. Tenglamani yeching.
X+3

1 -2 4 10 -2 4 1 2 5
a -3 5 5; b)l-15 3 6/; d|5 -3 7.
2 -1 3 20 -1 5 4 6 5
4. Berilgan uchinchi tartibli deteminantlarni satr yoki ustun bo‘yicha yoyib
hisoblang.
5 0 6 2 2 -1 12 3
a) |4 0 5; b)y[z o 3|, d)|4 5 §.
2 4 3 3 4 0 78 0
5. Berilgan deteminantlarni uchburchak shakliga keltirib hisoblang.
2 -3 2 4 4 0 -3 5
-3 2 2 5 3 2 -2 1
M1 5 —3 0 Y13 1 of
0O -1 1 2 56 2 -1
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1 a a’
1 b b’| deteminantlami a—b, a—C va b—c larga bolinishini
1 ¢ c

isbotlang.
1 6 9

7. 23 4] deteminantni hisoblamasdan, 13ga bo‘linishini isbotlang.
3 2 5

1-Mustaqil yechish uchun testlar

1. To‘g‘ri tengliklarni aniglang

1ab_dczab_ac ab_cd4ab_ba
e d™hb a2l a7 a'Pl d7la b/ o ld o
A) 1),3); B) 1),2); D)2),3); E) 3),4).

2 1 2

2.|-2 3 0| determinantning a, elementining M,, minorini toping:
1 0 2
A) 4 B) —4 D)2 E) —2.

2 1 2
3. -2 3 0 determinantning a,, elementining A, algebraik
1 0 2

toIdiruvchisiini toping:
A) 4 B) —4 D)2 E) — 2.
0 3 7

4,11 =3 4 deteminantni hisoblang
0 2 6

A) 4 B) —4 D)2 E) - 2.

5. Agar n-tartibli determinantning satrlarini teskari tartibda yozib chigilsa
giymati ganday o‘zgaradi?

n(n-1)

A) (-1)"ga ko‘payadi; B) (-1)""ga ko‘payadi; D) (-1) 2 ga ko‘payadi;
E) o‘zgarmaydi.
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1.2. Matritsalar va ular ustida amallar. Teskari matritsa

Berilgan m ta satr va nta ustundan iborat to‘g‘ri burchakli ushbu

a, a, .. a, a, a, a,
a, a a _ a, a a
A=| % 77 T lyoki A=| 3 (1.7)
a, a, .. a,] a, a., .. a_
jadvalga mxn o‘lcovli matritsa deyiladi. Bu yerda

a; (i=12,...m; j=12,..,n) - matritsaning elementlari deyiladi. Matritsalar
lotin alifbosidagi bosh harflar bilan belgilanadi. Ba’zan, o‘Ilchamlarini ifodalash

uchun A._,. kabi belgilanadi.
Matritsalar qisqgacha,

A=(a,) (=1m; j=1n) yoki A=[a (i=1m; j=1n)

ko‘rinishda ham yoziladi.
Agar matritsada i =1 bo‘lsa, bunday

A:[ Y
matritsa satr matritsa deyiladi.
Agar matritsada j =1 bo‘lsa, bunday

all

A= a5

nl

matritsa ustun matritsa deyiladi.

Matritsada m =n bo‘lsa, kvadrat matritsa deyiladi:

a11 a12

a a
A — 21 22

anl a'n2

(1.8)
a, ]
a‘ln
a'2n

(1.9)
ann _

Bosh diagonalidagi elementlari birlardan va qgolgan elementlari nollardan

iborat bo‘lgan kvadrat matritsa birlik matritsa deyiladi va

Masalan,

m
Il
o O

o — O
= O O

E deb belgilanadi.
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Matritsaning barcha elementlari nollardan iborat bo‘lsa, nol matritsa
deyiladi va Q deb belgilanadi.

Mos elementlari teng, ya’ni a;, =b, bo‘lgan bir xil o‘lchamli A va B
matritsalar teng matritsalar deyiladi.

Matritsaning satrlarini mos ustunlariga almashtirishdan hosil bo‘lgan
matritsa transponirlangan matritsa deyiladi va A" kabi belgilanadi.
3 2

4 5} matritsa berilgan bo‘lsa, A" matritsani hisoblash

Masalan, A= {

3 -4
uchun satrlarini mos ustunlariga almashtiramiz: A" = {2 5 }

Bir xil o‘lchovli A va B matritsalarni qo‘shish va ayirish mumkin.

Bir xil o‘lchovli A va B matritsalarni yig‘indisi(ayirmasi) deb shunday C
matritsaga aytiladiki, uning elementlari A va B matritsalarning mos elementlari
yig‘indisiga(ayirmasiga) teng. C =A+B (C =A - B) kabi belgilanadi.

A matritsani 4 songa ke‘paytmasi deb, barcha elementlarini 4 songa
ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan B matritsaga aytiladi, B = AA kabi belgilanadi.

Matritsalarni ge ‘shish va songa ke ‘paytirish quyidagi xossalarga ega:

I. A+B=B+A

ii. A+Q=A
iii. A(A+B)=A1A+ 1B
IV. (A+p)A=AA+uA

1.11-misol

. -2 5
Quyida A{?’ _J,

matritsalarni hisoblang
< A+B:{—2 5 ) 3 —1}{—%3 5+(—1)}{1 4}

3 -1 . .
B=[2 4} matritsalar berilgan bo‘lsa A+B va 2A-B

3 -1 2 4 3+2 -1+4 5 3

{—2 5] [3 —1} {2-(—2) 2-5 } [3 —1}
2A-B=2- - = - -
3 -1 |2 4 2.3 2.(-1| |2 3

:{—4—3 10—(—1)}{—7 11}' <
6-2 -2-3 4 -5
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1.12-misol
-3 1
Quyida A{i _01 ﬂ B=|-5 4| matritsalar berilgan. A’ +2B va A—BT"
0 2
matritsalarni hisoblang
2 4 -3 1] [2+2-(-3) 4+21]| [-4 6
» A" +B=|-1 0[+2:|-5 4|=|-1+2(-5) 0+2-4|=|-11 8|;
3 5 0 2 3+2-0 5+2-2 3 9
A—BT:[Z -1 3}{—3 -5 o}{z—(—s) —1—(-5) 3—0}{5 4 3}4
4 0 5| |1 4 2| [4-1 0-4 5-2| |3 -4 3

Berilgan mxk o‘lchovli A matritsani  kxn o‘lchovli B matritsaga
ko‘paytmasi deb, shunday mxn o‘lchovli C matritsaga aytiladiki, uning
elementlari

c; =a,b; +a,b,, +...+a,b, (1.10)

i1M1j i2M2]

tenglik bilan aniglanadi. C= 4-B kabi belgilanadi.

Demak, birinchi matritsaning ustunlari soni ikkinchi matritsaning satrlari
soniga teng bo‘lgan holdagini ularni ko‘paytirish mumkin. Umuman olganda,
A-B ko‘paytma mavjud bo‘ganda B-A ko‘paytma mavjud bo‘lavermaydi. B-A
ko‘paytma mavjud bo‘gan holda ham, umuman olganda, AB = BA.

Agar A-B=B-A bo‘lsa, A va B matritsalar kommutativ ~ matritsalar
deyiladi.

1.13-misol

2
Quyida A=E2 2 ﬂ B=|-5 3| matritsalar berilgan. A-B va B-A
0 4

ko‘paytmalarni hisoblang
» BuyerdaA, . va B,, bo‘lgani uchun AB matritsa 2 <2 o‘Ichovli

2
[ 3:1+41:(-5)+2:0 3-2+1:3+2:4 ]
| -2:140-(-5)+5-0 —2-2+0-3+5-4|

[-2 17
-2 16

B - A matritsa esa 3x3 o‘lchovli bo‘ladi:
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1-3+2-(-2) 1.1+2-0 1-2+2-5
=/-5-3+3:(-2) -5-1+3-0 -5.-2+3.5|=
0-4+4-(-2) 0-1+4-0 0-2+4-5

-1 1 12

=-21 -5 5| A-BzB-A. «
-8 0 20
1.14-misol

Quyida A= [ } [3 ;j matritsalar berilgan. A-B va B-A

ko‘paytmalarni hlsoblang
2-3+2-2 2-4+2-3 10 14
» A-B= _ :
1.3+2-2 1-4+2-3 7 10
B. A 3 4 32+41 3-2+4-2 10 14
2 3|1 2 2-2+3-1 2-2+3-2 7 10|
A-B=B-A , demak, A va B matritsalar kommutativlanadigan
matritsalar. «

Matritsalarni keo‘paytirish quyidagi xossalarga ega:

i. (1A)B=A(AB)
il. (A+B)C=AC+AB
lil. A(B+C)=AB+AC
iv. A(BC)=(AB)C
Transponirlangan matritsa uchun esa quyidagi formulalar o‘rinli:
1L (A7) =A
2. (AB) =B"-A"
Agar A kvadrat matritsaning determinanti noldan fargli bo‘lsa, ya’ni det A= 0

bo‘lsa, A matritsa xosmas matritsa deyiladi.

Agar det A=0 bo‘lsa, A matritsa xos matritsa deyiladi.

Agar AA™ = A*A=E tenglik o‘rinli bo‘lsa, A" matritsa Axosmas matrtsaning
teskari matritsasi deyiladi. Bu yerda E matritsa A matritsa o‘Ilchovi bilan bir
xil o‘lchovli birlik matritsadir.




25

Xosmas matritsa A uchun yagona A™ teskari matritsa mavjud va quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

A A Ay

A—lzi A12 Azz A}Z (1.11)
detA| ... ... .. ..
A, A, o A,

Teskari matritsa quyidagi xossalarga ega:

1. det(A‘l):ﬁ

2. (AB) =B A"

1.15-misol
Quyidagi matritsalarning teskarilarini toping
L 5 2 4 1
a)A{_ } b) A=[1 -5 3
3 4
1 11

-1 2 : : . :
> a) detA=‘3 4‘:—10;&0 algebraik to‘ldiruvchilarni hisoblaymiz:

Ar=4 A, =-3 A =-2A,=-1
Natijada, (2.5) formulaga ko‘ra,

ato_ L 4 -2] [-0,4 02
~ 10/-3 -1| |03 01

. {—1 2} {—0,4 0, 2} {1 0}
AAT = : = =E
3 4//03 01| [0 1
a) Uchunchi tartibli determinantni hisoblaymiz, detA=-8 va algebraik
to‘ldiruvchilar: A, =-2,A,=2,A, =4 A, =3 A,=1A,=-2A =7,
A, =-5 A, =-6.U holda,

Tekshirish:

2 3 -7
A-lz—% 2 1 5| <
4 -2 -6
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1.3. Matritsalar ustida amallarning tatbiqlari

1.3.1. Elektr tarmoglariga tatbiqi

Eng sodda elektr zanjiri ikkita asosiy komponentadan, elektr manba (bu
yerda E elektr potensial voltlarda (V') olchanadi) va rezistordan (bu yerda R
qarshilik Omlarda (€)o‘Ichanadi ). Biz (A) amperlarda o‘lchanadigan elektr
tokini aniglash bilan gizigamiz.
Ba’zi hollarda ikki nuqta orasidagi elektr potensial ikki nuqta orasidagi

kamayuvchi kuchlanish deb ataladi. Elektr toki va kamayuvchi kuchlanish
musbat yoki manfiy bo‘lishi mumkin.

Elektr zanjirda elektr toki ogimi quyidagi uchta qoida orqali boshqariladi:

e Om gonuni: E=IR formula bilan berilgan bo‘lsa ham o‘tayotgan |
elektr toki bilan R garshilik yordamida rezistor orgali E kuchlanish
kamayadi;

e Toki kuchi gonuni: ichki ixtiyoriy nuqtadagi elektr toki ogimining
yig‘indisi tashgi nugtaning elektr toki ogimlarining yig‘indisiga teng;

e Kuchlanish gonuni: ixtiyoriy yopiq halga bo‘ylab kamayuvchi
kuchlanishlar yig‘indisi nolga teng.

Ixtiyoriy halga bo‘ylab, soat mili bo‘yicha musbat yo*nalishni tanlaymiz va soat
miliga garama-garshi yo‘nalishni esa manfiy yo‘nalish deb olamiz.

e Rezistor bo‘ylab kamayuvchi kuchlanish agar elektr toki ogimlari
halganing musbat yo‘nalishida bo‘lsa, u holda musbat va agar elektr toki
ogimlari halganing manfiy yo‘nalishida bo‘lsa, u holda manfiy olinadi;

e Elektr manba bo‘ylab kamayuvchi kuchlanish agar halganing musbat
yo‘nalishi "+" dan "—" ga o‘tsa, u holda musbat va agar halganing manfiy
yo‘nalishi "-" dan "+" ga o‘tsa, u holda manfiy olinadi.

1.16-misol

| Quyidagi diagrammada ko‘rsatilgan elektr zanjirni garaylik:
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— ——
Il IB
+
20V == I § 40 g 2042
=
11
B

Biz 1, I, va I, elektr tokini aniglashga harakat gilamiz. A nugtaga elektr toki
gonunini tatbig qilsak, u holda I, =1, + 1, ga ega bo‘lamiz. B nugtaga ham

elektr toki gonunini tatbiq gilsak, u holda yana o‘sha natijaga ega bo‘lamiz.
Bundan quyidagi chizigli tenglamaga ega bo‘lamiz:

I,-1,-1,=0.

So‘ngra keling, dastlab chap tomondagi halgani garaylik va soat mili bo‘yicha
yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb olaylik. Om qonuniga ko‘ra 8Q resistor
bo‘ylab 81, kamayuvchi kuchlanish bo‘lsa, 4€) resistor bo‘ylab esa 4l,
kamayuvchi kuchlanish bo‘ladi. Boshga tomondan esa, halganing musbat
yo‘nalishi "-" dan "+" ga o‘tganligi sababli elektr manba bo‘ylab manfiy 20V
kamayuvchi kuchlanish o‘tadi. Bu halgaga kuchlanish qonunini tatbiq gilsak, u
holda 81, +41, —20=0 ni hosil gilamiz va quyidagi chizigli tenglamaga ega
bo‘lamiz:

81, + 41, =20 yoki 21, +1,=5.
So‘ngra keling, endi o‘ng tomondagi halgani garaylik va soat mili bo‘yicha
yo‘nalishni mushat yo‘nalish deb olaylik. Om gonuniga ko‘ra 202 resistor
bo‘ylab 201, kamayuvchi kuchlanish bo‘lsa, 4€) resistor bo‘ylab esa —4l,

kamayuvchi kuchlanish bo‘ladi. Boshga tomondan esa, halganing musbat
yo‘nalishi "-" dan "+" ga o‘tganligi sababli elektr manba bo‘ylab manfiy 16V
kamayuvchi kuchlanish o‘tadi. Bu halgaga kuchlanish qonunini tatbiq qilsak, u
holda 201, —41, —16=0 ni hosil gilamiz va quyidagi chizigli tenglamaga ega
bo‘lamiz:

41, — 201, =-16 yoki I, =51, =-4.
Bulardan quyidagi uchta chizigli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:
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l,—1,-1,=0,
21, +1, =5, (1)
|, —5l,=—4.

Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi

1 -1 -10
2 1 0|5
0 1 -5-4

Bu matrissani eshelon ko‘rinishga keltirsak

1 0 02
0 1 01|
0 0 111

Bundan 1, =2 va |,=1,=1. Bu yerda izoh sifatida aytish kerakki, halga
tashqarisida garamaymiz.

Faraz gilaylik, yana soat mili bo‘yicha yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb
olaylik. Om gonuniga ko‘ra 8Q rezistor bo‘ylab 81, kamayuvchi kuchlanish

bo‘lsa, 20Q2 rezistor bo‘ylab esa 201, kamayuvchi kuchlanish bo‘ladi. Boshqga

tomondan, elektr manba bo‘ylab har ikkalasi ham manfiy 20V va 16V
kamayuvchi kuchlanish bo‘ladi. Bu halgaga kuchlanish gonunini go‘llasak, u
holda 81, + 201, —36=0 bo‘ladi. Ammo bu tenglama (1) dagi oxirgi ikkita

tenglamaning kombinatsiyasini tashkil giladi.
1.17-masala

Quyidagi diagrammada ko‘rsatilgan elektr zanjirni garaylik:

—_— —_—
Il IT3
_|_
20V — I § 692 § RO
AWV — -
1
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Biz 1, I, va I, elektr tokini aniglashga harakat gilamiz. A nugtaga elektr toki
gonunini tatbig qilsak, u holda I, +1, =1, ga ega bo‘lamiz. B nugtaga ham

elektr toki gonunini tatbiq gilsak, u holda yana o‘sha natijaga ega bo‘lamiz.
Bundan quyidagi chizigli tenglamaga ega bo‘lamiz:

LL+1,—-1,=0.
So‘ngra keling, dastlab chap tomondagi halgani garaylik va soat mili bo‘yicha
yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb olaylik. Om gonuniga ko‘ra 8Q resistor
bo‘ylab 81, kamayuvchi kuchlanish bo‘lsa, 6€2 resistor bo‘ylab esa —6l,

kamayuvchi kuchlanish va 5Q resistor bo‘ylab esa 51, kamayuvchi kuchlanish
bo‘ladi. Boshga tomondan esa, halganing musbat yo‘nalishi "-" dan "+" ga
o‘tganligi sababli elektr manba bo‘ylab manfiy 20V kamayuvchi kuchlanish
o‘tadi. Bu halgaga kuchlanish qonunini tatbig qilsak, u holda
81, —61, +51, —20=0 ni hosil gilamiz va quyidagi chizigli tenglamaga ega

bo‘lamiz:

131, - 61, =20.
So‘ngra keling, endi o‘ng tomondagi halgani garaylik va soat mili bo‘yicha
yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb olaylik. Om qonuniga ko‘ra 8Q resistor
bo‘ylab 81, kamayuvchi kuchlanish bo‘lsa, o‘ngdagi 8Q resistor bo‘ylab 81,

kamayuvchi kuchlanish bo‘lsa, 5Q resistor bo‘ylab esa 51, kamayuvchi

kuchlanish bo‘ladi. Boshga tomondan esa, halganing musbat yo‘nalishi "-" dan
"+" ga o‘tganligi sababli har bir holda elektr manba bo‘ylab manfiy 30V va
20V kamayuvchi kuchlanish o‘tadi. Bu halgaga kuchlanish gonunini tatbiq
gilsak, u holda 81, +81, +5I, —50=0 ni hosil gilamiz va quyidagi chizigli
tenglamaga ega bo‘lamiz:

131, +81, =50.
Bulardan quyidagi uchta chiziqli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

l,+1,—1,=0,

131, -61, =20, 2
131, +8l1,=50.
Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi
1 1 -10
13 -6 0/20].

13 0 8|50
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Bu matrissani eshelon ko‘rinishga keltirsak

1 0 02
0 1 01|
0 0 13

Bundan I, =2, I,=1va |, =3. Bu yerda izoh sifatida aytish kerakki, halga
tashgarisida garamaymiz.

Faraz gilaylik, yana soat mili bo‘yicha yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb
olaylik. Om qgonuniga ko‘ra 8Q rezistor bo‘ylab 81, kamayuvchi kuchlanish

bo‘lsa, 6Q rezistor bo‘ylab esa 61, kamayuvchi kuchlanish bo‘ladi. Boshga
tomondan, elektr manba bo‘ylab manfiy 30V kamayuvchi kuchlanish bo‘ladi.
Bu halgaga kuchlanish gonunini go‘llasak, u holda 8l, + 61, —30=0 bo‘ladi.
Ammo bu tenglama (2) dagi oxirgi ikkita tenglamaning kombinatsiyasini tashkil
giladi.

1.3.2. Igtisodiyatga tatbiqi

Bu bo‘limda biz iqgtisodchi Leontifga tegishli aniq sodda ayirboshlashlarni
tasvirlaymiz. Har bir tarmog uchun umumiy ishlab chigarishni bilamiz,
shuningdek, ganday tarmoqlar orasida almashish beriladi. Tarmogning umumiy
ishlab chigarish giymati mahsulotning narxi sifatida tan olingan.

Leontif bir xil xarajatni talab giladigan har bir tarmoq yo‘nalishi uchun foyda
bilan shunday tarmoglarning umumiy ishlab chigarishiga belgilangan bu narxlar
o‘rtasida muvozanot mavjud ekanligini ko‘rsatgan edi.

1.18-masala

Igtisod uchta A,B,C tarmoqgdan tuzilgan bo‘lib, quyidagi jadvalda bir-biridan
xarid gilish shartnomasi keltirilgan:

Har bir tarmoq ishlab chigarishining miqgdori

A B C
A tarmogdan xarid qilishi 0.2 0.6 0.1
B tarmoqdan xarid qilishi 0.4 0.1 0.5

C tarmoqdan xarid qilishi 0.4 0.3 0.4
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A,B,C tarmoglarning umumiy ishlab chigarishining giymatini mos ravishda p,
, Ps. P orqali belgilaylik. U holda har bir tarmoq uchun uning giymatiga mos
keluvchi xarajat uchun quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

0.2p, +0.6p; +0.1p. = P,,
0.4p, +0.1p; +0.5p; = pg,
0.4p, +0.3p; +0.4p. = p..
Bu sistemadan quyidagi bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

0.8p, —0.6p; —0.1p. =0,
0.4p, —09p; +0.5p. =0,
0.4p, +0.3p; —0.6p. =0.

Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi

08 -06 -0.10 8 -6 -10
04 -09 O05(0|yoki{4 -9 5|0].
04 03 -0.6/0 4 3 -6/0

Bu matrissaning satrlari ustida elementar almashtirishni bajarsak, u holda

16 0 -130
0 12 -110
0 0 0|0

matrissaga ega bo‘lamiz. Agar p. =t ni ozod o‘zgaruvchi deb gabul gilsak, u
hoIda(pA,pB,pC)zt-(ﬁ,%,
o‘zgaruvchi, bu yerda t haqiqiy parametr deb qabul qilsak, u holda
(Pas Pg, Pc )=t-(39,44,48) yechimni topamiz. Misol uchun, t=10° deb
tanlasak, u holda mos ravishda A,B,C uchta tarmoq uchun 39, 44 va 48
million narxlarga ko‘tarilib boradi.

1j yechimni topamiz yoki agar p. =48t ni ozod

1.3.3. Kimyoga tatbiqi
Kimyoviy tenglamalar reaktantlar va mahsulotlardan tuzilgan. Shunday teng
kuchli tenglamalar masalasi quyidagi ikki goidaga:
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e Massaning saqlanishi: kimyoviy reaksiyalarning buzilishi yoki
atomlarning yetishmasligi;

e Zaryadning saglanishi: mahsulotlarning umumiy zaryadiga
reaktantlarning umumiy zaryadi teng.

1.19-masala

Quyidagi kimyoviy tenglama orgali berilgan ammiakning oksidlanishidan azot
oksidi va suvning paydo bo‘lishini garaylik:

(% )NH; +(x,)0, = (%, )NO +(x,)H,0.
Bu yerda reaktantlar ammiak (NH,) va kislorod (O,), mahsulotlar esa azot
oksidi (NO) va suv (H,O). Bizning masala yuqoridagi tenglama teng kuchli
bo‘ladigan shunday eng kichik musbat butun x;, X,, X; va X, ning giymatlarini

topishdan iborat. Buni bajarishda, kimyoviy tenglamaning ikkala tomonida
gatnashayotgan har bir turdagi atomning umumiy sonini tenglashtiramiz:

N atom: X, = X3,
H atom: 3x, = 2X,,
O atom: 2X, = X3 + X,

Berilganlardan to‘rtta x,, X,, X; va x, o‘zgaruvchili uchta bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasini ko‘rish mumkin

X, — X, =0,
3%, —-2x, =0,
2X, — X3 — X, =0.
Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi

1 0 -1 010
3 0 0 -20
0 2 -1 -10

Satr ustida elementar almashtirishni bajarsak, u holda

1 0 -1 010
0 2 -1 -10
0 0 3 20
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bo‘ladi. Agar X, =t ozod o‘zgaruvchi kiritsak, u holda sistemaning umumiy

yechimi (x1x4):t(§g§1] ga ega bo‘lamiz. Agar t =6 deb olsak, u holda
kimyoviy tenglama teng kuchli bo‘ladigan eng kichik musbat butun yechim
(X,..1X, ) =(4,5,4,6) ni hosil gilamiz. Demak,

4NH, + 50, - 4NO +6H,0.

1.20-masala
Quyidagi kimyoviy tenglamani garaylik:
(%)CO +(x,)CO, +(x%;)H, = (x,)CH, +(x5)H,O.

Biz kimyoviy tenglamaning ikkala tomonida gatnashayotgan har bir turdagi
atomning umumiy sonini tenglashtiramiz:

C atom: X + X, =X,,
O atom: X, 42X, =Xs ,
H atom: 2%, =4X, +2X;.

Berilganlardan beshta x;, X,, X;, X, va X, o‘zgaruvchili uchta bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasini ko‘rish mumkin

X, + X, — X, =0,
X, + 2X, - X, =0,
2%, —4x, — 2%, =0.
Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi

11 0 -1 0}0

1 2 0 0 -10].

0 0 2 -4 20
Eshalon ko‘rinishda satrni kamaytirsak

110 -1 00
010 1 -10|.
0 01 -2 -10
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Agar biz ikkita x,=s va X; =t ozod o‘zgaruvchilarni Kkiritsak, u holda
sistemaning umumiy yechimi (x,....X;)=5(2,-1,2,1,0)+t(-111,0,1) bo‘ladi.
Kimyoviy tenglama teng kuchli bo‘ladigan s=2 va t =3 larni tanlasak, u holda
(X,-% ) =(11,7,2,3) yechimga ega bo‘lamiz. Natijada

CO+CO, +7H, »2CH, +3H,0;

Kimyoviy tenglama teng kuchli bo‘ladigan s =3 va t =4 larni tanlasak, u holda
(%% )=(2,1,10,3,4) yechimga ega bo‘lamiz. Natijada

2CO +CO, +10H, —>3CH, +4H,0;

Kimyoviy tenglama teng kuchli bo‘ladigan s=3 va t=5 larni tanlasak, u holda
(%% )=(1,2,11,3,5) yechimga ega bo‘lamiz. Natijada

CO +2CO, +11H, —»3CH, +5H,0.

1.3.4. Mexanikaga tatbiqi
Bu bo‘limda biz quyidagi asosiy ikki jismga bog‘langan troslar va qo‘zg‘almas
bloklar og‘irliklari sistemasi muommosini garaymiz.

e Agar bir yoki bir nechta qo‘zg‘almas blok aylanasiga tros o‘tkazilgan
bo‘lsa, u holda trosning oxirlaridagi ikkita taranglik kuchi bir xil bo‘ladi.

e Jismning harakatidagi Nyutonning ikkinchi qonuni: F =mX formulaga
egamiz, bu yerda F orgali kuchni, m bilan massani va X bilan esa
tezlanishni belgilaymiz.

1.21-misol

Quyidagi diagrammada ko‘rsatilganidek, shiftdan osib qo‘yilgan qo‘zg‘almas
blok aylanasiga o‘tkazilgan trosning oxirlariga og‘irliklari 2 va 4 kg bo‘lgan
ikki jism mahkamlangan.
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I L J To

Bizni har bir jismning tezlanishi va trosning taranglik kuchini topish masalasi
gizigtiradi. Bu yerda x, va X, Kkattaliklar bilan o‘lchanadigan masofalarni

qulaylik uchun pastga yo‘nalgan va bu yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb olamiz,
shu sababli pastga yo‘nalgan ixtiyoriy tezlanish musbat bo‘ladi. Dastlab, har bir
jismga Nyutonning ikkinchi gonunini tatbig gilamiz. Quyidagi chizmada
ko‘rsatilgan ikkita jismga nisbatan ta’sir kuchlarini umumlashtiraylik:

T

| T
|

|

2g

Bu yerda T orgali trosning taranglik kuchini va g orgali esa erkin tushish
tezlanishni belgilaymiz. (Pastga yo‘nalgan) ikki jismga Nyutonning ikkinchi
gonunini tatbiq qgilsak, u holda quyidagi tenglamalar hosil bo‘ladi:

2X, =29 -T va 4X, =49 -T.
Biz trosnning uzunligini X, + X, =C ko‘rinishda deb qabul gilsak, u holda
X, + X, =0 bo‘ladi. Bu tenglamalarni umumlashtirsak, u holda X,,X,, T uchta
o‘zgaruvchiga nisbatan quyidagi chizigli tenglamalar sistemasiga ega bo*lamiz:
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2X%, +T =209,
4%, +T =49,
X, + X, =0.
Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi

2 0 1|29
0 4 1l4g
11 00

satrlari ustida elementar almashtirishlarni bajarsak, u holda quyidagi matrissaga
ega bo‘lamiz:

1 1 00
0 -2 12g |.
0 0 38¢g

Bundan esa sistemaning yechimi (%,,%,,T)= (—%g,%g,ggj ga ega bo‘lamiz.

1.22-misol

Biz yugorida keltirilgan masalani umumlashtiramiz. Quyidagi diagrammada
ko‘rsatilganidek, shiftdan osib qo‘yilgan qo‘zg‘almas blok aylanasiga
o‘tkazilgan trosning oxirlariga og‘irliklari m; va m, kg bo‘lgan ikki jism
mahkamlangan.

I L To

i

M9
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Natijada X,X,,T uchta o‘zgaruvchiga nisbatan quyidagi chizigli tenglamalar
sistemasiga ega bo‘lamiz:

m, X, +T =mg,
m,X, + T =m,g,

X, + X, =0.
Bu sistemaning kengaytirilgan matrissasi
m 0 1mg
0 m, 1m,g
1 1 0 0

satrlari ustida elementar almashtirishlarni bajarsak, u holda quyidagi matrissaga
ega bo‘lamiz:
1 1 0 0
mlmZ ml mlng
O 0 m+m,|2mm,g
Bu sistemaning yechimi

e m —m m, —m 2mm
(X1'X2'T):[ il 2 g, —2 1, 41T, gj.
m1+m2 m1+m2 m1+m2

Agar m, =m, bo‘lsa, u holda X, =X, =0 bo‘ladi, shuning uchun bu jismlar
go‘zg‘almas. Boshga tomondan, agar m, >m, bo‘lsa, u holda X, >0 va X <0
bo‘ladi. U holda

2mm 2m
~2g=m,gvaT<——*
m, +m, m, + m,

T<

Bundan mg <T <m,qg.

2-Mustaqil ishlash uchun misollar

1. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini garaylik:

2%, + 95X, +8X, =2,
X, +2X, +3X, =4,

3X, +4X, +4x, =1.
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a) Bu sistema uchun kengaytirilgan matrissani yozing;

b) Kengaytirilgan matrissaning satrlari ustida elementar almashtirishlarni
bajarib satrlarini eshelon ko‘rinishga keltiring;

c) b) gismdagi javobingizdan foydalanib, chizigli tenglamalar sistemasini
yeching.

2. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini garaylik:
4X, +5X, + 8%, =0,
X, + 3%, =6,
3X, +4X, +6X, =9.

a) Bu sistema uchun kengaytirilgan matrissani yozing;

b) Kengaytirilgan matrissaning satrlari ustida elementar almashtirishlarni
bajarib satrlarini eshelon ko‘rinishga keltiring;

c) b) gismdagi javobingizdan foydalanib, chizigli tenglamalar sistemasini
yeching.

3. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini garaylik:
X, =X, = X3 + 71X, =9,

=X, + X, +8%; —5X, =7,
3%, —2X, —17%, +13x, =14,
2%, — X, —11x, +8x, =7.

a) Bu sistema uchun kengaytirilgan matrissani yozing;

b) Kengaytirilgan matrissaning satrlari ustida elementar almashtirishlarni
bajarib satrlarini eshelon ko‘rinishga keltiring;

c) b) gismdagi javobingizdan foydalanib, chizigli tenglamalar sistemasini
yeching.

4. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini yeching:

X+3y—2z=4,
2X+ 7y +2z=10.

5. Quyida berilgan har bir kengaytirilgan matrissani eshelon ko‘rinishdagi
matrissaga yoki satrlarini eshelon ko‘rinishga keltiring va hosil gilingan
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matrissadan foydalanib chizigli tenglamalar sistemasining yechimini
toping:

11 2 1

1 2 3 -31
3 2 -1 3
a) b)|2 -5 -3 122
4 3 1 411

7 1 8 5|7
2 1 -3 21

6. Quyida keltirilgan har bir matrissa ustida elementar almashtirishlarni
bajarib satrlarini eshelon ko‘rinishga keltiring:

L2345 L1000 1 11 21 31 41 51
0 2 3 45 01100

a) ; b) ;C) |2 12 22 32 42 52
0 03 45 0 0110

3 13 23 33 43 53
0 00 45 0 0011

b) Beshta o‘zgaruvchili x =(x,x,,%;,X,, ;) chizigli tenglamalar sistemasini
garaylik va bu sistemani Ax=Db matrissa ko‘rinishda ifodalaylik, bu
yerda x ustun matrissadagidek yoziladi. Faraz gilaylik, ushbu (Alb)

kengaytirilgan matrissa satrlar ustida elementar almashtirishlar yordamida
satrlari echelon ko‘rinishga keltirilgan bo‘lIsin:

1 3 2 0 6/4
0011 21
00 0 1 17/
0 0 0 0 00

a) Qaysi biri bazis o‘zgaruvchi va gaysinisi 0zod o‘zgaruvchi?
b) Chizigli tenglamalar sistemasining barcha yechimlarini aniglang.

c) Beshta o‘zgaruvchili x =(x,,%,,%;,X,,% ) chizigli tenglamalar sistemasini
garaylik va bu sistemani Ax=Db matrissa ko‘rinishda ifodalaylik, bu
yerda x ustun matrissadagidek yoziladi. Faraz qilaylik, ushbu (A|b)

kengaytirilgan matrissa satrlar ustida elementar almashtirishlar yordamida
satrlari echelon ko‘rinishga keltirilgan bo‘lIsin:
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1 2 0 3 15
0131 23
0 0 0 1 14|
0 00 0 00

a) Qaysi biri bazis o‘zgaruvchi va gaysinisi 0zod o‘zgaruvchi?
b) Chiziqli tenglamalar sistemasining barcha yechimlarini aniglang.
d) Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini qaraylik:

X, +AX, = X =1,

2X, + X, +2X, =54 +1,

X, — X, +3X, =44 + 2,

X, — 24X, + 7X; =104 -1.

a) A o‘zgaruvchiga bog‘langan kengaytirilgan matrissaning satrlarini eshelon
ko‘rinishga keltiring. [Ko‘rsatma: Bir yoki ikki gadamdan keyin, aynigsa A
yo nol yoki noldan fargli ekanligini bilmasligimiz sababli juda noqulay
hisoblashlarga  duch  kelamiz.  Tenglamalar  sistemasini X, X,, X,

o‘zgaruvchilar ketma-ketligida yozadigan bo‘lsak, u holda kengaytirilgan
matrissaning ikkinchi va uchunchi ustunlari almashtiriladi].

b) Sistema yechimga ega bo‘ladigan har ganaga A ning giymatini toping.
c) Sistemani yeching.

d) Quyidagi sistemada ko‘chaning bir yo‘lidagi x, uchun minimum giymatni
toping.
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13. Quyidagi diagrammada ko‘rsatilgan elektr zanjirni garaylik.

§m

A
- T EEEm—
I I3
109 § I § 50
| i . — }+
20V B 40V
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l,, I, va I, elektr toklarini aniglaylik. Buning uchun elektr zanjirdagi

gonunlarga alogador bo‘lgan barcha asoslarni diggat bilan har bir gadamda
izohlab berishimiz shart. Xususan, garalayotgan har bir halganing musbat
yo‘nalishini aniq ko‘rsatishimiz kerak va halgada har bir rezistor va elektr
manba bo‘ylab kuchlanish tushishini ta’minlovchi

1.3.5. Kompyuter grafikasiga tatbiqi

Bizga ma’lumki matritsalar va ular ustida amallar axborot xavfsizligi,

igtisodiyot nazariyasi, va boshga ko‘pgina sohalarda keng qo‘llaniladi. Bundan

tashgari matritsalarning o‘rni kompyuter grafikasida ham ahamiyatli. Bu

magolada biz matritsalarning aynan kompyuter grafikasiga tatbiqini garaymiz.
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Kompyuter grafikasi bu- kompyuter yordamida tasvirlar bilan ishlash
hisoblanib, bunda obyektning joylashgan o‘rni, kattaligi, rangi va h.k kabi
xususiyatlari ustida ish olib boriladi. Bunda esa matritsalar ustida amallar
tasvirlarni parallel ko‘chirish, burish, kattalashtirish yoki kichiklashtirish, 3
o‘lchamli obyektni 2 o‘lchamli obyektga o‘tkazish (proyeksiyalash) kabi

harakatlarda go‘llaniladi.

Tekislikda ixtiyoriy nugtasi (x,y) bo‘lgan Q obyektni olaylik. Bu nugta ustida

quyidagi amallarni garaymiz:

a) (x,y) nugtani (x'y")=(x+ax,y+by) nugtaga parallel ko‘chirish ( Q
obyektni Ox o‘qi bo‘ylab a masofaga va Oy o‘qi bo‘ylab b masofaga

parallel Ko*chirish);

b) (x,y) nuqgtani koordinata boshiga nisbatan ¢ burchakka burish (Q
obyekt holatini Ox o‘giga nishatan ¢ burchakka burish);
c) (x,y) nugtani (kx,ky) nugtaga o‘tkazish (€ obyektni kattalashtirish) , bu

yerda k >0 soni kattalashtirish koeffisienti.

Yugoridagi amallar uchun quyidagi teoremani keltiramiz:

1.1-Teorema. Berilgan Q obyektning holati quyidagi matritsalar ustida

amallar yordamida o ‘zgaradi:

- X' X| |ax
a) Parallel ko ‘chirish: { }:{ }{ }
y y by

: X' cosp —sing | | X
b) ¢ burchakka burish: { }:{ }{y}

y Sing  Cosg

. X' kx O X

¢) k>0 marta kattalashtirish: { }:{ }{ }
y 0 ky

Bu teoremaning isboti analitik geometriya va chizigli algebra kurslaridan

ma’lum bo‘lgan tekislikning biror (X,y) nugtasini parallel ko‘chirish,
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koordinatalar boshiga nisbatan ¢ burchakka burish hamda matritsalar ustida
amallar orgali kelib chigadi.

1.23-misol

Quyidagi chizmada keltirilgan N harfini garaylik (1.1-chizma):

1.1-chizma

Koordinatalar boshidan boshlab soat strelkasi bo‘ylab bu harfning 10 ta uchlari

koordinatalari quyidagicha bo‘ladi:

(0,0), (0,4), (1,4), (31), (3,4), (4,4), (4,0), (3,0), (1,3), 1,O)

Bu uchlarning koordinatalarini matritsaning mos ustun elementlari sifadida

garab hosil bo‘lgan N matritsani boshga matritsalarga ko‘paytiramiz.

0 44144003F80

i

matritsaga o‘ngdan ko‘paytiramiz:

_{0013344311}

a) Bu matritsani

R N



a4
1
1 ={|0 01 33 44311
A-N = 2. -
0 1 0 4 414 40030

0 2 3 3556 43251
0 44 1 4400 3 O

Natijada quyidagi N harfiga ega bo‘lamiz (1.2-chizma):

1.2-chizma

b) Xuddi shunday N matritsani yana

matritsaga ko‘paytiramiz va yangi ko‘rinishdagi N harfiga ega bo‘lamiz

(1.3-chizma):

1 Yroo013344311

B-N= 210 4 41440030
0 1

o 2 -1251 243 051

1o 4 4 1 4400 3 0



A

=]
i ot L
t
-

1.3-chizma
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¢) Endi yuqoridagi teoremaga ko‘ra quyidagi C matritsani tanlab olamiz va

uni

N matritsaga qo‘shamiz hamda N harfini parallel ko‘chiramiz (1.4-chizma):

[222222222:2
12222222222

2 23556 6533
C+N=

2 6 6 6 2 2 5 2

L
b

1.4-chizma

d) Yuqoridagi hisoblashlardan foydalanib N harfining yana yangi
ko‘rinishini hosil gilamiz (1.5-chizma):

{24-5 55 7 8 6 5 45 ﬂ
C+4-N=

2 6 6 3 66 2 2 5 2
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B Sl M ERRR Y

=l

®

1.5-chizma

e) Endi 1-chizmadagi rasmni to‘g‘ri burchak ostida buramiz. Bunda
yugoridagi teoremaga ko‘ra ¢ =90° uchun

<1 3}

KN_0—4—4—1—4—400—30
001 3 3 4 43 1 1

Bunda N harfi Z harfiga o‘zgaradi (1.6-chizma).

matritsaga ega bo‘lamiz.

1.6-chizma

f) Yana teorema asosida N harfinining o‘lchamini 3 marta kattalashtiramiz,
ya’ni C+ N matritsani



2

matritsaga ko‘paytiramiz (1.7-chizma):
3 0\(2 235566153 3
0 3){2 6 6 366 2252

6 6 9 15 15 18 18 15 9 9
6 18 18 9 18 18 6 6 15 6

G(C+N)=[

1\
(0 0 S O L
N
I BNEE R ]
sEsifiit |
& :
I8
1.7-chizma
1.24-misol
Endi uchlari
(0;0),(0;2),(2;2),(3,0)

nugtalarda bo‘lgan ko‘pburchakni garaylik (1.8-chizma). bu koordinatalarning

chizmadagi ko‘rinishi quyidagicha:

47
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5
: R e
1 A
0 1 X
1.8-chizma

a) Endi bu koordinatalardan matritsa tuzib olamiz:
0 0 2 3
T =
(0 2 2 OJ
va uni y o‘qgi bo‘ylab simmetrik ko‘chirish uchun F matritsa tuzib olamiz:
-1 0
F =
o)

00 -2 -3
T-F=
02 2 0

B /. \ |
1.9-chizma

b) birinchi shaklIni koordinata tekisligini 3 chi choragiga tushirish uchun L

matritsa tuzib olamiz uni ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

(g 3



0 0 -2 -3
T-L=
02 2 0

L

1.10-chizma

c) endi koordinata tekisligining 4 choragiga tushirish uchun yana bir matritsa

tuzib olamiz:

o

(5% §

1.11-chizma

49



50

1.3.6. Matritsaning o‘yinlar nazariyasiga tatbiqi

Ikkita o‘yinchidan iborat o‘yinni qaraylik. Odatiy tarzda R o°yinchini
mumkin bo‘lgan i=1,2,...,m ko‘chishlarga ega satr o‘yinchisi, C o‘yinchini esa
J=1,2,...,n mumkin bo‘lgan ustun ko‘chishlar o‘yinchisi sifatida belgilaylik.
Har bir (i = 1,2,3,........m)va(j = 1,2,3,4 ........,n) lar uchun ajj orqali agar
R o‘yinchi | inchi satr bo‘yicha va C o‘yinchi j ustun bo‘yicha ko‘chganda C
o‘yinchining R o‘yinchini tutib olishidagi o‘yin tugashini belgilaymiz. Bu sonlar
o°yin tugashi matritsasini hosil giladi:

&; -t 9y,
A=| :

a a

ml mn

Matritsa elementlari musbat, manfiy yoki nol bo‘lishi mumkin. Faraz gilaylik

har bir i=1,2,...,m lar uchun R o‘yinchi i satrga p, ehtimol bilan va har bir

1=12,...,n lar uchun C o‘yinchi j satrga q; ehtimol bilan ko‘chsin. U holda

ravshanki,

p+p,+..+p,=1 va ¢+q,+...+q,=1
bo‘ladi. O‘yinchilar bir —biriga bog‘ligsiz ko‘chishlar hosil giladi deb gabul
gilamiz. U holda har bir i=12,..,m va j=12,..,n lar uchun pd; son R
o‘yinchi i satr bo‘yicha va C o‘yinchi j ustun bo‘yicha ko‘chish ehtimolligini

beradi. U holda quyidagi go‘sh yig‘indi kutilgan C o‘yinchi R o‘yinchini
tutishidagi o‘yin tugashini hosil ifodalaydi:

EA(plq) = iiaij Pid;

i=1 j=1

Quyidagi
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O

q
pP=(P, Py Py) V& Q=]

o

matritsalar mos ravishda R va C o‘yinchilar strategiyalarini ifodalaydi.

Ravshanki, kutilgan o‘yin tugashi

q
m n a11 a1n ql
En(p.a) =22 a;pd; = (P Poreees Pp)| LY (= pAg
i1 j-1 :
aml e amn q

Endi biz quyidagi masalalarni garaymiz: Faraz gilaylik A matritsa fiksirlangan
bo‘lsin. R o‘yinchi kutilgan E,(p,q) o‘yin tugashini maksimumga
erishtiradigan p strategiyani tanlashi mumkinmi? Shu o‘rinda C o‘yinchi
kutilgan E,(p,q) o‘yin tugashini minimumga erishtiradigan q strategiyani

tanlashi mumkinmi?

1.2-Teorema (O‘yin tugashining fundamental teoremasi). R o ‘yinchining

har ganday p strategiyasi va C o ‘yinchining har ganday q strategiyasi uchun

shunday p* va q" strategiyalari mavjudki

E (P 0)=E,(p",q") = E,(p,q")

bo ‘ladi.

Eslatma. p” strategiya R o‘yinchining optimal strategiyasi sifatida va q
strategiya C o‘yinchining optimal strategiyasi sifatida ma’lum. E,(p*,q")
miqdor o‘yinning giymati hisoblanadi. Optimal strategiylar yagona bo‘lishi

zarur emas. Agar p~ va g lar boshga optimal strategiyalar bo‘lsa u holda

E.(p",q")=E,(p™,q") bo‘ladi.
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Bu yerda o‘yin tugashi matritsasi A egar nuqtalarni oz ichiga oladi. Agar a;

element A matritsaning satrlaridagi eng kichik va ustunlaridagi eng Kkatta

element bo‘lsa u egar nuqta deyiladi. Bu holda strategiyalar quyidagicha bo‘ladi:

0

pP’=(0..010..0) va gq=|1

Buyerda 1 lar i pozitsiyada p* va j pozitsiyada q" optimal strategiyalarning

sodir bo‘lishlaridir, shuning uchun o‘yinning giymati a; bo‘ladi.

1.25-misol

Sportchilar maktabi o‘gituvchisi eshkakchilar (R) va kriketchilar (C) orasidan
100 ta talaba tanlashni talab qgildi. Talabalar o‘zlaricha tarkib tuzolmaydilar va
eshkakchilar murabbiysi hamda kriketchilar murabbiysi tanlaydi. Maktab 3 ta
eshkakchilar murabbiysi hamda 4 ta kriketchilar murabbiylarini yollashi
mumkin. Har bir senariyda eshkakchilar kriketchilardan oldin tanlanishi

quyidagicha, bu yerda RL,R2va R3 lar mumkin bo‘lgan eshkakchilar
murabbiylari va C1,C2,C3 va C4 lar kriketchilar murabbiylari belgilangan:

C1 C2 C3 C4
R1 75 50 45 60
R2 20 60 30 55
R3 45 70 35 30

[misol uchun, agar R2 va C1 murabbiylar tanlangan bo‘lsa u holda 20 ta talaba

eshkakchilardan va qolgan 80 ta talaba kriketchilardan tanlangan bo‘ladi.]
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Dastlab biz har bir elementdan 50 ni ayiramiz va o‘yin tugashi matritsasini hosil

gilamiz:

25 0 -5 10
A=-30 10 -20 5
-5 20 -15 -20

[misol uchun, yuqgori chap element agar har bir sport 50 ta talaba bilan boshlansa
u holda 25 ta kriketchi talabalar eshkakchilarga yutgazadilr.] Birinchi satr va
uchinchi ustunda joylashgan -5 soni egar nugta bo‘ladi, shuning uchun
eshkakchilar uchun optimal strategiya R1 murabbiydan foydalanish hamda

kriketchilar uchun optimal strategiya C3 murabbiydan foydalanishdir.

Umuman, egar nuqtalar mavjud bo‘lmasligi mumkin, shuning uchun masala
qat’ity aniqlanmagan. U holda optimal masalaning yechimi chiziqli

dasturlashtirish usulllar yordamida topiladi. Quyidagi o‘yin tugashi matritsasi

2x2
A:(aﬂ aizj
a‘21 a'22
matritsa bo‘lsa va egar nugtalarni o‘z ichiga olmasa, u holda biz p,=1-p, va

0, =1-q, deb yozishimiz mumkin. U holda

EA( P, q) =a,,p0q, +a, pl(l_ ql) + a21q1(1_ p1)q1 +a, (1_ pl)(l_ ql) =
= ((an —a,—a, +t azz) P, — (azz - a21))q1 + (alz - azz) P, +a,

Faraz gilaylik

* azz_a
Pp,=p, =
a,—a,—a, +a,

21

bo‘lsin. U holda q ga bog‘ligsiz holda
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* , —3,)(3, —3, 18y, — 3,8,
e (g m)@a) | ag,-a

22
a,—a,—a, +a, a,—a,—-a, +a,

bo‘ladi. Xuddi shunday agar

azz B a12
a11 - a12 - a21 + azz

bo‘lsa, u holda p ga bog‘ligsiz holda

€ =G =

o a,—a.a
EA(p,q ): a,a,, —a,3,
a,—a,—a,+a,

bo‘ladi. Demak, barcha p va q strategiyalar uchun

E.(p,a)=E,(p,q") =E,(p.q")

bo‘ladi.
Ta’kidlash kerakki,
p* — ( a, -3, a,—4a, j (1)
a,—a,—a,+a, a,—a,—a,+a,
va
a, —a,
* a,—a,—a, +a,
— 2
k a, —a, ( )
a,—a,—a, +a,
Bundan,
* o * a,a,, —a,a,
E.(p.q)= :
’ a,—a,—a, +4a,
1.26-misol

Quyidagi o‘yin tugashi matritsasini garaylik:

4 -1 -6 4
A=|-6 2 0 8
3 -8 7 -5
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a) Agar p=(/3 0 2/3) va q= strategiyalar bo‘lsa kutilgan yechim

1/4

nimaga teng?
b) Faraz gilaylik R o‘yinchi p=(1/3 0 2/3) strategiyani tanlagan bo‘lsin.

C o‘yinchi ganday strategiyani tanlagan bo‘lishi mumkin.
1/4
1/4
1/4
1/4

ganday strategiyani gabul gilishi mumkin.

c) Faraz gilaylik C o‘yinchi q= strategiyasini gabul gilsin. R o‘yinchi

1.27-misol Optimal strategiyalar yagona emasligiga sodda misol tuzing.

1.28-misol (1) va (2) matritsa elemetlari [0,1] oraligda o‘zgarishini ko‘rsating.
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3-Auditoriya topshiriqglari

1. A va B matritsalar berilgan. A+B, 2A—B va A+ 3B matritsalarni

toping
'3 0 -1 -1 3 4
5 4 -2 0 2 5
2 -4 -3 2
by A=(1 -1|, B=|-2 4
5 -3 0 5
2. A va B matritsalar berilgan. AB va BA matritsalarni toping
1 -2 4 3 2 5
a) A=|-3 5 0, B=(4 0 -1|;
2 -1 3 1 1 -3
0 -4
A<l ? et
D=7 4 o) BT ’
5 -3
-
2
d)A=[2 -5 3 0] B= 5|
5_

11 10 3 5
e)A= , B= :
2 9 1 2
3. A, B va C matritsalar berilgan. (AB)C = A(BC) ekanini tekshiring
5 3

4 -3 3 5
A=|2 -1, B= , C=
-5 2 1 2
4 7
4. Berilgan A matritsaning A~ teskari matritsasini toping
3 -1 3
a) A=12 -1 2|;

1 3
2 4 -1

p) A=|5 3 4
3 7 0
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3-Mustaqil yechish uchun testlar

1. A=[5 2}
1 4

A)[—l 4)
11 O

2. K:(l
=2

J

—4 6] (1 -2 3)
, B) :
3 -4 4 6 -8

-13 7
A)(25 —7}’ B)(

o) (

-11 4
11 0

-3 1 : : .
va B=( 53 2] matritsa berilgan, A+2B matritsani toping

-5 1 ) (—1 4}
1 C) 1
17 7 8 0

-2 3 . i . . .
: 4} matritsa berilgan bo‘lsa, 2K matritsani toping

0)2_4 ° D) Ava Bto'g'ri
4 & gl ) o'g'ri
va B=(_53 _12J matritsalar berilgan, A-B matritsani toping
-5 7] £—5 1} (—10 2]
, C) , D)
8 10 17 -7 5 -2
4. Teskari matritsani topish formulasini ko‘rsating?
1 Ar A A 1 A Ay Ay
A A , B
) A= Ay Ay Al BJAT=— A, A, A,
1 A32 A33 A13 A23 A33
A Ay As A Ay A
C) AM=| A A, Ayl DA =IA A, Ay
A Ay Ay Ay Ay Ay
320
5. A=|1 3 1
530

3 5
A) A'=—|0 0

2 -3

1
7

3 0 2

C) A= 5 0 -3
12 1 7

-12
J o -

D) A’ {

-3 5
0 O
2 -3

-3 0 2

-5 0 3
-12 -1 7

|

J bo‘lsa, A™ teskari matritsani toping

-12
1
7
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1.4. Matritsa rangi. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi.
Kroneker-Kapelli teoremasi

1.4.1. Matritsaning rangi

To‘g‘ri burchakli (xususiy holda kvadrat) A matritsa berilgan bo‘lsin. Uning
biror k ta satr va k ta ustunini ajratamiz, kesishmada turgan elementlardan k —
tartibli determinanat hosil gilamiz. Bu determinant matritsaning k -tartibli
minori deb ataladi.

Masalan, ushbu A= 3 4 -2 matritsaning  2-tartibli

1
minorlaridan biri MZ:‘2 3‘:3—2:1 bo‘ladi. 3-tartibli minorlaridan biri

1 1 1
M,={2 3 -2/=15+12+2+3-10+12=234 bo‘ladi. Berilgan matritsaning
-1 6 5

18 ta 2-tartibli, 4 ta 3-tartibli minori bor.
Matritsaning rangi deb, uning noldan fargli minorlarining eng yuqori
tartibiga aytiladi, rangA yoki r(A) kabi belgilanadi.

Matritsada elementar almashtirishlar deb, quyidagi almashtirishlarga
aytiladi:

a) Nollardan iborat gatorlarni o ‘chirish.

b) Ikkita parallel gatorlarni o ‘rnini almashtirish.

c) Bir gatorning barcha elementlarini biror songa ko ‘paytirib, boshga
gatorning mos elementlariga go ‘shish.

d) Qatorning barcha elementlarini noldan fargli bir xil songa ko ‘paytirish
Bu almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan matritsa berilgan matritsaga
ekvivalent matritsa deyiladi va A~ B kabi belgilanadi.

1.3-Teorema. Matritsalar ustida elementar almashtirishlar natijasida uning
rangi o 'z garmaydi.

Bu usulda birinchi noldan fargli k -tartibli minori topiladi. k —tartibli
minorni o‘z ichiga oluvchi barcha k +1 tartibli minorlar o‘rab turuvchi
minorlar deyiladi. k —tartibli minor noldan fargli bo‘lib, bu minorni o‘rab
turuvchi barcha k +1 tartibli minorlar nolga teng bo‘lganda, matritsaning rangi
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shu noldan fargli minor tartibiga teng bo‘ladi. Bu usul hisoblash ishlarini ancha
kamaytirish imkoniyatini beradi. Agar o‘rab turuvchi k +1tartibli minorlardan
birortasi nolga teng bo‘lmasa, ana shu minorni o‘rab turuvchi minorlarni
tekshirilib, bu jaroyon davom ettiriladi.

Bu usulda elementar almashtirishlar yordamida matritsa uchburchakli
matritsa
ko‘rinishiga keltiriladi. Natijada hosil bo‘lgan matritsaning noldan fargli satrlari
soni matritsaning rangiga teng bo‘ladi.

1.29-misol
1 2 -1 1 2]
: 2 4 4 -2 0 _ L :
Berilgan A= matritsa rangini ikki xil usulda aniglang.
1 2 -7 5 6
3 6 9 -5 -2]

1 . : -
»1-usul. M, = 5 41‘:4+2:6¢0. Bu minorni o‘rab turuvchi 3-tartibli

minorlar soni 6 ta(umumiy holda, 3-tartibli minorlari 40 ta).

12 -1 1 -1 1
2 4 4|=-28+8-4+4-8+28=0,2 4 -2/=20+2-14-4-14+10=0,
1 2 -7 1 -7 5

1 -1 2 1 -1 1

2 4 0/=24-28-8+12=0, [2 4 -2/=-20+6+18-12+18-10=0,
1 -7 6 3 9 -5

12 - 1 -1 2

2 4 4|=36+24-12+12-24-36=0, |2 4 0|=-8+36-24-4=0
36 9 3 9 -2

Demak, berilgan matritsa uchun rangA=2 bo‘ladi.

2-usul. Quyidagicha elementar almashtirishlar olib boramiz: 1)1-satr
elementlarini —2,—-1,—-3 larga ko‘paytirib, mos ravishda 2-, 3-, 4-satr
elementlariga qo‘shamiz; 2) 2-satr elementlarini 1,—2 larga ko‘paytirib, mos

ravishda 3-, 4-satr elementlariga go‘shamiz; 3) nollardan iborat satrlarini
o‘chiramiz.
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12 -1 1 2] 12 -1 1 2712 -1 1 2
A |24 4 -20] (00 6 -4-4] |00 6 —4-4|
12 -7 5 6| |00 -6 4 4/]/00 0 0 0
36 9 -5-2|] |00 12 -8-8/ |00 0 0 O]

1 2-1 1 2
00 6 -4 —4

}. Demak, rangA=2 ekan. <

Tartibi matritsa rangiga teng bo‘lgan minor bazis minor deb ataladi.
Kesishmasida bazis minor elementlari turgan satrlar va ustunlar bazis satrlar va
ustunlar deyiladi. Matritsaning istalgan satri(ustuni) uning bazis satrlarining
(ustunlarining) chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Bazis satrlar (ustunlar)
chizigli erkli satrlar(ustunlar) bo‘ladi.

1.4-Teorema. Agar matritsaning rangi r ga teng bo‘lsa, u holda unda r ta
chizigli erkli satr topiladi, qolgan barcha satrlar esa bu rta satrning chizigli
kombinatsiyasi bo ‘ladi.

Natija. Matritsaning rangi undagi chiziqli erkli satrlar(ustunlar) soniga teng.

1.4.2. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasi
Quyidagi umumiy ko‘rinishdagi n ta noma’lumli m ta tenglamalar
sistemasini garaymiz:

a,X, +a,X, +.... +a, X =hb

a, X +a,X, +...+a, X =b, (1.12)

Bu yerda, x,,X,,...,X, — noma’lumlar, a;,,a,,...,a,,-koeffitsientlar, b,b,,...b, -
ozod hadlar.

(1.12) tenglamalar sistemasining yechimi deb, shunday n ta
(x1°,x2°,...,xn°) sonlar to‘plamiga aytiladiki, bu sonlar (1.12) sistemaning barcha

tenglamalarini to‘g‘ri tenglikka aylantiradi.
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Agar (1.12) sistema yechimga ega bo‘lsa, u birgalikdagi sistema
deyiladi. Agar bu yechim yagona bo‘lsa, sistema aniq sistema deyiladi. Agar
(1.12) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘lsa, u anigmas sistema, agar
tenglamalar sistemasi umuman yechimga ega bo‘lmasa, u birgalikda be ‘Imagan
sistema deyiladi.

(1.12) tenglamalar sistemasi uchun quyidagi matritsalarni tuzamiz:

all a‘12 " aln all a12 e aln bl
a, a, .. a a, a, .. a_»b
A: 21 22 2n ’ B — 21 22 2n 2 (113)
_aml a'm2 e a'mn | _aml amz e amn bm |

A matritsa (1.12) sistemaning asosiy matritsasi deyiladi. B matritsa

kengaytirilgan matritsa deyiladi.

Bu matritsalarning ranglar rangA < rangB . munosabat bilan bog*langan.

Agar A matritsaning rangi n noma’lumlar sonidan kichik bo‘lsa, u holda
bu tenglamalar sistemasida n—k ta o‘zgaruvchi chizigli erkli bo‘lib, k ta
o‘zgaruvchi chizigli bog‘liq o‘zgaruvchilar bo‘ladi. Bu holda (4.1) tenglamalar
sistemasida k ta tenglama qoldiriladi. Qolgan tenglamalar bu tenglamalarning
chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Qoldirilgan tenglamalarda n—k ta
o‘zgaruvchini tenglamalarning o‘ng tomoniga o‘tkaziladi. Bu o‘zgaruvchilar
chizigli erkli o‘zgaruvchilar deyiladi. Tenglamalarni yechishda chizigli erkli
o‘zgaruvchilarga giymatlar berilib, golgan k ta o‘zgaruvchilarning ularga mos
giymatlari topiladi.

1.5-Teorema (Kroneker — Kapelli teoremasi). Chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi birgalikda bo ‘lishi uchun uning asosiy matritsasi bilan kengaytirilgan
matritsasining rangi teng bo ‘lishi zarur va yetarli, ya 'ni rangA=rangB.

Shunday qilib: rangA=rangB bo‘lsa, tenglamalar sistemasi birgalikda

emas;
rangA=rangB =r =n bo‘lsa, tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega;
rangA=rang B=r<n bo‘lsa, tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p
yechimga ega.
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1.4.3. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

Agar chizigli algebraik tenglamalar sistemasining barcha ozod hadlari
nolga teng bo‘lsa, bunday sistema bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi.Ushbu

a,X +a,X, +...+a,X, =0

1n“"n

a,X, +a,X, +...+a, X =0 (1.14)

tenglamalar sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi.

Buyerda b =b,=...=b_=0 bo‘lib A va B matritsalar ranglari teng,
Ay A, .. 8y | a3, .. a, 0]

A Ay Ay .. Ay, B a, a, .. a, 0
_aml am2 amn_ _aml amZ a‘mn 0_

ya’ni r(A)=r(B).

Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra, bir jinsli chizigli tenglamalar
sistemasi hamma vaqt birgalikda bo‘ladi. (1.14) tenglamalar sistemasi doim
nollardan iborat trivial yechim deb ataladigan yechimga ega:

X =X,=..=X =0 (1.15)
1.6-Teorema. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining determinanti nolga
teng bo ‘lganda, va fagat shu holdagina bu sistema noldanfargli yechimlarga
ega bo ‘ladi.

1.7-Teorema, (1.14) tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimga ega bo ‘lishi
uchun A matritsaning rangi nomalumlar sonidan kichik, ya’ni  r(A) < n

bo ‘lishi zarur va yetarli.

Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining yechimlarining har ganday
chizigli kombinatsiyasi yana shu sistemaning yechimi bo‘ladi.
r(A)=k<n bo‘lsa, u holda (1.14) sistemaning fundamental yechimlar

sistemasi n—k ta yechimdan iborat bo‘ladi. Fundamental yechimlar sistemasini
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aniglash uchun bazis noma’lumlarni aniglaymiz. Ularni X, X,,..., X, deb

belgilaymiz. Bu noma’lumlarni X,,;, X,,,..., X, chizigli erkli noma’lumlar
orgali ifodalab olinadi. Bu n-k ta noma’lumga ixtiyoriy qiymatlar berib,
X, X,y X, 0°Zgaruvchilarning mos aniq giymatlarini topamiz. Bu topilgan
yechimlar (1.14) ning fundamental yechimlar sistemasi bo‘ladi. Ko‘pincha
normallangan fundamental yechimlar sistemasi olinadi.

1.30-misol

Fundamental va umumiy yechimlar sistemasi topilsin.
(X, +2X, +4x%,-3x, =0
3X, + 95X, +6X,—4x, =0
4x +5X, —2X, +3x, =0
(3%, +8X, +24x,+19x, =0

1 2 4 -3]
- 1 2

4 5 -2 3 3 5

3 8 24 19|
1 2 4 1 2 -3 1 2 4 L2 =&
35 6(=00 3 5 -4=0 3 5 6(=0, 3 5 -4=0.
4 5 -2 4 5 3 3 8 24 3 8 19
=g X, +2X, +4x,-3X, =0 X, =8X, — X,

" |3x, +5X%, +6x,—4x,=0" |X,=-6X,+5X,

x,=1 x,=0va x,=0, x, =1 deb olib, (8;—6;1; 0) va (—7;5; 0; 1) fundamental
yechimlarni hosil gilamiz. Umumiy yechim: {8a — 7b;—6a +5b;a; b} <

Natija. Agar bir jinsli tenglamalar sistemasining tenglamalari soni
noma’lumlar sonidan kichik bo ‘Isa, bu sistema nolmas yechimga ega bo ‘ladi va
bu yechimlar cheksiz ko ‘p bo ‘ladi.

Agar bir jinsli tenglamalar sistemasining rangi r <n bo‘lsa sistemadagi
shu rangni tashkil giluvchi minorlar turgan satrdagi tenglamalarni ajratamiz, ular
golgan n—r dona tenglamalarning chizigli kombinatsiyalardan iborat bo‘ladi.
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1.31-misol

Fundamental va umumiy yechimlar sistemasi topilsin
2X, —4X, +5x,+3x, =0

X, —6X, +4x,+2X%, =0
4x, —8x, +17x,+11x, =0

2 _4 5 3 2 -4 5 3 2 -4 5 3
» A-/3 -6 4 2|~10 0 -7 -5~ (0 0 -7 -5|,
4 -8 17 11 0 0 7 5 0 0 0 O
rang(A)=2.
2X, —4X, +5%X, +3x, =0 X, = 2X, —4,6X,
{—7x3 —-5x,=0 {x4 =-14x,

Javob: {2a—4,6b; a; b;—1.4b}. <

4-Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan A matritsaning rangini ta’rif yordamida toping.

1 2 -2 1 0 -2 -2 0 =2
a) A=|-2 -4 4 |; b)A=|-2 3 4 |; dA=| 2 -3 4
3 6 -6 4 3 -8 -4 3 -8
2. Berilgan A matritsaning rangini o‘rab turuvchi minorlar usulida yeching.
3 -1 21 1 1 32
a) A=[2 -1 1 2 b) A=[2 -1 1 5
1 0 11 0 1 13
1 -2 21 1 2 2 -1
2 -1 4 2 3 1 4 2
c) A= d) A=
4 0 11 -1 4 -3 1
5 -2 3 2 2 -2 5 -2
3. Berilgan A matritsaning rangini elementar almashtirishlar usulida yeching.
1 3 -2 0 -1 4] 15 2 1 -2 2
2 1 3 2 53 -11 3 2 -2 5
a) A=|-1 4 1 3 0 3 by A={2 4 -1 -3 0 -3
5 2 4 1 97 3 9 1 2 -2 1
4 -1 3 -2 7 3 |5 1 -5 -8 4 -16)

4. Sistema birgalikda bo‘ladimi?
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X, —2X, +5%, =0 2X, +3X, —TX; =2
a) 12x —5x, —2x, =-2 b) <3% —X, +x%,=9
3%, +2X, +6X, =16 4x, —5X, +9x, =14
5. Bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yeching.
X, +3X, +2%, =0 2X, —4X, +5%, =0
a) 3% —2X, +5x, =0 b) <x +2x,-3x, =0
2%, —2X, +3%; =0 3%, —2X, +2X%, =0
6. Fundamental va umumiy yechimlar sistemasi topilsin.
4% —2X, =X, +3%, =0 X, —9X, + 2%, +4x, =0
2) 2%, +8X, +3%, —5%, =0 b) 2%, —3X, =3%, + X, =0
X, —95X, —2X, +4x, =0 X, +2X, —=5%, —3%, =0
3X, +3X, + X, —X, =0 3X, —8X, =X, +5%, =0

4-Mustagqil yechish uchun testlar

1. Matitsa rangini toping.

A) rang(A)=3 B) rang(A)=2 C) rang(A)=1 D) rang(A) =4

2. Matritsa rangi bu -
A) Matritsaning o‘lchami  B) matritsaning determinanti.

C) noldan fargli eng katta minorining giymati D) noldan fargli minorlarining
eng katta tartibi

3. Matritsaning ko‘rsatilgan minorini o‘rab turuvchi minori noto‘g‘ri berilgan
variantni aniglang:

1 3 2 -4
1 5 6 4 16

A= M, =
3 03 -3 3 3
2 4 5 1]
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13 2 1 6 4 12 -4 1 5 6
A) |1 56, B)|[3 3 -3,C)[16 4/, D3 0 3
30 3 2 5 -1 3 3 -1 2 4 5

4. O‘lchami 4x4 bo‘lgan matritsaning nechta 2-tartibli va nechta 3-tartibli
minorlari mavjud?

A) 16 va 9; B)25val6; C) 36va9; D)36valé6.

5. Agar n ta noma’lumli chizigli algebraik tenglamalar sistemasi anigmas
sistema bo‘lsa. uning asosiy A va kengaytirilgan B matritsalari ranglari ganday
bog‘langan bo‘ladi?
A) rang(A) =rang(B) <n B) rang(A) = rang(B)
C) rang(A)=rang(B)=n D) rang(A)<n
6. Agar 5 ta noma’lumli chizigli bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi asosiy
matritsasi rangi r=3 bo‘lsa, uning fundamental yechimlari soni nechta
bo‘ladi?

A) 3ta; B) 2ta; D)5ta; E) 4ta.

1.5. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechish
usullari

1.5.1. Chiziqgli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli.

Determinantlarni chizigli tenglamalar sistemasini yechishga tatbigi bo‘lgan
Kramer(determinant) usuli bilan tanishamiz. Aytaylik bizga n ta no‘malumli n
ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lIsin.

;X +aX, + e+ 8, X, =0

1n*n

(1.16)

A X +A,X, e+ A, X, =D
Bu yerda x;,X,,...,X
ozod sonlar.

-noma’lumlar, a,,a,,...,a,, -koeffitsientlar, b,,b,,...,b, -

n

1.8-Teorema. Agar (1.16)-tenglamalar sistemasining asosiy determinanti
(A=0) noldan fargli bo ‘Isa, u holda sistema yagona yechimga ega bo ‘ladi va u
quyidagi formulalardan topiladi .
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A .
A0, X, =—2, X, =—2, .., X = (1.17)

Bu Kramer formulasidan iborat. Bu yerda A=0 ga bosh determinant,
A A, A, ., A larga yordamehi determinantlar deyiladi. Soddalik uchun uch

noma’lumli, uchta chizigli tenglamalar sistemasini garaymiz.

agX+a,y+a,z=>b
A, X+a,Y+ayz=h, (1.18)
ayX+a,Y+a,z=Dh,

uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasini yechishda dastlab
bosh(asosiy) determinant

all alZ alS
A=1a, 8, Ay (1.19)
a31 a32 a‘33

topiladi. A=0 bo‘lsin.  Undan so‘ng yordamchi  determinantlar
hisoblanadi(bunda bosh determinantning ustun elementlari mos ravsihda ozod
hadlar bilan almashtiriladi):

bl a12 a13 all bl a13 all a12 bl
A, = bz Ay, Ayl Ay =13y bz Qg A, =8y 8y bz (1'20)
b3 a32 a33 a31 b3 a33 a31 a32 b3
Noma’lumlar quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:
A A A
X =—*, =1 7=— 1.21
A y A A ( )
1.32-misol
Ushbu sistemani Kramer usulida yeching:
X+5y—-z2=3
2X+4y—-32=2, .

3X— y—3z=—-7
» Quyidagi determinantlarni tuzamiz va hisoblaymiz:
1 5 -1 3 5 -1
A={2 4 -3=-16; A =2 4 -3|=064;

3 -1 -3 =7 =l =2
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1 3 -1 1 5 3
A, =12 2 -3|=-16; A =2 4 2|=32.
3 -7 -3 3 -1 -7
Bundan, x:ﬂ:—4, y:_—16:1, 2:2:—2. |
-16 -16 -16

Agar bosh determinant nolga teng bo‘lsa, tenglamalar sistemasi yechimga
ega bo‘Imaydi yoki cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Ya’ni

1) A=0 bolib, A, A , A, lardan kamida bittasi nolga teng bo‘Imasa,
(4.3) tengamalar sistemasi yechimga ega bo‘Imaydi,

2) A=0bo‘lib, A, =0, A, =0, A, =0 bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi.

1.33-misol
Ushbu sistemani Kramer usulida yeching:
X+2y-3z=7
2X+ y—-2z=9
3x -z=10
» Bosh determinantini hisoblaymiz:
1 2 -3
A=2 1 -2=-1-12+0+9-0+4=0.
3 0 -1
Yordamchi determinantlarni hisoblaymiz:
7 2 -3
A =9 1 -2|=-7-40+0+30-0+18=1.
10 0 -1

A=0 bo‘lib, A =1+0 bo‘lgani uchun berilgan tenglamalar sistemasi
yechimga ega emas. «

1.34-misol

Ushbu sistemani Kramer usulida yeching:
X—-2y+12=5
2x  —-1=3
3X+2y-32=1

» Quyidagi determinantlarni tuzamiz va hisoblaymiz:
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1 -2 1
A=2 0 -1=0+6+4-0+2-12=0,
3 2 -3
5 -2 1
A =3 0 -1=0+2+6-0+10-18=0,
1 2 -3
1 5 1
A,=2 3 -11=-9-15+2-9+1+30=0,
3 1 -3
1 -2 5
A =2 0 3=0-18+20-0-6+4=0.
3 2 1

A =0bolib, A, =0, A =0, A, =0 bo‘lgani uchun sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi.

Bu holda 2 ta tenglamani qoldirib, erkli noma’lum, masalan, z ni
tenlikning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz.

X—2yYy+2=5 X—2y=5-12
2X —-72=3 2X =3+7

Hosil bo‘lgan ikki noma’lumli tenglamalar sistemasini yana Kramer
usulida yechamiz.

1 -2 5-z -2 1 5-z

A= =4, A = =6+2z, A, = =—7+3z.
2 0 3+12 b2 3+z

Demak, tenglamaning yechimi: {%3 324_ l ; z} . 4

1.5.2. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning matrisa usuli.

Aytaylik bizga n ta no‘malumli n ta chizigli (1.18) tenglamalar sistemasi
berilgan bo‘lsin. Ushbu belgilashlarni kiritamiz:
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8; &, - &, X by
A= a21 a22 aZn . X — X2 B — bz (122)
a, a a X b

nl n2 e nn n n

U holda (1.18) sistemani matrisalarni ko‘paytirish qoidasidan foydalanib,
ushbu ekvivalent shaklda yozish mumkin:

|A-X =B | (1.23)

Bu yerda A-noma’lumlar oldidagi koeffisientlardan tuzilgan matrisa, B -
ozod hadlardan tuzilgan ustun matrisa, X -noma’lumlardan tuzilgan ustun
matrisa

Agar A matrisa xosmas, ya’ni det A= 0bo‘lsa, u holda uning uchun A™
teskari matrisa mavjud. (1.23) matrisali tenglamaning ikkala gismini A™ ga
chapdan ko‘paytirib, quyidagini hosil gilamiz:

AT (A-X)=A"-B
yoki
(A*-A)-X=A"B.

A*-A=E, E-X =X ekanligini hisobga olib,

X=A"B (1.24)
ni topamiz. (1.24) formula A matrisa xosmas bo‘lganda n no‘malumli n ta
chizigli tenglamalar sistemasi yechimining matritsali yozuvidan iborat bo*ladi.

1.35-misol
Ushbu sistemani yeching:

X, —2X, +X; =5
2X, — X%, =0
—2X, + X, + X, =—1.
» Bu yerda
1 2 1 5 X,
A= 2 0 -1|, B=| 0| X=|Xx
-2 1 1 -1 X,
1 2 1
detA={2 0 -1=-4+2+1+4=3=0,
-2 1 1

Auzl’ Alzzo’ A13:2! A21:3’ A22:3’ A23:3’ A31:2’ A32:3’ A33:4
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1,2
X 3 3((° 1
X, [=[0 1 1|40 |=-1
X, 2 1 41(-1 2
3 3

X, =0-5+1-0+1-(-1)=0-1=~1;

X, :§-5+1-O+g-(—1):%

Bundan x =1, x,=-1, x,=2.4

1.5.3. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli.

Bizga n ta noma’lumli n ta chizigli (1.18) tenglamalar sistemasi berilgan
bo‘lsin. Uning asosiy matritsasi A ning rangi rang(A)=r<n bo‘lsa,
kengaytirilgan matritsasi B ni har doim, elementar almashtirishlar yordamida,
quyidagi ekvivalent matritsaga almashtirish mumkin.

1 312 e all‘ alI’Jrl e aln t31
O 1 a2r a2r-¢—1 an 62
0 0 1 a. ..a b (1.25)
0 0 0 b,
0 0 v o o .. O B |
Agar bu matritsada b_.b ,,....,b lardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa,

(1.18) sistema yechimga ega emas, chunki rang(A) = rang(B) bo‘ladi. Agar
b,=b.,=..=b =0 bo‘lsa, berilgan (1.18) chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi birgalikda bo‘ladi. Bu holda (1.25) matritsaning bazis satrlariga mos
tenglamalarni tuzamiz.
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X, +a,X, +..+a X +a, X, +..+a, X =b

X, +..+a,X +a

2r Nr e X +...+§2an=b2

r+l

(1.26)

X, +a,,X,,+..+a, X =b

rr+1”r+1

Hosil bo‘lgan (1.26) sistemaning yechimlari berilgan (1.18) chizigli algebraik
tenglamalar sistemasining ham yechimlaridir. (1.26) da X, X, ,,...,X,, X, bazis

r-11

noma’lumlarni x_,, ., X, erkli nomalumlar orqali, oxirgi tenglamadan

boshlab ketma-ket aniglanadi. Agar r =n bo‘lsa, chizigli algebraik tenglamalar
sistemasining yechimi yagona bo‘ladi.

Gauss usuli n ta noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi bo‘lgan
holda ham o‘rinli bo‘ladi.

X

r+21°"

1.36-misol

Ushbu sistemani Gauss usulida yeching:
X+y+2=6
2X+2y-32=-3
X—-y+2z=7

» Berilgan tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini tuzamiz
va ekvivalent almashtirishlar yordamida quyidagi ekvivalent matritsani hosil

gilamiz.
1 1 1 6 1 1 1 6 1 116
B=|2 2 -3 -3|~|0 0 -5 -15|~|0 4 1 11
3 -1 2 7 0o 4 -1 -11 0 01 3
Bundan sistema birgalida ekani kelib chigadi, chunki rang(A) =rang(B)=3.
X+y+z2=6
4y +z=11
z=3

sistemaga ega bo‘ldik.  Oxirgi tenglamadan boshlab, z=3 ni ikkinchi
tenglamaga go‘yib, y ni topamiz:
4y +3=11, y=2.
Endi y=2 va z=3 ni 1- tenglamaga qo‘yib, x ni topamiz:
X+2+3=6, x=1.
Demak, x=1,y=2,z=3.4

5-Auditoriya topshiriqglari

1. Berilgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching




73

X, +2X, +3%, =7 3%, +2X, + 5%, =0 X, —2X, + 4X, =6
a) 12X —5X, + X, =4 b) <5% + X =4 d) 12% +5%X,—-6Xx, =7
3X, +3X, —=5%X; =—7 2%, + 3X, =5 3%, +3X, —2X; =8
2. Berilgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching
X, +2X, — Xy, =—2 X, +2X%, + %X, =1
a) 12X —X, =—1 b) <4x +2X,-%X, =0
X, + X3 = —2 X, — X3 =—3

3. Berilgan chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching.

X, +2X, + %X, =3 4x, +2X, —3%X; +2X, =3
a) 2% +3x,-2x,=-1 b) <2% +3X,—2X, +3X, =2

X, + X, —5X, =6 3X, +2X, —3%, +4x, =1

2%, +5X, —8x, =8 2X, + X, +3%;, +2X, =3
0 2X, +3X, —9%X; =7 d) X, + X, +5%; +2x, =1

X, +8X, —7x, =12 3X, +3X, +9%; + 5%, = -2

4x, +3X, —9%;, =9 2%, +3X, +11x, + 5%, =2

1-Shaxsiy uy topshiriglari

1

Berilgan A determinant uchun aj,, asjelementlarning minorlari va algebraik
to‘ldiruvchilarini toping. A determinantni:

a) i-satr elementlari bo‘yicha yoyib;

b) j-ustun elementlari bo‘yicha yoyib;

d) i-satr elementlarini nollarga aylantirib hisoblang.

1 1 -2 0 2 0 -1 3
3 6 -2 5 6 3 -9 0
1.1. 1.2.
1 0 6 4 0o 2 -1 3
2 3 5 -14 4 2 0 6
i=4,j=1 i=1 j=3
2 7 2 1 4 -5 -1 -5
1 1 -1 0 -3 2 8 -2
1.3. 1.4.
3 4 0 2 5 3 1 3
0 5 -1-3 -2 4 -6 8




74

i=2 j=4

7Q_u41__ 0w P NN
|
:w0342n/__30411252ﬂ_1n/_h11
1 I _
05_Q_u O N « m N o o ™ ~
| — OO..__ <
I e o Il
N M o - 152__04lom < O Mo
— | 2 —
™ 4 < O (40 T B e . .
| o N
— <1
S G . -
- —
—
<t o 3_2R_u4
N o dg I ©O N || ©
— [ — _.17049
N 41 N N - N 4O n . N 4 O m _-
BN N N
Il I I ™M™ o —« N
R R
L M N ™
™M N 4 O AN ™M N O M N
; . . —
Lo ™~ S 1
— — — —

=1 j=4

-3 41

=3
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3-2 0 4

1 8

—2 32

0 21

-1 4 3
i=2, j=4

4

3
3

1.14.

-1

5 -3 7

=1 j=4
3 1 2 3

4-1 2 4

31 20

1.16.

5 0-6 1
2

1

-1 3 2
=3 j=2

4 -1 2 5

1.13.

1.15.

=1 j=3
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2 5 0 1 -5 5
230. A=|1 3 2 |, B=0 -3 7
0O 4 3 S

3. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi birgalikda ekanligini tekshiring.

Agar birgalikda bo‘lsa, uni

a) Kramer formulalari bo‘yicha;

b) matritsa usulida ;
d) Gauss usulida yeching.

2X, + X, +3X, =1,
3.1.92X, +3X, + X, =1,
3X, +2X, + X, =6;
3%, — X, + X3 =12,
3.3.9 X, +2X, + 4X, =6,
OX; + X, +2X%; =3;

3X, —2X, + 4%, =12,
3.5. <3x +4x, —2X, =6,
2% — X, =X ==9;

4%, + X, —3X; =9,
3.7. X, — X, — Xy =—2,
8x, + 3%, —6x; =0;

2X, +3x, + 4x; =12,
3.9. §7X, —5X, + X, =-33,
4x, + X, =—1,

3X, — 2X, + 4X, = 21,
3.11. 3%, +4x, — 2%, =9,
2X, = X, = X3 =10;

4x, + X, + 4%, =19,
3.13. 92X, — X, + 2x; =11,
X, + X, +2X%; =8;

2%, — X, + 2X; =8,
3.15. § X, + X, + 2%, =11,
4%, + X, +4X, =22,

2%, — X, + 2%, =3,
3.2.94 X + X, +2X; =—4,
4%, + X, +4X, =-3;

2%, — X, + 3%, =—4,
3.4.9 X, +3x%, — X3 =11,
X, — 2X, +2%X; =—1;

8x, +3X, — 6x; =—4,
3.6. X, + X, — X3 =2,
4%, + X, = 3X; ==5;

2X, + 3X, + 4x; =33,
3.8. 7% —5X, =24,
4%, + X; =39;

X, + 4X, — X; =6,
3.10. 5X, + 4x, =20,
3X, — 2X, +5X; =22,

3X, —2X, — 5X; =5,
3.12. 12X, + 3%, —4x, =12,
X, — 2X, + 3%, =-1;

2%, — X, + 2%, =0,
3.14. 14X, + X, +4X, =6,
X, + X, +2X;, =4

2% — X, —3x; =9,
3.16. | X +95X, +X; =20,
3X, +4x, +2X, =15
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3.17.

3.19.

3.21.

3.23.

3.25.

3.27.

3.29.

2%, — X, —3X3 =0,
3X, +4X, +2X; =1,
X 09X Xy =—3;

33X, + X, + X3 =—4,
—3X, + 5X, + 6X; =36,
X, — 4X, — 2%, =-19;

X, —3X, =7 X;=0
X, +2X, +4X, =6,
AX, — X, =2%X; == 3;

X; — X, +5X; =21,
X, +5X, — X; =15,
2X, — X, =X ==9;

X, — X, = X3 =—2,
4%, + X, —3%X, =9,

4%, +2X, —3X; =-9;

2X, +3x, + 4X, =12,
7%, —8X, + 4x, =38,
4x, +X;, =-T,

X, — X, +9X, =11,
3X, +4x, — 2X, =9,
2X, +5 X, +4 X, =10;

3.18.

3.20.

3.22.

3.24.

3.26.

3.28.

3.30.

—3X, + 5X, + 6X; =8,
3%, + X, + Xy =4,
X, — 4X, —2X, =-9;

3X, — X, + X3 =11,
5X, + X, +2X; =8,
X, + 2X, +4x, =16;

3X, +2X, +2X, =1,
X, +3X, — X; =11,
3x, +4x, =15

6X, +X, — 4X, =-38,
X, + X, — X3 =2,

A%, + X, =3X; =-5;

2X, —3X, —3X, =6,
5X, —8X, —4x; =-9,
4x, 1F G =l

X, +4X, =20,
X, =X, — 95X, =26,
X, — 3X, + 3%, =—14;

X, + X, + 717Xy =5,
X, —9X, +13x, =—-15,
X, — 2X, + 3%, =—39.
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I BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI ELEMENTLARI

2.1. Vektorlar. Vektorlar ustida chizigli amallar. Chiziqgli bog‘liq
va chiziqgli erkli vektorlar. Bazis

Vektorlar. Asosiy tushunchalar.Yo‘nalgan kesma  yoki nugtalarning
tartiblangan {A B} jufti vekior deyiladi; odatda birinchi nugtani vektorning

boshi, ikkinchi nugtani esa uning oxiri (uchi) deyiladi (2.1-chizma) vaAB kabi
belgilanadi. Boshi va oxiri ko‘rsatilmagan vektor lotin alifbosining kichik
harflari bilan belgilanadi: a , b, ...

°
A B

2.1-chizma
Vektorning moduli yoki uzunligi deb, vektorning boshi va oxiri orasidagi

masofaga aytiladi. |AB|yoki |a| kabi belgilanadi. Bir to*g‘ri chiziqda yoki parallel

A 4

to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi  vektorlar kollinear vektorlar deyiladi. Bir

tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlarga komplanar vektorlar

deyiladi. Boshi va oxiri bir nugtada bo‘lgan vektor nol vekior deyiladi.
Uzunliklari teng, kollinear va yo‘nalishlari bir xil bo‘lgan ikki vektor teng

vektorlar deb ataladi, boshgacha aytganda, agar a va b vektorlar uchun
quyidagi uchta shart (|é|=‘5‘, d|lb,at? 6) bajarilsa, u holda a va b vektorlar

teng deyiladi va a=b  deb yoziladi (2.2-chizma).

A AB=a B
C CD=b D
2.2-chizma

Uzunliklari teng, kollinear va yo‘nalishlari har xil bo‘lgan ikki vektorga
garama-garshi vektorlar deyiladi, boshgacha aytganda, agar a va b vektorlar

uchun quyidagi uchta shart (|é|=‘6‘, d|lb, a™ 5) bajarilsa, u holda a va b

vektorlar garama-qgarshi vektorlar deyiladi va a=-b deb yoziladi.
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A AB=a B
A BA=Db B
2.3-chizma

Vektorlar ustida chizigli amallar.

1)  Vektorlarni qo‘shish va ayrish. Vektorlar o‘z-o‘ziga parallel
ko“chirilsa, berilgan vektorga teng wvektor hosil bo‘ladi. Ikkita a va b
vektorning yig‘indisini topish uchun a=0A vektorning oxiri b vektorning boshi
bilan ustma-ust tushadigan qilib b vektorni o‘z-o‘ziga parallel ko‘chiramiz.
Hosil bo‘lgan vektorni b = 4E deb belgilaymiz (2.4-chizma). 0 nugta bilan B
nugtani tutashtiramiz. Natijada hosil bo‘lgan OB=c vektor a va b

vektorlarning yig‘indisi deyiladi va c=a-+b kabi yoziladi. Vektorlarni bunday
go‘shish goidasi «uchburchak goidasi» deb ataladi(2.4-chizma).

AB=a

AC =D

v

2.4-chizma
a,b vektorlar o‘zaro kollinear bo‘lmagan vektor bo‘lsin. Ularning boshini

bitta O nuqtaga o‘z-o‘ziga parallel ravishda ko‘chiramiz, so‘ngra tomonlari a va
b vektorlardan iborat parallelogramm chizamiz. Uning O nugtaga garama-garshi
uchini C deb OC vektorni garaymiz. Ravshanki, OC=c=a+b. Vektorlar

yig‘indisini bunday geometrik yasashga odatda «parallelogramm goidasi» deb
yuritiladi (2.5-chizma).

2.5-chizma.
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Bizga bir necha AB,BC,CD,DE,EN vektorlar Dberilgan bo‘lsin. Bu

vektorlarning har biri ketma-ket kelgan jufti uchun birinchisining oxiri bilan
ikkinchisining boshi ustma-ust tushsin (2.6-chizma). Bu holda vektorlar siniq
chizig tashkil qilib, yig‘indi vektor ularning yopuvchisiga teng, ya’ni

_—  — —s — —

/B\(/ D

N

2.6-chizma

a,b vektorlarning ayirmasi deb shunday ¥ vektorga aytiladki, uni b

vektorga go‘shganda a vektor hosil bo‘ladi, ya’ni agar ¥ vektor uchun ushbu
x+b=a munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda x vektor a va b vektorlarning
ayirmasi deyiladi hamda x=a—b deb yoziladi.

Agar «kamayuvchi» a va «ayriluvchi» b vektorlar berilsa, u holda
ushbu b +% = @ munosabatni ganoatlantiruvchi % vektor doim mavjud.
BC=x,AC=a, AB=b . Demak, a-b ayirma vektorni chizish uchun bir
nugtadan chiquvchi a va b vektorlarni chizib, b vektorning uchidan d

vektorning uchiga boruvchi vektorni chizish kifoya. Shunday qilib, vektorlarni
ayirish amali hamma vagt ma’noga ega.

2) Vektorni songa ko‘paytirish.
a vektorni 2 € R soniga ko‘paytmasi deb shunday b vektorga aytiladiki,
bu vektorning uzunligi \6\:/1.\5\ teng bo‘lib, yo‘nalishiesa A>0 bo‘lganda

a vektor bilan bir xil yo‘nalgan, A <0 bo‘lganda a vektorga garama-garshi
yo‘nalgan bo‘ladi.

2.1-misol.

Berilgan a,bvac vektorlarga asosan quyidagi vektorni yasang:
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N |~
ol

C

e
2

Izlangan 2a vektor hosil bo‘ladi, <

Vektorning koordinatalari. Musbat yo‘nalishi tanlab olingan | to‘g‘ri chiziq
0‘q deb ataladi. O‘gning yo‘nalishini odatda strelka bilan ko‘rsatiladi (2.7-
chizma), bu strelkaning yo‘nalishi [ to‘g‘ri chizigdagi munosabat yo‘nalishni
aniglovchi & vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi.

€

\ 4

0 E l
2.7-chizma.

—_—

OE =¢, OF| =[¢|=1.

Yo‘nalish o‘qdagi musbat yonalish bilan bir xil bo‘lgan hamda uzunligi birga
teng bo‘lgan vektor ( € vektor) o‘qning orti (bazisi) deyiladi.

AB vektorning | o‘qdagi proeksiyasi deb, shunday AB, vektorning
uzunligiga aytiladiki, unda A, va B; lar mos ravishda A va B nugtalarning [
o‘qdagi ortogonal proeksiyalari bo‘lib, bu uzunlik AB, va & vektorlarning
yo‘nalishlari bir xil bo‘lganda musbat ishora bilan, aks holda manfiy ishora bilan
olinadi (2.8-chizma).
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4 5
¢ R i R
Al Bl / Bl Al /
Pr, AB=|4B|>0 Pr, AB = —|4,B,| < 0
2.8-chizma.
AB vektorning [ o‘qdagi proeksiyasini Pr, AB=+|AB,|. (2.2)

Bundan AB vektor o‘qoa perpendikulyar bo‘lgandagina uning proeksiyasi
nolga teng degan xulosa kelib chigadi. AB =x-e tenglikdagi x son AB
vektorning proeksiyasidir, ya’ni x=Pr AB.

Vektorning o ‘gdagi proeksiyasining xossalari:

1. Pn(5+5+6+...+a)= Pra+Prb+Prc+...+Prd
2. Pr(4-a)=2-Pra, 1#0.
3. Teng vektorlarning bitta o‘gga proeksiyalari o‘zaro tengdir.

e

Pr,éi:‘é‘-cosw, bu yerda ¢ - & va & vektorlar orasidagi burchak,

O<p<r.

Agar tekislikda (yoki fazoda) koordinatalar boshi deb ataluvchi nugta,
o‘zaro perpendikulyar to‘g‘ri chiziglar, ularda musbat yo‘nalish hamda uzunlik
birligi (umuman aytganda, har bir yo‘nalishdagi o‘qda har xil) tanlangan bo‘lsa,
tekislikda (fazoda) dekart koordinatalar sistemasi berilgan deyiladi. Oglar mos
ravishda abssissalar o°‘gi, ordinatalar o‘qi, (aplikatalar o°qi) deb yuritiladi.
Tegishli o‘glar koordinatalar o‘glari deyiladi. Faraz gilaylik, tekislikda Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin (uni gisgacha Oxy sistema deb ham
yuritiladi) va a vektor koordinatalar boshi O nugtadan chiggan bo‘Isin.

a vektorning koordinatalari  deb uning koordinata o‘glaridagi
proeksiyalariga aytiladi, ya’ni

x=Pr,a, y=Pr,a.
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Agar Oxy sistemada a={x,%}, b={%y,! bo‘lsa,
a+b=c={x+%, y,+Y,} bo‘ladi.

Agar Oxy sistemada a vektorning koordinatalari {x,y} bo‘lsa, 1-d
vektorning shu sistemadagi koordinatalari {ix, 1y} bo‘ladi.

Agar Oxy sistemada AB vektor boshining koordinatalari {x,,y,} va oxiri

{X,,Y,} bo‘lsa, AB vektorning koordinatalari {%, =%, ¥,— Y.} bo‘ladi, ya’ni

ﬁ:{Xz — XY _yl} (2.2)
2.2-misol
Agar a{5,4} vektor boshining koordinatalari A(-2,3) bo‘lsa, uning oxirining
koordinatalarini aniglang.
> al54} vektor oxirining koordinatalari B(x,y) bo‘lsin. U holda
x—(-2)=5y-3=4<x=5-2=3, y=4+3=7 bo‘ladi. Demak, B(3,7)
. 4

2.3-misol
Agar 5{2,—1} vektor oxirining koordinatalari B(3,2) bo‘lsa, uning boshining
koordinatalarini aniglang.
» b{2,—1} dan
3—-x=2, 2-y=-1 x=3-2=1 y=2+1=3.
Bundan A(1,3).<

2.1.1. Chizigli bog‘lig va chizigli erkli vektorlar sistemasi. Bazis.

Bizga nta a, a, a,...,a vektorlar va n ta o, @,, a,,...,, sonlar

1 n
berilgan bo‘lsin bu sonlarning mos vektorlarga ko‘paytmalarining yigindisini
tuzamiz.

o -8 +a,-a,+a,-a,+...+a,-a_ Ko‘paytmaga vektorlar sistemasining
chizigli kombinatsiyasi deyiladi.

5;, a, ia? vektorlar sistemasi uchun kamida bittasi noldan fargli
shunday nta o, , «, , o, ,...,a, sonlar mavjud bo‘lsaki, ular uchun vektorlar
sistemasining chizigli kombinatsiyasi nolga teng, ya’ni

o8 +a, 8+, a,+..+a,-a =0 (2.3)
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bo‘lsa, bunday vektorlar sistemasiga chizigli bog‘lig sistema deb ataladi. Aks

holda a,, a,, a,,...,a, Vektorlar chizigli erkli deyiladi, ular uchun  (2.3)

tenglik fagat o, =, =a,=...=, =0 bo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi.
Agar vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, (2.3) dagi biror vektorni boshqa
vektorlar orqgali ifodalab olish mumkKin. al-i ifodani goldirib golgan

ifodalarni tenglikning o‘ng tomoniga o‘tkazib o, #0 ga bo‘lsak,

= o, = @ - o ~ o, -~
a=—">=a-——-8-——-8a —...——>-Q,
o o o o
va belgilash  kiritsak, bu wvektor golgan vektorlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi:
a1=ﬁ2-a2+ﬂ3-a3+,64-a4+...+,8n-an ' (2.4)

Agar vektorlardan kamida biri qolgan vektorlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, u holda bu vektorlar chizigli bog‘ligdir. Aks
holda barcha vektorlar chizigli erkli bo‘ladi.

Ixtiyoriy a vektorni n ta chiziglierkli e, e,, e,...,e, vektorlarning
chizigli kombinasiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda shu n
ta vektorlar fazoning bazisi deyiladi.

Bazisni hosil giladigan vektorlar soni fazoning o‘lchami deb ataladi.
Bazisga kiruvchi vektorlar bazis vektorlar deb ataladi.

1. To‘g‘ri chizigning o‘lchami 1 ga teng, chunki to‘g‘ri chiziqda istalgan &
vektor bazis hosil giladi, golgan vektorlar shu bazis vektor orqgali ifodalanadi:

a=a-e, a=0. (1 o*Ichovli fazo)

2. Tekislikning o‘lchami 2 teng, chunki tekislikda kollinear bo‘Imagan
istalgan ikkita e, va e, vektor chizigli erkli bo‘lib, bazis hosil giladi, golgan
vektorlarni esa ular orqgali ushbu ko‘rinishda ifodalash mumkin:

a=a-e+p-¢, (a*+ f=0). (2 o*Ichovli fazo)

3. Fazoda

a=a-ei+f-e2+y-e, (a’+p°+ y’#0). (30‘lchovlifazo)

Vektorlarni bazis vektorlarning chizigli kombinatsiyasi Kko‘rinishida
ifodalashga bazis be ‘yicha yoyish deyiladi.

Ba’zis vektorning uzunliklari har xil bo‘ladi Biz amaliyotda birlik
uzunlikka ega bo‘lgan birlik vektorlardan tashkil topgan bazislar bilan
shug‘ullanamiz. Bazis vektorlar bir biriga nisbatan har xil joylashgan (har xil
burchak ostida) bo‘ladi. Biz koordinata o‘glarida yotuvchi,  yo‘nalishi
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koordinata o‘glarining musbat yo‘nalishi bilan ustma-ust tushuvchi birlik
uzunlikka ega bo‘lgan va o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan i, j,k birlik bazis
vektorlar bilan shug‘ullanamiz Bu vektorlar ortonormal vektorlar yoki ortlar
deyiladi.

a=O0A vektorning o‘qlaridagi proeksiyalari mos ravishda a,, a,, a, bilan

belgilasak, uning birlik—bazis vektorlar(ortlar) orgali yozuvi

a(a, .a, ,a,)=a,i+a, j+ak (2.5)

dan iborat bo‘ladi.

Bu ifodaga a vektorning i, j,k ba’zis vektorlar yoki koordinata o‘glari
bo‘yicha yoyilmasi deyiladi

Koordinata boshidan chiggan vektorga radius vektor deyiladi.
2.4-misol
Agar a{-14}, b{2,-1}, c{3,5 vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsa
quyidagi vektorlarning koordinatalari aniglansin:

c—2b a+b

a) > b) —
> a)c—2b=~{3—2'2' 5‘2'(‘1)}=6{—0.5,3.5},
2 2 2
b)a_;rb_azg{—lf_g, 4+g‘1)_5}=§{—2.5,—3.5}.<

5-Auditoriya topshiriglari

—_—

1. Agar c¢=AB, b=AC va a=BC vektorlar ABC__uchburchakning
tomonlari

bo‘lsa, u holda bu uchburchakning m,mva CP medianalarini i, bvac
vektorlar orgali ifodalang.

2.d=i+4j—-5k va b=3i—2]+3k vektorlar berilgan bo‘lsa,

- ~ 3. 1- .. .
u=2a—-3b vaV= _Za + Eb vektorlarni aniglang. Dekart koordinatalar

sistemasida U va Vv vektorlarni yasang.
3. a(2;-3; 4), b(5; 3—2) vektorlarga qurilgan parellelogramning
diagonallarini ifodalovchi vektorlarni toping.
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4. ABCD to‘g‘rito‘rtburchakning tomonlari uzunliklari AB =4, BC =3

bo‘lib, A va B uchidan AB va BC vektorlar yo‘nalishida & va b hbirlik
vektorlar go‘yilgan.

1) E, CT), AC : CB va DB vektorlarni @ va b vektorlar orqgali
ifodalang.
2) N va P nugtalar mos ravishda BC va CD tomonlarning o‘rtasi bo‘lsa,

AN, AP va PN vektorlarni @ va b vektorlar orgali ifodalang.

5. Radiusi R =3 bo‘lgan aylananing 90° li AB yoyini C nugta orgali
AC : CB = 3: 2 nisbatda AC va CB yoylarga bo‘lingan. Agar OA=4 va OB =h
bo‘lsa, OC vektorni @ va b vektorlar orgali ifodalang.

6. To‘g‘riburchakli ABCD trapetsiyaning asoslari AD =4, BC =2 bo‘lib,

D buchagi 45°ga teng. AB, AC, BC va AD vektorlarni CD vektor bilan
aniglangan | o°‘gga proyeksiyalarini toping.

7. Asosi ychburchakdan iborat bo‘lgan SABC piramidada SA=a, SB=b
va SC=c. Agar M nuqta AABC ning og‘irlik markazi bo‘lsa, SM vektorni bu
vektorlar orgali ifoda giling.

8. Uchburchakning A(L;2;—1) uchi, AB={-2;1;4} va BC={3-14}
tomonlari yotgan vektorlar berilgan bo‘lsa, uchburchakning golgan uchlari va
AC vektorni toping.

5-Mustagqil yechish uchun testlar

1. Agar A(2;0;4), B(52;4), C(-2;6;5), D(-5;6;3) berilgan bo‘lsa, a=AB+CD
vektorni toping

A a0:2-2); B) aG1410); C) a(47:-2); D) a(7%:10)

2. Agar A(2:0:4) , B(5,2:4) , C(-2:65) , D(0;6;3) berilgan bo‘lsa, a=AB-CD
vektorni toping

A a(6:22); B) a(0;-2-2); C) a(47:-2; D) a(7:L0)

3. A(L-2,3), B(3,4,-6) berilgan bo°‘lsa, AB vektor uzunligini toping

A) 7, B) 11; C) 13; D) 8

4. A(-4,0;2), B(-1;2;-2), C(6;-2;4) uchburchak uchlari koordinatalari bo‘lsa,
mediana chizigini ifodalovchi BE vektor koordinatalarini aniglang

A) {2,-35}; B) {2,3,-5}; C) {-23,-5}; D) a(7;10)
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5. a, a,, a,....,a_vektorlarning ... bittasini qolganlarining chizigli
kombinatsiyasi shaklida ifodalash mumkin ..., bu sistema chizigli bogliq
sistema bo‘ladi.

A) kamida, bo‘lsa; B) ixtiyoriy, bo‘lsa;
D) kamida, bo‘lmasa; D) ixtiyoriy, bo‘lmasa;
6. a, a, a,....,avektorlarning ... bittasini qolganlarining chizigli

kombinatsiyasi shaklida ifodalash mumkin ..., bu sistema chizigli erkli sistema
bo‘ladi

A) kamida, bo‘lsa; B) ixtiyoriy, bo‘lsa;

D) kamida, bo‘lmasa; D) ixtiyoriy, bo‘lmasa;

2.2 . Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. VVektorlarning skalyar
ko‘paytmasi

2.2.1. Ikki nuqgta orasidagi masofa. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

a) Ikki nugta  orasidagi  masofa.  Fazoda  ikkita  ixtiyoriy
A(X,Y,,Z,), B(X,,Y,,z,) nugta berilgan bo‘Isin. Bu nugtalar orasidagi masofani

topish bilan shug‘ullanamiz. A, B nuqgtalarni koordinatalar boshi O nugta bilan
tutashtirib, bu nugtalarning radius-vektorlarini yasaymiz. 1zlanayotgan masofani

d (A B)bilan belgilaymiz, ya’ni\ﬁ\:d(A,B). Bu holda AB = OB — OA OA va
OB radius-vektorlarning koordinatalari mos ravishda OTA:{xl,yl,zl} :

@:{xz,yz,zz} bo‘lgani uchun AB vektorning to‘g¢ri burchakli (€,,6,.6;)
bazisga nisbatan koordinatalari quyidagicha bo‘ladi:

AB={X~X Y,V 5,2} < AB=(¥%—x)-e+(y,~y,)€+(2,-2) €
bundan

‘E‘:\/(X2_X1)Z+(yz_y1)2+(zz_zl)2 (2.6)

ni hosil gilamiz. |Z§| esa A va B nuqtalar orasidagi d(4, B) masofa bo‘lgani
uchun

d(AB)=y(%~%) +(v,~ %) +(z-2)
Agar tekislikda ikkita A(x,,vy,), B(x,,Y,) nugta berilgan bo‘lsa, ular orasidagi
masofa
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d(AB)=y(% %) +(y,-V.) 2.7
formula bilan aniglanadi.
b) Kesmani berilgan nisbatda be‘lish. A(X,,y,,z,) va B(x,,Y,,z,) nugtalar
fazodagi ikkita ixtiyoriy har xil nugta bo‘lsin.

A va B nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy nugtasi C uchun

AC =1-CB (2.8)
tenglik o‘rinli. (2.8) da C nugta [AB] kesmaning ichki nugtasi bo‘lsa, 2 >0, C
nugta [AB] kesmaning tashqi nugtasi bo‘lsa, A <0 bo‘ladi.

[AB] kesmani berilgan nisbatda bo‘lish masalasi quyidagicha aniglanadi:
A(x,,Y,,z,) va B(x,,Y,,z,) nugtalar va A son berilgan. (4,B) to‘g‘ri
chizigda yotuvchi va (2.3) tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nugtaning
koordinatalari topilsin.

Ravshanki, (2.8) dan ‘E‘:MHC—B‘ bundan

=

c5
Shuning uchun biz garayotgan masala (AB)to‘g‘ri chiziqda yotib, [AB] kesmani
A>0 bo‘lganda ichkarida, A<0 bo‘lganda tashgaridan A:1 nisbatda
bo‘luvchi C nugtaning koordinatalarini topishdan iboratdir.

C nugtaning Dekart koordinatalarini {x,y,z} bilan belgilaylik. U holda

(2.8) tenglikka ko‘ra ushbu tengliklar sistemasini hosil gilamiz:
X=X =A4-(%=X), y=¥,=4-(V,-Y), 2-2,=4-(2,—-2)

A= -1 ekanini hisobga olib, C nuqgtaning koordinatalari uchun bundan quyidagi
formulalarni hosil gilamiz:

X:x1+/1-x2,y:yl+i-y2’ Z:zl+ﬂp-22 (2.10)
1+ 1 1+ 1 1+ 1
Agar 1=1bo‘lsa, (2.10) dan ushbu formulaga ega bo‘lamiz.
X:Xﬁ'xz’ y:y1+y2, ,ohth (2.11)

2 2 2
Bu berilgan kesma o‘rtasining koordinatalarini beradi. Agar [AB] kesma

tekislikda berilgan bo‘lsa, uni 4 nisbatda bo*lish formulalari
X:X1+/1'X21 y:yl+ﬂ“'y2
1+2 1+2
ko‘rinishda bo‘ladi.
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2.5-misol

Oxirgi nugtalari A(-1; 8,-3) va B(9;-7; 2) bo‘lgan kesma P,P,,P, va P,
nuqgtalar bilan teng beshta bo‘lakka bo‘lingan bo‘lsa P, va P, nugtalarning
koordinatalarini toping.

» AP :PB=1:4 bo‘lgani uchun, /1:%. (6.5) formulaga ko‘ra, P(X;; Y,:Z,)
koordinatalari
X1_4.(—1)+9_ _4-8+(-7) _ _4-(3)+2 _

=1 yy=— 15 z="2"""__9
4+1 % 4+1 ' 4+1

AP, PB=3:2 bo‘lgani uchun, /1:;. (2.10) formulaga ko‘ra,
P,(X,; ¥,:2,) koordinatalari

o o EFE o BEESET g

2-(-3)+3-2
3 B 1~ 3 1 =S :0.
2+3 2+3 2+3
Demak, P,(L 5-2) va P,(5-1 0). <«

2.2.2 Vektorlarni skalyar ko‘paytirish
Ikki a va b vektorning skalyar ke‘paytmasi deb, bu vektorlar
uzunliklarini ular orasidagi burchak kosinusi bilan ko‘paytmasiga teng bo‘lgan

songa aytiladi va (5,6) yoki a-b bilan belgilanadi.

Ta’rifga ko‘ra,

(5,5):5-6:‘5‘-‘5‘-c03¢ (2.12)

Skalyar ko‘paytma tushunchasining manbai mexanikadir. Hagigatan, agar a
ozod vektor go‘yilgan nugta b vektorning boshidan oxiriga siljuvchi kuchni
tasvirlasa, bu kuch bajargan A ish ushbu tenglik bilan aniglanadi:

A:H-‘B‘-co&p

Agar a-b ko*paytmani ‘5-‘5‘-003(p ko‘rinishda yozib, ‘6‘°COS¢=PI’56
ekanini e’tiborga olsak, 5-5:‘5‘-Pr55 ni hosil gilamiz.

a

-COS(p:PrBé ekanligini e’tiborga olsak, 5-5:‘5‘-Pr55 ni hosil gilamiz.

Demak,
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a-b=al-Pr.b=|b|- Pr;a (2.13)

formulalar o‘rinli. Boshgacha aytganda, ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi
ulardan birining uzunligi migdori bilan ikkinchisining shu vektor yo‘nalishidagi
proeksiysi ko‘paytmasiga teng.

v’

2.9-chizma.

Agar ikki vektor orasidagi burchak % ga teng bo‘lsa, ular ortogonal

vektorlar deyiladi.
2.6-misol
Agar d bva ¢ vektorlar koordinatalari bilan berilgan, ya’ni:

a=i-4j+8k; b=4i+4j-2k ; c=2i+3j+6k.
bo‘lsa (5+E) vektorning a vektordagi proyeksiyasini toping.
d-a

» b+C=6i+7j+4k=d , (213) dan Pr(b+c)=Pr.d= A
a

6-1+7-(-4)+4-8_10

formulani hosil gilamiz. Pr, (b +¢) = Fiayg 9
+(—4)? +

Skalyar ko‘paytmaning bir gator eng sodda xossalarini keltiramiz:

2.1-Teorema. Agar a-b=0 bo‘lsa, u holda a va b vektorlar ortogonal
bo ‘ladi.




94

2.2-Teorema. Har ganday vektorning shu vektorning o‘ziga skalyar
ko ‘paytmasi bu vektorning uzunligi kvadratiga teng, ya ni

= = —|2
a-a:‘a‘ (2.14)

2.3-Teorema. Skalyar ko ‘paytma o ‘rin almashtirish gonuniga bo ‘ysunadi, ya ni
ixtiyoriy ikki a va b vektorlar uchun a-b=b-a munosabat o ‘rinli.

2.4-Teorema. Skalyar ko ‘paytma skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan gruppalash
gonuniga bo ‘ysunadi, ya'ni (2-5)-6:5-(1-5):1-(5-6) munosabatlar

o rinli.

2.5-Teorema. Skalyar ko ‘paytma go ‘shishga nisbatan tagsimot gonuniga

bo ‘ysunadi, ya'ni ixtiyoriy uchta a, b va c¢ vektorlar uchun ushbu tenglik
o ‘rinli:

(8+B)-c=a-c+b-G

Skalyar ko‘paytmaning Dekart koordinatalar sistemasidagi formulasi:

2.6-Teorema. Dekart koordinatalar sistemasida a={x,y,z} va

b:{xz,yz,zz} vektorlar berilgan boIsa, bu vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi
ularning mos koordinatalar ko ‘paytmalarining yig ‘indisiga teng, ya ni

a-b=x-x+y,-Y,+2-2, (2.15)
Agar a={x,y,} va b={x,,y,} bolsa,

a'Ble'XZ_Fyl'yZ (2.16)
bo ‘ladi.

—

a={x,Y,} vektorning uzunligi koordinatalarda

‘5‘ = x> +y? (2.17)




95

a=1{x,Y,,2} vektorning uzunligi esa

‘5‘:\/x2+y2+22 (2.18)
formuladan topiladi.

Vektorlar orasidagi burchak koordinatalari orgali (Dekart sisitemasida), ya’ni
skalyar ko‘paytma ta’rifiga ko‘ra osongina topiladi: éz{xi,yl}va Bz{xz,yz}
vektorlar uchun

—_ -

— a-b XXty Y
cos(a,b) ‘a‘ ‘b‘ \/X1+y1 \/1)( jyz (2.19)

a=1{x,y,z}vab={x,Y,,2,} vektorlar uchun

COS(&,B)Z a-b _ X-X+Y, Y, +Z -7,

(2.20)

2

‘aHb‘ \/xf+yf+zf -\/x§+y§+z2

formulalar o‘rinli.

2.7-misol
Ikki a va b vektorlar orasidagi burchak p=7/4ga teng va |a=v2, |o|=3

ekanligi ma’lum bo‘lsa ¢ =2a+3b vektorning uzunligini hisoblang.
» ¢ vektorning uzunligini topish uchun vektorlarning skalyar ko‘paytmasidan

foydalanamiz. a-a=a deb belgilab va ézz‘é‘z ni e’tiborga olib, berilgan
vektorning har ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz:

¢’ =(2a+3b) =4a +12a-b+9b’
berilganlarga asosan:

=i =2 B = =9 &-6=[a|-f|-cosp=v2-3- 323
Demak, ¢ =4.2+12-3+9.9=125 yoki c|=+125=55. <

Odatda  vektorning koordinata o‘qglari bilan tashkil qilgan «, 3, ¥

burchaklarning kosinuslari uning vye‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi(2.10-
chizma).
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M

~y

2.10-chizma.

—

a:{x,y,z} vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari
orgali quyidagicha aniglanadi:

cosa = X , COS 3 = y , COSy = : (2.21)

NVGERAN & VXE+y?+ 7 JXE+y?+ 27

Birlik vektorlarning koordinatalari uning yo‘naltiruvchi kosinuslaridan

iborat, ya’ni agar a%[=1, bo‘lsa,
a’ = {cosa,cos 3,cosy} (2.22)
(2.21) ga ko‘ra,
cos’ o +c0s” f+cos’ y =1 (2.23)

formulani hosil gilish mumkin, ya’ni vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari
kvadratlarining yig‘indisi birga teng.

6-Auditoriya topshiriqglari

1. C(2;0;2) va D(5-2;0) nugtalar yordamida teng uch gismga bo‘lingan
kesmaning oxirlari A va B nugtalarning koordinatalarini toping.
Javob: A(-1 2;4), B(8;—4; 2)
2. a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan:
a=7i+2j+3k; b=2i—2j+4k
Bu vektorlarlarning skalyar ko‘paytmasini toping.
Javob: a-b=22
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3. Agar ‘5‘:7\/5, ‘5‘:4 va (8,70 ) =45bo‘lsa, 3a+ab va a—2b vektorlar o
ning ganday giymatlarida o‘zaro perpendikulyar bo‘ladi?

Javob: « =315

4. Uchlari A(-15;1), B(11-2) va C(-3;3;2) nugtalarda bo‘lgan uchburchak
berilgan. AC tomonni davom ettirishdan hosil bo‘lgan tashqi burchakni
aniglang.

Javob: ¢ =arccos(4/9)

5. Uchlari  A(-231), B(-2-%4) va C(-2;—4;0) nugtalarda bo‘lgan
uchburchak berilgan. Bu uchburchakning ¢ ichki burchagini hisoblang.

Javob: /BCA=r/4
6. Agar A(-4;0;4), B(-12;-2), C(6;—2;4)chburchak uchlari koordinatalari bo‘lsa,

BA vektorni mediana chizig‘ini ifodalovchi BE vektorga proyeksiyasini
aniglang.
Javob: 51

7
7. Rombning tomonlari umumiy uchdan chiquvchi a va b vektorlarda
joylashgan. Uning diagonallari perpendikulyar ekanligini isbotlang.
8. Agar OA=d va OB=b vektorlar berilgan hamda [a]=2, |b|=4 v va
(é,’\B):60° bo‘lsa, AOB uchburchakning OA tomoni OM medianasi orasidagi ¢
burchak kosinusini toping.

Javob: cosg = 2

Nid

6-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Agar A(-4;1), B(2;4)nugtalar uchun AC:CB=2:1 o‘rinli bo‘lsa, C-?
A) C(-12); B) C(-L3); C) C(0;3); D) C(-22)

2. Proyeksiyalar bilan berilgan a va b vektorlarning skalayar ko‘paytmasi gaysi
javobda berilgan?

A) [a|Pro;  B)|b|Pr,b; D)|a|Pr.b E)Pr,b-Pr.a

3. a(2;1;6)va b(L;—2;—1) vektorlarning skalyar ko‘paytmasini hisoblang.
A 0O B) -4 C) -6; D) 4

4. a(4-7:4), b(4,-2,-3) vektorlar berilgan. U holda praﬁ ni toping
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A 2, B3 C)4 D)5
5. Agar ‘5‘:3,‘5‘:2,(5,"5):600 berilgan bo‘lsa, (a+b)-(2a—-3b) skalyar

ko‘paytma topilsin.
A 2, B3 C)6 D)4

6. A(L-23), B(34,-6),C(-313) berilgan bo‘lsa, AB va AC vektorlar orasidagi
burchak kosinusini toping

1, 2. .
A i B i COL D)o
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2.3. Vektorlarning vektor va aralash ko‘paytmalari

2.3.1. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor ko‘paytma ta’rifini Kkiritishdan avval, biz uchta o‘zaro nokomplanar
vektor uchligining fazoda joylashishi bilan bog‘liq bo‘lgan zarur bir tushunchani
Kiritamiz. Shuni aytib o‘tamizki, keyingi punktlarda yuritiladigan mulohazalar
fagat uch o‘lchovli fazoga doir bo‘ladi.

Agar komplanar a, b va ¢ vektorlar boshi umumiy nugtaga keltirilgandan
so‘ng # vektorning oxiridan (uchidan) garaganda a vektordan b vektoga
garab ~ dan kichik burchakka burish soat miliga qarama-garshi bo‘lsa, bu a,
b, ¢ uchlik o‘ng uchlik, aks holda chap uchlik deyiladi. Chap va o‘ng uchlikni
tashkil etadigan uchlik tartiblangan uchlik deb yuritiladi.

Biz o°ng uchlikdan foydalanamiz.

a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb quyidagi shartlarni
ganoatlantiradigan ¢ vektorga aytiladi.

1) ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar (ortogonal)

2) \a\:\a\.\ﬁ\.sm(aﬁ); (2.24)
3) a, b, c vektorlarning tartiblangan uchligi o‘ng uchlikni tashkil etadi
(2.11-chizma).

2.11-chizma.

(Bu ta’rifda a=0,b=0 deb faraz qilinadi) a va b vektorlarning vektor
ko‘paytmasi axb yoki [5,6] ko‘rinishida yoziladi. Agar a va b vektorlar

kollinear bo‘lmasa, u holda |c|=| | son a va b vektorlarga ysalgan
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parallelogrammning S yuziga  teng bo‘ladi. Shunday  qilib,
S:‘5‘-‘5‘-sin(5,6):‘5x6‘.

Agar a va b vektorlar kollinear bo‘lsa, u holda axb=0 , chunki
(pz(a,ﬁ):o yoki o= da sin(a,B)zo.
2.8-misol

Adar [a|=8, || =15 a-b=96 bo‘lsa, [axb| ni hisoblang.

» a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi uzunligi, shu vektorlar uzunliklari
ko‘paytmasi bilan ular orasidagi burchak sinusi ko‘paytmasiga teng. a va b
vektorlarning skalyar ko‘paytmasi ga asosan:

5-6:|§|-‘6‘cos(§,"5)

Bundan
cos(é,’\"): a-b _ 9% _4
|g|.‘b‘ 15 5
U holda
sin(<'?1,’\6):\/1—cos2 (é,"B): 1—(%}2 - %:%
Demak,

\axﬁ\:|5|-\6\sin(é,ﬂ6)=8-15-§:72 <

Vektor ko‘paytma quyidagi gonunlarga bo‘ysunadi:

1. Vektor ko‘paytmada ko‘paytuvchilar o‘rnini almashtirilsa, uning

ishorasi o‘zgaradi, ya’ni
axb=—(bxa)
2. Vektor ko‘paytma skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan guruhlash
gonuniga bo‘ysunadi, ya’ni
(ﬂ-a)xﬁzax(l-ﬁ)zﬂ-(axﬁ)

2. avab vektorlar yigcindisi bilan ¢ vektorning vektor ko‘paytmasi

tagsimot gonuniga bo‘ysunadi, ya’ni

(a+6)><6=axc+bxc
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Endi vektor ko‘paytmaning koordinatalar orgali yozilishini ko‘rib
o‘tamiz. Avvalo koordinata o‘glarning i, j,k ortlar uchun quyidagi
munosabatlar o‘rinli bo‘lishini eslatib o‘tamiz:

ixi=0, Tx]:E, TXR:—j,
jxj=0, jxk=i, jxi=—k, (2.25)
kxk=0, kxi=j, kxj=-i.

Buni gisgacha quyidagi sxema orgali ham berish mumkin.

(2.26)

TX]XEXTXT — +
Tx]xRxTx] — —
a va b vektorlar Dekart koordinatalar sistemasida mos ravishda é{ax;ay;az}
va b{b,;b,;b,} koordinatalarga ega bo‘lIsin, ya’ni
ala;aa,f=ai+a j+ak, bfb;b;b,}=bi+b j+bk

axb ko‘paytma uchun formulani (2.25) ni hamda vektor ko‘paytmaning
xossalarini e’tiborga olib topamiz:

axb=apb, -(ixi)+ab, -(jxi)+ab,-(kxi)+ +ab, -(ix])+ab, (jx])+ab, (kxj)+
+ah, -(i4><‘k’)+aybZ -(]><E)+azbZ -(Rxﬁ).
yoki
axb=-ab -k+ab, - j+ab -k-ab, -i-ab,-j+ab, i
Bir xil ortlarga ega bo‘lgan go‘shiluvchilarni gruppalab yozamiz:
axb=(ab,—ab, )-i+(ab —ab,) j+(ab,—ahb,)k

Buni yana ushbu ko‘rinishda yozish mumkin:

i ] Kk
axb=la, a, a, (2.27)
b b b

y

Bu formuladan quyidagi ikki tasdiq kelib chigadi

1. (ikki vektorning kolleniar bo‘lish sharti). a va b vektorlar kolleniar
bo‘lishi uchun axb=0 bo‘lishi zarur va etarli.

2. (uchburchak yuzining formulasi). a va b  vektorlarga uchburchak
yasalgan bo‘lIsin, u holda bu uchburchakning yuzi:
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i ] Kk
S =%‘5x5‘=%mod a, a, a (2.28)
b, b, b,

(2.24) va (2.28) formulalar vektor ko‘paytmaning geometrik tatbiglari
hisoblanadi.

2.9-misol
Berilgan a{2;0;3}=2i+3k va b{0;-4;1}=-4j+k vektorlardan tuzilgan
parallelogramning yuzini hisoblang.

» (2.24) ga binoan, ‘a’ x 6‘ =g -‘B‘Sin(é,’\ﬁ). Vektor ko‘paytma xossalari
va (2.25)ga asosan esa, axb = (27 + 3IZ)>< (— 47 + IZ): 12i —2j —8k bo‘ladi.
Demak, parallelogramm yuzi

S =[axb| =122 + (~2)° +(-8)’ =212 =2J53(kv..) <

Quyida aralash ko‘paytmaning fizik tatbigiga bir masala ko‘ramiz:

2.10-misol
Agar N(L123) nuqtaga F=e¢ —2e,+4e, kuch go‘yilgan bo‘lsa bu kuchning
M (3, 2,—1) nugtaga nishbatan momenti topilsin.
» MN vektorni aniglaymiz: MN ={1-3,2-2,3-(-1)} , MN={-2,0,4} . N
nugtaga go‘yilgan F kuchning momenti
e e e
my, (E):fo: F Fy F.
(MN), (WN), (MN)

formula bilan topiladi. Bu formulaga asosan quyidagini topamiz:

e € e
m, (E):WXE: 1 -2 4 2—861—1262—463. |
-2 0 4
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2.3.2. Vektorlarning aralash ko‘paytmasi

a, b, ¢ vektorlar tartiblangan uchligining aralash ko‘paytmasi deb, axb vektor

bilan & vektorning skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va (éxB)E yoki

[5,6]-6 kabi belgilanadi
Aralash ko‘paytmaning moduli nuqgtai nazardan ma’nosini tekshiramiz.

a, b, c vektorlar komplanar bo‘lmagan vektorlar bo‘lsin. axb=d deb
belgilasak, d vektor moduli a va b vektorlardan yasalgan parallelogram

yuziga teng (2.12-chizma) (5x5).e:a.e bo‘lgani uchun skalyar ko‘paytma

ta’rifiga ko‘ra

2.12-chizma.

Ammo Pr,c=h migdorning moduli, ya'ni |h| son a, b, c  vektorlarga

yasalgan parallelepipedning balandligini anglatadi.
Aralash ko‘paytmaning absolyut giymati shu a, b, ¢ vektorlarga yasalgan

parallelepiped hajmiga teng, ya’ni

(2.29)

faxb)d

Vparallelepiped

Aralash ko‘paytmaning ba’zi xossalarini keltiramiz:



104

1) Ko‘paytmada ikki vektorning o‘rinlari  almashtirilsa, aralash
ko‘paytmaning ishorasi teskariga almashadi, ya’ni quyidagi tengliklar o‘rinli:
(axb)-c=—(bxa)-c,
(axb)-c=—(axc)-b,
(@xDb)-c=—(cxh)-a
2) a, b, ¢ vektorlarning o‘rinlari “doiraviy shaklda” almashtirilsa, aralash
ko‘paytma o‘z ishorasini o‘zgartirmaydi, ya’ni ushbu tengliklar o‘rinli:
(@xb)-c=(xc)-a=(Cxa)-b.
3) Agar a, b, ¢ vektorlardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng yoki parallel
(kollinear) bo‘lsa, ularning aralash ko‘paytmasi nolga teng bo*ladi.
4) Agar a , b « vektorlar o‘zaro komplanar vektorlar bo‘lsa, ularning

aralash ko‘paytmasi nolga teng.
Endi aralash ko‘paytmani a, b, ¢ vektorlarning koordinatalari orgali

ifodalashga o‘tamiz. Dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan a, b, ¢
vektorlarning yoyilmasi berilgan bo‘lsin:

{Xl’ yl’zl}<:> a= Xli + yl j + Zlk

a
b {xz,y2,22}<:>5:xzi+yj+22E

c={X, Vs Z,} S C=Xi+Yy,j+2.K

U holda
i ] ok
- z |- |z - .
axb=lx v, z |=|" 2li+® G+ Pk
X y 7 y2 22 Z2 X2 X2 y2
2 2 2
Shuning uchun
I
. z z
(@xb)-C = x, N Ak % +23X1 Vi =X, Y, Z,|.
y2 ZZ 22 X2 XZ y2
X3 y3 23

Shunday qilib, uch vektor aralash ko‘paytmasining uchinchi tartibli determinant
orgali ifodasi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

o XY 4
A=(a@xb)-c=[x, vy, z,|. (2.30)

X3 Y3 Z3

Formuladan kelib chigadigan ba’zi natijalarni keltiramiz.
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2.1-Natija. a, b, ¢ vektorlar komplanar bo ‘lishi uchun
X4
X, Y, Z,|=0 (2.31)
X3 y3 Z3

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2.11-misol

Berilgan a={2;-13}, b ={3;0;2}, ¢ ={1,-1,4} vektorlarni chizigli erklilikka
tekshiring.
» Agar uch vektor komplanar bo‘lsa, ular chizigli bog‘lig bo‘ladi. Chunki

tekislikda har ganday uch vektor chizigli bog‘liqdir. Berilgan vektorlarni
komplanarlikka tekshirish kifoya.

2 -1 3
3 0 2=0-2-9-0+4+12=5=#0.
1 -1 4

Demak, berilgan vektorlar chiziqli erkli ekan. «

- —_

2.2-Natija.  Agar a=1{%,¥.z} b={%,Y,.2,}, c={X,¥s 2} bolib, bu
vektorlar komplanar bo Imasa, u holda ularga qurilgan parallelepiped hajmi
vV =+A formula o rinli. Unda musbat ishora a,b, ¢ o‘ng uchlikni, manfiy

ishora shu a, b, ¢ lar chap uchlikni tashkil etganda olinadi.

2.12-misol

Berilgan a=4i +3j -2k , b=—2i—j+2k , ¢=2i +j+xk vektorlardan
tuzilgan piramidaning hajmi 8 ga teng bo‘lsa, x ni toping.
» (2.30) ko‘ra, aralash ko‘paytmani topamiz.
4 3 -2
(@xB)c=|-2 -1 2|=-4x+12+4-4-8+6x=2x+4.
2 1 X
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Vpir.:%Vpar_d bo‘lgani uchun va (2.29) dan, Vpir_:%\2x+4\:8 ,
‘2X+4‘:48.

U holda, x, =—26 va x, =22 .4

2.3.3. Vektorlar algebrasinig mexanik masalalarga tatbiqi
2.13-masala
Quyidagi F = {6,—2,1} kuchning A(3,4, —2) nugtadan togri chizig bo'ylab
B(4,—2,-3) gasiljishida bajargan ishni hisoblang.

» AB = {x,y,z} vektorning koordinatalarini aniglaymiz . buning uchun x =
Xg— X4, Y=Y —Ya Z=125—2, formulalarga A va B nuqgtalarning
koordinatalarini qo‘yib

x=4-3=1 y=-2-4=-6, z=-3+2=-1
larni topamiz.
Demak, AB={1-6,-1}. F kuch ta’siri ostida bajarilgan ish o‘tilgan AB yo‘l
bilan F kuchning skalyar ko‘paytmasiga tengligidan, ya’ni ish F-AB ga teng.
Shuni hisoblaymiz:
F-AB = (661 — 26, + €3 )-(e1 662 —€3 ) = 6-1+(~2) - (~6)+1-(~1) = 6+12-1=17.

Demak, A=F-AB=17. 4

2.14-masala

To‘rtta komplanar kuchlar bitta O nugtaga qo‘yilgan. Bu kuchlarning har
birining kattaligi 10 kg va o‘zaro qo‘shni bo‘lgan har ikki ketma-ket kelgan
vektorlar orasidagi burchak 45° bo‘lsa, bu kuchlarning teng ta'sir etuvchisi
topilsin.

>
/\y

e\ 4

0]

Javob: R:\W\z\/(é+6+6+a)2 =10y/4+2+/2 ~ 25,3kg. 4
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2.15-masala
Asosi ychburchakdan iborat bo‘lgan SABC piramidada SA=a, SB=b va

SC=c. Agar M nugta AABC ning og‘irlik markazi bo‘lsa, SM vektorni bu
vektorlar orgali ifoda qgiling.

Javob: SV =Z(a+b+).
3

2.16-masala
Harakatlanayotgan moddiy nuqgta ko‘chishining koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalari s, =2 metr, s, =1 metr, koordinata o‘qlariga ta'sir etuvchi F

kuchning  proyeksiyalari esa F, =5 kG, F,=4kG ga teng. F kuchning
bajargan A ishi va F kuch bilan s ko‘chish(siljish) orasidagi burchak
topilsin.

Javob: A:8k—g, cosazM
m 15

2.17-masala
Berilgan N(1,2,3) nuqtaga F=e —2e,+4e, kuch qo‘yilgan. Bu kuchning
M (3, 2,-1) nugtaga nisbatan momenti topilsin.
» MN vektorni aniglaymiz: MN ={1-32-2,3-(-1)} , MN ={-2, 0,4 . N
nugtaga go‘yilgan F kuchning momenti
e e e
mN(E)=W><E= Ex Fy F.
(MN), (MN), (MN)

formula bilan topiladi. Bu formulaga asosan quyidagini topamiz:

€t €2 €3

mN(E)=W><E= 1 -2 42—861—1262—463.4
2 0 4

2.18-masala
Berilgan A(-21-3) nugtaga F={3 4, -2} kuch go‘yilgan. Bu kuchning
koordinatalar boshiga nisbatan momenti va koordinata oglari bilan hosil gilgan
burchaklarini toping.

Javob: mo(E):Fox F = —106; +13e, +116; ;
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11
; COSy = ——= .

_O o COSﬁ — i
J390 V390 390

COSax = —

7-Auditoriya topshiriqglari

1. Uchlari A(132;0), B(3,0;-3), C(5;2;6) nuqtalarda bo‘lgan uchburchak yuzini
hisoblang.
Javob: S, =05:(ABx AC)=14kv. birlik.

2. AB=-31-22j+6k; BC=-2i+4j+4k vektorlar AABC  ning tomonlari.
AD balandlikning uzunligini hisoblang.

28AABC _ %
ERE

Javob: ‘ﬁ‘ -

3. a,b va & vektorlar koordinatalari bilan berilgan:
a=2i—j—k; b=i+3j-k;c=3i-4j+7k.

Bu vektorlarning aralash ko‘paytmasini toping.

Javob: (axb)-c=33.
4,  Ushbu  a=2i—j+2k; b=i+2j-3k; c=3i—-4j+7k  vektorlarning
komplanarligini isbotlang.
5. Uchlari A(32;3), B(241),C(7;6;3) va D(2,-3-1) nugtalarda bo‘lgan
piramida berilgan. Shu piramida uchun quyidagilarni: a) AB,AC,AD qirralarning
uzunliklarini; b) ABC yogning yuzini; d) piramidaning hajmini toping.

Javob:

a) ‘ﬁ‘:\/ﬁ ‘?C‘zZ\/l_S, ‘ﬁ‘=5\/§;
B)S e :%\ﬁxrc\:m kv. birlik:

d) V,, =30 kub birlik.

6. Agar tekislikda & va b vektorlar nokollinear bo‘lsa « ning ganday giymatida
p=ca+2b va g=3a—b vektorlar kollinear bo*ladi.

Javob: a=-6
7. Agar |a|=3 , ‘6‘:4 va (éAB):% bo‘lsa p=3a—-5b, G=a+7b

vektorlardan tuzilgan uchburchak yuzini toping.
Javob: S, = %|px G| =783
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8. C(-14-2) nuqtaga go‘yilgan uchta F={2-1-2}, Q={32-1 va
P = {~4; 1, 3} kuchlar berilgan. Bu kuchlar teng ta’sir etuvchisining A(2; 3;-1)
nugtaga nisbatan momentining yo*‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

Javob: cosazi, Cos 3 =— 4

—, COSy =
66 NN

9. Berilgan a=2i +3]j—k, b=—i +3j+2k, ¢=3i +] vektorlar uchun

(X,a) =5, (X,b)=-3,(X,C) =1 shartlarni ganoatlantiruvchi x vektorni toping.
10. Berilgan a=4i +3]j—2k, b=—2i — j+2k , €=2i + j + xk vektorlardan
tuzilgan piramidaning hajmi 8 ga teng bo‘lsa x ni toping.

11. Agar A(x,2,1) , B(L;2;4) , va C(-13;1) uchburchakning uchlari hamda B
uchidagi burchagi 60° bo‘lsa x ni toping.

12. Agar [a] =5, |o|=8 , va (a"b) = % bo‘lsa. |(2a+7b)x (53 —b)| ni hisoblang

13. Agar a={x;-1;3}, 6:{3; X;2}, € ={1;-1;4} vektorlar komplanar bo‘lsa x
ning giymatini toping.

14. Uchlari  A(2;3;-1),B(L4;2),C(-2;2;0),D(-1;3;4) nugtalarda bo‘lgan
piramidaning B uchidan tushirilgan balandligi hisoblansin.

15. Uchburchakning A(1;2;—1) uchi, AB ={-2;1;4} va BC ={3;—1;4} tomonlari
yotgan vektorlar berilgan bo‘lsa uchburchakning golgan uchlari va AC vektorni
toping.

7-Mustaqil yechish uchun testlar

1.  Berilgan a=2i+3j-k , b=-i+3]+2k vektorlarning  vektor
ko‘paytmasi @xb ni toping

A) {9,-39}; B) {63-9}; C) {-9;3-5}; D) {9;36}

2. Agar [a|=5, ‘6‘:8 va (éAB):% bo‘lsa, ‘(2§+36)x(é—26)‘ ni hisoblang

A) 75J3; B) 105 C) 140; D) 6043

3. Agar a(l; 2;—3), b(—2;1;—1) bo‘lsa, (a—-2b)x(2a—b) Vvektor ko‘paytmani

toping
A) (3-2115); B) (-5-35-25); C) (3,21,15); D) (5-35;25)
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4. a(216) , b(L—2-1) va ¢(2-4-2) vektorlarning aralash ko‘paytmasini

hisoblang
A) 0O B) -4 C) 6 D)4

5. Agar a = {X;—1;2}, b = ;x;-3}, T= {];—3;5} vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lsa,
X hing giymatini toping

A) x, =-2,%x,=02 B) x,=2,x,=02

C)x, =-2,x,=-02 D) x =2, x,=-0,2

2-Shaxsiy uy topshiriglari

1. Agar ‘é‘:la ‘6‘:19, va ‘5+6‘:24 bo‘lsa, ‘5—6‘ ni hisoblang.
Javob: [a-b|=22.
2. Agar AABC da AB=m, AC =n ekanligi ma’lum bo‘lsa, quyidagi vektorlarni
yasang:
m+n m-n n-m m+n
1 : 2 , 3 , 4) —
) 2 ) 2 ) 2 ) 2
3. a, b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan foydalanib quyidagi

ayniyatlarning to‘g‘riligini chizmada tekshiring:

1) (a+5)+(a_5):za, 2) a+(b-a)=b  3)
4. Teng yonli ABCD trapesiyaning pastki asosi AB=a, yon tomoni AD=b va
ular orasidagi burchagi a:% berilgan. Trapesiyaning golgan tomonlari va

diagonallarini tashkil etuvchi vektorlarni a va b vektorlar orgali ifodalang

Javob: ﬁ:_gaw; c—D:bjTaa; A—C:aT_bEHE; BD=—_a+b: bu yerda

a, bmos ravshda a, b vektorlarning uzunliklarini bildiradi.
5.Koordinatalar boshidan M (12;-3;4) nugtagacha bo‘lgan masofani hisoblang.

r(0;2;-3) radius vektorning ortlar bo‘yicha yoyilmasini yozing va modulini
hisoblang.
Javob: r=2j-3k, |r|=i3.
6.M(-2; 1 3) va N(0;-1; 2) nugtalar orasidagi masofani toping.

Javob: 3.
7.a{3,2,7) va b{4, 1, -5} vektorlarning yig‘indisi va ayirmasini ort vektorlar
yordamida yozing.
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5+5=7T+3]+2R

5—5:—T+]+12E

8.Uchlari A(5; 2;6), B(6;4;4), C(43,2) va D(314) nugtalarda bo‘lgan
to‘rtburchakning kvadrat ekanligini tekshiring.

9. « va g larning ganday giymatlarida a=2i+aj+k va b=3i-6j+pk
vektorlar kollinear bo‘ladi?

Javob: a=-4 ﬂzg.

Javob:

10.Uchlari A(2; 1, -4), B( 3;5), C(7;2;3) va D(8; 0; —6) nuqgtalarda bo‘lgan
to‘rtburchakning parallelogramm ekanligini isbotlang va parallelogramm
tomonlari uzunliklarini toping.
Javob. AB=DC bo‘lgani uchun parallelogramdir.
|AB|=/86 ~9,3; | DC|=+/41~6,4.
11. Uchlari A(-% 2;3), B(2,-11), C -3;,-1) va D(-5 3;3) nugtalarda
bo‘lgan to‘rtburchakning trapesiya ekanligini isbotlang

Ko‘rsatma . AB va CD vektorlarning kollinear. AD va BC vektorlarning
kollinear emasligini tekshirish zarur.

12.Boshlang‘ich nugtasi M (-1; 3; 2) va oxirgi nugtasi N(0;1; 4) bo‘lgan MN
vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

Javob. COSO{ZE; COSa:—E; cosw:g .
3 3 3

13. a vektor Ox o‘qi bilan « =45, Oy o‘qi bilan p=60" burchak hosil
giladi. Agar |a| =6 bo‘lsa, uning koordinatalari topilsin.

Javob. 5{3\/2_; 3; 3}.

14. a va b vektorlar orasidagi burchak gozg ga teng. [a|=4; [p|=3 bo‘lsa,
c=3a+2b vektorning uzunligini toping.

Javob. |c[=2V63..

15. a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan: a=7i+2j+3k;
b=2i+2j+4k . Bu vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.

16.Uchlari A(-1 5;1), B L -2), C(-3;32) nugtalarda bo‘lgan uchburchak
berilgan. AC tomonni davom ettirishdan hosil bo‘lgan tashqi burchakni aniglang.

Javob. ¢ =arccos (gj .
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11 BOB ANALITIK GEOMETRIYA ASOSLARI

3.1. Tekislikda to‘g‘ri chizig tenglamalari

To‘gri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi Oxy tekislikda har ganday
to“gri chiziq x va y ga nisbatan birinchi darajali

Ax+By+C=0 (3.2

tenglama bilan beriladi, bu yerda A, B, C —haqgiqiy sonlar, A2 + B2 >0 va har
ganday (3.1) tenglama to‘g‘ri chizigni aniglaydi.
(3.1) tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. To‘g‘ri

chizigga perpendikulyar n:{A;B} vektor to‘g‘ri chizigning normal

vektori deyiladi.
Agar B =0 bo‘lsa, (3.1)ni y ga nisbatan yechib,

y=kx+b(k=tga) (3.2)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. (3.2) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsientli tenglamasi deyiladi. « - to‘g‘ri chizig bilan Ox o‘gining musbat
yo‘nalishi orasidagi burchak, k - to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti, b -
to“g‘ri chizigning Oy o‘qgidan kesadigan kesmasi.

To‘g‘ri chizigning yana quyidagi tenglamalari mavjud:

1. My (X,:Y,) nugtadan otuvchi va fi={A;B}normal vektorga ega to‘g ri
chizig tenglamasi:

A(X=%) +B(y —¥,) =0 (3.3)
2. My (Xo:;Y,) nugtadan o‘tuvchi va k - burchak koeffitsientli to‘g ri

chizig tenglamasi:

Y = Yo =k(X=%) (3.4)
3. To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi:

X=X, +mt
Yy, o @5)
Bu yerda, S(m;n) - to‘g‘ri chizigning yo ‘naltiruvchi vektori.
4. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi:
X_XO :y_yO (36)
m n
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5. To‘gri chizigning “kesma”lardagi tenglamasi:

AN A | 3.7)
a b
Bu yerda a va b to‘g‘ri chizigning mos ravishda Ox va Oy koordinata o‘qlaridan
ajratgan kesmalari.

6. 1kki M,(x;y;) va M,(x,;y,) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig

tenglamasi:

X=X _ Y—W (38)
X, =X Yo= %

3.1-misol
Quyidagi 2x-3y+6=0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsientini va o‘glardan ajratgan kesmalarini aniglang.
»2x —3y+6=0 ni y ga nisbatan yechamiz: y:%x+2 , k:%.
Berilgan tenglamani quyidagicha almashtiramiz:
2x —3y =—6|:(-6)

Demak, a=-3, b=2, k:%A

3.2-misol
ABC uchburchakning uchlari A(-3;1), B(5;,-3) va C(7; 5) berilgan.
CD balandlik va AE medianalari kesishgan nugtasini toping.
» CD balandlik AB tomonga perpendikulyar bo‘lishi kerak. Avval (3.8) ni
go‘llab, AB tomon tenglamasini tuzamiz.

Xx+3 y-1 1 1 1
Rl e
CD balandlik tenglamasida k, =2, u holda (1.2)ga ko‘ra, y —5=2(x—7)
yoki y=2x-9.
E nugta B(5;—-3) va C(7;5) nugtalarning o‘rtasi bo‘lgani uchun
E(5+7; _3+5j:E(6;1).
2 2

A(=3;1) va E(6;1)nugtalardan o‘tuvchi AE mediana tenglamasi: y =1.
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CD balandlik va AE medianalar tenglamalarini birgalikda yechamiz:

y=2Xx-9. |x=5

Demak, M (5;1) - CD balandlik va AE medianalar kesishgan nugta. <«

Tekislikda to“g‘ri chiziglarning o°zaro joylashish holatlarini ko‘rib chigamiz.

1. Agar tekislikda to‘g‘ri chiziglar
Ax+By+C =0va Ax+B,y+C,=0

umumiy tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. U holda ular orasidagi ¢
burchaklardan biri ularning n, ={A; B} va i, ={A,; B,} normallari orasidagi
burchakga teng va quyidagi formula bilan hisoblanadi:

ﬁ1 ) ﬁz _ A1A2 + BlBZ (39)
M|, \/A12 +B? \/A22 +B)?
To‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarlik sharti

AA +BB, =0 (3.10)

COS @ =

formula bilan aniglanadi.
To‘g‘ri chiziglarning parellellik sharti

% _ % - % (3.11)
2 2
formula bilan aniglanadi.
Agar
Bl Cl
% D2 (3.12)

tenglik bajarilsa, to“g‘ri chiziglar ustma-ust tushadi.

2. Tekislikda to‘g‘ri chiziglar y=kx+b ~va y=k,x+b, burchak
koeffitsientli tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. U holda ular orasidagi ¢
burchak

K _k
o=z " 3.13
9= Tk, (3.13)

formula bilan hisoblanadi. Bu holda to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun
k, =k, tenglik bajarilishi va perpendikulyar bo‘lishi uchun kk,=-1 shart
bajarilishi zarur va yetarli.
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M, (X,;Y,) nugtadan Ax+By+C=0 to‘g‘ri chiziqgacha bolgan d
masofa quyidagi

J_ |AX, + By, +C]|

JA? + B2

(3.14)

formula bilan hisoblanadi.
3.3-misol

Berilgan x—2y+4=0to‘g‘ri chizigga nisbatan M (5; 2) nuqtaga simmetrik
nugtani toping.

»Awval M (5;2) nugtadan o‘tuvchi va n={L-2} normal vektorli

X—2y+4=0 to‘gri chizigga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini

tuzamiz. Bu holda n={1—2} izlanayotgan to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektori bo‘ladi. (1.6)ga ko‘ra,

X—-5 y-2

1 2

Bu to“g‘ri chiziglar kesishish nugtasini topamiz.

X—2y+4=0 Xx=4
y=-2x+12 =~ |y=4"

, y=-2x+12.

Topilgan M,(4;4) nugta M (5; 2) nuqgta va unga simmetrik M'(x; y)
nugtalarning o‘rtasi bo‘lgani uchun
X+5_ . y+2_
2 2
tenglik o‘rinli. Bundan, x=3, y=6. Demak, M'(3;6). <«

3.4-misol

Kvadratning ikkita tomoni 5x-12y-65=0 va 5x-12y+26=0 to‘g'ri
chiziglarda yotsa, kvadratning yuzini toping.

» Berilgan to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel bo‘lgani uchun ular
kvadratning garama-garshi tomonlari bo‘lib, orasidagi masofa kvadrat
tomonining uzunligiga teng. Buning uchun 5x —12y —65=0 to‘g‘ri chizigdan
ixtiyoriy nugta tanlanadi, masalan, M, (1 —5) va ikkinchi 5x-12y+26=0
to‘gri chiziggacha masofa (3.14)ga asosan topiladi.
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d:|5-1—12-(—5)+26|:9_1:7

5% +(-12)2 13

Demak, S,, =49 .«

8-Auditoriya topshiriqglari

1. 2x-5y+8=0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsientini va o‘glardan ajratgan kesmalarini aniglang.

2. A(5;-3) nugtadan o‘tuvchi va a) Ox o‘qiga; b) Oy o‘qiga; c) 1-chorak
bissektrisasiga; d) y=-2x+7 to‘g‘ri chizigga; e) 2x—-5y+8=0 to‘g‘ri
chizigga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

3. A(-L3) va B(2;-5) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini
tuzing.

4. A(-2;5) nugtadan o‘tib, 3x+5y —-8=0 to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar
to“g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

5. Kvadratning bir uchi A(-1;2) nugtada, bir tomoni esa 4x —3y —-15=0
to‘g‘ri chiziqda yotadi. Kvadratning yuzini hisoblang.

6. 4x-3y—-12=0 to‘g‘ri chizigga parallel va undan d =2 masofada
joylashgan to‘g‘ri chiziqg tenglamasini tuzing.

7.Agar M (4;2) nuqta to‘g‘ri chizigning koordinatalar orasidagi
kesmasining o‘rtasi ekani ma’lum bo‘lsa to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

8. A(L-2), B(5;4) va C(-2;0) nugtalar uchburchakning uchlari bo‘lsa,
uning bissektrisalari tenglamalarini tuzing.

9. To‘g‘ri chizigning A(3;—4)nugtasi unga koordinata boshidan tushirilgan
perpendikulyar asosi ekani ma’lum bo‘lsa, bu to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

10. 5x—y+4=0va 3x+2y—-1=0 to‘gri chiziglar orasidagi burchakni

toping.

8-Mustaqil yechish uchun testlar

1. 3x+5y—-8=0 to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientini va Oy o‘gidan

ajratgan kesmasini aniglang

3 8 3 8

A) k==;b== B) k=—=;b==; C) k= 5
5 5 5 5

8 .8
3

yb==; D) k=
> O

wlo
wlo
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2. Berilgan A(3;-4) va B(};-3) va nugtalardan o‘tuvchi to‘gri chizigning
umumiy tenglamasini toping

X—-3 y+4 1 5
: B =——X—— C) x+2y+5=0; D
— g ) Y >3 ) y ){

3. Berilgan A(3;-4) va B(L-3) va nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamasini toping

X=3-2t

A) —
y=—4+t

X—3 y+4 1 5 X=3-2t
A ; B =—=x—-——= C 2y+5=0; D
) % 21 )Y 2% 2 ) x+2y+ ) {y:—4+t
4. Quyidagilardan gaysi biri M (L-3) nugtadan o‘tib, s ={-3;5} vektorga
parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi?
— =1-
A) x+3=y 5; B) y=—1x—§ C)X 1_y+3; D) X 3t
-1 3 2 2 3 -5 y=-3-5t

5. Trapetsiya asoslarining tenglamalari berilgan: 3x —4y —-15=0,
3x —4y —35=0. Trapetsiyaning balandligini aniglang

A)g; B)3 C)4 D)5

3.2. Fazoda tekislik tenglamalari
To‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasida ixtiyoriy tekislik

Ax+By+Cz+D=0 (3.15)
tenglama bilan beriladi, bu yerda A, B, C, D — ma’lum sonlar, A* + B> +C? >0
va (3.15) ko‘rinishdagi har ganday tenglama biror tekislikni aniglaydi. (3.15)
tenglama tekislikning umumiy tenglamasi deb ataladi. (3.15) tenglama bilan
berilgan tekislikka perpendikulyar fi(A;B;C) vektor tekislikning normal
vektori(yoki normali) deyiladi.

Tekislikning bir nechta berilish usullari mavjud

1. Berilgan M, (X,,Y,,Z,) nugtadan o‘tuvchi va fi(A; B;C) normal
vektorga ega tekislik tenglamasi:

A(X—X,)+B(Yy—Y,)+C(z—-2,)=0 (3.16)
2. Tekislikning o‘glardan ajratgan kesmalar bo‘yicha tenglamasi:
§+X+E:1 (3.17)
a b c

Agar (3.15)da D=0 bo‘lsa, —Dga bo‘lish orgali (3.17) tenglama hosil
gilinadi va bu yerda a, b, ¢ tekislikning mos ravishda Ox, Oy, Oz o‘glardan

ajratgan kesmalaridir.
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3. Uch nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi. Agar tekislik bir to‘g‘ri
chizigda yotmaydigan M. (x,Y,,z,) , M,(X,,y,.z,) va M,(X,,Y,,2,)
nugtalardan o‘tsa, uning tenglamasi quyidagicha yoziladi:

X=X Y- -1
X, =X Y,—-VY, Z,—7|=0 (3.18)
X=X Ys= Y1 4374

Determinantni 1-satr elementlari bo‘yicha yoyish orqgali (3.16) formulani
hosil
gilish mumkin.

Tekisliklar orasidagi ¢ burchak deganda ular hosil giladigan ikki yoqli
burchaklardan biri tushuniladi.

(P) Ax+By+Cz+D =0 wva (P, ) Ax+B,y+C,z+D,=0
tekisliklar fazoda har ganday joylashganda ham ular orasidagi burchaklardan
biri ularning i, ={A;B,;C,} va i, = {A;B,;C, jnormallari orasidagi burchakka
teng (3.1-chizma). Shuning uchun tekisliklar orasidagi burchak quyidagi
formula yordamida hisoblanadi:

fi,- A, AA, +BB, +CC, (3.19)

cos :COSﬁ:ﬁ Zf.q =
v (1 2) A JAZ+B2+C A’ +B +C;

Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti
AA +BB,+CC, (3.20)

formula bilan aniglanadi.
Tekisliklarning parellellik sharti

ABS 621

formula bilan aniglanadi.
Agar

A_B _C_D 622)
AZ BZ C2 D2 .

tenglik o‘rinli bo‘lsa, tekisliklar ustma-ust tushadi. n,
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3.1-chizma.

Tekislikning umumiy tenglamasidagi ba’zi koeffitsientlar nolga aylanganda
tekislikning koordinata o‘glariga nisbatan vaziyati quyidagicha bo*ladi:

1. Agar D =0 bo°‘lsa, koordinatalar boshidan o‘tadi.

2.Agar a) A=0 bo‘lsa, i=Bj+Ck normal vektori Ox o‘giga
perpendikulyar bo‘ladi. Demak , tekislik Ox o‘qiga parallel bo‘ladi.

Xuddi shu kabi

b) B =0 bo‘lsa, tekislik Oy o‘qgiga parallel bo‘ladi;
c) C =0 bo‘lsa, tekislik Oz o‘qiga parallel bo*ladi.

3. Agar a) D=0, C=0 bo‘lsa, Ax+By =0 koordinatalar boshidan o‘tib
Oz o‘giga parallel bo‘ladi. Demak , tekislik Oz o‘gidan o‘tuvchi tekislik
bo‘ladi.

Xuddi shu kabi

b) D=0, B=0 bo‘lsa, tekislik Oy o‘gidan o‘tuvchi tekislik bo‘ladi;
c) D=0, A=0 bo‘lsa, tekislik Ox o‘gidan o‘tuvchi tekislik bo*ladi.

4. Agar @) A=0, B =0 bo‘lsa, fi=Ck normal vektori Oz o‘giga parallel
bo‘ladi. Demak , Cz + D =0 tekislik Oxy tekisligiga parallel bo*ladi.

Xuddi shu kabi

b) A=0, C=0 bo‘lsa, tekislik Oxz tekisligiga parallel bo‘ladi;
c) B=0, C=0Dbo‘lsa, tekislik Oyz tekisligiga parallel bo‘ladi.

5. Agar a) A=0, B=0va D=0 bo‘lsa, Cz=0 yoki z=0tekislik Oxy
tekisligiga parallel va koordinata boshidan o‘tadi. Demak, Oxy koordinata
tekisligining ozi hosil bo‘ladi. Xuddi shu kabi

b) A=0, C=0va D=0 bo‘lsa, Oxz tekisligi hosil bo‘ladi;
c) B=0,C=0va D=0 bo‘lsa, Oyz tekisligi hosil bo‘ladi.
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Berilgan M (X,,Y,,Z,) nugtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha
bo‘lgan d masofa

\Ax + By, +Cz, + D
JA* +B*+C*

(3.23)

formula bilan hisoblanadi.

3.1-misol
Agar M,(2,0,4)va M,(5,5,1) nugtalar berilgan bo‘lsa M, nugtadan o‘tuvchi va
M,M, vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.
» M,(2,0,4) nugtadan o‘tib, M,M, =n(3,5,-3) normal vektorga ega bo‘lgan
tekislik tenglamasi (3.16) ga ko‘ra,
3(x—2)+5(y-0)-3(z—4)=0,
3x+5y-3z+6=0. <«

3.2-misol

Ox o‘giga parallel, hamda M,(0,2,11) va M,(2,3,4) nugtalardan o‘tuvchi
tekislik tenglamasini tuzing.

» Oxo‘giga parallel bo‘lgani uchun tekislikning umumiy tenglamasida
A=0bo‘lib, normal vektori n(0;B;C) ko‘rinishda bo‘ladi. M,M,(2,4,~7)Ln
dan va (3.16) formuladan foydalanib quyidagi tenglamalarni tuzamiz:

2.0+1-B-7-C =0,
B(y-3)+C(z—4)=0.

Bu tenglamalarni birgalikda yechib, izlanayotgan tekislik tenglamasini
hosil gilamiz.

7(y—3)+(z—4)=0 yoki 7y+z-25=0.<

3.3-misol

Berilgan 6x+2y-4z-7=0 va 9x+3y-6z+13=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

> n ={6,2,-4], {9,3,-6}
oS e — 6-9+2-3 ( 4)- (- ) 84 84 _84_,
Ve \/ YR \/ L3 /56126 /7056 84

¢ =arccosl=0.
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Demak, berilgan tekisliklar o‘zaro parallel. «

3.4-misol.
Berilgan M, (4;3,0) nugtadan, berilgan M,(13,0), M,(3;0;1) va M,(4-12)
nugtalardan o‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.
» Dastlab (3.17) formuladan foydalanib, uch nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini tuzamiz:

x-1 y-3 z-0 x-1 y-3 z
3-1 0-3 1-0/=0 yoki 2 -3 =0.
4-1 -1-3 2-0 3 -4 2

Determinantni  hisoblab, 2x+y—-z-5=0 tekislik tenglamasi hosil
gilalamiz. M,(4;3;0)nuqtadan 2x+y—z—-5=0 tekislikkacha masofa
: _[2-4+1.3-1.0-5 6

===

2° +12 +(-1)

9-Auditoriya topshiriglar

1. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
a) berilgan M, (2;-3;0) nugtadan o‘tib, n(1,5,-2) vektorga perpendikulyar;
b) Berilgan M, (3;-12)nuqtadan o°tib, Oxz tekisligiga parallel;
c) Berilgan M, (1,2;,-5) va M, (2;0;,-1)va nuqtalardan o‘tib, Oy o‘giga parallel;
d) M, (0;3;4) nugtadan va Oz o‘gidan o‘tuvchi;
e) A(3,5-2) nugtadan o‘tib, n,(2;1,—3) va f,(4,—3;—1) vektorlarga parallel
tekislik tenglamalarini tuzing va ularni yasang.

2. M,(1;2,-5) va M,(2;0;—1) nugtalardan o‘tib, 3x+5y—-3z+6=0
tekisligiga perpendiulyar tekislik tenglamasini tuzing.

3. A(4,-3;5) nugtadan o‘tib, koordinata o‘glaridan 1:2:2 nisbatdagi
musbat kesmalar ajratadigan tekislik tenglamasini tuzing.

4. 7Xx—y—-5z+6=0 va 2x-y+3z-13=0 tekisliklar orasidagi

burchakni toping.
5. A(L3-5) nuqtadan o‘tuvchi va 3X+2y—-6z+7=0
2x—6y+3z—-13=0 tekisliklarga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.
6. 2x+6y—-3z+15=0 va 2x+6y—-3z—-13=0 tekisliklar orasidagi
masofani toping.
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7. 2x—y+4z+21=0 tekisligiga perpendikulyar va Ox, Oy koordinata
o‘glaridan mos ravishda a =2, b=-3 kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

8. Uchlari A(-3;0;2) , B(1;2;-2) , C(0;1,-2) va D(3;—3;2) nugtalarda
bo‘lgan piramidaning A uchidan BCD yog*‘iga tushirilgan balandligi uzunligini
toping.

9-Mustaqil yechish uchun testlar

1. A(L21)va B(40;-5)nugtalar berilgan. A(%2;1)nugtadan o‘tib, AB vektorga
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini toping

A) 2x+3y—-6z+2=0 B) 4x-6y-12z2-3=0

C) 3x-2y-6z-1=0 D) 6x-2y-3z+5=0

2. Ox o‘gidan o‘tuvchi tekislik tenglamasi berilgan javobni aniglang
A) 3y-6z+5=0 B) 5y+12z=0

C) 3x-7=0 D) 6x—2y-3z=0

3. Oyz koordinata tekisligiga parallel tekislik tenglamasi berilgan javobni
aniglang

A) 3y-6z+5=0 B) 5y+12z=0

C) 3x-7=0 D) 6x—2y-3z=0

4. 2x—3y+6z—7=0 tekislikka perpendiklyar tekislikni toping
A) 2x+3y-6z+5=0 B) 4x-5y+12z2-7=0

C) 3x-2y—-6z-7=0 D) 6x-2y-3z+5=0

5. Berilgan M(-9;-13) nuqtadan 3x+6y+2z-8=0 tekislikkacha bo‘lgan

masofani toping
A) 3 B) 4 C)5 D) 6

6. Berilgan 3x-2y-6z-7=0va 6x-3y+2z=0 tekisliklar orasidagi burchak
kosinusini toping
A) 15/49 B) 18/49 C) 12/49 D) 16/49
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3.3. Fazoda to‘g‘ri chizig. To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro
joylashuvi
Adar to*g'ri chizigda yotuvchi M (1;) =M, (%, ¥.2,) nugta va to*g*ri chizigga

parallel s(m,n, p), (‘5

¢o) vektor berilgan bo‘lsa, fazoda to‘g‘ri chizigning
vaziyati aniglangan bo‘ladi. M (r)=M(xy,z) nugta
A VA
to‘g‘ri chiziqdagi o‘zgaruvchan \
nugta bo‘lsin. U holda M,M =t-s

bo‘ladi. Bu yerda t M nugtaning
vaziyatiga garab ixtiyoriy haqiqiy @)

Y,
son giymati gabul gilishi mumkin. t . o~

to‘g‘ri chizigning o‘zgaruvchan

I M

: s o~ — X 3.2-chizma
parametri deyiladi. MM =r—r,
dan to‘g‘ri chizigning vektor
tenglamasi hosil bo‘ladi:
r=r+t-s (3.24)
Bu tenglamadan koordinatalarga o‘tsak,
X=X, +mt
y=Y,+nt (325)
Z=1,+pt

to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi hosil bo‘ladi. (3.25) dan to‘g‘ri
chizigning kanonik tenglamasini hosil gilamiz

X=X _ Y=Y _2-7%
m n p

(3.26)

§(m, n, P) vektor to‘g*ri chizigning ye ‘naltiruvchi vektori deyiladi.
Ikki M,(x,y,,z,) va M,(x,Y,,z,) nugtalardan o‘tuvchi te‘g‘ri  chizig
tenglamasi

X=X, — Y-V, — Z_Zl_ (327)
Xy =X Yo=Y Z, =1

Har ganday ikkita parallel bo‘lmagan tekisliklarning tenglamalari
birgalikda
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(3.28)

Ax+By+C;z+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. To‘g‘ri chizigning s
yo‘naltiruvchi vektori sistemadagi tekisliklarning normal vektori n (A,B,,C,) va
n,(A,,B,,C,) ning har biriga perpendikulyar, demak, s=n,xn, .

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasidan kanonik tenglamani hosil gilish
mumkin. Buning uchun tog‘ri chizigda yotuvchi bitta nugta koordinatalarini va
yo‘naltiruvchi  vektorni bilish  yetarli, yoki avval to‘g‘ri chizigning
proyeksiyalardagi tenglamasiga o‘tish lozim.

To‘g‘ri  chizigning proyeksiyalardagi  tenglamasi  uning umumiy
tenglamasidan avval y ni, keyin x ni yo‘qotib topiladi:

{x:mz+a (3.29)
y=nz+h.
3.5-misol.
X-2y—-2-5=0 . . : e ..
h mum nglam lan berilgan to‘g‘ri chizignin
Ushbu {2X+y_3z_5=0 umumiy tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning

kanonik tenglamasini yozing.
» Buyerda n:(1,-2-1) va n.(21-3), u holda

i j k
s=mxn=|1 -2 -1=7i+]j+5k, §(7,1,5).
2 1 -3

To‘g‘ri chizigda yotuvchi bitta nugtani topish uchun z=0 deb,
x=3, y=-1larni topamiz. M,(3,-1,0) berilgan to‘g‘ri chizigda yotadi. Demak,
to“g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

il T

I <
7 1 5

Ikkita to“g‘ri chizig kanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:
X=X Y% _274. X=X _Y-¥ 277 (3.30)

m n Py m, n, P

Bu to‘g“ri chiziglar orasidagi burchak ularning yonaltiruvchi si(m;,n,, p,)

va s.(m,,n,, p,) vektorlari orasidagi ,» burchakga teng

Cosg = + S1-S2 |m1m2 N, + Py p2|
‘Sl“‘sz‘ \/mf +n? + p? \/m§ +n2 + p?

(3.31)

a) to‘g‘ri chiziglarlarning perpendikulyarlik sharti
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mm, +nn, + p,p, =0 (3.32)
b) to‘g‘ri chiziglarning parallelik sharti
m_Mm_P 3.33
m2 n2 p2 ( )
d) to“g‘ri chiziglarning aygash be‘lish sharti
ml nl pl
m, n, P, [#0, (3.34)

X, =X Yo=Y Z,-%4
e) parallel bo‘Imagan to‘g‘ri chiziglarning kesishish sharti
ml nl pl
m, n, p, =0 (3.35)
X, =X Yo=Y 4,-4
Berilgan M (x.,y,,z,) nugtadan s(m,n,p) vektor bo‘ylab yo‘nalgan
M, (X,, Yo, 2,) Nugtadan o‘tuvchi to‘gri chiziggacha bo‘lgan masofa

/|§| (3.36)

d=‘§xMOM1

formula bilan hisoblanadi.

3.6-misol.

Agar A(0,-2,8), B(4,3,2), C(1,4,3) nugtalar berilgan bo‘lsa, 4 nugtadan o‘tib BC
to‘g‘ri chiziqga parallel bolgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

» lzlanayotgan to‘g‘ri chiziqg BC to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘lgani uchun
s=BC(-311) deb tanlash kifoya. U holda A(0,~2,8) nugtadan o‘tuvchi
yo‘naltiruvchisi S(-3,1,1) bo‘lgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini
tuzamiz:

X  y+2 z—8<
1

3.7-misol.

Berilgan %ZzyT*lz va X=7_y-1_2-3 ..

Z o oo 5 5
z ‘ri chiziglar orasidagi
2 3 4 & a g

masofani toping.
» Birinchi to‘g‘ri chizigda yotgan ixtiyoriy nugtadan, masalan, M,(2,-1, 0)

dan ikkinchi X;7 - y;1= 2;3 to*g*ri chiziggacha masofa topiladi.

MM,(5, 2. 3), 53, 4,2), [§|=3 +42+ 2 =29
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—_

i J k
SxM,M, =13 4 2:8?+j—14|2,‘§xM1M0:3@.
5 2 3

To‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa d :‘§>< MM,

/gl=3. <

To‘gri chizig (L): X=X _ Y=Y _Z7% yq tekislik (T): Ax+By+Cz+D=0
m n p

tenglamalari berilgan bo‘lsin. To‘g‘ri chizig va tekislik orasidagi burchak deb,
to‘g‘ri  chizig va uning tekislikdagi orthogonal proyeksiyasi orasidagi o
burchakga aytiladi (3.3-chizma).

An

S
@

(3.3-chizma)

To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak quyidagi formula bilan
hisoblanadi:
|Am + Bn +Cp|

\/A2+BZ+C2\/m2+n2+ p? .

cos[ﬁjé’}‘ =sing =

To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasidan parametrik tenglamasiga o‘tib,
tekislik tenglamasiga qo‘yamiz
(Am+Bn+Cp)t+ Ax, + By, +Cz,+D =0.

Bunda uch hol bo‘lishi mumkin

1. Agar Am+Bn+Cp =0 bho‘lsa, to‘gri chiziq va tekislik kesishadi.
Bu holda t=—(Ax,+By,+Cz,+D)/(Am+Bn+Cp) ni to'gri  chizig

parametrik tenglamasiga qo‘yib, to ‘g ri chiziq va tekislikning kesishish nugtasi
M topiladi.
=%=% bolsa, to‘gri chiziq va tekislik perpendikulyar

Xususan,

3>

bo‘ladi.
2. Agar Am+Bn+Cp=0 va Ax,+By,+Cz,+D =0 bo‘lsa, to‘gri chiziq va

tekislik parallel.
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3. Agar Am+Bn+Cp=0 va Ax,+By,+Cz,+D=0 bo‘lsa, to‘gri chiziq
tekislikda yotadi(to‘g‘ri chiziq tekislikga tegishli).

3.8-misol.

x-1 y-15 z7-3
-1 0
simmetrik M nugtani toping.

Berilgan to‘g‘ri chizigga nisbatan M(333) nugtaga

x-1 y-15 z-3
-1 0
perpendikulyar tekislik tenglamasini topamiz.
-1(x—3)+0(y-3)+1(z-3) =0,

» M(333) nugtadan o‘tuvchi

to‘g‘ri  chizigga

-X+z=0.
To‘g‘ri chiziq va tekislik kesishgan nugtani topamiz.
. X=-t+1,
x-1_y-15_ z- —ly=15,
-1 0
z=t+3.
—(—t+D)+(t+3)=0,
2t+2=0,
t=-1.

M, (2;1,5;2) - kesishish nugtasi. Bundan

mozﬁﬂgﬁﬁz>m.:2mo—mA=22—3=L
Y + Y

Yu, === = Yu- = 2Yy, ~ Y =2:15-3=0,

2, =Mt g =27, —2,=2.2-3=1

Natijada, M '(1,0,1) izlangan nugtaga ega bo‘lamiz. <«

10-Auditoriya topshiriglari

~3y+2z+2= : : : o
1. {X Sy+22+2=0 umumiy tenglama bilan berilgan to“g‘ri chizigning

X+3y+z+14=0

kanonik tenglamasini yozing. (Javob: X—+98=VT+2=é.)
2. Uchburchakning A(,-2,3), B(4,3,-2), C(2,1,-2) uchlari berilgan bo‘lsa, 4D
medianasining parametrik tenglamasini yozing.(Javob:

x=1+3t,y=-2+2t,z=3-2t.)
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3. A va B ning ganday giymatlarida Ax+By+6z-5=0 tekislik va

X=3_Y*4_2+2 y4<ocrj chiziq perpendikulyar bo‘ladi? (Javob: A=4, B=-10.)

2 -5

4. Tog‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni toping:
3x—-y-1=0,

a) va 2x+y+z2-4=0;
3X+22-2=0
X—-2y+3=0,

b) e va 2Xx+3y+z+1=0.
3y-z-1=0

( Javob: a) gozarcsini; b) go:arcsin;.)

J6
5. To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro joylashuvini aniglang. Agar ular
kesishuvchi bo‘lsa, kesishish nugtasini toping:

a) —=——= va 3x-3y+2z-5=0;

4

va X+2y-3z-3=0;

3
d) x—5: y—4: Z-7
1 1 3
(Javob: a) parallel; b) to‘g‘ri chiziq tekislikda yotadi; d) M(3.2,1) nugtada
kesishadi.)

6. A(3, 4, 0) nugtadan va X

va 2x-y+3z-7=0.

=2 Y=3 #-F
1 2 3
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x-2y+z+5=0.)

1 . .. .
to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi

X-2 y+3 z+1
1 2 3
tekislikga  perpendikulyar  tekislik  tenglamasini  yozing.  (Javob:
X+7y-52+14=0))

7.

to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va 2x-y-z-3=0

X+3 y-2 z+1 X-2_y+3_1 C coi s
> 3 1 va 5 T3 1 parallel to‘g‘ri chiziglardan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing. (Javob: 2x+3y+5z2+5=0.)

9. A3 1-1) nugtaning x-2y+z+6=0 tekislikdagi proyeksiyasini

toping. (Javob: (2, 3, -2).)

8.

X+3 y-2 z+1
2 -3 1
proyeksiyasini toping. (Javob: (-1, -1, 0).)

10. AB,1,-2) nugtaning to‘g‘ri  chizigdagi

=7-2 — — — . .. . . ;
11. {X : va X72_Y=4_Z72 to<oqj chiziglaming kesishuvchi
y=2z+1 3 1 1
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ekanligini ko‘rsating, hamda ular joylashgan tekislik tenglamasini yozing.
(Javob: x+2y-52=0.)
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10-Mustaqil yechish uchun testlar

1. A3 -2,0) va B(5 —4, 3) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamasini yozing.

X=3+3t, X=5+2t, X =3+ 2t, X =1+ 3t,
A) Jy=-2+2t, B)Jy=-4-2t, C)iy=-2+2t, D) {y=-2+2t,

z=-2t. z=3+3t. z=23t. z=3-2t.

N

X— X-7 y-1 z-3

va = = to“g‘ri

. . - z
2. A ning ganday giymatida 5 3 5 o

it
A

w ‘

chiziglar perpendikulyar bo‘ladi?
A) 1, B) -2; C) 3; D) -1.
X—2 _ y+3 _z +1

3. 7 5 5 to‘gri chiziq va x+7y-52+14=0 tekislik ganday
joylashgan?

A) parallel; B) perpendikulyar; C) to‘g‘ri chiziq tekislikda yotadi;
D) kesishadi.

g, XL YHL_ZH2 oo chizig va 2x+3y+52+5=0 tekislik kesishgan

3 -2 2

nugtani toping.

A) 3,-20), B)3, -2,-1), C)(4-1L-2), D) (2 -30).
x+2: y—3:z—4 va x—3: y+2:z—8
-1 2 3 3 2 5

joylashgan?

A) parallel; B) perpendikulyar; C) aygash; D) kesishadi.

5.

to‘g‘ri chiziglar qganday

3-Shaxsiy uy topshiriqglari

1.1. M(4, -1 -2) nugtadan o‘tuvchi va 2x-y-3z+5=0 tekislikga
parallel bo‘lgan tekislikning o‘qlardan ajratgan kesmalarini toping.

12. A(-13 2),B(L10) nugtalardan o‘tuvchi va x+2y-3z-3=0
tekislikga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.3. Agar M,;(3-24), M,(-14,2) nugtalar berilgan bo‘lsa, MM,
kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi va shu kesmaga perpendikulyar tekislik
tenglamasini yozing.

1.4. Ox o‘gidan va A(-L 3, -3) nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
yozing va X—-2y+2z+5=0 tekislik bilan hosil gilgan burchagini aniglang.

15. M(4, -1 -2) nugtadan 2x+2y-z+4=0 tekislikgacha bo‘lgan
masofani toping.
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1.6. A(-13 2),B(L10) va C(2,0, -1) nugtalardan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

1.7. A4, L 2),B(2,-13) nuqgtalardan o‘tuvchi va &(1,2-5) vektorga
parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.8. A 2,-3), B(-1 4, 2) nugtalardan o‘tuvchi va Oy o‘giga parallel
bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.9. M(5,4,-8) nugtadan 3x+6y-2z+15=0 tekislikgacha bo‘lgan
masofani toping.

1.10. AL 2,1), B(3,0,3) nuqgtalardan o‘tuvchi va OX o‘gidan a=2 kesma
ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

1.11. A(-L 2, 3) nugtadan o‘tuvchi, 3x-y+2z+7=0 va 2x+Yy+3z-5=0
tekisliklarga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

112. A(2,-52),B(10,1) va C(2, 4, -1) nugtalardan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

1.13. O‘zaro parallel bo‘lgan 2x-9y+6z+17=0 va 2x-9y+6z-16=0
tekisliklar orasidagi masofani toping.

1.14. x-3y+6=0 va x+2y-7=0 tekisliklar orasidagi burchakni toping.

1.15. Oz o‘gidan o‘tuvchi va 2x+y-2z+7=0tekislik bilan 45° burchak

tashkil etuvchi tekislik tenglamasini yozing.
1.16. 3x+6y—-2z+15=0 tekislikdan 4 birlik masofada yotuvchi tekislik

tenglamasini yozing.

1.17. C(2,0,-1) nugtadan o‘tuvchi va &a(l, 3-2),b(L,—-11) vektorlarga
perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.

1.18. x-2y-z-14=0 va x+y+z-3=0 tekisliklarning kesishish
chizig‘idan hamda A(2, 4, —2) nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

1.19. x-2y+z-7=0 , 2x+y-3z+16=0 tekisliklarning kesishish
chizig‘idan o‘tuvchi va 4x+3y+z-15=0 tekislikga perpendikulyar tekislik
tenglamasini yozing.

1.20. A(-1 3, 2), B(1L,1,0) va C(2, 0, 1) nugtalardan o‘tuvchi tekislik bilan
Oxz tekislik orasidagi burchakni toping.

1.21. 2x-y+2z-7=0 va x-2y+2z-2=0 tekisliklarning kesishish
chizig‘idan o‘tuvchi hamda OXx o‘giga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini
yozing.

1.22. O‘zaro parallel bo‘lgan 2x-3y+6z-3=0 va 2x—-3y+6z-24=0
tekisliklar orasidagi masofani toping.
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1.23. A(2,1,3) nugtadan o‘glardan a=1b=2,c=3 kesma ajratuvchi
tekislikgacha bo‘lgan masofani toping.

1.24. OX o‘gidan o‘tuvchi va 2x+y-2z+7=0tekislik bilan 45° burchak
tashkil etuvchi tekislik tenglamasini yozing.

1.25. A(2, -3,1) nugtadan o‘tuvchi, 2x+y-2z+7=0 va 2x+y+3z-5=0
tekisliklarga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.26. M(3, -1 7) nugtadan o‘tuvchi va 3x+y-2z+15=0 tekislikga
parallel bo‘lgan tekislikning o‘qlardan ajratgan kesmalarini toping.

1.27. A(2, -3,-1) nuqtadan o‘tuvchi, x-3y+6=0 va 2x+y-2z-5=0
tekisliklarga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

1.28. M(-3,1, —9) nugtaning 4x-3y-z-7=0 tekislikga nisbatan simmetrik
bo‘lgan M'nuqta koordinatalarini toping.

1.29. 5x+3y+z-18=0 va 2x+z-9=0 tekisliklar orasidagi burchakni
toping.

1.30. O‘zaro parallel bo‘lgan 3x-2y-6z-13=0 va 3x-2y-6z+15=0
tekisliklar orasidagi masofani toping.

2.Quyidagi umumiy tenglama bilan berilgan to‘gri chiziglarning kanonik
tenglamalarini yozing.

2X+y+2-2=0 6Xx—-7y—-4z-2=0
2.1 2.2
2Xx—-y-32+6=0 X+7y—-2-5=0
3 14=0 - -2=
23 X+3y+2z+ 24 X—-2y+3z-2=0
X—3y+2z2+2=0 2x+3y—-8z+3=0
2= _5y—4 =
95 X+Yy+z 0 26 6Xx—-5y—-4z+8=0
X-y—-2z+2=0 6X+5y+32+4=0.
97 2X+2y-2-8=0 28 2X—-5y+22+5=0
X-2y+2-4=0 X+5y—-z-5=0.

3X+y—-z2-6=0 2X—-3y+2+6=0
2.9 2.10
3X-y+2z=0 X—-3y—-2z+3=0



X+5y+2z+11=0
2.11
X-y—-z-1=0
2X+3y+2+6=0
X—3y—-2z+3=0

3X+4y—-2z+1=0

2.

|

3

2.1

o1

2X—4y+32+4=0

7 5x+y-3z2+4=0
X-y+2z+2=0.

N
[N

X—-y—-2-2=0

N
[
©

X—2y+z+4=0.
4x+y—-32+2=0

N

2

[

2X—-y+z-8=0
3 3x+3y—-2z-1=0

2Xx—-3y+z+6=0
5 6Xx-7y—4z-2=0
X+7y—z2-5=0
2X+3y—-22+6=0

X-3y+z+3=0.

N
N

N
N

N

27

3X+4y+3z+1=0
2Xx—4y—-27+3=0

2.29
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4x+y+2+2=0
2Xx—-y—-3z-5=0

2 -3z-2=0
A {x+y z

212

N
[N

2X—-y+2+6=0

X+y—-2z-2=0
16 1Y

N

X-y+z+2=0

X+5y—-z++11=0

N
[EEN
00)

X-y+2z-1=0
X—2y-z+4=0

N

.20
X—y+2-2=0

6X—-7y-2-2=0
X+7y—-4z-5=0
X+5y+2z-2=0
2Xx—-5y—-2+5=0
{x+3y+22+14:0

2.2

N

2.24

2.26
X-3y+z+2=0.

3Xx+3y+z-1=0
2Xx—-3y—-2z+6=0
6X+5y—-4z+4=0
2.30
6Xx—-5y+3z+8=0.

2.28

3. Quyidagi misollarni yeching.

3 3z+1=0 .
AR A to‘g‘ri chizigqga

3.1. M@, -1 7) nugtadan o‘tuvchi va{
X—-2y—-2+4=0

b:x—3=y+1=z—7)
6 -7
X-3 y+2 z-8
2 -5
3x—-2y+Cz-7=0 tekislikga perpendikulyar bo‘ladi? .(Javob: m=-3,C =5.)
X-3_y+2_z-4 Va{éx+y—52+1:0
1 2 p X—-2y+3z-2=0
to“g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘ladi? .(Javob: p=-5.)
X-3 y+2 z+1
2 =l =l
tekislikga perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x+7y-5z+6=0

)

parallel to‘g‘ri chizig tenglamasini toping.(Javo

3.2. mvaC ning ganday giymatlarida to‘g‘ri chiziq

3.3. p ning ganday giymatida

3.4. to‘g‘ri chiziqgdan o‘tuvchi va x+2y+3z-5=0
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X+y—-2z+D=0

to‘g‘ri chizi o‘qini
X—2y+32+412=0 _ © G40z o4

3.5. D ning ganday giymatida {

kesib o‘tadi? (Javob: D=-8.)

6. M(L3-2 . X+2y-z+3=0 _ _ . .. .
3.6. M( ) nugtaning {X+y+z+2=0 to‘g‘ri chizigga nisbatan

simmetrik nugtasini toping.(Javob: (-3, -5, 2).)
Xx-3 y+1 z+1
3 5 -2
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: 3x—y+2z-8=0.)
x—3: y+1: Z+1 - x+3: y+1: z-8

3.8. 3 S -2 3 -5 -7
kesishuvchi ekanini isbotlang va shu to‘g‘ri chiziglardan o‘tuvchi tekislik

tenglamasini yozing.(Javob: 3x-y+2z-8=0.)

Xx+6 _y-4 z-15 va {2X+3Z—3=0
39. 3 -5 -7 2y +52+7=0

nugtasini toping. (Javob: (0,-6, 1).)

3.7. M(2,0,1) nugtadan va

to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi

to‘g‘ri  chiziglarning

to‘g‘ri chiziglarning kesishish

Xx=1 y+6 z-2
il

3.10. M(3,0,-2) nugtadan to‘g‘ri  chizigga

tushirilgan perpendikulyar tenglamasini yozing. (Javob: XT_?’ = % =—)

X-3 y—-2 z+5 X-2 y-1 z+3 .
= = va = = arallel to‘g‘ri chiziglardan
311. 73 T T 3 3 2 3P Ve *

o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.(Javob: x-3y-z-2=0.)
X+2 y-1 z+6 {4x—y—z—2=0
= = va

3.12.
2 3 6 2X+Yy—-2z+17=0

to‘g‘ri chiziglar orasidagi

burchakni toping. (Javob: ¢ = arccosi—i ~17°48'.)

Xx+1 y+2 z+1

M@, 4,0
3.13. M( ) nugtadan va . > >

to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan

masofani toping. (Javob: d =+17.)
x-1 y+1 z-3 v {x—2y+32—2:0

3.14. to‘g‘ri chiziglar orasidagi

1 -2 3 2x+3y—-82+3=0
burchakni toping. (Javob: ¢ =90°.)
3.15. A(-5, -3, 2) nugtaning %ﬂz{—?:i to‘g‘ri chizigga nisbatan

simmetrik nuqtasini toping. (Javob: (3, 1,-2).)
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3X+y+3z+1=0

to‘g‘ri chizigga
X—=2y-2+4=0 g a9

3.16.M (3, -1, 5) nugtadan o‘tuvchi va {

perpendikulyar tekislik tenglamasini toping. (Javob: 5x+ 6y —-7z2+26=0.)

3.17.M (5,-1, 3) nugtaning 3x-y+2z-8=0 tekislikdagi proyeksiyasini
toping.(Javob: (2, 0,1).)

3.18%:%—1:2__—11 to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va x-7y+5z-5=0
tekislikga perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x-2y-3z+5=0
)

3.19. x=2t+1y=4t+2,z=5t+3 to‘g‘ri chizigga nisbatan M (4,3,10) nugtaga
simmetrik bo‘lgan M’ nugtani toping. (Javob: M'(2,9,6).)

X-=5 y+3 z+2
-2 -1 -1
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x+3y-z+2=0.)

Xx-=3 y+1 z-2
-2 -1 -1
tekislik tenglamasini yozing. (Javob: x+3y-z+2=0.)

g9 Xt4_y-2_z {x—y+z+3:0
3X—-y-z+7=0

3.20

to‘gri chizigdan va M (4,-1,3) nuqtadan o‘tuvchi

3.21

to‘g‘ri chizigdan va M (3,1,8) nugtadan o‘tuvchi

g = to‘g‘ri chiziglar kesishuvchi

ekanini isbotlang, kesishish nugtasini toping. (Javob: (-1,3,1).)
X+y—-2z-5=0

to‘g’ri  chizig bilan x+2y+3z-30=0 tekislik
X—-2y+2=0

3.23.{

perpendikulyar ekanini isbotlang va kesishish nugtasini toping. (Javob: (5,5,5).
2x—-y—-27-2=0 3Xx—-2y—-22+2=0
3.24,

to‘g‘ri chiziglar o‘zaro
X-y—4=0 y—-2z-1=0

parallel ekanini isbotlang, ular orasidagi masofani toping. (Javob: d =\/ﬁ)
3.25. M (1,-4,-5) nugtadan x=4t+6,y=3t+4,z=2t+2 to‘g‘ri chiziggacha

bo‘lgan masofani toping. (Javob: /22.)

X—-2y+2z+1=0

to‘g‘ri chizigdagi
3X-2y+z+1=0 ©8 qaag

3.26. A(2,6,9) nuqtaning {

proyeksiyasini toping. (Javob: (3,8,6).)
X+2y+2z-1=0

to‘e‘ri  chizi bilan A(2,-2,00 va B(3,-3,-1
+y-4z42=0 O ° a (2-2.0) ( )

3.27. {

nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg orasidagi burchakni toping. (Javob:

_arccos™> )
» 3"
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3.28. x=2t-3, y=3t+1, z=-t-2 to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va 3x-2y+z=0
tekislikga  perpendikulyar  tekislik  tenglamasini  yozing. (Javob:
Xx-5y-132-18=0.)

X—-2y+2z=0

to‘eg‘ri chizigga parallel
3X-2y+z+1=0 £ qga p

3.29. A(2,1,-3) nugtadan o‘tub,{

bo‘lgan to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasini yozing. (Javob:
X=2t+2,y=5t+1z=4t-3.)
5x-2y+2=0

to‘e‘ri chizig va A(4, 6,1) va B(0, —4,—7) nuqtalardan
% — 74120 0g q ( ) ( ) hug

3.30. {

o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglarning parallelligini isbotlang va ulardan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing. (Javob: 10x—8y+5z+3=0.)
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IVBOB. MATEMATIK ANALIZ ASOSLARI

4.1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Muavr va Eyler
formulalari

Ushbu z=x+1iy ko‘rinishdagi songa kompleks son deyiladi, bu yerda x,y -

haqiqiy sonlar, i esa i’=-1 bo‘lgan mavhum birlik. x- kompleks sonning
hagigiy gismi, y esa mavhum gismi deb ataladi va Rez=x , Imz=y kabi

belgilanadi. Agar y=0 bo‘lsa, z=xeR agar x=0 bo‘lsa, z=ty sof mavhum
son hosil bo‘ladi.

Geometrik nuqgtai nazardan, har bir z=x+iy kompleks songa
koordinatalar tekisligida bitta M(x, y) nugta (yoki OM vektor) va, aksincha, har
bir M(X, y) nugtaga bitta z=x+iy kompleks son mos keladi. Barcha kompleks

sonlar to‘plami C harfi bilan belgilanadi va r = c .
z=Xx+iy va Z=x-iy sonlar ge ‘shma kompleks sonlar deyiladi.

z, =X +1y; va z, =X, +1y, ikkita kompyleks sonlar uchun quyidagi amallar
o‘rinli:

1) z,+2, =(x £x,)+i(y, £ V,);

2) 2,2, = (XX, — Y, Y, )+i(X, Y, + XV, )

3) L — (X1X2 + yly2)+ i(XZyl — lez) — XXt YiYo +i X Y1~ XY, _
Z, X +Ys XtV XY

Ma’lumki, har bir z=x+iy kompleks son uchun x=rcose, y=rsing
formulalar o‘rinli. r=‘OW‘=\/xz+y2 son z=x+iy kompleks sonning moduli
deyiladi, OM vektor va Ox o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan ¢
burchagi esa kompleks sonning argumenti deyiladi va ¢ =argz kabi belgilanadi.
U quyidagi

y

arctg—, agar x>0, y>0bo’lsa;
X

Q= 7r+arctgx,agar X <0 bo'lsa; (4.1)
X

y

2z +arctg—, agar x>0, y<0 bo'lsa
X

formula bilan hisoblanadi. Har ganday z =x+iy kompleks son

2 =r(cosp+ising) | 4.2)




138

trigonometrik shaklda yoki z=re" ko‘rsatkichli shaklda ifodalanadi(chunki
e =cosp+ising Eyler formulasi o‘rinli).
Agar z, =r,(cosg, +ising,), z,=r,(cosp, +ising,) kompleks sonlar bo‘lsa,

.. z I . .
2122=I’lrz(COS@l+(02)+ISIn(¢1+(02)); Z_l:r_l(cos((ﬁl_¢2)+|S'n(¢1_¢2))- (4.3)

2 2
z=r(cosp+ising) kompleks sonni n-darajaga oshirish uchun Muavr formulasi

z" =r"(cosng+isinng) (4.4)

o‘rinli. n-ildiz chigarish uchun esa

Z, :Q/E:W(cos¢+2kﬂ+isin¢+2kﬂ), k=012,.,n-1 (4.5)
n n

formula go‘llanadi.

11-Auditoriya topshiriglari

1. 2,=2+3i, 12,=3-4i va z,=5-2i bo‘lsa, (2z,+2,)z, ni hisoblang.
(Javob:39—4i.)
2. 2,=2+3i, 7,=3-4i va z,=1-2i bo‘lsa, ((z,+2,)z,)/z; ni hisoblang.

(Javob: ELNELE )
5 5

3. Kompleks sonlarni trigonometrik shaklda ifodalang: a)z =-1+i,
b) z,=3id) z,=2-2i, e)z,=-4.

4. 17,=-2+3i bo‘lsa, |z-z|<1 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarning
geometrik o‘rni ganday sohani ifodalaydi? (Javob: Markazi z, nugtada bo‘lgan
R=1 radiusli doiraning ichki qismi.)

5. z,=-1+3i bo‘lsa, |z+z|>2 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarning
geometrik o‘rni ganday sohani ifodalaydi? (Javob: Markazi -z, nuqgtada
bo‘lgan R=2 radiusli doiraning tashqi gismi.)

6. 1<|z—i|<3 shartni ganoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rni

ganday sohani ifodalaydi? (Javob: Markazi z =i nuqtada bo‘lgan R1=1 va R,=3
radiusli aylanalar orasidagi halga.)
7. 0<Re(3iz) <2 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarning geometrik o‘rni

ganday sohani ifodalaydi? (Javob: y=0 va yz—g to‘g‘ri chiziglar orasidagi
gorizontal polosa.)
8. (1—3i ni hisoblang.(Javob: 16+16i3.)




Z,

yig‘indini hisoblang. (Javob:(singxcosmzl)xj/sin. )

. . . . 1
9. z°+1=0 tenglamaning ildizlarini toping. (Javob: ZO=E

1 43,
==-—i))
2 2
10. Hisoblang: 1) {-8-8iv3, 2)3/-2+2i..
11. Tenglamalarni yeching: 1) z°-8=0, 2) z°+64=0.
12. Eyler formulasidan foydalanib
cosx +C0S2X + C0S3X +... + COSNX
X
2
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i, z,=-1],

11-Mustaqil yechish uchun testlar

(o]

z,=14+3i va z,=3-2i uchun 2z, +z,ni hisoblang.

A) 5+4i, B) 5-8i, C)5-4i, D)2+
2,=2-3i va z, =3-4i berilgan bo‘lsa, zz, ni hisoblang.
A) 18-17i, B) -6-i, C) -6-17i, D) 6+17i.
z,=3-4i va z,=2-i berilgan bo‘lsa, z,/z, ni hisoblang.

A) 3-2i, B)-2-i, C)2-i, D)Oo04-i

. 2=2-2i/3 kompleks sonning modulini toping.

A) r=3; B)r=4; C)r=5; D)r=1.
z=-2+2i/3 kompleks sonning argumentini toping.

7 LT o) el5n. 2z
A) ¢_€1 B)¢_3’ C)¢7 61 D)¢ 3'
z=2+/3-2i kompleks sonning trigonometrik shaklini toping.
T T 1r . . 1lr,.
A) 4(cosE—|sm E) ; B) 4(cos?+ |sm?) ;

2 .. 2
C)4(cos%+isin%); D)4(cos?ﬂ+|sm?ﬁ).

. 2=2/3+2i kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini toping.

571

A) 7=4e?; B)z=4e°; C)z=4de®; D)z=4e 3.

T .. T
Z=—COS7+ISIH7 kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini toping.

671 _ib7

A)z=e’: B)z=e’: C)z=e’; D)z=e ’.
(\/é—i)4 ni hisoblang.
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A) 8+8ir3,  B)8-8iv3, C)-8+8iv/3, D) -8-8i3.
10. 2°+8=0 tenglamaning yechimi noto‘g‘ri berilgan javobni aniglang.
A) -1+iv/3,  B) 1+iy/3, C) -2, D) 1-iv/3.

4.2. Funksiya va uning berilish usullari

Agar ixtiyoriy x e D elementga biror f qoida bilan yagona y— element
mos go‘yilgan bo‘lsa, u holda y= f(x) funksiya berilgan deyiladi. x— erkli
o‘zgaruvchi yoki argument deyiladi. D— aniglanish soha, y ning gabul
giladigan giymatlari esa giymatlar te‘plami (yoki o‘zgarish sohasi) deyiladi va
E harfi bilan belgilanadi.

Funksiya jadval usulda, grafik usulda va analitik usulda beriladi. Analitik
usulda berilgan y= f(x) funksiyaning D va E sohalari ko‘p hollarda
ko‘rsatilmaydi, ammo tabiiy ravishda y= f(x) funksiya xossalariga ko‘ra

aniglanadi.

4.1-misol
Ushbu y=+/7-6x-x* funksiyaning aniglanish sohasi va giymatlar to‘plamini
toping.

» Kvadrat funksiya 7-6x-x*>>0 da aniglangan. Kvadrat uchhadning
ildizlari x, =-7, X, =1. Yuqoridagi tengsizlik —(x+7)(x-1)>0 tengsizlikga teng

kuchli bo‘lib, —7<x<1 yechimga ega. Funksiyaning aniglanish sohasi
D=[—7; l]. D sohada 0<7-6x-x*><16 bo‘lgani uchun giymatlar to‘plami
E=[0;4]. «

u=¢(x) funksiya D to‘plamda aniglangan bo‘lib, uning giymatlar
to‘plami G bo‘lsin. Agar y = f(u) funksiya G to‘plamda aniglangan funksiya
bo‘lsa, u holda y = f (¢(x)) murakkab funksiya deyiladi. y = f (¢(x)) funksiya
ikkita y=f(u) va u=¢(x) funksiyalarning kompozitsiyasi yoki ¢
funksiyaning f funksiyasi deb ataladi. Murakkab funksiya ikki yoki undan
ortiq funksiyadan tuzilgan bo‘ladi.

4.2-misol
Quyidagi murakkab funksiyalar nechta funksiyadan tashkil topgan:
a) y =sin(x*+1), b) y=Insin3"
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» a) y=sin(x?+1) ikkita y=sinu va U=x>+1 funksiyalardan tashkil
topgan.

b) y=Insin3* funksiya uchta y=Inu, u=sinv va v=3" funksiyalardan
tashkil topgan. «

y= f(x) funksiyaning grafigi deb Oxy tekisligidagi koordinatalari f qoida
bilan bog‘langan M (x;y) nuqgtalar to‘plamiga aytiladi.

vxe D uchun —xe D bo‘lsin. Agar ¥xe D uchun f(—x)= f(x) bo‘lsa,
y=f(x) juft funksiya deyiladi. Agar wxeD uchun f(—x)=—f(x) bo‘lsa,
y=f(x) toqfunksiya deyiladi.

Agar y = f(x) funksiya D sohani E ga bir giymatli akslantirsa, u holda
x ni y orqali ifodalovchi funksiya x=g(y) mavjud vau y= f(x) ga teskari
funksiya deyiladi. x=g(y) funksiyaning aniglanish sohasi E , giymatlar
to‘plami esa Dga teng. y=f(g(y)) va x=g(f(x)) bolgani uchun y= f(x) va
X =g(y) funksiyalar o‘zaro teskari. O‘z aro teskari y=f(x) va x=gd(y)
funksiyalarning grafigi birinchi va uchinchi chorak bissektrisa chizig‘i y=x ga
nisbatan simmetrikdir.

4.3-misol
Ushbuy = x2 —6x+11 funksiyaga (- oo;3] oraligdagi teskari funksiyani toping.
» Berilgan funksiyadan to‘la kvadrat ajratamiz

y=(x-3f+2.
Bu tenglikdan x ni topamiz
x:3iJ§j§
va X (-;3] ekanini e’tiborga olgan holda tanlaymiz
X=3-,y-2.
x ni y gaalmashtirib, izlangan funksiyani topamiz
y=3-x-2.4

12-Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:
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. 1-
1) Yy =X +6X+5: 2) y=Ig(5-4x-x%); 3) y:arcsmTX; 4)

y =]/\/23X —4.
(Javob: 1) (—o0;=1]U[-5; «); 2) (-5 1); 3) [-2:4]; 4) (2/3; ).)
2. Quyidagi murakkab funksiyalar nechta funksiyadan tashkil topgan:

1) y=Igsinx*; 2) y=2‘C°SX‘; 3) y=3/arctg3“ : 4) y=cos®Varcsine* ?
(Javob: 1) 3ta; 2) 3ta; 3)4ta; 4)5ta.)

X, agar x <0 bo’lsa, - ) o )

3. y={xz, agar x>0 bo'lsa funksiyaning teskari funksiyasini toping.

Berilgan funksiya va uning teskari funksiyasi grafigini yasang.
4. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini yasang:
2X+3

1) y=—"1 2) y:‘5—4x—x2‘; 3) y=2sin2X; 4) y=|x—2/+|x+1 .
5. Quyidagi funksiyalarning juft yoki togligini aniglang:
2x*+3

1) y== O 2) y:‘5—4x—x3‘; 3) Y=2sin2X+X; 4) y=|x—2/+[x+2

(Javob: 1) Juft ; 2) Juft ham, tog ham emas; 3) Toq; 4) Juft funksiya.)
6. Agar f(x)=Igx, ¢(x)=sin2x, g(x)=x*+x bo‘lsa, funksiyani
y = g(f (¢(x))) toping. (Javob: y = Ig®sin2x + Igsin 2x.)

12-Mustaqil yechish uchun testlar

2X
1. y= arccosm funksiyaning aniglanish sohasini toping.
A) L1 B)[-L 1 C) (woi-1]VI3; «); D) [-L 3].
2. y= %/Ig‘sin Xg‘ murakkab funksiya nechta funksiyadan tashkil topgan?

A) 3 ta; B) 4 ta; C) 5ta; D) 2 ta.
3. Quyidagi funksiyalardan gaysilari juft ekanligini aniglang:
EX;i ; 3) y:‘5—4x+xz‘; 4) y=x*cos(x+1).
A) 1), 3) B) 1), 2) C)1),4) D) 3), 4).
4. y=x*-4x+7 funksiyaga (-;2] oraliqdagi teskari funksiyani toping.
A) y=2+x-3; B) y=2-x-3; C) y=2++x+3; D) y=3-/x-2

1) y=x’sin2x; 2) y=x
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5 vy= 2X——_31x funksiyaga teskari funksiyani toping.

_2x+1, 2—-3X

, B) y= , Oy

_2x-1,
3x+1 x-1

Xx+1
2= D
3x+1 )y

T 243

Ay

4.3. Sonli ketma-ketlik va funksiya limiti
Natural sonlar to‘plamida aniglangan funksiya sonli ketma-ketlik deyiladi.
x,=f(n),neN . x,— ketma-ketlikning n- hadi uning umumiy hadi deb
ataladi. Sonli ketma-ketlik {x. }orgali belgilanadi.
Agar ixtiyoriy &>0 son uchun shunday N=N(&)>0 son mavjud
bo‘lsaki, barcha n> N lar uchun |x, —al<¢ tengsizlik bajarilsa, a o‘z garmas
son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

limx, =a

Nn—o0

4.4-misol

1-2n?

2

Ushbu x, =

ketma ketlikning limiti a=—-1 ekanini isbotlang.
2+4n 2

» v >0 son uchun unga mos N =N(g)>0 son mavjudligini ko‘rsatamiz:

<é&.

. |2—4n? +2+4n?| 1
€y0k'| 22+4n7) | O 1+2n?

2¢

Bundan, n> 1 —%, demak, N(¢)= {i - ﬂ deb tanlash kifoya. <

y=f(x) funksiya x=x, nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘Isin.
Agar ixtiyoriy &>0 son uchun shunday ¢ =0(¢)>0 son mavjud bo‘lsaki,
O<|x—x,|<&  tengsizlikni qganoatlantiruvchi barcha x larda |f(x)-A<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A son y=f(x) funksiyaning x—x, dagi limiti
deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

lim f (x) = A.

X—Xo

Xuddi shu kabi
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lim f(x) = A (Iim f(x):AJ

limit mavjud bo‘lsa, bu limit y = f(x) funksiyaning x, nugtadagi chap(e‘ng)
limiti deyiladi va XExrorlof(x) = f(x,-0) (Xﬂmof(X) = f(X0+0)j kabi belgilanadi.

Agar ixtiyoriy £>0 son uchun shunday N =N(¢)>0 son mavjud
bo‘lsaki, [x|>N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda |f(x)-A<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A son y=f(x) funksiyaning x>« dagi limiti deb
ataladi va lim f (x)= A kabi belgilanadi.

X—>00

f(x) wva g(x) funksiyalar x=x, nugtaning biror atrofida aniglangan
bo‘lib, lim f(x)= A, Ilmg(x) B  bo‘lsin. U holda quyidagi tengliklar

o‘rinli:
1) lim(f(x)+g(x))=A+B
2) lim(f(x)-g(x))=A-B

3) limt X _A 5o
=% g(x) B

Limitlarni hisoblashda quyidagilardan foydalanamiz:

lim 1) 2 _ i F) _ o imF) _ 2 4 chexdi son.
X% (X) 0 x>0 (X) a x> (X) e

4.5-misol

Quyidagi limitlarni hisoblang:
4 1 2+ x=2
1) lim ; 2) lim——,
) HZ( —4 x- 2} ) X% +4x+5

» 1) Buyerda « - oo tipidagi anigmaslik, uni yechish uchun kasrga
umumiy maxraj beriladi va sodda ko‘rinishga olib kelinadi:

: 4 1 : 2—X : 1 1
lim —-—— [=lim—————=lim ———— [= -~
2 X =4 x-2) ©2(x-2)(x+2) 2\ x+2 4




145

2) Bu holda « /o0 tipidagi anigmaslik, uni yechish uchun kasrning surat va
maxrajini x ning yuqori darajasi x° ga bo‘lamiz:

2+ 12 Jim2+lim  —lim 2
22X Hx=2 2 x® ow xomyx? xowmyx® 2+0-0
lim————=1lim = - -2 <
e X0 HAX+5 om, 45 .4 .5 1+0+0
3

+ liml+lim— +lim—
X X X—>0 X—>0 X X—>0 X

13-Auditoriya topshiriglari

1. X, = 3n-1
n+2
Berilgan funksiyalarning limitlarini hisoblang.

. 2n“-5n+2
2. lim & . (Javob: —2)

N—o0 4

3.1 ﬁ_____i__f .(Javob: 9)

nam
+

ketma ketlikning limiti a=3 ekanini isbotlang.

4. 1im " 2) () 2! (Javob: o)

. 8x® -1
5. lim —————. (Javob: 6
H% 6x* —5X + ( )
6. lim X+ 2 N X—4
-1\ x? —5X +4 3(x =SSN )

7. lim Ll (Javob: ——)

2 3_\x+7
8. lim x(\/x +4—x). (Javob: 2)

X—>+0

j .(Javob:0)

13-Mustaqil yechish uchun testlar

Sonli ketma-ketlik limitlarini hisoblang.
1. lim —nz—m
”*‘”3/672 n
A)l;, B)2; C)3; D)O.
2. lim [\/n n+2) \/n2—2n+3}.

n — o

A)l, B)2;, C)3; D)O.
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n+1 n+1
3. lim i
N 204 30
A)2; B)25 C)3; D)5.
Funksiya limitlarini hisoblang.
A [ X —7x+10
2 X —5X+6
A) 1, B)2 C)3; D)Z24.

5. lim——— )
At \/x+ —2

A)0; B)12; C)24; D).
6. Xllrpwx(x/x2+3—x/x2—1).

A)l, B)2;, C)3; D)O.

1 3
£ 'x'ﬂ(ﬁ‘l )
A)0; B)-2; C)3; D)-1.
8. lim Yx-1
o vy
A) 1,5v/2 ; B) 24/2/3 ; C) -242/3 D) —1,5v2

4.4. Ajoyib limitlar
Funksiyalarning limitlarini hisoblashda 1- ajoyib limit va 2- ajoyib limit deb
ataluvchi

. sinx
IXLnJT_l (4.6)
va
: 1Y . 1
I|m(1+—j =liml+a). =e~2,71828 4.7)
X—>00 X a—0
limitlar, hamda ularga asoslangan quyidagi formulalar keng qo‘llanadi:
1 IimS!naX a ) lim tgkx K 3 "marcsmkx:k’dr) “marctgkx:k’
x—0 Smﬂx x>0 X x—0 X x—0 X
a1
5)| M:L 6)| M:m%e’ 7) ||ma :|na(a>0)’
x—0 X x—0 X Xx—0 X

8) lim OaL)m_lzm, 9) I|m(1+ j =e™ | 10) I|m(1+1j =e,
X—> X X—>00 X—>0
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4.6-misol

Quyidagi limitlarni hisoblang:
. 2x+1
1) IimSI_n7X; 2) Iim(BXJrZ . 3) lim t_gZx.
x-0 Sin 3X x—a\ 3X —1 x->7 SIN3X

» 1) Berilgan limitni hisoblashda 1-ajoyib limitdan foydalanamiz. Buning
uchun quyidagicha almashtirish bajaramiz:

. sin7x . sin7x X . SIn7X 7 7

lim— - =lim T ' sin3x 3’

x>0 SI[n3X x0  7X 3y 0 X 3lim 3
3X x>0 3X

2) Bu limit va shu kabi limitlarni hisoblashda berilgan funksiya asosiga birni
go‘shib ayriladi va 2-ajoyib limitga keltiriladi:

6X+3
2x+1 2Xx+1 §§:} 5;11 . 6Xx+3
Iim(3X+2 S imi e _im (142 ) ® _ et g2,
x>0\ 3X -1 X0 3x-1 x>0 3x-1

3) Bu limitni hisoblashda trigonometrik funksiyalarning davriyligidan va

keltirish formulalaridan foydalanib, 1-ajoyib limitga keltiramiz:
sin(2x —2x)
lim 92X _ i 19X =27) _ o, 221 iy 2 2
-78in3x x-7—sin(3x—37)  xor SIN(BX—37) x-r3cos@x—-27) 3

3X—-3r




148

14-Auditoriya topshiriglari

Berilgan limitlarni hisoblang

2_ p—
1.Iim3x_ X (Javob —§) 9. lim | X=L | = (Javob : o)
x>0 sIn 3X 3 x>0\ 2X 4+ 3
2 lim—H 71 aven: Ly 10, Iim(3x_2j > (Javob: /)
x>0 sin[z(X+ 2)] 27 x>0\ 3X 4 2
_ 3
3. im2=% X (1avob: ) 11. limx(In(2x +3) - In(2x ~ 1))
x>0 Xsin 2X 4 X0
(Javob: 2)
; TX 2 . 2 2
4. Img(l—x)tg7 (Javob: —) 12. I|mx(ln(1+3tg x))ctg x (Javob: 3)
X—> 72' X—>00
5.lim /Sx+4-2 (Javob: —i) 13. lim(sin 2x)tgzx (Javob: i)
x>0 cos(rr (X +1)/2) 27 o Je
6. lim Y2~ VL +COSX " Javob: Q) 14, 1im %=L (3avob: 1
x—0 sin” x 8 x>e X —ge e
_ 2 2x
7 limiZSOS2X 20X yovob: 2y 15 1imE—=L avob: 2)
x>0 XSIn 3x 3 x->¢ SIN 3X 3
g, lim YL XSINX ZCOSX - yovop: 1) 16. 1im %X (Javob: — 3
x—0 sSinN® X x—0 X 2
14-Mustaqil yechish uchun testlar
Berilgan limitlarni hisoblang.
1. I)(I_I:Qﬂ COSE
Xx+1-1 4 lim .
A)l1l5 B)2; C)3; D)6. T X—T
. 1-C0S3X A)15; B)-0,25; C)-0,5; D)0.5.
im————— :
2. x>0  xsinx 5 Iim:1rcsm2x
A)35; B)4; C)4,5 D)S6. OVX+1-1
i 1+ CcosX
= A)15 B)2; C)3; D)6.
A) 1,5, B)0,25; C)0,125; D)O0.5. ; "m(HZjM
Coxoe\ 2X=1)
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A)0; B)2; C)05; D). 9. lim(x+1)In(3x+2)-In(3x 1)),
X1 X—>+0
7, Iirro1(1—3x)7_ A)e;: B)e:; C)1; D)O.
A)e; B)¢; C)e': D)O. 10, lim&——1
‘ x>0 sin 2X

. (x2+2J
8. lim — .

X =X A)1,5; B)2; C)25; D)O0.5.

A)e; B)e*; C)¢*; D)O.

4.5. Funksiya uzluksizligi. Uzilish turlari

Agar y = f(x) funksiya x = x, nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lib,
1@0 f(X)=1(X) bo‘lsa, u holda y=f(x) funksiya x=x, nugtada uzluksiz
deyiladi. Bu ta’rif uzluksizlikning quyidagi shartlarini o‘z ichiga oladi:

1) f(x) funksiya x = x, nugtaning biror atrofida aniglangan;

2) XLiQ}O f(x), xﬂﬂlo f(X) chekli limitlar mavjud:;

3) ular o‘z aro teng Xgmof(x)zxﬂmof(x);

4) bu limit f(x) funksiyaning x = x, nuqtadagi qiymatiga teng.

y=f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun argumentning
cheksiz kichik orttirmasi Ax ga funksiyaning cheksiz kichik orttirmasi Ay mos
kelishi zarur va yetarli, ya’ni uzluksizlik AImAyzo shart bajarilishiga teng

kuchli.

4.7-misol
Berilgany = x* funksiya ixtiyoriy x « R nuqgtada uzluksiz ekanini isbotlang.
» Argumentning ixtiyoriy Ax orttirmasida funksiya orttirmasi
Ay = (x+ AX)* — x? = 2XAX + AXZ,
U holda
lim Ay = Aler%rgJ(ZxAx+Ax2)= 0.

Ax—0

Bundan, y =X’ funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz ekani kelib chigadi. <«

X, nuqtada yugoridagi shartlardan kamida bittasi bajarilmasa, x, nugtay = f(x)
funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi. Agar X, nugtada f(x,—0), f(x,+0)
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chekli limitlar mavjud va f(x,—0)= f(x,+0) bo‘lsa, X, birinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi. Agar f(x,—0) yoki f(x,+0) limitlardan hech bo‘lmaganda
bittasi mavjud bo‘lmasa yoki cheksizlikka teng bo‘lsa, X, ikkinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi. Agar X, nugtada f(x,—0), f(x,+0) chekli limitlar mavjud
va f(x,—0)= f(x,+0) bo‘lib, X, nugtada funksiya aniglanmagan bo‘lsa, X,
yo ‘qotish mumkin be‘lgan uzilish nuqgtasi deyiladi.

4.8-misol
sinx . . L . L
Ushbu Y B funksiyaning uzilish nugtasini toping. Uzilish turini aniglang.

sin x sin x

> XILT)T:XIL%TZI bo‘lgani holda x=oda funksiya aniglanmagan.

Demak, x=0 Yyo‘qotish mumkin bo‘lgan uzilish nugtadir. <

4.9-misol
Ushbu y =ﬁ funksiyaning uzilish nugtasini toping. Uzilish turini aniglang.

> Berilgan funksiya x =2 nugtada aniglanmagan. limy=-1 lim y=1

x—2+0
chekli limitlar mavjud va o‘z aro teng bo‘lmagani uchun x =2 birinchi tur
uzilish nugtasi bo‘ladi. <

15-Auditoriya topshiriglari

X

X
X =0 birinchi tur uzilish nugtasi.)
X+1, agar x<1bolsa,

2.y :{B—axz, agar x>1bo'lsa

bo‘ladi? (Javob: a=1)

1. y=2-- funksiyani uzluksizlikga tekshiring va grafigini yasang.(Javob:

funksiya a ning ganday giymatida uzluksiz

——, agar x=1bolsa,
3. Y= \X—]J funksiyani uzluksizlikga tekshiring va

0, agar x=1bo’lsa
uzilish turini aniglang. (Javob: x =1 - birinchi tur uzilish nuqtasi.)
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1
4. x=0nugta Y = T funksiyaning 1-tur uzilish nugtasi ekanini
1+ 2~
isbotlang. x = 0 nuqta atrofida grafigini chizing.
=
5. y=2%* funksiyani x =2 va x =3 nuqtalarda uzluksizlikga tekshiring.

(Javob: x =2 da uzluksiz, x =3 - ikkinchi tur uzilish nuqtasi.)
6. y= (1+ 1) funksiyani uzluksizlikga tekshiring va uzilish turini aniglang.
X

(Javob: x =-1 - ikkinchi tur uzilish nugtasi, x =0 - yo‘gotish mumkin bo‘lgan
uzilish nuqtasi.)
sinx .. - . . P
7. Y= P~ funksiyani uzluksizlikga tekshiring va uzilish turini aniglang.

(Javob: x =z -yo‘qotish mumkin bo‘lgan uzilish nugtasi.)

15-Mustaqil yechish uchun testlar

x* -1, agar x<2 bo’lsa,

7—ax, agar x>2hbo'lsa funksiya

1. a ning ganday giymatida Y—{

uzluksiz bo‘ladi?
A)l, B)2;, C)3; D)4.

2. y:arctg% funksiyani x=0 nuqgtada uzluksizlikka tekshirilsin.

A) Uzluksiz; B) 1-tur uzilish; C) 2-tur uzilish; D) Yo‘qotish mumkin
bo‘lgan uzilish.
x—1, agar x<-1bho'lsa
3. a va b ning ganday giymatlarida y=<ax’+b, agar —1<x<2 ho’lsa
{ 5-2x, agar x>2 bo’lsa
funksiya uzluksiz bo‘ladi?
A)-4va2; B)2va -4, C)lva-3; D)-3va 1l
3x+5, agar x<-1bolsa,
4, y=:1-x, agar —1l<x<1lbo'lsa funksiyaning uzilish nugtalarini toping.
Inx, agar x>1bolsa
A) x=1; B) x=+1; C) x=-1; D) funksiya uzluksiz.
1

5. y=1+2* funksiyani x =0 nugtada uzluksizlikga tekshiring.
A) Uzluksiz; B) 1-tur uzilish; C) 2-tur uzilish; D) Yo‘qotish mumkin
bo‘lgan uzilish.
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6. y=ﬁ|x| funksiyaning nechta uzilish nugtasi mavjud?

A)0; B)1; C)2; D)3.

4-Shaxsiy uy topshiriglari

Berilgan limitlarni hisoblang.

1
11 lim X* —7x+10
T o22x+3x-14
3P+ TXH+2
1.2, lim———
x>2 x> +5X+6
3_ —_—
13, lim X X6
x>3 3X° —5X —12
2
14, Gm X X1
-1 3X° —-2Xx -1
15 Iim 3x* +2x-1
Toen 27 -1
2
16, limI2rX=X
x>-3  X° 427
2
17, lim2X =X
x>2 2X° —9X 4+ 4
2
18 Iim x2+3x 4
x>-42X° -9x-14
2
1.9. Iim4X2+—4X_3
x>Y2 2X° +x-1
2
1.10. lim X X4
x>-1]—4X° —3X
2
111, lim X =2X1d
x5 X* —10X + 25
2
112, fim2X +4x-1
x>-13x° —2X+1
2
1.18. lim X =X+ 7
x>7 X* —5x—14
2
114, lim 2X 1% =8

x>-83x% + 25X + 8




. —5x* +11x -2
1.15. lim
x>2 3x?—x-10
2
1.16. lim ¥ ~4X=3
x-1 3x° —2x -1
2
117, limX X1
x>4 3x° —3x—-12
2
1.18. limX %10
x5 2X° —13x+15
2
1.19. Jim 2X +3X=2
x>-23X° —13Xx -2
2
1.20. lim 2X +7x=2
x>-23X°+8x+4
3
1.21. fim X X+0
x>-33X"+7X—6
2
1.22. lim_% =34
x>4 3X° —2X—40
2
1.23. lim 2X %73
x>-33X° +10Xx +3
2
1.24. lim 2 7%+
x>l X° —8X+7
_12x*+13x—-4
1.25. lim
x>y4 4x® —5x +1
2
1.96. Iim2X3+5X2 18
x>2 3X° —5x° -4
2
1.27. "mw
x>-23X“ +5Xx -2
3_
x>Y33X° +5x -2
2
1929 lim 2;( +7x-15
x>-5X“ +10X + 25
3_ —_—
1.30, lim2X—*=L

x>1 5x% —2X —3

153
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o 2X*—x-1
2.1, lim2 2=
x—o 33X —2x -1
3_ —
22, lim X —>%"1
x—n 5Y* —2X° +3
2 —
23 lim>X ¥%=2
xom 2 —3X+1
2_ —
24, limZX =¥
x—» 2 +5X —3X
T3+ 4x
25, lim————.
xom X3 —3X+ 2
. 3x*+2x-5
lim————.
x>0 2X° 4+ X+ 7
4-3x—2x°
2.7. lIm———.
x> X2 +12X +13
Iim5x3—x2—1
xoe 3x2—2x°
. 2x - X3
29. lim————.
x>0 3x3 + 2x° +1
A -2x+1
2.10. lim———.
xow 2X° —B5X 3
2% +3x% -1
2.11. lim——=
x>0 5-3x°
Iim5x3_7x2+3
212,007 24+2x—x*
. 2x3+3x% —5x
2.13. lim :
x>0 54 3x2—2x3
o 2XP—x-1
214. lim————,
xoe 3x% —2X +5
X =Tx%+1
2.15. lim———.
x> 3x2 — 2X + 4
. 5+3x—4x?
2.16. lim—————.
x>n X% +2X+3
. 4-3%°
2.17. lim—.
xom X 4+ 5X — 6
_ 2
5 18, lim— —2¥

o0 2X° +5X =T



2.109.

2.20.

2.21.

2.22.

lim 4-5x*-3x°
o0 X0 4+6X+8

2x* +1
»wsx +5x2+13

lim 5—2X —3x?
x>0 3x° +2X =5
. AP +3x—7
I|m—3.
x> 12X
4—3x—2x>

2.23.1Im

2.24.
2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

x>0 X% +12X +13
. 3-2x-2x°
lim—————.
x>0 2X° +5x+3
. 2x%+8x-11
lim———.
x> —X° +3X+4
lim 2x* +5
o0 X34 2x% 43
. 3x*—5x+7
lim————.
x>o 3X°+X+1

. 3x3-2x+5
lim————— =

x>0 BX% +5X+1
2

|Im—

x>0 X2+ 2X+1

. 14+3x-2%°
lim-————.
x>0 4X° 4+ 2X -6

. 6 X—X?
H—~°w/x+ =
2x? —5x -3

O Kz —vB—x

lim 3—\/10+

X—— 13x +2x-1

. AB6+Xx-2
lim ——.
x>-23X° +4x -4

\/6+ -3
I o217
5X

lim

x>0 5+ x —y/5-x
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3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16. |

. AT+ X—=4/3=X
lim 5 :
x>=2 2X° +5X+2
lim 22 —9x + 4
>4 \[x—3-6-x
lim V7
=0 X +7 —T—x

lim X" —4x .
x>4 \[2X +1—+/X+5
lim x% +5x .
HO«/2x+3 J3-x
lim 2 x +4

x—0

“mZX —-7x-15
=5 x+4-3

Iimx2—5x+6
-3 Ex+1-4

lim x +64
x4 4— 20+ x

x + 2X

00 Jx+9-3

5-VJAX+5

3.17. lim

3.18.

x5 X2 —3x 10

lim V2+7x-3 3
1 3_/x+8

x+7-45

3.19. lim

3.20.

3.21.

3.22. |

3.23. |

3.24.

X 22 5X — 3x>

. x> +5X+6
lim

>3X+4—T+2x

V3x+ -4

X%4 X —16x

VX +4-2

o0 T

i VA =X

o4 X2 _4x




3.25 Iimﬁ
T o232 - x—10°
o, i S -2
X—+23x +5x-2°
. A12—X+X
3.27. lim————.
x>-4 X* 4+ 4x
3.28. Iim*/s*;x_‘ﬁ_x.
x>2 X —-6X+4
3.9 v2x+ -5
’ 'x—>9 33— \/_ '
3
330, lim>—2’
Xx—3 3X—X
a1 lim 1-V3x+1
T o0 cos(z(x+1)/2)
“n1l—coslox
4.2. XHO 5X2 -
. 3x° —5x
43. |lim ———
x>0 sindx
) 1—-cos2x
44. |lim )
x > 0C0S7X—C0S3X
45. lim ax )
x> 0tg(z(2+ X))
) 2X
46. |im )
x> 0tg[27(x +1/2)]
. 1-cos®x
47. lim T e
X —0 4x
m arcsin 3x
VZ+X 2
49. vit+x-1
X—>OS|n[7z'(X+2)]
arctg2x
4.10. lim — .
x> 0sin(2z(x +10))
4n_mnng”U+5».

x>0  1-—Cc0S2X

157
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4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25. lim

4.26.

4.27.

lim cos(x +57/2)tgx
x>0 arcsin2x®
. 2XsinX
Iim —.
x—>0]1—COoS X

. Xsinb5x

hm—.

x->0]1—c0s4x

. sSIn7x

lim ——.

x> 0X" +7X

. COS2X—COoSX

lim .

x=>0 1—COSX
tgzrx

X>2X+2

. AA+x-2
m ——.
x—>0 3arctgx

. sSIn7xx
Ilm -

x = 23IN8rX

Iim1—u\/cosx
x>0 Xsinx
. 1-2cosx
lim ————.
x—>z/3 g1 —3X
. 1+4+cos3x
||m T -
x>z §IN° 71X
=2 2
. SInN“X—-tg°x
lim 49 :
Xx—>0 X
. 3—4/10-x
lim —
x=>1 SIN3xX
tgx —sin x
x>0 x(1—C0S2X)
. 1+coszx
hm——jr——.
X —>1 tg X
1—sin 2x
im ~——.
X—>7z/4(7z-_4x)
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lim 1—S|n(x/2).
428. %77 Tw—X

2
4.29. lim AT ZX).

x=>2  sIn3xX
430, [lim cosSx—cosSx.

X7 sin? x

2

51 lim(L+3tg?x)™ .

x—0

59 Iim( 2X TX.

T oxoo| 2X+ 3

5.3. Iim(xlnij.
X2 X+3

_ ( Xjl/(Xﬂ/Z)
54. |lim | tg— :

X — /2 2

im( 223
Rl 2X+5 '

IImIn(1+sin22x)
5.6. 1M o) :

tg=X

5.7. |im[9_2XJ 6_

X —>3 3

i 322X
5.8. x| 12

1/sin23x

59. |im (S—LJ .

x =0 COS X

ctgx
5.10. Iim(tg(z—xn .
X —0 4

5.11. lim (sin2x)¢ ",

X—>7/2

C (x+4\*
512, lim ——| .
x>\ X +8
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2% -3
513, lIM——.
x>0 Sin X

. In(1+4x%)
5.14. &ILQT

tg2x
5.15. lim—=——.
x-0 In(1+ 3x)

X—2 ctg;zx
5.16. Iim( J .

x—1 2X—3

. In(@+sin2x)
517, lim—————.

X—> X _7[

. In(1+sin3x)
5.18. lim—— :

x>0 X° 4+ 5x

. In(cos2x
5.19. ||m¥-

x>0 s§in“ X

. In(cos2x
5.20. llm(—.).

x>z (X —7)sin X

3X

521 |im(2X—7)x2—16.
T x—>4

. In(1+ sin zx)
5.22. liMm——

ol X2 42x—3

lim 1-cos2x
023 0 In(+3x%)
3X

5.24. |im(2X—3)xf.

X—2

525, lim x=2 )7
o8 2x -5 '

2

- 5 ctg-x

5.26. lim| 6——— :
x>0 COS X

(ax—7)%%
5.27. Ilm( j

X—2 5

5.28. limx(In(2x +1) —In(2x +5)).

(2 +2x=3)""
5.29. lim| — :

oo X2 +3x+1



5.30. limx(In(3x~1) - In(3x ~5)).
6
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Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring, uzluksizlik oraliglarini va

uzilish nugtalarining turini aniglang.
X+4, Xx<-2,

a)f(x)=4x* -2, —2<Xx<2,

3X—5, X>2,

0, x<-1,

X*+1, —1<x<2,

3X, X>2,

6.1.

6.2. )f(x)=
(3x, x <=2,
X*4+2, —2<x<2,
X+3, X>2,

63. a)f(x)=

0, x<0,

6.4. a)f(x)=<sinx, 0<x<r,

2X—6, X> r,
COSX, X<—7/2,
0, —7/2<x<7x/2,
1, x>r/2,

65 a)f(x)=
—X+1 x<-2,
x?—-1 —2<x<2,
3IX—2, X> 2,

6.6. a)f(x)=
1 x<-1,

—x*+1, -1<x<2,
X—=5, x> 2,

1 x<0,

2°+1, 0<x<2,
3Xx-1, x> 2,

Vv1-x, x<0,
x?—2x,0<x<2,
Xx=1 x> 2,

6.7. af(x)=

68. A)f(x)=

69 af(x)=

1

b) f(x)=2*3+1.

1

b) f(x)=3%2+2.

3
b) f(x)= )
) F09=0—

1

b) f(x)=—
R L)

1

b) f(x)=4*-1.

1

b) f(x)=6*5 +3.

1

b) f(x)=5%2-1.

b) f(x):%.

1

b) f(x)=3%"+1.
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6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

a)f(x)=

a) f (x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

0, x<1,
Inx, 1<x<3,
X—=1 x>3,

X+2

b) f(x)=6%2—1.

(—Xx+1, Xx<-2,
x}+5, —2<x<1,

X+5 x>1,

b)f(x):2ardg—iL—.
X—2

3—-2X, X< -2,

X} +1,-2<x<2,
2X+5,x> 2,
2X—3, X<-2,
X*+1, —2<x<2,

2°+1 x> 2,

b) f(x):(lL)g_l.

b) f(x)==+=

2" -3, x<2,
log, x, 2<x<8,
2x—15, x>8,

2" -1, x<0,
2sinx, 0<x<r,

2X-5, x>,

X+, X<-7/2,
sinx+1, —z/2<x<7/2,
2X+1, x>,

b) f(x)= ——

X+1, x<0,
2cosx, 0<x<r,
1-x, x>,
2x-1, x<-1,
3x?, —1<x<1,
2" +1, x>1,

b) f(x)=arctg3"".

3V -1
b) f(X):m

3X+2, x<-1
—2x%+1, —1<x<1],
X—2, X>1,

b) f(x)=3"¢" +1.

2X+1, x<-1,
—2x*+1, —1<x<2,
X+5, x> 2,

b) f(x)=2"""% +1.

= 14 310D



6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

6.30.

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

a) f (x) =

a) f(x) =

a) f(x) =

1-x, x<-1,
—-x*+3 -1<x<2,
2X—3, X>2,

X+2, X<-2,

x> —4, —2<x<3
2x-1, x>3

2x+1, x<-1,
—2x*+1, —-1<x<2,
2—-3X, X>2,

1-2x, x<-1,

—2cosax+1, —1<x<2,

2X—3, X> 2,
X—=5 x<-2,
—2x%+1, —2<x<2,
2X+3, X> 2,
X+1 x<-1,

x* -1 —1<x<2,
4—X, X>2,
X+1, X<-1,

x?, —1<x<2,
log, x+3, x> 2,
2x+1, x<0,
1-2%, 0<x<2,
X=5 x>2,
sinx+1, x<0,
1-x%, 0<x<2,
X+1 X>2,
2x+1, x<-1,

x> =2, —=1<x<2,
8-3x, Xx>2,

1
- 3Ye L

b) f(x)

2
b) f(X):m

b) f(x)
b) f(x):%+

b) f(x)= arcthL.

1

b) f(X):W

~ 31/(2—X) -1
Ve 4 q°

b) f(x)=5"""% +1.
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V BOB. DIFFERENSIAL HISOB ELEMENTLARI

5.1. Funksiya hosilasi
Berilgan y = f (x)funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo‘lib, x, x+ Ax < [a, b]
funksiyaning Ay = f(x+Ax)— f(x) orttirmasini argument orttirmasi Ax ga

nisbati % ning Ax nolga intilgandagi limiti y= f(x) funksiyaning x nuqtadagi
X

hosilasi  deyiladi hamda quyidagi belgilardan biri bilan belgilanadi:
! ! d
Y, 1), 5. Demak,

dx

= 1) =Y Cim &Y ji LA = 1)
dx a0 AX Mx=0 AX
Agar bu limit mavjud bo‘lsa, Yy=Tf(x) funksiya x nugtada
differensiallanuvchi, hosilani topish jarayoni esa differensiallash deyiladi.

Berilgan Y= f(x) funksiyaning x nuqtadagi hosilasi funksiya grafigiga

M (x, f(x)) nugtasida o tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga teng.
Fizik nugtai nazardan Y'= f'(X) hosila funksiyaning x nugtadagi argument
X ga nisbatan o‘z garish tezligini aniglaydi.

Agar C—o‘zgarmas son, U(X) va v(x)— differensiallanuvchi funksiyalar
bo‘lsa, quyidagi differensiallash goidalari o‘rinli:

DC'=0; 2)(uzxv)=u=Vv; 3 (Cu)' =Cu’; 4) (uv)' =u'v+uv

!

u u'v—uv' C Cv'
o] of
Vv Vv Vv Vv

7) agar y=f() , u=oe(x), yani y="f(e(x)- differensiallanuvchi
funksiyalardan tashkil topgan murakkab funksiya bo‘lsa, u holda
Yy = Youy Yoki y' = f'(u)e'(x);
8) agar Y=Tf(x) funksiya uchun differensiallanuvchi X=g(y) teskari

funksiya mavjud va 9'(Y) #0 bo‘lsa, u holda

Y, == yoki £'(x) = ——:
Xy 9'(x)
5.1-misol
Ushbu y = x> funksiya hosilasini ta’rif bo* yicha toping.
» Argumentning ixtiyoriy AXx orttirmasida
AY = (X + AX)® — x° = 3X°Ax + 3XAX* + AX®,
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u holda

2 2 3
y' = Iimﬂz lim A T Iim(3x2 +3xAx+Ax2)=3X2, <
AX—0 AX A0 AX AX—0

Funksiya x nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu nugtada uzluksiz
bo‘ladi, aksinchasi har doim ham o‘rinli emas, ya’ni x nuqgtada uzluksiz
funksiya shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin,

5.2-misol
Ushbu y =|x| funksiya x=0 nugtada differensiallanuvchi bo*ladimi?

» Funksiya berilgan nugtada uzluksiz. Argumentning X =0 nuqtadagi
Ixtiyoriy Axorttirmasida funksiya orttirmasi
Ay = {— AX, agar Ax <0 bo’lsa,
AX, agar AX >0 bo’lsa.

Hosila ta’rifiga ko‘ra,

im Y —1, agar Ax <0 bo’lsa,
S0 AX | 4 agar Ax >0 bo’lsa.

Bundan kelib chigadiki, y = \X\ funksiya x =0 nuqgtada hosilaga ega emas. «

5.3-misol
Ushbu y = In® (arcsin+/X) funksiyaning hosilasini toping

» Awal Y=U’murakkab funksiyadan hosila hisoblaymiz Y =3u®u’, bu

yerda u=In(rcsin vx) , hamda u=Inv bo‘lgani uchun, u’=1v’,v=arcsin\/;. Oz
Vv

navbatida
v =arcsinw, v = 1_1W2 W, w=+/x, w’:(ﬁ)':%.
Demak,
: 1 1 1
' =3In?(arcsiny/x : S
4 ( )arcsinﬁ J—x 20x ¢
16-Auditoriya topshiriglari
3x—-2 : . . : :

1. y= funksiya hosilasini ta’rifdan foydalanib toping.

1+4x
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2. y=x funksiya x =0 nugtada uzluksiz va differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping:

a) y=3x—4x* +5/x; b) y=x?cosx-Inx;
c) y=(<+2")tgx; d) y=e*/(x*+1)

4. Hosilalar jadvali va differensiallash goidalaridan foydalanib quyidagi
funksiyalarning hosilalarini hisoblang:

a) y=arctgyl+e™; b) y=(2°* +sin3x)?;
) y=xtg¥x +3; d) y=Ig*(x’ +sin® x);

X

5. y=e 2 funksiya Y'sinx = yIny tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.

16-Mustaqil yechish uchun testlar

Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping:

a3 1 1
1. y—6\/;—§+ﬁ,
1 2 2 1 2 1 2
A A+=-—2 . B —4i=_ % . A¥-—+: D
) X3&’)%/?+X33W’)\/X_x3+3%/5’ )
2 1 2
_+ ——
3x2 X xS
_ 2X+3,
X2 +1°
2 2 2 2
A 2(x —3x2+1); B) 2(x +3x2—1); C) 2(3x +3x2+1); D) 2(1—3x—2x )
(x2 +1) (x2 +1) (x2 +1) (x2 +1)
3. y=2x*-7)In(x+1) +a;
2 2 _
A) 4x|n(x+1)+2x 7; B)ﬂ; C)4x+2x 7; D)
X+1 x—1 X+1
2x2 =7 1
4xIn(x+1 —
xIn(x+1)+ - +2\/5
4.y =x*cos3x+arctgy/x—1;
A)—-6xsin3x+ L ; B)2xcos3x—3x’sin3x+

1.
Xvx—1 20X -x
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. 1 . 1
C) —6xsin3x+ : D) 2xc0s3x—3x”sin3x + :
) 2XA/ X =1 ) 2X+/ X =1
5. y=log,sin®2%;
2c0s2” 2" cthX 2*ctg2”
A In2, B : 2*ctg2*: D) — .
) sin® 2* ) n2 ©) . ) sin2”

5.2. Logarifmlab differensiallash. Oshkormas va parametrik
funksiya hosilalari

Funksiyani ketma-ket logarifmlash va differensiallash jarayoniga
logarifmlab differensiallash  deyiladi: (Inf(x))'=f'(x)/f(x) . Bu qoida
funksiyani avval logarifmlash hosila topishni soddalashtiradigan hollarda
go‘llanadi.

5.4-misol
(x+3)3/x-1
4(x+2)

» Avval logarifmlash magsadga muvofiq,

Ushbu y= funksiya hosilasini toping.

Iny=2In(x+3)+%In(x—1)—%ln(x+2).

Tenglikdan hosila hisoblaymiz
y 2 1 3

y_x+3+3(x—1)_4(x+2);
, (x+3)23{/x—( 1 3 j

Y(x+27 \x+3 3(x 1) 4(x+2)

y =

(x+3)(19x° + 26x +3)

12(x+2)\/x 1 w/(x+2

y=u", bu yerda u=u(x),v=v(x) , ko‘rinishdagi funksiyaning hosilasini
hisoblashda avval logarifmlash quyidagi formulaga olib keladi:
y' =u'lnu-v'+vu'*-u.

4 —_—

5.5-misol
Ushbu y=x"" funksiya limitini hisoblang.

: - _ "
» Iny=sinx®-Inx, vy =x"" Inx-3x*cosx’ +sinx’>-x*" 7 «
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Agar y va xorasidagi bog‘lanish oshkormas ko‘rinishda, F(x,y)=0 tenglama
bilan berilgan bo‘lsa, bunday funksiya oshkormas funksiya deyiladi. y"hosila
F(x,y) = 0tenglikning ikki tarafidan, y xning funksiyasi ekanligini e’tiborga
olgan holda, hosila olib topiladi.
5.6-misol
Agar x®+y®—3xy=0 bo‘lsa, ¥* hosilani hisoblang.
» Tenglikning ikki tarafidan hosila olamiz
3x*+3y’y' =3y —3xy' =0,
so‘ ngra tenglamadan Y’ ni topamiz

y' =(y—x*)/(y*-X). <

Agar y funksiyaning x argumentga bog‘ligligi parametrik ko‘rinishda,
x=X(t), y=y(t) tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, bunday funksiya parametrik

funksiya deyiladi. y’ yoki y; hosila vy, =% formula bilan hisoblanadi.

'
t

5.7-misol
_J1_+2
Quyidagi X=vi-t, tenglama bilan berilgan funksiyaning Y, hosilasini
y =tgV/1+t
toping.
i yt, ' -t ' 1 1 1
> X — X t = y t = . = .
2 X ® NJ1—t2 v cos® 1+t 241+t 2J1+tcos?/1+t
. V1-t? V1+t

ot lttcos? Y1+t  2tcosf i+t

17-Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi hosilalarni logarifmlab differerensiallash qoidasi asosida
hisoblang:

_ o (x=2f _(x=23/x+1,
TNy R
b) y = (x* +2)™; e)y = (Inx)¢*,

2. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning Yy hosilasini toping.
a) x4+y4=x2y2; d) Xy:yx;

b) y = (x* +3)y + xcosy =0; e) y = X + arctgy.




2) {x=a(t—sint),
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3. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning Y hosilasini toping.

=1-12,
b) 1
y=t—t°,

y =a(l-cost),
1-t o 1
X = , X =arcsin :
1+t° V1+t?
d) €)
y= 2 y =arccos !
1+t Ji+t?

17-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biriga logarifmlab differensiallash goidasi go‘llanadi:

A) y =tg*(sin’ x); B) y = +/xtgxsin® x;

D) y=\/tgx+sin\/§; E) Y = Xxtg(xsinx).

2. Quyidagilardan gaysi biriga logarifmlab differensiallash qoidasi qo‘llanadi:
A) y=2¢4+y":  B) y=x'+(cosx)"; D) y=x""% E) y=2x"%
3. y=2"+y" tenglama bilan berilgan berilgan funksiya ...
A) logarifmlab differensiallanadi. B) murakkab funksiya bo‘ladi.
D) oskormas funksiya bo‘ladi. E) parametrik funksiya bo‘ladi.
4, x*+y?+4x-2y-3=0 tenglama bilan berilgan egri chizigga (0,3) nugtasida
o° tkazilgan urinma tenglamasini yozing.
A) y=3-x, B) y=2x+3, D) y=x+3, E) y=3-2x.

{x=acos3t,

——— tenglama bilan berilgan funksiya hosilasini toping.

A) y=-ctgx, B) y=-tgx, D) y=ctg’x, E) y=tg’x.

5-Shaxsiy uy topshiriqglari

Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.

1
1.1. yzi/Ferarcsinx—ln—X. 1.4, y=i+3xarcctgx+log’-x.
COSX 2/x? tgx
1 sinx
12, y= + Xarctgx— ——. 1 iy COSX
e In x 1.5. y-2x2+2 arcsinx —ng.
1 « arcsinx
13 Y =3, 2 oex- 1.6. y:BXarcsinx——InX —iz.
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© _ ctgx.

3
e
18. y= lox - R/x* - 2*arctgx

1.7. y=arcsinxlog, x

sin x
1.9. y=sinxlnx-— £ —34.
arctgx X
1.10. y=i+3xarccosx—tg—X
3x° lgx
1 ctgx
1.11. y= +5*arccosx — .
T ® logs x
1.12. y=tgxlog,x—————>_.
y =1gX10g; S ZW
1.13. yzlg—x—4‘{/;—exarcsinx.
COSX
sinx 2
1.14. y=4"log, x - -—.
J % arctgx  3x*
arctgx 2

1.15. y=3"log, x -

cosx 3/

1.16.y= l9x. _53/x2 - (e +x)tgx

COSX

X

e 5
1.17. y=arcctgxlgx — — .
y 9xig sinx 451/)(3
arctgx
COSX — )

1
3xe X

1.18. y=

2.1. y=sin®2x-tg(2x +1)°.
2.2. y=2""tg?(2x% +1).
2.3. y=|g(sin32x)-tg\/m,
2.4, y=3" .arcsiny2x+1.
2.5. y=In*(2x* +1)-arctg?v/x.

2.6. y=log.*(3x +4)-arcctg®x +1.

2.7. y=3*".arcsin?Inx.
2.8. y=arcsin’3x-ctg5x°.
29. y= GFES s -arctgv x* +1.

2.10. y =5*.arcsin3x’,

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.y

1.30.

2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.y
2.16.

2.17.
2.18.

2.19.
2.20.y=

Inx 3

=2e*sinx— =
J arctgx  3/x

X

1

2

y = arcsinxlog; x

y :i5+eX COSX — :
3X arctgx

y= Inx 8\/— e*arcctgx.
sinx

4" 5
cosx  xa/x
arctgx 3

lgx 23/

X ctgx 3
y=2 Inx  x3/x’
arcctgx 3

Inx  xx
arcsinx 3

log.x X

y = x“arcctgx—

y =3*ctgx +

y =e*sinx —

y =e*cosx —

arctgx N 4
1+x* 3
COSX
+ 4Xarctgx— :
X\/_ 093 X
3 4

sinx  x4/x

y=sinxInx -

y = (x* +Darctgx—

y = log, (sin? x) -arccos’ v/x.

y =e% -arcsin(ln3 x).

y =tg(3e*) -arccos’ |lgx.

y =31 n? figx.

= tg(x? +1)-arccos’ ,/log, X.
y =2 .1g*(sin’ x).

y =e¥*-arctg?(3")

y=5%:
y =5"*arcsin(2x +1)°.
log, (cos’ X) - arcctg®+/x.

arcsin(l/x).



2.21. y =Ig(tg?3x)-arccos1—2x.
2.22.y =arcctg2x’ -sin®(e* + x%).
2.23.y = Ig?(3x + 4)-arcsin® V1 x°.
2.24. y = cos(2e*) - arctg®,/log, X.
2.25. y =sin(tg®3x)- Inv1+2x.

2.26.y =tg(1/x)-arcsin’(e* - x).

2.28.y =2 .1g*(sin(1/x)).
2.29.y =In?(3x +2)-arccos’ (I/x).
2.30. y =2 Jarccodl/x).

3

3.1. a) y=(arctg3x)"™?, b _(x+5x -2
(arctg3x) )y W;Z)Z
3.2. a) y = thX arccos(2x+3)’ b :w 1/)(_}_2.
(tg3x) )y NPT
3.3. a) (lg(3x+2))arctg(2x+1) b)y _(x+3)23/(x 3
Jx+4
34, a) y—(log,(3x+2)", byy= X=IIC+I"
VX +2
35. a) y=(cos@x+2)f"* b)yz(x—2)35x/(x5—3)3.
(x+5)
36. a) (tg(2x+5))'”(3“2’ b)y _(X+3) (x— 2)
3/(x-5)?
3.7. a) y=(arccos3x)*™, b)y= (x=5’°y(x-2)’
\/(x+3)
3.8. a) =(|0g2(x+2))arcsin2x' b)y_(X 5)°® (X+6)
Y(x-3)?
3.9, a) yz(arctg(zx+1))cos(3x+2) b) _(X+2) (X+5)
3(x-5)"
3.10. a) y=(log,(2x+7)f"*?, b)y= (x+3)° |
3/(x+5)% (x—2)°
3.11. a) y=(arcctg2x)"™?, hyy _ (x+3)°Y(x-2)
Ux+7
3.12. a) y:(Sin(2X+5))arCth, b)y = (X+3) (X 5)
A7
313. ) y=(cos@x+5)f=", by=CFI VO
(x+7)°
3.14. a) y=(In(3x+4))"®**), [ny:(x_3f%(x—®4_

(x+5)’

2.27.y =tg?(2x +1)-arctg*vsinx’.

171
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3.15. a) y=(ctg3x)"™?, b)y= X+(3x'igs+2)4'

5
3.16. a) y:(arCSin?)X)lgqu), b)y= \/X+3.(X+7) .
Yix-2y°

- _J(x+3F x-9)*
(tg3x}', b)y= T2 .

3.17. a) y

(x—6)°(x+3)°
i/(x +4)* '

3 4
(tg,o,x)arccos(x—z) , b) y \ (X + 5)

3.18. a) y=(arccos3x)** > byy=

319 a) y= — . .
(x—=4)’(x+3)
— (i cos? x _ W
3.20. a) y=(sin(5x+3)) ’b)y_(x—2)3(x+5)5'
3.21. a) y:(sin(3x+1))am92x, b)yz(x_3)54\/(x6—75)3.
(x+7)
_ ey YO (-2
3.22. a) y=(ctg2x}, b)y= . _
—([=F log, x _\/(X—3)5~§/(X—5)2
3.23. a) y=(sin3x)***, b)y= o |
3.24. a) y-=(tg(2x+3))"™, b)y:m(x%ﬁ
Ux-7
325 a) y=( X)arcthx’ b)y:(x+5)5(x_22)3.
Y(x-7)
326, &) y=(axssf, py-CHINED
(x-5)
3.27. a) y:(|ogs(3x+l))arcc052x, b)y:(X+3)2.‘{/();_75)3.
(x+12)
3.28. a) y=(C052 X)Iogz(3x+2)’ b)y=(X_3)3(X+5)5.
3\/(x+2)5
3.29. a) y:( X)arccos5x’ b)y:(X+7)4(X—32)5.
(x-5)
3.30. a) yz(sinzx)logs(3x+5)’ b)y=(x_3)3m.
f‘\/(x+3)5
4

Oshkormas shaklda berilgan funksiyalarning hosilalarini hisoblang.



41. 229 =2"+2.
4.2. y*=sinx+Xxcosy.
4.3. y=Tx+ctgy.

4.4. tgy=3x+5y.

4.5. y*+x*=siny.
4.6. xy=x*+ctgy.
4.7. xy-6=cosy.
4.8. e =4x-Ty.

4.9. y*x*+x=5y.
4.10. y* =(x-Yy)/(x+Y).
4.11. xy =ctgy.
4.12.siny = xy® +5.

4.13. sin(xy) +cos(xy) = tg(x + ).

4.14. y = x + arctgy.
4.15. x—y =arcsinx —arcsiny.
4.16. xsiny —cosy +cos2y =0.

4.17. X +5x°y +4xy* +.y° =0
4.18.y=1+xe’.

4.19. y* =(x-Yy)/(x+Y).
4.20. y=¢’ +4x.

4.21.y* =x+In(y/x),

4.22. ysinx—cos(x+y) =0.
4.23. X% +y?* =a%’,
4.24.y =cos(x+Y).
4.25.cosy =5x —3y.
4.26.x° +y°> =7xy* +2x°y.
4.27.3°+3" =3,

4.28. xy=cosy.

4.29. x* +y* = x?y2
4.30.x7 =y,

5

Parametrik shaklda berilgan funksiyalarning hosilalarini hisoblang.

0 {x = In(t +\/t2—+1)
y

=t\/t? +1.

=5 X =+1-1?,
|y =tgVt+1L
; X=+2—t%,
5.3. i
y =arcsin(t —1).
X = arcsin(sint),
S y = arccos(cog).
£ X =2t —t%,
— ly=13a-y
x = In(ctgt)
TR

X = ctg(2e"),
= In(tge").

{x arcctg(et/z)
3t +1)/(3t
> { = sin(t 3/S/th "
x = arcsin(l/t),
>10. { t> —1 +arccogl/t).
x=1/Int,
>4l {y 1+ 1-t? )/t)
X = arcsint,
>12 { = 1+\/_
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5.13.

o1
=
.b

ol

15.

ol

o1
=
»

o1
=
~

o1

18.

o1

19.

©o

o1
N

.20.

5.21.

]
|
S
gans
;
-
{
|

{ = In(tgt),

y =1/sin’t.
=In(l- t)

y = arcsin

X = arctgt

y= In \/1—t /(t+1))
=In(1-1)/L+1)),

= 1 t?
X = arccos(]/t

= Jt? —1 +arcsin(1/t).

=tg(2e"),
y =In(ctge').
arcsmt

_t/ﬂ

x =t(tcost — 2sint),
y =t(tsint + 2cost).

X = arcsmt/\/1+t)
y = arccos(l/\/1+t)

o1
N
w

ol
()
I

o1
N
o1

5.27.

o1
N
©

5.

w

0.

4,
&
e
=)
526{
o
&
&
§

y= 2/ 1+t
x =a(tcost +sint),
y =a(sint —tcost).

x—mt

In1+t
y:arctg\/ﬁ
x=1+t%)/(t?-1),
y =t/(t*-1).

x = (2t +t%)/(t> +1),
y—2tt Kt+D.

y=23|n t+sin2t.
x=a(t-sint),
y =a(l—cost).
= In(1+1t?),
=t —arctgt.
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5.3. Funksiya differensiali. Yuqori tartibli hosilalar.Yuqori
tartibli differensiallar

Berilgan y = f(x) funksiyaning differensiali deb, funksiya orrtirmasining

argument orttirmasi Ax=dx ga nisbatan chizigli bosh gismiga aytiladi.
dy = f'(x)dx kabi belgilanadi.

Differensial ta’rifidan va hosila hisoblash goidalaridan foydalanib, quyidagi
formulalarni hosil gilamiz (U =u(X), v=V(X)):
1)dC=0; 2)d(uzxv)=duzxdv; 3)d(Cu)=Cdu; 4)d (uv) =vdu+udy;

5)d (%j :Vd”V;Z“dV; 6)d f(u)= f'(u)u'dx= f'(u)du, 7) dx=Ax.

Funksiya orttirmasi uning differensialidan Ax ga nisbatan yugori tartibli
cheksiz kichik migdorga farq giladi. Shuning uchun, argumentning X,nuqtadagi
cheksiz kichik orttirmasida, funksiyaning orttirmasi uning shu nugtadagi
differensialiga tagriban teng bo‘ladi, ya’ni
Ay ~ dz, f(x,+Ax)— f(x,)= f'(%,)AX, bundan

f (X, +AX) = f(X,)+ f'(X,)AX

(5.1)

taqribiy hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz. Bu formula yordamida
funksiyaning x = X, + AX nugtadagi qiymati taqribiy hisoblanadi. Hisoblashdagi
funksiyaning nisbiy xatoligi

5:‘ f (01 (%)

TN R (5.2)

formula bilan topiladi.

5.8-misol
Ushbu tg44° ni differensial yordamida tagribiy hisoblang va nisbiy xatolikni
toping.

1 V4
f(x)=tgx, f'(x)= , X=44° x, =45° Ax=-1°=-1°. ~-0,017.
> () =tgx T'(x) cos? X ° 180°
Tagribiy hisoblash formulasi (3.1)dan foydalansak,
tg44° ~tg45° — 21 -0,017=1-2-0,017=0,966.
cos 45°
f(x)—f(X,) 0,034

100% === 100%=34%. <

Nisbiy xatolik, 6 =
y ‘ (%)
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Berilgan Y= f(X) funksiyaning hosilasidan olingan hosila ikkinchi tartibli
hosila, (n=1)—tartibli hosilasidan olingan hosila n—tartibli hosila deyiladi va

) d? d" :
mos ravishda y' =(y") = f"(x) :d_le’ y™ = (y" Iy = £M(x) :d_xx kabi

belgilanadi.

Yuqgori tartibli  hosila hisoblashda quyidagi formulalar o‘rinli
u=u(x), v=Vv(x)):
D) (uxv)™” =u™+v®; 2)(Cu)™ =Ccu®™;

n(n-1)
2!

n .. )
3) (uv)™ =u™ -v+£u(n DoV + u™d v+ +u-v®,

Oxirgi 3) formula Leybnits formulasi deb ataladi.

5.9-misol
Leybnits formulasi yordamida hisoblang: y = (x2 +1)- log, x, y*@ -2
» Qulaylik uchun quyidagicha belgilashlar kiritamiz va hosilalarini
hisoblaymiz:
u=log, X, v=x*+1.

S ST S S S S S S C S - LA S L
xIn2 x*In2 x*In2 x*In2 x°In2 x*In2
vV =2x, v =2, v'=v® = =v19 —,
Leybnits formulasini n=10 uchun yozib olamiz

(uv)® =y -v+£u‘9) -v’+—10'9 u® v +.. +u-vi®
1 o :
Yugoridagi hosilalarni hisobga olsak, yig‘indining birinchi uchta hadi goladi,
ya’ni
9! 10-8! 90-7!
) _ _ 2 LOX — ’
xlOInZ( ) x?In2 x®In2

y

ay __ 2:70
y = x1°In2(X +36). 4
F(x,y)=0 tenglama x ga bog‘lig y funksiyani aniglasa, bu funksiyadan yuqori
tartibli hosila olish uchun y va uning hosilalari x ning funksiyasi ekanini

e’tiborga olgan holda, tegishli marta differensiallash kerak.
Parametrik ko‘rinishda berilgan x=x(t), y=y(t) funksiyadan ikkinchi
tartibli hosila quyidagi formula bilan hisoblanadi:
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", "

v, =24y =(v.), :{ﬁj | i yoki yy, = P S
X
t

t X\ % Ty
5.10-misol
~ [x=arcsint, _ _ _
Quyidagi ,. parametrik funksiya berilgan bo‘lsa yy, —?
y=In1-t%)
' yt 4 _ 1 r__ _Zt —Zt
> = X)) =— =, y.=—.
y Xt, ( ) 1 Yi 1—t2 Y, T2
—t
-2 +2ty1-t?
2 42 42
= st e 2200 220 o
X! 1-t 1-t 1-t

Funksiyaning differensialidan olingan differensial ikkinchi  tartibli
differensial, (n-1)— tartibli differensialdan olingan differensial n- tartibli
differensial deyiladi va mos ravishda

d?y =d(dy) = f"(x)dx?, d"y=d(d""y) = f ™ (x)dx"

formulalar bilan hisoblanadi.

5.11-misol
Agar y=4* bo‘lsa d’y ni hisoblang
By =-2x-47 Ind,y =4 x2In*4-2.4In4,
d%y = f"(x)dx?, d?y = (4" x*In?4—2-4 " In4)dx’. <

18-Auditoriya topshiriglari

1. y= arctg(x+m ) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblang.

2. Oshkormas tenglama bilan berilgan funksiyalarning y" hosilasini
toping.

a)iny=x+y b)arctgy=x+Yy.

3. Parametrik tenglama bilan berilgan funksiyalardan y" hosilasini
hisoblang.

_ 4 _oaft i
) X=t b) X =a(t-sint)
y = Int, y = a(l-cost).
4. y=2""" funksiyaning n - tartibli hosilasini toping.

5. Quyidagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli differensiallarini
toping:
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2 I
a) y=xe*, b) y=v1-x*arcsinx d) y=x’Inx, e) y:%_
6. Leybnits formulasidan foydalanib ko‘rsatilgan tartibli hosilalarni toping.

a) y=x%e* y® -2 b) y=(x*+sinx, y* -2
7. Differensial yordamida taqribiy hisoblang, absolyut va nisbiy xatolikni
toping.

2

X" -3
a) y=3x*+2x+5, x=097 b) Y=4—5— x=2,037.

X“+5

18-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri Y= x> +Inx tenglama bilan berilgan funksiyaning
uchinchi tartibli hosilasi bo‘ladi?

A) Y'=6-2/%% B) y”:6+]/(2x3), C) y'=6-4/x*, D)y =6+2/x%.
2. Quyidagilardan gaysi biri y*=4x tenglama bilan berilgan funksiyaning
ikkinchi tartibli hosilasi bo‘ladi?

A)Y'=-2/y*, B)Y'=2/y?, C) Y"=-4/Y’, D)y =4/y’.
3. Quyidagilardan caysi biri y=t*+1 x=Int parametrik tenglamalar bilan
berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi bo‘ladi?

A) Y =-2t°, B)Yy'=-4t°, C)y'=-4t, D)y =-2t"
4. Quyidagilardan gaysi biri noto‘g‘ri ?

A) d?(sinx)=sinxdx’, B) d*(e*)=e’dx’, C) d*(cosx)=—cosxdx’, D)
d?(x*) = 6xdx’.
5. 4/2,07° +1 ni differensial yordamida taqribiy hisoblang.

A)321 B)314 C)322 D)315.
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5.4. O‘rta giymat haqidagi teoremalar. Lopital qoidasi

5.1-Teorema (Roll teoremasi). y = f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va
uzluksiz bolsin. Agar funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo lib,
f(a)= f(b) tenglik o rinli bo‘lsa, u holda kamida bitta shunday bir ce(a;b)
nuqta topiladiki, f'(c)=0 bo ‘ladi.

5.2-Teorema (Lagranj teoremasi). y=f(x) funksiya [a;b] kesmada
aniglangan va uzluksiz bolib, (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda kamida bitta shunday bir ce(ab) nugta topiladiki,
f(b)— f(a)= f'(c)(b—a) tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.

Bu tenglikga Lagranjning chekli orttirmalar formulasi deyiladi.

Teoremani geometrik izohlaydigan bo‘lsak, uning har bir sharti o‘rinli
bo‘lganda, y=f(x) funksiya grafigida A(a;f(a)) va B(b;f (b)) nugtalarini
tutashturuvchi  AB yoyiga tegishli hech bo‘lmaganda bitta nuqta topiladiki,
chizigning shu nugtasiga o* tkazilgan urinma AB vatarga parallel bo‘ladi.

5.3-Teorema(Koshi teoremasi). y=f(x)va y=g(x) funksiyalar [a;b] kesmada
uzluksiz bolib, (a;b) intervalda differensiallanuvchi va g'(x)#0 , xe(a;b)
bolsa, u holda kamida bitta shunday bir ce(a;b) nuqgta topiladiki,
f(b)-f(a) f'(c)
g(b)-g(@) g'c)

tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.

Lopital goidasi( % va 2 tipidagi anigmasliklarni ochish uchun). f(x),g(x)

funksiyalar x=Xx, nugtaning biror atrofida uzluksiz va differensiallanuvchi
bo‘lsin. Agar x—X,da f(x),g(x) funksiyalar nolga (yoki +o ga) intilsa va
f'(x) f(x)

lim mavjud bo‘lsa, u holda lim——= ham mavjud va bu limitlar teng, ya’ni
gy % g(x) . &Y
lim 1) _ i )

o g(x) e gl(x)

Lopital goidasi X, =+ da ham o‘rinli.
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5.12-misol

2X

Ushbu lim&
x=0 SIN3X

» Kasrning surati ham, maxraji ham uzluksiz, differensiallanuvchi va
X—X%, da nolga intiluvchi funksiyalar bo‘lgani uchun Lopital qoidasini

limitni hisoblang

go‘llaymiz,
2x 2X
lim® =2 - lim—22___2 4
x-0SIn3X  x>03Cc0S3X 3
f/ . .. . . .
Agar _983 nisbat x —x, da yana % va 2 tipidagi anigmaslik bo‘lsa va
o0

f'(x),9'(x) funksiyalar ham yuqoridagi shartlarni ganoatlantirsa, goidani yana bir
bor go‘llab ikkinchi tartibli hosilaga o‘tish mumkin, va hakozo. Lekin hosilalar
nisbatining limiti mavjud bo‘Imasa ham funksiyalar nisbatining limiti mavjud
bo‘lishi mumkin.

5.13-misol
Ushbu 1im X*S1"X [imitni hisoblang
x> X 4+ COSX
> Iim(Xme),—lim1+COSX , bu limit mavjud emas, chunki kasrning

*>* (x +cosx) -~ xow 1-sinx
surati va maxraji [0;2] kesmadagi ixtiyoriy sonni, kasrning o‘z i esa ixtiyoriy
musbat sonni gabul gila oladi. Demak, Lopital goidasini go‘llab bo‘lmaydi.

Lekin

. X+sinx . 1+sinx/X
x>% X +C0SX  x>*1+4COSX/X

1. 4

0-0 va - tipidagi anigmasliklar osonlik bilan % yoki =2 tipidagi

anigmasliklarga keltiriladi. Masalan, agar f (x)g(x), f(x) —>0,g9(x) >« bo‘lsa, bu
f(x) g(x)

ko‘paytma U900 yoki M lardan biriga almashtiriladi, agar f(x)-g(x),
f(X) > ©,9(x) > bo‘lsa, f(x)—g(x)zf(x)(l—%], bu esa 0-o tipidagi
anigmaslikdir.

5.14-misol

Ushbu limx*~>* limitni hisoblang

X—>0

» Bu esa 0-o tipidagi anigmaslik.
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2
] _ . X . 2X ; 2
limx’e™ =lim = =lim—=lim—_=0. «
X—>0 x—moex x—>oo3ex ><—>oo9€.X

f(x)°® Kko‘rinishdagi funksiya limitini hisoblashda 17,0°, «° tipidagi
anigmasliklar mavjud. Bunday anigmasliklarni avval logarifmlab, 0-c tipiga
keltiriladi: A= lim f(x)9® | InA:XIirpInf(x)g(x):xlirp(g(x)-lnf(x)) . So‘ngra

X—>Xg

yugoridagi kabi almashtitirish bajarilib, Lopital qoidasi qo‘llanadi.
5.15-misol
X

Ushbu IinJ(lj limitni hisoblang

» Bu yerda «° tipidagi anigmaslik.

(1™ (. 1 . Inx : X
A=Ilim = , INA=Ilim| sinxIn= |=—-lim— =—I|m]/—_2=
x-0\ X x>0 X -01/sinx  x-0—cosx/sin® x

22 g sinx

. SIn“X ) sin2x

=lim =lim — =0, A=lim L =1. 4
x>0 XCOSX x>0 COSX — XSIn X x>0\ X

19-Auditoriya topshiriglari

1. y=x-x* funksiya uchun [-1,0] va [0;1] kesmalarda Roll teoremasi shartlari
bajarilishini ko‘rsating va mos ¢ nuqta giymatlarini aniglang.

2. y=x* parabolaninig A(1;1) va B(3;9) nuqtalari orasidagi yoyida yotuvchi
shunday bir nugtani topingki, bu nugtadan o‘tkazilgan urunma AB vatarga
parallel bo‘lIsin.

Quyidagi limitlarni Lopital qoidasi yordamida hisoblang:

. X' —3x*+x-6
3. lim 9. i __Lj
X2 x> —4 IXIL?(x—l In x
4. Ilm(x(el/x _1)) li 7z—2a|’Cth

_ (1
5, lim 2=2605X 11, Ilm(—— j
x>7/3  sin3X x% X
x? 2
6. lim®3X"~1 lim(e* + x)*
x=>0 sIn® X 11. =°
. 1
7. lim(cos2x), 12. lim (ctgx)>*

x—0 X—>7/2
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19-Mustaqil yechish uchun testlar

Quyidagi limitlarni hisoblang:
1. Iimx“—6x2—3x—18_

x—3 x® —27
5 4 5 4
A) 2=, B)2—-, C)3=, D)as-.
)25, B)2g. O3, D)s:
2 IimIn(1+3x)_

X—0 e2x_1
1 1
A) 2, B)1=, 1, D)=
)2, B)1L, 01 D).
3. Xlitzr/lz(tgx)zx’”;
1 1
A) 2, B)1=, 1, D) =.
)2, B)1L, 01 D).
4. lim(x — z)tg >
Ian;(X ) 2’
A0, B)1y C)2 D) .
. 1 5
N - ;
> XILT3](X—3 xz—x—6j
1

A) 2, B)l%, C)1L D)z

6-Shaxsiy uy topshiriqglari

1.1.

1.2.
1.3.

1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

1.8.
1.9.

1
Quyidagi funksiyalarning n-tartibli hosilasini toping.
y =1In(2x+1) 111 ZT—X
—X
g 1 112, y=Jx—7
] 1.13. y =cos2x
_ o ox+1
y=e’ 1.14. y=
y: In(3+X2) 13(2X+3)
X 1.15. y=—f§.
v 3x+1 X:
y =log,(x+4) 1.16.y= 1
y =19(5x+1) 117, y= 4+15x
y =sin3x Sx+1
1.10. y=3e?* 118.y=xe"




1.19. y=sin®x
1.20. y = log(2x-1)
1.21. y=xe*

1.22. y=cos*x

103, y=——

124, y— 1.

Berilgan parametrik funksiyalarning ikkinchi tartibli

X =C0S2t
21 ly= 2sec’t.

x =e' cost
23 {yzetsint
- {x=sin2t

y =1/ch’t

X =t+sint
25 {y:Z—cost

x =1/t,
e {y:1/(1+t2)

{x:ﬁ,
27. ly=1/+1-t

X =sint
28, {y:sect

X = sh?t,
29 {y:thzt.

X =1gt,

210 {y=]/sin2t

x?—3x+2

2

_1+x

S Ux
1.26. y =xInx

1.27. y=3
1.28. y=cos@Bx+1)
1.29.y=3"

1.30. y =a*

1.25.y

{x = Int,
2.12.
y = arctgt.

2.14.
2.15.

2.16.

2.17. {

2.1

2.20.

g

X =sint
219, Y= Incost.

y=
X =t+sint,
y =2+ cost.

X= COS t,
=tg*t.

8. {Y=|n(t

X = cost
y =Insint.

X =cost+tsint

—smt —tcost.

2.21.

Y hosilasini toping.

X = cost/(1+ 2cost),
y= smt/ (1+2cost).

183
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2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

y= arcsint.

X =t-sint,
y =2 —cost.

o
b
v
|

X =cost+tsint
y =sin2t.

X = cost
y =sin*(t/2).

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

3

X = arctgt
=12/2.

X = cost —tsint
y = cost +tsint.
X =2(t —sint),

y = 4(2 + cost).

{ 2
s
|

{

Differensial yordamida 0,01 aniglikda tagribiy hisoblang va nisbiy xatolikni
toping.

3.1.a)
3.2.a)
3.3.a)
3.4.a)

3/27,5;
{130;

2,9/,/2,9% +16;

3/200;

3.5.a)4,01"°;
3.6.2)%/70;
3.7.a)416.64;

3.8.2)(0.98+5-098° ) 2;

3.9. a)0,98%;

3.10. 2)%/26,19;
3.11.2)3,02* +3,02°;

3.12.a) /(2,037 —3)/(2,037% + 5); b)tg44°.

3.13.a),/(4-3,02)/(1+3,02);

b) arctgl,02.
b) arcsin0,54.
b)sin92°.
b)arctg\/?;,_z :
b)arctg\/m :
b) Intg46°.
b)sin29°.
b)e®?.
b) arctg\/m.
b) cos59°.
b) ctg29°.

3.14. a)4,16_0’5;

3.15.2

)3,03;

3.16. a)3/65;
3.17.a) R/237;

3.18.a)41/:/41% +9;

3.19.a

)3/150;

b)arctg\/3_,1.
b)Intg47°15'.
b)arcsin0,4983.
b) arctg0,98.
b)sin31°.
b)e®?.

b)arctg./2,9.



3.20.a)4,01° +4,02%; b) Intg44°.
3.21.a)1,05++/3+1,05%; b) In ctg46°.

3.22.a)4/85;

3.23. a)3/8,36;
3.24.2)3/1,03;

3.25. a)1972 +5;
3.26.a)5,02° +5,02%;
3.27.a)/1+0,01+5sin0,01;
3.28.a)3/8,24;
3.29.2)9,16°°;
3.30.)2,03’;

b) Inarctg,/0,97.
b) arcsin0,08.

b)3/0,01+3c0s0,01.
b) cos61°.

b) ctg44°.

b)arctg%/l,ﬁ.

b)arcctg\/?,_,l.

b)Inctg47°15'.

b)arcsin0,512.

4

Quyidagi limitlarni Lopital qoidasi yordamida hisoblang.

1/cos’ x — 2tgx

4.1. a) lim
)Hr/4 1+ cos4dx
Yx? _
42.  a)lim—° 1 .
x>= 2arctgx” —
1+ cos4x
4.3. - =
x—7/4 2tgX — sec’ X
xz_ _ 2
44, a)lim® 17X
x—0 tg 2X
45 a)“mM
- x>0 c0S3X —e *
46. a)“ml—c2035x;
Xx—0 tg 2X
.32
4.7. a)lim ;
20 xy1— x?
; indx
4.8. allmw;
i 5-5e*
49. alimX;
X—00 X
. arcsinx—2arcsinx
4.10. a)lim :
x—0 X\/l—X2

b) |Xirg(|n(x+e))“.
b) Lilgxx/cosﬁ.
b) Iim(E arctngx.
X—>00 72'
b)!1 im{cos@/ )
b)xliryz(ln 2xIn(2x -1))
b) lim((yr — 2arctgx)- Inx)
b)lim(i— ! ]
-0 x e*-1
b) lim(a? - x*)-tg %

1
b) Iim(Z——j
X—2 2

b) lim x¥"e"-D

x—0

185
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AL i B L
T Tor 2sin?(x/4) -1
4.12. a)Ilmezi_ﬂ;
x>0 % — C0S2X
4.13. a)limSME_-D.
x>0 coSX—1
414, aylim® = X/2=x=1,
0 COSX—X*/2-1"
BT e
S XILT3cos(5x/2)
416 a)Iimln(l—x)+tg(7zx/2)_
) ) x—1 Ctg7ZX !
X2 3
4.17. a)lim& 1%
x=0  §in“ 2X
4.18. a)IXLO%ZGQX;
) e3x_e2x
4.19. a)lim ;
5 )xLO sin5x
) 3'\/1+2 +1
4.20. I
i 1 J2+X -1’
. 1-sin3x
4.21. a) lim ;
) X—>7/6 (6X _ 72-)2
¥ g
4.22. a)lim :
)HO A/sin2x
. 3x_35inx-
4.23. a)lim N
2
4.24. a)lim_ =7 .
<7 1-19(x/4)
4.25. a)lim® %~
x>0 X —SinX
tgx _ AX
4.26. a)Ilme .
x—0 tgx x
4.27. a)limnsin3x.
x=0 |nsin 2X
3’\/2+5X+2
4.28. a
)X—>2\/3+ -1
3x 2X
4.29. a)lim&—%_;
x—0 thX

b) limarcsinx - ctgx
x—0

b) lim

1

) %

b) ||n;(1 _ X)cos(m(/z)

b) limx®

(1+21nx)

X—>0

b) lim(In2x)*"™

X—>0

b)Iimxsini

X—00

6X

b) lim(L - X )/°%*
tg(x/2)
. X
b) IX| L?(Ctg Zj

b) Iirg(cthx)“"X

1

Ol cos(7x/2)In(1— x)

- AX—71r
b) Xu974(tg 2x)

b) Iim(x

X—>0

b) Iim(g
X—o\ 77

b) leirllln

b) Iirrll(tgyzx

b) limx

x—0

zej/x2>

arctng
xIn(x—-1)

)Zarctgx—l

sin6x

b) lim(x —1)¥"20Y

X—>00

b) lim x® sin(a/x)

X—>00

b)Iim(

X—>00

1 tgx
)

~3)

|



187

4.30. a)limincosX. b) lim xsin—2-
x>0 §in3x X X

5.5. Funksiyaning monotonligi, ekstremumni topish.
Funksiyaning eng katta va eng kichik giymati

Differensial  hisobning asosiy vazifalardan biri  funksiyalarni
tekshiririshning umumiy usullarini ishlab chigishdir.

Agar y = f(x) funksiya argumentining (a;b) oraliqdagi katta giymatiga
funksiyaning katta(kichik) qiymati mos Kkelsa, ya’ni X <X, bo‘lganda
f(x)< f(x)(f(x)>f(x,)) bo‘lsa, u holda bu funksiya shu oraligda
o‘suvchi(kamayuvchi) deyiladi.

5.4-Teorema. Agar [a;b] kesmada hosilaga ega bolgan f(x) funksiya shu
kesmada o ‘suvchi(kamayuvchi) bo‘lsa, uning hosilasi [a;b] kesmada
manfiy(musbat) bo ‘Imaydi, ya’'ni f'(x) >0(f'(x) <0).

5.5-Teorema. Agar [a;b] kesmada uzluksiz va (ab) oraligda
differensiallanuvchi f(x) funksiya uchun a<x<b da f'(x)>0 bo‘lsa, bu
funksiya [a;b] da o ‘suvchi(kamayuvchi) bo ‘ladi.

Biror oraligdan olingan ixtiyoriy X, <X, uchun f(x) < f(x,)(f(x) > f(x,))
tengsizlik  o‘rinli  bo‘lsa, u holda f(x) funksiya shu oraligda
kamaymaydigan(e ‘smaydigan) funksiya deyiladi.

Funksiyaning kamaymaydigan yoki o‘smaydigan oraliglari uning
monotonlik oraliglari deyiladi.

Funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘ladigan va mavjud bo‘lmaydigan
nuqtalar kritik nugtalar deyiladi.

5.16-misol
f(x) =2x*-Inx

x>0 £(x) = 4x— =
X

f'(x) =0, 4x—1=0, x=1
X 2




188

f'(x)>0 4x—-=>0

(1/2;00)

f'(x)<0 4x —-=<0
0;y2)

Agar absolyut miqdori bo‘yicha yetarlicha kichik bo‘lgan ixtiyoriy Ax
uchun  f(x+Ax)< f(x) (f(x,+AX)>f(x)) bo‘lsa, x=% nugta f(x)
funksiyaning maksimum  (minimum) nuqtasi  deyiladi.  Funksiyaning
maksimum(minimum) nugtalardagi qiymatlari esa maksimum (minimum)
giymatlari deyiladi.

Maksimum va minimum nugqtalari funksiyaning ekstremumlari, maksimal
va minimal giymatlari esa funksiyaning ekstremal giymatlari deyiladi.

5.6-Teorema. Agar differensiallanuvchi y=f(x) funksiya x=X, nugtada
maksimumga yoki minimumga ega bo ‘Isa, u holda f'(x,) =0bo ‘ladi yoki f'(x,)
mavjud bo ‘Imaydi.

Bu ekstremumning zaruriy shartidir. Chunki funksiya biror nugtada
ekstremumga erishsa, shu nugta har doim kritik nugta bo‘ladi. Ammo har bir
kritik nugta ham ekstremum nugta bo‘la olmaydi. Masalan, y = x*funksiyadagi
x=0 nuqta.

Quyida biz funksiya ekstremumining ikkita yetarlilik sharti bilan
tanishamiz

5.7-Teorema (funksiya ekstremumining 1-yetarlilik sharti). f(x) funksiya
X=X, kritik nugtani oz ichiga olgan birorta intervalda uzluksiz va shu
intervalning hamma nugtalarida differensiallanuvchi bo ‘Isin.Agar f’(x) hosila
X <X, da musbat, x> X, da manfiy bo‘lsa, X=X, maksimum nuqgta, x<X, da
manfiy, X > X, da mushat bo ‘Isa, X=X, minimum nuqta bo ‘ladi.

Bu yerda ko‘rsatilgan tengsizlik x = x, nugtaning yetarlicha kichik atrofida

bajarilishi mumkin Bu teorema birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani
ekstremumga tekshirish goidasini aniglaydi, uni quyidagi sxemada ifodalaymiz:

Kritik nugta X, dan o‘tishda f'(x) ning

) ) Kritik nugtaning xarakteri
ishorasi
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X< X, X=X, X> X,
f'(x,) =0 yoki mavjud
+ () =0y J — | Maksimum nugtasi
emas
f'(x,) = 0yoki mavjud
— ) =0y J + | Minimum nugtasi
emas
N f'(x,) =0 yoki mavjud i Ekstremum mavjud emas
emas (funksiya o‘suvchi)
f'(x,) =0 yoki mavjud Ekstremum  mavjud emas
- emas ~ | (funksiya kamayuvchi)

5.17-misol

Ushbu f(x)=x*-4In(1+x) funksiyani ekstremumga tekshiring.
» Funksiya X >-1 da aniglangan. Funksiya hosilasini hisoblaymiz:
4 2(x*+x-2)
1+x  1+x
Funksiya aniglanish sohasiga tegishli bitta x =1-kritik nugta mavjud ekan.
—l<x<lda f'(x)<0 va x>1da f'(x)<0 bo‘lgani uchun Xx=1-minimum nugta;

Yoin =1—4In2 . <

f'(x)=2x-

5.8-Teorema (funksiya ekstremumining 2-yetarlilik sharti). f(x) funksiya ikki
marta differensiallanuvchi, f'(x,)=0 va f"(x,)#0 bo‘lsa, x=X,da ekstremum
mavjud. Agar f"(x,) <0 bolsa, x=X, maksimum nugta, f"(x,)>0 bo‘lsa x=X,
minimum nuqta bo ‘ladi.

5.18-misol
Ushbu f(x) =x%" funksiyani ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga
tekshiring.
» Funksiya x e R da aniglangan. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini hisoblaymiz:
f'(x) =2xe ¥ —x% ¥ = (2x - x?*)e”,
f(x)=(2-2x)e " —(2x —x?)e * =(2—4x+x*)e".
f'(x)=0, (Zx—xz)e*X=O tenglamadan funksiyaning x,=0va x, =2 Kkritik
nugtalari topiladi. Bu nuqtalardagi ikkinchi tartibli hosila qiymatlarini
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hisoblaymiz: f"(0)=2>0, ya’ni x, =0 - minimum nugta, f"(2)=-2e?<0, ya’ni
X, =2 - maksimum nuqta; vy, =0, vy =4e”. <

[a; b] kesmada uzluksiz funksiya bu kesmada oz ining eng katta va eng
kichik giymatlaruga erishadi va bu giymatlarga yoki(a; b) intervalda yotuvchi
kritik nugtalarda, yoki [a; b] kesma oxirlarida erishadi.

5.19-misol

Ushbu y=2x+3¥x* funksiyaning [-3;1] kesmadagi eng Katta va eng Kichik
giymatlarini toping.
2 2(x+))
x Ux
bo‘ladigan, x,=0 hosila y’ mavjud bo‘lmagan, ya’ni uziladigan nugtalar
bo‘ladi. Ikkila kritik nugtalar ham intervalga tegishli. Funksiyaning kritik
nuqgtalardagi va kesma oxirlaridagi giymatlarini hisoblaymiz:

y(-1) =1, y(0)=0, y(-3)=33/9-2)~0.24, y(1)=5.

Topilganlarni taggoslab, berilgan funksiya [-3;1] kesmadagi eng Katta
giymatiga x =1 nuqtada, eng kichik giymatiga x=0 nugtada erishadi, degan
xulosaga kelamiz. Demak, [-3;1] kesmada Yenglat, =21 Yengiicn, =0 D0°lar ekan. «

» Funksiya hosilasi y'=2+ . U holda x,=-1 hosila y'=0

5.20-misol
Radiusi R ga teng bo‘lgan sharga ichki chizilgan eng katta hajmli aylanma
konusning balandligini aniglang.

» Konus hajmi: V=%7zr2H. Bu yerda konus balandligi H sharning

o‘gkesimida hosil bo‘lgan aylanaga ichki chizilgan teng yonli uchburchak
balandligi hamdir, konus asosining radiusi esa shu uchburchak asosining
yarmiga teng. Demak,
r’=R?*—(H —R) =2RH —H?2.
Bundan
Vv =%7r(2RH ~H2)H =%(2RH2 —H?)=V(H).

H ning ganday giymatida hajm eng katta bo‘lishini topish uchun hosil

bo‘lgan funksiyadan hosila olib, nolga tenglaymiz:

V’=%(4RH ~3H?)=0.
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H:%R nugtani  topib, uni V”:%(4R—6H) hosilaga go‘ysak,

V”(% =—%<0. Demak, H :%Rda konus hajmi eng katta bo‘lar ekan. <

20-Auditoriya topshiriqglari

1. y=x"-2x"+3 funksiyaning kritik nugtalari va monotonlik oraliglarini
toping.

2. y=3x*(x+3) funksiyaning kritik nugtalari va monotonlik oraliglarini
toping.

3. y=x/(x*-6x-16)  funksiyaning kritik nugtalari va monotonlik
oraliglarini toping.

4. y=3/(x* —6x+5)° funksiyani ekstremumga tekshiring.

5. y=xIn’x funksiyani ekstremumga tekshiring.

6. y=(2x=1)/(x-1)* funksiyani ekstremumga tekshiring.

7.y= e funksiyani ekstremumga tekshiring.

8. f(x) =%x4 —x®—9x? +7 funksiyaning [-2; 2] kesmadagi eng Katta va eng
kichik giymatlarini toping.

9. y=x+3/x funksiyaning [-11] kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini toping.

10. Sig‘imi V =16z ~50m* bo‘lgan silindr shakldagi yopiq idish tayyorlash

talab gilingan bo‘lsin. Tayyorlashga eng kam material sarflash uchun idishning
o‘lchamlari(R-radiusi va H-balandligi) ganday bo‘lishi kerak?

20-Mustagqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri Y= x*—2Inx funksiyaning  kritik nugtalari
bo‘ladi?
A) x=1, 6 B)x=%1,C)x=1x=0 D) x=41 x=0

2. y=x"-2x*+x"+1 funksiyaning o‘sish oralig‘ini aniglang.




192

A) (o) , B) (t=0u(y21) , ¢ OY2ulo) , D)
(~o0; 0)U(y2; )
3. y=x*-2x’+x"+1 funksiyaning kamayish oralig‘ini aniglang.
A) (~o0; ), B) (—0; 0)u(1/22), C) (0; ¥2)U (L o), D) (~o0; 0)U(1/2; )
4. y=x>-3x*-9x+7 funksiyaning minimum nugtasini aniglang.
A) x=-1, B) x=3, C) x=-1,x=3, D) mavjud emas.
5. y=x*-3x"-9x+7 funksiyaning [-2; 2] kesmadagi eng katta giymatini toping.
A)5 B)10 C)12 D) 15



193

5.6. Funksiya grafigining gavariqligi va botiqgligi. Assimptotalar.
Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash

Agar y = f(x) funksiyaning grafigi (a;b)oraligning ixtiyoriy nugtasida
o‘tkazilgan urunmadan pastda(yugorida) yotsa u holda funksiya grafigi shu
oraligda gavariq(botig) deyiladi.

Funksiya grafigining qgavarig qismini botiq gismidan ajratuvchi
M (X,, f(X,)) nugta grafikning egilish nugtasi deyiladi.

5.9-Teorema. Agar (a;b) oraligning hamma nugtalarida f"(x) <0
(f "(X) > O) bo ‘Isa, u holda bu oraligning y = f(x) funksiya grafigi gavariq
(botig) bo ‘ladi.

5.10-Teorema. Agar f"(x,)=0 bolsayoki f"(x,) mavjud bo ‘Imasa va
X=X, nugtadan o° tishida f"(x) ishorasini o zgartirsa , u holda absissasi X,
ga teng bo ‘Igan nugta y = f (x) funksiya grafigining egilish nugtasi bo ‘ladi.

5.21-misol
Ushbu y = x* —12x° +48x* —50 funksiya grafigining gavariqg, botiglik oraliglari
va egilish nugtasi topilsin.

» Funksiya x e Rda aniglangan. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini hisoblaymiz:

y' =4x° —36x>+96x, Y =12x* —72X+96=12(x* —6X +8),
y"'=0 x> —6x+8=(x-2)(x-4)=0.

x=2 Vva Xx,=4 nugtalar yordamida funksiya aniglanish sohasini

oraliglarga ajratib, quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (~o0; 2) 2 (2;4) 4 (4; )
f"(x) + 0 — 0 +
f(x) __/ 62 N 206 _/

botiq egilishn. | gavariq egilish n. botiq
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Javob: (~oo; 2) va (4; ) -funksiya grafiginirag 6%)tiqlik 0%@88’ (2;4) -
funksiya grafigining qavariqlik oraligi, M ’ va N -egilish
nugtalari. <

5.22-misol

Ushbu y=3/(x+3)x* funksiya grafigining qavariq, botiglik oraliglari va egilish
nugtasi topilsin.

» Funksiya x e Rda aniglangan. Funksiyaning birinchi tartibli hosilasini
hisoblaymiz:

/ 3/y2 3
y’:(i/x—ﬁ-i/?): 3/x? +2\/;(+3: X+2 |
B/(x+3f  Rx  gfx(x+3)
Ikkinchi tartibli hosila hisoblashda logarifmlab differensiallash goidasini
X+2

3/x(x +3)?
yro_ X+2 ( 1 1 2 J:_;
3x(x+3)° \x+2 3x  3(x+3) xi(x+3)°

(x) nolga teng bo‘la olmaydi, egilish nugtalarini hosila mavjud
bo‘lmagan x, =-3 va x, =0 nugtalardan gidiramiz:

go‘llaymiz: Iny’ =1n :In(x+2)—%lnx—gln(x+3),

f”

X (—o0; —3) -3 (-3,0) 0 (0; )
£7(x) m mavjud _ mavjud _
emas emas
fx) | \_/ 0 ) 0 )
. egilish . egil.nugta .
botiq B gavariq ermas gavariq

Javob: (~oo; —3) oraliqda funksiya grafigi botig, (-3;0) va (0; o) oraliglarda
funksiya grafigi gavarig, M(-3;0)- funksiya grafigining egilish nugtasi. <

Agar Yy = f(x)funksiya grafigining o‘zgaruvchi nugtasi cheksiz uzoglashganda
undan biror to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa nolga intilsa, bu to‘gri chiziq
y = f(x) funksiya grafigining assimptotasi deyiladi.
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1) Agar lim £ (x) = 4o bo‘lsa, x=a to‘g‘ri chizig funksiya grafigining
vertikal assimptotasi deyiladi.

2) Agar k=|imm va bleirpw(f(x)—kx) yoki k=|imm va

X—>—00 X X—> 40 X

b= lim (f (x)—kx) limitlar mavjud bo‘lsa, u holda y =kx+b funksiya grafigining

0g ‘ma assimptotasi deyiladi. Xususan, k = 0 da y =b gorizontal assimptota
hosil bo ladi.

5.23-misol
3
Ushbuy = 24 funksiya grafigining assimptotalari topilsin.
3
» Funksiya X #2da aniglangan. XILrpz sz_4 =+ bo‘lgani uchun, X=-2 va

X =2 to‘g‘ri chiziglar funksiya grafigining vertikal assimptotalari bo*ladi.
Og‘ma assimptotalarni gidiramiz:
2 3
k= lim%) _ jim X ;=L b=|im(f(x)—kx)=|im( X 4—xj=|im 4"4:0.

x—ow Y X—ow X — X2

Demak, yagona y =X 0g‘ma assimptotasi mavjud. «

Quyida funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash uchun umumiy
sxemani keltiramiz:

. Funksiya aniglanish sohasi va uzilish nuqgtalari topiladi.

. Juft, togligi, davriyligi tekshiriladi.

. Koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalari topiladi.

. Assimptotalari topiladi.

. O‘sish, kamayish oraliglari, ekstremumlari topiladi.

. Qavariqlik, botiglik oraliglari va egilish nugtalari topiladi.
. Ayrim nugtalardagi giymatlari hisoblanadi.

. Funksiya grafigi yasaladi.

00 ~NOo O s~ WN B

5.24-misol

(x+3)

Quyidagi Y = 4 funksiyani to‘la tekshiring va grafigini yasang.

» Yugoridagi sxema bo‘ yicha tekshiramiz:
1. Funksiya X €(—0;4)U(4;0)da aniglangan.
2. Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas.
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3. Koordinata o“qglari bilan kesishish nugtalari: (-3;0)va (0; —2,25).
4. x=4 to‘g‘ri chiziqg funksiya grafigining vertikal assimptosi, chunki
2 2
i B g B
x—>4-0 X —4 x—>4+0 X —4

Og‘ma assimptotalarni gidiramiz:

= tim Oy X3 _

X—>to X X100 X4 —4X x> 4

2
b= lim (f (x) —kx) = Iirpw(—(x+3) —sz e
Demak, funksiya grafigining og‘ma assimptotasi y = x+10.

5. O*sish, kamayish oraliglari, ekstremumlari topamiz :

, x*—-8x-33 .
ZW, x* -8x-33=0 yoki x,=-3va X,=11.
x | (oo;=3) | =3 | (~34) 4 410 | 11 | W)
y r 0 _ mavjud _ . n
emas

y| 0 —, mavjud ~ 0y | _—"

€emas

o‘suvchi kamayuvchi kamayuvchi osuvchi

6. Qavariglik, botiglik oraliglari va egilish nugtalari topamiz:
yr— x*-8x-33) _ 98
(=2 ) " (x-af

"

y" nolga teng bo‘la olmaydi, y" mavjud bo‘lmaydigan nugta esa
aniglanish sohasiga tegishli emas. Bundan egilish nugta mavjud emasligini
aniglaymiz. x e (~oo; 4)da y" <0, funksiya grafigi gavarigq, x €(4; «)da y">0,
funksiya grafigi botig bo‘ladi.

7. Ayrim nuqtalardagi funksiya giymatlarini hisoblaymiz: (~10; —35) ,
(—4-18), (2 —12,5),(10; 28%) - (12; 28%)_

8. Yugoridagi tekshirishlardan foydalanib funksiya grafigini yasaymiz
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(5.1-chizma):
y
28,
10
10/3\ —
<

(5.1-chizma)

21-Auditoriya topshiriglari

1. y=x"-5x*+3x-5 funksiya grafigining gavarig, botiglik oraliglari va
egilish nugtalari topilsin.

2. y=Inl+x*) funksiya grafigining gavarig, botiglik oraliglari va egilish
nugtalari topilsin.

3. y=arctgx—x funksiya grafigining gavariq, botiglik oraliglari va egilish
nuqtalari topilsin.

4. y= e/ funksiyaning assimptotalarini toping.

5. y= X3/(2(1+ X)z) funksiyaning assimptotalarini toping.
1
6. Y=X In(e + ;) funksiyaning assimptotalarini toping.

7. y=3x*(x+3) funksiyani to‘la tekshiring va grafigini yasang.
8. y= X3/(4(2 - X)z) funksiyani to*la tekshiring va grafigini yasang.
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21-Mustagqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan qgaysi biri y=x*-2Inx funksiya grafigining egilish nuqtasi
bo‘ladi?

A) 11 B) (e;e* -2) C) (ehe?+2) D) mavjud emas.
2. Quyidagilardan gaysi biri y=x>-3x* funksiya grafigining egilish nuqgtalari
bo‘ladi?

A) (O0va@z—4)  B)(2-4) C) -2 D) (0,0
3. y=x*-3x* funksiya grafigining gavariglik oraliglarini toping.

A) (L ©), B) (-;0)u(2 ), C)(0;2), D)(~o0;1)
4. y=xe™ funksiya grafigining botiglik oralig‘ini toping.

A) (L), B)(2 ), C)(-»2), D)(-x1)

2
5. y= % funksiyaning og‘ma asimptotasini toping.

A) Y=—X, B)y:x+4, C) y=x, D)y:x—4

7-Shaxsiy uy topshiriqglari

1
Funksiyalarning berilgan oraligdagi eng katta va eng kichik
giymatlarini toping.

1.1. y=2sinx+cos2x, [0; z/2] 113.y =™ [-3 3]

12. y=x%"[-40] 114,y = (x+1)/x), [1; 2]

1.3. y=e""[1; 3] 1.15. y = (x+2)e* ™, [~ 2; 2]

14. y=(x+D¥x?, [-4/5; 3] 1.16. y = In(x? —2x + 4), [-1; 3/2]

15 y=4—-e>,[0;1] 1.17.y =3x* -16x* +2, [-3; 1]

16. y=3¥x-x%[-2;2] 1.18. y:In(x2—2x+2), [0; 3]

17. y=(x-2)" [-21] 1.19.y =x*/4—-6x>+7,[-2; 4]

1.8. y=x/(9-x?),[-2; 2] 1.20.y =(3—x)e ™, [0; 5]

1.9. y=@+Inx)/x, [i/e; €] 121y =(x*+4)/x%, [1; 2]

110y = x2 +2x+2/(x=1), [, 3] | 1.22.y=3x/{L+x*) [0; 5]

111y = (x*—8)/x*, [-3,1] 1.23.y = x° =5x* +5x3 +1, [-1; 2]

112,y = (e +1)/e*, [-1 2] 1.24.y =108x—x", [-1; 4]
1.25.y =(x-1)*, [0; 3]




1.26.y = x*/(x* =x+1), [-2; 2] 1.29. y=2x%+3x*+2x+1, [-1; 5]
1.27.y =(2x-1)/(x-1f, [-1/2; 0] | 1.30. y=xe*, [-2;0].

1.28.y =3(x*-1f, [-3 2]

Berilgan funksiyalarni te‘la tekshiring va grafigini yasang.
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2
4x—X?—4 X2 +2X+2
21 Yy=—"" 2.16. = = =
X x—1
22.y X+1 X2
£ Y = 2.17. =—F
(x—1y Y= axi
1 In x
2.3y =e>x 218. Y= X+T
2 X3
24.y = 2.19. S
Y "9 x Y= a1
2.5.y=x—-In1+x%) 220. y=x*-2Inx
Inx e +1
Tx 220 Y=
27.y=x%" 222, y=(x-1)e¥"
28,y = 222X 223 y=—2
T 1-x? o 4—x?
2.9 y_X3+4 2.24 y= X
- X2 o x* -1
2.10 y—(x+l)2 2.25 y= <
o X—2 T x3—1
4x% +1 4
= 226, Y=X+——r
211 y=—0 y o
3x? -1 227. y=xe*
212 Y="73
213, y=+/xe ™ 228, y=SI0X
X
1+Inx 3
2.14. = X
2.29. =
X Y=
3—x? (4-x)?
215, y= 30, y=—o—%
X+ 2 2.30 y 9(2_X)2
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VI BOB. ANIQMAS INTEGRAL. ANIQ INTEGRAL.
XOSMAS INTEGRAL

6.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral

Agar (a;b) oraligda aniglangan y = f(x) funksiya uchun F'(x)= f(x) tenglik
o‘rinli bo‘lsa, F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
deyiladi.

f(x) funksiyaning ikkita boshlang‘ich funksiyasi bir biridan fagat

o‘zgarmas songa farq qiladi.
Boshlang‘ich funksiyalar to‘plami F(x)+C, bu yerda C o‘z garmas son,

f (x) funksiyadan (a;b) oraliq bo‘ yicha olingan anigmas integral deyiladi va
quyidagicha yoziladi:
jf(x)dx: F(x)+C.

Quyida biz integrallashning asosiy goidalari bilan tanishamiz:
1) [ () dx=[df(x)=f(x)+C,
d[ f(x)dx=d(F(x)+C)=f(x)dx;
2) [(fO)=g00)dx=[ f(x)x+ [ g(xix;
3) [Kkf(x)dx=k| f(x)dx, k- oz garmas son;
4) agar [ f(x)dx=F(x)+C bo‘lsa, u holda jf(ax+b)dx:§F(ax+b)+C  bu

yerda avab - oz garmas sonlar, a=0;
5) agar jf(x)dx: F(x)+C va U=@(X) bo‘lsa, u holda jf(u)dx:F(u)+c

Anigmas integralning ta’rifi, integrallash qoidalari va asosiy elementar
funksiyalarning hosilalari jadvalidan foydalanib anigmas integrallar
jadvalini tuzamiz:

a+l u .
1. Iuadu: u +C, a1, 4. Ie du=e"+C.
a+l
du
2 IT:In|u|+C, 5. jsinudu:-cosu+c_
3. Ia“du: a’ +C. 6. Icosudu:sinu+c_
Ina

du
1. =tqu+C.
-[coszu g
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du du u
8. =—ctgu+C. — hal
Isinzu ctgu + 13. SinG n‘tg2 +C.
1
—arctgu+C _du_ = t(ﬂ Zj C
9..[ du _Ja 14, o5t ngz+4+ :
a’ +u’ 1
—garcctgu+C. 15. Ishudu=chu+C.
L orcsinu+C 16. Ichudu:shu+C.
10. j — a du
—iarccosu+c. 17. -[ch u_thu+C
du
11 I _ I u-al o 18. Chu—thu+C
u’-a® 2a |u+a
du
12. =Inju+vu® +k|+C.
J.'\/u2+k ‘ ‘
6.1-misol
Quyidagi j(3x2+2f—%jdx integralni hisoblang.
>J(3x2+2\/_—£jdx=3]x2dx+2IxV2dx—5Ix2dx=x3+i+9+0.4
X2 Jxoox3
6.2-misol
Quyidagi j%dx integralni hisoblang.
2 2
P_[%dxifwd —I—dx+j :—1+arctgx+C.<
X“(1+x%) x*(1+ x?) 1+ x? X
6.3-misol
Quyidagi [(3x—-5)' dx integralni hisoblang.
> [(3x—5)"dx =—j (3x—5) d(3x— 5)——4(3x—5)8+c.<

6.4-misol
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Ushbu jwdx integralni hisoblang.
>
8x— arctg2x arcthx 1+4x
= +| arctg2xd(arctg2x) =
I 1+4x° J.1+4x J.1+4x I I g2xd(arctg2x) =

= In‘l+ 4x2‘ —%arct922x+c. <

6.5-misol
Ushbu j’ﬂ dx integralni hisoblang.

4 +sin® x

’I sin2x J-d(4+3|n X)

. =In{4 +sin*x)+C . «
4+sm2x 4 +5sin® x ( )

Yuqgorida biz biror ifodani differensial ostiga kiritib, yoddan bu ifodani u deb
almashtirib bevosita integrallash usulidan foydalandik.

Bu yerda @(X) =U deb almashtirish olinib, u yangi o‘zgaruvchili integral
I flp(x)]p'(x)dx :J' f (u)du ko‘rinishga keltirilgan bo‘ladi.

Agar x=g(U) , dx=¢'(u)du deb almastirsak, If(x)dx:j f ((u))e'(u)du
integralni hosil gilamiz. Bu o ‘zgaruvchini almashtirish usuli deyiladi.

6.6-misol
Ushbu sz 2 -5x°dx integralni hisoblang.

1
» 2-5x° =u, —15x°dx = du, X*dx= —1—5du almashtirishlarni bajaramiz:

4
jx23\/2—5x3dx=—iji/adu=—iu3+C __1s (2—5x3)4 +C .«
15 20 20

6.7-misol
Ushbu [ x+/x —1dx integralni hisoblang.

P x—1=t?> x=t>+1, dx=2tdt deb almashtiramiz.
3

[ xJx=1dx = [ (¢ +1} - 2tat = 2 (¢ +t2)1t:§t5 +%t3 +C =§(x—1)2 +%(x—1)2 +C
. 4
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6.8-misol
Ushbu [va’ - xdx integralni hisoblang.

» Bunday keyin har ganday almashtirishlarni vertikal chiziglar orasida
berib ketamiz.

j\/az —x?dx =

dx = acostdt

X =asint :
‘ - Imacostdt = azjcos2 tdt = azj“CTMdt =

. X . X
sint =—, t =arcsin—
B sin2t a a| a? . X x+a’=-x?
t+ +C = arcsin— + +C =

2 e a a a

cost=,/1-=
a

2

=a?arcsin5+§\/a2 -x*+C. <

a

Bo‘laklab integrallash usuli quyidagi formulaga asolangan:

'[udv:uv—.[vdu,

bu yerda u(x) va V(x) - differensiallanvchi funksiyalar. Bu formula be ‘laklab

integrallash formulasi deyiladi. Bo‘laklab integrallash formulasi ko‘pincha
quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda ishlatiladi:

1) Ip(x)eaxdx, Jp(x)sin mxdXx, J'p(x) cosaxdx;
2) I p(x)arctgxdx I p(x)arcctgxdx,J' p(x)arcsinxdx,
_[ p(x)arccosxdx, j p(x) In xdx

Bu integrallarni hisoblashda, 1 — turdagi integrallarda u uchun p(x)
ko‘phad, golgan gismi dv uchun olinib, 2 - turdagi integrallarda u uchun mos
ravishda arctgx, arcctgx, arcsinx, arccosx va Inxlar, golgan gismi dv uchun
olinadi.

6.9-misol
Ushbu Ixcosxdx integralni hisoblang.

» Bu 1-turdagi integral bo‘lgani uchun quyidagicha bo‘laklab
integrallaymiz:
u=Xx; du =dx

Ixcosxdx: )
dv =cosxdx; v=_[cosxdx=smx




204

= xsinx—Jsinxdx: Xsinx+cosx+C . «

6.10-misol
Ushbu J.xarctgxdx integralni hisoblang.
u=arctgx, du= ax 7 4 )
> J'xarctgxdx: LX) _ X—arctgx— I—dx =
x? 2 2(1+ x%)
dv=xdx, v=—
2
2 X2 +1

X 1 1 X
= —arctgx——x+—arctgx+C = arctgx——+C
5 g 5 5 g g > .4

Bo‘laklab integrallash qoidasini bir necha marta go‘llash mumkin.

6.11-misol
Ushbu [x?e*ax integralni hisoblang.
» Bu yerda ikki marta bo‘laklab integrallash qoidasi qo‘llanadi:

u=x2 dv=edx

Ixzexdx: :xz-ex—jex-Zde:xz-eX—ZIxexdx:

du=2xdx, v=¢"

u=x,dv=e*dx

=x2.e*=2 xex—jexdx]: x%.e* —2xe* +2e* +C.

du=dxyv=e <

Ayrim integralni ikki marta bo‘laklab integrallansa oz iga gaytib keladi.
Bu holda integralni noma’lum sifatida garab, tenglama yechiladi.

6.12-misol
Ushbu | e* sinxdx integralni hisoblang.

u=sinx, du=cosxd

;jezxsinxdx: :Eezxsinx—%jezxcosxdx=

dv =e?*dx, v= %ezx

U=cosx, du=-sinxdx

, :—ezxsinx—1 1ezxcosx+1j'e2xsinxdx =
X 2 2\ 2 2

T ldv = e?*dx, v =1e
2

:lezxsinx—ie2X cosx—lje2X sinxdx
2 4 4

Oxirgi integralni chap tomonga o* tkazamiz
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EJ‘ezxsinxdx= 1ezxsinx —Ee2X COSX .
4 2 4

Demak,

je“sinxdx: %ezxsinx—%ezxcosx+ C <

Ko‘pincha bo‘laklashni vertikal chiziglar orasida bermay, integral ostida ham
bajarish mumkin. Buning uchun biror funksiyani differensial octiga kiritiladi va
bu differensialni dv sifatida garaladi.

6.13-misol

Ushbu Ixe”dx integralni hisoblang.
1 1 1 1 1
xe¥Xdx = [ xd| =e** |=x-=e* — | Ze¥dx==xe* - =e** + C.
> J (3 j 3 J 3 3 9 n

Ayrim misollarda differensial funksiya dv oshkor ko‘rinishda bo‘Imasligi
mumekin.

6.14-misol

Ushbu I(zx—zz

dX integralni hisoblang.
@ o]

X X 1 1
>'[x +a)2 j(x2+a2)2dX:de(_§'X2+azj:
X 1 X

+I dx=- +iarct Xic
20x2+a?) J2(x*+a?) " 2(*+a?) 2a o

22-Auditoriya topshiriqglari

1. Bevosita integrallab yoki o‘zgaruvchini almashtirib hisoblang
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1 I\/arcsinx—4xdX 5{ dx
' V1-x? ' ' 2\/x2+
2. | x¥(5x*-3) dx. 6. —dx
J- J‘\/e +1
3. szezxdx. 7.J.\/1+S|nxcosxdx
4, I ‘1+Inxdx. 8. j
xInx «/x +9

2. Bo‘laklab integrallash usuli yordamida hisoblang
1. Ichs(Zx—l)dx. S.Ie*&dx

2. Ix-2xdx. 6. szlnz xdx
3. j In? (x +1)dx. 7. jsin(lnx)dx
4. J.arccos xdx. 8. .[ e* cos 2xdx

22-Mustagil yechish uchun testlar

1. Hisoblan
o '[\/9 X2
A) 3arcsin§+\/9—x2 +C B) arcsing—\/Q—x2 +C,
. X
C) z;1rcsin§+\/9—x2 +C, D) 3arCS|n§—\/9—x2 +C,

o dx
2. Integralni hisoblang: lenz ,

2

1
A) -—+C B)In(n+C, )" *,c, p_- L ,c.
In x 2 In® x

3. Integralni hisoblang: jxezdx

X

A) 4e4(x—4)+C, B) 4e‘X‘(x—1)+C, C) e‘x*(x—4)+C , D) 4e‘x‘(x—16)+C
4, fxze‘”dx integralni hisoblashda necha marta bo‘laklab integrallanadi?

A) 1 marta, B)2marta, C)3 marta, D) Bo‘laklab integrallanmaydi.
5. IZXesde integralni hisoblashda necha marta bo‘laklab integrallanadi?

A) 1 marta, B)2marta, C)3 marta, D) Bo‘laklanmaydi.
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6.2. Kasr-ratsional funksiyalarni integrallash
Quyidagi

m m-1
R(X) = Qn(X) _ bpx™ +DbiX 71+... +b, ,X+b, 6.1)
P.(x) aXx"+ax" +..+b, x+b,

ko‘rinishdagi kasrga kasr-ratsional funksiya yoki gisqacha ratsional funksiya
deyiladi. Buyerda m,neN va a,b,eR, i=1n, j=Lm,

Agar m<n bo‘lsa, to‘g‘ri kasr, m>n bo‘lsa, note‘g ri kasr deyiladi.
Har ganday noto‘g‘ri  kasr ko‘phadlarni bo‘lish goidasi yordamida gandaydir
ko‘phad va to‘g‘ri kasr yig‘indisi shaklida ifodalanadi:

Qn(X) r(x)
R(x) =<2/ _ M , .
(0= Fg = Man 0+ 0 (6.2)
X" +2 ) —~33x+12 _
—— =X =-3X+10+ ——
Masalan, a1 35210 chunki

XA+ 2| x2+3x—1

XA+ 3x3 — x? | x2-3x +10

—3x3+ X2 +2

—3x% -9 x? + 3x

_10x>—3x+2
10x?+ 30x — 10

—33x+12

M._.(x) ko‘phadni integrallash oson bo‘lgani uchun, ratsional funksiyani

integrallash F:((XX)) to‘g‘ri kasrni integrallash masalasiga keltiriladi.
Quyidaqi to‘gri kasrlar oddiy ratsional kasrlar deyiladi:
| i
"x-a’
1. —-(k =2va butun son)
(x—a)
|||,2AX—+B(maxrajning diskreminanti D = p® —4q<0) .
X° 4+ px+q
Ax+B

m (k>2 va butun, D <0).
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Buyerda A, B,a,p,q - hagiqgiy sonlar.
Endi bu kasrlarning integrallarini hisoblaymiz:

1. I A dx=Aln[x-2/+C.
X—a

2. J‘LdXZAj‘(X—a)_kdX:— A +C .

(x—a) (k—1)(x—a)*

I4dx Tt x integralda A=0 bo‘lsa, suratida maxrajining hosilasini

hosil gilib olamiz:

+

(2x+ p)+(—p]
J- 2Ax+B dx:éf 2 A dx==éj 2X+p ix
X°+ pX+q X°+ pX+q 279 X%+ px+q

X+—| +|g——
2 q4

(8t 2

2 A2
Oxirgi integralda q—%zmTp>0(D<0) bo‘lgani uchun, jadvaldagi
du . .
juz Y integralga keladi. Demak,
Ax+B A ZB—Ap 2X+p
——— — dx=—In(x*+ px+q)+ 6.3
g g rprrah g fE e 69
Ax+B dx 2X + _2x4p Ap dx
N I(x2+ I (B_7jj 2 2\
px+q) (¢ + px+f [( pj 49-p J
X+—| +
2 4
Bunda
A 2X+p A 1
K PR e N N , 6.4
2j(x2+px+q)k 2 (k—l)(x2+px+q)k71 (6.4)
L. p 49— p° . . .
oxirgi integralda esa u=x+5, a:T almashtirish bajaramiz.
du 1 ¢ (u?+a?)-u? 1 du 1 u?
I(u2+a2)k az'[ (u? +a2)k a’ J.(uz +a2f" @’ '[(ueraz)k

Birinchi integral berilgan integralning tartibi bittaga kamaygan holi,
ikkinchi integralni bo‘laklab integrallash mumkin. Natijada, quyidagi rekkurent
formulani hosil gilamiz:
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du u 2k -3 du
=— . 6.5
J.(u2+a\2)k 2a%(k ~1)(u? +a?) ™ +2a2(k—1)-[(u2+a2)_ (63)

Eslatma. Agar maxrajda ax’ +bx+c ko‘phad bolsa, awal a gavsdan

b C
igariladi: ax®+bx+c=a| x>+ =x+—
chigariladi: ( a aj

6.15-misol
Ushbu j#x integralni hisoblang.
+8X+2

» Avval maxrajidan 2 Kko‘paytuvchi qavsdan chigaramiz, suratida
maxrajining hosilasini hosil gilib olamiz.

4
I ST T f x4 g gr O
x> +4x+13 47 x? +4x+13 x° +4x+13 (x+2)*+3
3 4 X+ 2
=" In(x* +4x+13)—-—arctg——+C .«
4 ( ) 3 s 3
6.16-misol
Ushbu I7X—+3dx integralni hisoblang.
x +2x+5)2
6
2X+2-2+—
7x+3 7 7 2X+2 dx
> [ k= [ k= [ T Sl 4
(X2 +2x +5) 27 (x2+2x +5) 27 (x? +2x+5) (x+1)2+22)

Birinchi go‘shiluvchi (4) formulaga ko‘ra,

7 2X+2 I 7 1
EI(X2+2)(+5)2 T X 2x45
Ikkinchi integral uchun (6.5) rekkurent formulani go‘llasak,
I dx _ X+1 2-2-3 ,[ d(x+1) _
(x+12+22f  2.22@2-1)((x+1)? +22f T2 2@ (x+17+ 2
B x+1 11 ¢ x+1
__8((x2+2x+5)2 8277 2

Demak,

7X+3 7 X+1 1 +1
I(X +2X+5)Zd 2(x2 +2x+5) 8(x% +2x+5)? 1—6arcth+C -4
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Ma’lumki, har ganday hagiqiy koeffitsientli ko‘phad quyidagi ko‘paytma
shaklida ifodalanadi:

P (X) =g (X —05)" - (X = )" (X2 + PyX Gy s (X7 + X 40, )" (6.6)

bu yerda o,...,a, lar ko‘phadning ki,....k, Karrali hagigiy ildizlari,

p.° —40; <O, (i=Ls)va k +...+k, +2t +..+2t =n.

6.1-Teorema (to‘g‘ri  kasrni oddiy kasrlar yig‘ndisiga ajratish hagida)
Maxraji (6.6) shaklda tasvirlangan har ganday to‘g‘ri ratsional kasrni I-1V

turdagi oddiy kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin. Bu yoyilmada P,(X)
ko phadning har bir k, karrali «, hagiqgiy ildiziga ((x—a,)* ko ‘paytuvcisiga)
A + A + A + A (6.7)

Xx—a, (x-a,) (x-a,) (x-a,)"

ko rinishdagi k, ta oddiy kasrlar yig ‘indisi mos keladi. P,(X) ko ‘phadning har
bir juft go ‘shma- kompleks ildiziga ((x*+p,x+q,)” Ko ‘paytuvchisiga)
M, X+ N, M,x+N, M,x+ N, M, x+N,
+ + +

X2 + 2 2 2 3t 2 &
p,X+q, (X +p}/x+q}/) (X +p7X+q7) (X +p7X+q7)

(6.8)

ko ‘rinishdagi t, ta oddiy kasrlar yig ‘indisi mos keladi.

Demak, integral ostidagi R(x) to‘g‘ri ratsional kasrni (6.7) va (6.8)

formulalarni e’tiborga olib noma’lum koeffitsientli oddiy kasrlarga yoyiladi.
So‘ng bu kasrlarga umumiy maxraj beriladi. Yoyilmadagi A M, N
koeffitsientlarning giymatlari esa

1) noma’lum koeffitsientlar usuli;

2) o‘ rniga ge* yish usulidan biri yoki ikkalasini go‘llab aniglanadi.

Noma’lum koeffitsientlari usulida R(x) to‘g‘ri ratsional kasrning
suratidagi  ko‘phad hosil bo‘lgan kasrning suratidagi ko‘phadga aynan
tengligidan x ning bir xil daragalari oldidagi koeffitsientlar tenglab, n ta
noma’lum wuchun n ta tenglamalar sistemasi hosil qilinib noma’lum
koeffitsientlar topiladi.

O‘rniga qo‘yish usulida ko‘phadlar, x ning barcha giymatlarida aynan
teng bo‘lgani uchun, x ning tayin xususiy giymatlarida tenglab noma’lum
koeffitsientlar topiladi.
6.17-misol

X+

Ushbu jﬁdx integralni hisoblang.
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» Maxrajdagi ko‘phadning x=0 bir karrali haqiqiy va x=-1 ikki karrali
ildizlari bor bo‘lgani uchun
X*=3x+2 A B C
—_—— = —
x(x+1)®  x (x+1)°* x+1
mumiy maxraj berib, suratdagi ko‘phadlarni tenglaymiz
X? —3x+2= AX* + 2XA+ A+ Bx +Cx* + Cx yoki

x> =3x+2=%x*(A+C)+x(2A+B+C)+A.

Noma’lum koeffitsientlari usulidan foydalanamiz, x ning darajalari oldidagi
koeffitsintlarni tenglaymiz:

X A+C=1,
X: 2A+B+C =-3;
x°: A=2.
Bundan, 4=2,B=-6,C=-1.
Demak,
J‘ 3X+2 _J'_ _J- _ idx:
X(x +1)* (x+1) X+1
6 x? 6
=2Inx|+———Inx+1+C =1n +—+C.<
X+1 |x+]4 X+1
6.18-misol
2
Ushbu IM integralni hisoblang.

X(x=1)(x+2)
» Integral ostida to‘g‘ri ratsional kasr va u I turdagi sodda kasrlar
yig‘indisiga ajraladi
x> +3 A B D
=—+ + ,
X(Xx=D(x+2) x x-1 x+2
bundan x* +3=A(X-D(x+2) + Bx(x + 2) + Dx(x -1).

A, B, D koeffutsientlarni topish uchun o‘rniga qo‘yish usulidan
foydalanamiz:

x=0 bo‘lganda 3=-2A, bundan A=—g;

x=1 bo‘lganda 4 =3B, bundan B=

O ool-b

x=-2 bo‘lganda, 7=6D, bundan

Shunday qilib , quyidagini hosil gilamiz :
J‘ (X +3)dX _ 3j-%+ﬂ.|-d(x—1)+zjd(x+2)=
X(X— 1)(x+2) 2 x 37 x-1 67 x+2
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:—§In|x|+£In|x—]4+zln|x+2|+C:Ine w+c.4
2 3 6 |x|

6.19-misol

Ushbu | 9% integralni hisoblang.

x®+8
» Integral ostida to‘g‘ri  ratsional kasrning maxrajidagi ko‘phad
ko‘paytuvchilarga ajratiladi va sodda kasrlar yig‘indisi shaklida ifodalanadi
1 _ 1 _ A N Mx+ N
X*+8  (X+2)(xX*-2x+4) x+2 x*-2x+4
Umumiy maxraj berib suratlari tenglanadi
A(X* —2x+4) +Bx(x+2)+C(x+2) =1
A, M, N koeffitsientlarni topish uchun yugoridagi usullarni birga
go‘llaymiz:

x=-2: 12A=1
X A+B=0;
x’: 44+2C=1.
Bundan, A4=1/12,B=-1/12,C=1/3 va
1 1 X—4
18 12(x+2) 12X —2x+4)
Endi integralni hisoblaymiz:

I de _lpdx 1 2x—4 deLin i +2)— 1 j(zzx‘z)_de=
x*+8 127 x+2 12 2x+4 12 1227 x* -2x+4
:iln|x+2| (2x 2)dx+1 d(x-1) _
12 —2x+4 4 (X 1)? +(f)2
:—Inx+2——lnx —2X+4{+ —=arct
TR v Ll e

/ 2) 1
=In% (X+ o arct +C |
x> —2x+4 443 g \/_

Shunday qilib ratsional kasrni integrallash uchun

1) uning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanligini tekshiriladi, aks holda(ya’ni
noto‘g‘ri kasr bo‘lganda) butun gismi ajratiladi, ko‘phad va to‘g‘ri ratsional
kasr hosil gilinadi;

2) to‘g‘ri ratsional kasrni oddiy kasrlar yig‘indisiga ajratiladi;

3) yoyilmaning koeffitsientlari topiladi;

4) ifoda integrallanadi.
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23-Auditoriya topshiriqglari

Integrallarni hisoblang.
X J~ 5x+1
X — 2 — 22X +X
o —dx 7J 7x-15
X2 +2 2x +5
X°—4x+5 X+ (x“+1)
Y .
X +2x+10 (X® +2x+5)
3
5 J‘(XZ-I—].) dx 1OJ~ Xx+1
x* +4x? +4
23-Mustagil yechish uchun testlar
Qi jonal kasming oddiy Kasrl ilmasi to*geri
- — ratsional kasrning oddiy kasrlarga yoyilmasi to‘g‘ri
X2 (x +1)° (x + 4)
ko‘rsatilgan variantni aniglang
A)AZ+ BS+C>;+D’ B)ﬁ+%+ B, B22+ 833+C>;+D’
(x+1)°  x*+4 x X2 x+1 (x+1f  (x+1) x*+4
A B B B B
C) -+ 3+2C , D)ﬁ+%+ L2 4 33+2C :
X (x+1) x*+4 x  x* x+1 (x+1f (x+1) x*+4
2. 3“32 ratsional kasrning oddiy kasrlarga yoyilmasi to‘g‘ri ko‘rsatilgan

X° +2X
variantni aniglang.

A B C
A DS B Se—vs, O) Gl D)
X2 +2 X X+2 (x+2) X x x*+2
A B C
— 4

X2 X X+2

3. Integralni hisoblang: jx X2y

2 2
A) X?—x+3ln|x+3|+C : B) X?+x+3ln|x+3|+c,

2
C) x*=3x+Inx+3+C, D)X?+2x+3ln|x+3|+c_
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4. Integralni hisoblang: Imd

A) In(|x _3)| .c, B In(| )|+c, C) I(x-3fk-2+c, D)

In(x -2 |x—3+C.
2x+1

5. Integralni hisoblang: j;d
+2X+5
A) In‘x2+2x+5‘+C : B) In[x? +2x+5‘+ arctg—+1+C
C) lIn‘x2+2x+5‘+C, D) —In‘x2+2x+5‘+—arctg—1+c.
2 2 2 2

6.3. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Barcha trigonometrik funksiyalarni sinx va cosx orgali ifodalash mumkin.
sinx va cosx ning ratsional funksiyasini R (sin X, cosx) ko‘rinishda belgilaymiz.

Quyidagi
[ R (sin x, cosx)dx

integralni tggz zZ belgilash yordamida z o‘z garuvchili ratsional funksiyaning
integraliga  almashtirish ~ mumkin.  Integralni  bunday  almashtirish

ratsionallashtirish deyiladi. Hagigatdan ham, tggz Z desak,

1—tgzx 1_7 2tgi
COSX = )2( ; Sinx = 2x
1+tg? 5 1+2° 1+tg2
5—arctgz X = 2arctgz, dx = 2dz
2 ’ ’ 1+2°
Shuning uchun
. 2z 1-7*) 2dz
R(sin x,cosx)dx = | R X . =R (2)dz
I ( ) j (1+z2 1+22) 1+ 72 j 1(2)

hosil bo‘ladi, bunda R,(z) - z 0‘z garuvchili ratsional funksiya.
Bunday almashtirish R (Sin X, cosx) ko‘rinishdagi har ganday funksiyani

integrallashga imkon beradi, shuning uchun bunday almashtirish universal
trigonometrik almashtirish deyiladi.
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6.20-misol

Ushbu | =[— dx integralni hisoblang.
4sinX +3Cc0sx+5

> tgg =z almashtirishdan foydalanamiz:

: Z 1-7° 20z
sinx = ~; COSX = - dx= =
1+z 1+7z 1+2
2dz
| _j 1+ ZZ _I 2dZ _j 2dZ .
- _ 2 - _ 2 2 2 -
4. 222+3.1 ZZ+5 (1+22)_8z+3 3z '2|-5+5Z 22°+8z+8
1+z 1+7z 1+2
2(z+4z+4) '(z+2) Z+2

X
tg-—+2
g2

Ko‘pincha, universal trigonometrik almashtirish murakkab ratsional
funksiyaga olib keladi. Shuning uchun, xususiy sodda almashtirishlardan bir
nechtasini keltirib o‘tamiz.

1. Agar R (sin x,cosx) funksiya sinx ga nisbatan toq bo‘lsa, ya’ni

R (—sin x, cosx) = —R(sin x, cosx) bo‘lsa, u holdaz =cosx, dz =—sin xdx
almashtirish bu funksiyani ratsionallashtiradi.

2. Agar R (sin x, cosx) funksiya cosx ga nisbatan toq bo‘lsa, ya’ni

R (sin x, —cosx) = —R(sin x, cosx) bo‘lsa, u holda z =sinx, dz = cosxdx
almashtirish bu funksiyani ratsionallashtiradi.

3. Agar R (sinx cosx) funksiya sinx va cosx ga nisbatan juft bo‘lsa,
ya’ni R (-sinx, —cosx) = R(sin x, cosx) bo‘lsa. U holda z = tgx almashtirish bu

funksiyani ratsionallashtiradi.
Bu holda,

tg°x 2, 1 1
o= ~; COS" X = — = —;
1+tg°x 1+z 1+tg°x 1+z

sin® x =
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X =arctgz, dx = dz
1+

almashtirishlar o‘rinli bo‘ladi.
6.21-misol

Ushbu I =[———— integralni hisoblang.

1+sin”x
» Integral belgisi ostidagi funksiya juft funksiya, shuning uchun z =tgx

2

. . Z )
almashtirishni bajaramiz. U holda, X =arctgz, dx= ‘ = sin®x = -
1+z 1+7z

Natijada ,

dt dz
|_I dx 1+z _(_1+7? dz :_I B

1+sinx z° 1+ 2% + 22 _I1+22 __Il )
1+ +7Z 4 —|-ZZ
1+ 7% 1+ 7° 2 5

1 J2
\f

arctg— +C= 7arctg\/_z +C= %arctg\/_tgx +C. <
6.22-misol

I\)IH

;

n3

sin® X
Ushbu 1 :IZ+cosx

» Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan toq funksiya . Shuning uchun
Z =C0sX, dz=-sinxdx almashtirishni bajaramiz:

dx integralni hisoblang.

dz =

| _Isin2 X - sin xdx _I(l—cos2 x)sin xdx _I (1-2%)dz _J.z2 -1
2 + COSX 2+ COSX 2+12 2+12
c0os® X

3 z°
:j(z—2+—jdz_?—22+3In|2+2|+C—

—Zcosx+3ln|cosx+2|+C
Z+2

. 4

4. Agar R (sin x, cosx) funksiya sinx va cosx darajalarining ko‘paytmasi
bo‘lsa, ya’ni jsin”x-cos’"xdx ko‘rinishdagi integralni hisoblashda, m va n ga

bog‘lig holda turli almashtirishlar bajariladi:
a) agar n>0va toq bo‘lsa, u holda COSX =z, sin xdx =—dz almashtirish

bajariladi;
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b) agar m>0va toq bo‘lsa, u holda sinx =z, cosxdx =dz almashtirish
bajariladi.

6.23-misol
H 3

Ushbu | =222

» COSX = Z, Sin Xdx = —dz almashtirishni bajaramiz:

dx integralni hisoblang.

Isinzxsinx I(1 cos’ x)smxdx_ J.(1 z)° dz _ Idz I dz—

cos’ X cos’ x ya
BT T
327 2 3C0S X COSX

d) agar ikkala n va m ko‘rsatkichlar juft va nomanfiy bo‘lsa, u holda

trigonometriyadan ma’lum bo‘lgan
.2 1—cos2x P 1+ cos2x
sin” x = ; COs"x =
2 2
darajani pasaytirish formulalaridan foydalanamiz.

6.24-misol
Ushbu | :jsin“xdx integralni hisoblang.
» Darajani pasaytirish formulasidan foydalanamiz:

| = [sin* xdxd =j(sin2x)2dx:j(%J dlej(1—20032x+c0322x)dx:

1 sm 2x 1 sin4x

1
= + X+ =
2 2 8 8

= %j(l— 2c052x+—1Jr 0084)()

1
4
:§x—lsin2x+isin4x+c.<
8 4 32
e) agar m+n=-2k <0 (juft, nomusbat) bo‘lsa, u holda tgx =z yoki
ctgx = z almashtirish integralni darajali funksiyalarning integrallari yig‘indisiga

olib keladi. Xususan, n<0, m<0 va m+n=-2k <0 bo‘lsa, kasrning suratini
m-n|

1= (sin® x +cos’ x)°ifodaga almashtirish mumkin, bu yerdas=——"-1.
6.25-misol

sin’ x
Ushbu | :j dx integralni hisoblang.

cos® X
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dz
1+2°

»Bu yerda N=2,m=-6, m+n=-4<0 tgx=1z, x=arctgz, dx =

almashtirishni bajaramiz.
sinx  sin’x 1 )
by = 2y o — WX
COS X COS X COS X

- }:tgzx(lthgzx)2 =7°(1+ 7%)?,

COS X
Natijada ,
I _Ism X :j(zz+z“)dz:
coS x
5 3 5
—Z—+Z—+C:tg x+tg XicC. <
3 5 3
6.26-misol
Ushbu | :IL integralni hisoblan
sin® x - cosx g g
»Buyerda N=-3, m=-1 m+n=-4<0
IZI_de _Ism X + C0S* XdXZI- dx Icosxdxz
sin®x- cosx sin®x - cosx Sin X - COS X sin® x
_Zj jd(smx):ln\tgx\—%+c.<

S|n2x sin’ x 2sin” x
f) agar darajalardan biri nolga teng, ikkinchisi manfiy tog son bo‘lsa, u

holdatgg =z almashtirish bajariladi.

6.27-misol

Ushbu | = [-2%

integralni hisoblang.
sin® X g g

» Quyidagicha almashtirish bajaramiz:

tgi—Z' dx = Z'smx—
2 1+ 2%’ 1+ 7°
2dz i
2
Natijada, I_J'S(:]X = 1+2° :ﬂ@dz:
in®x

B

I1+22 +2° lj(%+£+z)dz:— 1 +—|n|z|+1-z—+C=
7 8z 4 2
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5. Quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni garab chigamiz:

jcos nx - cosmxax,
jsinnx .cosmxdyx,

jsinnx-sinmxdx.

Bunday integrallarni hisoblash uchun  trigonometrik funksiyalarning
ko‘paytmasini yig‘indiga almashtiruvchi formulalar qo‘llanadi:

cosa - cosf3 = %[cos(a + ﬂ) + COS(O! - ﬂ)]
sing - cos B = %[sin(a +ﬂ) + sin(a —,8)]

sing - sin 3 = %[005(0! - ﬂ) - 005(0‘ + ﬂ)]

6.28-misol
Ushbu | :jsin 3x-cos2xdx integralni hisoblang.
» Integral ostidagi ko‘paytmani yig‘indiga almashtirib integrallaymiz.

I :jsin3x-0052xdx:lj(sin5x+sinx)dx:—E-@—E-COSX+C =
2 2 5 2
:_i.@_l. osXx+C .«
10 1

24-Auditoriya topshiriqlari

Integrallarni hisoblang.
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j3+5003x o J‘cos X
J' 7. Itg3xdx

3sin? x +5c0s% X
3 I dx . 8. ICOS x

8 —4sin X + 7cos X sin® x
4. J‘cose’xsinlo xadx. Q. jcos X +sin’ X dx
cos? X —sin? x
5. _[sin“3xdx 10. _[sm 3xsin 5xdx

24-Mustagqil yechish uchun testlar

: j 5 —— integralni hisoblashda gaysi almashtirish qo‘llanadi?
2C0S° X+ 3sin” X

A) tgfzt, B) sinx=t, C) cosx=t, D) tgx=t.

2. jé:)ns ))((dx integralni hisoblashda gaysi almashtirish go‘llanadi?

A) tgx=t, B) sinx=t, C) cosx=t, D) To‘g‘ri javob yo‘q.

3. jzg; ’)‘( xintegralni hisoblashda gaysi almashtirish go‘llanadi?

A) tgx=t , B) tgfzt, C) cosx =t, D) sinx=t.

cosxdx

4. Integralni hisoblang: j

A) - +Cl B) - +C, C) . +C, D) - +C.
sin® 2 X sin® x Zsm X
5. Integralni hisoblang: jcosstin 3xdx.
A) L cosex—Lcosax+c : B) isin8x—lcos2x+C,
16 4 16 4
1 1 1 1.
C) ——cos8x+=cos2x+C, D) —cos8x—=sin2x+C.
16 4 16 4

6.4. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash
Har qanday irratsional funksiyalar ucnun ham elementar funksiyalar
ko‘rinishidagi boshlang‘ich funksiyalarni aniglab bo‘lmaydi. Biz quyida ayrim
almashtirishlar yordamida ratsional funksiyalar integrallariga olib kelinadigan
irratsional funksiyalarning integrallarini ko‘rib chigamiz.

Quyidagi
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IR X’(ax+bjsl’(ax+bjsz’m(ax+bjsn i 6.9)
cx+d cx+d cx+d

bu yerda R-ratsional funksiya, a, b, ¢, d - o‘zgarmas sonlar, r;, s; musbat

butun sonlar, integral

ax+b
cx+d

t" (6.10)

. : . L r r
almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi. Bu yerda m - S—l —ZS—
1 2 n
kasrlarning umumiy maxraji, ya’ni m=EKUB(s,s,,... S,).
Xususan,

L n T
jR(x,xsl,xSZ, X de

Integral x =t™almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.

6.29-misol
ND i .
Ushbu dx integralni hisoblang.
J-4[X3 +4 g g

» EKUK(2,4) =4 bo‘lgani uchun,

x=t* 5 2
jidx: :4j3t—dt:4j t? — 34t t:ﬂt?’—Eln‘t3+4‘+C:
VX +4 dx = 4t’dt t°+4 t°+4 3 3
:‘t:W‘:%W—%InW+4‘+C.<
Integral
J- Ax+B dx
Jax? +bx+c

ko‘rinishida berilgan bo‘lsin. Avval kasr suratida ildiz ostidagi kvadrat
uchhadning differensiali hosil gilinadi( A=0), kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat
ajratiladi va quyidagi amallar bajariladi:

| Ax+B A (2ax + b)dx +(B—Abjf dx B
vJax® +bx+c 2a” \Jax’* +bx+c 2a )’ \Jax®* +bx+c

:é\/ax2+bx+c+(B—Abjj dx .
a 2a b\ b2
a(x+ +lc——
2a 4a

Agar c# Z—a, a >0 bo‘lsa, oxirgi integralni
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du
=Inu++u®+k|+C
jx/u2 +k ‘ ‘
integralga keltirib hisoblash mumkin.
2

Agar c¢> b— a <0 bo‘lsa,
4a

u
= arcsm +C

J\/k2 —u?

integralga keltirib hisoblash mumkin.

Eslatma. Qulaylik uchun, kvadrat uchhadni to ‘la kvadratga ajratishdan avval
a ning modulini ildizdan chigarish kerak.

6.30-misol
5x+3 . .
Ushbu dx integralni hisoblang.
| e ]
> | 5x+3 3 I 2x —4 (3 54) dx
\/x2—4x+ NXP—4x+8 NX?—4x+8
—5JX* —4x +8 7j\/7—5«/x2—4x+8—7|n‘x—2+w/(x—2)2+4‘+C
x 2) +4
. 4
6.31-misol
3X — . .
Ushbu dx integralni hisoblang.
'[\/10—8x—2x2 s ¢
» Qulaylik uchun, avval 2 ni ildizdan chigarib olamiz.
f 3x — 21 I 3x—2 JEI
A5 —-8x — 2x \/_ NB—4x—X?

Hosil bo‘lgan integralni hisoblaymiz.

—2(—4—2x)+8

I:j 3x-2 dx:j :__I —4 - 2de+
Pl Bo4x—x? N5 —4x — x? N5 —4x — x?

=—-3v5—4x—x* +8arcsin(x +2) +C,.

+8[ o
J1-(x+2)

Demak,

| K2 dx:—ﬂ«/5—4x—x2+4J§arcsin(x+2)+c.<
V10— 8x — 2x’ 2




Agar integral

AX + B
I

dx
(X —a)vax® +bx+c

ko‘rinishda bo‘lsa, x —a = % almashtirish yordamida hisoblanadi.

6.32-misol
dx : _
Ushbu integralni hisoblang.
I(x+1)\/x2+2x+10
_1 1
> | dx :X+1_t :Ii:_IL:
(x+D)Vx*+2x+10 |5 1 0 71 /£+9 VOt* +1
t* t\t
:—lln‘3t+\/9t2+1‘+C:—1In| 3 + 0 >+1+C .«
3 3 |x+1 V(x+1)

Agar integral
| R(x,«/ax2 +bx + c)dx

ko‘rinishda bo‘lsa, kvadrat uchhadni to‘la kvadratga ajratib, quyidagi
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1) j R(u,«/k2 —u? ):iu , u=ksint(u =k cost)almashtirish;
2) j R(u,«/k2 +u’ )ju , U =ktgt(u = kctgt) almashtirish;

3) jR(u,«/u2 —k? ):iu, u=X (u = Cgstjalmashtirish

sint

yordamida hisoblanadigan integrallardan biriga keltirish mumkin.

6.33-misol
Ushbu [+/3+2x —x*dx integralni hisoblang.
X—1=2sint
» [V3+2x—x*dx = |/4—(x-1)7dx = -
I I ( ) dx = 2 costdt

= [V4—4sin’t-2costdt =4[ cos® tdt = 2[ (1+cos2t)dt = 2t +sin2t +C =

_ _ / _y?2
=2t+23int\/l—sin2t+C=2arcsinX21+(X D 32+2X X 1c.<

6.34-misol
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dx . -
Ushbu integralni hisoblang.
'[\/(x2 +4x +5)3

>

X+ 2 =1gt i
= = dt =

I\/(x2 +4x +5) \/((x +2) +1f ot 08 ty(tg’t +1) B
= at = | costdt=sint+C = gt szz)(%i%ntc.

— 4
Icos2 t(tg’t +1) I Jtgt+1

dx dx

dx =

<

25-Auditoriya topshiriqglari

Anigmas integrallarni hisoblang.
dx

1.

J.\/2x+ 3+32x+3
ZI 1 X dx

1+x X

3x+5dx
3.

Ix/x+-6x+7
41 2x 7dx

V9 —8x —x*
2x+3dx
5.

IJ —X+6
6. j 3x+4dx

\/2+3x NG

by
8. [V12—4x—x*
9. [V6x—xdx

10 JL
I x+1
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25-Mustagqil yechish uchun testlar

dx . .. C
1. [——— integralda ganday almashtirish bajariladi?
| g Meoralda anday J
A x=t>  B)¥x=t; C) x=t% D) ¢/x =t
(2x —1)dx

2. Quyidagi | ——
I«/x2 —2X+5
A) 2x* —=2x+5+C; B) 2\/x2—2x+5—%arcthT_1+C;

C) 2M+%arctg%_l+c; D) ZM—arctng_lM:;
3. j«/4— x*dx integral yechimini toping

A) 2arcsin§+%x\/m+c; B) 2arcsin§+xﬂ+c;

C) 2arcsing—x\/m+c; D) 2arcsing—%xﬂ+c;

integralning yechimini toping

integralda ganday almashtirish bajariladi?

. . dx
4. Quyidagi
Quyldag '[(x+1)\/x2+2x+2
A) x+1=t% B) VX* +2x+1 =t; C) x+1=1t; D) x =tgt.
) ) dx . .. .
5. Quyidagi | ———— integralda ganday almashtirish bajariladi?
Quyidag Ixzm gralda ganday j

A) x=3/cost;  B) x=3sint; C) x*-9=t% D) x = 3tgt.
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8-Shaxsiy uy topshiriqglari

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Anigmas integrallarni hisoblang.

a) J' dx .
XN x% +1
b) I(4—3x)e‘3xdx.
J- 12 -6X
(x +1)(x>
a)Il+)I(n X dx.

b) jarctg \4x —1dx.

d) jx3+6x2+13x+8
X(x+2)°
a)J‘ dx
X/ X —l
b) f(3x+4)e3xdx.
d) Ix3—6x2+13x—6dx
(x+2)(x—2)°
2 2
a)J‘X +Inx dx.
X
b)j 4x —2)cos 2xdx.

dx.

2x° —2x? +5
)I x 1) (x +4)

a)f =2
J.\/x“ +x°+1

b) J'e*ZX (4x—3)dx.

X
—4x+13)

d) ng —6x?+11x-10
(x+2)(x-2)°

a) J- arccosx)’ —1 i

J1-x?
b) _[(5x—2)e3xdx.

d) J-x3 +6X2+11x+7
(x+1)(x+2)°

1

1.7. a).[tgxlncosxdx.
b)J« xdx
cos? X
X*+8x—2
I 202 X
X“(x* +4)
18 J- tg X+1
cos? x+1

b) _[In X +4)dx.

d) 2x3 +x+1
-[ x+1

1.9. a)I

x +1

b) J'(2—4x )sin 2xdx.
4x+2

d

) Ix +4x

1.10. a)J- 1—c_osx dx.
(x—sinx)®

b) J.arctg\/Gx—ldx.
X*—2x+4

_[ 37,2 X
X*(x°+1)

1.11. a)jxcosx+smx ix

xsin x)

b) _[ 4 —16x)sin 4xdx.

d) x° +x+2
J.x+2




1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

a) j xdx
It -x2 -1

b) J'e*3x (2—-9x)dx.

2X+ 22
D2y

dx
2 I cos” X4/tg°
g°X
b) .[arctg\/Sx—ldx.
3x*+5

d)jfi;—;———dx
X*(x°+1)

a) I]/(Z*/_)”

(Veex)
b) farctg\/Sx—ldx.
d) [—2X g

X

(x2+1)dx
J‘(x3+3x+1)5'
b)J' (5% +6)cos 2xdx.

x° +3x*-12x+4

9 I (x 1) (x* +1)
a)j4arctgx X

1+ x?
b) j.(3x — 2)cos5xdx.

dx.

dx.

d) J-Zx3 +6X°+7x+1
(x—l)(x+1)3

2) .[ arctg x

b) j (x\/_ —3)c032xdx.
d) J-x3—6x2+10x—10
(x+1)(x—2)°
L
X* +2sinx
b)J'(4x +7)cos 3xdx.

- X
X —2x+10)

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.
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d) J-Zx3 +6X° +7X
(x—2)(x+1)°

a)j 2C0S X + 3sin X
(2sinx —3cosx)°®

b) [In(cos x)dx
X*—2x+4
I 3 2 X
X*(x° +1)
) ISX arccost
V1-4x°

b) [arctg~/2x +1dx

d) j2x +6X? +5x
(x+2)(x+1)

) [y

b) Jln(cosx)dx
sin® dx
d) sz +6X°+7x+4
(x+2)(x+1)°
5x — (arcsin 3x)*
D] J1-9x2 dx
b) I cos (In x)dx
d) J-x3+6x2+10x+10
(x=D(x+2)°
I X + C0S2X
\X? +5sin2x
In(sin x)dx
b)
I cos” dx
d) J-x +6%* +13x+6
(x=2)(x+2)°
j3xsin3x—cos3x
(xcos3x)’

b) [sin(in x)dx

dx

dx
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d) JX3 —6x* +13x—8
X(x-2)°

1,05, a) [LCU9 gy
sin® 3x
b) [ xarctg 2xdx

d) IXS —6x” +13x 7
(x+D(x-2)°

(arcctgx)’
V1-x2
b) [ x*arctgxdx

1.26. a) | 3= dx

d) Ix3 +6x* +14x+10
(x+D(x+2)°

3x+x

x*+2

b) J' (1-6x)e**dx.

d) J-2x3+6x2+7x+2
x(x +1)°

1.27. a) [——d

21, oSy

cos’2X

b) [tg*3xdx

dx.

dx.

) |

22, a) [ S5 X gy

Vcos*x

3+ cosx+Sinx

b) jsin“zxdx

d) |
3cos’ x+4sm X
2.3, a) [sin4xsin xdx

b) | ctg*5xdx

1.28.

1.29.

1.30.

2.4.

2.5.

) IX —Xln XIx

b) I arcsm X

d) J»3x +9x? +10x3+2
(x=1)(x+1)
dx
(1+ x*)+/(arctgx)’
b) [ xe**dx
d) J-x3 —6x° +14x-6
(x+1D(x-2)°
3arcsin® x + 4x
) I J1-x2
b) [ (2x~5)cos 4xdx

a)

dx

d).[2x3 +6Xx*+5x+4
(x—2)(x+1)°

d) _[ dx

2 —3cosx+SinX

a) jcos“3xsin2 3xdx

b) jsin34xdx

d) |

4+3005x 4sinx
a) [cos4xsin xdx

b) [tg*(4 —x)dx
q J' - dx
3+5sinX + 3cosx




2.6. a) [¥/cos’ xsin® xdx
b) [tg*(5x +1)x

d) IGsmx+cosde

1+ cosx

2.7. a) [¥sin* x cos® xdx
b) jth4xdx

d
) J‘5 3cosx
2.8. a) [cos®2xsin® 2xdx

X
b) |ctg®=dx
) Jetg’s

d I dX-
S+4sinx
2.9. a) [cos®2xsin® 2xdx

b) [cos* 3xdx

d) [ o —
8+4cosx
2.10. a) [cosxsin 9xdx

b) [cos®4xdx
dx
d
I4$in2 X —5cos’X
2.11. a) [cos2xcos5xdx

b) [ xtg*x*dx

”8 4smx+7cosx
2.12. a) [cos* xsin xdx

b) [(1-tg2x)dx
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dx
d
) J.3+ 2cosx —SIinx

2.13. a) [sin5xsin 7xdx
b) [(1+ctg2x)dx
I dx
2sin’ X + 7¢0s° X

2.14. a) [sin*5xcos5xdx
b) | thx+cthx)2dx

d) |

8+ 7cosx 4sinx

_[ cos’ X Ix

sin® x
b) [(@+ cosBx)zdx

) I4sm x+8cosxsmx
2.16. a) [cos* xsin 2xdx

2.15.

b) [ctg? 5dx

d) |
3+3€0sx+2$|nx
2.17. a) [cos® xsin 2xdx

b) | tg‘*fdx

)ISSIH X —3c0s° X
2.18. a) [sin 5xcos 7xdx

b) | tgsfdx

d) |

5+300sx+smx
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2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

3.1.

a) [cos5xsin 7xdx
b) I ctg’ 5dX

d) |
3+cosx+S|nX
a) [cos® xsin® xdx

b) [tg*3xdx

I dx

16sin’ X + 7¢0s* X

a) [cos’ xsin* xdx
b) [ctg®(x +2)dx
J. dx
7sinx — 3cosx

a) [¥/cos* xsin2xdx
b) | cos“(x +3)dx

d) |
4cosx 6S|nx
a) [cos’3xsin® 3xdx

b) |( 1—tg 3x)2dx

d
”3 25|n X
a) [cos’ 3xsin® 3xdx

b) [(1—sin3x)’dx

d) I2—sinx+3cosx
1+ cosx

dx

a) [cos5xcos7xdx

)I A X +1dx
Ux+1-x+1

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

b) [tg*(2x + 3)dx
0 [
5+ 3sin” X

a) [cos® xsin” xdx
b) [(2+sin5x)dx

d) I7 + 63mx—5003xdx

1+ cosx
a) [cos2xsin® xdx

b) [ (tg3x — ctg3x ) cx

9 I6 3cos X
a) [{/cos’ 3x sin3xdx

b) [ctg®(2x —3)dx

d)
I2+3COSX+4SIHX

a) [{/cos’ xsin® xdx

2X
b) [tg® ——dx
) [tg :

I sin? xdx
3sin® x — cos® X
a) [cos2xcos7xdx

b) [tg*(x+3)dx

s

8—3sin’ x

b) | (x+3)dx
VX —2X+6
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

xdx

2+/x+4
dx

b
)Ix\/x2+x—2

2) j X+ 2dx
UX+2 ++/x+2

b)j dx

dx
a) I%/(Zx+3)2 —/2x+3

I dx
b) X*\x* +25
(x —1)dx
) I X/ X —2

dx
") Ix\/1+x—x2
a) | JX+3-3x+3
Y(x+3) +¥x+3
b) | (x —3)dx
N2xP —4x +1
W# X+1
) J IX+1+3x+1 X
D) | (2x +1)dx
V1+x-3x?
a) IWJ”/;dx
Jx+1
b) j(2x—10)dx
V1+x—-x°

a)j dx
3+VX+5

b) | (2x +5)dx
V9 +8x +4x®
2) IX+W+WdX
x(1+ /%)

dx

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

(3x + 4)dx
V13 +6X + x*
a)IJx+1—2Vx—1

X +1+28/x+1

b) | (3x —1)dx

V2x* -5x+1
X +1)dx
a)IgJY%E

D) | (5x +2)dx

VX2 +3x—4

VX + 2dx

Ii/x+2+6\/x+2

b) |

(x —4)dx
N2XP —X+7
2) I VX + 3dx

1+3/x+2

b) |

b) | (4x +1)dx
N2+ X—X°

(x +3)dx
B w ey

b)J' dx
(X+D)V1+x—x°
) I&JFW
Ix +8/x
b) | (5x — 3)dx
\N2X* +4x -5
V3x+1-2

dx

a X
) Ix/3x+1+23&/3x+1

D) | (3x + 2)dx
V4 +2X — X?

(x* —1)dx
e

b)j dX
XA/ X*+Xx—3
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Vx=3x
3.19. a) [ ————
ot -1 325 a) [
p) [ xS (x +5)dx X(1+\/_)
V3-6x—x* b)j :
220 I /3x +1+1 i X+/X? —3X +2
J3x+1 3/3x +1 296 a)jw/x—de
) [ X 9)dx S 3++/X
I\/4+2x x? bf 7x+1dx
N2 —4x—x?
3d
321 @) [ X 327. a) j%dx
b)j 3x 4)dx ) dx
VZX —6x+1 )Ix+1)\/x2—3x+2
3.22. 328. Q) j3 \/_
+
7x 1)dx
b
” e W e
Jx
323. a) jﬁdx 329. a) jh‘jﬁ
dx dx
b
) I(x—l)\/1+x—x2 % I(x+1)\/2—x—x2
324, a) j de 3.30.
b) I— b) IM
XV1-x-x° V3—6x—x*

6.5. Aniq integral va uni hisoblash

Aytaylik, y= f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan bo‘lsin. Bu kesmani

ixtiuoriy a=X,<X <X, <..<X =b nugtalar bilan n ta uzunliklari
AX, =X, — Xi—l(i :L_n) bo‘lgan gismiy bo‘laklarga bo‘lamiz va har bir bolakdan

bittadan ixtiyoriy & nugtalarni tanlab olamiz, bu yerda X_, <& <X i=1n.
Quyidagi ko‘rinishdagi yig‘indini tuzamiz:
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n

o, = F(&Ax,. (6.12)

i=1
Bu vyigiindi Y= f(X) funksiyaning [a;b] kesmadagi integral vyig indisi
deyiladi. Integral vyig‘indi asosi Ax, balandligi f(&) bo‘lgan to‘g'ri
to‘rtburchaklarning yuzalarining algebraik yig*indisini beradi.
Integral yig‘indi o, ning qismiy bo‘laklar uzunliklarining eng kattasi nolga
intilgandagi  limiti f(X) funksiyadan a dan b gacha olingan aniq integral
b

deyiladi va I f (x)dx kabi belgilanadi, ya’ni ta’rif bo‘yicha

a

lim 3f(£)Ax, =] f (x)dx (6.12)

max Ax; =0 j=1

6.2-Teorema Agar f(X) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u shu
kesmada integrallanuvchidir, ya’ni bunday funksiya uchun (5.1) integral
yig ‘indining limiti mavjud va bu limit [a;b] kesmani qismiy bo ‘laklarga bo ‘lish
va ulardan &, nugtalarni tanlash usuliga bog ‘liq emas.

b
Agar [a;b] kesmada f(x)>0 bo‘lsa, If(x)dx aniq integral f(X)

funksiya gafigi, OX o‘gi va X=a, X =D to‘gri chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiya yuzini ifodalaydi.

1-1zoh. Aniq integral integrallash o ‘zgaruvchisiga bog ‘lig emas:

'Tf (x)dx = Tf (t)dt = if (z)dz.

2-1zoh. Aniq integralning chegaralari almashtirilsa, integralning ishorasi
o Zgaradi:

a

_Tf(x)dx:—_[f (x)dx.

b
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3-1zoh. Agar aniq integralning integrallash chegaralari teng bo ‘Isa, uning
giymati nolga teng:

j‘f (x)dx =0.

Aniq integralning asosiy xossalari ( f(x),@(x) funksiyalarni mos
kesmalarda integrallanuvchi deb faraz gilamiz):

1. Bir nechta funksiyaning algebraik vyig ‘indisining aniq integrali
go ‘shiluvchilar integrallarining yig ‘indisiga teng. Ikki go ‘shiluvchi bo ‘Ilgan hol
bilan cheklanamiz:

D e T

[f(X)2p(x)]dx = j‘f (x)dxij‘go(x)dx.

2. O ‘zgarmas ko ‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashgariga chigarish
mumkin, agar k =const bo-lsa, u holda

ka (X)dx = klj’f (x)dx.

3. Agar [a;b] kesmada funksiya oz ishorasini o zgartirmasa, u holda bu
funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi, ya ni:
a) agar [a;b] kesmada f (x) >0 bo ‘Isa, u holda

b
[ f(x)dx=0
b) agar [a;b] kesmada f(x) <0 bosa, u holda

Tf(x)dxso

4. Agar [a;b] kesmada ikki f(x) va @(x) funksiya f(x)>e(x) shartni
ganoatlantirsa, u holda

j f(x)dx > Tq)(x)dx
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5. Agar [a;b] kesma bir necha gismlarga bo ‘linsa, u holda [a;b] kesma
bo ‘yicha aniq integral har bir gism bo‘yicha olingan aniq integrallar
yig ‘indisiga teng. [a;b] kesma ikki gismga bo‘lingan hol bilangina
cheklanamiz, ya’ni agar @ < C <bbolsa, u holda

1 (x)dx=] £ (x)dx+ | £ (x)ox

a C

6. Agar m va M sonlar f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi eng kichik va
eng katta giymatlari bo ‘Isa, u holda

m(b—a)sif(x)dst(b—a).

6.3-Teorema (o‘rta giymat hagida). Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada
uzluksiz bo ‘Isa, bu kesmaning ichida shunday x=c nugta topiladiki,

f f (x)dx = f(c)(b-a)

Funksiyaning bu nugtadagi giymati uning shu kesmadagi o ‘rta giymati
bo ‘ladi.

y y =f(x)

;

v

>
N

6.1-chizma.

O‘rta giymat haqgidagi teoremaning geometrik ma’nosi quyidagicha(1-
chizma): yuqoridan integral osti funksiyasi f(x) ning grafigi bilan
chegaralangan, (b—a) asosli egri chizigli trapesiyaning yuzi o‘shanday asosli
va balandligi funksiyaning f(c) o‘rta giymatiga teng to‘g‘ri to‘rtburchakning
yuziga tengdosh.

9. Agar f(x) funksiya kesmada uzluksiz va q)(x):jf(x)dx bo ‘Isa,

quyidagi tenglik o ‘rinli
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!

®'(x) =(j f (x)dxj - £(x)

10. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning gandaydir boshlang ich
funksiyasi bo ‘Isa,

[ £ (k= F(x)z _F(b)-F(a) (6.13)

tenglik o‘rinli. Bu formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

6.35-misol

Aniq integralni hisoblang:j)(\/:2 dx
1 X

» Integral ostidagi funksiyani hadlab bo‘lamiz va yuqoridagi xossalardan
foydalanib integralni hisoblaymiz.

P& 2 2 2
dx = [ x**dx — 2—dx X2 X[ =2(32-1) - (2-1)=11=. <«
[ i B A SN A O RO ELE
6.36-misol
Aniq integralni hisoblang: j —4 x.
L X° +4X

» Integral ostidagi funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz:
3x-4 3x-4 A Bx+C

XC+4x  x(X2+4) x  x'+4

, A(X* +4)+Bx* +Cx =3x—4,

X’|A+B=0
x| C=3
X’ 4A=—4

Bundan, A=-1, B=1,C =3 . Natijada,

2 _ 2 2 2
IZSX 3dx:j(—1+ X2+3jdx: dx I xdx I
1 X7+ 4X 1 X X +4 X 11X +4 1

X?
=—Inx In2+—ln + (arctgl arctg j

1 3
2
1+2In(x +41 +2arctg

V10 3

In—+— arctg1 <
5 2




237

y = f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, x = ¢(t) funksiya hosilasi bilan
[o; B] kesmada uzluksiz va monoton, ¢(a)=a, p(B)=b va y=f(p(t))
murakkab funksiya [a; ,B]da uzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi

b

[1(9ex=] 1) o't 6.4

a

anig integralda e ‘zgaruvchini almashtirish formulasi o‘rinli.

6.37-misol
Aniq integralni hisoblang:j\/4— x*dx.

» x=2sint deb almashtirish bajaramiz. U holda dx =2costdt, x =0 da
a=0va x=2da £=x/2 nihosil gilamiz. Natijada, (5.4) formulaga ko‘ra,

/2

2 /2 /2
[v/4—x*dx = [ J4—4sin’x-2costdt = [ 4cos’tdt =2 [(1+cos2t)dt =
0 0 0 0

2
- Z(t o Lo 2t) 712 <
2 0

Agar u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz hosilalarga ega
bo‘lsa, quyidagi

iu(x)dv(x) = u(x)v(x){i-iv(x)du(x)

yoki gisgacha
b
Judv =uv

a

b b
a—j vdu (6.5)

anig integralda boe‘laklab integrallash formulasi o‘rinli.

6.38-misol

Anig integralni hisoblang: j x* Inxdx.

e _ _dx s . . . ,
FJ'XZInxdx: u=lnx, dU—YZX_mXe_l dexze__X_BZZe +1.4
' dv=x%dx, v=x*/ 3 1 33 3 911 9
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26-Auditoriya topshiriqglari

Berilgan aniq integrallarni hisoblang.

2 2x° 42 [__dx
1. | ——dx. 6. [———
[ vsrrs
2 dx " dx
2- IZ—- 7- '[ - 3
SX°+4x+5 ~3SIN° X
< dx :
3. [, 8. [—
1 Xv/1+1n x 2 (9+ X2 WO + X2
/2 J3 1
4. [~cosx—cos® xdx. 9. [arctg=dx
-7r/2 1 X
2 dX /4
5. 10. | xtg®xdx.
!x\/x2+5x+1 ! 2
26-Mustagil yechish uchun testlar
1 8
1. Aniq integralni hisoblang: j ZX dx
o X*+1
1 1 1
A) E+|n2 B) E+In\/§ C) E—m\/i D) 1
2. Aniq integralni hisoblang: J.xcos xdx
0
T T T
A) =—-1 B) =+1 C) = D)1
) > ) > ) > )
3. Aniq integralni hisoblang: I 3 .
- xInx

A) 3In(In5) B) 5In(In3) C) 3In(5e) D) 5In(3e)
/4

4. Aniq integralni hisoblang: jsin3 2xdx
0

1 1 2 2
A) —= B)= C) -= D) =
) 3 )3 ) 3 ) 3
T dx
5. Aniq integralni hisoblang; | ———
R : £x2—3x+2

A) InE B) Ini C) In§ D) In2
3 3 2
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6.6. Aniq integralning tatbiqlari

6.6.1. Yassi shakllar yuzlarini hisoblash.
Yuqorida  berilganidek, [a;b] kesmada f(x)>0 bo‘lsa aniq integral

geometrik nuqtai nazardan egri chizigli trapetsiyaning yuzini ifodalaydi.
Ixtiyoriy yassi shaklni esa bir nechta egri chizigli trapetsiyalar yuzlarining
yig‘indisi yoki ayirmasi deb garash mumkin. Bundan har ganday yassi
shakllarning yuzini aniq integral yordamida hisoblash mumkinligi kelib chigadi.

6.39-misol
Berilgan y = x* —2x funksiya grafigi, Ox koordinata chizig‘i va x=-1, x=1
to“g‘ri chiziglar bilan chegaralangan shaklIning yuzini hisoblang.
» Avval berilgan chiziglar bilan chegaralangan yassi shaklni yasaymiz
(6.1-chizma). Izlanayotgan yuza S =|S,|+|S,| yoki S =S, —S,dan iborat,
3
aH

I STy

Umumiy holda, agar yassi shakl ikkita y=f(x), y= f,(x) funksiyalar
grafiklari va Xx=a, x=Db vertikal chiziglar bilan chegaralangan bo‘lib,

1

5 = i(x2 —2x)dx — [ (x* — 2x)dx =

f.(x)< f,(x),x €[a; b] bo‘Isa, bu yassi figura yuzi

S = [(1,(x)— f,(x))dx (6.16)

formula bilan hisoblanadi.

Agar egri chizigli trapetsiyaning chegarasidagi  egri  chiziq
X =X(t), y = y(t) parametrik tenglamalar bilan berilsa, u holda bu yassi shakl
yuzi

S = [ y(t)x'(t)dt (6.17)

R

formula bilan hisoblanadi. Bu yerda « va B chegara a=Xx(«), b=x(f)
(y(t) >0,t €|e; B]) tenglamalardan aniglanadi.
6.40-misol

EIIips[X2 Y _ J chizig‘i bilan chegaralangan shakl yuzuni toping.

— 4+ =
a’ b?
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» Avval ellipsning parametrik tenglamasini yozamiz: x =acost, y=bsint .
Shaklning simmetrikligini va (6.17) formulani e’tiborga olib quyidagini hosil
gilamiz:

a 0 7/2 -
S =4[ ydx =4 [bsint- (- asint)dt =4abj'sinztdt:2ab(t—%sin2t) * _ zab
0 7/2 0 0

. 4

Egri chizig qutb koordinatalar sistemasidagi r =r(¢) tenglama bilan berilgan
bo‘lsin. Agar OM M, yassi shakl r =r(¢) tenglama bilan berilgan MM, egri
chiziqg va ¢,, ¢, qutb burchaklariga mos keluvchi OM,, OM, qutb radiuslari
bilan chegaralangan egri chizigli sektor bo‘lsa, uning yuzi

S = %Trz(go)d(p (6.18)

formula bilan hisoblanadi.

6.41-misol
Qutb koordinatasida berilgan chiziq bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang:
r=4cos3p.

1(/72 )
>S=§Ir (p)do,

Qutb radiusi r >0, ya’ni 4cos3p >0, cos3p=>0 bo‘ladi.

Bundan,
_%+2m£3¢£%+2m,nez,

—Z+2ﬂ3gpsf+2—”“,nez
6 3 6

Topilgan oraligda r =4cos¢e shaklni yasaymiz(2-chizma):

0 0
S :6-% [ 16cos’3pdep =24 | (1+C0$6(0)d(p=24((p+%sin6(p)

0
-716 -z16 &
6

=24(0+0+%+%-0)=4n.<
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90
120 T 60

150 T 3

120t

210 330

240 4 300
270

6.2-chizma

6.6.2. Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash.

AB egri chiziq yoyi y= f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda f(x)
uzluksiz differensiyalanuvchi funksiya. U holda uning |1=AB uzunligi
quyidagi formula bilan hisoblanadi:

| =f 1+ (f'(x)Vdx (6.19)

Bu yerda A(a; f(a)) va B(b; f (b)) yoy uchlari bo‘ladi.

Agar sillig egri chizig x = x(t), y = y(t) tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, x(t),
y(t) -uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, AB egri chiziq yoyi
uzunligi | quyidagi formula bilan hisoblanadi:

| = I JX@)Y +(y'))d (6.20)

Bu yerda « va f chegara t parametrning yoyning A va B chegaralariga
mos keluvchi gqiymatlaridir.

Agar silliq egri chiziq yoyi qutb koordinatalar sistemasidagi r =r(p)
tenglama bilan berilgan bo‘lsa, u holda yoy uzunligi

1= [Jr (@) + (F(o)Fdo (6.21)
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formula bilan hisoblanadi, bu yerda ¢, va ¢, yoyning A va B chegaralariga
mos qutb burchaklaridir.
6.42-misol

2 3. .. . . . i
Ushbu y=§\/X_ egri chizigning x, =3, X, =8 absissali uchlari orasidagi yoyi

uzunligini toping.
» (6.4)dan foydalanamiz.

I :EJH(\&)ZdX :jj\/1+_xdx=§(l+ x)g

] 3 3
22(92—42J=§:122.4
3 3

3 3
6.43-misol
Ushbu x=a(t—sint), y=a(l—cost) sikloidaning 1-arkasi  uzunligini
toping.

» X =a(l—cost), y; =asint. Sikloidaning 1-arkasida 0 <t <27z
ekanligidan va (6.5)dan foydalanib hisoblaymiz.

2 2 2z
| = [\/a’(1—cost)’ +a’sin’ tdt =a [ +2— 2costdt :ZaIsingdt =
0 0 0

t 127
= —4ac085 =—4a(-1-1)=8a. «
0

6.6.3. Jism hajmini hisoblash.

Fazoda Ox o‘giga proyeksiyasi [a; b]kesma bo‘lgan gandaydir jism berilgan
bolsin. x €[a;b] nugtadan o‘tuvchi Ox o‘giga perpendikulyar har ganday
tekislikning kesm bilan kesishmasi yuzi S(x) ga teng bo‘lgan shaklni hosil
giladi. U holda bu jismning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

V = TS(x)dx (6.22)

Xususiy holda, y = f(x)funksiya gafigi bilan berilgan ABegri chizig, Ox
o‘gi va X=8a,X=Db to‘gri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyani OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning ko‘ndalang
kesimi yuzi S(x):;zf2(x) bo‘ladi. Shuning uchun bu aylanma jismning
hajmi
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V = 7[_? f2(x)dx (6.23)

b
formula bilan hisoblanadi. Qisgacha, V = 7[_[ y’dx.

Xuddi shu kabi, yassi shakini Oy o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan

d
jism hajmini topish uchun v = ;zj' x*dy formula go‘llanadi.

Eslatma. Qutb koordinatalar sistemasining (r; @) o ‘zgaruvchilari o ‘rniga
(po; @) o‘zgaruvchilarini ishlatish ham mumkin. U holda yuqoridagi (6.18) va
(6.21) formulalar quyidagi ko ‘rinishni oladi:

S=%fpz(¢)d(p va |=\/p2(¢)+(p'(¢))2d<0

27-Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini toping:
a) y>=x+5 y’ ' =-x+4
b) y=(x-4), y=16-x
2. X=a(t—sint), y=a(l— cos3t) sikloidaning 1-arkasi va
Ox o‘qi bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang.
3. r =a(l—cosg) kardioida chizig‘i bilan chegaralangan shakl
yuzini toping.

4. yZ%«/(ZX—l)S tenglama bilan berilgan egri chizigning

X, = 2, X, =8 absissali uchlari orasidagi yoyi uzunligini hisoblang.
5. x=acost, y =Dbsint ellips chizig‘ining yoy uzunligini toping.
6. r = a(l — cos) kardioida chizig‘i yoy uzunligini hisoblang.

2 2
1. z=X+y
4 2

, Z =1 sirtlar bilan chegaralangan jism hajmini
toping.
8. Xx=a(t—sint), y=a(l— cos3t) sikloidaning 1-arkasi va

Ox o‘qi bilan chegaralangan shaklni absissa o‘qi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan jism hajmini toping.
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27-Mustagqil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri yuzani topish formulasi emas?

B #2 B B
A [ymx'@dt  B) % [rP(@de  ©) [f700dx D) [x(®)y'(t)at

2. Berilgan f(x):\/x_3 funksiyani x=0 vax=5 chiziglar orasidagi yoyi
uzunligini toping

A) 12 B) 12> C) 121 D) i
27 27 27
3. Quyidagi r®=4cos2¢ chiziq bilan chegaralangan figuraning yuzini

hisoblang

A) 12 B)8 C) 4 D) 16

4. x=4(t-sint), y=4(-cost), 0<t<rx parametrik tenglama bilan berilgan egri
chizig yoy uzunligini hisoblang

A) 12 B)8 C) 4 D) 16

5. Aniq integral yordamida hajm hisoblash formulasi berilgan variantni aniglang

B #2 B B
A [ymx'@dt  B) % [rP(@de  ©) [f700dx D) [x(®)y 't
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6.7. Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar, ularni hisoblash
va yaginlashishga tekshirish

6.7.1. Chegarasi cheksiz xosmas integrallar.

6.1-Ta’rif. Yarim [a,+x) intervalda uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xosmas
integrali quyidagicha belgilanadi:

j f (x)dx
va ushbu tenglik bilan aniglanadi:
j f(x)dx = bILrEOIf (x)dx (6.24)

a

Agar (6.24) formulada o‘ngda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas
integral yaginlashuvchi deyiladi. Bu limit integralning giymati sifatida gabul
gilinadi. Agar ko‘rsatilgan limit mavjud bo‘lmasa, xosmas integral
uzoglashuvchi deb ataladi.

Agar integral ostidagi f(x) funksiya uchun F(x) boshlang‘ich funksiya

ma’lum bo‘lsa, u holda xosmas integralning yaqinlashuvchimi yoki yo‘gmi
ekanini aniglash mumkin. N’yuton-Leybnis formulalari yordamida quyidagiga
ega bo‘lamiz:

+00 b

b
!f (x)dx:bILrllaf (X)dXZbILToF(X)a

Shunday qilib, agar x —»+x~ da F(x) boshlang‘ich funksiya ma’lum bo‘lsa

= lim[F (b) - F (a)] = F (+20) ~F (a)

(biz uni F(+x) bilan belgiladik), u holda xosmas integral yaqinlashuvchi, agar
bu limit mavjud bo‘Imasa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

6.44-misol
» Berilgan f(x)=e funksiya uchun F(x)=—%e"x funksiya boshlang‘ich

funksiya bo‘ladi.
N’yuton-Leybnis formulasini qo‘llaymiz:

J'e *dx = lim {—Ee

b—-+o0

L

Agar k>0 bo‘lsa, |=k integral yaginlashuvchi.

Agar k<0 bo‘lsa, 1=« integral uzoqg lashuvchi. <«
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Xosmas integral (-«o,b] yarim cheksiz integralda ham shunga o‘xshash
aniglanadi:

=F(b)—F(—o).

If( )dx—allrp If x—alirp F(x)b
bu yerda F(—x) F(x) boshlang‘ich funksiyaning x — -« dagi limiti.
Agar f(x) funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz bo‘lsa, u holda

umumlashgan xosmas integral quyidagi formula bilan aniglanadi:

+00 S

jf(x)dx= If(x)dx+Tf(x)dx (6.25)

—00 —00

bu yerda s— ixtiyoriy tayinlangan nuqta.
Agar (6.25) formulada o‘ng tomonda turgan ikkala integral yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda chap tomondagi xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

6.45-misol

Ushbu
Todx
'[01+ X2
integralni yaginlashuvchiligini tekshiring.
» (6.25) formulada s=0 deb faraz qgilib, quyidagini hosil gilamiz:

+00 +o0

J.1+x _I1+x J.1+x

Tenglikning o‘ng qismidagi xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo‘ladi,
chunki

= arctgx|_ = arctg0—arctg (—) =

N

¢ dx
_-[01+x2

> =arctgx|,” =arctg (o) —arctg0 =

Shuning uchun ushbuga ega bo‘lamiz:
T’ dx
J1+x?

Integarl yaginlashuvchi va uning giymati ~ gateng. <«

V1
=—+==r.
2 2

6.7.2 Cheksiz funksiyalarning xosmas integrallari.
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6.2-Ta’rif. (—o,b] intervalda uzluksiz va x=a da aniglanmagan yoki uzilishga
ega bo‘lgan f(x) funksiyaning (l-shakl) xosmas integrali quyidagicha
belgilanadi:

va ushbu tenglik bilan aniqlanadi'

If x)dx = lim I (6.26)

£—>+0
a+e

b=

6.3-chizma
Agar (6.26) formulada o‘ngda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas
integral yaginlashuvchi deyiladi.
Agar ko‘rsatilgan limit mavjud bo‘lmasa, u holda xosmas integral
uzoglashuvchi deyiladi.
Agar integral ostidagi f(x) funksiya uchun F(x) boshlang‘ich funksiya
ma’lum bo‘lsa, u holda N’yuton-Leybnis formulasini go‘llash mumkin:

If x)dx =limF (x )

&—0

_Ilm[F ~-F(a+e)|=F(b)-F(a)

a+ &0

Spunday qilib, agar x—»a da F(x) boshlang‘ich funksiyaning limiti
mavjud bo‘lsa (biz uni F(a) bilan belgiladik), u holda xosmas integral

yaqginlashuvchi, agarda bu limit mavjud bo‘lmasa, u holda xosmas integral
uzoglashuvchi bo‘ladi.

[a, b) intervalda uzluksiz va x=b da aniglanmagan yoki Il tur uzilishga
ega bo‘lgan f(x) funksiyaning xosmas integrali ham shunga o‘xshash
aniqlanadi'

If dx—Ilmj x)dx =limF (x )_

-0

=lim[F(b-¢)-F(a)]=F(b

a -0

bu yerda F(b)-F(x) boshlang‘ich funksiyaning x —b dagi limiti.
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Agarda  f(x) funksiya [a, b] kesmaning biror-bir x=s oralig nuqtasida

cheksiz uzilishga ega yoki aniglanmagan bo‘lsa, u holda xosmas integral
quyidagi integral bilan aniglanadi:

Tf(x)dx=j'f (x)dx+if (x)dx (6.27)

Agar (6.27) formulaning o‘ng tomonida turgan intervalardan agalli bittasi
uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladiyu

Agar (6.27) ning o°ng tomonidagi ikkala integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda tenglikning chap tomonidagi xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

6.46-misol
Ushbu

jox
23X
integral ning yaginlashuvchanligini tekshiring.

» x—0 da f(x) :% —o. x=0 nuqta [0,4] kesmaning chap oxirida yotadi.
X
Shuning uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

© dx
X o x=4-0=4.
!\/x

Integral yaqginlashuvchi. <«

6.7.3 Absolyut va shartli yaginlashuvchanlik.

Ishorasini saqlamaydigan funksiyalarning xosmas integrallarini izlashni
ba’zida nomanfiy funksiya bo‘lgan holga olib kelishga imkon beradigan
alomatni keltiramiz.

Agar T|f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Tf(x)dx integral

ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
Bunda oxirgi integral absolyut yaqinlashuvchi interval deb ataladi.

Agarda Tf(x)dx integral  yaginlashuvchi, T|f(x)|dx integral  esa
uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda Tf(x)dxintegral shartli yaqginlashuvchi integral

deb ataladi.
6.47-misol
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Ushbu

¢ cosx ¢ sinx
d dx.
£1+ X2 ;|;1+ X
integrallarning yaqginlashuvchanligini tekshiring.
» Integral ostidagi funksiyalar ushbu shartlarni qanoatlantiradi:

cosx| smx|
1+x| 1+ X% 1+x| 1+x%

+00

dX +o0 T
I T arctgx|,” = arctg(+0) —arctg0 = >

integral yaginlashuvchi, shuning uchun
+ji° sinx

dx
< |1+ X2

| cosx
ks
1+x

0

integrallar ham yaqginlashuvchi bo‘ladi. <«

28-Auditoriya topshiriglari

Xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang.
dx
x(In x)

2. j\/_(Javob Uzoglashuvchi).

(Javob: 0,25).

-
® == 8

3. jxse‘xzdx (Javob: 1).

(Javob Uzoglashuvchi).

" j 2xdx

OO

5. | \/ii_(Javob .

2 X
dx
— (Javob: Uzoglashuvchi).
x°

¥ (Javob: 1).

H
Fimy

8. jd—(Javob Uzoglashuvchi).
o X°—4x+3

Xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.
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T dx
2 xInlnx

/2

10. |

0

(Javob: Uzoglashuvchi).

1-cosx

— (Javob: k <2 da yaginlashuvchi, k >2 da uzoglashuvchi).

28-Mustagqil yechish uchun testlar

2
2

dx xosmas integralni hisoblang
X

1. Quyidagi T
A2 B)l1 C)O D) 3

2. Quyidagi J’% xosmas integralni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini
0V X

aniglang

Al B) 2 C) 3 D) uzoglashuvchi

3. Quyidagi T% xosmas integralni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini
1A X

aniglang
Al B)?2 C) 3 D) uzoglashuvchi
2

4, Quyidagijﬁ xosmas integralni hisoblang yoki uzoglashuvchi

ekanini aniglang

A)In2 B) —In4 C) -In2 D) uzoglashuvchi

5. Quyidagi j% xosmas integralni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini

aniglang

Al B)?2 C)3 D) uzoglashuvchi

9-Shaxsiy topshiriqlar

1-topshiriq. Aniq integrallarni hisoblang.




1.1 a dx
)
2 2
12 a) [ L ix
X
/4
dx
1.3 a
) £c052x+35in2x
In3
dx
1.4 a) T
!e (1+3e)
7/2
dx
15 a
) !cosx—Bsinx
16 a)ef In xdx
' % X(1+In?x)
4
1.7 a)J.x2 16 — x*dx
0

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

dx

2 3c0s° X
a) j —
o sin® X

7/2
a) j sin® xcos® xdx
0

N3
a) I V5 — x*dx
0

) j- xdx
Y A/bx-1
1
dx
a) _—
J;§x2\/1+ X2
2) xdx
Jx -1

y
9
J
4
a)j‘ dx

0 1++/2x+1

InV2
2) dx

el ex /1—9_2)(

/4

xdx
b
) ! COoS® X

2
b) jarctg VX +1dx
0

b)j'ln(3x+ 2)dx

o X+

2
b) Ixz In xdx
1

[HEN

© arccos X
b) j

. X+1

7z/~4
b) | xtg®xdx
0
1.
b) [(x*+x)e*dx
0
2.
b) | (x—1)In xdx

1

dx

& 1
b) j arctg —dx
| X

7/2
b) I Xsin xcos xdx
0

z/4
b) I xsin® xdx
0

b) Ixz sin xdx
0

0 X
b) Ixze_de
%

1
b) '[ arctg (3x — 2)dx

2/3

251
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/3 2
dx
1.16 b Inxd
) -([2+cosx )!\/;nxx
: In(x +2)
1.17 b dx
”! )Iu+a
4
118 a)J b) J-arcsm(x/Z)OI
) _
f ™ xdx
1.19 a) IX2\/4—X2dX b) I —r
0
X+1 h
1.20 a J-m b) J;arcsin(l—x)dx
5 /4
1.21 a b) | xctg?®xdx
;[ X+ 3x+ ) 7;[6 .
6 e
1.22 a j b) [(x+3)In?xdx
3 1
2 e
1.23 a j b) [xIn?xdx
1 1
f 3
1.24 a j b) [In(2x+3)dx
0 1
1.25

2-topshiriq. Quyidagi tenglama bilan berilgan chiziqlar bilan chegaralangan

figura yuzini hisoblang.

2.1, r=4sin’ ¢

2.2. X = 3(cost +tsint), y =3(sint—tcost),y=0(0<t <)
2.3. r=3sin4ge

2.4. r=4cos3p, r=2(r>2)

2.5. x=4(t-sint), y =4(1-cost)
26. y=x+1y=cosx, y=0

2.7. r=6sin3p, r=3(r>3)

2.8. r=cosp+sing

29. r=12+sing

2.10. r=6c0s3p, r=3(r>3)




253

2.11. r=cos3p

2.12. r=sing, r=2sing

2.13. r=1/2+cosg

2.14. x=7cos’t, y=7sin’t

2.15. y?=x’,x=4,y=0

2.16. r=cosp—sing

2.17. r=1++/2sing

2.18. r=5(1-cosyp)

2.19. r=+/3c0sp, r=sing,0<p < 7/2
920 X =5c0s’t, y =5sin’t

291 I'=3(1—cosg)

999 [=6C0s3p, r=3(r<3)
2,23, M=sindp

204 T=2(1-c0sp),r=2(r=2)

295 = 5(1+cose)

3-topshiriq. Quyidagi tenglamalar orqali berilgan chizigning yoyi
uzunligini hisoblang.
3.1. r =5(1+ cose)

x =3(2cost —cos2t),
32 y =3(2sint-sin2t),
0<t<2nr.
3.3. y =1+In(cosx), (0<x < 7/6)
x = 4(cost +tsint),
3.4.
y = 4(sint —tcost),
0<t<2nr.
= S|nt+2tcost
3.5. _
y: 2 t? cost+2tsmt,
0<t<r.
X =2sin’t
3.6. ,. 0<t<rz
y =2cos’t
x =e'(cost +sint),
3.7. t _
y =e'(cost —sint),

o<t<r.
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3.8.

3.9.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.18.

|

X =4sin’t
y =4cos’t
{x =3,5(2cost —cos2t),

y =3,5(2sint—sin2t),
0<t<n/2.

X = 6c0os’t,

y = 6sin’t,
0<t<x/3.

|

5
e
{
oas

-

y:

X =

y

y=

y=

X=

y=

|

(t* —2)sint + 2tcost,

(2-t*)cost + 2tsint,
0<t<z/3.

8(cost +tsint),

=8(sint —tcost),

0<t<rx/4.
2sin(p/3), (0< ¢ < /6)
3(cost +tsint),
3(sint —tcost),
O<t<7r/3

7r<t<27z
'(cost +sint),
e’ (cost —sint),
r/2<t <.
2,5(t- smt
251 cost
7r/2£t£7r.
x =3,5(2cost —cos2t),
y =3,5(2sint—sin2t),
0<t<rx/2.



3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

x =6(cost +tsint),
y =6(sint —tcost),
0<t<.
X =(t* —2)sint + 2tcost,
y =(2-t*)cost + 2tsint,
0<t<z/2.

x=(t*- Z)Sint + 2tcost,

y? =X’ ning x =4 bilan kesilgan gismi.

<tz

X =5sin’t
y =5cos’t

2—t2)cost+2tsint,

0<t<2r.
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4-topshiriq. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuraning Ox o‘qi (1-12
variantlar uchun), Oy o°qi (13-25 variantlar uchun) atrofida aylanishidan hosil

bo‘lgan jism hajmini toping.

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.
4.5.
4.6.
4.7.

4.8.
4.9.
4.10.
4.11.

v =x%x=0,y=4

X =4(t-sint), y =4(1-cost),y=0
y =5C0SX,y =c0sX,X=0,x=>0
y=2X-X*,y=4x-2x*
y=sin’x,x=7x/2,y=0

x=3/y-2x=1y=1

y=xe',y=0,x=1

y=2Xx-X,y=-X+2,x=0
y=3sinx,y=sinx,0<x<rx

X =3cos’t, y=2sin’t

y =arccos X, y =arcsin x,x=0
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412. (y-1f =x,y=x-1

4.13. x=2cos’t, y=2sin’t

4.14. y =arccosx, y =arcsin x,y =0
415, y=(x-1f, y=1y=(x-1f, y=1
416, Yy =x-2,y=x}y=0y=1
417. y=x',y=x’

4.18.  y=arccos(x/5), y =arcsin(x/3),y =
419. (y-1y=x,y=x-1

420. y=(x-2),y=4-x

4.21. y =arccosx, y =arcsin x,x=0
422. y=(x-17,x=0,x=3,y=0
4.23. x=2cos’t, y=5sin’t

424, y=x’,y=xX

425. y=(x-1f,x=3,y=0

5-topshiriq. Xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini
isbotlang.

xadx .
519) [0 D]

0
16xdx 2
2.
!16x“—1 Il
7 xidx 1 gV
539 | Tox b [
54 2 Xxdx 2 dx
a)L/16x4—1 !
© xdx j 2X — 1)d

—o (X +:|.)3 12 -

03 (x3+1)4 b) j20x —9x+1

! 4 (x* +16Y )j (- X)ln (1-x)

5.8.a) [ 0% __ py A3
X —4x+1 0 2-3X




xdx
59a) | ——
) !x —4x+5
5.10 TL
o S X2 +4X+5
arcthx
5.11. )I4x e
2 dx
5.12. a) | ———
) I4x2 +4x+5
5.13. i
! OX* +6x+5
T (x+3)dx
5.14.
!x/x +6X+5
5.15. i
'!X +4
5.16 I3+1/arct93xdx
T © 9x?+1
5.17. i
!x(1+ln X)
5.18. szmxdx
0
5.19. [
I(x —4x)|n3
5.20. f
! 1+4x° )arctg 2X
°° 2x+l dx
5.21.
!\/4x +4x+5
5.22. (
!( +2x)ln5
5.23. T xe ¥*dx
0
5.24. a) J'3xezxdx
5.25.

a) Txg‘e‘xzdx
0
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b) Cc0s3X dx

0 3/(1-sin3x)’
t 2xdx

b

V==
b) Icosxdx

sin
t  Bdx

b

) Js V4 —5x
/2 etgxdx

b) |

5 COS° X

7T arcsmxdx
b
)'([7[ 1-x?

!\/4x x> —4
b)j sin 2 xdx

2 ¥1—-cos® X
¥ Bdx
ey

b”m
b) [

5 9x2 —OX+2
72 3sin® xdx

by [ > AUX

) ! COSX

Lox*dx

2R b
fsx/_xdx

o ¥5—-X
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VII BOB. KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING
DIFFERENSIAL HISOBI

7.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar. Xususiy hosilalar va to‘la
differensial

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar. R® fazoda biror D to‘plamning bir-
biriga bog‘liq bo‘lmagan ixtiyoriy (x,y) hagigiy sonlari juftligiga biror goidaga
ko‘ra E to‘plamdagi yagona z hagigiy son mos qo‘yilgan bo‘lsa, b to‘plamda
Ikki x va 'y o‘zgaruvchili z funksiya aniglangan deyiladi. Ikki o‘zgaruvchili
funksiya simvolik tarzda quyidagicha belgilanadi:
z="Tf(x,y),z=12(xYy) va hk. Bunda x, y erkli o‘zgaruvchilar yoki
argumentlar, z esa erksiz o‘zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi.

D to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi, E to‘plam o‘zgarish sohasi
yoki giymatlar to‘plami deyiladi. Har bir juft haqigiy songa Oxy koordinatalar
sistemasida bitta M nuqta va bitta nuqgtaga bir juft haqiqiy son mos kelganligi
uchun ikki o‘zgaruvchili funksiyani M nuqtaning funksiyasi deb ham garaladi,
hamda z=f(x,y) o‘rniga z=f(M) deb ham yozish mumkin. Funksiyaning D
aniqlanish sohasi sohaga tegishli yoki tegishli bo‘lmagan chiziglar bilan
chegaralangan Oxy tekislikning bir gismini ifodalaydi. Birinchi holda D soha
yopiq soha deyiladi va D kabi belgilanadi, ikkinchi holda esa ochiq soha
deyiladi. Funksiya butun Oxy tekislikda aniglangan bo‘lisi ham mumkin. Ikki
o‘zgaruvchili funksiya berilish usullari ham, bir o‘zgaruvchili funksiyaga
o‘xshash bo‘ladi. Ko‘proq funksiyaning analitik usulda berilishini garaymiz.
Masalan,

1) z=x*+y? funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, Oxy tekislikning
hamma nugqtalari uchun aniqlangan, o‘zgarish sohasi [0,+ ) dan iborat bo‘ladi;

2) z=4-Xx* -y’ funksiya aniqlangan bo‘lishi uchun
4-x2-y*>0 vyoki x*+y><4 bo‘lishi kerak, bunday nuqtalar to‘plami markazi
koordinatlar boshida radiusi 2 ga teng bo‘lgan doiradan iborat, qiymatlar
to‘plami [0,2) bo‘ladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning geometrik tasviri  fazoda tenglamasi
z=f(xy) bo‘lgan sirtni ifodalaydi. Masalan: 1) z=2x+3y-6 ikki o‘zgaruvchili
funksiya fazoda 2x+3y-z-6=0 tekislikni tasvirlaydi. 2) x*+y?+2z?=R?* sfera
tenglamasi bo‘lib, z:i\/m ikki o‘zgaruvchili funksiyalar grafiklari
fazoda sferani ifodalaydi.
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D to‘plamning har bir (x,y,z) hagigiy sonlar uchligiga biror goida
bo‘yicha E to‘plamdagi yagona u haqgigly son mos qo‘yilgan bo‘lsa, D
to‘plamda uch o‘zgaruvchining funksiyasi aniqlangan deyiladi.

Bunda x,y,z erkli o‘zgaruvchilar yoki argumentlar, u esa erksiz
o‘zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi. Uch o‘zgaruvchining funksiyasi
u= f(xy,2z) kabi belgilanadi.

Uch o‘zgaruvchili funksiya aniglanish sohasi R® fazoning biror nugtalar
to‘plami yoki butun fazo bo‘lishi mumkin. Masalan: y=5-x'-y'-7* funksiya
25-x>-y?-z2>0 yoki  x?4+y?+72<25  shartda aniglanganligi uchun
x? +y? +z? = 25 sfera va uning ichida aniglangan.

To‘rt o‘zgaruvchili va umuman N o‘zgaruvchili funksiyaga ham
yugoridagidek ta’rif berish mumkin. Bunday funksiyalar mos ravishda
u=f(x,y,z,t) yoki y="f(x,%,%,X%), Y=Ff(x,x%,.,x,) kabibelgilanadi.

To‘rt va undan ortiq o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiyalarning aniglanish
sohasini chizmalarda ko‘rgazmali namoyish etish mumkin emas. Ammo, uni
tasvirlash mumkin bo‘lmasa y yo‘q deyish mumkin emas. Masalan, to‘rtinchi

o‘zgaruvchi fazodagi temperatura, beshinchisi zichlik va h.k bo‘lishi mumkin.
Ikki o‘zgaruvchili funksiya limiti, uzluksizligi va uzilishi. IKKi

o‘zgaruvchili funksiyaning limiti tushunchasini berishdan oldin, berilgan
nugtaning ¢ - atrofi tushunchasini Kiritamiz. P,(x,,y,) nugtaning o atrofi deb

koordinatalari quyidagi shartni ganoatlantiruvchi P(x,y) nuqtalar to‘plamiga

aytiladi: \/(x—x,)* +(y-y,)> <& Yoki gisqacha p(P,R,) <&, bu yerda p(P,R,) belgi
P va P, nugtalar orasidagi masofani bildiradi.

Demak, P, nugtaning ¢ atrofi deganda P, markazli ¢ radiusli doiraning
ichida yotuvchi barcha P nugtalar tushuniladi. n(n>3) o‘lchovli fazoda
Py (X;, X5 ,..., X,,) NUQtaning & atrofi ham shunga o‘xshash aniglanadi.

Ikki o‘zgaruvchili z = f(x,y) = f(P) funksiya P, nugtaning biror atrofida

aniqlangan bo‘lsa ( P, nuqtada aniglanmagan bo‘lishi mumkin) va ixtiyoriy

>0 uchun shunday &>0 topilsaki, p(P,P)=y/(x—X)?+(y—-Y,)? <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha P(x, y) nugtalar uchun
|[f(x,y)—A<e yoki |[f(P)-A<e
tengsizlik bajarilsa, A o‘zgarmas son Z = f (X, y) funksiyaning P, nugta
(P — P,))dagi limiti deyiladi, va
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lim f(P)=Avyoki lim f(x,y)=A
P—>PRy X—>Xg
Yy—=>Yo
kabi belgilanadi.
7.1-misol.

.ingsinxy limitni hisoblang.
X—> y
y—0

» p (2:0) hugtada SiNXY funksiya aniglanmagan. Limitning xossalaridan

y
e _ : _ s ... sina
IlmmzIIm(X‘M]=|Imx-llmsmxy=2-1=2 , ~ chunki 11rr% =S
oF Yy Bl W) g N -

z=f(x,y) (z=f(P)) funksiya p,(x,,y,) nuqtada hamda uning biror
atrofida aniglangan va
lim f(P)=f(R) yoki lim f(x,y)=f(x,Y,)

P—PR, X=Xy
Y=Yo

bo‘lsa, ya’ni funksiyaning P,(x,,Y,) nuqgtadagi limiti funksiyaning shu nuqtadagi
qiymatiga teng bo‘lsa, funksiya  PB,(x,,Y,) nhugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksizlik shartlari bajarilmagan nugtalari funksiyaning uzilish nugtalari
deyiladi.

z = f(x,y) funksiya biror D sohaning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, u
holda funksiya D sohada uzluksiz deyiladi.

7.2-misol.

Ushbu z = ﬁfunksiyaning uzilish nugtalarini toping.

» Funksiya koordinatalari x*-y?=0 tenglamani ganoatlantiruvchi

nuqgtalarda uzilishga ega. Bu y =x va Yy =—X to‘g‘ri chiziglar bo‘lib, bu

to‘g‘ri chiziqlarga tegishli har bir nuqtada funksiya uzilishga ega
bo‘ladi. «

Ikki o‘zgaruvchili uzluksiz funksiya ham bir o‘zgaruvchili uzluksiz
funksiya ega bo‘lgan asosly xossalarga ega bo‘ladi. (Bu xossalarni takrorlash
o‘quvchiga tavsiya etiladi).

Ikki o‘zgaruvchili funksiya xususiy, to‘liq orttirmalari va xususiy
hosilalari. z = f (x, y) funksiyada X o‘zgaruvchiga biror ax orttirma berib, y ni
o‘zgarishsiz qoldirsak, funksiya A,z orttirma olib, bu orttirmaga z
funksiyaning X o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy orttirmasi deyiladi va
quyidagicha yoziladi:

Az=T(X+AXxYy)—f(Xy).
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Xuddi shunday, y o‘zgaruvchiga Ay orttirma berib X o‘zgarishsiz qolsa,
unga z funksiyaning Yy o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy orttirmasi deyiladi va
quyidagicha yoziladi:

Ayz=f(Xy+Ay)—f(xy).

x va y o‘zgaruvchilar mos ravishda Ax va Ay orttirmalar olsa,
z=f(x,y) funksiya Az = f(x+AX,y+Ay)— f(x,y) to‘liq orttirma oladi

Agar

Ax—0 AX

funksiyaning X o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hoesilasi deyiladi va Z—Z yoki
X

2, = f/(x,y) bilan belgilanadi. Agar

Ay—0 Ay
holda bu limitga z = f(x,y) funksiyaning Yy o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy

hosilasi deyiladi va ZZ yoki z;, = f;(x,y)  bilan belgilanadi.
2

Xususiy hosilalar ta’riflaridan ko‘rinadiki bir argumentli funksiyani
differensiallashning hamma goida va formulalari o‘z kuchida qgoladi.

Istalgan chekli sondagi o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari ham
yugoridagidek aniglanadi.
7.3-misol.

Ushbu z=x?+2xy+3y? funksiyaning birinchi tartibli xususiy
hosilalarini toping.

» Oldin y ni o‘zgarmas deb z  ni topamiz:

Z, = (X* +2xy +3y°)}, = (X*)5 +(2xy)} + By )} = 2x+2y

endi X ni o‘zgarmas deb z|, ni topamiz:

' 2 YAV YAV ’ 2\
z, = (x* +2xy +3y?)|, =(x%), +(2xy), + By*), =2x+6y. 4

7.4-misol.

Ushbuz = x* funksiyaning xususiy hosilalarini toping.

x Inx

»z=x" =e bo‘lgani uchun

2 =™ (yxInx+x") = x" " (yInx +1),

Z, =¢" Y N x=xY In? X .«
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29-Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping va uning
gandayligini izohlang.

1) z=y1-x*-9y*; 2) z= ! +4yY—=X;

X+Y

3 z=In(x+Yy*—2); 4) u=+/4-x2+y2—2z2;

5) z=+X—4/Y; 6) z:arcsinﬁ.

2. Quyidagi limitlarni hisoblang.

. 2—Yxy+4. . _ 292 11 _
) im ST gy gy XY AL
x>0 Xy o Xty
y—0
3. Quyidagi funksiyalarning uzilish nugtalarini toping.
6 y? +2X 1

Dz=——; 2) 2= 0 3) 7=— - .
) x> —4y? —4 ) y* —2x ) sin® Zx +sin® ry

4. Quyidagi funksiyalarni X — 0, y — 0 da uzluksizlikka tekshiring.

X2 y2

: Xy :
D z= ,1(0,0)=0; 2) z= , 1(0,0)=0;
) z X2+y2 ( ) ) z X2+y2 ( )
X2y2 X4_y4
Y 2= 100)=0 4) 2= 5. £(0,0)=0

5. Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping:

D) z=x>+3x’y-y° 2) z:ln(x+,/x2+y2); Ju=JL4+L_X.
X y z

2
2 7= 1_[uj +arcsin XY
Xy y

6. z=— _  bo‘lsa, 22,222 tenglik bajarilishini
cos(x? — y?) X0X yoy 'y

tekshiring.

29-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy orttirmasi to‘g‘ri berilgan
variantni aniqglang.

A) f(x+AX, y)— (X, y+Ay)

B) f(x+AX, y+Ay)— f(X,Y)

D) f(x, y+Ay)-f(x,y)
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E) f(x, y+Ay)— f(x+AX, Y)
2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘liq orttirmasi to‘g‘ri berilgan variantni
aniglang.

A) T (x+ Ax, y)— T (X, y+Ay)

B) f(Xx+AX, y+Ay)— f(X,Yy)

D) f(x, y+4ay)—-f(x,y)

E) (X, y+Ay)— f(x+AX, Yy)
3. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri 192,102 _ Z tenglikni

XOXx yoy y?

ganoatlantiradi?

A)z =tg(x* +y?) B) z=ye’ ™

_2X-Yy

D) z
X+ 3y

E) To‘g‘ri javob yo‘q.

4. Quyidagi  funksiyalardan qaysi Dbiri y?—x%:O tenglikni
X

ganoatlantiradi?
A)z =tg(x* +y?) B) z=ye’ ™

2X—Y
X+ 3y

D) z= E) To‘g‘ri javob yo‘q.

5. Quyidagi  funksiyalardan qaysi biri xg + yg =0 tenglikni
OX oy
ganoatlantiradi?
A)z =tg(x* +y?) B)z=ye'

_2X-Yy

D) z=
X + 3y

E) To‘g‘ri javob yo‘q.

7.2. To‘la differensial. Yuqori tartibli xususiy hosila va
differensiallar. Murakkab va oshkormas funksiya hesilasi
To‘la differensial va taqribiy hisoblash formulasi. z = f (x, y) funksiya

va ixtiyoriy P(x,y) nuqtani garaymiz. Ma’lumki, x va y o‘zgaruvchilar mos
ravishda Ax va Ay orttirmalar olsa, P(x+Ax,y+Ay) nuqtaga ega bo‘lamiz. Bu

nugtalar orasidagi masofa p=+/(Ax)’+(Ay) bo‘lishi ravshan. z= f(x,y)
funksiya Az = f (x+Ax,y+Ay)— f(x,y) to‘lig orttirma oladi.
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Agar z = f(x,y) funksiyaning P(x,y) nuqtadagi to‘liq orttirmasini
Az = A-Ax+B-Ay+0(p) (7.1)
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, bu funksiya P(x,y) nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A, B lar Ax va Ay ga bog‘liq bo‘lmagan
sonlar, oxirgi qo‘shiluvchi Ax — 0, Ay — 0(p — 0) da yuqori tartibli cheksiz kichik
funksiya.
Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya orttirmasining

argumentlarning Ax, Ay orttirmalariga nisbatan chiziqli ifodasi bo‘lgan bosh
bo‘lagi funksiyaning fo‘la differensiali deyiladi va dz bilan belgilanadi.
Z = f(X,y) funksiyaning to‘la differensiali

dz=A-Ax+B-Ay (7.2)
formula bilan aniglanadi.

7.1-Teorema(differensiallanuvchanlikning zaruriy sharti). Agar x funksiya
P(x,y) nuqtada differensiallanuvchi bo ‘Isa, u holda u shu nuqtada t)(x,y) va

f,(x,y) hususiy hosilalarga ega bo ‘ladi, bunda A= f)(x,y), B=f (xy).

Yugoridagi (7.1) va (7.2) formulalarda A va B Kkattaliklarni xususiy
hosilalarga almashtirib, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Az = (X, y)-Ax+ T (X, y)- Ay +0(p) (7.3)
dz=f/(x,y)-Ax+ (X, y)-Ay (7.4)

Erkli o‘zgaruvchilarning orttirmalari ularning differensiallariga bevosita
teng, ya'ni dx=Ax, dy= Ay, shuning uchun to‘la differensial

dz = f/(x, y)dx+ f (x, y)dy yoki dz = %dx + %dy (7.5)
X

formula bilan hisoblanadi. f/(X,y)dx va f (x,y)dy qo‘shiluvchilar xususiy
differensiallar deb ataladi, ular mos ravishda d,z va d,z bilan belgilanadi.

Demak, dz=d,z+d,z.

To‘la differensialdan funksiyaning  taqribiy giymatlarini hisoblashda
foydalanish mumkin, ya’ni (7.3), (7.4) formulalardan Az =dz+o0(p) va cheksiz

kichik p larda Az ~dz. Demak,

f(X+AX, y+Ay) = f(x,y)+ f/(x,y)dx+ f (X, y)dy. (7.6)
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Bu esa tagribiy hisoblash formulasidir. Uch o‘zgaruvchili u=F(x,y,z)

funksiyaning to‘la differensiali

ou ou ou
du=—dx+—dy+—dz 7.7
OX oy Y oz (7.7

formula bilan hisoblanadi. (1.6) formulani uch o‘zgaruvchili funksiya uchun
ham umumlashtirish mumkin.

7.2-Teorema(differensiallanuvchanlikning yetarli sharti). Agar z = f(x, y)
funksiya P(x, y) nugtaning biror 5 atrofida xususiy hosilalarga ega bo ‘lib,
bu hosilalar nugtaning o zida uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada

differensiallanuvchi bo ‘ladi.

7.5-misol.
Ushbu z = in(x* + y*) funksiyaning to‘la differensialini toping.

» Xususiy hosilalarni topamiz;

(C+y?)y 2y
X2+y2 X2+y2’

Z,_(x2+y2)x_ 2X
X2+y2 X2+y2’

i yA

’
y

(7.5) formulaga asosan, dz—_ 2% dy+_2Y dy bo‘ladi. <
X2+y2 X2+y2

7.6-misol.

O‘lchovlari a=8m, b=6m, c=3m bo‘lgan parallelepipedning
uzunligi va eni mos ravishda 10 sm va 5 sm ga ko‘paytirilsa, balandligi esa
15 sm kamaysa uning hajmi ganday o‘zgaradi.

» Parallelepipedning hajmi v = Xyz; X,Y,Z uning o‘lchamlari. Hajm
orttirmasini tagriban AV =~ dV formuladan hisoblash mumkin.

dV = yxdx + xzdy + xydz .
Shartga ko‘ra

Xx=8 y=6, z=3, dx=0.1, dy=0.05 dz=-0.15 bo‘lganligi
uchun
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AV =dV =66-3-0.1+8-3-0.05+8-6(—0.15) = —4,2.

Shunday qilib, hajm taxminan 4.2m?> ga kamayadi. <
7.7-misol.
To‘la differensial formulasidan foydalanib:

197

m_lj ni tagribiy hisoblang.

arcctg(

» To‘la differensial formulasidan taqribiy hisoblashda foydalanish uchun,
oldin giymati tagribiy hisoblanadigan funksiyaning analitik ifodasini
tanlash zarur, keyin boshlang‘ich nuqgtani shunday tanlash kerakki
funksiyaning va  xususiy hosilalarning bu nugtadagi  giymatlarini
jadvalsiz  hisoblash mumkin bo‘lsin. Shundan keyin (7.6) formuladan
foydalanish kerak.

arcctg(%-l] ifoda f(x,y):arcctg(i—l) funksiyaning PR, (1,97;1,02)

nuqtadagi qiymati deyish mumkin. Boshlang‘ich nuqta uchun P, =(2;1) ni
olsak, Ax=1.97-2=-003 Ay=1.02-1=0.02 bo‘ladi. Endi xususiy
hosilalarni topib, ularning P, nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

f (X y)= arcctg(ﬁ—lJ x | = —%;
y y +(x=y)

f,(x,y)= arcctg(i—l] y :%;
y y +(x-y)

1 2

fX(Z,l) =—m=—0.5; fy(Z,l) Zmzl.
(7.6) dan foydalansak,
1.97 2
arcctg(m —lj ~ arcctg(1 —1) +(-0.5)(-0.03) +1-0.02=

=7 +0015+002=082 bo‘ladi. «
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Yuqori tartibli  xususiy hesilalar va differensiallar. z= f(x,y)

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb birinchi tartibli xususiy
hosilalardan olingan xususiy hosilalarga aytiladi. Ikkinchi tartibli xususiy
hosilalar quyidagicha belgilanadi:

ﬁ(&jzﬁzzzzrr:fn(xy). éé_é’zz_z H_f N(X )
alax) ac ~ o T R A Tag Ty Ty WY

a & 522 " " ol & azz " "
- — -_—— :f y ; _— = = = y A
@ia’yj ga e =T ) @(@] &~ = )

fry (x,y) va fox (x,y) xususiy hosilalar aralash xususiy hosilalar

deyiladi. Aralash xususiy hosilalar uzluksiz bo‘lgan nuqtalarda ular o‘zaro teng
bo‘ladi.

Uchinchi va undan yuqori tartibli xususiy hosilalar ham yuqoridagidek
aniglanadi.

Ushbu 92 yozuv z funksiyani m marta X o‘zgaruvchi bo‘yicha va
@(md’n—m

(n—m) marta y o‘zgaruvchi bo‘yicha differensiallashni bildiradi.

Birinchi tartibli to‘la differensialdan olingan to‘la differensial ikkinchi
tartibli to‘la differensial deyiladi. d(dz) =d?z kabi aniglanib, xususiy
hosilalar orgali quyidagicha topiladi.

2 2 2
dzz:a—idx2+2 oz dxdy + a szy2
OX OXOY oy

(7.8)

7.8-misol.
Ushbu z = x?y* funksiyaning ikkinchi tartibli to‘la differensialini toping.

» Xususiy hosilalarni topamiz:

!

z; = (xzys) «=2x% zh, =3x7y?; zl =2)°, Zl =6w)’, zI =6x)°, z) = 6x)7,
(7.8) formulaga asosan ikkinchi tartibli to‘la differensial

d?z = 2y3dx?® +12xy2dxdy + 6x2 ydy?. 4



268

Murakkab va oshkormas funksiyaning hosilasi. Ikki o°‘zgaruvchining
z=12(u,v) differensiallanuvchi funksiyasi berilgan bo‘lsin. u va v argumentlar ham
X erkli o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsin, ya’ni u=u(x),
v=v(x). Murakkab funksiyaning hosilasi quyidagicha hisoblanadi:

dz_Gz du iz dv 79)
dx ou dx ov dx

Ikki o‘zgaruvchili z=z(u,v) u=u(x,y), v=v(x,y) murakkab funksiyaning
xususlty hosilalari quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:

0z _0z ou 0z oV

= , — = ——|. (7.10)
OX OU OX oV oOX

Oshkormas F(x,y(x))=0 funksiyaning hosilasi

oF LRy 0 F(u)

(7.11)
oX 0oy dx F, (x,Y)

formula orqgali hisoblanadi.

Uchta o‘zgaruvchini bog‘laydigan F(x,y,z)=0, z=1z(x,y) oshkormas
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formulalardan topiladi:

" F R (Y,
) o Ry 0 Ryl (7.12)

Fxy) | Ry

7.9-misol.
Quyidagi funksiyaning xususiy hosilalarini toping:

\'

Z=U", buyerda u=ysinx, v=ycosx.

» Berilgan funksiya ikki o‘zgaruvchili murakkab funksiyadir. Avval z dan

u va Vv o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosila hisoblaymiz

oz v o0z,
—=Vv-u", —=u"-Inu,
ou ov
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so‘ngra U va v funksiyalardan x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosila
hisoblaymiz

u ou )
— = yCO0SX, — =Sinx;
OX oy

. ov
— =-ysinXx, — =COSX.
OX oy

Endi (7.10) formulalardan foydalansak,

0z _ .
a—:v-uV Loycosx+u’-Inu-(-ysinx) =
X

2

(ysin x)y°°s{m —ysinxIn(ysinx) |,
sin x

oz _
oy

7.10-misol.

v-u'-sinx+u" - Inu-cosx = (ysinx)’™*[cos x + cosxIn(ysinx)] <«

oz 0z

topilsin.

» Tenglamaning chap tomonini F(x,y,z) deb belgilab, xususiy hosilalarini
topamiz

FX'(x, Y, Z) = 2X, Fy'(x, y,2)=-4y—-2+1, FZ’(x, y,2)=6z-Yy.

Oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari uchun (7.12) formulalardan
foydalanib quyidagi yechimlarga ega bo‘lamiz:

@__Fx'(x’y1z)__ zxg__Fy(X,y,Z)__1_4y_Z<
* Fyn OV ¥ Eyp 6y

30- Auditoriya topshiriqlari

1. Quyidagi funksiyalarning to‘la differensiallarini toping:

1) z=arctgu; 2) u=x"?; 3)u = zarctg X.
1-xy X

‘ Ushbu x* —2y? +3z* - yz+y =0 oshkormas funksiya uchun o V@ > lar
X
‘ 2. z=x*y funksiya uchun p (4;5) nugtada ax =-01, Ay =0,2 bo‘lganda

dz va Az larni hisoblang.
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3. Taqribiy hisoblang:
1) (1,02)(0,97); 2) 1,98°\/3,01* +3,97* .

4, 1= In(x+w/x2 + yz) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini
toping.

5. Ko‘rsatilgan tartibli xususiy hosilalarini toping:

1) f(x,y)=2xy+3x)°, f

xyx!
. 0°z
2) f(x,y)=xsiny, .
) f(x,y) y X0y
6. z=e *cosy—e ’sinx funksiya aizjﬁizzo Laplas tenglamasini
aXZ 8y2

ganoatlantirishini tekshiring.

7. Berilgan funksiyalarning ikkinchi tartibli to‘la differensialini toping.

1) z=e>; 2) 7=x*InY.
X

8. z=1In(e* +e”) funksiya uchun S—Z -? Agar y =sinx bo‘lsa, % ni
X X
toping.

9. z=sinucosv, u=2¢e* va v=In(x*+1) bo‘lsa, % ni toping.
X

10. ; :arctgg, u=xsiny va v=ycosx bo‘lsa, a va @Iarni toping.
v ox oy
11. sin(xy)— x> — y* =0 bo‘lsa, % ni toping.
X
o071 01

12. xcosy+ycosz+zcosx=1 bo‘lsa, e o larni toping.
X

30-Mustagqil yechish uchun testlar

1. z= f(x,y) funksiyaning to‘la differensiali formulasini ko‘rsating.

A) dz = f/(x,y)dy+ f/(x,y)dx B) dz= % 8“%”

D) dz:gdx+@dy E) AvaD.
OX oy

2. To‘la differensial yordamida taqribiy hisoblash formulasini toping.

A) F(X+AX, y) = (X, y)+df (X, y)
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B) f(x+AXx, y+Ay)— f(x, y)=df(x, y)
D) f (x+AX, y)= f(x, y)—df(x, y),
E) f(X+AX, y+Ay)+ f(x, y)~df (X, y)

3. Quyidagilardan gaysi biri z = xsin(x +2y) funksiyaning ikkinchi
tartibli xususiy hosilasi bo‘ladi?

A)2cos(x +2y) —2sin(x +2Y) B) —4sin(x+2y)

D) cos(x +2y) — xsin(x +2y) E) To‘g‘ri javob yo‘q.

4. x* —3y? +37% — 2yz + 3y = 0 oshkormas funksiya uchun 2_2 topilsin.
X

A) 3(x* -2) B) 3(x*-2)
6z-2y 2y -3z
D) —= B Xy
3z-2y 2y — 62

5. z=In(u? +v?), u=xsiny va v=ycosx bo‘lsa, Z—Z ning M, (z; z)
y

nugtadagi giymatini toping.

2

1 T 2
A)— B) = D E) —
)~ )2 ) 2 )2

7.3. IKkKki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari. Yopiq sohada
funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari
Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi. z=f(x,y) funksiyaning

P,(x,,Y,) hugtadagi qiymati uning bu nuqgtaning biror atrofining istalgan P(x,y)
nuqtasidagi qiymatlaridan katta (kichik) bo‘lsa, ya'ni f(x,y,)> f(xy)
(f(x,y,) < f(xy)) bolsa, z=TF(xy) funksiya P(x.y,) nugtada
maksimum(minimum)ga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimum yoki minimumi uning ekstremumi deyiladi.
Funksiya ekstremumga ega bo‘lgan nuqta uning ekstremum nuqtasi deyiladi.

Ekstremumning zarurily shartlari. Py(x,;y,) nuqta uzluksiz z = f(x,y)
funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘lsa, bu nuqtada
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{fx’(xo,y0)=0
fy'(xo,yo):O

bo‘ladi, yoki ulardan hech bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘lmaydi.

Bunday nuqtalarga kritik nugtalar deyiladi. Shuni ta’kidlaymizki hamma
kritik nugtalar ham ekstremum nuqtalar bo‘lavermaydi. Kritik nugtada
ekstremum bo‘lmasligi ham mumkin.

Ekstremumning yetarli shartlari.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarning kritik nugtadagi giymatlarini
A= fx’;/(XO’ yo)’ B= fx;(xmyo)’ C= fy’;(XO’yO)

bilan belgilaymiz va quyidagi determinantni tuzamiz
A B
B C

z=f(x,y) funksiya p (x,y,) nuqtani o‘z ichiga oluvchi biror sohada

A= = AC —B?

uchinchi tartibligacha uzluksiz hosilaga ega bo‘lsin. U holda

1. A=AC-B?’>0 bo‘lsa, z="f(x,y) funksiya P, (x,y,) huqgtada

ekstremumga ega bo‘lib,

1) A<0(C <0) bo‘lganda P,(x,,Y,) nugtada maksimumga,
2) A>0(C >0) bo‘lganda P,(x,,Y,) nugtada minimumga erishadi.

2. A=AC-B? <0 bo‘lsa, Py(X,,Y,) nugtada ekstremum mavjud bo‘lmaydi.

3. A= AC —B? =0 bo‘lsa, ekstremum bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham
mumkin.

7.11-misol.

Ushbu z=f(x,y)=x"+y*—2x* +4xy—2y? funksiyani ekstremumga
tekshiring.

» Bu funksiya butun Oxy tekislikda aniglangan. Birinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz:

' 3 . 3
fi=4x" —4x+4y; f/=4y° +4x -4y

Ekstremumga ega bo‘lishning zaruriy shartidan:
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4x° —4x+4y =0 {Y=—X3+X
:’

{4y3+4x—4y=0 y’+x-y=0

{(x—x3)3+x3:0 :{ZX—XZ:O

y=—Xx"+X y=—X+X

Demak, uchta O(0;0), R(-+2;+2) va P,(2;—/2) kritik nugtalarga ega
bo‘lamiz, boshqa kritik nuqtalar yo‘q, chunki f/(x,y), f/(x,y) xususiy
hosilalar Oxy tekislikning boshga hamma nuqtalarida mavjud va noldan

fargli.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:
fr(x,y)=12x*-4; f7(x,y)=4; f/(x,y)=12y* - 4.

0(0;0) nuqtada  ekstremumning  yetarli  shartini tekshiramiz:
A=-4 B=4 C=-4; A=AC-B°=-4-(-4)-4°=0 bo‘lib, yuqoridagi
yetarli shart javob bermaydi. Bu nuqta atrofida berilgan funksiya musbat
ham, manfiy ham bo‘lishini ko‘ramiz, masalan, OX o‘qi bo‘yicha (y =0)
fxy),, = f(x0)=x"—2x" = —x?(2-x?)<0.

Yy = X bissektrisa bo‘yicha, f(x,y), = f(x,x)=2x" >0 bo‘ladi. Shunday
gilib, 0(0,0) ning atrofida A f(x,y) orttirma ishorasini bir xil saglamaydi,
demak, ekstremum yo‘q.

Pl(— \/5;\/5) va PZ(\/E;—\/E) nugtalarda yetarli shartni tekshiramiz, bu
nugtalar uchun A=20, A=4, C =20 bo‘lib, A=AC-B*=400-16>0
va A=20>0, demak, P(-+2;+2) va P(v2:2) nugtalarda funksiya
minimumga ega, f . (P)="f_(P,)=-8.<«

7.12-misol.

Ushbuz = \/(x_1)2 +(y—1)> funksiyaning ekstremumini toping.

p 0z x—-1 oz y-1

2000 ¥ -2 -1
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Po(1;1) nugtada xususiy hosilalar mavjud emas. Demak, P, (1;1) nuqgta
kritik nuqta bo‘ladi. Bu nuqtada ekstremumni tekshirish uchun Az
orttirmaning P, nugta atrofida ishorasini tekshiramiz:

Az=\/(1+ AX-1)% + 1+ Ay —1)? = [Ax* + Ay? >0,

bu ishora P, (1;1) nugtaning istalgan atrofida saqlanadi ya’ni P,(1;1)
nuqgtada funksiya minimumgaega z_. = f(11)=0.<4

Shartli ekstremum. Ushbu z = f(X,y) funksiyaning shartli ekstremumi

deb bu funksiyaning x va y o‘zgaruvchilarni ¢(x,y)=0 tenglama(bog‘lash
tenglamasi) bilan bog‘langanlik shartida erishadigan ekstremumiga aytiladi.

Agar bog‘lash tenglamasi ¢(x,y)=0 dan y=y(x) ni topish mumkin
bo‘lsa, uni z = f (X, y) funksiyaga qo‘yib shartli ekstremum topish masalasini
bir o‘zgaruvchili z = f(x, y(x)) funksiya ekstremumini topishga keltiriladi.

7.13-misol.

Ushbu  z=.(x-12+(y—1 funksiyaning x+y-4=0 shartdagi
ekstremumini toping.

» y=4-—x ni berilgan tenglamaga qo‘yib bir o‘zgaruvchi X ning
funksiyasini hosil gilamiz:

7=+2x*—8x+10 .

Bu yerda funksiyani z:\/2(x—2)2+2 shaklda yozish orgali uning
ekstremimini elementar usulda topish mumkin. x =2 nugtada funksiya
o‘zining eng kichik qiymatiga erishadi. Demak, P,(2, 2) nuqta berilgan

funksiyaning minimum nugtasi va z__=~/2 ekan. <

Bog‘lash tenglamasini parametrik tenglamalar orqali ifodalanganda ham

shartli ekstremum topish masalasi bir o‘zgaruvchining ekstremumini topishga
keltiriladi.

Ko‘p hollarda, z=f(x,y) funksiyaning ¢(x,y)=0 shartdagi
ekstremumini Lagranj funksiyasi deb ataluvchi @(x,y,1)= f(x, y)+1p(X,Y)

funksiyani oddiy ekstremumga tekshirish yordamida topiladi, bu yerda A -
noma’lum o‘zgarmas.
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Lagranj funksiyasi ekstremumining zaruriy sharti quyidagicha:

@,(x,y,2)=0 f.(x ¥)+20,(x,y) =0
D,(x,y,4)=0 = <f (x, y)+1g,(xYy)=0
®,(x,y,4)=0 @(x,y)=0.

7.14-misol.
Ushbu z =2x+ Yy funksiyaning x* + y* —5=0 shartdagi ekstremumini

toping.

» 1-usul. x* +y?*—5=0 ni x=~/5cost, y =~/5sint parametrik
tenglamalar bilan ifodalab, bir o‘zgaruvchi t ning funksiyasini hosil
gilamiz va kritik nugtasini topamiz:

2(t) = 2+/5cost +/5sint.
7'(t)=-2+/5sint ++/5cost, z'(t)=0=t, =arctg2 +nz,neZ.
t, nugtalarda
{cost0 = 2sint,

cos’t, +sin’t, =1

o 1 . 1
ya'ni, 1) sint, = N ; cost _T 2) sint,, :_E’ cost,, :_E'

2"(t)=—-2+/5cost —/5sint, 2"(t, )<0, z"(t,)>0 bo‘lgani uchun t, ga
mos P,(2, 1) nugta maksimum va t,ga mos P, (- 2,~1) nugta minimum
nugta boladiva z_, (2,1)=5, z,, (-2,-1)=-5.

2-usul. Lagranj funksiyasini tuzamiz:
D(X,Y,A) =2x+ Yy + A(x* + y? —5) . Xususiy hosillarini nolga tenglab
yechamiz:

( 1
X=——
2421x=0 A
1+22y =0 :><y:—§
X’ +y*=5=0 1
W=
4
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Bundan 4, =-1/2,x,=2,y,=1va A, =1/2, x, =-2,y, =-1 larni
topamiz.

P.(2,1) nugtada z__(2,1)=5 va P,(~2,~1) nugtada z_ (-2,-1)=-5. <«

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning yopiq sohadagi eng katta va eng
kichik qiymatlarini topish. Chegaralangan yopiq sohada differensiallanuvchi
funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga yo sohada yotuvchi
kritik nugtalarda, yo bu soha chegarasida erishadi.

7.15-misol.

Ushbu z=x*+y*-xy+x+y funksiyaning X <0,y<0,x+y>-3 sohadagi
eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

»Soha AOB uchburchakdan iborat. Soha ichidagi kritik nuqtalarni

g:2x—y+1:0
topamiz: %)é

— =2y —xXx+1=0

oy

bundan X=-1,y=-1 bo‘lib, P, (-1,-1) kritik nuqtaga ega bo‘lamiz.
Funksiyani soha chegarasida tekshiramiz: 4O chegarada y =0 bo‘lib,

Z=x%+X funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning ekstremumi:

. =2x+1=0, x:—%:—o,s

bo‘ladi. Demak, P, (-0,5, 0) A0 chegaradagi kritik nuqta. Tenglamasi
X=0, BO chegarada Z = y2 +Yy funksiya hosil bo‘lib, z, =2y +1=0,

y=-1/2 . Demak, P{O,—%) BO chegaradagi kritik nuqta bo‘ladi.

Tenglamasi y =-3—x bo‘lgan AB chegarada z =3x? +9x+6 funksiya hosil

bolib, z, =6x+9=0 x= —g . AB ning tenglamasidan y= —3+§ = —g,
demak, AB chegaradagi kritik nuqta Ps(— g —gj bo‘ladi.

Berilgan funksiyaning P,,P,P,, P, kritik nuqgtalardagi, hamda A B,O

nuqtalardagi qiymatlarni hisoblaymiz:



z,=f(P)=f(-1-1)=

|
[
H
N
i\
Il
—
X
—~J
N—
Il
—n
|
| =
|
o
N
Il
|
| =

2, = f(R,)= f(o,—%j -
z,=f(0)=(0,0)=0 ; z, = f(A)=1(-3,0)=6;

z, = f(B)= 1(0,-3)=6.

Funksiyaning topilgan barcha giymatlarini taggoslab,

= f(A)=f(B)=6 va z,,., =f(P)=-1

Zeng kat. eng kich.

degan xulosaga kelamiz. <
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31-Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan funksiyalarning kritik nugtalarini toping.
1) z=2x>+xy* +5x* + y?*;
2) z=e*(x+y’ +2y);
3) 2x* +2y* +2* +8xz—72+8=0;
4) 5x* +5y* +52° —2xy —2yz—2xz—-72=0.
2. Berilgan funksiyalarni ekstremumga tekshiring.
1) z=x°+3xy’ —15x -12y;
2) z=4(x-y)=x* - y*;
3) z=2xe ",
4) z=x"+y* -2x* —4xy—y’.
3. Yopiq sohada eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
1) z=x>+y> +Xy—4Xx—2y+5, D: x>0, x+y<3, x-y<3;

2) z=e " (2x*+3y?), D: x* +y* <4.
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31-Mustagil yechish uchun testlar

1. z=x°+y? +6xy+9x—2y+5 funksiyaning kritik nugtalari berilgan
javobni aniglang.

A) (1-2), (5-14) B) (1,-2), (5,-6)

D) (1,-2) E) (5-14).

2. Z=X'+y’+6xy+9x—2y+5 funksiyaning  ekstremum nugtalari
berilgan javobni aniglang.

A) (1,-2), (5-14) B) (1,-2), (5,-6)

D) (1-2) E) (5,-14).

3. Quyidagilardan  qaysi  biri z=.x’+y’+4y+4 funksiyaning

ekstremum nuqtasi bo‘ladi?
A) (1,-2) B) (0,—2) D) (0, 0) E) mavjud emas.

4, 7=6xy—x*—y>—-5x+5y+4 funksiyaning  ekstremumi berilgan
javobni aniglang.

Az (-1,-2)=0 B)z . (-1,1)=6

D) z . (1-1)=-14 E) mavjud emas.

5. Funksiyaning berilgan yopiq sohadagi eng katta va eng kichik giymatini
toping. z=x*-y?, D:x*+2y*<4

A) 4 va—-4 B) 4 va-1 D) 2 va-4 E)
2 va—-1

min

10-Shaxsiy topshiriqglar

1

Berilgan funksiyalarning xususiy hosilalarini va to‘la differensialini toping.

1.1.Z=Ctg _x 16. 7=C0S+/X> + y*
S 17. z=sinx—y°®

_ 2 4
12. z=In(3y? - x*) 18. 7 =ctg/xy’
- y
1.3. Z=SIn —gj 3
Xty 1.9. Zz=sin,/y/x
y 1.10. z=co0s
1.4. Z=arccos— St
X X+Yy

15. 2= cos(x — W) 11 z=In(y’ +e™)




1.12.

1.13.
1.14.
1.15.
1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.
1.22.

1.23.

1.24.
1.25.
1.26.
1.27.

1.28.
1.29.

1.30.

z =arctg(x/y)

z=ye

z =ctg(3x* +4/y)
z=arctg(x/y?)
z =arcsin(2x?,/y)
X=y
X +y?
z=cos(3x* —/y)
7=
2X — y?
X

z =arcsin(xy) +3x*y
Z= yln(3x2 - y)
2X—Y
X+2y
z=xctg(x/y*)

z = arctg (x* + y?)
z=ycos(3x* —./y)
z= xarctg(xﬁ)
z=¢""
z=yIn(3x* +.y)
z=-/xe"

Z =CO0S

Z=1g

Z=sin

279
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2

Berilgan z = z(u,v), u = u(x), v = v(x) murakkab funksiyaning x = X,
nugtadagi hosilasini toping.

v-2u-1

21. 2=¢€ , U=CO0SX, V=Ssinx, X,=7/2.

2.2. 17 :In(eu +e‘”), u=x*,v=x’, x, =-1.
2.3. Z=U%", U=COSX, V=Sinx, X, = 7.
24.72=U",u=In(x-1),v=e"? x, =2.

25.z=~Ju+Vv:+3,u=Ihx,v=x* x, =1.

2U )
2.6. Z=arccos—, U=sinx, V=CoSX, X, = 7.
v

u X X
27.z2=—,u=¢€*,v=2-¢e*,x,=0.
v

2 -V

28.z=u’e"’, u=sinx, v=sin’x, x, =7/2.

29. z=e"", u=sinx, v=x°, x, =0.

2.10. z:ln(e“+ev),u=x2,v=x3, X, =1.

211,  z=u',u=e",v=Inx X, =1,

212.  z=Inle " +e™)u=x%v=x}/3, x, =-1.

.U :
2.13.  z=arcsin—, U=sinx, V=_CoSX, X, =7 .
v
u2
214, z=——,U=1-2x,v=arctgx, x, =0.
v+1
215,  z=e"*, u=sinx,v=x°, x,=0.
2

. u .
2.16. Z=arcsin —, u=sin X, V=C0SX, X, =7x.
\'

2
217. 1z :u—, u=1-2x, v=1+arctgx, x, =0.
v

218.  z=+U’+v+3,u=Ilhx, v=x* x,=1.

. u .
2.19. Z=arcsin—, u=sSInX, V=COSX, X, =7

2V
220.  z=Inle“+e")u=x’v=x3 x,=—1.
2U
221. z=—,u=e",v=2-e*,x%,=0.
v

222, z=arctguv), u=x+3,v=e*, x,=0



2.23.

2.24.

2.25.
2.26.
2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

Berilgan oshkormas z = z(x,y) funksiyaning % va
X

vV u .
Z=———,Uu=sinx, Vv=CosX, X, =7/4.
u v

2

u .
Z=arcos—, u=s3In X, Vv=COSX, X, =7.
\'

z=~u+v+3,u=Inx,v=x?, x, =1.

z:ln(e2u +eV), u=x*v=x* x,=1.

z=arctg(u+Vv), u=x"+2,v=4—x, x, =1.
u

z=——x, u=sin2x, v=tg°x, x, = 7/4.
vV ou

z="U+Vv:+3,u=Ihx,v=x°, x, =1.

V X X
z=—,u=e*,v=1-e", x,=0.
u

3

hosilalarini toping.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

3.9.

3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.
3.16.

cos’X + cos’y +cos’z=13/2.

2° +3xyz +3y =7.

e’ = cosxcosy+1.

XCOSY + Yccos+ Zccos = 7t/ 2.
3X?y? +2xyz° —2x°z+4y’z=4.
Inz=x+2y—-z+In3.
x*+2y°®+2°-3xyz—2y-5=0.
e —xyz—x+1=0.
JXP+y? +2°—32=5.
X*+y*+2° —2xz=4.
X*+y?+2° —xy=2.
3x+Yy?+2* =xz +5.

e’ +x+2yz—y—-4=0.
X*+y?+z2°—z=5.
X*+y?+2°-6x+2z=0.

Xyz =2 -2,

oz Xususiy
0

281
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3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.
3.23.
3.24.
3.25.
3.26.
3.27.
3.28.
3.29.
3.30.

X*—2y*+32° —yz+y=4.

x> +y*+2° +2xz=5.

X* —2y? +2° —4x+2z+2=0.

X’ +y’+2°—3xyz=4.

x* —2xy -3y’ +6x—2y+2z°-8z+20=0.
X*+y?+2°=y-2z+3.

X*+y?+2* +2xy+yz—4x—-3y—-z=0.
X*+y*+2°+62+2x—-4y—-12=0.

x> +2y? +3z2* =59.

22 =xy—z+x*—4.

2X* +2y? +7° —8x2—z7+6=0.

x® +3xyz —z° =27.

X+Y+2+2=XyzZ.

X*+y?+2° —2xy—2x2—2yz =13.

4

Berilgan funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4,
4.5.

4.6.

4.7.
4.8.
4.9.

4.10.

4.11.
4.12.

4.13.
4.14.

z=xXy(4-x-Y).
z=2ylog(2 - x*)+ y>.
Z=6(x—y)—3x* -3y’
z=yJx -2y’ —x+14y.
z=x>+8y® —6xy+5.

z=x+%x6+y2(y2—1).

z=1+15x—-2x* —2y* —xy.

Z=3+6X—X* -y’ —Xy.

72=2x>+2y®-6xy +5.
Z=X>+Xy+ y2+1+1.

Xy

Z=yJ/X -y’ —x+6y.
Z=X+Xy+y +X—y+5.
7 ="

z =3x°+3y° —9xy +10.



4.15.
4.16.
4.17.
4.18.
4.19.
4.20.
4.21.
4.22.
4.23.
4.24.
4.25.
4.26.
4.27.
4.28.

4.29.

4.30.
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Z=X\/y —x*—y+6x+3.
z=xy(6—x—-Y).

Z=X+y +Xy—6Xx—-9y+2.
z=x"+y’—3xy.
Z=2xy—2x*—4y>.
Z2=2(Xx+Yy)—x*—y>.
z=x>+8y’—6xy+1.
z=2xy—3x*-2y*+10.
Z=2Xy—X"—y*+9.

Z =5x*+y* —3xy +4.
z=xy(12—x-Y).
z=1+15y —2x* —2y® —xy.

Z=X'—Xy+Y +X+y+2.
3 3

Z=X+Xy+Yy +—+—.
Xy

Z=6xy —X’y—Xxy’+6.

5

Berilgan funksiyalarning ko‘rsatilgan yopiq sohadagi eng katta va kichik
giymatlarini toping.

5.1.
e
5.3.

5.4.
5.5.
5.6.
5.7.
5.8.
9.1
5.10.
5.11.

z=3xy —xX’y—-xy’+6, D:0<x<2,0<y<3.
Z=x"—-xy+Yy>—4x, D:x>0,y>0,3x+2y-12<0.
z=x+3y+4, D:x>0,y>0,x*+y*-1<0.
z=x*(y+1)-2y, D:V1+x? <y<2.

z=xy, D: x*+y*<1,
z=3x+y—xy, D: x>0, x<y<4,
Z=X"+2xy—4x+8y-2,D:0<x<1,0<y<2,
z=5x*-3xy+Yy? D:0<x<10<y<1.
Z=xX"+y*—2x-2y+8,D:x>0,y>0, x+y<1,
Z7=3x+6y—x"—xy—y>, D:0<x<10<y<1,
Z=x"-2y*+4xy—6x+5, D:x>0,y>0, x+y<3.
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5.12.
5.13.
5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.
5.20.
5.21.
5.22.
5.23.
5.24.

5.25.
5.26.
5.27.

5.28.

928

5.30.

z=xy—2x—-y,D:0<x<30<y<4,
z=x"+2xy—-10, D: x*-4<y<0.
Z=X-2xy+y +4x, D:x>-3 0<y<1-x.

z:%xz—xy, D:2x*<y<s8.

z=3x"+3y*-2x-2y+1,D:x>0,0<y<1-x.

z=2x*+3y*+1, D:0< y31/9—zx2 :

z:2x2+2xy—%y2—4x, D:x>0,2x<y<2.

(o]

Z=X"+xy—-4,D:4-x*<y<0.

Z=6xy—9x"—9y* +4x+4y, D:0<x<10<y<1.
2=2x"y-x’y—x’y?, D:x>0,0<y<6-x.
z=x"y(4—x-y), D:x>0,0<y<6-X.
z=x*-3xy+y’, D:0<x<2 -1<y<2.
z=4x—-y)-x*—y?, D:x>0,x+2y<4, x-2y<4,
2=4-2x>—y?, D:0<y<1-x*.

z=1-x*-y? D:(x-1)+(y-1) <1.
Z=xX4+2xy—y’—4x, D:x<3 0<y<x+1.

z=sinx+siny +sin(x+y), D: OSXS%’ 0< ygg.
— 37 37
Z=CcosxXx+cosy+cos(x+Yy), D: O£x£7, 0< y£7.

z=cosxcosycos(x+Yy), D:0<x<z, 0<y<r.
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VIII BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

8.1. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

Asosiy tushunchalar. Erkli o‘zgaruvchilar, ularning noma’lum funksiyasi
va bu funksiyaning hosilalari(yoki differensiallari)ni bog‘lovchi munosabatga
differensial tenglama deyiladi. Agar noma’lum funksiya faqgat bitta
o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglama oddiy differensial
tenglama, agar noma’lum funksiya ikki yoki undan ortiq o‘zgaruvchilarga
bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglama xususiy hesilali differensial
tenglama deyiladi.

Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng yugori tartibiga
differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

y"—y'cosx—x*y=0, y”=cosx tenglamalar mos ravishda ikkinchi va
uchinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga misol bo‘ladi.

Bu paragrafda biz fagat birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar bilan
tanishamiz, u
umumiy holda

F(xY,y)=0 (8.1)
yoki y'ga nisbatan yechilgan
y'=1(xy) (8.2)
ko‘rinishda belgilanadi. Birinchi tartibli differensial tenglamalarni, ba’zida,
differensial shakl deb ataluvchi
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 (8.3)
ko‘rinishda yozish qulay.

Differensial tenglamaning vyechimi (yoki integrali) deb, tenglamaga
qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har ganday differensiallanuvchi y = o(x)
funksiyaga aytiladi. Differensial tenglamaning yechimini topish jarayoni
differensial tenglamani integrallash deb yuritiladi.

8.1-misol.

Ushbu y=xe> funksiya y"-6y’+9y=0 tenglamaning yechimi ekanini

isbotlang.

> y=xe> funksiya va uning y’'=(3x+1)e*®, y"=(9x+6)e* hosilalarini berilgan

tenglamaga qo‘yamiz va ayniyat hosil qilamiz:

(9x+6)e* —6(3x +1)e> +9xe®™ =e*(Ix+6-18x—6+9x)=0. 4

Birinchi tartibli y'= f(x, y) differensial tenglamaning D sohadagi umumiy
yechimi deb quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y=g(x, c) funksiyaga
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aytiladi: 1) u biror to‘plamga tegishli ixtiyoriy o‘zgarmas C da berilgan
tenglamaning yechimi bo‘ladi; 2) ixtiyoriy y,=y(x,) ((x,. y,)eD) Sohadagi
boshlang‘ich shart uchun o‘zgarmas ¢ ning shunday yagona c, giymatini topish
mumkinki, y=e(x, C,) funksiya berilgan boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi.

y = ¢(x, C) umumiy yechimdan o‘zgarmasning muayyan ¢ =c, qiymatida
hosil gilinadigan har ganday y = o(x, C,) qiymatiga xususiy yechim deyiladi.

y'= f(x, y) tenglamaning vy, = y(x,) boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi

xususiy yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Differensial tenglama har ganday yechimining oxy tekisligidagi grafigi
integral chizig deyiladi. Shunday qilib, y=¢(x, ) umumiy yechimga oxy
tekisligida bir-biridan fagat o‘zgarmas ¢ ga farg giladigan integral chiziglarlar
oilasi, y,=y(x,) boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimiga esa

bu oilaning M (x,, y,) nugtadan o‘tuvchi egri chizig‘i mos keladi.

8.1-Teorema(Koshi). Agar f(x,y) funksiya D sohada wzluksiz bo‘lsa va

uzluksiz % xususiy hosilaga ega bo‘lsa, u holda y'=f(x,y) differensial

tenglamaning vy, = y(x,) boshlang ‘ich shartdagi yechimi mavjud va yagona.

Eslatma. Differensial tenglamaning umumiy yechimidan hosil qilib
bo‘lmaydigan yechimlari ham bo‘lishi mumkin. Bunday yechimlar maxsus
yechimlar deb ataladi va uning ixtiyoriy nugtasida Koshi teoremasining shartlari
buziladi.

Masalan, y'=33(y-1y tenglamaning umumiy yechimi: y=(x+C)y’+1, C
ixtiyoriy o‘zgarmas. y=1 funksiya ham tenglamaning yechimi, lekin uni

umumiy yechimdan hech qanday o‘zgarmas C da hosil qilib bo‘Imaydi. Demak,
y =1 tenglamaning maxsus yechimi ekan.

8.1.1. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar.

Ushbu
P(x)dx+Q(y)dy =0 (8.4)
ko‘rinishdagi tenglamaga o ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama
deyiladi. Uning umumiy integrali
[PO)dx+ [Q(y)dy=C (8.5)
bo‘ladi, bu yerda C - ixtiyoriy o‘zgarmas.
Ushbu
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M, (XN, (y)dx+ M, (X)N,(y)dy =0 (8.6)

yoki
y'= fl(x) fz(y) (87)
ko‘rinishdagi  tenglamalarga o ‘zgaruvchilari  ajraladigan  differensial
tenglamalar deiladi. Ularda o‘zgaruvchilarni ajratish quyidagicha bajariladi.
(8.6) tenglamaning ikkala gismini, N,(y)#0 , M,(x)=0 deb faraz qilib,

N,(x)M,(x) ga bo‘lamiz. (8.7) tenglamada y'=% ckanini e’toborga olib, uning

ikkala gismini dx ga ko‘paytiramiz va f,(y)=0 ga bo‘lamiz. Natijada, (8.4)
shakldagi o‘zgaruvchilari ajralgan

My gy NeW gy o (e + —2 =0
Mz(x) N() f,(y)

tenglamalar hosil bo‘ladi va ularni integrallanadi:

M, N
IMZE);; X+ INEy;dy ¢, [fodx- [~

f,(y )
8.2-misol.

2
Ushbu y'y /1_)(2 +1=0 differensial tenglamaning umumiy integralini
-y

toping.
1-x
1-y

2
» Tenglamada y’:¥ ekanini e’toborga olib, %y ~+1=0 ni hosil
X X

gilamiz va o‘zgaruvchlarini ajratamiz:

y dy + o

1-y? 1-x?

=C.

Integrallab, umumiy yechimini topamiz
C =arcsin x—/1-y*. «

8.1.2. Bir jinsli differensial tenglamalar.

Agar f(x,y) funksiya uchun f(tx,ty)=t"f(x,y) shart bajarilsa(bu yerda t-
Ixtiyoriy parametr), f(x,y) funksiya n o‘lchovii bir jinsli funksiya deb ataladi,
bunda n biror son.

Masalan, f(x,y)=xy—y? funksiya uchun f(tx,ty) =tx-ty—(ty)> =t*(xy—y?)
bo‘lib, bu funksiya n=2 oflchovli bir jinsli funksiya bo‘ladi.

2 2

F(xy) =2 X*yy , n=0 o‘Ichovli bir jinsli funksiyadir.
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y'= f(x,y) differensial tenglamada f(x,y) funksiya nol o‘lchovli bir jinsli

funksiya bo‘lsa, bunday differensial tenglamaga birinchi tartibli bir jinsli
differensial tenglama deyiladi.
f (tx,ty) = f(x,y) shartga bo‘ysunadigan nol o‘lchovli bir jinsli funksiya

f(X,y)zgo(%j ko‘rinishda yozilishi mumkin. Hagigatdan ham, t parametrni

ixtiyoriy tanlab olish mumkin bo‘lgani uchun t=% deb olamiz. U holda

F(x,y)= f(txty) = f(1,1)=¢(1j.
X X

Shunday qilib, bir jinsli differensial tenglamani y':go(%] ko‘rinishda
ifodalash  mumkin. Bir jinsli tenglama y=xu(x) almashtirish bilan
o‘zgaruvchilari ajraladigan

xu'=p(u)—u (8.8)

differensial tenglamaga keltiriladi.

Eslatma.  Ushbu P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 differensial tenglamada P(x,y) va
Q(x,y) funksiyalar bir xil o‘lchovli bir jinsli funksiya bo‘lsa, u holda bu

tenglama bir jinsli differensial tenglama bo ‘ladi.

8.3-misol

Ushbuy’'= ;Hi differensial tenglamani yeching.

»Bir jinsli differensial tenglama bo‘lgani uchun o‘zgaruvchini
quyidagicha almashtirami

l:u:>y=ux:>y’=u+u’x,
X

(du_1+2u X%_1+u2
dx 2-u dx 2-u

u-+

O‘zgaruvchilarini ajratamiz va integrallaymiz:

2—-u dx
~du=—,
1+u X

2 u dx
I = > [du=|—,
1+u® 1+u X

2arctgu—%ln\1+ u?|=In)x/+InC,
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2

2arctg X_lm(“y_z
X 2 X

j:mM+mC,

2arctg % =1In (C X* +y? ) <

32-Auditoriya topshiriglari

2+Cx
1- y:
1+2x

oladimi?
2. y=ce*—e> funksiya xy"+2y’-xy=0 tenglamaning yechimi bo‘la
oladimi?

_funksiya 2(l+ xzy’):y—xy’ tenglamaning yechimi bo‘la

3. ex— cy tenglama bilan berilgan oshkormas funksiya xyy'-y?=x?y’
tenglamaning yechimi bo‘la oladimi?

Quyidagi o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarning umumiy
yechimini toping:

4, (l+ yz)dy+ xydy=0.

5. y'—xy? =2xy.
6. y= 20y
X(L+x)

7. xInxy'=y® 1.
8. yy=a"",a>0a=1.

+y X—-y
5
Quyidagi bir jinsli differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:
10. y’=X+£.
Xy
2

11. yr= gy
X* + Xy

X .
9. y'+sin =sin

12. 4x’y'=y? +6xy—3x°.
13. x?y'—y?%e* =xy

14, xy'=y+x*—y° arcsin%.
15. (y+w/x2 +y° bx—xdyzo.

Quyidagi differensial tenglamalarning Koshi masalasi yechimini toping
16.  (x+xy)dy+(y—xy)dx=0, y(1) =1.
17. y'sinx=ylny, y(z/2) =e.
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18. 2(y-xy)=1+x%y', y@) =1.
19. xy'=y(@+Iny—Inx),y@)=¢€* .
20. xy'= xsin%+ y,y2) =r.

32-Mustagil yechish uchun testlar

1. Erkli o‘zgaruvchi va noma’lum funksiya hamda uning hosilalari yoki
differensiallarini bog‘lovchi munosabatga ... deyiladi.

A) oddiy differensial tenglama; B) xususiy hosilali differensial tenglama
D) differensial tenglama; E) differensial tenglamaning tartibi.

2. Differensial tenglamaning umumiy yechimidan C ixtiyoriy
0‘zgarmasning muayyan qiymatida hosil gilinadigan yechimga ... deyiladi.
A) integral chiziq; B) xususiy yechim;

D) umumiy yechim; E) maxsus yechim.

3. Differensial tenglamani yeching: y' = 2xy—x*y".

A) y=C(1+x%); B) y=C(-x*);

D) y=C(x+x%); E) y=C(x-x?).

4. Quyidagilardan qaysilari o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglama:

1) xy+y* =@ +xy)y'; 3) (xy —Vxpix+([y +/xy)dy =0;

2) y'=e +eX7; 4) xdy =2(y —+/xy)dx?

A) 1).2); B)1).4);  D)2)3); E) 2),4).

5. Quyidagilardan qaysilari bir jinsli differensial tenglama:

1) xy+y*=2x*+xy)y'; 3) (\/x_y—\/;)dx+(\/§+\/x_y)dy:0;

2) y'=e +eX7; 4) xdy =2(y —+/xy)dx?

A) 1).2); B) 1).4); D) 2),3); E) 2),4).

8.1.3.Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar.

Noma'lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli bo‘lgan differensial
tenglama birinchi tartibli chizigli differensial tenglama deb ataladi.

Chizigli tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha:
y'+P(x)y=Q(x), (8.9)
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bu yerda P(x) va Q(x) lar x ning uzluksiz funksiyalari(yoki o‘zgarmaslar).

Agar P(x)=0 yoki Q(x)=0 bo‘lsa, (8.9) tenglama o‘zgaruvchilari
ajraladigan tenglama bo‘ladi. P(x)=0 va Q(x)=0 deb faraz gilamiz. (8.9)
tenglamaning yechimini x ning ikkita funksiyasining ko‘paytmasi shaklida
izlaymiz(Bernulli almashtirishi):

y=u(X)v(x) < y=uv (8.10)
Bu funksiyalardan birini ixtiyoriy tanlab olish mumkin, ikkinchisini esa (8.9)
tenglama asosida aniglanadi. (8.10) tenglikdan y’ ni hisoblaymiz

y'=uv+uv' . (8.10)
y va y' ni (8.9)tenglamaga qo‘yamiz
u'v+uv'+P(x)uv = Q(x) (8.11)
yoki
u'v+u(v' +P(x)v) =Q(x). (8.12)

Funksiyalardan birini ixtiyoriy tanlab olish mumkin bo‘lgani uchun v
funksiyani qavs ichida turgan ifoda nolga teng bo‘ladigan qilib tanlaymiz, ya’ni
V' +P(x)v=0 (8.13)
bo‘lishini talab gilamiz. U holda u funksiyani topish uchun (8.12) tenglikdan
quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
u'v=0Q(x) (8.14)
Dastlab, (8.13) tenglamadan v ni topamiz:

VeC .e—IP(x)dx

(8.13) tenglamaning noldan fargli birorta yechimi zarur, shuning uchun
C =1 deb olamiz. U holda
voelPW® (8.15)
v ning bu topilgan ifodasini (8.14) tenglamaga qo‘yib, u funksiya uchun
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil gilamiz:
U’-e_IP(XdX :Q(X) .
Bu tenglamaning yechimi
u=[Qu)-el™* dx+c. (8.16)
(8.15) va (8.16) lar u va v ning x orqali ifodalarini beradi. u va v ni (8.10)ga
qo‘yib, berilgan chizigli tenglamaning umumiy yechimini hosil gilamiz
y = e P00 .(c + Qe - dxj . (8.17)

Quyida biz (8.9) tenglamani vyechishning o‘zgarmasni variatsiyalash
usuli(Lagranj usuli) bilan tanishamiz. Buning uchun berilgan tenglamaning
y'+P(x)y=0
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bir jinsli gismining umumiy yechimi y = ce 1** topiladi. Ixtiyoriy o‘zgarmas C
ni x ning funksiyasi C(x) deb olsak,

y= C(x)efjp(x)dX (8.18)
hosil bo‘ladi. Uni (8.9) tenglamaga qo‘yamiz va
e 1% —o(x) (8.19)
tenglamani hosil gilamiz. Bundan
C(x)= J.Q(x)ejp(x)dX X+C (8.20)

bo‘ladi va uni (8.18) ga qo‘ysak, berilgan (8.9) tenglamaning umumiy yechimi
(8.17) hosil bo‘ladi.

Eslatma. Ayrim hollarda differensial tenglama x ni y ning funksiyasi deb

qaralganda chiziqli bo ‘lishi mumkin. Bu hollarda j—;+ p(y)x=q(y) tenglama

yuqoridagi biror usulda yechiladi.

8.4-misol.
Koshi masalasi yechimini toping.

y'—ycosx = %sin 2x,y(0) =0.
» Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama, chunki

P(x) =—cosx, Q(x) = %sian

y=uv deb belgilab yechiladi.

V= e—IP(x)dx _ ejcosxdx _ esinx

= IQ x)efp(x)dxd _7J-sm2xd :%J'e‘S‘”XsinZde:

sinx

sinx =t

= je’“”* sinxcosxdx =
cosxdx =dt

= [te"dt=

u=t, du=dt
ldv=etdt, v=—e

—te ' + J‘e—tdt —tet—e'+C==sin Xe—sinx _ e—sinx L C.

U holda umumiy yechim
y=

smx

( SInxe+smx _e—sinx +C),

yoki

sinx

y =-sinx—1+Ce

Boshlang‘ich shartga ko‘ra,
y(0)=0=0=0-1+C=C=1.
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Demak, Koshi masalasining yechimi
y=-sinx—1+e"" <«

8.1.4.Bernulli tenglamasi.
Ushbu
y'+P(x)y =Q(x)y" (8.21)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaga Bernulli tenglamasi deyiladi, bu yerda
P(x) va Q(x) lar x ning uzluksiz funksiyalari, hamda n=0, n=1.

Bernulli tenglamasini y" ga bo‘lamiz:

y "y +P(x) -y " =Q(x). (8.22)
So‘ngra z =y " almashtirish bajarib, z’=(-n+1)-y™"-y" ekanligini hisobga
olib (8.21)ga qo‘ysak,

Z+(-n+1)-P(x)-z =(-n+1)-Q(x) (8.23)
birinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Chizigli
differensial tenglamaning umumiy yechimi topiladi, hamda z o‘rniga y ™ ni
qo‘yib, Bernulli tenglamasining umumiy yechimi topiladi.

8.5-misol.
Ushbu y' + Xy = xy3 differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

» Berilgan tenglamani y3 bo‘lib,
Y +y X=X
tenglamani hosil gilamiz. y? =z almashtirish bajarsak, z'=-2y~y’
bo‘ladi. Bularni tenglamaga qo‘yib,
7' —2xz2=-2X
chiziqli tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini
(8.17)ga asosan topish mumkin:

z= ezjmx[c + I (—2x)e_ZIXdde} =e* [C = I 2xe‘x2dx]=

¥ [C + J'e’xzd (—xz)]: e [C +e ¥ ]: ceX +1.
Shunday qilib,
z=C-e* +1
bo‘ladi, Z ning o‘rniga y~ ni qo‘yib, berilgan Bernulli tenglamasining
umumiy yechimini hosil gilamiz
1

— . <4
Ce* +1

y2=C-e¥ +1 y’=
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Eslatma. Ayrim hollarda differensial tenglama x ni y ning funksiyasi deb

garalganda chizigli bo ‘lishi mumkin. Bu hollarda j—§+ p(y)x=q(y) tenglama

yechiladi.

33-Auditoriya topshiriglari

Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalarni yeching:
1. xy'—y=x®cosx.

2. (1+ xz)y’—2xy = (1+ xz)2 :

2
'

Xy'=y+

1+x2
2ydx+(y2 —6x)dy: 0.

' y _
2ylny+y—x

Bernulli tenglamalarini yeching:

o &

1
6. y==y-y°.
X
1. y'+2—y— 2y

X  COSX

8. y’:£y+§lnx.
X y

9. y’(2y'+y)=x.

X2
10. xdx=(—— yS]dy.

y
Koshi masalasi yechimini toping:
11. y'cosx—ysinx =1, y(%) =0.
12. y'V1+x? +y =arcsinx =1, y(1)=0.
13. y'+y=e¥2Jy, y(0)=9/4.

. 3%y .
14.y t T yz(x2 +1)sinx, y(0)=1.

33-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi
ganday?
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A) y' =, (x)f,(y); B) P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0;

D) y'+P(x)y =Q(x); E) y'+P(x)y =Q(x)y".

2. Qaysi biri chizigli differensial tenglama va ganday almashtirish
yordamida yechiladi:

1) ye*dx+(2y+e*)dy=0; 2) e’ dy+x(1+2xy)dx =07

A) 1), y=ux; B) 1), y=uv; D) 2), y=uv; E) 2), y=ux3.

y’—2—y = x’e* chiziqli differensial tenglamani yeching.
X

A) y=x*(xe*+C); B) y=e*(x*+C); D)y=x’(e*+C); E) y=0Cx’+xe".
4. Quyidagilardan gaysi birida x ni 'y ning funksiyasi deb chizigli
differensial tenglama hosil gilinadi:

1) ydx—(2x+y*)dy=0;  2) y'(x+y*)=y?

A) fagat 1) da; B) 1) va 2) da; D) fagat 2)da ; E) to‘gri
javob yo‘q.

5. Quyidagilardan gaysi birida z = y™*almashtirish orgali chizigli
differensial tenglama hosil gilinadi:

1) (y-y?)ix—(x-Ddy=0; 2) xy+y?=(2x*+xy)y’; 3)

y'—2ytgx+ y?sin®x=07?

A) fagat 1) da; B) 1) va 2)da; D) 1) va3)da; E) fagat 3)da.

8.2. Yuqori tartibli differensial tenglamalar. Tartibi pasayadigan
differensial tenglamalar
Asosiy tushunchalar. Ushbu
Fxy, Y,y y™)=0 (8.24)
ko‘rinishdagi tenglama n—tartibli differensial tenglama tenglama deyiladi.
Berilgan tenglamani ayniyatga aylantiradigan n marta differensiallanuvchi
o(x) funksiyaga uning yechimi deyiladi. Bunday tenglamalar uchun uning
y(,)=ve Y)=Vve , ...\ yOI(x,)=y,"" Dboshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi. Agar
y=¢(x,C,,C,,..C,) funksiya o‘zgarmas C,,C,,..C, larning mos qiymatlarida
tenglamaga qo‘yilgan ixtiyoriy Koshi masalasining yechimi bo‘lsa, bu funksiya
(8.24) tenglamaning umumiy yechimi deyiladi. Umumiy yechimdan C,,C,....C,
larning muayyan giymatida hosil gilingan yechimga xususiy yechim deyiladi.
n—tartibli differensial tenglamalarni ayrim hollardagina integrallash mumkin.
Bulardan biri tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan differensial tenglamalardir.
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y™=1f(x) ko‘rinishdagi  differensial  tenglamalar. = Bunday
tenglamalarning umumiy yechimi n marta ketma-ket integrallash orqali
topiladi.
y™ = f(x) y"? :I f(x)dx = f,(x)+C,,y"? = I(fl(x)+ C, fx = f,(x)+C,x+C,,

ey Y= F (X)+C X"t +Cx" 2 +...+C,_,x+C,, buyerda C, =C, /(n—i)!.

8.6-misol.

Ushbuy"= % —sinx differensial tenglamani yeching.

» Ikki marta integrallaymiz:

yr:J‘ l_sinx dx=Inx-cosx+C,,
X

y:J'(Inx—cosx+Cl)dx:xInx—x+sinx+Clx+C2.

Demak, berilgan tenlamaning yechimi: y = xInx—x+sinx+C,x+C, . 4

F(x, y®,y*¥, ., y™)=0 ko‘rinishdagi differensial tenglamalar. Bunday
tenglamalar
y® =z almashtirish orgali tartibi pasaytiriladi. Bu holda
F(x,2,2,..,2")=0
(n—k) — tartibli differensial tenglama hosil bo‘ladi. Xususan, n=k+1 uchun
birinchi tartibli F(x,z,z")=0 differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bu

tenglamaning yechimini k marta integrallab berilgan tenglamaning yechimi
topiladi.
8.7-misol.

Ushbu xy” = y'|nl differensial tenglamani yeching.
X

» y'=2z deb belgilab yechamiz.

z z, 2
x2'=zln—, z’=—=In—.
X X X
Hosil bo‘lgan bir jinsli differensial tenglamada z =ux almashtirish
bajaramiz.
' g du dx
ux+u=ulnu yoki ——— =",
u(lnu-1 x
Integrallab,

Inlnu—-1)=Inx+InC, YOKi Inu-1=Cx.
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Bundan u=¢e"“* yechimni olamiz va u dany o‘zgaruvchiga qaytamiz,

ya’'ni y'=xe". Natijada, y= I xerrdx = Ci xe e — é e +C, «
1 1
8.8-misol.

Ushbu y"ctgx+ y” = 2 differensial tenglamani yeching.
» y" =1z deb belgilab yechamiz:
' +tgx-z = 2tgx.
Hosil bo‘lgan chiziqli differensial tenglamada z=uv almashtirish
bajaramiz.
v +tgx-v=0 Va u'v=2tgx .
Birinchi tenglamaning v =cos x yechimini ikkinchi tenglamaga qo‘yamiz:
, 2sinx
T cos x|

Bundan u= +C, hosil bo‘ladi. Natijada, birinchi tartibli chizigli

COSX

differensial tenglamaning yechimi z=uv=cosx(i+clj:2+clcosx ga
COSX

ega bo‘lamiz. Bu tenglikni ikki marta integrallab berilgan tenglamaning
yechimi topiladi:
y’:.|'(2+Clcosx)dx:2x+Clsinx+C2;

y = [(2x+Cysinx+C, Jix=x* —C, cosx+C,x+C, . 4

F(y, Yy, y”,...,y(”))zo ko‘rinishdagi differensial tenglamalar. Erkli x
o‘zgaruvchi oshkor gatnshmagan bunday tenglamalar y'=z(y) almashtirish
orgali tartibi pasaytiriladi. Bu holda, y"=z'(y)-y'=z7z, y"=2"7>+(zfz .. va
hakozo almashtirishlardan foydalanib, tenglamaning tartibi bittaga pasaytiriladi.

8.9-misol.

Koshi masalasini yeching: 2yy"=1+(y')", y(©)=2, y(0)=1.

> yoz y= z-j—; deb belgilab yechamiz:

2yz-£=1+zz.
dy

Hosil bo‘lgan birinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial

tenglamani yechamiz.

ZZdi _dy yoki In(1+ 22):Iny+InC1.
1+z y
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Bundan z=+,/Cly—1, ya’ni y'=+,/C,y -1 hosil bo‘ladi. y(0)=2, y'(0)=1
boshlang‘ich shartlarga ko‘ra, C, =1. Natijada,

. dy
y'=.y—1 YyoKi =
Jy-1

tenglikga ega bo‘lamiz. Bu tenglikni integrallab berilgan tenglamaning
umumiy integralini topamiz va y(0) =2 boshlang‘ich shartdan
foydalanamiz:

2/y-1=x+C,va C,=2 = 2.Jy-1=x+2.

Demak, Koshi masalasining yechimi: _(ngj +1. 4

34-Auditoriya topshiriglari

Quyidagi tartibi pasayadigan differensial tenglamalarni yeching:
y" =2sinxcos’ X —sin’ x.

y"sin® x =sin2x .

(1-x)y" —xy'=2.

Xy =(y").

y"+y' =(yf

y"(2y+3)-2(y'f =0

yy'=(yy =y*iny.
yA-Iny)y"+@+InyXy'y =0
Koshi masalasi yechimini toping.
1 y'= ':f y)=3, y'()=1

2. yy'=(y'¥=y*Iny, y(0)=1, y(0)=1
3. -y =x"+1 y(-1)=0, y'(-1)=1, y"(-1)=0.
4. y'=2-y,y(0)=2, y(0)=2.

S

34-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Quyidagi differensial tenglamalardan qaysi birini tartibini pasaytirib
hisoblash mumkin va bu ganday amalga oshiriladi:
1 . In y
1) y'=——; 2) y"_y+ ?
4y
A) fagat 1) ni, 2 marta integrallab;
B) 1) va 2) ni, y'=z(y) va y'=z(x) almashtirishlar yordamida;
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D) fagat 2) ni y’ = z(x) almashtirish yordamida;

E) fagat 1) ni, y’'=z(y) almashtirish yordamida.

2. Quyidagi differensial tenglamalardan qaysi birini tartibini pasaytirish
mumkin emas?

A) xy"=y(ny—Inx); B) yy"=(y'f+x; D) xy"=4y";

E) x®y"=4Inx.

3. Quyidagi differensial tenglamalardan qaysi birini tartibini pasaytirish
mumkin emas?

A) y"=1(x); B) F(xy,y)=0; D) F(xy,y")=0;

E) F(y.y.y")=0.

4. xy" =y’ differensial tenglamani yeching.

A) y=Ccx*+C,; B) y=x*+Cx+cC, ; D) y=%x2+C2x ; E) to‘g‘ri

javob yo‘q.

5. Quyidagi differensial tenglamalarning gaysi birini y'=z, y"=z-7'
almashtirish orqali tartibi pasaytiriladi?

A) y'=(yJ+y; B) w=(yf+x; D)x’y=4y’;

E) x®y"=4Inx.

8.3.Yuqori tartibli chiziqgli differensial tenglamalar
Asosiy tushunchalar. Agar n - tartibli differensial tenglamada
izlanayotgan funksiya va uning hosilalari birinchi darajada gatnashsa, bunday
tenglama n - tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi.
U quyidagi ko‘rinishga ega:
2,()y®” +a,(x)y"? +..+a,(x)y=f(x).
Bu yerda a,(x),a,(x),...a,(x) lar va f(x) biror D sohada berilgan X ning ma’lum
uzluksiz funksiyalari (o‘zgarmas  bo‘lishi ham  mumkin). ai(x)(i =1_n)
funksiyalar tenglamaning keeffitsientlari deyiladi, shu bilan birga a,(x) =1 (agar
u 1 ga teng bo‘lmasa tenglamaning hamma hadlarini unga bo‘lishimiz mumkin),
f(x) funksiya esa ozod hadi deyiladi.
Agar f(x)=0bo‘lsa, ushbu
vy +a )y .. +a, (X)y = f(X) (8.25)
tenglama n - tartibli chizigli bir jinsli bo ‘Imagan differensial tenglama
deyiladi.

Agar f(x)=0 bo‘lsa, ushbu
vy +a )y +..+a,(x)y=0 (8.26)
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tenglama n - tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.

8.3.1. Chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar yechimining tuzilishi.
(8.26)  tenglamalarning  umumiy  yechimlarini  topishda  ularning
¥, (X),¥,(X),..., ¥, (x) xususiy yechimlarining chiziqli bog‘liq va chizigli erkliligi
asosiy rol o‘ynaydi.

Agar bir vaqtda nol bo‘lmagan shunday «,a,,..,e, o‘zgarmas sonlar
mavjud bo‘lsaki,zn:aiyi(x) =0, xe(a,b) ayniyat o‘rinli bo‘lsa, y,(x),y,(X),..., ¥,(X)

i=1

funksiyalar sistemasi xe(a,b) da chizigli bog‘liq sistema deyiladi. Agar bu
ayniyat barcha «, =0 bo‘lgandagina bajarilsa, y,(X),Y,(X),..,y,(x) funksiyalar
sistemasi x e (a,b)da chizigli erkli sistema deyiladi.

Agar xe(a,b)da (n-1) —tartibligacha hosilalari uzluksiz bo‘lgan
¥, (X),¥,(X),..., ¥, (x) funksiyalar sistemasining Vrenskiy determinanti
W(x)=WI[y,, Y, ¥,] xe(a b)da aynan nolga teng bo‘lsa, ya’ni

Y1 Yo Yn
T I (A S o
AR PR A

bolsa, V,(x),y,(x),...y,(x) funksiyalar sistemasi xe(a,b) da chizigli bogliq
sistema bo‘ladi. Agar (a,b) oraligning hech bir nugtasida W(x)=W[y,, Y,,...., ¥, ]#0
bo‘lsa, Y,(X),Y,(X),...,y,(x) funksiyalar sistemasi x (a,b)da chizigli erkli sistema
bo‘ladi.

n - tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning n ta chizigli erkli
yechimlari sistemasi uning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi.

8.2-Teorema. Agar v,(x),Y,(x),..,y,(x) funksiyalar chizigli bir jinsli differensial

tenglama yechimlarining fundamental sistemasi bo‘lsa, u holda bu
tenglamaning umumiy yechimi vy, (x), y,(x),..., ¥,(x) yechimlarining

Y =Cuyy(})+CoY,(x) +...+ Cyy, (x),
chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo ‘ladi, bu yerda C,,C,,...,C, lar ixtiyoriy

o ‘zgarmaslar.

8.3.2. O‘zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli differensial
tenglamalar.
Ushbu
y" +ay"+.+a y+ay=0 (8.28)
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tenglama o°‘zgarmas koeffitsientli n - tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglama deyiladi. Bu yerda a,,a,,...,a, koeffitsientlar - biror haqigiy sonlar.

(8.28) tenglamaning fundamental yechimlari sistemasini topish uchun uning

k" +ak" +..+a, k+a, =0 (8.29)

xarakteristik tenglamasi tuziladi. (8.29) tenglama n - tartibli bo‘lgani uchun
uning n ta ildizi mavjud, ular haqigiy yoki kompleks, orasida karralilari ham
bo‘lishi mumkin.

(8.28) tenglamaning umumiy yechimi (8.29) tenglama yechimlarining
xarakteriga bog‘liq quyidagicha tuziladi:

1) har bir k sodda haqigiy yechimga umumiy yechimda Ce* ko‘rinishdagi
qo‘shiluvchi mos keladji;
2) har bir m karrali k hagigily yechimga umumiy yechimda
(C1 +CX 4.+ mem’l)e"X ko‘rinishdagi qo‘shiluvchi mos keladi;
3) har bir juft k,, =a+ i qo‘shma kompleks sodda yechimga umumiy yechimda
e™(C,cos px + C,sin ) ko‘rinishdagi qo‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir juft m karrali k,=a=*pi qo‘shma kompleks yechimga umumiy
yechimda e‘”‘[(Cl +CX+... +mem’1)cos,65( + (Cl +CX+... +me”"1)sinﬁx] ko‘rinishdagi
qo‘shiluvchi mos keladi.
Xususan, ushbu

y'+py' +ay=0 (8.30)
o‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglamaning

k?+pk+q=0 (8.31)

xarakteristik tenglamasi ildizlari uchun uch hol:

1) haqiqiy va har xil k, =k,;

2) haqgiqiy va teng k, =k, =k;

3) qo‘shma-kompleks k,, =« * gi bo‘lishi mumkin.

Bu hollarga (8.28) tenglamaning quyidagi fundamental yechimlari va
umumiy yechimi mos keladi:

1) y,=e“y, =€, y=Ce“* +C,e"* .

2) y, =€y, = xe"*, y = (C, + C,x)e"" .

3) y,=e™cos/X, y, =e™sin X, y =e™(C,cos A +C,sin ).

8.10-misol.



Ushbu y” -5y’ + 6y = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.
» Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglamani tuzamiz:
k* -5k +6=0.
Xarakteristik tenglamaning ildizlari k, =2, k, =3 bo‘lgani uchun umumiy
yechim:
y=Ce”+Ce*. 4

8.11-misol.
Ushbu y” +6y”+9y’=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
» Berilgan tenglamaning

k®+6k*+9k =0
xarakteristik tenglamasi k, =0 sodda va k, =k, =-3 ikki karrali haqiqiy
ildizlarga ega. Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

y=C, +(C,+Cx)e™™. «

8.12-misol.
Ushbu y” -4y’ +13y = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
» Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

k> -4k +13=0
k., =2+3i qo‘shma-kompleks ildizga ega. Shuning uchun berilgan
tenglamaning umumiy yechimi:

y =e*(C,cosx+C,sinx). «
8.13-misol.
Ushbuy”-y'-2y =0 differensial tenglamaning x=0 bo‘lganda y=8, y'=7
bo‘ladigan xususiy yechimini toping.
» Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglama
k?-k—-2=0

bo‘lib, ildizlari - k, =-1, k, =2. Demak, tenglamaning umumiy yechimi

y=Ce*+C,e*
bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan hosila olamiz

y'=-Ce ™ +2C,e*.
x =0 bo‘lganda y=8, y'=7 boshlang‘ich shartlarga asosan,
C,+C,=8
{— C,+2C,=7

tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglamalar sistemasidan
C, =3, C, =5 larni aniglaymiz. Shunday qilib, izlanayotgan xususiy
yechim:
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I y=3e"+5¢ .«
8.3.3. O‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli bo'lmagan differensial
tenglamalar.
Ushbu
y" +ay" . +a Yy +ay=f(x) (8.32)

tenglama o ‘zgarmas koeffitsientli n - tartibli chizigli bir jinsli bo ‘Imagan
differensial tenglama deyiladi.

8.3-Teorema. Chizigli bir jinsli bo ‘Imagan differensial tenglamaning umumiy
yechimi tenglamaning biror xususiy yechimi va bu tenglamaga mos chizigli bir
Jjinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi yig ‘indusiga teng.

Chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama umumiy yechimini
topish uchun, agar unga mos chizigli bir jinsli differensial tenglamaning
umumiy yechimi ma’lum deb hisoblasak, bitta xususiy yechimini aniqlash
kifoya.

Quyida o°‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli
bo‘lmagan

y"+py +ay = f(x) (8.33)
tenglama uchun ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usulini ko‘rib chigamiz.
vy, Y, funksiyalar mos chizigli bir jinsli tenglama (8.30) ning fundamental
yechimlari bo‘lsin. U holda (8.33)ning umumiy yechimni

y(x) =C,(x)y; +C,(x)y,
ko‘rinishda gidiriladi, bu yerda c,(x), C,(x) funksiyalar
{Cl’(x)% +C; (X)yz =0
Ci(x)yl—{_cé(x)yz = f(X)
tenglamalar sistemasidan aniglanadi. Sistemaning yechimi esa
ALY __yaf(x)dx
G- jW[yl,yz]’ Cile)= W[y, v.]

formulalardan topiladi.
8.14-misol.
Ushbu y”+ y =tgx differensial tenglamani yeching.
» Berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning xarakteristik tenglamasi
k*+1=0
k., =i ildizlarga ega, y=C, cosx+C,sinx uningi umumiy yechimi.
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini
y =C,(x)cosx +C,(x)sinx
ko‘rinishda gidiramiz. C,(x), C,(x) funksiyalarni
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C/(x)cosx +Cj(x)sinx =0,
—C/(x)sinx +Cj(x)cosx = tgx
tenglamalar sistemasidan aniglanadi. Bu sistemani yechib, so‘ng
uniintegrallab quyidagilarni topamiz:
sin® x

Ci(x)= o C;(x)=sinx,

B
Cy(x)=— S:QS:(( dx=sinx— Intg(g+%)+cp

C,(x)=—cosx+C,.
Demak, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

y:Clcosx+Czsinx—cosxlntg[§+%} . <

35-Auditoriya topshiriglari

Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:
1. y"-2y' -4y =0.

y'—4y'+4y=0.
y"+8y'+25y=0.
y"+9y'=0.

yV +5y"+4y=0.
yIV —6ym+9y”20-
y" +16y=0.

© N OA W

y"' +3y" +3y"+y=0.

Tenglamalarning berilgan boshlang‘ch shartni ganoatlantiradigan
yechimini toping:

9. y"+5y +6y=0; y(0)=1,y'(0)=-6.

10. y"—10y’ + 25y =0; y(0)=0,y'(0)=1.

11. y"—6y'+18y =0; y(0)=2,y'(0)=3.

12.9y"+y=0; y(?’?”j =2, y(%rj =0.

Tenglamalarni ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usulida yeching:

15. y"+5y' +6y =—.
AN 1+e*
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Xx 1 X
16. y"cos=+=ycos—=1.
I Ve

35-Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagi funksiyalar sistemasidan gaysi biri chiziqli erkli bo‘ladi:

1) e*, e* chx; 2) In2x, In3x, In4x?

A) 2) - chiziqli erkli; D) ikkalasi ham chizigli erkli;

B) 1) - chiziqli erkli; E) ikkalasi ham chizigli bog‘liq.

2. y'-8y'+7y =0 differensial tenglamaning umumiy yechimini aniglang.
A)y=Ce*+C,e™; B)y=Ce*+C,e™; D)y=Ce>+C,e™;

E) y=Ce* +Ce™

3. yVv —y=o0 differensial tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi
nechta funksiyadan iborat?

A)2ta; B)4ta, D)3ta; E)1ta.

4. y"+2y'=0 differensial tenglamaning fundamental yechimlarini
aniglang.

A)y,=e™ y,=2¢"; B)y=e™, y,=xe™; D)y=xy,=¢"

E) v,=1y,=e™.

5. y"+ py +qy = f(x) tenglamani o‘zgarmasni variatsiyalash usulida
yechishda ¢,(x) va c,(x) funksiyalarni aniglovchi tenglamalar sistemasini

tuzing.
A) {C1Y1+C2y2 =0 . I B){CIVNLCEYZ =0 .
Gy +C,y; = f(x) Cly;+Chy; = f(x)
I D){cly;+czy;=o | I E){C{leFCEYz:O |
Cler +C2y; = f(X) C1y1’ +C2y£ = f(X)

8.3.4. O‘'ng tomoni maxsus ko‘rinishdagi o‘zgarmas Kkoffitsientli bir
jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial tenglamalar.
Ushbu
yW +ay®™ . +a y+ay=f(x) (8.34)
tenglamada f(x) =e™[P,(x)cospx +Q, (x)sinpx] ko‘rinishga ega bo‘lsa, o‘ng
tomoni maxsus ko‘rinishdagi o‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli bo‘lmagan
chizigli differensial tenglama deb ataymiz. Bu yerda P,(x) va Q,(x)lar mos

ravishda n — va m — darajali ko‘phadlar, « va g - o‘zgarmaslar. (8.34) tenglama
xususiy yechimni tanlash usuli(roma’lum koeffitsientlar usuli)da yechiladi.
Buning uchun xususiy yechim
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y. = x"e%[P(x)cos A+ Q, (x)sin x| (8.35)
ko‘rinishda qidiriladi. Bu yerda r xarakteristik tenglama
kK" +ak" ™" +..+a,,k+a,=0 ning «+p ildizining karraligi ko‘rsatkichi(agar
bunday ildiz bo‘lmasa, r=0), P(x) va Q,(x)lar noma’lum koeffitsientli | —
darajali ko‘phadlar, bunda I = max(n,m).

Agar f(x) funksiyada cospx va singx lardan fagat bittasi ishtirok etsa ham
y, da ularning ikkalasi olinadi.

y, Xususiy yechimni (8.34) tenglamaga qo‘yib, ayniyatdan noma’lum
o‘zgarmas koeffitsientlar topiladi.

Agar (8.34) da f(x)=f,(x)+f,(x) bo‘lib, ¥i.,¥Y,, lar mos ravishda
yO +ay™ L +a Yy +ay=f(x) va yO +ay™ . ra Yy +ay=f,(x)
tenglamalarning xususiy yechimlari bo‘lsa, (8.34) tenglamaning Xxususiy
yechimi y, =y,, +Y,, ko‘rinishda bo‘ladi.

Eslatma. f(x) funksiya ko‘rinishining quyidagi xususiy hollari mavjud:
1) f(x)=Ae™, A—o'zgarmas(a+ fi=a).
2) f(x)= Acospx+Bsingx, Ava B—o0'zgarmas (a+ fi = fi) .
3) f(x)=P,(x) (e+pi=0).
4) f(x)=P,(x)e* (a+fi=a).
5) f(x)=P,(x)cospx+Q,(x)sinpx (a+fFi=p).
6) f(x)=e™(Acospx+Bsingx), Ava B—0 zgarmas.

8.15-misol.

Ushbu y” - 3y'+2y = e* (x* + x) differensial tenglamani yeching

P f(x)=e (x> +x) ;P (x)=x" +x;00=3

y"—3y'+2y=0 bir jinsli gismining xarakteristik tenglamasi va uning
ildizlari: k*-3k+2=0=k, =2 ,k, =1 .Demak, y=Ce* +C,e* - bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi.

a = 3 xarakteristik tenglamaning ildizi emas, chunki xarakteristik
tenglamaning ildizlari k, =2 ,k,=1. Bundan, r=0.

Endi berilgan tenglamaning vy, xususiy yechimini vy, =(4x*+ Bx+C)-e*
ko‘rinishda izlaymiz. Bunda P,(x)=4x*+Bx+C, A, B, C lar noma’lum.

y! =(34x° +3Bx +3C + 2Ax + B)e¥, y"=(94x° +9Bx +9C +12Ax + 6B + 2A)e*

Y., Y., vy, larni berilgan tenglamaga qo‘yib ixchamlasak,

24x° +(6A+2B)x +2A+3B+2C=x" +x

X 2A=1

X: 6A+2B=1 :>A:§;B:—1;C=1.

x’: 2A+3B+2C=0

[EEN
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= —— X +1J - Xususiy yechim topildi. Demak, umumiy yechim:

_ 2
y=y+YV. :C1ezx +Czex +(X?—X+1je3x. |
8.16-misol.

Ushbu y"+y'—2y=e*(cosx—7sinx) differensial tenglamani yeching
» Bir jinsli gismini yechamiz:

y'+y' -2y=0,y=e*=>k*+k-2=0=k, =1k, =-2, demak, y=C,e* +C,e
a=1 p=1 a+pi=1+i - xarakteristik tenglamaning ildizi emas.
y, = e*(Acosx + Bsinx),
y. = ((A+B)cosx +(B— A)sinx)e”,
y! = (—2Asinx +2Bcosx)e*.

Topllganlarm tenglamaga qo‘yamiz:
—(3A+B)sinx+(3B— A)cosx =cosx—7sinx;

3A+B= 7} A=

2
} bundan, y. =e*(2cosx +sinx). Demak,
3BB-A=1

B=1

y=y+Yy. =Ce*+C,e®+e*(2cosx +sinx) - umumiy yechim. «
8.17-misol.

Ushbu y”+y=2sinx differensial tenglamani yeching

» y'+y=0 k*+1=0=k,,==i .
y=C, cosx + C, sinx - bir jinsli gismining umumiy yechimi.
Bi=i - demak, pi xarakteristik tenglamaning ildizi, r=1.
Y. = x(Acosx+Bsinx) ko‘rinishda izlaymiz. 4, B -?
y. = Acosx + Bsinx + x(—Asinx + B cosx)
Yy« =—2Asinx + 2B cosx — x(Acosx + Bsinx).
Topilganlarni tenglamaga qo‘yamiz:
—2Asinx +2Bcosx — Axcosx — Bxsinx + Axcosx + Bxsinx = 2sinx,

—2Asinx +2Bcosx =2sinx.
—24= 2} A=-1

S0 } bundan, y.=-xcosx. Demak, umumiy yechim:

B=0

y= y+y* C,cosx +C,sinx —xcosx .4

36-Auditoriya topshiriqglari

I Quyidagi differensial tenglamalarning umumiy yechimlarini toping.
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y'+y=2x"+1
y"+y'=sinx
y'+2y'+y=e"
y'—2y'=2e +3x
2y"+y'=x

y"+2y'+2y =3sinx

y"—y' =e”*cos2x

y" =5y’ +6Yy = 3e** + Cc0S2X.

© 0o NOOORWDE

. y"+2y'+5y =2e*sin2x
10. y"-2y'=¢” cos2x + 3x

36-Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri y"+2y’=2x+1 differensial tenglama xususiy
yechimining umumiy ko‘rinishi bo‘ladi?

Ay, =Ax+B, B)y,=Ax*+Bx+C, D)y,=Ax*+Bx, E)y,=Ax’

2. y"-2y'+y=3e* differensial tenglama xususiy yechimining umumiy
ko‘rinishini toping.

A)y.=Ae* B)y.=Axe* D)y.=Ax¢* E) y*:(Ax2+Bx+C)eX.

3. Quyidagilardan qgaysi biri o‘ng tomoni maxsus ko‘rinishda bo‘lgan
differensial tenglama bo‘la olmaydi?

A) Y+ Yy = XCOSX B)y"+2y +2y = x+sinx
D)y" -2y +y=xe* E)W+yzsgx-

4. y"-2y'=e*—4x differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
A)y=C+Ce”+x +x-¢" B) y=C, +Ce” +2x’ +x-¢"

D) y=2x*+x-¢* E) y=x"+x-¢*

5. y"-2y'=e*-4x differensial tenglamaning xususiy yechimini toping.
A)y=C+Ce”+xX +x-¢" B) y=C, +C,e” +2x’ +x-¢"

D) y=2x*+x-¢* E) y=x"+x-¢*

11-Shaxsiy uy topshiriqglari

1

I Birinchi tartibli differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping.

1.1.cos’ y-y'—cos(x +2y)=cos(x -2y} 1.3. xy/1+ Y2 + yy'V1+ %2 =0,

1.4. (e>+5)dy+ye” dx=0.
1.2. e*tgydx= (1—e*)sec® ydy -
—X

> +1=0.
1-y

1.5. y'y
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1.6. 4xdx — 3ydy = 3x*ydy — 2xy’dx. 1.19.  6xdx —6ydy = 3x*ydy — 2xy*dx.

1.7. Ja+ y?dx— ydy = xydy. 1.20. \/my’+xy2 +x=0.
1.8.(e*+8)dy — ye dx=0. 1.21. 5+ yZdx+4(x’y +y)dy =O0.
1.9.y =3 x({L+y?).
1.10.3“ " dy + xdx=0. 192 e dy PN

X cos® y

1.11. 3e* sinydx+ (1—e*) cosydy
1.23.  6xdx —6ydy = 2x*ydy — 3xy*dx.

1.12.yIlny+xy'=0.

1.13.y'sinx=ylIny . 1.24.  x\3+y*dx+y«2+x*dy =0.
1.14.¥' = Lry
T Tyl x2) 1.25.  (L1+y?)dx—xydy=0
1.15.(3+ yz)dx—iydyzo. 1.26. ﬂzi
X dx 3y*+1
1.27. ﬂ+%ex_y =0
X y
1.16.\/5+y* +yyv1-x* =0. 1.28.  y(1+Iny)+xy'=0.
L 1.29.  x{1+y*®)dx—y?(L+x* )y =0.
1.18./3+ y?dx — ydy = x?ydy. i o2
1.30. e tgydx— dy=0,
X—1
2
Birinchi tartibli differensial tenglamalarning umumiy integralini
toping.
2.1. 2 7 X r__ 3y3+4yX2
. 3x . 3x "y_2y2+2x2'
3ysin—dx+| y—3xsin— |dy=0,
y y 2_8_x—ycosldx+ xcosldy:O
22.xyy=_ X X X
arctgl 2.9.Xy,:1/X2+y2 +V.
X 3y® +2yx®
2.3.y—xy'=xsec%. 2.10.xy" = 2yE 4 x?
2
2.4.xy+y? = (2 +xyly’. 2.11. y’=%+4%+2
' y
2.5.xy —y—xtg;. 2.12. xy'=2xX*+y> +y
' y y° Y
2.6.xy'=ycosIn=, 213. 2y'=2-+62+3.
X X X
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2.14. xy'—y=(x+y)n>Y
215, y = X+2Y
2X—Y

2
2.16.3y'=y—2+8i+4.
X X

3 2
2.17. xy = 3V +O¥X°
2y° +3x
2 2
218,y =X FI3V-Y
3X° —2xy

2.19.xy' =2x* +y* +y.

. X2+ xy—y?
2.20.y:x2_—y2ny.

2.21. x’dy = (6x2 +6Xy + yz)dx.
2.22.xy' =3x* +y* +y.

2.23. y* + X7y = xyy'.

2.24. ydx + (2 Xy — x)dy =0.
2.25.2x%dy = (8x2 +8xy + yz)dx.

, X* 4+ xy—3y?

2.27.xy" =42X* +y* +.
2.28. (x2 — Xy — yz)dy = y?dx.
2.29.(8y +10x)dx + (5y + 7x)dy =0

3 2
2.30. xy’:w.
2y° +4x

3

Koshi masalasi yechimini toping

3.1 y-y/x=x3 y@)=0.

3.2. y'—yctgx=2xsinx, y(z/2)=0.
3.3. y’+ycosx=%sin2x, y(0)=0.
34. y'+ytgx=cos’x, y(z/4)=1/2.

3.5. y’_LZ =X +2X, y(—l) =3/2.

X+

1 X
3.6. y'———y=¢e*(x+1), y(0)

X+1

3.7,y _ Y xsinx, y(zj =1.
X 2

3.8. y’+X=sinx, y(;z):i.
X T
39. v+ —x%, y(1)=1.
A 2X y( )
2
310,y 2 y_ 2X )

1+x>7 1+x%

, 2X—=5
311y — X2 y:5’ y(2):4




313.y - Yo ya)=4.
X
34,y Yo oI ygy_g
X
3.15. y'+2xy =-2x°, y(l)=e.

316. y'+ 2y =, y(1)=-5/6.
X

3.17. y’+1 =3x, y(1)=1.

3.18. y' —

, 1-2x
3.19. y' + y=1 y(1)=1.

3.20. y'+3_y :E’ y(l) =1.

3.21. 2

' Xy = _
y+2(1—x2) 2 VO

=
3.22.y +xy=—x°, y(0)=3.
2 2
3.23.y - = _y=¢* =
y X+1y e*(x+1)", y(0)=1.

3.24.y' +2xy = xe™* sinx, y(0)=1.
3.25.y'—2y/(x+1)=(x+1)’, y(0)=Y2.
3.26.y'—ycosx=-sin2x, y(0)=3.
3.27.y'—4xy =—4x°, y(0)=-1/2.
3.28.y'—ycosx=sin2x, y(0)=-1.
3.29.y'-3x’y = x*(1+x°) /3, y(0)=0.

330y~ Y__INXyo1
X X

4

Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping

311
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4.1. y"xInx=y",

42. xy"+y" =1

43. 2xy" =y".

4.4, xy"+y"=x+1.
45. y"ctg2x+2y" =0.

3y\,m 2.,m _

46. Xy"+xy" =1,

" !/ 1
47.tgx-y"' -y +——=0.

sin x
48. X*y"+xy' =1.
49 tg X . ym — 2y”.
4.10.y"cth2x =2y".
4.11. x*y" + x%y' =1.
4.12. xy" +2y" =0.
4-13-(1+ xz)y”+2xy' =x°.
4.14.x°y" + x*y" =1.
4.15. yym_ y,,+1 Y
X

4.16. xy" +y"+x=0.
417 th X - yIV — ym.
4.18. y"tgx=y"+1.
4.19. xy" + y" =J/x.
4.20. y"tg5x =5Yy".
4.21. y"th7x=7y".
4.22. X°y" + x2y" =/x.

4.23. cthx-y"— y’+i =0.
ch x

4.24. (x+1)y"+y"=(x+1).
4.25. (1+sinx)y"” =cosx-y".
4.26. cthxy"+y =chx.

4.27. X'y +x’y' =4,
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" " 2
4.28. —xy" +2y" =—.
X

2X

x? +1

4.30. (l+ X ) y"+2xy’ =12x°.

4.29. y" + y'=2x.

5
Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping

5.1. y"—4y"+5y -2y =(16-12x)e™*.
5.2. y"—y ' =2e"+Ccosx.

5.3. y"-3y"+2y'=(1-2x)e".

54. y"+2y'=4e*(sinx+cosX).

55. y"—y" -y +y=(3x+7)e*.

5.6. y" -4y +4y=—e**sin6x.

5.7. y"-2y"+y' =(2x+5)e™.

5.8. y"+9y=-18sin3x —18e*".

5.9. y"+y"—y —y=(8x+4)e".

5.10. y" + 2y’ + 5y = —sin 2x.
5.11.y"— 4y’ + 4y =e**sin3x.

512. y"-3y'+2y=(4x+9)e*.
5.13. y”-9y'=-9e¥*+18sin3x — 9cos3X.
5.14.  y"-3y +2y=(4x+9)e™.
5.15. y"+4y"+5y'+2y =(12x+16)e”.
5.16. y"+6Yy’+13y =e > cos4x.
517. y"-3y"—y'+3y=(4-8x)e".
518. y"+y"-2y'=(6x+5)e".
519. y"+y=2c0os7x—3sin7x.
5.20. y"-y"-2y'=(6x-11)e™.
521. y"—y"—4y'+4y=(7-6x)e".
5.22. y"+4y"+4y =(9x+15)e".
5.23. y"-3y"—y'+3y=(4-8x)e".
5.24. y"+y=2c0s4x+ 3sin4x.
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5.25.
5.26.

5.27
5.28

5.29.
5.30.

y" —5y" +6Yy’ =6Xx" +2X—5.
y"Y —3y"+3y" -y =x-3.
. y"+5y"+7y'+3y =(16x+20)e".

. Y +4y'=16sh4x.

"

y"+ 2y +5y=10cosx.
y"—y'=2chx.
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IX BOB. OPERATSION HISOB. ASLDAN TASVIRNI VA
TASVIRDAN ASLNI TOPISH

Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi  f(t) funksiyaga asl(original) deb
ataladi:

a) f(t) funksiya uzluksiz yoki chekli oraligda chekli sondagi | tur uzilish
nuqtalariga ega;

b) t<o da f(t)=0;

C) M>0 va s,>0 o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lib, f(t)<Me

St

o‘rinli

(s, — funksiyaning o‘sish ko‘rsatkichi).

Eng sodda asl funksiyalardan biri Xevisayd birlik funksiyasidir:

1 agar t>0
o(t) =
0 agar t<0

Agar f(t)funksiya a) va d) shartlarni ganoatlantirsa, f(t)o(t) asl funksiya

bo‘ladi. Qulaylik uchun shunchaki f(t) deb yoziladi, lekin t<oda f(t)=0
hisoblanadi.

F(p) :Te-m f (t)dt (9.1)

Laplas almashtirishi, F(p)funksiya esa f (t)funksiyaning Laplas tasviri, L—

tasviri, yoki gisgacha, tasviri deb ataladi.
Agar F(p) funksiya f(t) funksiyaning tasviri bo‘lsa, u quyidagicha yoziladi:

F(p)—— () yoki L{f(®)}=F(p) (9.2)
9.1-misol.
Xevisayd birlik funksiyaning tasvirini toping.
+o0 —pt [**® 1
> Lict) = [e® 1dt = - =— <
0} j 2
9.2-misol.
Ushbu f(t)=¢" funksiyaning tasvirini toping.
> L{e'}= o etdt= et ——C ol <
0 0 p-1 ‘o p-1 .
9.3-misol.

Ushbu f(t) =sint funksiyaning tasvirini toping.

+o0 —pt Ve +o0 +o0
> L{sint}: '[e’pt sintdt = — & sint +1'[e’pt costdt:izje’pt costdt
0 p 0 p 0 0
+ 00 e—Pt +00
L{sint} = f e Plsint dt = sint| +

0
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+ oo s + o0
1 t 1 t 1 o
+—j e Plcost dt=——ze‘p cost ——ZJ e Plsint dt =
p p o D
0 0
1 1
=?—FL{smt}

1
1+p?’

I Bundan, L{sint} =

9.1. Laplas almashtirishining xossalari

Chiziglilik xossalari. Agar F;(p) — f1(t), F,(p)—— f>(t) bo‘lsa,
ixtiyoriy Cyva C; lar uchun
C1Fi(p) + CF,(p)— Cif1(0) + C5 - f5(0) . (9.3)

O‘xshashlik teoremasi. Agar F(p) — f(t) bo‘lsa, ixtiyoriy a > 0 uchun
= F(5) = flan). 9.4)

a

9.4-misol.
Ushbu f(t) =3e* +sin3t funksiyaning tasvirini toping.

> e%:—i,sinuj— ——bo‘lgani uchun e* «= 1.t _1 ,
p-1 p°+1 2 P_, p-2
2
. 1 1 3 3 &
Sin3t«———- = . F(p)= - . <
3 (p/3)+1 P +9 p-2 p°+9
Siljish teoremasi. Agar F(p) —— f(t) bo‘lsa,
Fp+a)——e ¥ f(t) (9.5)
9.5-misol.
Ushbu f(t) = e~2tsin 3t funksiyaning F(p) tasvirini toping.
» sin3t«—— 23 bo‘lgani uchun e sin 3t <= 32 :
p*+9 (p+2) +9
3
F(p)=—5———.
(P) p>+4p+13

Kechikish teoremasi. Agar F(p)—— f(t) bo‘lsa, ixtiyoriy >0 uchun
e "F(p)——f(t-7) . (9.6)

Aslni differensiallash teoremasi. Agar F(p)—— f(t) bo‘lsa,
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f'(t)«——pF(p)— f(0) . 9.7)

9.6-misol.
Ushbu £(t) = sin? t funksiyaning F(p) tasvirini toping.

» f(t)=0, f'(t)=sin2t«——

2

(7) formulaga ko‘ra, pF(p)=

p?+4’ p>+4

Tasvirni differensiallash teoremasi.
Agar F(p)—— f(t) bo‘lsa, F'(p)——tf(t). (9.8)

Aslni integrallash teoremasi.

Agar F(p)—— f(t) bo‘lsa, jf(f)dt(—:—? . (9.9)

Tasvirni integrallash teoremasi.

p
Agar F(p)—— f(t) bo‘lsa, @ej—jF(z)dz. (9.10)

Asllar o‘ramasining tasviri haqida teorema.
Agar F(p)—— f(t), @(p)——¢(¢) bo‘lsa, u holda

F(P)D(p)—— | f(D)plt ~7)d7. (9.11)

Dyuamel integrali.
PF(P)P(p)——> f()p(0) + [ f(D)gi (¢ —7)d7 . (9.12)

9.7-misol.

Ushbu f(t)=s‘ir;i funksiyaning F(p) tasvirini toping.

. 2
» sin’t<« p(pz +4) , (9.10) formulaga ko‘ra,

o fi B _1"(1_ q jdq_i.n g
t ' 0q(q2+4) 2lq q*+4 2 [f+a

9.8-misol.

=1In P . <
2 /p*+4

0
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Ushbu F(p):pZ; funksiyaning f(t) aslini toping.

+4p+3
1 1( 1 1 1
» F(p) = =— -~ > (et -e¥). «
(P) p>+4p+3 2(p+1 p+3J ' 2( )
9.9-misol.

_ P E T o e
Ushbu F(p) = T funksiyaning f(t) aslini toping.

> F(o) - p . p-2 2 5
(P) p’—4p+9 (p-2f+5 \/_( 2 +5°
f (t) = e* cos~/5t + %sin\/gt.
9.10-misol.
Ushbu F(p) = pe2-

2p9 funksiyaning f(t) aslini toping.

-2p
p L 13 . lga ez——wlshs(t-z), F(t) = 2 sh(3t—6). <
3 9 3 p2-9 - 3 3

37-Auditoriya topshiriglari

Quyidagi funksiyalar asl funksiya bo‘la oladimi?

1. f()=2/(t-2) 5. f(t)=e"cost
2. f(t)=cht 6. f(t)=t".

3. f(t) =tgt

4, f(t)=3

Quyidagi asl funksiyalarning Laplas tasvirini toping.

1. f(t)=4+3e" ¢
(ty=4+3e 8. (t) = [ h2edr
0

2. f(t)=4t%

3. f(t)=chtsin2t . 2

4. ft)=ecos’t 9. f(t)=[r’e7de
0

5. f(t)=sin’t G

6. f(t)=4t+3e"sin3t 10. f(t) = _

7. f(t)=te"'sin3t
Quyidagi tasvir funksiyalarning asl funksiyalarini toping.

_ 1 p-2
1. F(p) = — 4. F(p) = (0 +4p 5
1 -2p
2. F(p)=———— - &
(p) o7 2pi3 5. F(p) (0201
1 -3p
3. F(p)= — _ e
(p-2)(p? +1) 6. F(p)= (p? -2)p? +1)
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37-Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri asl funksiya bo‘ladi?

A) f()=1(t-2) B) f(t)=e'sint D) f(t)=e" E) BvaD.

2. Kechikish teoremasi keltirilgan javobni toping.
A) F(p+a)——ef(t) B) e’ F(p)——f(t-7)

D) fa)i—3F(2]  E) ePF(p—oft-0).

3. O‘xshashlik teoremasi keltirilgan javobni toping.
A) F(p+a)——ef(t) B) e "F(p)——f(t—1)

D) fa)—3F(2]  E) ePF(p—oTt-0).

4. f(t)=3-2efunksiyaning tasvirini aniglang.

3 2 3 2 3 2 3 2
A) ————— B) - D)——— E) 5——.
)p p+5 )p2 p+5 )p p-5 ) p* p-5
5. F(p)= T funksiyaning tasvirini aniglang.

A) f(t)=te' B) f(t)=te" D) f(t)=gt2et E) Tog‘ri javob yo‘q.
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9.2 O‘zgarmas Kkoeffitsientli chiziqgli differensial tenglama va
tenglamalar sistemasini yechishning operatsion hisob usuli
Ushbu
XM +apx DO +.ra X0 +anx®) = 1) (9.13)
differensial tenglamada a,,a,,...,d, ,,8, 0‘zgarmas sonlar,
X(t), X'(t), ..., x" D), x"(t), f(t) lar asl funksiyalar bo‘lsin. Quyidagi Koshi
masalasi yechimini topishning operatsion usulini garaymiz:
x(0) = xo, x'(0) = x4, ..., x™®D(0) = 2"V, (9.14)
Xt)«——X(p), f(t)«—F(p) bo‘lsin. U holda aslni differensiallash
formulasidan foydalanamiz:
X'(t) «——pX(p) = X(0), X"(t) «<——p*F(p) — px(0) — X'(0), ...
X () <=—p"X(p) = P"'X(0) —... - px"? (0) - x"(0)..
(1) tenglamaga tasvirlarni qo‘yib, X(p) noma’lumga nisbatan chiziqli
tenglamani hosil gilamiz. Uni ixcham holda yozilishi
Q. (P)X(P) =F(p)+R4(p). (9.15)
(3) tenglamadan X (p) topiladi va uning asli (9.13) tenglamaning (9.14)
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

9.11-misol.
Ushbu x'+x=e™, x(0)=1 tenglamani yeching.

> x(t) < X(p) e«—p%l X'(t) <= pX (p) -1.

1 1 1 . -t -t _ -t
pX(p) -1+ X(p)_m, X(p)=(p+l)2 + il >te™ +e, x(t) = (t+1)e”. <
Agar (9.13) tenglama

x(0) = x'(0)=...=x"(0)=0 (9.16)

boshlang‘ich shartlar bilan berilgan bo‘lsa, Dyuamel integrali yordamida
quyidagicha yechiladi. Qo‘shimcha

2™ () + alz‘“‘l) O)+..+a  ,Z(t)+a z(t)=1 (9.17)
2(0)=2'(0)=...=z"Y(0)=0 (9.18)
(9.16) boshlang*ich shartlar bilan berilgan (9.17) bo‘lsin. Quyidagi
F(p) 1
X(p) = ,Z(p) = 9.19
P=om P 5m 019

tenglamani hosil gilamiz. Bundan X (p) = pF(p)Z(p) ekani ma’lum. Dyuamel
integralidan foydalanib,

x(t) = f(t)z(0)+'t[ f(r)z/(t-7)dr (9.20)

yechimni topamiz.
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9.12-misol.
Ushbu x” + x"=sint, x(0) = x'(0) = x"(0)=0 tenglamani yeching.
» Qo‘himcha tenglama tuzamiz: z"+z'=1, 2z(0)=2'(0)=2z"(0)=0.
. ' 0 o . o1
2(t) «<——2(p), 2'(t) «—— pZ(p), 2"(t) «—— p°Z(p), 1«.—6 :
1 1 1

yA —_ = = = _
(p) p’(p*+1) p* p°+1

2(0)=0, z; =1-cost ekanidan foydalanib quyidagini topamiz:

, z(t)=t—sint. (9.20) formuladan va

t t t
X(t) = Isinr(l—cos(t -7))d7 = J'sinzdr—jsinr(cost cosz +sintsinz)dr =
0 0 0

sint

=—COST =
2

cost | 0 1
t——J‘sinszr— j(l—cosZT)dr =—cost +1+=costcos2z|' —
0 2 0 0 4 0

—ltsint+lsintsin21
2 4

(‘) =—cost+1- %tsint + %(costcosZt +sintsin2t) —%cost =

:—cost—%tsint+1. |

O‘zgarmas koeffitsientli oddiy chiziqli differensial tenglamalar sistemasi
ham xuddi yuqoridagi kabi operatsion hisob yordamida ikki noma’lumli
algebraik tenglamalar sistemasiga keltirib yechiladi.

9.13-misol.

X'=-y+2
y'=x+1,

P Xx(t)«——X(p), y({t)«———Y(p) bo‘lsin.

Koshi masalasini yeching: { x(0) =-1, y(0)=0.
1
X'(t) «—— pX(p) +1, y'(t) «— pY (p), 1<Z—E dan foydalanib, sistemani
gayta yozamiz:
2
pX(p)+1=—Y(p)+E
1
pY(p) = X(p)+5

Sistemani yechib,

2 1
X (p) = _ =
(p) i1 p
2p 2

Y(p) = il
(p) p2+1+ :

yechimni hosil gilamiz va asl funksiyalarini topamiz. Bu esa Koshi masalasining
yechimi bo‘ladi:
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X(t) =2sint -1
y(t)=2cost+2 °

38-Auditoriya topshiriglari

Quyidagi differensial tenglamalarni operatsion hisob usulida yeching.
x"+2x'+x=t, x(0)=0, x'(0)=1

X"-3x'=¢e", x(0)=x'(0)=0

X"+2x'=3x=e?, x(0)=-1, x'(0)=0

x"+2x"=cost, x(0)=0, x'(0)=-1

X"+ x"=tsint, x(0)=x'(0)=0

Berllgan differensial tenglamalar sistemasini operatsion hisob usulida
yeching.

S es e e

X"=y-1 x(0)=-1 X'==-2x+y, x(0)=0
{y’=—x+2, y(0) = 0. 3 { y' = 3X, y(0) =1.
{ X'=3x+4y, x(0)=1 N { X' =3y, x(0) =1
y'=4x-3y, y(0)=1. y'=3x+1, y(0)=L1.

38-Mustagqil yechish uchun testlar

1. Quyidagi Koshi masalalaridan gaysi birini Dyuamel integralidan
foydalanib yechish mumkin?

A) x"+2x"=cost, x(0)=0, x'(0)=-1

B) x"-2x"=cht, x(0)=0, x'(0)=0

D) x"-2x"+x=cost, x(0)=1, x'(0)=0

E) x"+x'=sint, x(0)=1, x'(0)=1.

2. x"+2x"=cost, x(0)=0, x'(0)=0 differensial tenglama uchun tuzilgan
algebraik tenglamaning javobini aniglang.

1 1
) XP =y D X
D) X(p)= P E) X(p)= P
)X =m0y B X e

3. x'-2x=¢e"x(0)=0 differensial tenglamani operatsion hisob

yordamida yeching.

A) x(t)=t-sint  B) x(t)=t+e* D) x(t)=e* -e* E) x(t)=e* -¢*.
x'=3y, x(0)=0

{y’=3x, y(0)=1

hisob yordamida yeching.
X(t) =sin3t X(t) = sh3t X(t) =sin3t X(t) = sh3t

A) {y(t):—cosﬁt B) {y(t):chSt D) {y(t)=cos3t F) {y(t)=—ch3t'

differensial tenglamalar sistemasini operatsion




323

x"=3y, x(0)=0 i . ) . .
: { % (©) differensial tenglamalar sistemasini operatsion

y'=3x, y0)=-1
hisob yordamida yeching.
A) {x(t):sm3t B) {x(t) = shat D) {x(t) =sin3t ) {x(t):shSt .
y(t) = —cos3t y(t) =ch3t y(t) = cos3t y(t) =—ch3t

12-Shaxsiy uy topshiriglari

1
Berilgan asl funksiyalarning tasvirlarini toping.

1.1. f(t) =2 +tsin2t 1.17. f(t)=t*sin2t
1.2. f(t)=3t%" +sh3t 1.18. f(t) =sin5tcos3t
1.3. f(t)=t* +e ' cos2t 1.19. f(t) =(t—1) cos2(t —1)
_ p2t t_1_
1.4. f(t)=e™ +tch3t 1.20. f(t)ze 1-t
1.5. f(t) =tcostshat
g t
L6 (O =sin(3t-2)+2 1.21. (1) = [ sh2ade
1.7. f(t) =& ;e X
_ -2t
1.8. f(t) = tsh3tsin3t 1.22. f(t)‘gfe 7
1.9. f(t) =sin*(2t-3) 1—cost
1.10. f (t) = sin5tsin3t =28 1=,
—t _ a2t ora2
111 f(t)zl—e 1.24. f(t)=e'sin"t
t 1.25. f(t) = cos3tcos2t
1.12. f(t) =cos’t 1.26. f (t) = e sin3t — 3t
1.13. f(t)=tcos3t+e™" 1.27. f(t) = e cos*t

1.28. f(t) =te'sin3t +2t°
1.29. f(t) =e'(tsin3t + 2t?)
1.15. f(t) =t*cos3t 1.30. f(t) = cost —cos2t
1.16. f(t) =t(e'ch3t) t

t
1.14. f(t) = [sin2dz
0

2
Berilgan tasvir funksiyalarning asllarini toping.

__ b _ 2p
S Py S o XY
1

&t 2.6. F(p)=
1
_ p 2.7. F(p):(—ﬁ
pe?? 2.8, F(p)=—
2.4, F(p)=m (P) p>+6p+9
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2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

1
F(p)zﬁ 2.20.
(p*+2]
2p+3
F(p)=——-" " 21,
(P) p’+4p*+5p 2.2l
1
F(p) =
(p) m 2.22.
F(p) = —— (e 2 +2¢™) 2.23.
p°+1
e?” pe?P
- 2.24.
F(p) o7 4 P4
-2
F(p)=—o 2.25.
p°+3p+2
2
F(p)= 2.26.
& p(p* +3p+2)
1
F(p)= 2.27.
P = (o alp+)
1 2
F(p)=— O 2.29
(p+2)p-1)
e?”  pe?P
F(p)= 2.30.
(P) p2+4+p2+4
3
Quyidagi differensial tenglamalarni operatsion hisob usulida yeching.
3.1. x"—-2x"=cost, x(0)=0, x'(0)=1
3.2, x"+2x'-3x=e, x(0)=x'(0)=0
3.3. x"+3x'-4x=¢€', x(0)=-1 x'(0)=0
3.4, x"+2x'+5x=3, x(0)=-1, x'(0)=0
35. x"+2x'+x=t*, x(0)=1 x'(0)=0
3.6. x"+2x'+x=2cos’t, x(0)=x'(0)=0
3.7. x"-2x"+x=t-sint, x(0)=x'(0)=0
3.8. x"+x'=t, x(0)=-3 x'(0)=1, x"(0)=0

3.9. x"+x'=¢', x(0)=0, x'(0)=1, x"(0)=0
x(0) = -2, x'(0) = x"(0) =0

3.10. x"+ x" =cost,

3.11. x"—x'=te', x(0)=x'(0)=0

3.12. x" + 4x = 2cost cos3t,
3.13. x"+ x =tcos2t, x(0)
3.14. X"+ x'+x =te',
3.15. x" + x" =sint,

x(0) =x'(0) =0

=x'(0)=0
x(0)=x'(0)=0
x(0) =x'(0)=1, x"(0)=0

3.16. x"+x =cost, x(0)=-1, x'(0)=1

F(p) = (e +2e7%")

p? +1
1 .3
plp®-4) p?
p
F =
B (p+4)

F(O) =il o
p2 p2+9 p4

F(p)=




325

3.17.x"+2x"+5x=t, x(0)=1, x'(0)=0
3.18.x"—4x'+4x=t*, x(0)=1, x'(0)=0

3.19. x"-2x"+2x=1, x(0)=x'(0)=0

3.20.x" =x"=1, x(0)=x'(0)=x"(0)=x"(0)=0
3.21. x"+3x"+3x'+x=1, x(0)=x'(0)=x"(0)=0
3.22.x"+x'=te', x(0)=1, x'(0)=0

3.23. x"—2x =tsint, x(0)=x'(0)=0
3.24.x"+3x'=e™, x(0)=0, x'(0)=0, x"(0) =1
3.25.x"-2x"+2x=e, x(0)=x'(0)=0

3.26. x" +4x = 2cost, x(0)=x'(0)=0
3.27.x"+2x"+ x =2sin’t, x(0)=x'(0) =0
3.28. x"-3x"+3x'—x=1, x(0)=x'(0)=x"(0)=0
3.29. x"—4x'+4x =te', x(0)=0, x'(0)=1
3.30. x" —x"=cost, x(0)=x'(0)=1 x"(0)=x"(0)=0
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X BOB. QATORLAR

10.1. Musbat hadli gatorlar. Yaqinlashish alomatlari
Agar a,a,,a,,..,a,,.. Cheksiz haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsa,

ulardan tuzilgan ushbu
a+a,+a;+..+a, +.. (10.1)

ifodaga cheksiz gator ( qisqacha, gator ) deyiladi.
Qator, gisqgacha, ian ko‘rinishda ham yoziladi. aq,,a,,a;,...,a,,..- qatorning
n=1

hadlari, a, ga qatorning wmumiy hadi YoKi n-hadi deyiladi. a,>0 bo‘lsa,
musbat hadli gator deyiladi.

S,=a,S,=a,+a,, S;=a,+a,+a,,.., S, =a,+a,+a;+...+a,, ...

yig‘indilarga qatorning xususiy (yoki gismiy) yig ‘indilari deyiladi.

S =limS, chekli limit mavjud bo‘lsa, (10.1) gator yaginlashuvchi deyiladi va

n—oo

S:ian bo‘ladi.  lima, =0 (10.1) gator yaginlashuvchiligining zaruriy

n=1
shartidir.
10.1-misol.

Ushbu % + g + % +... qatorni qisqa yig‘indi shaklida yozing va qator

yaginlashishining zaruriy shartini tekshiring.

p3 I, 4”—_11 bo‘lgani uchun umumiy had an:4n—_11.
4 8 16 L o e
. . 4n-1 . C o
lima, = lim——==0, zarurty shart bajariladi. «
n—o n—o 20
10.2-misol.
Ushbu 7429, .2 +5 . qator yig‘indisini toping.
10 100 2".5" 1 i piig
| AT R A S T
10 100 2".5" %}2”-5” ;5 212
()
Sn=l+ 12+.. i+—+ -+ .+i=S,;+Sr’{, 5 =2 5)_1 1—i
5 5 5" 2 : 1_1 4 5"
5
1(1_1j
5r=2U 2" 1 L gims = tim(s! +5")=lim| 2[1- 2 |+1- 2 =113
ot 2 noe N o el 40 5" T4
1+£+...+2;5+...=1,25.4
10 100 2".5"
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Tagqoslash alomati. Agar ian (1), ibn (2),a,>0, b, >0gatorlar uchun
n=1 n=1

a, <b, bo lib,
a) (2) gator yaginlashuvchi bo ‘Isa, (1) qator ham yaginlashuvchi;
b) (1) qator uzoglashuvchi bo ‘Isa, (2) gator ham uzoqlashuvchi bo ‘ladi.
Umumlashgan taqgqgoslash alomati. ian (1), ibn (2), a,>0, b, >0
n=1

n=1

gatorlar uchun Iim%:l (0<l<wx) bo‘lsa, bu ikkala qator bir vaqtda yoki

n—oo
n

yaqinlashuvchi, yoki uzoqglashuvchi bo‘ladi.
Tagqoslash alomatidan foydalanishdan avval quyidagi ikkita sodda gatorlar
bilan tanishamiz. Bular geometrik va garmonik gatorlardir:

> aq" (10.3),
n=1
21
> (10.4).
n=1
Bu yerda (10.3) gator q <1 da yaqginlashuchi, (10.4) esa uzoglashuchi gatordir.
10.3-misol.
Ushbu v by bt v 1L qatomi yaginlashishga
1.3 2.3 3.3 7 n.3" " g yaq g
tekshiring.
» a = - 13n sgin : Zsin geometrik qator yaqinlashuvchi bo‘lgani
. n=1

uchun tagqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan qator ham yaqinlashuvchi. <

Dalamber alomati. ian , a,>0 qator uchun Iim%:l chekli limit
n=1 noea,
mavjud bo‘lib,
a) | <1 bo‘lsa, gator yaqinlashuvchi;
b) I >1 bo‘lsa, gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Eslatma. 1) | =0 bo‘lsa, gator uzoqlashuvchi.
2) | =1bo‘lsa, Dalamber alomati javob bera olmaydi, boshqa

alomatlardan foydalaniladi.

10.4-misol.

Ushbu i L
=

IR gatorni yaginlashishga tekshiring.
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1
1. n+l 1.on
Tt S T U L T L S TP S DS
n—co a’n n—o 1 n—o (n +l)|2 i n—o 2(n +1)
ni2"

Dalamber alomatiga ko‘ra, yaqinlashuvchi. <

Koshi alomati. > a,,a,>0 gator uchun lim/a, =1 chekli limit mavjud

n—o0
n=1

bo‘lib, a) 1<1 boIsa, qator yaqinlashuvchi;
b) I >1 bo ‘Isa, gator uzoglashuvchi bo ‘ladi.

10.5-misol.

= n \' 1 (2) (3Y n oY tormi i lashishini
Ushbu ;(Znﬂj _?{EJ +(?] +...+(2n+1] +... gqatorning Yyaginlashishini
tekshiring.

» Koshi alomatidan I = limg/a, = lima|| —— | =lim—_ -1
n—e n—= \\ 2n +1 oo 2n+1 2

Shunday qilib, berilgan gator Koshi alomatiga asosan yaginlashuvchi
bo‘ladi. «

Integral alomati. > a,,a, >0 gator uchun a, >a,>..>a, >.. bolib,

n=1

a, =fQ),a,="f(2),.,a, =f(n),. bolsa,

a) I f (x)dx yaginlashuvchi bo ‘Isa, qator yaqinlashuvchi;
1

b) I f (X)dx uzoglashuvchi bo ‘Isa, qator uzoglashuvchi bo ‘ladi
1

10.6-misol.
Umumlashgan garmonik gator iip ni yaqinlashishga tekshiring.

1 1 Tl . )
»1>=->.>=->..va a —dx integralni garaymiz.
> - . {Xp gralni garay

dx = lim(InA-1In1)= o , gator

A%oo

1) p=1da garmonik qator hosil bo‘ladi, I %
1

uzoqlashuvchi;

1-p
2) p<lda Iidx_ I|m(A —szoo, gator uzoqlashuvchi;

1 A0 1_p 1_p
1 1 1 1
3 1 da —dx=lim + = , ator
) p > '[Xp Aaoo( p 1)Ap—l p _1J p _1 q

yaqinlashuvchi. <
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39-Auditoriya topshiriglari

1. Berilgan gatorlarning umumiy hadini toping va qgator yaginlashishining
zaruriy shartini tekshiring.
3 7 11 1 3 5 7

2. Quyidagi qatorlarning yig‘indisini hisoblang.

> 1 n n
a & b 3"+5
)§4nz+4n_3 )HZ;'

d 2 1 2n+1
) Zn(n+1)(n+2) 2 Znz(n+1)

n=1

3. Quyidagi gatorlarni tagqoslash alomati yordamida yaginlashishga
tekshiring.

1
a) ZW

=1

b) Zsin—n

a2
d) LI

In2 In3 In4
e) 1+ 1+22 +1L3;+...+ 1+n2 +
1+2° 1+3 1+n
4. Quyidagi qatorlarni  Dalamber alomati yordamida yaginlashishga
tekshiring.
= 3"n!

b) » nt

Z (2n 1) ) Z g2n+l

1 n=1

)

d) Z;n sin2—n Z

= n+1)l

5. Quyidagi gatorlarni Koshi alomati yordamida yaginlashishga
tekshiring

o0 i N E
a) Zln (n+1) b) nZ:;arcsm -
3n
9 nzll(n +1)
6. Quyidagi gatorlarni  integral alomati yordamida yaginlashishga
tekshiring
3) Z(n+1)|n ’(n+1) b) Z(n+1)|n(n+1)

Q) 3

1+n?
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39- Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagi gatorlardan gaysi biri uchun gator yaqginlashishining zaruriy
sharti bajarilmaydi?

© © 2 ©
Ay 2+l gy s lEn gy S I gy s 7
)nzzi‘n(nqul)2 )nzzl‘l+n2 )§n+3n2 )nZ:;‘ 2"
2. Geometrik gator berilgan javobni aniglang.

& &1 1 S

n=1 n n=1

3. Musbat hadli ian sonli gator yaginlashishining Dalamber alomati

n=1

ifodalangan javobni toping.

A) lim 2ot _ p bo‘lib, p>1 bo‘lsa, gqator yaqinlashuvchi, p <1 bo‘lsa, qator

n—o an

uzoglashuvchi;
B) lim 2ot _ p bo‘lib, p<1 bo‘lsa, qator yaqginlashuvchi, p >1 bo‘lsa, qator

n—o an
uzoglashuvchi;
D) !imﬁ =p bo‘lib, p>1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi, p <1 bo‘lsa, gqator
uzoglashuvchi;
E) limy/a, = p bo‘lib, p <1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi, p >1bo‘lsa, qator

uzoglashuvchi.

4. Umumiy hadi a, = fnsbo‘lganqatornitoping.
n® +
A)1+ﬂ+£+£+... B) 2,4,8,16, .
2 7 12 19 4 7 12 19
1 4 6 8 ..
D) S4=-+—=+—+... E) To‘g‘ri javob yo‘q.
)2 7 11 15 ) g1l ¥od

5. Musbat hadli ian sonli qgator yaginlashishining Koshi alomati

n=1

ifodalangan javobni toping.

A) Lim%: p bo‘lib, p>1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi, p<1 bo‘lsa, gator

uzoqlashuvchi;

B) !]im%: p bo‘lib, p<1 bo‘lsa, gator yaqinlashuvchi, p >1 bo‘lsa, gator

uzoqlashuvchi;
D) limﬁ =p bo‘lib, p>1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi, p <1 bo‘lsa, qator

uzoqlashuvchi;
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E) Limﬁ =p bo‘lib, p<1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi, p>1bo‘lsa, qator
uzoglashuvchi.

10.2. Ishorasi almashinuvchi gatorlar. Absolyut va shartli
yaginlashish

Uy = Uy + Uy = Uy .o+ (<D MU, + = D (D)™, (10.5)
n=1

ko‘rinishdagi qatorga ishoralari navbat bilan almashib keladigan (ishoralari
almashinuvchi) qatorlar deyiladi. Bu yerdau,,u,,u;,...,u, ... musbat sonlar.

Leybnits teoremasi (alomati). Agar ishorasi almashinuvchi
Uy =y +uy —ty + o+ (=D, +

qatorda
a) qator hadlarining absolyut giymatlari kamayuvchi, ya’ni
Uy > Uy > Uy > Uy > > U, > (10.6)
bo ‘Isa,

b) gator umumiy hadi U, N — % da nolga intilsa:
limu, =0, (10.7)

n—o0

u holda bu gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

10.7-misol.

1 1 1 1

Ushbu —-—+——.. +(=D)"" +... gatornin aqginlashuvchanligini
tekshiring.

1 1 1 1 . . 1

>S5 > > ~>... va limu, =lim -=0.

227374 (n+1) oo " i (4 1)

Demak, qator yaqinlashuvchi. <

Endi ixtiyoriy ishorali qatorlarni ko‘raylik.
U +uy +uy Fu, +otu, +o (10.8)

qatorning cheksiz ko‘p musbat va cheksiz ko‘p manfiy hadlari bo‘lsa, u holda bu
qatorga o ‘zgaruvchan ishorali gator yoki ixtiyoriy hadli qator deyiladi.
(10.8) qator hadlarining absolyut qiymatlaridan

|+ [oa, | + [oas] + [oay | + ... +

u,|+... (10.9)
qatorni tuzaylik.

(10.8) va (10.9) qatorlar bir paytda yaqinlashuvchi bo‘lsa, (10.8) qatorga
absolyut yaginlashuvchi qator deyiladi.

Agar (10.8) qator yaqinlashuvchi bo‘lib (10.9) qator uzoqglashuvchi bo‘lsa, u

holda berilgan (10.8) qatorga shartli yaginlashuvchi qator deyiladi.

10.8-misol.
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Ushbu 1- % + % - i +..+(=1)" % +...qatorni absolyut va shartli yaginlashishga
tekshiring.

» Leybnits, alomatiga ko‘ra bu qator yaqinlashuvchi, lekin qator hadlarining
absolyut qiymatlaridan tuzilgan 1+ % + % + % +ot % +.. garmonik qator esa
uzoqlashuvchi. Demak, qator shartli yaqinlashuvchi. «

10.1-Teorema. Agar (10.9) gator yaginlashuvchi bo ‘Isa, (10.8) gator ham
yvaqinlashuvchi bo ‘ladi.

10.9-misol.
O‘zgaruvchan ishorali
sing sin2«a sinna
. i % +... e

qatorning yaqinlashishini tekshiring, bu yerda « -ixtiyoriy haqiqiy son.
» Berilgan gator bilan birga
sma| sm2a| sinna|+
T A P R O
qatorni qaraymiz. Bu qatorni yaqinlashuvchi(p>1)

qator bilan tagqoslaymiz.
Ravshanki, sm’;a <L n=1,2,...

S—,
n n

Shu sababli, tagqoslash alomatiga ko‘ra absolyut hadli qator yaqinlashuvchi.
U holda yuqorida teoremaga ko‘ra, berilgan qator yaqinlashuvchi. <

40-Auditoriya topshiriglari

Berilgan gatorlarni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring.

- n+1 2n n+l
= nz:;‘(_l) 1+n? 2 Z( D In(n+1)
2. < -1 n+1L ( 1 nt
Z( ) - 6 Z 5"+n
3. ( )n+1— 0 (_1)n
Z (2n-1y l ;n—lnn
4. ;(_1)n+12_n 8 i(_l)nJrlnT'}_l
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40-Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagi gatorlardan gaysi biri absolyut yaginlashuvchi?
n+l 2n

A) TS B) XD, D) ST, B) S ot

2. Agar o‘zgaruvchan ishorali ian qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

n=1

i|an| qator ...
n=1

A) shartli yaginlashuvchi B) uzoqlashuvchi
D) absolyut yaqginlashuvchi
E) yaqinlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

3. Agar o‘zgaruvchan ishorali ian qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

n=1

i|an| qator ...
n=1

A) shartli yaginlashuvchi B) uzoglashuvchi
D) absolyut yaginlashuvchi
E) yaqinlashuvchi ham, uzoqglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

4. Agar i|an| qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda o‘zgaruvchan ishorali
n=1

ian gator ... .
n=1

A) shartli yaginlashuvchi B) uzoglashuvchi

D) absolyut yaginlashuvchi

E) yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.
5. Quyidagi gatorlardan gaysi biri shartli yaginlashuvchi?

A) Z( 1)n+1 2?]2 ’ B) i(_l)ml;_n’ D) Z( 1)n+1 n+1’ E) i(_l)ml 2nn_1

10.3 Darajali gatorlar. Yagqinlashish radiusi va sohasi

Hadlari x o‘zgaruvchining funksiyalardan iborat bo‘lgan
u, () +u, (x)+ . u, (x)+... (10.10)

ko‘rinishdagi qatorga funksional gator deyiladi.

Agar (10.10) qator x ning Xy, X;, Xp,.., X, aniq son qiymatlarida
yaqinlashuvchi bo‘lsa u holda X ning bu x,, X, X,,.. X, son qiymatlar
to‘plamiga (10.10) ning yaginlashish sohasi deyiladi.

Qatorning dastlabki 7 ta hadi yig‘indisini S, (x) bilan belgilaylik:

S, (¥) = u, (X)+u, (X)+... +u, (x) (10.11)
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Agar
lims, (x)=S(x)
chekli limit mavjud bo‘lsa, (10.10) funksional qator yaginlashuvchi gator, S(x)
esa uning yig‘indisi deyiladi.
Darajali gator deb,

ian(x— )" =8, +a (X—X,) +a,(X—%,)° +.c+ a8, (X=X)" +... (10.12)

n=0

ko‘rinishdagi funksional gatorga aytiladi.
x,=0 da

ianx” =a, +aX+a,X +..+a X" +.. (10.13)

n=0
ko‘rinishdagi x ning darajalari bo‘yicha yoyilgan darajali qatorga ega bo‘lamiz.
Bu yerda a,, a, a,,..,a,,.. lar o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ularga darajali
gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
Demak, darajali qatorlar funksional qatorning xususiy holidan iborat.
Har ganday (10.13) darajali gator x=0 nugtada yaqinlashuvchi bo‘ladi,
chunki bu holda gator a,+a -0+a,-0°+...+a,-0"+... ko‘rinishda sonli qatorga

aylanadi va lims, (0)=lima,=a, bo‘ladi.
Bu (10.13) darajali gatorning yaqginlashish radiusini Dalamber alomatidan
foydalanib topilgan formulasi

(10.14)

Bundan, (10.13) ning yaginlashish radiusi (-R;R) ni hosil gilamiz. Odatda,
intervalning chegaralari x=+R da gator yaginlashishga alohida tekshiriladi.

Eslatma. 1) Agar R=0 bo‘lsa, gator fagat x =0 nuqgtada yaqinlashuvchi.
2) Agar R=o bo‘lsa, gqator (-; «)da yaginlashuvchi.

10.10-misol.
Darajali gatorning yaginlashish sohasi topilsin:

2x  (2x)? (2x)

— Y N (_1)n+l.@+
n

n n+1
n+1 2 n+2 2

» Bu yerda a, =(-1) . Shu sababli

=(-1)

: 2n (h+h) 1. n+l 1
=lim ——=—lim—
no>e n.2 2% 2

an

R=Ilim

nN—o0

1 11 . . .
X=2 da 1—5 I 0 qatorga ega bo‘lamiz, bu qator Leybnits alomatiga

ko‘ra, yaqinlashuvchi:
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1 1 1 1 1 1
a) I>=>=>=>.>=>. D I|mu =lim====0,
) 2 3 4 n ) | | N> o

1 11 1 . .
X==2 da —1—5—5—2—... gatorga ega bo‘lamiz, bu qator garmonik qator

sifatida uzoglashuvchi. Demak, (—%ﬂ interval yaginlashish sohasi

bo‘ladi. €
Yagqinlashish intervalini aniqlash uchun, shuningdek, Koshi alomatidan ham
foydalanish mumkin, bu holda

1

nN—o0

(10.15)

10.11-misol.

Darajali gatorning yaginlashish sohasi topilsin:

(9 j 64 (n+1j" '
2X+| =X | +| —X| +..+|| —=| x| +
4 27 n

1 1 1
» Buyerda a, _(n”j , R=— i =
" lim | |im(”+j
n—o0 n
x:i% da gator uzoglashuvchi, chunki zaruriy shart bajarilmaydi,

lim Lil(n—HjJ #0 . Demak, (—%%) interval yaqginlashish sohasi

oo el N
bo‘ladi. «
(10.13) gatorning yaginlashish sohasi (x, - R;x, + R) dan iborat bo‘ladi.
10.12-misol.

. i i .. . 2 )"
atorning yaginlashish sohasini topin S .
Q g yaq ping: Z s )7
» Bu yerda an:;, aml:;l R = lim22| = [im 3(2n+3):3.
(2n+1)3" (2n +3)3™ noelg | onoe 2n+1

Shu sababli yaqinlashish oralig‘i: |X +ﬂ <3, —3<x+1<3 —-4<x<2.
gator uzoglashuvchi (garmonik gator bilan tagqoslab

X=2 daz

~2n+1
aniglanadi);

X=—4 da > ;13 1 qator Leybnits alomatiga ko‘ra, yaqinlashuvchi.
n=1

Demak, gatorning yaginlashish sohasi: [-4;2). <«
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41-Auditoriya topshiriglari

Berilgan gatorlarning yaqginlashish sohasini toping.

n

n+1 X n+1
L 5. S G
n-1
2. -1 n+l (X + 2) (_X)
é( ) 10" 6 nz_l“ "+n
3  nix" S
Zz“(Zn—l)3 [ Zn.x
4 i 1)n+1 1)2ﬂ 8 i 2n—l
-~ "nd “~(n+2)

41-Mustaqil yechish uchun testlar

1. Qatorning yaqginlashish sohasini toping: i%?
n
A) [-5-3] B)(-11) D)[-5-3) E)(-5-3].
2. Qatorning yaginlashish sohasini toping: i (-1)"(x-3)"
‘= (n+1)5"

A) (-11) B)[-28 D)-28 E)(-28]

n

3. Qatorning yaqginlashish sohasini toping: 21 e

A) (-1 B)[-z1 D)[-28) E)(-5 3]

4. Agar Y. a,(x-a)' uchun R=0 bo‘lsa, u holda qator ...
n=2

yaginlashuvchi.
A) Xx=0 B) Xx=a D)(-x;0) E)(-x;al.

5. Agar ».a,(x-a)" uchun R=ow bo‘lsa, u holda qator ...
n=2

yaqginlashuvchi.
A) Xx=0 B) Xx=a D)(-x;x) E)(-x;al.

da

da

13-Shaxsiy uy topshiriglari

1
Berilgan gatorlarning yig‘indisini hisoblang.
N | = 1
LL Z;‘n +n’ L3. ;(Zn +1)2n+3) "

12,32 ;2 . 1.4. 234n2

n=1
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1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14

1.15

1.16

1.17

2.1..

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

n=1

00

2.

0 5!’1_2[’\
210

n=1

2.

n=1

00

2.

(5n-1)Bn+4)"
4" - 3"
12"
1

n=1

MS

(2n-1)2n+3)’
4" +3"

o 12

Ms

~(3n-1)3n+5)"

s

5"+ 2"

10

n

n

0
0
0
0
n

0

n

2.

n=1
=1
=
=1
=1

1

(n+1)(n+4)
5n _4!’1
20"

1
2 (n+1)(n+3)

1
(4n—3)4n+5) "

2

5" +4"
Z 20"
)3

0 7!’1 +3n
1.18. =
nZ:;‘ 21

o0

1
1.19. ;m.

00 7n _3n
1.20. 21: o

1

= (+3)n+4)’
8"

3n

1.21.

MS I MS

1.22.

T 24"

=}
1]

L3 2 G anr2)

8" 3”
24"

M8 LM

1.24.

=}
1]
JUN

i gt

125 :1m .

0 9n +2n
1.26. .
2 15

d 1
L.27. Z; (2n+3)2n+5)

00 9n _2n
1.28. .
T

= 1
129 2 i oneT)”

1.30. 24 _n3
9

Berilgan gatorlarni yaginlashishga tekshiring.

3"(n +2)!

2.7. Z(3n +1)tg =

n=1

1-4-7-...-(3n—2)

28 Z;' 2:3-4-..-(n+1) °

2.9.
7"(3n-1)
2.10. ;—(Zn+1)
= n"
2.11. nz_l“(n+1)!
20, i(”:nz)!

||
=

n
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o0 5n
2.13. 2_1:4(n+1)!

© 1.4.7-..-(31-2)

2.14. nZ::,2.7,12.,__.(5n—3)'
= (2n +1)

2.15. nzzi,zn(nﬂ)'

216, 3D

2.17. i(zn _1)

= 3n-1
2.18. —_—,
EN/S” (2n+1

219, YAt
=1

n n-5"
2.20. i(Bn—l)sin—
n=1
221 YAt
n1yn-2"

3

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

21-5-9-...-(4n - 3)
§1-4-7-...-(3n—2)'
=1.4.7-....

(3n-2)
nzzll n(n+2)!

21.4.7-...-(31-2)
2, 2(n+3)' '

Berilgan gatorlarni yaginlashishga tekshiring.

0 2n
3.1. z;m

= (5n-1\"
3.2 Z( - j

= (n2+5n+3)
3.9. Z(Wj .

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

= (50 +1)"
%)



P—
3.18. z;m
3.20. 22—

321, 2n—
2 S

3.23. ) arcctg"

3.24. ) arcsin’

4

.28,

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.
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Berilgan gatorlarni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring.

7. _1 n+1 L
4.7 Z( )" tg \/_
4.8. Z( L

n®+4°

4.9. Z(—l)”’ln In(1+ izj

2n
4.10. Ht——
nz:;( ) n+4"

o0 2n
4.11. " —
Z‘( ) n®+4

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

Z( 1)n+1 n+3
n1 +4°

n 2n+1
Z( D 5n(n+1)

= 3n
(_1)n+1 ]
nZ:; vn?+9
T

(_1)n+1
(n+D)In(n+1)
(_1)n+1
(n+1)In’(n+1)
n-1 3n
D 2n+1)" "
n+1 n_+5
3n

-1

(~)"tsin—"—

2v/n

Me 26 B0 DM B 2D 2D 2
|

1]
=

n
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4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.12.

5.13.

n

Z( D" (2n+1)!°

n=1

i(_l)m—l n_n )

n=1

3n!

n=1

Z( D" (2n +1)I '

20" @n+1)!°

5

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

2n+1
n(n+1)
L
NI
na N

(-1 o

1

@Bn+1)!

(_1) n+1

(_1)n+1

Me DM 2D

=}
Il
JUN

()™

s

>
1
a

Berilgan gatorlarning yaqginlashish sohasini toping.

n=1 VN +9.
(x=95)"
n-3"

(x=3)"
(h+DIn(n+1)
L (x=3)"
(o &

8

>S5 >S5
8 MS I
= =

=

n=

i(_l)n (X — 2)n .

- 2n-4"

Z(SX 2)"
“~n_In’n "

© Xn
nzﬂ_:(n+1)|n2(n+1)'
(

= (X +2)%"
21: n-4"

n=;

' i (x+2)>"*

~'(2n-1)-(2n-1)!

0 (X_l)ﬂ
' Z:;z "In(n+1)

5.11.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.2,

5.24.

825,

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

n25”();44)”
iS (x+2)

n=.

© n n? Xn
E(MJ 7
2 3"(x+2)
S n+V2"
2 5”(x+3)
n?+1

’M

n

 /NX
n=1 nl .
= (5n—2)(x—3)"
Z:; (2 +1).2m*

HZ:;(_ : (2n-1)-(2n-1)!
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10.4. Teylor va Makloren gatorlari
Agar f(x) funksiya x=x, nuqgtaning biror atrofida aniglangan va

istalgan tartibli hosilaga ega bo‘Isa, u holda bu funksiyani darajali gatorga
yoyish mumkin.

’ " (n)
f(x)= f(xo)+#(x—xo)+#(x—xo)2 o (IXO)(X— X, )" +
! n!
(10.16)
(10.16)— Teylor gatori (Teylor formulasi ) deyiladi.
Xususiy holda x, =0 bo‘lsa,
ot ), 70,
f(X)— f(O)+TX+TX +...+TX +... (1017)

Makloren gatori hosil bo‘ladi.

Funksiyani Teylor gatoriga yoyish mumkin bo‘lishi uchun x=x, nugtaning
biror atrofida gatorning goldiq hadi n —»«da cheksiz kichik bo‘lishi zarur
va yetarlidir. Shuning uchun har bir holda gatorning f(x) funksiyaga

yaginlashish sohasini topish kerak bo‘ladi.
Teylor qatori qoldiq hadining Lagranj ko‘rinishidagi formulasi
f "D (x, +O(X—X,))
, 0<O<1 :
(D) (0<6<1) (10.18)
(10.18) dan foydalanib, (10.16) ni quyidagicha yozish mumkin:

_ f,(xo) _ f"(XO) IRV f()(Xo) R f(n+l)(X0+9(X—XO))
f(x)_f(x0)+—l' (X —=X)+ o (X=X ) + e b ——22(x =X, )" + oDl

R, (x) =

10.13-misol.
Ushbuy =% funksiyani x, =1 nugtada Teylor gatoriga yoying va
yaginlashish oralig‘ini aniglang.

» x=1 nuqgtada y =% funksiyaning hosilalari giymatlarini topamiz.

12
=-1 y'(1) =
4 y'@) =

1234

1

YO =1 YO =-> L2

:2!’ ml:_
4 y"(@)

|
—a, Ly @) = (1

IV (1) —

Bundan
f(x)=1—-(x=1)+(x-1f =(x=1)* +... + (=21)" (x—2)" Z( 1)"(x-1)"

Qatorning yaqinlashish oralig‘ini topamiz
a

n+l

= —1n,R=|'
a, =(-1) im .

n—o0

=1 -1<x-1<1 O<x<2.
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x=0 va x=2 nuqtalarda gator uzoglashadi. Yaqginlashish sohasi - 0<x<2.

<
Quyida bir necha elementar funksiyalarning Makloren gatoriga
yoyilmasini
keltiramiz:
§ 2 3 Xn © n
e =1+ X+—+—+...+—+...= ) —, Xe (-0, ).
3 n! n—o n! (10.19)
2 4 2n o X2n
cosx=1-—+-——...+(-1)" +..=> (D" , X e (—o0; ).
41 (2n)! nz;‘ (2n)! (10_20)
X3 5 X2n+l © X2n+l
sinx = x—§+§—...+(—1) n <D +.. = nzzc;(—l) 2nDr X € (—o0; ).
(10.21)
2 3 n © n
IN(L+X) = X~ 2 ()" =S ) A e (L1
2 3 n = n (10.22)
(L4 x)" =14 mx+ m(m —1)x? . m(m —1)?(>'m —-2)x° - m(m—1)-...- (lm —n+1)x" L
! ! n!
:im(m—l)(m—2n)|-...-(m—n+1)xn, xe(-11). (10.23)
n=0 .
3 5 2n-1 © 2n-1
arctgx = x—%+%—... + (=D)L 2Xn s Z;(_l)n_l 2Xn——1 X e (=1 1)
(10.24)
3 5 2n-1 © 2n-1
InTEX g x e X X X =22X . xe(-11).
—X 3 5 2n-1 —=2n-1 (1025)
10.14-misol.

3
(1-x)1+2x)
bo‘lgan gatorning yaqinlashish sohasini toping.

Ushbu f(x)= funksiyani  Makloren qatoriga yoying. Hosil

» Berilgan funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz

3 _ 1, 2
1-x)1+2x) 1-x 1+2x’

(10.23) yoyilmadan

ﬁ:ix”(jxkl), L :i(—l)”~(2x)", (2x <2).

1+2X

Bundan
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m >+ 23 (7 (2x) = 2 (272 e

Yuqoridagi ikkita qator |x<1, [2x/<1 da yaqinlashuvchi bo‘lganligi
uchun hosil bo‘lgan qator |x|<1/2 da yaginlashuvchi bo‘ladi. <«

Funksiyalarni darajali gatorga yoyish umuman olganda Teylor va

Makloren formulalari yordamida amalga oshiriladi. Ammo amaliyotda ko‘p

funksiyalarni (10.19)-(10.25) gatorlardan formal ravishda foydalanish orgali
darajali gatorga yoyiladi.

10.15-misol.
Funksiyaning darajali gatorga yoyilmasidan foydalanib In2 ni 6=0,0001
aniglikda taqribiy hisoblang.

» Bu migdorni (10.22) formula yordamida &=0,0001 aniglikda

tagribiy hisoblash uchun gatorning 10000 ta hadini olish kerak. Shuning
uchun bu yerda (10.25) yoyilmadan foydalanish qulay.

T—FX =2 deb, x=% ni aniglab olamiz va bu giymatni (10.25) gatorga
‘yamiz. In2 = 2 1 1 +..+ 1 +
1o ya 3733 5.3 7 (n-1).3t

Berilgan aniglikda hisoblash uchun qoldiq hadini baholaymiz

R =2 L + L + < 2 ( - + 1 + j_
" \(@n+1)-3" (2n+3)-3%"° T ) 2n42( 3 3T

—;(1+l+—+ j— 2 S J
“(2n+1)-317 9 81 ) (2n+1)-3"1 1-1/9  4(2n+1)-3"

n=3 bol'lganda R, <0,00015 . U holda |n2z2(%+3133 5135jz0,6931. <

10.16-misol.

Quyidagi integralni integral ostidagi funksiyaning darajali gatorga
yoyilmasidan foydalanib § =0,001 aniglikda taqribiy hisoblang:
tsinx?
=

dx

0

» (10.21) yoyilmada X ning o‘rniga x* qo‘yamiz va 1/x ga
ko‘paytiramiz

. o X x
sinx? =x? ——+°"——-"—

3 5 7!
sinx?  , x® x© x*
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Hosil bo‘lgan gator butun sonlar o‘qida yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun
hadlab integrallaymiz

1 Sian X3 X7 Xll X15
I dx=| =—— + = +...
R 3 3.7 5.11 7115

Leybnits alomatidan kelib chigadigan natijaga ko‘ra,

'y 01 1 1

==— - - + ..
3 37 511 715

0

R, <Uy.; -

- 2
sinx dxz}_iz0,310.4
X 3 a7

1
|Rn|<i<o,ooo76 , demak, |
5111 )

10.17-misol.

Ushbu y"-@1+x*)y=0 differensial tenglamaning y(0)=-2,y'(0)=2
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimining darajali qatorga
yoyilmasidagi birinchi beshta hadini yozing.

» Boshlang‘ich shartlarni tenglamaga qo‘yib, y”(0)=-2 ni topamiz.
Tenglamani ketma-ket differensiallab quyidagilarni hisoblaymiz

y"=2xy+(L+x7)y, y"(0)=2;

yY =2y +2xy +2xy"+ 1+ x%)y", yV(0)=-6;

y =2y +4y +4xy"+2xy" + (L+x%)y", y'(0)=14.

Topilganlarni Makloren gatoriga qo‘yamiz va differensial tenglama
yechimining darajali gatorga yoyilmasini hosil gilamiz:

7 s

y:—2+2x—x2+1x3—£x4+—x —... .4
3 4 60

42-Auditoriya topshiriglari

11. y=x*+2x*-2x*+3x+1 funksiyani x-1 ning darajalari bo‘yicha
gatorga yoying.
12. Makloren qatoridan bevosita foydalanib, y=$ funksiyani x ning

darajalari bo‘yicha gatorga yoying.
13. y=+/x* funksiyani x=1 nuqta atrofida gatorga yoying.

14, y= sin% funksiyani x=2 nuqta atrofida gatorga yoying.

Berilgan funksiyalarni Makloren gatori yoyilmalaridan foydalanib gatorga
yoying.

15. y=e*.

16. y=cos x.

17. y=(1—-tgx)cosx.

18. y=In(10+x).

19. y=3/8-x°.

20. Funksiyaning darajali gatorga yoyilmasidan foydalanib hisoblang:
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a) y=x>-¥Y1+x, y'(0)-?

b) y=x%", y*(0)-?

21. Funksiyaning darajali qatorga yoyilmasidan foydalanib 0,001
aniglikda taqribiy hisoblang:

a) 330;

b) e?;
C) sinl/3;
d) In3.
12. y'=x*+y? differensial tenglamaning y(1)=1 boshlang‘ich shartni

ganoatlantiruvchi yechimining darajali gatorga yoyilmasidagi birinchi beshta
hadini yozing.

42-Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagilardan gaysi biri y=sin2x funksiyaning Makloren gatoriga
yoyilmasi bo‘ladi?
X By Z oS g ey 2
n-1 ( ] 2n 1)'
2. y=x'e funkS|yan|ng darajall qatorga yoyilmasidan foydalamb y"(0) ni
hisoblang.

A) 6 ; B)]/G; D) 0; E) 3.
3. Z qator quyidagi qaysi bir funksiyaning Makloren gatoriga

yoy|Ima3| bo ladi?
A) In(+4x) . B) x'%e*: D) €/4: E) In(4+x).
4, y=sin% funksiyani x =2 nuqta atrofida gatorga yoyilmasidan

foydalanib, y”(2) ni toping.

3 8 3
T

E)%.

/A T
A ~F; B) DO

5. y'=x? —y differensial tenglamaning y(1)=1 boshlang‘ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimining darajali gatorga yoyilmasidagi birinchi uchta
hadini yozing.

2

A) y:1—x+x?+...; B) y=1+(x-1) +

D) y=1+(x‘21)2 +(X;1)4 b E) y:1+(x—1)+(x_21) .
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10.5. Furye qatorlari
10.5.1. Furye gatori. Quyidagi funksional gator

a : : :
—2 +a,cosx+b sinx+a,cos2x+b,sin2x +...+a, cosnx+b, sinnx+...=

= &+Z(an cosnx+b, sin nx)
n=1
trigonometrik gator deyiladi, ap, a1, b1, a2,by, ...,an,by, ...sonlar trigonometrik
gatorning koeffitsientlari deyiladi. Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
holda qatorning yig‘indisi ham davriy funksiya bo‘ladi.
f(x) funksiya bu qatorning yig‘indisi bo‘Isin:

f (x) :%+Z(an cosnx-+b_ sin nx) (10.26)

n=1
Bu gatorni [-w, m] segmentda yaginlashuvchi deb faraz qilib, uning
koeffitsientlarini topiladi.

1 T

a, =— | f(x)dx.

0 ﬂ_fﬁ () (10.27)
a —ijf(x)cosnxdx

) : (10.28)

17 .

b =—|f dx.

h ﬁjﬁ (X)sinnxdx (10.29)

(10.27), (10.28) va (10.29) formulalar bilan aniglangan (10.26)
trigonometrik gator davri 27 bo‘lgan f(x) funksiyaning Furye gatori deb
ataladi. ao, an va by(ne N)sonlar esa Furye koeffitsientlari deyiladi.

10.18-misol.

0, agar-r<x<0 bolsa,

i f(x)=
Ushbu 2r davrli f(X) { 2 agar 0<x<x bolsa

funksiyani Furye gatoriga yoying.

y
O———30 29—
iy > 0 e e X

» Qatorning koeffitsientlarini (10.27), (10.28) va (10.29) formulalar
bo‘yicha topamiz:



T 0 T
a, :ij;f (x)dx=§[{0-dx+§!2dx =7

1% 16 17 2 s
a,=— j f (x)cosnxdx=— jO-cosnxdx+—IZcosnxdx:—sin nx =0,
T T T m 0
V4 0 V4
b, =1 j f(x)sinnxdx=£J.O-sinnxdx+l'|'23innxdx=—icosnx”:
7T=* 7T>* Ty mn 0
2
=—W1-(-D")
~ - )
4 .. . .
Bundan, b,, =0,b,,, = 2n_D) bo‘lganligi uchun berilgan funksiya

uchun Furye qatori quyidagicha bo‘ladi:

_ 1 A &sin2n-1)x
o=t nnz_ll (2n-1)

10.5.2.Juft va toq funksiyalarning Furye gatorlari.
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f(x) funksiya juft va toq bo‘lgan hollardagi Furye gatoriga yoyilmasi o°ziga

xos formulalar bilan hisoblanadi.
a) f(—x)= f(x)juft funksiya bo‘lsa,

8, == [ f()dx,
o

a, = Ej f (x) cosnxdx, (10.30)
7 0

b, = 1 J' f (x)sinnxdx = 0.
7[771'

Shunga ko‘ra juft funksiyaning Furye qatori quyidagicha bo‘ladi:

f(x) :%+Zan CoSNX. (10.31)
n=1

b) f (—x) = —f (x) toq funksiya bo‘lsa,
a,=4a,=0,

2 ¢ )
b == f(x)sinnxdx
n ”l (x) . (10.32)

Toq funksiyaning Furye qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
f(x) =) b, sinnx.
n=1

10.19-misol.

(10.33)

I Ushbu -n < x < r intervalda berilgan 2z davrli f(x)=|x| funksiyani Furye

gatoriga yoying.
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| 1 1 Iy | |

[ [ J|/
| | |
11 1 '} 1 1 .
- 2n
| IZn I= 1o = IX

» f(x) juft funksiya bo‘lganligi uchun qatorning koeffitsientlarini (10.30)
formulalar bo‘yicha topamiz.

V4 2
b, =0; aO:Edex:EX—”:n;
Ty 7 210
akzgjxcoskxdx=E Xsmkxﬁ—lj'sinkxdx =izcoskx7[=
T V4 k 10 kg 7K 0
2
=W[(—l)k—1]C
4

a,, =0, Ay =————
Demak, 2n 2n-1 7[(2”_1)2

Berilgan funksiya uchun Furye gatori quyidagicha bo‘ladi:

_ 7 4 cos@n-1)X
fx)= 2 z; (2n-1)%

43-Auditoriya topshiriglari

Quyidagi 2r davrli funksiyalarni Furye gatoriga yoying.

7 +2X,agar — 7 < x<0 bo’lsa,
—r, agar 0< x < bo’lsa.

Ja\/Ob:f(X):—£+i COS(zn_]z-)X_ZZSInnX_
2 743 (2n-1) ~
X, agar —z < x<0 bo’lsa,

2%, agar 0<x <7z bo'lsa

1. f(x):{

2. f(x):{

Javob : f(x)zf_gzcos(zn—lz)x+3zsmnx.
4 T n=1 (Zn—l) ) n

3.f(X)=x, —z<x<r.

Javob: f(x) = Zi%sin nx.j

n=1
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4. (- z; z]oraliqda berilgan 2r davrli f(x)=x* funksiyani Furye gatoriga
yoying. Qator yoyilmasidan foydalanib quyidagi sonli gatorlarning

. . « . . . = 1 = (_l)n71 S 1
‘ D) Y 2 ;3 :
yig‘indisini toping: 1) 2 ); 02 ) ;(Zn—l)z

43-Mustagil yechish uchun testlar

1. Quyidagi funksiyalarning gaysi birining Furye gatoriga yoyilmasida
b, =0bo‘ladi?

X, agar —z <X <0 bolsa,
A) f(x)= .

0, agar O0<x<x bo'lsa

—X+2, agar —7 <x<0 bo'lsa,
B) f(x) = o !

X+2, agar 0<x <7 bo'lsa

X—2, agar —z <x<0 bolsa,
D) f(x) = .
X+2, agar 0<x<7 bo'lsa
X, agar —z <X <0 bo’'lsa,
E) (=4 0 7 \
2, agar O0<x <7 bo'lsa

2. Quyidagi funksiyalarning gaysi birining Furye gatoriga yoyilmasida
a,=0, a,=0 bo‘ladi?
X, agar —z <x<0 bo’lsa,
A Toy=1 0 7 \
0, agar O<x< 7 bo'lsa
—X+2, agar —7 <x<0 bo'lsa,
B) f(x) = o !
X+2, agar 0<x <7 bo'lsa
X—2, agar —z < Xx<0 bo’lsa,
X+2, agar 0<x<7 bo'lsa
X, agar — 7z <X <0 bo’lsa,

2, agar 0<x<7x bo'lsa

D)f(x):{

E)f(X)={

. —2,agar — 7 <x<0 bho’lsa,
3. 21 davrli f(x):{ s

1,agar 0< x <7 bo'lsa fUﬂkSlyanlng Furye

gatoriga yoyilmasidagi a, koeffitsientni toping.
A) 1, B)2; D) -1; E) -2.

—2,agar —7<x<0 bo’lsa

1,agar 0 < x <7 bo'lsa funksiyaning Furye

4. 2n davrli f(x) ={
gatoriga yoyilmasidagi a, koeffitsientni toping.

2 3(1-(-1)" 6
A) 05 B) q: D) %; B) Zn-1)
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—2,agar —7 <x<0 bo’lsa,

: I f()=
5. 2m davrli (x) { 1,agar 0<x < bo'lsa

funksiyaning Furye

gatoriga yoyilmasidagi b, koeffitsientni toping.

2
A) 0; B)%;

10.5.3. Davri 2] bo‘lgan funksiyalarning Furye qatori.
Yarim davrda berilgan funksiyalarni Furye qatoriga yoyish
Davri 21 bo‘lgan funksiyalarni Furye qatoriga yoyish. Funksiyaning davri

2l bo‘lsa, u XZLtaImashtirish yordamida 2z davrga keltiriladi va hosil
7T

bo‘lgan funksiyani Furye qatoriga yoyiladi. So‘ng tzlzx almashtirish

bajarib quyidagi formulalarni topamiz:
I

:Hf(x)dx; I (x)cos—xdx
TI - (10.34)
b, :%_fl f(x)sinkl—”xdx
f(x)_—0 i 2y +b, smkl—x (10.35)

k=1

Davri 21 bo‘lgan juft funk51yalar uchun Furye gatori quyidagicha bo‘ladi:

27 27 kz _
a, = I—! f (x)dx, a, = I—! f(x)cosTxdx, b, =0; (10.36)
a, =2 10 a, = 2[ 1 (x)cos* xax b, =0;
' 12 ! (10.37)
f(x)= %+ian cosnl—”x. (10.38)
n=1

Davri 21 bo‘lgan toq funksiyalar uchun Furye gatori quyidagicha bo‘ladi:
a, =a, =0, b, =|3 | f(x)sinkl—”xdx; (10.39)
0

F(x)=3b, sin”T”x. (10.40)
n=1
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10.20-misol.

Ushbu -1 < x <1 intervalda berilgan 2l = 2 davrli f(x)= x - 1 funksiyani
Furye gatoriga yoying va grafigini chizing.

» Berilgan funksiyaning Furye qatorini topishda (10.34), (10.35)
formulalardan foydalanamiz, bu yerda | =1.

2

r 1
aozj(x—l)dx= X _x =l—1—l—1=—2;
Y 2 -1 2 2

1 _ . 1 1 1
ak=I(X—1)cosknxdx: (x=D)sinkzx _ijSinkMdX _ 21 coskn & <0
e ks -1 krz°, K21 1

1 _ 1 L
bk:j(x—l)sinknxdx: _ (x=T)cosknx +ijcosk7zxdx _ 2coskz
-1 k7Z' —1 kﬂ-—l k7Z'
1 o 1 2(-1*
+——sinkmx| = :
k272 ‘—1 k272
2 < sinnzx
f(x)=—1+—=) (-D" _
(x) 7[2;( )=
Ny
0 1 2

/'1/2 /’ .

Ko‘pincha [0;l]] kesmada berilgan f(x) funksiyani sinuslar bo‘yicha,
yoki kosinuslar bo‘yicha qatorga yoyish masalasi talab etiladi.

f(x) funksiyani kosinuslar bo‘yicha qatorga yoyish uchun funksiyani
[0;1] kesmadan [-I;I] kesmaga juft davom ettiriladi. Bu holda Furye gator
fagat kosinuslarni o‘z ichiga oladi.

Agar f(x) funksiyani gatorga sinuslar bo‘yicha yoyishni istasak, u
holda funksiyani  [0; I] kesmadan [-I;I] kesmaga toq davom ettiramiz,
bunda f(0) =0deb olishimiz kerak. Bu holda Furye gator fagat sinuslarni o‘z
ichiga oladi.

10.21-misol.

Ushbu 0 < x <z intervalda berilgan f(x) = singfunksiyani kosinuslar

bo‘yicha Furye gatoriga yoying.



352

» Berilgan funksiyani kosinuslar bo‘yicha Furye qatoriga yoyish
uchun juftga davom ettiramiz:

—sinf, agar -7 <x<0 bo’lsa,
f(x)=

sinE, agar 0< x < bo’lsa.

b, =0;

n— dx———cos

a||\>

Xﬂ_i_
20 =«

:—jsm coskxdx_zj. +k x+sm(1—kj jd =
Ty 2

_4] COSk7r+ 1 coskinr 1
0| # 1+2k 1+2k 1-2k 1-2k

Lo’
ol

3 2coskx7r_2coskx
1+2k [0 1-2k

§ (_1)k+1+ 1
7| 1-4k? 1-4k? |

Bundan, a,, =0,

16
z{l-4(2n-1)?)
Berilgan funksiya uchun Furye gatori quyidagicha bo‘ladi:

2 16 cos(2n—1)x
f(x)= £ 225 2ol m A
(0= ;1—4(2n—1)2

A, =

. <

44-Auditoriya topshiriglari

0, agar —1<x <0 bo’lsa,

- . £(x) = .
1. Ushbu davri T=2 bo‘lgan f(x) {1' agar 0< x<1 bo'lsa funksiyani
Furye gatoriga yoying.
_ 3 2 &Gceos@n-Dax 1 & sinanx
Jawob: f(X)=—-— ) —— 2~ - ————,
(avo %) 4 7[2%; (2n —1)? 72'; n j

2. Ushbu [-2; 2] intervalda berilgan T=4 davrli f (x) =—-x funksiyani
Furye gatoriga yoying.

[Javob:f(x):zi%sin%.j

3. Ushbu 0O<x <m intervalda berilgan f(x) = singfunksiyani sinuslar
bo‘yicha Furye qatoriga yoying.

[Javob uEs)=— Z_;—( 11) n4sr:nnxlj

4. Ushbu [0; 2] intervalda berilgan f(x) =1-x/2 funksiyani kosinuslar
bo‘yicha Furye qatoriga yoying.

[Javob f(x) == Z— i %j
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44-Mustaqil yechish uchun testlar

0, agar —2<x<0 bo’lsa

3,agar 0<x<2 bo'lsa funksiyaning Furye

1. T=4 davrli f(x):{

gatoriga yoyilmasidagi a, koeffitsientni toping.
A) 6/z; B)0; D) 3/x; E) 3.
0, agar —2<x<0 bho’lsa,

3, agar 0 < x<2 bo'lsa funksiyaning Furye

2. T=4 davrli f(x):{

gatoriga yoyilmasidagi a, koeffitsientni toping.
A) 6/z; B)0; D) 3/x; E) 3.
0, agar —2<x<0 bho’lsa,

3, agar 0 < x <2 bo'lsa funksiyaning Furye

3. T=4 davrli f(x):{

gatoriga yoyilmasidagi b,, koeffitsientni toping.

A) 6/z; B)0; D) 3/x; E) 3.

4. (0; 2) intervalda berilgan f(x)=1-x funksiyani kosinuslar bo‘yicha
Furye gatoriga yoyish uchun uni (-2; 0) intervalga ganday davom
ettiriladi?

A) f(x)=-1+x xe(-20); B) f(x)=-1-x xe(-20);

D) f(x)=1+x xe(-2,0); E) f(x)=[l-X, xe(-20).

5. (0; 2) intervalda berilgan f(x)=1-x funksiyani sinuslar bo‘yicha
Furye gatoriga yoyish uchun uni (-2 0) intervalga ganday davom
ettiriladi?

A) f(x)=-1+x xe(-20); B) f(x)=-1-x xe(-2,0);

D) f(x)=1+x xe(-2,0); E) f(x)=[l-X, xe(-20).

14-Shaxsiy uy topshiriqglari

1
f (x) funksiyani Teylor yoki Makloren gatoriga yoying. Hosil
bo‘lgan gatorning yaqinlashish sohasini toping.

_ 3 _ . © (_1)n—lX2n+2 .
1.1. f (X) =X arCth’ XO - 0 Javob : f (X) = ZT, |X| <1.
n=1 -

3)(2 © (_1\nAQ2n,4n
1.2. f(x):cos?, X, = 0. (Javob:f(x):z( Dl : —oo<X<oo.j

& 57(2n)
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1.3. f(X)— X, =0. (Javob:f(x):Zii%”xz“; |x|<%j
14. f(x)= XCOS\/_ Xy = [Javob f(x)= z( (1;n)|n+1; 03x<oo.J
f(x)= : 0.
15 f(0=7 _4X+3 Xo =
. _1 3n+1_l . _Oo -
[Javob.f(x)_znz_o: i X <X< ]
1.6. f(X)=In(5x+3), x, =-
(- 1) 5" 2\ 7 3
[Javob f(x)= Z ( +gj, —g<xs§}
17, f(x)=sin%, X, = 3.
c = N | = Zn(x_g)zn‘ — 00 o0,
(Javob.f(x)_nz_(;( 1) (6) 2y <X< J
1
1.8. f(X)—m, X0—3
e 23 (2] (xoap _B o7
[JaVOb'f(X)_lan_;‘( 1) (11) (x-3)"; S <X<3 J
1
19 f(X) —m, XO = —2.
1 1
(Javob f(x) Z( .3n—10.5nj(x+2) —5<x<1j
1 0
f(X)=——, X, =1. : = - — ,
1.10. f(x) ) X, (Javob f(x)= > 1<x<3j
1.11. f(x)=€*, x, =1. (Javob:f(x) i 2 —oo<X<oo.J
112 () =—=, % =0, F0=Y :
Az, \/e_x’ 0 (J&VOb (x)= 2 ; OO<X<OO.J

113, f()=2", X, = 0. [Javob:f(x i '” 2 x2"; oo<X<oo.j
2n—1

1.14. f(x)=shx, x,=0. [Javob:f(x i ;
~(2n-1)’

oo<X<oo.J

1.15. f(x)=5%, %, =0. [Javob F(x)= ix e, —oo<X<oo.)

n=0

1.16. f(x)=

><||—\

X, = —2. (Javob:f(x)z—%i(x;z) ; —4<x<0)
n=0
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1.17. f(X) =In(3x+4), x, =-1.

- 3" n, 4 2
[Jawb:f(x):;(—l) F(x+1), —§<x£—§.j
1
118, (0= %=-3
(Javob:f(x)=1+i%(x+3)”; —4<xs-2.)
1 o
1.19. f(X)me, X =1. (Javob f(x)= 2 XSZ.J
120, f(X) =X, X, =4.
. o N o (2n=2)U(x=4)"
(Javob.f(x)_2+2( 1) 2 1) OSXSS.j
1.21. f(x)=sin?2x, x, =0. (Javob f(x)= nZ;%xz”; —oo<x<oo.J
1.22. f(X)=cos’2x, X, =0.
. _ = (_1)n62n 2n. — @B ©
(Javob.f(x)_1+n21: 2n) x2"; <X< ]
1.23. f(X)=~v1+x*, %, =0.
L 1 3 . (2n=3)x*" |
(Javob f(x)= 1+n21:( 1) n_2).n |x|<1.J
1.24. f(x)=31+x%, x,=0.
(Javob:f(x):ui(—n” (3” 2)x™, |x|<1j
1 1&
1.25. f(x) = e =3. (Javob f(x)= 5:0 —oo<X<oo.]

1.26. f(x)= cos%, Xy = 2.

— X 2)2n—l

(Javob:f(x):nz_l:(—l)”(%j ((2;_1)! ; —oo<X<oo.J

1.27. f(x) =x%e>, x,=0. (Javob f(x) = Z—x —oo<X<oo.J

1.28. f(x)=i, X, = —2. [Javob:f(x):Z(—l)“(x+2)”; —3<x<—1.j
X+3 s
1.29. f(Xx)=cosx, X, =a.

[Javob:f(x i osa+n7r/2)( _a) _OO<X<OO.)

n=0
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1.30.

f (x) =ch(2x®), x, =0. (Javob:f(x):i%:xen; — 0 <X<00.J

2

Berilgan miqgdorni funksiyaning darajali gqatorga yoyilmasidan
foydalanib & aniqlikda taqribiy hisoblang.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

2.5.

2.6.
2.7.

2.8.
2.9.

2.10.
2.11.

2.12.
2.13.
2.14.

2.15.
2.16.
2.17.

2.18.
2.19.

2.20.

2.21.
2.22.

2.23.
2.24.
2.25.

2.26.
2.27.
2.28.
2.29.

2.30.

arctg(/2), 5 =0,001. (Javob :0,464.)
c0s10°, 5 = 0,0001 (Javob :0,9848)
arcsin(/3), § = 0,001 (Javob :0,340.)
In5, 5 =0,001. (Javob :1,609.)
sin1°, 5 =0,0001 (Javob:0,0175)
§/738, 5=0,001 (Javob:3,006.)
In10, § = 0,0001. (Javob :2,3026.)
1/1/136, 5 =0,001. (Javob :0,496.)
4/90, 5 =0,001. (Javob :3,079))
sinl, 6 = 0,00001 (Javob :0,00001)
}/250, & =0,001. (Javob:,017))
1/3/30, 5 =0,001. (Javob:0,302.)
e, 6 =0,0001 (Javob:2,7183)
1/e, 5 =0,0001 (Javob :0,3679)
3/8,36, 5=0,001. (Javob :2,030.)
3/e, §=0,0001. (Javob :1,3956.)
J13, 5=0,001 (Javob :1140))
arctg %, & =0,001. (Javob:0,304.)
In3, 5 =0,0001 (Javob :1,0986.)
ch2, 5 =0,0001 (Javob :3,7622)

e?, 6 =0,001. (Javob:7,389.)
c0s2°, § =0,001. (Javob :0,999.)

Je, §=0,001 (Javob :1,674))
/320, 5 =0,001 (Javob :4,227.)
1/3/e, 5 =0,001 (Javob:0,716.)

191080, & =0,001. (Javob :2,031.)
lg7, 5 =0,0001 (Javob :0,8451)
cosl, 5 =0,001. (Javob :0,541.)
sin(Y/2), 5§ =0,001 (Javob :0,479.)

1/Je, 5=0,0001. (Javob :0,6065.)

3
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Berilgan integralni integral ostidagi funksiyaning darajali gatorga

I yoyilmasidan foydalanib 6 =0,001 aniqglikda tagribiy hisoblang.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

0,25

j InfL+x )dx. (Javob :0,070))

=

Iarctg(xz/z)dx. (Javob :0,162.)

Oo

jfe dx. (Javob :0,054.)

- o

0,2
I&cosxdx. (Javob :0,059.)

o

’Carctgx
X

dx. (Javob :0,487.)
n(1+x )dx. (Javob :0,015.)
x?sinxdx. (Javob :0,223.)

e 2 dx. (Javob :0,855.)

o o'—.»—\ o'—,»—\ ot O ot

[$)]

V1+x? dx. (Javob :0,480.)

o t—_

<
4

dx. (Javob :0,484.)

O ey

1+x°

o

£sin x>

X

dx. (Javob :0,493.)

31+ x%/2 dx. (Javob :1,027.)

i
@D
<

~Lix. (Javob :0,103.)
X

o,_._o Ot——F e S

sz cos3xdx. (Javob:0,018.)
0

0,5

_[In(l+ x?)dx. (Javob :0,385.)
0

0,4
J'\/;e‘x/“ dx. (Javob :0,159.)
0

3

3.17.

3.18.

3.19.

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24.

SN

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

J

0,3

]

0

5arctgx

%1+ cosx

d

X2

dx.

x?

x. (Javob :2,568.)

(Javob :0,498.)

1
jsin x? dx. (Javob :0,310.)

0,1

i
|
!
!

J

cos¥/x dx. (

Javob :0,718)

ﬁsinxdx.

. (Jawob :0,098.)

(Javob :0,364.)

arctg(\/;/Z)dx

(Javob :0 318)

—2x

X

2

. (Javob :0,976.)

Icos—dx (Javob :0,994.)

o,__.o o

arctgx
x?

dx. (Javob :0,039.)

0,4
I\/1—X3 dx. (Javob :0,397.)

0

0,5

e dx. (Javob :0,461.)

S S

Sy —

=

5

v1+x® dx. (Javob :0,508.)

COSX

. (Javob :0,156.)

Differensial tenglama yechimining darajali gatorga yoyilmasini noldan
fargli birinchi k ta hadini yozing.



358

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

5]
y"=2yy', y(0)=0, y'(0)=1,k=3( 2% 13( +j
" y' 1 ' . (X_1)2 (X_1)4 4(X_1)5
_Y L y@)=1 y'1)=0,k=4.| Javob:y =1— _
y'=" e Y=Ly (avo 4 2! 4 sl

2 3
y' =x?+xy+e”*, y(0)=0, k=3. (Javob y= x—%+%+...}

3

4
y'=2x+cosy, y(0)=0, k=4. (Javob 1y = X+ X? —%—%+...j

y'—x+i y(0)=1, k=4 Javob'y—1+x+x—3—x—4+
" : : : 3 3"

x? 2x® 7x*
'—X2+ey, 0)=0, k=4.|Jawob:y=X+—+—+—+...

X2 3 X4 X5
'=xy+e*, y(0)=0, k=5.[Javob:y=X+—+—+—+—+..
y'=xy+e*, y(0) ( Y =Xkt J

2 8 4
y'=2y*+xe*, y(0)=0, k=3. [Javob:yzx?+%+%+..}

. x*
"=2sinx+xy, y(0)=0, k=3.
y y, y(0) ( 360 J

y'=e"" +y, y(0)=0, k=4. (Javob y = X+X +X—+— j

y' = ycosx+2cosy, y(0)=0, k=3. (Javob y=2Xx+ x> —x°+..

1 5x2 22x+
3 9 27

y' =2y% + ye*, y(O):%, k =3. (Javob y =

4x°y"+y =0, y(0)=1 y'(O):%, k:3.(Javob:y:1+(x_1)—(x_1)2+...J

2 8
) 1 1 x2 X
"=x2y? +ysinx, y(0)==, k=3.[|Jawob:y==—4+"—+2+..
y' =x2y?+y y(0) 5 ( e RET )

2
@A-x)y"+y=0, y(0)=y'(0)=1, k=3. (Javob y=1+ x—X?+...J

2
y' =e* +2xy?, y(0)=1, k=3. (Javob :y:1+x+%+...]

' oy? B B o 4x® 16x° 96X’
y'=2x%—xy, y(0)=0, k—B.(Javob.y_ R T

x> x* b5x*
'=e*—y? y(0)=0, k=4.| Javob:y=x+——" -
g 4 y( ) ( | 2 6 24 ]

2

y" =y +xy, y(0)=2, y'(0)=-1 k =5. [Javob:y:Z—x+X7—x3+?+...J
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1—x2
y

4.20. y' =

+1, y(0)=1, k=5. (Javob Yy =1+2x—x? +%X3 —%x“ +j

2 3
4.21. y' =4y -2xy* +e*, y(0)=2, k:4.(Javob:y:2+9x+31X 11x +j

6

/4 ’ ! 7[ 7[ X2
4.22. y"=ycosy' +x, y(0)=1, y(O):? k=3. (Javob:y:1+§x+7+...]

4
4.23. y'=x*+cosy, y(1)=0, k=3. (Javob:y=2(x—1)+(x—1)2—(X_zl) +J

2 3 4
4.24. y' =xy+In(x+y), y(1)=0, k:S.(Javob:y:(X_zl) +(X_61) +(X;1) +)

2 3 4
4.25. yy"=x—(y'Y, y(0)=y'(0)=1 k =5. (Javob y =1+ x—%+%—122 +j

2 3 7
4.26. y" =xy+yx?, y(0)=y'(0)=0, y"(0)=y"(0)=1,k = 3. (Javob 'y = X? +% + SXE) + J

2 x* x* Xt
4.27. y"=vy'+2xy, y(0)=1 y'(0)=0,k =5.|Javob:y =1+ — + —+ —+ ——+ ...
y =Yy y Y() y() ( y 3 12760 72 J

3]
4.28. y'=y?+2x, y1)=0, k=3. [Javob:y:Z(x—l)+(x—1)2+4(X;1) +J

4 6
4.29. y"=x*y+y', y(0)=y'(0)=0, y"(0)=2,k =3. (Javob Yy =x° +i(—2 +%+ J

2 3 4
(x+1) +5(x+1) +15(x+1) L
2 2 16

4.30. y"=x*+y?, y(-1)=2, y'(—l):%, k =4. (Javob y=2+

5
Quyidagi (a, b) oraligda berilgan T davrli f(x) funksiyalarni Furye
gatoriga yoying:
51 f(X) =X+, (-mx), T=2x
52. f(X)=x*+1, (-2;2) T=4.

TR 0, agar —z<x<0bo'lsa, s
" | x+1, agar 0<x<rzbo'lsa &

54, f(xX)=x-1, (-2;2), T=4.

55. f(x)=2+]x, (-11), T=2

56. f(x)= ”T‘X (-z:7), T=2r.

57. f(x)= |X| -2, (~mnm), T=2nx.

58 f(x)= —2X, agar—rz <x<0Dbo'lsa, o

1, agar0<x<rzbo'lsa

59. f(X)=x+1, (—mx) T=2nx.
5.10. f(X)=x*+1, (0;27), T =2x.
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5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

5.25.
5.26.

5.27.

5.28.

5.29.
5.30.

£ (x) = —X, agar—z<x<0Dbo'lsa,
| 0, agar0<x<rbo'lsa.
1, agar—-1<x<0bhao'lsa,
f0={,
3, agar 0<x<lbo'lsa

f(x):sing, (-z7), T=2x

£(x) = 0, agar—z<x<0bo'lsa,
"~ |1+x, agar 0<x<rbho'lsa

2, agar 0<x<rbho'lsa
£(x) = 0, agar—-2<x<0bo'lsa,

3, agar 0<x<2bho'lsa
f(x)=x% (L1, T=2

-1, agar-— X <0bho'lsa,
f(x):{ gar—z<x<

T T,
COSX, agar——<x<-—Dho'lsa,
f(x) = 2 2

0, agar T <x< 3z bo'lsa.
2 2

f(x)=x+x*, (-m7x), T=2r
F(x) = 1, agar—-2<x<0bo'lsa,
-2, agar 0<x<2bo'lsa.
£ = X—2, agar—z<x<0bo'lsa,
2X, agar 0<x <z bho'lsa

f(x) :cosg, (—m:7), T =27

7% x?

f(x):E_T' (—m;7), T=2nx.

f(x):{ﬂ', agar— < x<0bo'lsa,
X, agar 0<x<xbo'lsa
f()=-xx (-L1), T=2
f(x)=3-|x, (-L1), T=2
1:(X):{x—l, agar—rz < x <0bo'lsa,
3x, agar 0<x<xbo'lsa
f(x)=cos%x, (—%;%), T=r.
f(x)=|x-x*, (-mx), T=2r
f(X)=x*+1, (-m;7), T=2m

= 27.

T =2r.

=2r.

=271.
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XI BOB. KO‘P O‘LCHOVLI INTEGRALLAR

11.1. Ikki o¢lchovli integrallar. Ikki o¢lchovli integralda
o‘zgaruvchilarni almashtirish
Chegaralangan z= f(x,y) funksiya Oxy tekislikning gandaydir yopiq D
sohasida aniglanganbo‘lsin. Agar

é; f(xk’Yk)ﬁsk (11.1)

integral yig‘indining D sohaning D, bo‘laklarga bo‘linishlari va M,
nugtalarning tanlanish usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda d — 0(n — «) dagi limiti
mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x,y) funksiyaning D soha bo‘yicha olingan ikki
o‘lchovli integrali deyiladi

lim Zf(Xk,yk)Ask —J.J.f X,y dxdy,
Elniooo)k 1

f(x,y) funksiya esa D sohada integrallanuvchi deyiladi(bu yerda AS, -D,

bo‘lakning yuzi, d = max d, - bo‘laklar diametrlarining maksimumi).
1<k<n

Agar f(x,y) funksiya yopig D sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu fuksiya D
sohada integrallanuvchi bo‘ladi. Ikki o‘lchovli integrallar ham aniq
integrallardagidek chiziqlilik, o‘rta qiymat formulalari, additivlik kabi
xossalarga ega.

Hisoblash usullari. Agar D integrallash sohasi Oy o‘qgiga nisbatan standart
bo‘lsa (11.1-chizma), ikki o‘lchovli integral quyidagicha hisoblanadi:

Y2(x)
Hf(x y)dxdy = j dx [ f(x.y)dy. (11.2)
a  y(x)

b ¥
I
Fisf /5 ety
% S= 1=
0 a R ¢ *

11.1-chizma 11.2-chizma

Ichki integralda x o‘zgaruvchini ozgarmas Kkattalik sifatida qabul qilib
integrallashni boshlash kerak. (11.2) integralning qiymati qandaydir son bo‘ladi.
Agar D integrallash sohasi Ox o°qiga nisbatan standart bo‘lsa
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(11.2-chizma), ikki o‘lchovli integral quyidagicha hisoblanadi:

d x(»)
j j F(x,y)dxdy = j dy j £ (x,y)dx. (11.3)
D ¢ x)

Integrallash chegaralarini tashqgi va ichki integrallar uchun almashtirish ikKki
o‘lchovli integralni karrali integralga keltirish, (11.2) formuladan (11.3)
formulaga o‘tish va, aksincha, (11.3) formuladan (11.2) formulaga o‘tish
integrallash tartibini o “zgartirish deyiladi.

Agar D integrallash sohasi Oy o‘qgiga nisbatan ham, OX o‘qiga nisbatan ham
standart bo‘lmasa, u holda uni Oy (yoki Ox) o‘qiga nisbatan standart bo‘lgan
chekli sondagi D,,D,,..., D,, sohalarga bo‘linadi va ikki karrali integralni D

m

soha bo‘yicha hisoblashda additivlik xossasidan foydalaniladi.

11.1-misol.
Karrali integralni hisoblang ” (x + yz)dxdy .
D

D- y=x va y=x’egri chiziglar bilan chegeralangan soha.
» Dsoha Oy o‘qiga nisbatan standart hisoblanadi (11.3-chizma).

¥ Ikki  o‘lchovli integralni  (11.3)
formula bo‘yicha takroriy ko‘rinishga
! olib kelamiz:
y=x/"J: Lo
I I 2 _ 2
a ”(ery )dxdy—jdx_[(ery )dy.
j”_“x: D 0 &2
0 1 X
11.3 - chizma

Karrali integralda ichki integralni Nyuton-Leybnis formulasidan foydalanib
hisoblaymiz

ji(x+y2)dy:(xy+;y3) ;

Endi tashqi integralni hisoblaymiz:

= x? —zx3 —lx6.
3

3
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11.1.1. IKKi o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish

[] £ (x,y)dx dyikki oIchovli integralda x,y to*g‘ri burchakli
D

koordinatalar x, y bilan quyidagicha munosabatlar orqali bog‘langan yangi u, v
koordinatalarga o‘tkaziladi

x=x(u,v), y=yuv). (11.4)
Agar (11.4-chizma) D va D" sohalar o‘rtasida (11.4) munosabatlar orgali

o‘zaro bir qiymatli akslantirish o‘rnatilgan bo‘lsa, shu bilan birga akslantirish
yakobiani

K XK
J(u,v) = a A =0
Y ¥
A N
bo‘lsa, quyidagi formula o‘rinlidir:
” f(x,y)dxdy = ” f(x(u, v), y(u, v))‘J(u, v)‘ dudv. (11.5)
D D"
v ¥
FFE
U X
11.4-chizma
Ma’lumki, to‘g‘ri burchakli x,y va qutb r,¢ koordinatalar o‘zaro

X =rCosp
y=rsing

munosabatlar bilan bog‘langan. Bu yerda r>0, 0<¢ <27

Ikki o‘lchovli integralda to‘gri burchakli koordinatalardan qutb
koordinatalarga o‘tish quydagi formula orgali amalga oshiriladi:

j j f (x, y)dxdy = ﬂ f (rcose, rsing)rdrde | (11.6)

Integrallash chegaralari O qutbning vaziyatiga bog‘liq bo‘ladi.

a) Agar O qutb ¢=a va ¢=p(a<p) nurlar hamda r=r(p) va
r =r,(p)(r,(p) <1, (p)) chiziglar bilan chegaralangan D soha tashgarisida yotsa,
ikki o‘Ichovli integral quydagi formula bilan hisoblanadi:



364

B 12 ()
ﬁ f(x, y)dxdy:jdgo jf(rCOS(p,rsin(p)rdr. (11.7)
D a n(¢)

b) Agar O qutb D soha ichida joylashgan bo‘lsa va bu soha chegarasi
qutb koordinatalar sistemasida r =r(¢) ko‘rinishiga ega bo‘lsa, u holda ikki
o‘Ichovli integral quydagi formula bilan hisoblanadi:

2z 1)
[[ 1 (x y)dxdy= [do [ f(rcosp,rsing)rdr. (11.8)
D 0 0

c) Agar O quth ¢ =a va ¢=p(a<p) nurlar bilan chegaralangan D soha
chegarasida yotsa, shu bilan birga, chegaraning qutb koordinatalar sistemasida
tenglamasi r=r(p) ko‘rinishiga ega bo‘lsa, u holda ikki o‘Ichovli integral
guydagi formula bilan hisoblanadi:

B r(y)
[[ T (x,y)dxdy=[dg [ f(rcosp,rsing)rdr. (11.9)
D a 0

Umumlashgan qutb koordinatalari deb x va y to‘g‘ri burchakli koordinatalar
bilan x=arcosp,y =brsing formulalalar orqali bog‘langan » va @
o‘zgaruvchilarga aytiladi, bunda >0, 0<¢p<2n, a>0,b>0,a#b. Bu

holatda ‘J ‘ = abr va (11.5) formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

H f(x,y)dxdy = ab I _[ f(ar cos @, brsin @) rdrde. (11.10)
D D*

11.1.2. IKkKi o‘lchovli integralning tatbiqlari.

Ikki o‘Ichovli integralning geometrik ma’nosi: Agar D
sohada f'(x,y)>0 bo‘lsa, u holda ikki karrali integral
son jihatidan asosi D bo‘lgan yasovchilari Oz o‘qiga
parallel bo‘lgan, yuqoridan z= f(x,y) sirt bilan
chegeralangan Q silindrik jismning hajmiga teng (11.5-
chizma).

11.5-chizma

V = jj f (x, y)dxdy (11.11)
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Xususan, f(x,y)=1bo‘lganda ikki karrali integral D sohaning S(D) yuziga
teng, ya’'ni

S(D) = [[ dxdy. (11.12)

11.2-misol.
Ushbu z=0,z=x*+y? y=x* y=1 sirtlar bilan chegaralangan Q jismning
hajmini hisoblang.

» Berilgan jismni quyidagi ko‘rinishda tasvirlash kerak:

0= {(x,y,z):(x,y) eD, 0<z<x? +y2},bundaD — soha Oxy
tekislikning y = x* va y=1 egri chiziglari bilan chegaralangan, ya’ni:
D:{(x,y): —1<x<1, x? Sysl}.

Ikki o‘Ichovli integralning geometrik ma’nosiga ko‘ra Q jismning hajmi
quyidagicha topiladi:

V:J.B[ X*+y )dxdy J.dx;[ X +y )dy j( 2(1—x2)+%(1—x6))d =105 . <

-1
Agar z = f(x,y) sillig sirt gismining xOy tekislikdagi proyeksiyasi D,, bo‘lsa,
u holda bu sirt yuzini quyidagi formula bilan hisoblanadi:

S :ij\/l+[2—ij (g;j dxdy. (11.13)

11.3-misol.

Ushbu y=2vx2+z2 konusning x*+z? =4x silindr ichidagi gismi yuzini
hisoblang .
» Berilgan y=2Vx*+z* konus sirti .
gismining proyeksiyasi D, soha silindr asosi z ——
bo'lib, (x—2f+z*=4 aylana cizig‘i bilan | o
chegaralangan sohadir (11.6-chizma). y-oliEE D) foztix

Yugoridagi  (11.13) formulani y= f(x,z2)
funksiya uchun qo‘llaymiz

- ”J1+( o2 o B
g: 2X _g: 2z
x2+z2 ot JIxti?]

u holda izlangan yuza

(11.6-chizma)
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4x* 47°
S:I[',[\/H X21y2+xzizzdxdz:
=\/§.dedz:
DXZ

z=rcosp dxdz=rdrdp
Xx=rsing r=4sing |

Vi 4sing

=5[dg | rdr= 8\/§]£sin2 odo = 4\/§T(1—c052¢)dgo = 47+/5. <4

Ikki karrali integralning fizik ma’nosi: agar D soha modda tagsimotining p(x, )
sirt zichligiga ega, xOy tekislikda yotuvchi qalinligi bir bo‘lgan yassi jism
bo‘lsa, u holda jismninig massasini quyidagi formula bilan hisoblanadi:

m :ﬂp(x, y)dxdy. (11.14)

Jismning Ox va Oy o‘qlariga nisbatan statik momentlari quyidagi formulalar
bo‘yicha topiladi:

M, = I yo(X, y)dxdy, M, = j xp(X, y)dxdy . (11.15)
Jism massasi og ‘irlik markazi koordinatalari:
M
x =y oM (11.16)
m m

D yassi jismning koordinata oqlariga va koordinata boshiga nisbatan inersiya
momentlari:

L= [[y2p(x ydxdy 1, = [[ X p(x, y)dxdy,

11.17
IO:IX+Iy:II(x2+y2)p(x,y)dxdy ( )

formulalar bilan hisoblanadi.

11.4-misol.

Ushbu p(x,y) =1zichlikka ega bo‘lgan, xy=1, xy=2, y=2x, x=2y
egri chiziglar bilan chegaralangan va | chorakda joylashgan yassi jismning
koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentlarini toping.

» Berilgan D yassi jism 11.7-chizmada tasvirlangan. (11.17) formulalarga

ko‘ra quyidagiga egamiz: /[, = Hyz dxdy, I, = ”xz dx dy.
D D
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by ‘y=C2x Bu integrallarni qutb koordinatalariga
o‘tib hisoblash qulay:
X=rcos@, y=rsma@.

xy=1  egri chizigning qutb
koordinatalaridagi tenglamasi:

r(¢) =1//sinpcosg,

Fay= xy=2 xy=2 ning qutb Kkoordinatalaridagi
0 = tenglamasi  r,(¢) =~2/\sinpcosg
11.7-chizma

x=2y

1 .
U holda ¢ ¢ =arctg5 dan ¢, =arctg 2 gacha o‘zgaradi (11.7-chizma),

[¢,:9,] kesmadan olingan ¢ ning har bir giymatida r o‘zgaruvchi r,(p)dan
r,(¢) gacha o‘zgaradi.
Ketma-ket (11.17) formuladan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

[ r(¢) ()

: 1% .
IX:jdq) j r3sm2¢dr:stngo(rz“(go)—rl“((p))jgo:
(21 f (o) 41
3% do 3. |p, 3 3[ 1] 9
=2 =2tgp " =2(tgp,~tgp)="[2-2|=2.
4;[(:052(0 29, S0, -tga) =1 2-2 =2

9
O‘xshash holda quyidagini topamiz: [, = r

45-Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi integrallarni hisoblang:
2 X

a) jdx_[(x2 +2y)dy;
0 X2

b) Jz‘dxj‘x—idy; d) jde(x+6y)dy.
1 1/xy 0 X

2. Integrallash sohasi D ma’lum bo‘lsa, H f(x,y)dxdy da integrallash
D
chegarasini qo‘ying:
a) D— x=1x=4,3x-2y+4=0,3x-2y-1=0 chiziglar bilan
chegaralangan soha.

b) D— x=0,x+y=4y=x"+1 chiziglar bilan chegaralangan soha.

d) D — uchlari O(O;O), A(3; 3), C(l, 5) nuqtalarda bo‘lgan ucburchak
sohasi.
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3. Quyidagi karrali integrallarda chegarani almashtiring:
2 i

a) jdx If(x, ydy;
-2

0

o) fay[ (vl o) Jax [ f0uyky
0 2y 2 _Jaxx?

4. [ (x+y)dxdyintegralni hisoblang. Buyerda D— x-y=1 x-y=2,

D

2x+y-1=0, 2x+y-3=0 chiziglar bilan chegaralangan soha.
5. [[(x*+y*)dxdy integralni qutb koordinatalaridan foydalanib hisoblang.

D

Buyerda D— X°+Y’?=4X aylana bilan chegaralangan soha.

6. ﬂarctg%dxdy integralni qutb koordinatalaridan foydalanib hisoblang.

Bu yerda D- x*+y’=1, x*+y’=9, y =%, y =+/3x chiziglar bilan
chegaralangan halga gismi.

Ikki karrali integral yordamida berilgan sirtlar bilan chegaralangan
jismlarning hajmi hisoblang:

7. Koordinata tekisliklari, x=4,y=4 tekisliklar va z=x*+y?+1
aylanma paraboloid sirti bilan chegaralangan jism.

8. z=x*+y® aylanma paraboloid, koordinata tekisliklari va x+y=1
tekislik bilan chegaralangan jism.

9. y=+x,y=2Jx silindrlar va z=0 x+z=6 tekisliklar bilan
chegaralangan jism.

10. x*+y?+2z% =25 sferaning x?+y? =16 silindr ichidagi qismi yuzini
hisoblang.

45-Mustagil yechish uchun testlar

2 2
1. J'dxjf(x,y)dy integrallash chegarasini o‘zgartiring:

0 X

2

A) jdyi f(x,y)px; B) J.dyjy' f(x, y)x;

0 0 2

D) jdﬁf(x,y)dx; E) jdyjf(x,y)dx.

1 1
2. [dx[(t2xy+3)y integralni hisoblang.
0 x2

A) 16/3: B)4; D) 5/6: E)6.
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3. x=0,y=2,y=x"+1 chiziglar bilan chegaralangan D soha uchun
to‘g‘ri tasdigni toping.

A) Fagat Ox o°‘qi bo‘yicha muntazam,;

B) Fagat Oy o°qi bo‘yicha muntazam;

D) Ox va Oy o°‘qi bo‘yicha muntazam;

C) Ox va Oy o°‘qi bo‘yicha ham muntazam emas.

1
X

4. [[x*dxdy integralni hisoblang. Bu yerda D— y=X y=—,x=2

chiziglar bilan chegaralangan soha.
A) 225; B) 425 ; D)25; E)45.

5. [[\/x*+y*dxdy integralni hisoblang. Bu yerda D—- R=3 radiusli

markazi koordinata boshida bo‘lgan doira sohasi.
A) 2r; B) 62; D) 97; E) 18x.

11.2. Uch o‘Ichovli integrallar va ularning tatbiqlari. Uch
o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish
11.2.1.Dekart koordinatalarida uch o‘lchovli integrallarni hisoblash.

Faraz qilaylik f(x,y,z)= f(P) funksiya S sirt bilan chegaralangan yopiq
fazoviy V sohada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. U holda f(x,y,z)= f(P)
funksiyaning V soha bo‘yicha wuch o‘lchovii integrali deb integral
yig‘indining elementar sohalar diametrlarining eng kattasi nolga intilgandagi
limitiga aytiladi:

maxdiamAv; —0

mf(x,y,z)dv = lim Y f(x,y,2)A,
\ i=1
Dekart koordinatalarida uch o‘lchovli integral ﬂj f(x,y,z)dxdydz ko‘rinishida

yoziladi.
Uch o‘Ichovli integralni hisoblash uchta aniq integralni yoki bitta ikki o‘lcovli
va bitta aniq integralni ketma-ket hisoblashga keltiriladi.
Agar V soha, ushbu
as<x<b

V() <y <y,(x)
2,(X,Y)<z2<2,(%,Y)

tengsizliklar sistemasi bilan anliqlangan bo‘lsa u holda uch o‘Ichovli integral
quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:
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'Uj f(x,y,z)dxdydz= idxyzj('xt)jyzzTyf)(x, y,z)dz (11.18)

a y1(x)  z1(xy)

yoki
Z,(X,Y)

JIT ¥ 0xy. 2ydxcydz= [Jaxdy [ x,y,2)dx

7 (x,y)

11.5-misol.
Ushbu Hj (2x+ y)dxdydz uch o‘Ichovli integralni hisoblang. Bu yerda
\

V- y=x,y=0,x=1 z=12=x"+y*+1 sirtlar bilan chegaralangan
soha.
» Berilgan sirtlar bo‘yicha quyidagilarni aniqlaymiz:
0<x<1,0<y<x 1<z<x’+y*’+1. Buholda

x+y+1

jdxjdy I2x+ydz_jdxjx. (2x+y)z |X+y Ty = J‘de. (2x+y)x? + y? Hy =

0 0

=

dx | (2x3 + x2y + 2xy? + 2X°y +—X +—Xy° +— dx =
!! yyy)iyl(yzy?,y yjo
1
[ Hyagy 4L

12 60

11.2.2. Uch o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

m f(x,y,z)dxdydz uch o‘lchovli integralda x,y,z to‘g‘ri burchakli
\Y

koordinatalardan yangi u,v,w koordinatalarga o‘tiladi:

x=x(u,v,w), y=y(u,v,w), z=z(u,v,w), (11.19)
Bu tengliklar u, v, wga nisbatan bir giymatli yechiladi:
u:u(x,y,z), V:V(.x,y,Z) W:W(.x,y,Z). (1120)

Oxyz fazodagi V soha (11.20) formula orgali akslanadigan Ouvw fazodagi
sohani Vv~ bilan belgilaymiz.

Agar (11.20) funksiyalar v* sohada birinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalalarga ega bo‘lsa, V" sohaga akslantirish yakobiani quyidagicha
ifodalanadi:
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J(M,V,W): ~ o —',tO

@
@
2|p2lo2le

U holdaOxyz fazodagi chegaralangan yopiq V soha Ouvw fazodagiV “sohaga

o‘zaro bir giymatli akslanadi va uch o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish uchun quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:

J‘J.J‘ f(x,y,z)dxdydz=

= I_U f(x(u,v,w), y(u,v,w),z(u,v,w))|J (u,v,w)dudvdw (11.21)

11.2.3. Uch o‘lchovli integralni silindrik koordinatalar sistemasida
hisoblash.

Ushbu r,,zsilindrik koordinatalarx,y,z to‘g‘ri burchakli koordinatalar
bilan quyidagi munosabatlar orqali bog‘langan (11.8-chizma):

X=rcosp, y=rsing, z=1. (11.22)
= =
\M »
z 8/
{ F 0 ¥
r b

i e / !
£ M ; M

11.8-chizma 11.9-chizma

Bunda »>0, 0<¢p<2m, —wo<z<+0w0 . X,y,Zz to‘gri burchakli
koordinatalardan 7,¢,z (11.22) formulalar bo‘yicha silindrik koordinatalariga
o‘tishda |[J(r,@,z))=r bo‘ladi, shuning uchun (11.21) formula quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

Ifjf(x,y,z)dxdydz = _[”f(r cos @, 7 sin @, z)rdrdodz. (11.23)
G pe
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11.6-misol.

Uch karrali integralni silindrik koordinatalariga o‘tib hisoblang.
2 N2x—x? a
J-dx I dy.[z x* +y?dz
0 0 0
P 0<x<20<y<+2x—x?, 1<z<a sohani x=rcosp, y=rsing, z=1z
silindrik  almashtirish yordamida 0<¢<7z/2,0<r<2cosp, 1<z<a Sohaga
almashtiramiz, berilgan integralni esa (6) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

/2 2cosg a /2 2cosp 2 4 2 /2
a

Idgp I drjzrzdz: Idgo J. 2 regr= jcos3¢d¢:.
0 0 0 0 0 2 3 0

2 72 2 i3
:Ll%'[(l—sin2 (p)al(sin(p):%(sin(p—sm q)j

0

11.2.4. Uch o‘lchovli integralni sferik koordinatalar sistemasida
hisoblash

Agar M nuqta fazoda x,y,z to‘g‘ri burchakli koordinatalarga ega bo‘lsa, u
holda M nugtaning sferik koordinatalari deb (,¢,0)sonlar uchligiga aytiladi,
bunda » — M nugtadan O koordinata boshigacha bo‘lgan masofa, ¢ —
OM’ (M'"— M nuqtaning xOy tekislikdagi proyeksiyasi) nur va Oxo‘q
orasidagi burchak, 6 — Ozo‘qining musbat yo‘nalishi va OM nur orasidagi

burchak (11.9-chizma).
To‘g‘ri burchakli va sferik koordinatalari orasidagi bog‘lanish quyidagi

munosabatlar orgali aniglanadi:
x=rcos@sin®, y=rsingsin®, z=rcosH,
bundar>0, 0<¢<2m, 0<6<mn.Shubilanbirga[J(r,¢,6)|=r’sindva
(11.21) formula quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi
j j j f(x,y,z)dxdydz=
\Y

= [[] f (rcospsing.rsinpsing,rcoso)r’ sin@rdgdo. (11.24)
J;

Umumlashgan sferik koordinatalar debx,y,z to‘g‘ri burchakli koordinatalar
bilan quyidagi formulalar orqali bog‘langan »,¢,0 o‘zgaruvchilarga aytiladi:
x=arcos@sin®, y=>brsingsin®, z=crcoso,

Bu yerda r>0,0<¢p<27, 0<6<rz a>0b>0 ¢>0.  Almashtirish
yakobiani [J(r,¢,8)| =abcr’sing va (11.21) formula quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi

JH f(x,y,z)dxdydz=
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= abcm‘ f (arcospsing,brsingsing, cr cosd)r? sin@drdgd 6. (11.25)
o
11.2.5. Uch o‘lchovli integralning tatbiqlari.

Agar v sohada f(x,y,z)=1 bo‘lsa, u holda uch o‘lchovli integral V
sohaning hajmiga teng, ya’ni

V = m dxdydz. (11.26)

Agar p(x,y,z)ni V sohani tashkil etuvchi modda solishtirma zichlik deb
hisoblansa, u holda V sohada joylashgan butun modda massasi(uch o‘lchovli
integralning fizik ma’nosi):

m = ”j p(x,y,z)dxdydz.
\Y

Uch o‘lchovli integral yordamida, shuningdek, quyidagilarni hisoblash
mumkin:
a) Jismning xOy,x0Oz va yOz koordinata tekisliklariga nisbatan statik

momentlari:

M, = m‘ zp(x,y,z)dxdydzM , = I” yo(X,Y,z)dxdydz,

M, = J]I xp(X, Yy, z)dxdydz (11.27)

bunda p(x,y,z) — modda solishtirma zichligi;
b) Jismning og ‘irlik markazi koordinatalari:

M. M M,
X, = = YV.=—%, z,= 2 (11.28)
m m m

bunda m — jism massasi;
¢) Jismning koordinata tekisliklari, koordinata o‘qlari va koordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari:

I, = m 2% p(x,y,z)dxdydzl :.[” y2p(x,y,z)dxdydz,

(12)
., =J:U x%p(x,y,z)dxdydz

I.=1,+1,, I,=1,+1,, I.=1_+1,, Io=1,+1, +1,.

11.7-misol.
Ushbu 9x2+2y2+1822:18 sirt bilan chegaralangan va har bir

nugtasida p(x,y,z)=(x2+y2)\/x2/2+ y?/19+2° zichlikka ega bo‘lgan
jismning massasini hisoblang.
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»Jismni chegaralagan sirt ellipsga oid hisoblanadi, unung kanonik
tenglamasi esa  x°/2+y*/9+z*=1  bo‘ladi, yarim  o‘qlar
=v2, b=3, c=1
Uch o‘Ichovli integralning fizik ma’nosiga ko‘ra V sohani egallagan jism
massasi quyidagicha topiladi: m = [[[ (x* + yOX2 12+ y? 19+ 2% dxdydz

Umumlashgan sferik koordinatalariga o‘tamiz:
x=+2rcos@sin®, y=3rsingsin®, z=rcosd, bundan ellipsoid
tenglamasi r=1 ekanligi kelib chigadi. Bunda V soha uchun
0<r<10<¢<2z,0<0<x .Bundan kelib chigadiki,
m=32[[[r? sin® B(2cos” ¢ +9sin? @)r - r sin Odrdpdd =
o

21 5 5 T 5 1 s 22\/5
=32 Id(p(Z cos” @+ 9sin (p)I dO(1 — cos” O)sin OI rodr = - T
0 0 0

46-Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi integrallarni hisoblang:
1 2 3 a X y
a) Idx_[ dyj(x+ y+2)dz; b) Idxjdyj xyzdz;
0 0 0 0 0 0
2. Integrallash sohasi V. ma’lum bo‘lsa, [[[ f(x y,z)dxdydz da integrallash
chegarasini qo‘ying:
a) V- y=+x, y=2Jx,2=0, x+2=4 sirtlar bilan chegaralangan

soha.
b) V- x=2,y=x2=0,z=Yy* sirtlar bilan chegaralangan soha.

3. m Xj;?’jil integralni hisoblang. Bu yerda
V- x=0,y=0,z=0, x+y+z=1 tekisliklar bilan chegaralangan
soha.

4. ([[ xydxdydzintegralni hisoblang. Bu yerda V- z=xy giperbolik

paraboloid va x+y =1, z=0 tekisliklar bilan chegaralangan soha.
5. Silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib, uch karrali
m f(x,y,z)dxdydz integralda integrallash chegaralarini qo‘ying:
\

a) V- x2+y2=R%silindr va z=02z=1y=X,y=Xxy/3
tekisliklar bilan chegaralangan coha, 1-oktantdagi gismi.

b) V- x®+y®=2xsilindr, z=o0 tekislik va z=x"+Y?
paraboloid bilan chegaralangan soha.
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d) V- x*+y?+2° <R? sharning 1-oktantdagi gismi.
6. z=4-y? z=y*+2silindrik sirtlar va x=-1, x=3 tekisliklar bilan
chegaralangan jismning hajmini hisoblang.
7. z=x*+y? z=x*+2y’ paraboloidlar va y=x, y=2x, x=1 tekisliklar
bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.
8. x*+y?+z2=4 sferava x*+y? =3z paraboloid bilan chegaralangan
jism hajmini hisoblang.
9. y:%m, y =2 sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning
og‘irlik markazini toping.
10. z=5-x*-y? z=1 sirtlar bilan chegaralangan zichligi p=3
bo‘lgan bir jinsli jismning Oz o‘qiga nisbatan inersiya momentini
toping.

46-Mustagil yechish uchun testlar

1. V- y=x* silindrik sirtlar va y=2x, z=0, x+z=4 tekisliklar
bilan chegaralangan soha bo‘lsa, mf(x, y,z)dxdydz integralda integrallash
V

chegaralarini qo‘ying.

A) jdxzdy4'|:zf(x,y,z)dz; B) lzfdxzj'xdyllrf(x,y,z)dz;
0 x 0 0 0

X

2

zdny(x, y,z}dz; E) }dedny(x, y,z)dz.
X 0 0 X 0

4 X
D) de
0

2

1 0 3
2. [dx[dy[2xy*zdz integralni hisoblang.
0 0

-2

A) 12; B)16; D) 9; E) 18

3. Dekart koordinatalar sistemasidan silindrik koordinatalar sistemasiga
o‘tish formulasini aniglang.
A) x=rcosp, y=rsing, z=1;
B) x=rsing, y=rcosp, z=12;
D) x=cose, y=sing, z=2;
E) x=rcosp, y=rsing, z=1,

4. Zichligi pbo‘lgan jismning OXy tekisligiga nisbatan statik momentini
hisoblash formulasini aniglang.
A) J]I 2’ p(x, y,z)dxdydz; B) jﬂ 2p(X, Yy, 2)dxdydz;

G G

D) .[” xyp(x, y,z)dxdydz; E) J'J'J' (x2 + yz)p(x, y, z)dxdydz.

5. Zichligi p bo‘lgan jismning Oz o‘qiga nisbatan inersiya momentini
hisoblash formulasini aniglang.
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A) Hj 2°p(x, y,z)dxdydz; B) m‘ zp(X, Yy, z)dxdydz;

D) _m xyp(x,y, z)dxdydz; E) _m (x2 + yz)p(x, y, 2)dxdydz.
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XI1 BOB. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

12.1. Birinchi tur egri chizigli integral
Oxy tekislikda 4B silliq egri chizigning har bir nuqtasida aniqlangan f(x, y)
funksiya berilgan. 4B silliq egrl chizigning bo‘linish gismlarining eng katta

Al uzunligi nolga intilganda Z f (M)A, _Z f (X, y;)Al; integral yig‘indinig

limiti birinchi tur(yoki yoy uzunlzgz bo yzcha) egri chizigli integral deyiladi
va

[ foay)de=1lim D f (X, ¥)Aal, (12.1)
AB d—0 =1
kabi belgilanadi. Bunda A/, kattalik ~ A;-1A; yoyning uzunligi va

d =maxAl;, AB egri chizigni kontur yoki integrallash yo‘li deb ataymiz.
Agar f(x,y) funksiya 4B konturning hamma nugqtalarida uzluksiz bo‘lsa, bu
limit mavjud bo‘ladi. Birinchi tur egri chiziqli integral 4B integrallash
yo‘lining yo‘nalishiga bog‘liq bo‘lmaydi, ya’ni

j f(x, y)d¢ = j f(x, y)dc.

AB BA
Zichligi p(x,y) bo‘lgan moddiy 4B egri chizigning m massasi p(x,y)

zichlikdan 4B egri chiziq bo‘yicha olingan birinchi tur egri chiziqli integralga
teng, ya’'ni

m= | p(x,y)d (12.2)

Agar AB egri chizigning har bir nuqtasida f(x, ¥)>0 bo‘lsa u holda birinchi tur
egri chiziqli integral son jihatidan yasovchilari Oz o‘qiga parellel bo‘lgan
yuqoridan z= f(x, y) sirt va quyidan Oxy tekislik bilan chegaralangan sirtning
S yuziga teng bo‘ladi:

= [ f(xy) (12.3)

AB

Agar f(x, y)=1 bo‘lsa, bu integral son jihatidan AB egri chiziqning L
uzunligiga teng bo‘ladi:

L=[di (12.4)

Hisoblash usullari:

x = x(t
1. AB egri chiziq parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ya’ni {y j y((t))
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t parametr a dan S gacha o‘zgaradigan bo‘lsin(a < ). Bu holda
d¢ =,/ +y;?dt bo‘lgani uchun birinchi tur egri chiziqli integral

B
[ £00y)de =] £(x(), WX +ydt (12.5)

formula bilan hisoblanadi.
2. AB egri chiziq y=y(X) tenglama bilan berilgan bo‘lsa(a < x <b), integral

[ £O0y)de= [ £ yOL+ v dx (12.6)

formula bilan hisoblanadi.
3. AB egri chiziq x=x(y) tenglama bilan berilgan bo‘lsa(c < y <d), integral

[ 00 y)de =] £ (x(y), y)V1+x"*dy (12.7)

formula bilan hisoblanadi.
4. AB egri chiziq p=p(p) tenglama bilan berilgan bo‘lsa(p; < ¢ < @), integral

(%)
[ f(xy)de=[ f(pcosp, psing)y p* + pdp (12.8)
P1

AB

5. AB fazoviy egri chiziq Xx=x(t), y=Yy(t), z=z(t) tenglamalar bilan berilgan
bo‘lsa(a<t<p) , integral

B
[ £y 2)de = [ £(x(@), y(0), 2OW X +y* + 27 dt (12.9)

formula bilan hisoblanadi.

12.1-misol.

Agar y=Inx egri chizigning x=/ va x=2 abssissali nuqtalar orasidagi
yoyi massasining zichligi p=x? bo‘lsa, bu yoyning massasini toping.

» (12.2) va (12.6) formulalardan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

m = szdz ijdx jxmdxzjxmdx (1+);V2:

1
:%(5\/3—2\/§)z 2,784 «
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12.2-misol.
Hisoblang: J(X—Y)df , buyerda L: x?+y’=4x aylana.
L

P x2+y?=4x tenglamani qutb koordinatalar sistemasida ifodalaymiz. Buning
uchun x=pcosp, y=psing  almashtirish bajarsak, L chiziq tenglamasi

p=4cosp bo‘ladi. cosp>0 ekanini hisobga olib, —% <@ s% oraligni topamiz

va (12.8) munosabatdan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

: :
_[(x —y)de = I(pCOSq)—pSin(p)\/IGCOSZ @ +16sin® pdg = 4 jp(COS(p—Sin)d(p
L z x

2 2

Endi p=4cos¢ ekanini hisobga olib, aniq integralni hisoblaymiz:

2
4 [ (4cos? p —4sinpcosp)de = 4 _[(2 —2¢052¢p — 25in2¢)de =

V[N

2

NN

T

2
=4(2p —sin2¢p +cos2p)| =4(r-1+7+1)=87. 4

T

2

12.3-misol.

4 4

Hisoblang: _[(X§ +y3)de,
L

2 2 2
buyerdaL - X°®+Yy®=a%,a>0 tenglama bilan berilgan astroida yoyi.
2 2
» Xx=acos’t,y=asin®t astroidaning parametrik  tenglamasi
4 4 4

bo‘lgani uchun X3 +y? =a3(cos’t+sin*t) va

d¢ = /(=3acos’ tsint)? + (3asin? tcost)2dt = 3alsint cost|dt.

Integral ostidagi funksiya % davrli, shuning uchun I — chorakda hisoblab
4 ga ko‘paytiramiz. Demak,

,
(cos* t +sin*t)sintcostdt = 2a3 (cos t +sin°t)| = 4a
0

4 4

7
[ +ye)dr=12a°
L

V3
2

W~

)

O v [ N
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12.2. 1kkinchi tur egri chizigli integrallar

Oxy tekilikda har bir nuqtasida P(X, y) (Q(X,y)) funksiya berilgan biror 4B
silliq egri chizigni qarab chiqamiz. Bu chiziqni 4, 41, 4>, ..., Ai1, Ai, ..., An1,B
nuqtalar bilan n ta bo‘lakka (yoylarga) ajratamiz va ularning O0x(Oy)
koordinata o‘qiga proyeksiyalarini garaymiz. Har bir yoyda bittadan Mi( X; Vi)
nuqta tanlab olamiz. Mi( xi , yj)da berilgan f(x, y) funksiya qiymatlarini
hisoblab Axi=xi-Xi.1 (Ayi=Yi-Yi-1) ga ko‘paytiramiz va quyidagi yig‘indini
tuzamiz:

ZP(M )AX, —ZP(K,V)AX (ZQ(M YAy, = ZQ(xl,y)ij (12.10)

(12.10) ko‘rinishdagi yig‘indilar ~ P(x,y)(Q(x,y)) funksiya uchun AB egri
chiziq bo‘ylab olingan ikkinchi tur integral yig ‘indilar deb ataladi.

Bo‘linish qgismlari proyeksiyalarining eng katta Ax; ( Ay, ) uzunligi nolga
intilganda (12.10) integral yig‘indinig limiti ikkinchi tur egri chizigli integral
deyiladi va

[ P(x, y)dx ( [, y)dy}
kabi belgilanadi. Ya’ni
IP(X y)dx= |lim ZP(xl,y)Ax

max Ax;—0 i=1

(IQ(X y)y= [im ZQ(X.,y.)Ay.j

maxAy; =0 i=1
Agar P(x,y)(Q(x,y)) funksiya 4B konturning hamma nuqtalarida uzluksiz
bo‘lsa, bu limit mavjud bo‘ladi.
Ikkinchi tur egri chizigli integral integrallsh yo‘lining yo‘nalishiga bog‘liq
bo‘ladi, ya’ni

j P(x,y)dx = —J. P(x, y)dx

Agar AB egri chizigda ikkita P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan bo‘lsa,

[ P(x, y)dx+Q(x, y)dy (12.11)

ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko‘rinishi deb ataladi.
Agar A va B nuqgtalar ustma-ust tushsa, AB=L yopiq kontur bo‘lgan holda
integral quyidagicha belgilanadi:

§ PO, y)dx+Q(x, y)dy.

Bu holda yo‘nalish kontur ichidagi yotuvchi soha chapda qoladigan qilib
tanlanadi.
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Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar F - kuchning koordinatalar o‘qidagi
proyeksiyalari bo‘lsa (lf:PT+Q]), u holda (2) integral shu kuchning AB
yo‘lda bajargan ishini ifodalaydi.

L yopiq kontur bo‘yicha hisoblangan quyidagi ikkinchi tur egri chizigli
integral shu kontur bilan chegaralangan sohaning S yuziga teng bo‘ladi:

o

= § (xdy - ydx). (12.12)
L

Hisoblash usullari:

= X(t
1. AB egri chiziq parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ya’ni {; ~ ))(/((t))

t parametr a dan S gacha o‘zgaradigan bo‘lsin(a < j).

B
[ PO, y)dx+Qx, y)dy = [[P(x(®), yO)X' (1) + QEx(t), y®)y' DMt (12.13)

AB

formula bilan hisoblanadi.

12.4-misol.
Hisblang: j(2a— y)dx+xdy, bu yerda C — x=a(t-sint),y=a(1-cost) sikloida

C
arkasi(0 <t < 2x).
» dx=a(1-cost)dt, dy=asintdt va (12.13) formuladan foydalanamiz:

2 2z
I(Za — y)dx + xdy = I(a2(1+ cost)(1—cost) +a*(t —sint)sint)dt = a* Itsintdt =
0

2 2
=a J'td( cost)——atcost +a Icostdt——a 2z +a’sint]  =-27a’. 4

2.4B egri chiziq y=y(X) tenglama bilan berilgan bo‘lsa(a < x <b)

[ PO y)dx+Qx, y)dy = [[P(x, y())+ Q0% y(x)y'(x) Hx. (12.14)

formula bilan hisoblanadi.

12.5-misol.
Hisoblang: 1. [ xy®dx+ x*ydy, AB: y=x?, A(1,1), B(2,4).
AB

» (12.14) formuladan foydalanamiz: (1 <x <2)

2 2
Ixyzdx+ xzydy:j(x-x4 +x%-x? -2x)dx:3'fx5dx:%x6 :%(26 -1)=315<«
AB 1 1
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3. AB egri chiziq x=x(y) tenglama bilan berilgan bo‘lsa(c < y <d),

[ PO y)dx+Q(x, y)dy = [[P(x(y), Y)X'(¥) +Q(x(y). ) Hy . (12.15)

AB

formula bilan hisoblanadi.

Agar integral ostidagi ifoda gandaydir funksiyaning to‘la differensiali bo‘lsa,
ya’ni du=Pdx+Qdy bo‘lsa, u holda integral integrallash yo‘liga bo‘liq
bo‘lmaydi, ya’ni A(X1,Y2), B(X2,y2) bo‘yicha integral

(%2,Y2)
[P0 Y+ QU y)dy = [ P(x, y)dx-+Q(x, y)dy =u(x.y) ((XX i)) =, ,) ~ Uk, ¥,)
AB (%4:¥1) 10 Y1

(12.16)

Agar u funksiyaning ko‘rinishi bizga ma’lum bo‘lmasa va z—Q = % tenglik
X

o‘rinli bo‘lsa, u holda

(X2,Y2) Xz Y2
[ PO y)dx+Q(x, y)dy = [P(x, y,)dx+ [Q(x,, y)dy (12.17)

(X1, ¥1) X Y1

formula bilan hisoblanadi.

12.6-misol.

¢ ydx - xd

Hisoblang: _[ YEXY Ty yerda Oy o‘qini kesib o‘tmaydigan yo‘l
(2

bo‘yicha integral

1 Q_oP_1
P = =—=,x#0, -
> P(xy) =2 Q(x,Y) = % #0. shuning uchun = "

(12.17) formuladan foydalanamiz:

(1.2)

J~ydx xdy sz J~d

(2,1) 2

—y —1+£—2+1=—§. <
2 2

Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar  bo‘lakli silligq L Kkontur bilan
chegaralangan bir bog‘lamli D sohada uzluksiz va uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, quyidagi Grin formulasi o‘rinli:

§P<x y)dx+Q(x, y)dy = [[ (——%dexdy (12.18)
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47-Auditoriya topshiriglari

1. Quyidagi birinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblang:

a) J’L, bu yerda L - y=2x-2 to‘g‘ri chizigning AB kesmasi,
" X+2y+5

A(0;-2), B(L 0).
b) j(x2 +y2)%dl, bu yerda L — x=4cost, y=4sint aylana yoyi.

d) jarctgldl, buyerda L - r=2¢ Arximed spiralining radiusi R va
X
L

markazi koordinata boshida bo‘lgan doira ichidagi qismi.

2. y=§x3/2,osxsl moddiy yoyning har bir nuqgtasidagi zichligi

p=y~1+x tenglik bilan aniglansa uning massasini hisoblang.

3. x*+y?=4silindrik sirtning Oxy tekislik va z=2+x%/2 sirt bilan
chegaralangan gismining yuzini hisoblang.

4. Quyidagi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblang:

a) j (x*+y?)dy, buyerda L — uchlari A(0;0), B(2;0),C(4;4), D(0;4),

nuqtalarda bo‘lgan to‘rtburchak(berilgan tartibda aylanishda) konturi.
b) [xydx+(x*+y)dy, buyerda L — y=x* parabolaning A(0;0) va B(2;4)

nugtalar orasidagi yoyi.
2 2

d) f(xzy—x)dx+(y2x—2y)dy, bu yerda L - x?+y721 ellips konturi,
L

musbat yo‘nalishda.

5. Quyidagi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni berilgan chiziglar
bo‘yicha hisoblang:

(12)
a) Ixydx+(y—x)dy, Hy=x2)y=x*3y =x 4 y=x%
(0:0)
((1(?1(;
b) j2xydx+ x?dy, Dy=x,2)y=x* 3y’ =x, 4)y=x".
((0:0)
6. Quyidagi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni 1) bevosita va 2) Grin
formulasi yordamida hisoblang:

a) - X2 Jydx+ (1+ y?)xdy, bu yerda L — x?+y? =4 aylana konturi,
L

musbat yo‘nalishda;
b) §y2dx+(x+ y)?dy, buyerda L — uchlari A(3;0), B(3;3),C(0;3) da

bo‘lgan ABC uchburchak konturi, musbat yo‘nalishda.
7. x*+x?—y? =0 egri chizig halgasi bilan chegaralangan shakl yuzini
toping.
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8. y=x® egri chizigning A(0;0) va B(};1) nuqtalar orasidagi yoyi bo‘ylab
F=(x?+y? +1)i+2xyj kuch bajargan ishni hisoblang.

47-Mustagil yechish uchun testlar

1. Hisoblang: [x*dl , buyerda L— y=Inx, ¥3<x<+8 egri chiziq yoyi.

A) 1%; B) 13; D) 1; E) 2.

2. Hisoblang: szydl, bu yerda L - x* + y*> =9 aylananing 1-chorakdagi
yoVi.

A) 12; B)18 D) 9; E) 27.

3. Birinchi tur egri chizigli integralni hisoblash formulasi noto‘g‘ri
berilgan javobni aniglang.

b
A) jf(x, y)dfzjf(x, y(X))y1+ y'2dx;
B) [f(x y)dsz f(pcose, psinp)1+ p'2de;
b
D) [fxy)de=[fx(y)yVL+xdy;
AB a

B
E) [ f0xy)de =@, y@nx’+ydt.
4. [ydx, buyerda L — ABC siniq chizig, A(0:3), B(3;3),C(3,0).

5.A) 12; B) 18, D) 9; E) 27.
6. Grin formulasi yordamida hisoblang: §— ydx+ xdy, L: uchlari O(0,0),
L

A(1,4), B(4,0)da bo‘lgan uchburchak konturi(musbat yo‘nalish).
A) 12; B) S8, D)10; E)16.

15-Shaxsiy uy topshiriglari

1
I Ikki karrali integralda integrallash tartibini o°zgartiring.
Y2 Jx % 2x
11 [dx [ f(xy)dy 1.3 [dx f(xy)dy.
0 x3 0 X
1 1=y 1 3y
1.2. Idy If(x,y)dy 1.4. J.dyJ.f(x, y)dx.
oy

0 _f1-,2
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1 0 2

1 2—x

15, [ ax Jroayax 118. [dv [ f(x,y)dv

2 ar o
2

16. [dx [ f(x,y)dy 1.19. jdyj f(x, y)dx
0 oar—s? 1 1y
1 2—-y 2 2

1.7. j dy j 7 (x,y)dx. 1.20. [dx [ f(xy)dy.
0 N
1 3.2y 1 2-axx?

18, [dv [ f(xp)dx iz [l [] e
0 Dy " e
a1z 1.22. !deiJ;Xf(x, y)dy.

1.9. jdy If(x,y)dx. N
0 y214 1.23. Idx .ff(x,y)dy.

ﬂ al2 0

1.10. {dy [ f(x, y)dx 2a%y

I { 1.24. j dy j F(x,y)dx.
2—

1.11. j dy j £(x, y)dx. L fdaa
,: (};2_4)/4 125 J’dy If(x,y)dx

L12. [ax [ f(x,y)dy. L
0 x/3 1.26. jdy If(x,y)dx
2 X 0 Jayy?

113 J.dx J‘f(xa y)dy 2 4y—y?

1 1/x
1 1-y? Ll !dy !f(x P

114. [dy [ f(x,y)dx. 2 by

S 1.28. [dy [ f(x,y)dx
1 2y
2 2x+3

R SR o

Jax | Gy 1.29. fdx [ £(xy)dy.
’ 0 (a’-x?)/2a
e 3-2y

1.16. j dy j (%, y)dx. 130, jdy [ £ (xyyax,
0 -y
2 y o

117.[dy [ f(x,y)dx.
1 Iny

2

Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli figuraning og‘irlik markazi
koordinatalarini toping.

2.1. r=a(l-cosg).

22. Jx+.[y=+a, x=0, y=0.
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2.3. ay:xz, x+y=2a (a>0).
24, y=a+x,y=a-x,y=0.
2.5. y2=ax, y=ax.

2.6. y=x2,y:2x2,x=1,x=2.

x> y®
2.7. a_2+F:1’XZO’yZO'
2.8. y2:2px, x=a (a>0).
2.9. yzzax, x=a, y=0.
2.10.y2=2px, x=2p.
211.x* +y* =R?*, y=0, y=xtga, y=>0.
212.y° =4x+4, y*>=-2x+4.
213.6%x* +a*y? =a’b*, x=0, y=0.

2.14.y=~2x—x*, y=0.

2.15. y2=4ax2+4a2, y=2a-x, x=0.
216. y=4—-x*, y=0.

2.17. ay=x2, y=2, (a>0).

2.18. y=sinx, y=0, x=mn/4.

219. y? =4x+4, y*=-2x+4

2.20. xy=a2, y2=8ax, x=2a (a>0).

221. yP=x, x*=y.

222 x> /25+y%/9=1, x/5+y/3=1
2.23. r=a(l+cosp).

2.24. ax—y2=0; .ax+y2=0; y=a; a>0.
2.25. y=sinx, y=cosx; x=0, (—%;OjéD

2.26. 4y=x*, x+y=8.
2.27. y=+2x-x*, x=1.
2.28. y=1/x,y* =8x,x=2.
2.29. y*=3x, y=3x
2.30. x*/9+y*/4=1x/3+y/2=1.
3
H sirt bilan kesilgan L sirt gismi yuzasini toping.
31, L:xX*+y*+z°=a*>, H:x*+y*=ay.
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3.2. L:z:w/x2+y2, H:x2+y2=2x.
3.3. L:x=1—y2—22, H:y2+22=1.
34. L:x?+y* +z2=a* H:x* +y* =b%.
35. L:x* +y2 =2az;, H: (x2 +yz)2 =2a2xy.
3.6. Liz? =x* +y2, H:z* =2py.
3.7. L:x2+y2=22, H:x2+y2=1.
3.8. L:x2+y2+22=R2, H:(x2+y2)2:R2(x2—y2).
39. L:x*+z2 =42, H:yzza(a—x).
3.10. L:x* +z° =y, H:y*=2px
3.11. L:x? +y2 =2ax, H:z* =a(2a —x).
3.12.L:x2+y2+22=2a2,H:x2+y2:zz.
2
3.13.L:x2+y2:22, H:(x2+y2) =x? —y2.
3.14. L:x*/a+y*/b=2z, H:x*/a®+y?/b® =c’.
3.15. L: x> +y?+7°=a% H:x*/a’+y?/b? =1 (b <a).
3.16.L:2y=x*+2°, H:x*+z° =1.
3A7.L:y*=x*+2°, H:xX*+y* =2z
3.18.L:x*+y*+2*=R?* H:y*+7° =Rz
3.19.L:x*+y*=2ax, H:x*+y*=2°, z=0.
3.20.Lx*+y*=ax, HxX*+y*+z°=a’.
3.21.L:y* =4x, H:x*+y?+12° =5x.

3.22.L:x°+2° =4, H:x*+y* =4

3.23.L:x*+y*+2*=R?, H:X*+y*=7’tg°a, O<a<rl2.
3.24.L:x*+y* =2z, H:x*+y*=3, y>0, x>0, z>0.
3.25.L:x*+z*=4, H:y*=4-2x
3.26.L:y2+22=x2, H:x2+y2=R2.
3.27.L:2z=x*+y*, H:x*+y*=1

3.28. Liz=X*+y?*, H:xX*+y*=4x
3.29.L:x*~y*=2az, H:x*+y*=3a%* y=>0, x>0, z>0.

3.30.L:x*+y*=2x, HxX*+y*+z7°=4.
4
Berilgan sirtlar bilan chegaralangan jism hajmini toping.
4.1. y*Ib®+2°/c* =2x/a, x=a
42. x* +y* +2> -2z=0, x*+y*=2-z

43. x* +y* +z° =16, x> +y*+z>-8z=0.
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4.4, x> +y2 =22, x? +y2 =6—-z, z2>0.

45 x° +y2 =4x, x=2z, z=2X.

4.6.x* +y2 +22 =342, x? +y2 =2az.

47.x* +y*+2? =2az, x*+y?’=z, M(0;0;a) nuqtani o‘z ichiga olgan
jism.

4.8.x° +y2 +z2=R?, x? +y2 =Rx.

49.z=6-x> -y, x*+y* =z

4.10.az = x* +y2, z=q/x° +y2.

4.11.az:a2—x2—y2, x=0, y=0, z=0.

412. x* +y* +2z° =4Rz-3R*, z° = 4(x2 + yz), T(0;0;2R) nuqtani 0z
ichiga olgan gismi.

412. z=x* +y2, Z=X+y.

4.13. x° +y2 +z° =1, 22 =x? +y2.

4.14. z—x2+y2, 2 =x-y.
4.15. x* +y +z2=a%, 2=x? +y (z=0).
4.16. x* +y +z =R2, x* +y = R(R - 22).

4.17.x° +y2 =hz, z=

4.18.aZ:x2+y2, \/x +y , (a>0).

419.x=6-2z* —y , —y +2°,
4.20.y2+z =3x, x° +y +z2 =4
4.21. x* +2y2 =2z, z=2.
4.22.Z:x2—y2, =0, x=2.
423.7=x"+Yy? 1= 2(x +y)y:x2,y=x.

424, 2=x"+y% 71=xX"+2y* y=Xxy=2x,x=1.
4.25.(x-1f +y*=z, 2x+z2=2.

4.26.2=4-y* 1=y*+2,x=-1,x=2.
427 X +y*+7° =4, z:%(x2+y2)

4.28. x> +y* +7° =4, X’ +y* =4(1-2)
4.29.z=In(x+2), z=In(6-x), x+y=2,x-y=2,y=0.
5
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Berilgan sirtlar bilan chegaralangan, zichligi o bo‘lgan jism massasini
toping.
5.1.Z=4—y2, Z:y2 +2, x=-1, x=2; p=1.
52.x+y+z=a, x=0, y=0, z=0; p==z.
53.z=h, x? +y2 —z? =0, p=z

2

5.4.x2+y2=a , x2—y2=az, z=0(z>0), p=z.

5.5.x2+y2+22=a2, x2+y2=22,p:\/x2+y2+22.
5.6.x2+y2=R2, z=H, z=0; p=x2+yz+z2
5.7.x2+y2=2, x+y=a, x=0, y=0, z=0, p=L
58 x2 +z° =a’ 2, z>20, p=1
59.X°+y?+2°<9,x>0,y>02>0,3x+2y =6, p=2.
5.10. y=+X;y=2VX, 2=0,Xx+2=6;p=X.

511.x=0, y=0; z=0, y=6, x+z=a, p=kx
5.12.x=0, y=0, z=1, z=3, 2x+y=3, p=z
5.13.22=x2+y2, z=h (h>0,z2>0); pzzz.
9142x+y+2z-4=0, x=0 z=0, y=0, p=y.

5 y2 +22 =da

5.15.x2+y2:1, x2+y2:2z, x=0, y=0, z=0, p=10x.
5.16. x%/a? + y2 /b2 +22/c? =2, x*[a® + y? /b? —22/c* =0,(z>0), p = 1.
5.17.x*/a* +y*/b®+2*/c* =1,2=0, p=1.
5.18.x2+y2+ZZSR2; z>0, p=x2+y2.
519.y% +z2 =2ax; y*> +z°=2az, x=0, (a>0); p=L
5.20.x2=22+y2, y+z=a, z=0, y=0, x=0, p=L

5.21. x* +y2 +z° =Rz, pzl/\/x2 +y2 +2z°.

5.22.x% +y* +z% =1x, p:\/x2 + 2 422,

5.23. x° +y2 + 22 =X, p:\/x2 +y2 +22.
5.24. X2 +y? =4y;y+2=4,220; p=1/ X’ +y?.

5.25. x>+ Y =4x;X+2=2,2>0; p=+X° +y?.
5.26.y=+x;y=2VX, 2=0,x+2=6;p =Y.
5.27.x* +y*+7* =16 x> +y* =4x, p=1.
528.x=0, y=0, z=1, z=3, x+2y=3 p=2z
5.29. x*/a*+y*/b*+z°/c*=1,2=0, p=Yy°.
5.30. x2/a?+y’/b*+z°/c* =1, 2=0, p=x°.

6
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Berilgan masalalarni birinchi tur egri chiziqli integral yordamida yeching.

6.1. Kardioida uzunligini toping: x = 2acost —acos2t,y = 2asint —asin2t.

6.2. | kvadrantda joylashgan x=acos’t, y =asin’t astroida bir jinsli
yoyining og‘irlik markazi koordinatalarini toping

6.3. Agar massa tagsimotining har bir nuqtadagi zichligi egri chizigning
ordinata kvadratiga teng bo‘lsa, I chorakda joylashgan x*+ y*=a?
aylana yoyi massasini toping.

6.4. x=acost, y=asint,z=ht, p(x,y,z) =1 vint chizig‘i bir o‘ramining
Oxy tekislikka nisbatan statik momentini hisoblang.

6.5. X=Recost, Y=R3int(03tﬁgj aylana yoyining O(0, 0) nuqgtaga

nisbatan inersiya momentini hisoblang
6.6. Nugtadagi massa tagsimotining zichligi bu nugtaning ordinatasiga

2 2

teng bo‘lsa, %+§=1 ellips tepa yarmining Oy o‘qiga nisbatan

statistik momentini hisoblang

6.7. Agar A(1;3) va B(4;5), bo‘lsa, har bir M nuqtadagi massa taqsimoti
zichligi 1/(2x+ y) bo‘lsa, AB kesma massasini hisoblang

6.8. Agar har bir nuqgtadagi massa tagsimoti zichligi p=2z°/(x*+Yy?)
bo‘lsa, x=acost, y=asint, z=at vint chizig‘'l birinchi
o‘ramining massasini toping.

6.9. Bir jinsli vint chizig'ining bir o‘rami massasini toping:
x=acost, y=asint, z="ht, p(x,y,z)=1.

6.10. Har bir nugtadagi massa tagsimoti zichligi nugta ordinatasiga teskari
proporsional bo‘lgan, shu bilan birga (0;a) nuqtada zichligi &. ga
teng bo‘lsa, abssisalari x; =0 va x, = a bo‘lgan nuqtalar orasidagi

y=al2 (eii +e‘2j zanjir chizig’i maydonining massasini
hisoblang.
o 1 4 L .

6.11. Zichligi p=—.- bo‘lgan L:y2 =—x’ egri chizig yoyining

Jx 9
M, (3;2\/5) dan M> (8;32\/5 /3) gacha Ox o‘qiga nisbatan qismining
statistik momentini hisoblang.

6.12. Agar tagsimot zichligi massasi p = xy bo‘lsa, I kvadrantda joylashgan
x = Rcost,y = Rsint aylana choragining koordinata boshiga nisbatan
Inersiya momentini toping.

6.13. Absissalari x=0,x=a nuqtalar orasida bo‘lgan zanjir chizig‘i
y = %(ex/a +e™*) uzunligini hisoblang.

6.14. Agar har bir nugtadagi massa tagsimoti zichligi bu nugtaning
ordinatasiga teng bo‘lsa,



6.15.

6.16.
6.17.

6.18.

6.109.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.
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x=a(2cost —cos2t), y=a(2sint—sin2¢), 0<¢ <27z kardioida
massasini toping.

Agar zichligi p = ybo‘lgan x*/a’+y®/b* =1 M,(a;0) dan M, (0;b)
ellips yoyining nuqtadan nuqtagacha Oy o°qiga nisbatan statistik
momentini toping.

x=acos’t,y =asin’t, 0<t <27 astroida uzunligini toping.

Har bir nugtadagi massa tagsimoti zichligi o = Xy bo‘lgan, I
chorakda joylashgan x =acos’t,y =asin’t astroida yoyining
koordinata o‘qlariga nisbatan statistik momentlarini toping.

Agar egri chizigning har bir nugtadasigi massa tagsimoti zichligi bu
nuqta ordinatasining kvadratiga teng bo‘lsa, I chorakda joylashgan
x*+y? = a* aylana gismi massasini toping.

y?=2x or M,(0;0) 1 M,(1;v/2) parabola yoyining nugtadan
nugtagacha gismining Ox o‘qgiga nisbatan statik momentini toping.

_ 1
ey
kesmasining M, (0;—2) nugtadan M, (4;0) nugtagacha kesmasining
massasini toping.
| kvadrantda joylashgan x =acos’t,y =asin’tastroida bir jinsli yoyi
og‘irlik markazi koorditalarini toping.

Xx=acost,y =asint,z=ht/2z vint chizig‘i birinchi o‘ramining
koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentlarini toping.

Agar zichligi bo‘lsa, y=x/2-2 to‘g‘ri chiziq

Agar zichligi p = %y bo‘lsa, y=x+2 egrichizigning ot M(2;4)

nugtadan M, (1;3), nugtagacha massasini toping.
x=a(t—sint),y=a(l—cost), 0<t<2r sikloida arkasining Ox
0°‘qiga nisbatan inersiya momentini toping.
X =4(t—sint),y =4(1—cost), 0 <t<2x sikloida arkasi Ox
0°‘qiga nisbatan statik momentini toping.
Agar egri chizigning har bir nugtadasigi massa tagsimoti zichligi
p=yx*+y? bolsa, X’ +Y* =16y aylana yoyining massasini
toping.
Zichligi  p=|y| bo‘lgan y?>=8x (0 < x < 2) parabola yoyining m
massasini toping.
Zichligi  p=ly| bo‘lgan X=2cht,y =2sht(0<t<2) giperbola
yoyining m massasini toping.

Xy

2 2
Zichligi p=ly| bo‘lgan ¥+F:1,(a2b>0) egri chizig m

massasini toping.
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6.30. Zichligi p=|y| bo‘lgan (x2+y2)2=a2(xz—y2) lemniskata yoyi m
massasini toping.

7

Quyidagi ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblang.
7.1, [xdy, buerda L — uchlari O(0, 0), 4(4,0), B4, 5) bo‘lgan
L

uchburchak konturi, musbat yo‘nalishda.
7.2. j(x2 —y?)dy, bu erda L — y=x2 parabolaning O(0,0) nugtadan
L

A(2,4)gacha yoyi.
7.3. fde+ xdy, bu erda L —x=Rcost, y=Rsint, t;=0 dan ;=72 gacha

L
chorak aylana.

7.4. _fxydx+(y—x)dy, bu yerda OA- y?=x parabolaning O(0,0)
OA

nugtadan A(1,1)gacha yoyi.
7.5. jydx— xdy, bu erda L — x=4cost, y=3sint ellips musbat yo‘nalishi
L

bo‘yicha.
7.6. I—XCOSde+ ysinxdy, bu yerda L — (0,0) va (m, 2r) nugtalarni

L
tutashtiruvchi kesma.

7.7. j'sin ydx+sinxdy, bu yerda AB — A(0,m) va B(m,0) nugtalar
AB

orasidagi kesma.
(6.8)
7 [ Xdx+ydy

(17[0) VX +y? ,
integral.

7.9. I(Xz —2xy)dx+ (y* —2xy)dy, bu yerda L — y=x? parabola (-1 < x
L

koordinata boshidan o‘tmaydigan yo‘l bo‘yicha

<1).
7.10.[(C +y?)dx+ (X’ —y*)dy, bu yerda L - siniq  chizig
L

y=1-1-%,(0<x<2),
7.11. [ (x* + y*)dy, bu yerda L - uchlari A(0,0), B(3,0), C(3,4), D(0,4)

nuqtalarda bo‘lgan to‘rtburchakning berilgan yo‘nalishdagi konturi.
7.12. j(x2 +2y)dx+(2x-y)dy, bu yerda AB — A(-1,2) va B(3,1)
AB

nugtalar orasidagi kesma.
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7.13. _[(4—y)dx—(2—y)dy, bu yerda L - x=2(t-sint),y =2(1-cost),

0<t<2r.
7.14. [ (xy+ x+ y)dx+ (xy+x—y)dy, bu yerdaL — X*+y® =2X aylana
L

konturi (musbat yo ‘nalishda).

1,0)

d d
715, [ T
(0,-1) (X_y)

bo‘yicha integral.

2 2
7.16.I(X+ y)dx+xdy, bu yerda L - X—2+g—2:1 ellipsning 1 —
L

y=X to‘g‘ri chizigni kesib o‘tmaydigan yo‘l

QD

chorakdagi yoyi.
7.17. [ (x+y) dx— (< +y?)dy, bu yerda L - uchlari A(,1), B(3,2),
L

C(2,5) nuqgtalarda bo‘lgan uchburchakning musbat yo‘nalishdagi konturi.

(39)
7.18. I(x4 +4xy*)dx+ (6x%y* —5y*)dy.

(=2-1)

7.19.jxdy, bu yerda L - g+%:1, x =0,y =0uchburchakning
L

musbat yo‘nalishda olingan konturi.

2 2
7.20.]“2’;@(, bu yerda L - x=acos’t,y=asin’t astroida yoyi
L iiys

((a,0) nugtadan (0,a) nugtagacha gismi).
7.21. jde+ ydy+(x+y-1dz, buyerda AB— A(1,1,1) va B(2,3,4)
AB

nugtalar orasidagi kesma.
7.22. [2xydx+x*dy, buyerda AB-— y=x?+1 parabolaning A(0,1) va
AB

B(2,5) nugtalari orasidagi yoyi.
7.23.[(y? —2°)dx+ (z—x)dy—x°dz, bu yerda L — x=t, y=t%, =} (0 <t <

1) fazoviy egri chizig yoyi.
(0,7)
7.24. jex cosydx—e*sinydy.

(0,0)

7.25. I(H Y)dx (X y)dy bu yerda L — x*+y? =9aylananing musbat
X +y

yo nahshda olingan konturi.
7.26. j(3+ y)dx+(2x—-y)dy, bu vyerda L - x=2sinty=2cost,
L

0<t<2r.

(30)
7.27. .[(4x3 +4xy*)dx+ (6x*y* —5y*)dy.

(-2.1)
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7.28.j(x2+2y)dy, bu yerda L - uchlari A(0,0), B(4,0), C(4,3), D(0,3)

nuqtalarda bo‘lgan to‘rtburchakning berilgan yo‘nalishdagi konturi.
7.29._[2de+ xdy, bu yerda L — x=3cost, y=4sint ellips musbat

yo‘nalishi bo‘yicha.

7.30._[ydx+(3x—2)dy, bu yerda L - 3x+2y=6, x=0,y=0
L

uchburchakning musbat yo‘nalishda olingan konturi.
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