OZBEKSTAN RESPUBLIKASi JOQARI HAM ORTA ARNAWLI
BILIMLENDIRIW MINISTRLIGI

NAWAYI MAMLEKETLIK KANSHILIK INSTITUTI
NOKIS FILIALI

«JOQARI MATEMATIKA» paninen

LEKTSIYA TEKSTLERI

Duziwshi:

NavKI NF, «Tébiyiy hdm uliwma
kasiplik panler » kafedrasi docenti; Tleumuratov S.J.

NO KIS 2021



OOl hkh WN B

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

MAZMUNI

Kirisiw
Tiykarg'i tu'sinikler. Ko plikler

Ekinshi ha’m u shinshi ta'rtipli matritsalar, determinantlar

Joqari ta'rtipli matritsalar, determinantlar
Matritsalar u stinde a meller, keri matritsa
Sizigli ten"lemeler sistemasi

Sizigli ten”lemeler sistemasin sheshiwdin’ usillari: Matritsaliq,

Gauss, Kramer

Joqari ta'rtipli ten’lemeler. Kardano formulasi. Ten lemelerdi juwiq

sheshiw

Tuwri mu’yeshli Dekart koordinatalar sistemasi
Vektor. Vektorlar u'stinde a meller

Vektorlar sistemasi. Bazis

Vektorlardin® skalyar, vektorliq ha'm aralas ko beymesi

Tegisliktegi tuwrilar

Tegisliktegi ekinshi ta’rtipli siziglar
Ken'isliktegi nogat, tuwri ha'm tegislik
Ken'isliktegi ekinshi ta'rtipli betler

Bir o'zgeriwshinin® funktsiyasi

Sanli izbe-izlikler

Funktsiyanin™ shegi hagqgindag'i teoremalar
Ajayip shekler

Funktsiyalardin® u ziliksizligi

Bir o zgeriwshili funktsiyanin™ differentsial esabi
Funktsiya differentsiali

Joqari ta'rtipli tuwindilar

Differentsiallaniwshi funktsiyalardin™ ga’siyetleri
Teylor ha’m Makloren formulalari

Funktsiyalardi tuwindini paydalanip izertlew
A’debiyatlar

ol
PR o ©®o A~ w

17
20
22
23
25
28
32
34
36
39
42
44
45
47
50
52
53
56
58
61



Kirisiw

Jogari matematika pa'ni boyinsha bul lektsiyalar jogarg'i ogiw orinlarinin’
studentlerine arnalg an. Teoriyaliq materiallar Ozbekstan Respublikasi Jogar: ham orta
arnawli bilimlendiriw ministrliginih 2020 jil 14-avgusttagt 418-sanli buyriginda
tastiyiglangan “Joqari matematika” pani bagdarlamasi tiykarinda tayarlangan.

Lektsiyalar kursinda 1-semestr boyinsha matematikanin® tiykarg'i bo limlerinen
mag’ liwmatlar berilgen:
- Sizigli algebra elementleri.
- Analitikalig geometriyanin" tiykarlari.
- Matematikalig analizdin® tiykarg'i tu sinikleri:
- bir argumenttin” funktsiyasi, izbe-izlik,
- shek ha'm differentsiallig esap,
- bir o’ zgeriwshili funktsiyanin® integralliq esabi,
- ko'p o'zgeriwshili funktsiyalar garastirilg an.
Lektsiya tekstlerinde tiykarg'i materiallar qisqartilip keltirilgen. Ha'r bir
temadan keyin jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar keltirilgen.



1-lektsiya
Tiykarg'i tu'sinikler. Ko plikler

Tiykarg'i tu'sinikler. Ko plikler teoriyasi elementleri. Ko plikler u’stinde a meller.
Sanagli, sanagsiz, shekli, sheksiz ko plikler. Sanli ko plikler: hagiyqiy, kompleks sanlar.
Kompleks sanlar ustinde a meller. Muavr, Eyler formulalari.

Haqiyqiy sanlar

San matematikanin® tiykarg'i tusiniklerinin® biri. Ol da'slepki tusinik bolip, uzaq
tariyxiy rawajlaniw jolin basip o'tti. Zatlardin® sanaw za'rurliginen natural sanlar toplami
payda boldi: N ={1,2,...,n,...}.

Natural sanlar toplamina olarg a garama-qgarsi sanlardi ha'm nol” sanin gosgannan keyin
pu kin sanlar ko pligi alindi:

Z={1s=3,2,-1,0,1,2.3,...1,...}.
Matematikanin® odan a'ri rawajlaniw barisinda ratsional sanlar 0 ={p/q}, p.q€Z,q#0

ha'm irratsional (yag niy ratsional bolmag an) sanlar tu'sinigi kiritiledi. Ha rqanday ratsional
san shekli yamasa sheksiz periodli onlig bo’lshek tu'rinde, al irratsional sanlardi sheksiz
periodli emes onlig bo’Ishek turinde jaziliwi mu mkKin.
Ratsional sanlar ha'm irratsional sanlar ko pliklerinin™ birikpesi hagiygiy sanlar dep
ataladi ha'm ol ko binese R ha'ribi menen belgilenedi.
Haqiyqiy sanlardin’ tiykarg'i ga siyetleri:
|x+y|£|x|+y x—y|£|x|+

b

Vo A=yl e/ <N

Kompleks sanlar

z=x+iy turindegi san kompleks san dep ataladi, bunda x ha'm u - haqiyqiy sanlar, i -

jorimal birlik dep ataladi ha’m i =+/—1 yamasa i> =—1 ten’likleri menen aniglanadi. Kompleks
sanlar ko pligi ko binese S ha'ribi menen belgilenedi. x ha'm u sanlari z kompleks saninin
sa'ykes haqgiyqiy ha'm jorimal bo’lekleri dep ataladi: Rez=x,Imz=y. Eger y =0 bolsa, onda
z hagiyqgiy sang a aynaladi. Demek, hagiyqiy sanlar ko pligi kompleks sanlar ko pliginin™ u’les
ko pligi ekenligi kelip shig'adi: R<C.

z=x+iy ha'm z = x—iy tu'rindegi sanlar tu’yinles kompleks sanlar dep ataladi.

z, =x,+iy,, z,=x,+iy, kompleks sanlari ten" =z =z, dep ataladi, eger
Rez, =Rez,, Imz, =Imz, ten'likleri orinlansa. z, =x+iy, z,=—x-iy kompleks sanlari
garama-qgarsi sanlar dep ataladi.

r=|z|=+/x*+»* sani kompleks sannin’ moduli (polyar radiusi);
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z=x+iy=r(cosp+ising) kompleks sannin® trigonometriyaliq ko'rinisi dep ataladi,
bunda @ mu'yeshi z kompleks sannin® argumenti ¢ = Argz dep ataladi. p=argz(0<@<27)
argumentti bas ma’nisi delinedi.

z=Xx+iy= r[coscp+isin(p], z,=x+iy, =1, [coscp1 +isin(p1], Z, =X, +iy, =1, [coscp2 +isin(p2]

kompleks sanlari berilgen bolsin.
z, %z, :(xl ix2)+i(y1 iJ’2)a Z1'Z2, =N -rz[cos((pl +(p2)+isin((p1 +(P2)]
z T ..
- =oos(o, —@, ) +isin(e, ~o, )],
2 2

Muavr formulasi: z" =r"[cos(np)+isin(no)].

8z =x r(coscp+ isin(p) = Q/;(cos(p+ 2k +isin ¢ Zkﬂj, k=0,12.3,.,n—1
n n

Eyler formulasi: e =cosgp +ising. Budan
sing = (e”” —e? )/(21’), cosQ = (e’”’ +e )/2
Kompleks san logarifmi: Inz=Inr+igp,+2km: ,eulf ¢, argali ¢ argumenttin’
—r <@ < ten'sizligin ganaatlandiratug’in manisi alinadi. Inr+i¢, an latpasi logarifmnin’
bas ma nisi dep ataladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha’m tekseriw ushin sorawlar

1. JV1,42,4/3,44,4/5 sanlarinin’ qaysilari irratsional sanlar boladi ha’m ne ushin?
Da'lillen’.

2.i%,i7,i%,i°,i" sanlari nege ten™?

3. v/-16,4-16 korenlerin esaplan’.

4. N,Z,0,R,C sanli ko plikleri arasindag’i baylanislardi atan".

5. Barliq haqiyqgiy sanlar ko pligi ha'm (0; 1) intervalindag i hagiyqiy sanlar arasinda bir
ma’nisli sa’ykeslik ornatin™: analitikalig, grafikalig.

2-lektsiya
Ekinshi ha’m u'shinshi ta'rtipli matritsalar, determinantlar
Algebra pa'ni. Matritsalar: ekinshi, u'shinshi, n-ta'rtipli, tuwri mu yeshli, kvadrat,
u'shmu’yeshli, bag ana tu rindegi matritsalar. Ekinshi, u shinshi, n-ta'rtipli determinantlar
(aniglawshilar). Tiykarg'i qa’siyetleri.

k-gatar ha’m n bag ana tu rinde jaylastirilg an kxn sannan ibarat



all a12 seee aln
A= ?21 az'z .aZn
ak‘l ak2 cee ak”

tablitsa kxn o’lshemli tuwri mu'yeshli matritsa dep ataladi. Bul tablitsadag’i
alj,(izl,...k;jzl,...,n) sanlari (i-gatar ha'm j-bag anada ornalasgan) elementleri dep ataladi.
Bazibir jag daylarda a piwayiliq ushin matritsalardi A:(al.].),(izl,m;jzl,n) yamasa
A:Haij ,(i:l,_m;jzl,_n) belgilerinen de paydalanip jaziw mu mkin. Eger n=1 bolsa, onda
bag ana matritsag a ha'm k=1 bolsa, onda sa ykes gatar matritsag a iye bolamiz:
ap

A= a:21 ha'm 4=(a,,.a,, ...a,,).

ap

Qatarlar sani bag analar sanina ten’, yag niy k=n bolsa, onda ol matritsa n-ta'rtipli
kvadrat matritsa dep ataladi:

Clll a12 cee aln

a21 a22 ooe azn

a, a,, ..a,,

To'rt sannan ibarat tablitsa (a“ “2 | ekinshi ta'rtipli kvadrat matritsa dep ataladi;
ay Ay

a,, a
1 %2
A=

=a,a,, —a,a, Sani ekinshi tartipli determinant dep ataladi, bunda
ay Ay

ay,, ay,, ay, a,-Sanlari matritsanin® (determinanttin’) elementleri dep ataladi; «,-elementi i-
gatar menen ;-bag anada jaylasgan element.

U shinshi ta’rtipli kvadrat matritsa ha'm onin" determinanti 3x3 elementten turadi:
ay dpp Ay ayy Ay 4y
@y Gy ay | ham A=la, a, ay;
a3 Az ds; a3 Az A3

A =a,,0,5, 033 + A0y Gy + Ay A3y A3 — A3,y Ayy — Ay A,z — Ayd03a;,  SANT U Shinshi ta’rtipli
determinanttin® ma nisi. Bunin® sxemalig ko rinisi:



ay, 23 ¢ 7 3

(+) ()

Determinantlardin” ga'siyetleri:
1. Determinanttin® qatarlarindag’i elementler menen bag analarindag’i elementlerinin’
orinlarin almastirg anda onin™ ma’nisi 0" zgermeydi:
ay Ay iz | |4y Ay Ay

Qy) Ay Ap3| = |y Ay 3|

a3y d3p As3| |dy3 dy3 A3

2. Determinanttin’ eki parallel gatarlarindag’i elementlerdin” orinlarin almastirg anda
onin’ belgisi garama-qgarsi belgige o zgeredi:

a dyp dps ayy Ay Ay
Ay Ay Apz| = Ay dpp dApg
as dzp ds; Qs dzp ds;

3. Determinanttin’ eki gatarlarindag'i elementler birdey bolsa, onda onin™ mna’isi nol ge
ten” boladi.
4. Determinanttin® bir gatarindag’i (bag anasindag’i) elementlerdi ga’legen 1 (4#0)
sang a ko beytiw, sol determinantti usi sang a ko beytkenge ten':
A-ay ay ag ay dpp dy;
Ay ay ay|=A-|ay ay ay).

A-ay ay, as asy dzp ds;

5. Determinant nollerden ibarat baganag'a (yamasa gatarg a) iye bolsa, onda onin®
ma nisi nol"ge ten". Bul 4-ga’siyetten 4 =0 bolg anda kelip shig adi.

6. Determinanttin’ parallel eki gatari elementleri sa'ykes proportsional bolsa, onda
determinant manisi nolge ten".

7. Determinanttin® bir bag anasinin® (yamasa qatarinin’) ha'r bir elementi eKki
qosiliwshinin™ qosindisinan ibarat bolsa, onda demerminant usi bag anasi (yamasa gatari)
boyinsha pariglanatugin eki determinant qosindisinan ibarat boladi:



a; +b ay, a; ay ay a | (b ay, ag;
Ay +by Gy ay| =y Ay Ay +|Dy Gy Gy
ay +by ay, ay| |ay ay, ay| |by asy, as
8. Determinanttin™ bir bag anasinin® (yamasa gatarinin’) ha'r bir elementi basga parallel
bag ananin’ (yamasa qatardin’) elementlerine ga'legen uliwma ko beytiwshige ko beytilip
gosilg anda determinanttin® ma’nisi 0" zgermeydi:
ap ayp dy; a; +Aay, a, ap
Ay Uy Q3| = Ay + Ay, Gy Gy

Ay Ay Ays|  |ay +Aay, ay, ay,

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Barliq elementleri birdey san a - g'a ten” bolg an determinant (n=1; 2; k) ma nisin
esaplan’.
2. U shinshi ta'rtipli determinantlardi esaplawdin™ sxemaliq ko rinisin jazin'.

3-lektsiya

Joqari ta rtipli matritsalar, determinantlar

Minor. Determinant elementinin® algebraliq toligtiriwshisi. N-ta'rtipli determinantti
esaplaw usillari

Determinanttin® bazibir elementinin™ minori dep determinanttan usi element turg an gatar
menen bag anasinin’ ushirasiwinan (olar alinip taslang annan keyin) payda bolgan
determinantqa aytiladi. Determinanttin® «, elementinin® minori M, (i,k=123) arqali
belgilenedi.

- - < - - N - - - PR TS . - a22 a23 -
Misali, u'shinshi ta’rtipli determinanttin® «,, elementinin® minori M,, = sani, a,
a3 A3
L a, a o
elementinin® minori M, ="' "*| sani, ha’m t.b.
ay) Ays

Determinanttin’ «a, -elementi indeksleri gosindisinin® i+4 jup yamasa tag san boliwina
garata sa ykes bul element jup yamasa taq orinda jaylasgan delinedi. Misali, a,, ushin 1+1=2,
demek ol jup orinda jaylasgan, al a,, ushin 3+2=5 bolg anligtan taq orinda jaylasgan dep

ataladi.
Determinanttin®  bazibir elementinin® algebraliq toligtiriwshisi dep onin™  bul
determinantta jup yamasa taq orinda jaylasganina baylanisli on” yamasa teris belgi menen

8



aling'an minorg a aytiladi. a, elementinin™ algebraliq toligtiriwshisi 4, tu'rinde belgilenedi
ha'm 4, =(-1y" x M, formulasi menen esaplanadi.

Algebraliq toligtiriwshi ga’siyetleri:

1. Determinanttin® bazibir qatari (yamasa bag anasi) elementleri menen olardin’
algebraliq toligtiriwshilarinin™ ko beymelerinin™ qosindilari ten".

Misali, u'shinshi ta rtipli determinantlar ushin,

ayy dyp Ay
A=lay ay ay|=
a3 ds; ds;
=ay Ay +apd, +a Ay =ay Ay +ayndy +ayndyy =ay Ay +ayn Ay, +ayy Ay =
=ay Ay +ay Ay +ay Ay =ap A, Handy +ap Ay =a Ay +ay Ay +ays Ay

Determinanttin® bul formula boyinsha jaziliwi onin™ gatarlar yamasa bag analar boyinsha
jayilmasi dep ataladi.

2. Determinanttin’ bazibir gatari (yamasa bag anasi) elementleri menen parallel” gatari
(yamasa bag ana) elementlerinin™ algebraliq toligtiriwshilarinin® ko beymelerinin® qosindilari
nol ge ten’,

Misali, a, 4,, +a,, A, +a,;4,; =0. Hagiygatinda da

ay ap dg;
ay Ay + a4y + a4y =0, ay ay|=0
asz dj; ds;
n-ta'rtipli (kvadrat) matritsa dep nxn sannan ibarat to - mendegi tablitsag a aytiladi:

a; ap, ... ap,

n

a21 a22 cee a2

a, a,, ..a

nl nn

Sa'ykes

a 4y .- 4y,

n

a21 a22 oo Cl2

a

a,, .. a

nl

sani sol matritsanin™ n-ta'rtipli determinanti dep ataladi.

n-ta rtipli determinanti ushin jogarida determinantlar ga'siyetlerinin® barlig’i orinli.
Ko binese n-ta’rtipli determinantlardi esaplaw ushin determinantti bazibir gatar boyinsha jayiw
formulasi paydalaniladi:

Misali, bazibir to'rtinshi ta'rtipli determinantti onin” ekinshi gatari boyinsha jayip
A=a, Ay +a,, Ay, +ay Ay +ay A, tu'rinde esaplaw mu mkin.

nn



Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar
1. Minor ha'm algebraliq toligtiriwshinin™ arasindag’i baylanis.
2. Ushinshi tartipli determinantti ekinshi gatari elementleri menen olardin™ algebraliq
toligtiriwshilari argali esaplaw formulasin jazin'.

4-lektsiya
Matritsalar u'stinde a meller, keri matritsa

Matritsalar u'stinde a 'meller. Diagonal, birlik, nollik matritsalar. Keri matritsa ha'm
oni tabiw usillari. Matritsanin® rangi.

Ha'r bir n-ta'rtipli 4 kvadrat matritsa ushin usi matritsanin® elementlerinen du zilgen n-
tartipli determinantti esaplaw mumkin. Bul determinantti det4 yamasa |4| arqali belgileydi.

Eger A=det4=0 bolsa, onda A kvadrat matritsasi menshiksiz yamasa ayiriqsha emes
matritsa dep ataladi. Eger A=det4=0 bolsa, onda A kvadrat matritsasi menshikli yamasa
ayirigsha matritsa dep ataladi.

Kvadrat matritsanin® «,,, a,,, ..., a,, €lementleri jaylasqan diagonali bas diagonal dep, al

a,,a,, - a, elementleri jaylasqan diagonali ja'rdemshi diagonal dep ataladi. Bas

diagonalda turmag an barliq elementleri o ge ten” bolg an kvadrat matritsa diagonal matritsa
dep ataladi:

a, 0 ... 0
T
0 0 ..a

nn

Bunda A=detd=a,ay..a,,. Eger bas diagonaldin™ barliq elementleri a =0 sanina ten”

bolsa, onda ol skalyar matritsa dep ataladi ha'm A=det4=a" boladi. Bas diagonaldin® barliq
elementleri 1 ge ten” bolsa, onda ol birlik matritsa dep, al barliq elementleri nol ge ten” bolg an
matritsa nollik matritsa dep ataladi:

1 0 0 00 0

0 1 0 00 0
E= , 0= . .

00 ..1 00..0

ha'm A=detE =1, A=detQ =0 boladi.
A matritsasinin’ barlig gatarlarin sa'ykes bag analari menen almastirg'anda payda

bolgan 4" matritsasi A matritsasina garata transponirlengen matritsa dep ataladi. Dara
jag dayda, gatar-matritsani transponirlew natiyjesinde bag ana-matritsa kelip shig adi. Eger 4

10



kvadrat matritsa bolsa, onda det4 =det4" ten’ligi orinli. Eger 4= 4" sha’rti orinlansa, onda A
kvadrat matritsasi simmetriyali matritsa dep ataladi.

Meyli eki A=(a,) B=(p,) birdey o’Ishemdegi matritsalar berilgen bolsin. Eger barliq i
ha'm ; indeksleri ushin a, =b, ten’ligi orinlansa, onda ol matritsalar ten” matritsalar dep

ataladi. Matritsalardi gosiw, sang a ko beytiw ha'm olardi bir-birine ko beytiw mu mkin:
1. S=A+V qosindisi elementleri ¢, =a; +b;, (i =1,k; j :l,n).
2. C=24(2=0) matritsanin’ sang'a ko beymesi elementleri ¢, = A
3. mxk o'Ishemli A matritsasi menen kxn o'Ishemli V matritsasinin’ ko beymesi S=AV
elementleri ¢, =a,b,; +a,b,, +..+a,b, formulasi boyinsha tabiladi. Bunda birinshi

matritsanin’ bag analar sani ekinshi matritsanin® gatarlar sanina ten” boliwi za'ru'r. Sonligtan
ba'rqulla AV nin" mag anag a iye boliwinan VA nin" da mag anaga iye bolatug inlig’i kelip
shigpaydi. Uliwma jag dayda 4B = BA.

Matritsalardi gqosiw ha'm ko beytiw qga’siyetleri:

A+B=B+4; (A4+B)+C=A4+(B+C); A+Q=0+A=A; 1(A4)= A(pA);
MA+B)=24+B; (A+u)d=id+upd; AB=BA; (A+B)C=Ac+BC; (14)B=A(4B);
AE=EA=A, AQ=04=0; (4B) =B A"; det(AB)=detA-detB;

AB=BA=E ten'ligin ganaatlandiratug'in V matritsasi A matritsasi ushin keri matritsa
dep ataladi ha'm 4" belgisi menen belgilenedi. Keri matritsani tabiw izbe-izligi:

1) A=detA esaplanadi;

2) Eger A=0, onda det4 nin" barlig elementleri ushin algebraliq toligtiriwshilar
esaplanadi ha’m onin™ gatarlari menen sa’ykes bag analarinin® orini almastirilip 4" matritsasi
du ziledi;

3) 4" matritsasinin® barliq elementleri A=detA sanina bo’linedi

4! :lAT
A

Keri matritsanin™ ga’siyetleri:
1) detd™ = ! ;
det A
2) (4B)'=B'4™".
Matritsanin™ k gatari menen k dana bag anasinin™ kesilispesi argali payda etilgen kvadrat
matritsa onin” k-ta rtipli minori dep ataladi. Nolden pargli minorlardin™ en” u'lken » ta’rtibi sol

matritsanin’ rangi dep ataladi: rang4=r. Nollik emes matritsanin® rangi 1 den kishi bolmaydi.

Jeke jumis tapsirmalari ha m tekseriw ushin sorawlar

1. Elementleri -1 ge ten” bolg an tortinshi ta rtipli matritsanin” rangin tabin".
2. Ekinshi ta'rtipli kvadrat matritsalardi ko beytiw formulasin keltirip shig arin’.

11



5-lektsiya
Sizigli ten’lemeler sistemasi

Uliwma ko rinistegi sizigli ten lemeler sistemasi ha'm onin™ ga siyetleri. O zgeriwshiler
sani ten'lemeler sanina ten” bolmag an bazibir sistemalar. Kroneker-Kapelli teoremasi.
Birtekli sistemalardin™ nollik emes sheshimge iye boliw sha’rti.

Uliwma ko'rinistegi » belgisizli m ten’lemeler sistemasin garastiramiz, bunda uliwma
alg'anda »n = m. Sistemanin” jaziliwi:
a, X, +a,x, +...+a,,x, =b
Ay X, + X, +...+a,,x, =b,

1)

a, X, +a,,x, +..+a, x, =b,

bunda «;, - koeffitsientler, x, - belgisizler, b, - saltan” ag zalar (i =1,2,...,m; j =12,..n).
(1) sistema ko binese matritsalig ko riniste jaziladi:

AX =B,
bunda
all alz e aln
a a .. a .. . . .
A=| ' 7277 koeffitsientleri matritsasi,

Ay Apyy o @

mn
X, b,
2

X . . . . R N . -
X =| "7 |-belgisizler matritsasi, B = -saltan” ag zalar matritsasi.

xm bm
Uliwma
ay ay ... ay, b
» b

a, a,, ..a
21 A - Gy
B=| ~ .7 .

a, a,, ..da, b

mn —m

matritsasi sistemanin’ ken eytirilgen matritsasi dep ataladi.

Sistemanin” barliq ten'lemelerin birdeylikke aylandiratug'in x, =«,, (i:1,2,...,m) sanlari
sistemanin’ sheshimi dep ataladi.

Teorema (Kroneker-Kapelli). (1) sizigli ten'lemeler sistemasi sheshimge iye boliwi
ushin A4 sistema matritsasi menen B sistemanin’ ken eytirilgen matritsasi

12



a; 4y .- a4y, a, a ... a, b

ay Ay, ... A
21 G - Uy
S0 |V B=

A=
A,y Ay - A, a,; a,, - a,,b,

ranglari ten” boliwi », =r, za ru'rli ha'm jetkilikli.

Teorema. (1) sizigli ten’lemeler sistemasinda b, =0, (i =1,2,..., m) bolsa, onda onin" nollik
emes sheshimge iye boliwi ushin 4 matritsasinin® rangi », belgisizler sani » nen kishi boliwi
r, <n za'ru rli ha'm jetkilikli.

U sh belgisizli birtekli sizigli eki ten"lemeler sistemasi

a; X, +a,,x, +a;;x; =0
{azlx1 +ayX, +ayx; =0
ayp Az

a; dp

. . . a, a
sheshimleri semeystvosin x =k =— e

, z=k tu'rinde jaziw
ay dy;

ayy Ay ay) dy)

mu mKin, bunda k-parametr.
Eki belgisizli u'sh sizigli ten lemeler sistemasi
ay X, +apx, =b,
X, +ayx, =b,
a3, %) +a3X, = by
jup-juptan garama-qarsi ten lemelerge iye bolmasa ha'm
ay ap, by
A=la, a, b,|=0
ay ay by
ten'ligi orinlang anda, tek sonda g ana sheshimge iye boladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Kroneker-Kapelli teoremasin u'sh belgisizli eki ten"lemeler sistemasi ushin jazin®
ha'm sistemani izertlen".

2. Bir belgisizli u'sh ten’lemeler sistemasinin™ sheshimge iye boliwi sha’rtin jazin'.

6-lektsiya

Sizigli ten"lemeler sistemasin sheshiwdin™ usillari:
Matritsaliq, Gauss, Kramer
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Birinshi tartipli sizigli algebraliq ten”lemeler sistemasin sheshiwdin™ usillari:
matritsaliq, Gauss, Kramer, Gauss ha'm Kramer usillarinin® EEM di paydalanip sheshimlerdi
tabatug in programmalari

Meyli birinshi ta rtipli sizigli algebraliq ten”lemelerdin’

a,x, +a;,x, +..+a,,x, =b,
Ay X; +ApXy +..ta,,x, =b,
1)
a,x, +a, x,+..+a, x, =b,
sitemasin sheshiw talap etilsin. Bunday tu rdegi sistemalardi sheshiwdin™ ko p sanli
usillari ha'm olardin” EEM ge arnalg an programmalari bar.
1. Matritsalig usil. (1) sistemani matritsalig formada
AX=C (2)
tu'rinde jaziw mu mkin, bunda
ay ap - ayy, | X
a, a,, ... d b X
A= '21'22. ‘2n ,C: .2 ,XZ 2
anl anZ arm bm xm

Eger det4 =0 bolsa, onda A matritsasina keri matritsa bar boladi ha'm (2) ten lemeni
A™" ge shepten ko beytsek:

A (ax)=a"'C(a Ay =a'C, x =a"'C

sheshimin alamiz.

2. Gauss usili. Ten'lemeler sistemasi ushmu'yeshli, yag'niy bas diagonaldin®
to'menindegi koeffitsientler nolge ten” bolatug’inday etip tu'rlendiriledi. Odan keyin keri
esaplaw protsessi a melge asiriladi: En” to'mengi » ten’lemeden x, belgisizi tabiladi, »—1
ten'lemeden x, , belgisizi tabiladi ha'm t.b. usilay dawam ete otirip birinshi ten'lemeden x,
belgisizi tabiladi.

3. Kramer usili. Eger (1) sistemani koeffitsientlerinin® A matritsasi ushin A=det4 =0
bolsa, onda onin" sheshimin

A1 A2 An
Xy =—, Xy =—=, ., X, =
A A A
formulasi boyinsha tabiw mu mkin, bunda
b ay, .. a, a, b ..a, a,, a,, ... b,
b, a,, ...a a, b, ..a Ay Ay .
A= 2 27 A= T A, = R
b,a, ..a,, a, b, ..a, a, a,, ..b,
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ax+by=c . ) ) a, b
O TG enlemeler  sistemasi A= ' %0 bolsa, onda

a, b,

Misali, 1) {

a,x+b,y=c,

A
x= A, ;Y= Xy tu'rindegi sheshimlerge iye boladi, bunda

A

¢ b

b
¢, b,

A = a, b,

X

y

a, b,
ax+by+cz=d, a, b ¢

2) Ja,x+b,y+c,z=d, ten lemeler sistemasi A=|a, b, c¢,|#0 bolsa, onda
a;x+b,y+cyz=d, a, b, c,
A A

xX= Ax ; y:Xy’ z:AAZ tu'rindegi sheshimlerge iye boladi, bunda

d, b ¢ a d, ¢ a, b d,
A, =ldy by ¢y, A =la, d, ¢,|, A, =l|a, b, d,|.

d;, by c, a, d; c a, b, d,

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Berilgen u'shinshi o zgeriwshili sizigli u'sh ten lemeler sistemasinin™ matritsasina keri

matritsani tabiw argali onin™ sheshimin tabin’.
2. Ekinshi ta'rtipli sizigli ten'lemeler sistemasin keri matritsa tabiw arqgali, Gauss,

Kramer usillarinan paydalanip sheshin’.
3. Ten'lemeler sistemasin EEM nen paydalanip sheshin™ ha’m programmasin tallan".

7-lektsiya

Jogari ta'rtipli ten’lemeler.
Kardano formulasi. Ten'lemelerdi juwiq sheshiw

Jogarg'i ta rtipli sizigli algebralig ten'lemeler (n=2; 3; 4) ha'm olardin" sheshimlerin
tabiw usillari: kub, bikvadrat ten'lemeler. Tiykarg'i teoremalar: algebranin® tiykarg'i
teoremasi, Bezu, Viet teoremasi (n=2; 3; ... ; k). Gruppalar teoriyasinin® a hmiyeti. Kardano
formulasi. Ten'lemelerdi juwiq sheshiw usillari ha'm olardin® EEM degi qollanbali
programmalari.

n - ta rtipli ko pag zalini yamasa polinomdi garastiramiz:
P(x)=ayx" +ax"" +..a,_x+a,

n

15



bunda »>0 - putin san, q,,a,,a,,..,a, ,a, haqiygiy yamasa kompleks sanlari
ko pag zalinin™ ag zalari dep ataladi.

Teorema (BEZU). P,(x) ko'pag'zalini x—« eki ag'zalig'ina bo'lgende shiggan qgaldig
P,(x) kopag’zalinin® x = degi ma’nisine ten".

Algebranin” tiykarg'i teoremasi. Ha'r qanday » -da'rejeli ko pag zali keminde bir
korenge iye.

n-da‘rejeli P (x) ko'pag’zali x—a tu'rindegi » dana sizigli ko beytiwshige ajiraladi,
yag niy

P (x)=a,(x—a; Nx—a,).(x~a,).

Eger hagiyqiy qoeffitsientli P,(x) ko'pag'zali a=y+i5 kompleks korenine iye bolsa,
onda ol a =y —is tu'yinles korenine de iye boladi.

Eger P (x)=a,(x—a,)" (x—a,)?..(x—a, )" bolsa, onda k, +k, +..+k, =n.

Ha'r ganday n-da’rejeli P,(x)=0 ten'lemesi keminde bir korenge iye ha'm » danadan

artig korenge iye bola almaydi.
x’ +ax’ +bx+c=0 (1)
tu'rindegi ten leme kub ten’leme dep ataladi, bunda a,b, ¢ - berilgen turagli sanlar.

(1) ten'lemede x =z —% tu'rinde o zgeriwshilerdi almastirip

2+ pz+q=0 (2)
ten lemesine alip kelinedi. (2) ten'lemenin” korenlerin Kardano formulasinan paydalanip

tabiw mu mkKin:
3
Z=u+v, u= _24- A’ V=3—g—\/Z A= C]_ p_
\ 2 \' 2 4 27

U, +v, U —v
1T
2

Eger A>0 bolsa, onda z, =u, +v,, z,5 =— Liv3, bunda u,,v, arqali u,v

korenlerinin™ haqgiyqiy bo’lekleri belgilengen;
Eger A=0 bolsa, onda z, :3_19, z,=z,=—-L
q

Eger A<0 bolsa, onda

21=21/——cos 1/——cos( +120j bunda cosgo——/ —1277.

Viet teoremasi. Eger x,, x,, x, sanlari (1) ten"lemenin” korenleri bolsa, onda
(x—xl)(x—xz)(x—x3)=0 ha'm a =—(x1 +Xx, +x3); b=xx, +XX; +X,X;;¢ ==X, X, X;.

Jogari ta'rtipli ten’lemelerdi sanli juwiq sheshiw ko'plegen usillari ha'm olardin®
elektronli esaplaw mashinalarinan paydalanip tabatug'in programmalari bar. En" ko'p
gollanilatug’in usillar: kesindini ten” ortadan bo'liw, urinbalar (N yuton), xordalar usili ha'm
t.b.

16



Jeke jumis tapsirmalari ha’m tekseriw ushin sorawlar
1. n=1; 2; 3; 4; 5; 6; 7 - ta'rtipli ten'lemelerdin” sheshimlerin ten’leme goeffitsientleri
argali an’latiw mu mkin be?
2. n=2 ha’m n=4 ta’rtipli ten"lemeler ushin Viet teoremasin jazin".
3. Arnawli tu'rdegi (simmetriyali, kososimmetriyali) jogari ta'rtipli ten’lemeler ha'm
olardi sheshiw usillari

8-lektsiya
Tuwri muyeshli Dekart koordinatalar sistemasi

Analitikaliq geometriya pa'ni. Tuwri mu'yeshli Dekart koordinatalar sistemasi
tuwridag'i, tegisliktegi, ken'isliktegi. Polyar koordinatalar sistemasi. Eki nogat arasindagi
aralig. Kesindini berilgen gatnasta bo'liw. U shmuyeshlik ha'm ko pmuyeshliklerdin®
maydanlari.

Matematikanin® geometriyaliq ma’selelerdi algebraliq usillardi paydalanip sheshetug'in
bo'limi analitikalig geometriya dep ataladi. Analitikaliq geometriyanin® tiykarinda
koordinatalar usili bolip, oni XVII a'sirde frantsuz matematigi ha'm filosofi Rene DEKART
Kirgizdi ha'm bul usildi ko plegen ma’selelerge qollandi. Koordinatalar usili nogatinin™ halin
koordinatalar sistemasin payda etiwshi bazibir siziglarg a salistirmali garawg a tiykarlang an.

Tuwridag'i Dekart koordinatalar sistemasi (n=1 o’Ishemli ken'islik E'). Qa’legen tuwri
sizigta baslang’ish O naqati, «— « belgisi menen on" bag’it ha'm uzinlig birligi (masshtab)
tan'lap alinadi. Payda etilgen bir o'Ishemli koordinatalar sistemasi menen hagiyqiy sanlar
ko pligi arasinda bir ma'nisli sa'ykeslik ornatiw mu'mkin. Qa’'legen bir M nogatsinin’
tuwridag’i orinina sa ykes keliwshi x sani (1-su wret) onin” koordinatasi dep ataladi ha'm
M (x) turinde belgilenedi.

M b
O 1 x
1-su wret.
Eki A(x,) ha'm B(x,) nogatlari arasindag’i 4 araliq
d :|x2 —x1| =/(x, —x1)2 :

Ko o'sherdegi (algebralig) bag'itlang'an kesindinin® shamasi 4B =x, —x,, bunda A(x,)
ha'm B(x, ).
Tegisliktegi Dekart koordinatalar sistemasi (n=2 o’Ishemli ken'islik E?*). Tegisliktegi

ga'legen O nogati (bul nogat koordinata basi dep ataladi) argali o'z-ara perpendikulyar eki
ko sher Ox (abstsissa) ha'm Ou (ordinata) o'tkiziledi ha’m bul ko sherlerde ten dey masshtab
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birligi tan’lap alinadi. Ox ha'm Ou ko sherleri jaylasgan tegislik Oxu koordinatalar tegisligi
dep ataladi.

Tegisliktegi nogatinin™ koordinatalari dep nogatinin™ usi tegisliktegi orinin aniglaytugin
sanlar jubina (2 su wret) aytiladi: M(x; u).

y y
y M [ I
1
X X
0] 1 x 0
11 (\V4
2-su wret 3-su wret

Tegislikti koordinata ko sherleri to rt sherekke (3-su wret) bo ledi.
Nogatinin® shereklerdegi koordinatalarinin™ belgileri:

X

+

y

+

+

Tegisliktegi eki 4(x,;y,) ha'm B(x,;y,) nogatlarinin arasindag’i d aralig

d:\/(xz _x1)2 +(J/2 _y1)2 .
Ushlari A(x,,y,) ha'm B(x,,y,) nogatlarinda bolg'an kesindini berilgen 1 gatnasta
bo'liw, yag'niy 4N:NB=A ten’ligin ganaatlandiratug’in AV kesindisinin® N(x,y) nogatsi
koordinatalarin

NS ntA,
1+2 1+2
formulasi boyinsha tabiw mu 'mkin. Dara jag dayda, AV kesindisinin® ortasinin®
koordinatalari

x:x1+x2 ZJ’1+J’2_
2 2
To'beleri 4 (x;, 3, ), 4,(x,, v, ), 4,(x;5, 5 ) . .4, (x,,y,) nogatlarinda bolg’an du’n’ki
N N TR . 1| |x x X, Y,
ko pmu’yeshliktin® maydani S:—{ IR I e I o } :
20[1x; Yo X3 )3 X1 N
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To'beleri A4 (x,,,), 4,(x,,,), 4(x;,;,) nogatlarinda bolg'an  u'shmu’yeshliktin®
Xy 1
maydani S:J_r% x, y, 1| formulasi boyinsha tabiladi.
X3 3 1
U'sh A4, (x,;, 3, ) 4,(x,,v,), 4,(x;,y;) nogatlarinin® bir tuwrig'a tiyisli boliw sha’rti
Xy 1
x, y, 11=0.
X3 yy 1

Ken'isliktegi Dekart koordinatalar sistemasi (n=3 o’lshemli ken'islik E°). Bir O
nogatsinda kesilisetug'in ha'm birdey masshtab birligine iye bolg'an u'sh o'z-ara
perpendikulyar Ox, Ou ha'm Oz ko’sherleri ken’islikte tuwri mu'yeshli Oxuz Dekart
koordinatalar sistemasin aniglaydi. Bunda Ox - abstsissa, Ou - ordinata ha'm Oz - applikata
ko“sheri dep ataladi. Koordinatalari menen ken'isliktegi nogat A (x; y;z) tu'rinde jaziladi.

Ken'islikti Oxu, Oxz, Ouz koordinata tegislikleri segiz oktantga bo'ledi. Nogatinin®
oktantalardag’i koordinatalarinin™ belgileri:

I I i IV \/ VI VIl VIl
X + - - + + - - +
u + + - - + + - -
v + + + + - - - -

n-o’lshemli Dekart koordinatalar sistemasi (E) Qa'legen M nogatsin koordinatalari
menen M(x,,x,...x,) turinde jaziw mu'mkin. Eki A(q.a,..,a,) ha'm B(b,b,,..b,)
nogatlarinin™ arasindag'i d araliq

d=(b,-a, ) +(b,—a,] +..+(b,—a, )

formulasi boyinsha esaplanadi.

Polyar koordinatalar sistemasi. Meyli tegislikte O nogati - polyus ha'm OR nuri -
polyar” ko'sher berilgen bolsin. Onda tegisliktegi nogattin® hali polyar mu'yesh ¢ =<MOP
ha'm radius-vektor » =0OM arqgali bir ma nisli aniglanadi.

Eger O polyusti Dekart koordinatalar sistemasinin™ basi menen, al OR polyar ko sherdi
Ox ko'sherinin® on” bag’iti menen betlesetug’inday etip tan'lap alsag, onda tegisliktegi
ga'legen nogattin® (x,y) Dekart koordinatalari menen (p,7) koordinatalari arasinda baylanis
ornatiw mu mkin:

X =rcos@; y =rsing; r=\/x2 +y2,tg¢=z
b
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Jeke jumis tapsirmalari ha’m tekseriw ushin sorawlar

1. U'sh o'lshemli ken'isliktegi ga'legen koordinatalari menen berilgen nogattan
koordinatalar basina shekemgi araligti esaplaw formulasin jazin'.
2. Ken'isliktin® Oyz tegisligindegi nogatlardin™ koordinatalari ganday tu rde boladi.

9-lektsiya
Vektor. Vektorlar u'stinde a meller

Vektorlar algebrasi. Vektor: aniglamasi, koordinatalari, ga'siyetleri. Vektorlar u stinde
a meller. Kollinear ha'm komplanar vektorlar.

Fizika, texnika, ximiya ha'm t.b. pa'nlerde u'yreniletug'in shamalar eki klassga
bo linedi: skalyar ha’m vektorlig (yamasa bag itlang an). Skalyar shamalardi xarakterlew ushin
olardin™ san ma’nisin ko rsetiw jetkilikli. Misali, ko' lem, massa, tig izlig, temperaturi ha'm t.b.
Vektorlig shamalardi xarakterlew ushin tek g ana san ma’nisin ko rsetip qoymay, sonin” menen
birge olardin” bag itin da ko rsetiw za'ru'r. Misali, denege tasir etiwshi ku'sh, ha'reket tezligi,
magnit yamasa elektr maydaninin™ kwshleniwi ha'm t.b.

Aniglama. Bag'itlang an kesindi vektor dep ataladi.

Vektor 4B (A nogatisi vektordin® basi, V nogati vektordin® agiri delinedi) yamasa a
tu'rinde belgilenedi. Vektor uzinligi ‘E Zi‘ tu'rinde belgilenedi.

b

Basi ha'm aqiri betlesetug’in vektor nollik vektor dep ataladi ha'm 0 tu'rinde
belgilenedi, ‘6‘ =0. Uzinlig'i 1 ge ten” bolg an vektorlar birlik vektorlar dep ataladi.

Aniglama. Bir tuwri sizigta yamasa parallel tuwri siziglarda jatiwshi vektorlar kollinear
vektorlar dep ataladi.

Kollinear vektorlar birdey bag’itlang’'an yamasa garama-qgarsi bag itlang an boliwi
mu-mkin.

Aniglama. Kollinear, birdey bagitlang'an ha'm uzinliglari ten” bolg an vektorlar ten
vektorlar dep ataladi.

Aniglama. Bir tegislikte yamasa parallel tegisliklerde jatiwshi vektorlar komplanar
vektorlar dep ataladi.

Eger komplanar vektorlardin® baslari uliwma nogatga iye bolsa, onda olardin™ bir
tegislikke tiyisli bolatuginlig in ko rsetiw mu mkin.

AB ha'm BA vektorlari garama-garsi vektorlar dep ataladi. Eger 4B=a tu'rinde
belgilense, onda B4 =—a tu'rinde jaziladi.

Vektorlar u’stinde sizigli a'meller dep vektorlardi gosiw, aliw ha'm vektorlardi sang'a
ko beytiwge aytiladi.
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Vektorlardi qosiwdin® u'shmu'yeshlik gadesi. Nolden parigli eki a=4B ha'm b=BC
vektorlari berilgen bolsin. a+b=c,c=A4C vektorlarin tabiw ushin birinshi qosiliwshi
vektordin® basin ekinshi qosiliwshi vektordin™ agiri menen tutastiratug'in vektorg a aytiladi.

Vektorlardi gosiwdin™ parallelogram qa'desi. Bunda ta'repleri berilgen vektorlar
bolatug’'in parallelogramm du ziledi, bunda vektorlar bazi bir nogatta jaylastiriladi. Sonda
parallelogrammnin™ ko rsetilgen nogattan shig iwshi diagonali berilgen eki vektor gosindisin
beredi.

Vektorlardi qosiwdin™ ga’siyetleri:

1. Orin almastiriw ga’siyeti a+b=b+a

2. Gruppalaw qa’siyeti (a+b)+c=a+(b+c).

Vektorlardi aliw a meli qosiwg a kerisinshe orinlanadi.

Vektorlardi sang'a ko'beytiw. a=0 vektorinin® 1=0 sanina ko'beymesi dep, a
vektorina kollinear, uzinlig'i |;L|‘5‘ ga ten’ bolg'an, 2>0 bolg’anda « vektori menen birdey

bag'itlang’an, al 1<0 bolg’anda « vektorina garama-garsi bagitlang’an Aa vektorina
aytiladi. 1-a=» bolsa, onda d|jp, E‘ =|ﬂ|-‘5‘. Tiykarg'i ga'siyetleri:

2. 2(/14_1): (Au )Zl, (4, 1~ const)
3. A+ p)a=la+ua
4. Ma+b)=Aa+ib.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. EKi perpendikuyar birlik vektorlardin™ ayirmasin tabin’.

2. Jol, tezlik, tezleniw ganday shamalar.

3. Vektorlardi gosiwdin® u'shmu'yeshlik ga'desi menen parallelogramm ga desinin
ayirmashilig'i ganday. EKi perpendikulyar birlik vektorlardin™ qosindisin tabin’.

10-lektsiya
Vektorlar sistemasi. Bazis

Vektorlardin® sizigli kombinatsiyasi. Sizigli g'arezli ha'm g'a'rezsiz sistemalar.
Vektordin® tuwrig a proektsiyasi. Ken'islik bazisi, ort. Vektor koordinatalari.
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a,,a,,..,a, Vvektorlari ha’m A,,4,,.., A4 sanlari berilgen bolsin. Bul sanlardin® sa'ykes
vektorlarg'a  ko'beymesinin®  qosindisi  Aa, +A,a, +..+ 4, a,  vektorlardin®  sizigli
kombinatsiyasi dep ataladi.

Aniglama. a,,a,,...,a, vektorlar sistemasi ushin keminde birewi nolden o"zgeshe sonday
A A, A, SANIlari bar bolip, vektorlardin® sizigli kombinatsiyasi nolge ten”, yag niy

Aa,+Aay+...+ A, a, =0 (1)

bolsa, onda a,,a,,..,a, vektorlar sistemasi sizigli g'a'rezli sistema dep ataladi. Keri

jag'dayda a,,a,,..,a, vektorlar sistemasi sizigli g’a'rezsiz sistema dep ataladi, ha’m olar ushin
(1) ten'lik tek g'ana 4, =4, =...= 4, =0 bolg anda orinlanadi.

Eger »n dana a,,a,,...a, vektorlari sizigli g*a'rezli bolsa, onda bul vektorlardin® keminde

birewi galg anlarinin” sizigli kombinatsiyasi menen an’latiw mu mkin. Bug an keri tastiyiglaw
ha'm orinli, eger vektorlardin® birewi galgan vektorlardin® sizigli kombinatsiyasi arqgali
an latilsa, onda bul vektorlar sizigli g'a'rezli. Keri jag dayda bul vektorlar sizigli g a'rezsiz
boladi.

Aniglama. Qa’legen « vektorin n dana e,,e,,...e, vektorlarinin sizigli kombinatsiyasi
argali an’latiw mu mkin bolsa, onda bul vektorlar ken'isliktin™ bazisi dep ataladi.

Bazisti du'zetug'in vektorlar sani ken'isliktin® o'Ishemi dep ataladi. Tuwridag'i (El)
ga'legen birlik e (yamasa e, ) vektori, tegislikte (EZ) 0g an tiyisli ga’legen kollinear emes
birlik e,,e, vektorlari, u'sh o'Ishemli ken'islikte (£°) ga’legen komplanar emes birlik e,,e,,e,
vektorlari bazis duzedi. Oxuz ken'isligindegi tuwri mu yeshli koordinatalar sistemasinda bazis
retinde ko sherlerdin® ha'r birinde bag’iti ko'sherdin® on" bag’iti menen betlesiwshi birlik

i, j, k vektorlari alinadi ha'm olar ortlar dep ataladi.

Bazis vektorlari argali sol ken'isliktegi ga'legen vektordi sizigli an’latiw mu mkin.
Misali, a € E* bolsa, onda a =a,e, +a,e, +a,e, tu'rinde an’latiw mu*mkin, bunda a,,a,,a, € R
haqiyqiy sanlar.

Ken'islikte bazibir L tuwrisi ha'm 4B vektori berilgen bolsin. A ha’m V nogatlarinan
tuwrig a perpendikulyarlar tu'siremiz, olardin™ L tuwrisi menen kesilisiw nogatlarin sa'ykes 4,

ha'm B, arqali belgileymiz. 4,B, vektori 4B nin" L tuwrisindag’i duziwshisi yamasa
komponentasi dep ataladi. 4B nin” L tuwrisina proektsiyasi: Pr, 4B =+[4,B, . Qa'siyetleri:
Pria=|dcosg; Prifa+b)=Pria+Prib; Priia=APria, bunda p-berilgen L tuwrisi

menen « vektorinin® arasindag’i muyesh, A -ga’legen san.
a =04 vektorinin® Oxuz kenisliginin™ ko"sherlerine proektsiyalarin a,,a,,a, (bul sanlar

a nin> Oxuz tegi koordinatalari delinedi) argali belgilesek, onda
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a=a,i+a,j+ak tu'rinde koordinata ortlari boyinsha jayip jaziw mu'mkin:
a=(a;a,;a,). Bul jag'dayda O4 vektori r arqali belgilenedi ha'm A nogatisinin® radius-
vektori dep ataladi.

Eger A(x,,»,,2,), B(xp,0,,2,), a=(a,;a,:a.), b=(b,;b,:b.) koordinatalari menen berilse,
onda A_B:(x2 X V2 T 2 _21)9

atb=(a,+b;a, +ba +b.) la=(la ;la,;la,).

Vektordin™ bag itlawshi kosinuslarinin® kvadratlarinin™ qosindisi birge ten":

cos’a+cos* f+cos” y =1.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Ortlardin™ koordinatalarin ko rsetin".
2. Ox ko'sheri ortinin™ Ou ko sherindegi proektsiyasin tabin'.

11-lektsiya
Vektorlardin® skalyar, vektorlig ha'm aralas ko beymesi

Ken'isliktegi vektorlardin® skalyar, vektorlig ha'm aralas ko beymeleri. Vektorlardin®
arasindag’i mu yesh. Vektorlardin® komplanarlig sha rti.

Aniglama. Eki a =(a,;a,;a,) ha'm b=(b,:b,;b. ) vektordin® skalyar ko'beymesi dep, bul
vektorlar uzinliglari ha'm olardin™ arasindag'i ¢ muyesh kosinusinin® ko beymesine ten’
bolg an skalyarg'a (sang"a) aytiladi ha’m « -5 tu'rinde belgilenedi.

a-b= ‘QHE‘ cosp=ab, +ab, +ab,.

y
Qa'siyetleri: a-b=b-a; (1-a)b=A-(a-b}a-(b+c)=a-b+a-c,

- - 2 - \/_7 - 5 a-b ab +ab, +ab,
a‘: a ; a‘z a,+a,+a;; cosgo:‘_ — =
-

2
a-az‘a 2 2 2 2 2 2;
\/ax +a, +a; \/bx +b, +b;

b

;tJ_I_7<:>axbx+ayby+azbZ =0.

U'sh vektordan turatug'in sistema belgili bir ta'rtipte berilgen, yag niy olardin™ gaysisi
birinshi, gaysisi ekinshi ha'm gaysisi ushinshi ekenligi ko rsetilgen bolsa, onda bul vektorlar
sistemasi ta'rtiplengen dep ataladi. Ta'rtiplengen vektorlar u'shligin bir uliwma baslaniw
nogatina keltiremiz. Komplanar bolmag an ta'rtiplengen vektorlar u’Ishiginde u shinshi vektor
ushinan garag anda birinshi vektor ekinshi vektorg'a en” gisqa bolg'an aralig'i saat tilinin®
aynaliw bagitina garama-qarsi bag’it bolsa, onda olar on u’shlik dep ataladi. Keri jag dayda
vektorlar u'shligi shep u'shlik dep ataladi.
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Aniglama. E:(ax;ay;az)l_az(bx;by;bz) vektorlarinin®  vektorliq ko'beymesi dep
to mendegi shartlerdi ganaatlandiratug’in ¢ vektorina aytiladi (¢ = axb tu'rinde belgilenedi):

a) ¢ vektori « ha'm b vektorlarina perpendikulyar;

b) a, b, ¢ vektorlari on” u'shlik du zedi;

V) ¢ vektorinin® uzinlig'i |a-p/sing sanina ten’ (¢ - bunda « ha’'m b vektorlarinin
arasindag’i mu’yesh), yag'niy ¢ vektorinin® moduli « ha'm b5 vektorlarinan jasalg'an
parallelogrammnin™ maydanina ten".

c c

. T 5 T

on" u'shlik shep u’shlik

Qa’siyetleri:
axb=-bxa, (ﬂa)xb:l(axblax(b+c):a><b+a><c;
i j ok
axb= a, a, a,|.
b, b, b,
Aniglama. (QxE)-E kobeyme vektorlardin® aralas ko beymesi dep ataladi (abc tu'rinde
belgilenedi) ha'm ol moduli boyinsha o'lshemleri sol vektorlar bolg an parallelipedtin
ko'lemine ten” boladi: 7 = +(axb)-c.

Qa’siyetleri:
(szB_:Zz(BxE) abc=bca=cab; abc=-bac;
a, a,a,
abc=|b, b, b._|; a,b ha’m ¢ vektorlarinin® komplanarlig sha'rti abc =0.

c.c, C

x Ty Yz

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Ortlardin” skalyar ko beymelerin tabin".
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2. EKi vektor arasindag’i muyeshtin® sinusi, tangensi formulalarin jazin'.
3. Vektorlari on” ha'm shep u'shliklerinin™ ayirmashilig'in korsetin’, sizilmasin du zin".

12-lektsiya
Tegisliktegi tuwrilar

Tegisliktegi  birinshi  ta'rtipli  siziglar - tuwrilardin® Dekart koordinatalar
sistemasindag’i ten'lemeleri: uliwma, mu'yeshlik koeffitsientli, normal, kesindilerdegi.
Tegisliktegi nogatlar menen tuwrilar, nogattan tuwrig a shekemgi aralig. Tuwrilardin® o0°z-ara
jaylasiwlari.

Tegislikte Oxu tuwri mu'yeshli Dekart koordinatalar sistemasi aniglang an bolsin.
Tegisliktegi figuralardi uliwma F(x,y)=0 tu'rindegi ten’leme menen analitikaliq an’latiw
mu mKin, bunda G -berilgen funktsiya.

Tuwri tu'sinigi aniglanbaytug in matematikanin™ da slepki tu siniklerinin™ biri, sonligtan
0g an aniglama jog.

1. Tuwrinin® uliwma ten’lemesi birinshi ta'rtipli eki o zgeriwshili sizigli ten leme:

Ax+By+C=0 (1)

bunda A, B, C - turaglilar. Dara jag daylari:

a) A=0,B+#0;, By+C=0, y=—C/B - bul Ox kosherine parallel tuwri ten lemesi;

b) 4=0,B=0;,C=0;By=0, y=0 - bul Ox ko sherinin” tenlemesi;

V) A#0,B=0; Ax+C=0,x=-C/A - bul Ou ko sherine parallel tuwri ten"lemesi;

g) A#0,B=0;C=0; Ax=0, x=0 - bul Ou kosherinin’ ten"lemesi;

d) C=0; Ax+By=0, y=—Ax/B - bul koordinata basi O(0,0) noqatisi argali o tetug'in
tuwri ten”lemesi.

2. Tuwrinin®  mu yeshlik
koeffitsientli ten’lemesi. u=kx+b,

bunda k =tga -tuwrinin’ b
mu'yeshlik  koeffitsienti, o - pd X
tuwrinin®  Ox  ko'sherinin®  on’ O

bag'iti menen payda etetug’in
mu'yeshi, b-parametri  da slepki
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ordinata dep ataladi. |

3. Tuwrinin®  kesindilerdegi

ten’lemesi. f+%=1, bunda a ha'm .
a
b parametrleri tuwrinin® sa ykes Ox \a\
ha'm Ou Kko'sherlerinen kesip
etetug in kesindilerinin™ uzinliglari. X
@) b

4. Tuwrinin® normal” ten'lemesi. xcosfB+ysinf—p=0, bunda r-koordinata basinan
tuwrig'a tusirilgen perpendikulyar (normaldin’) uzinlig'i, A-usi perpendikulyardin® Ox
ko sheri menen payda etetug in muyeshi.

Ax+ By+C =0 tu'rindegi ten'lemeni normal tu rdegi tuwri ten lemesine alip keliw ushin

ol ten'lemenin’ eki jag'in da normallastiriwshi ko beytiwshi M :i% shamasina
A" +B

ko beytiw za'ru'r, bunda + belgisinen S saltan™ ag za bbelgisine garama garsi tan'lap alinadi.

5. Tuwrilar da'stesinin” ten”lemesi.

A,(x,,y,) nogati argali o0'tetug’in tuwrilar da'stesinin’ ten'lemesi:

y=n=kx—x).

Eki Ax+By+C =0, 4,x+B,y+C, =0 tuwrinin® kesilisiw noqati argali o'tetugin
tuwrilar da'stesinin® ten'lemesi: a(4,x+ B,y +C,)+ B(4,x+B,y+C,)=0.

Eger « =1 bolsa, onda da stede ekinshi tuwri bolmaydi.

6. Berilgen nogatlar argali o tetug in tuwrilar.

A,(x,,y,) nogati argili o'tetug’in tuwrilar da’stesin y—y, =k(x—x,) ten’lemesi menen
an’latiladi, bunda k4 —qa’legen parametr.

A,(x,,»,), B(x,,y,) nogatlari argali tek bir g*ana tuwri o tkeriw mumkin:

Y= _X7X% .
Vo= XX
Berilgen 4, (x,,y,) nogatinan tuwrig'a shekemgi d araliq:

B |Ax1 + By, + C|

d=|xlcosﬂ+ylsinﬂ—p|—
VA + B?
7.Eki 4x+B,y+C, =0, A,x+B,y+C, =0 tuwrinin" 0"z-ara jaylasiwi.

A B . SN
7.1.Eger A=|"' "'|=0 bolsa, onda bul tuwrilar parallel boladi ha'm
2 2
a) A =BG petlesedi,
AZ BZ CZ
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o) A _B LG kesilispeydi.
A2 B2 CZ
7.2. Eger A =0 bolsa, onda bul tuwrilar bir (x, u) nogatda kesilisedi
_Cl Bl Al _Cl
_Ax_‘—C2 B, _Ay_AZ—C2
A A 7T A A

8. Eki Ax+B,y+C, =0, A,x+B,y+C, =0 (yamasa y=k,x+b,, y=k,x+b,)

tuwrilarinin® arasindag’i muyesh
_ AB,-A4,B, _k,—k
AA, +BB, l+kk,

1gp

Bul formuladan eki tuwrinin:
8.1. 4,/ A4, =B,/B,; k, =k,-parallellik sha’rtin,
8.2. A A, = B,B,; k, =—1/k,-perpendikulyarliq sha'rtin alamiz.

Onda y = kx+b tuwrisina perpendikulyar (normal) tuwrilar y = —% +b, tu'rinde jaziladi,

bunda » ha'm b, - ga’legen turaglilar.
8.3. Eki Ax+B,y+C, =0, A,x+B,y+C, =0 tuwrilarinin” arasindag i muyesh

bissektrisasinin™ ten lemesi
|A1x+B1y+Cl| _+|A2x+Bzy+C2|

A + B! A + B2

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Tuwrinin® vektorlig ten lemesi
2. U sh tuwrinin™ bir nogatta kesilisiw sha'rti

13-lektsiya
Tegisliktegi ekinshi ta’rtipli siziglar
Tegisliktegi ekinshi ta rtipli siziglar ha'm olardin™ kanonikaliq tu'rleri: Shen ber. Ellips.

Giperbola. Parabola. Olardin™ ten'lemesi, gasiyetleri, elementleri, direktrisalari, diametrleri
ha'm urinbalari. U shinshi ha’'m joqari tartipli algebraliqg, transtsent iymeklikler.
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X ha'm u koordinatalarg'a garata ekinshi ta'rtipli ten’leme menen aniglang an siziq
ekinshi ta'rtipli siziq dep ataladi. Eger iymek sizigtin® nogatlari bazibir nogatg'a garata
simmetriyali bolsa, bul iymek siziq orayliq sizig dep, nogat - iymek sizigtin® orayi dep ataladi.

Ekinshi tartipli iymek siziglardin™ kanonikalig ten"lemelerin, yag niy bul iymek sizigtin®
orayi yamasa ushin koordinatalar basinda, simmetriya ko sherleri koordinata menen
betlesetug’in jag daydi garastiramiz.

Birneshe o zgeriwshinin™ birtekli ekinshi ta'rtipli ko pag zalisi bul o zgeriwshilerdin®
kvadratlig formasi dep ataladi:

Ax® +2Bxy+Cy* +2Dx +2Ey+F =0 (1)

(1) ten"leme kooffitsientlerinen eki aniglawshini & - u'lken ag zalarinin™ diskriminanti
ha'm A - ten leme diskriminantin du”zemiz:

A B D
A B
5= ,A=|B C E|.
B C
DETF

) ha'm A ma’nislerine garata (1) ten'leme aniglaytug in geometriyaliq obrazdi biliw
mu mkin:

A#0 A=0
o>0 Ellips Nogat
5<0 Giperbola  Kesilisiwshi
tuwrilar
5=0 Parabola Parallel tuwrilar

1. Shen ber.

Orayi C(a; b) nogatisinan R (R>0) gashigligta jaylasgan tegisliktin barlig nogatlarinin
geometriyaliq orini shen'ber dep ataladi ha'm ol (x—a)’ +(y—5b)’ =R* ten’lemesi menen
analitikaliq an’latiladi. Orayi koordinata basi O(0,0) nogatinda jaylasgan, radiusi R-ge ten
bolg an shen'ber x* + y* = R* ten’lemesine iye boladi. Shen'ber to"mende aniglanatin ellipstin’
dara jag dayi bolip tabiladi.

2. Ellips.

Aniglama. Ellips dep tegisliktegi sonday noqatlardin® ko pligine aytiladi, bul
nogatlardin™ ha'r birinen usi tegisliktin® fokuslari dep ataliwshi eki 7, F, nogatlarina shekemgi
bolg an gashigliglardin® qosindisi turagli shama bolsa. M(x, u) ellipstin ga’legen bir noqgati
bolsa, onda |FM|+|F,M|=2a, bunda a-ga’legen turagli san.

Ellipstin® kanonikaliq ten”lemesi:
=1 (2)



bunda a ha'm b - belgili turaglilar. Ellips nogatlari koordinata basina garata simmetriyali.
Koordinatalar basi (2) ellipstin® simmetriya orayi, koordinata ko sherleri onin® simmetriya
ko'sherleri boladi. Ellips ordinata ko'sherin B,(0; ) ha'm B,(0;—b) nogatlarinda, abstsissa

ko'sherin A4,(a;0) ha’m A4,(—a;0) nogatlarinda kesip o'tedi. Ellipstin® simmetriya ko sherleri
menen kesilisiw nogatlari ushlari dep ataladi. Ellipstin® ushlarinin® arasindag’i araliq
|4,4,| =2a,|B,B,|=2b ellips kosherleri delinedi. Ko'sherlerden u'lkeni - ellipstin® u’lken

ko sheri dep, ekinshisi - ellipstin® kishi ko sheri dep, a ha'm b parametrleri yarim ko sherler
dep ataladi.
x ha'm u koordinatalarinin’ o’zgeriw oblasti: —a<x<a,-b<y<b. Ellips simmetriyali

bolg anligtan oni tek g ana birinshi sherekte tekseriw jetkilikli. Birinshi sherektegi ellipstin®

ten lemesi:
b
y= —~a* -x*.

a
a>b bolsin. c=+a*>-b*> dep belgileymiz. F,(c;0) ha'm F,(~¢;0) nogatlari ellipstin’
fokuslari dep ataladi. |FiF,|=2c - ellipstin® fokus aralig’i delinedi. Ellipstin® fokuslari
jaylasgan u'lken ko'sher fokal ko'sher dep, r =|MF| ha'm r, =|MF,| shamalari fokal radiuslar

dep, £ =< (0<&<1) shamasi ellipstin® ekstsentrisiteti dep ataladi.
a

x=al/e ha'm x=-a/& tuwri siziglari ellipstin™ direktrisalari delinedi.
Ellipstin® ga’'legen M nogatinan F, (yamasa F,) fokusina shekemgi bolg an araliq penen

direkstrisag'a shekemgi d, (yamasa d,) araliq gatnasi turagli shama ¢ g'a ten” boladi:

g=1-01
dl dZ
3. Giperbola.

Aniglama. Giperbola dep tegisliktegi sonday nogatlardin® ko pligine aytiladi, bul
nogatlardin™ ha'r birinen usi tegisliktin® fokuslari dep ataliwshi eki F,, F, nogatlarina shekemgi
bolg an gashigliglardin™ ayirmasinin™ absolyut shamasi turaqli shama 2a g a ten” bolsa. M(x, u)
ellipstin® ga'legen bir nogati bolsa, onda

|[FM|-|F,M|=2a
bunda a- ga’legen turagli san.

Giperbolanin® kanonikaliq ten”lemesi:
2 2
XT Yy
e ©
Koordinata ko’sherleri giperbolanin® simmetriya ko’sherleri, koordinatalar basi
simmetriya orayi boladi.
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Giperbola Ou ordinatalar ko'sheri menen kesilispeydi. B,(0;5) ha'm B,(0;—5b) noqatlari
giperbolanin® jormal ushlari dep, |B,B,|=2bkesindisi jormal ko'sheri dep, » - jormal yarim
ko sheri dep ataladi.

Giperbola Ox abstsissalar ko sheri menen 4,(a;0) ha'm 4,(—a;0) nogatlarinda kesilisedi.
Bul nogatlar giperbolanin™ haqiyqiy ushlari dep, |4,4,| = 2a kesindisi hagiyqiy ko'sheri dep, a -
haqiyqiy yarim ko sheri dep ataladi.

Giperbolani

y= J_ré\/x2 —a’ R xe(—oo;—a)u(a;+oo)
a

ten'lemesi menen de jaziw mu mkin. Giperbola shegaralanbag an siziq bolip, ol x=a
ha'm x=-a tuwri siziglar menen shegaralanbag an oblasttin® sirtinda jaylasgan jane eKi
tarmaqgqga iye.

Giperbolanin® hagiyqgiy ko'sherinde F(c;0) ha'm F,(-c;0) fokuslari jaylasgan, bunda

c=va’+b*.|[FF,|=2c - giperbolanin® fokus aralig'i delinedi. Giperbolanin® fokuslari
jaylasgan u’lken ko'sher fokal ko'sher dep, r =|MF,| ha'm r, =|MF,| shamalari fokal radiuslar

dep, ¢= € (1< ¢) shamasi giperbolanin® ekstsentrisiteti dep ataladi.
a

x=al/e ha'm x=-a/& tuwri siziglari giperbolanin™ direktrisalari delinedi.

Giperbolanin® ga’legen M nogatinan F, (yamasa F,) fokusina shekemgi bolg an araliq
penen direkstrisag a shekemgi 4, (yamasa d,) araliq gatnasi turagli shama ¢ g'a ten" boladi:
h_n

dl d2 .

y= éx, y= —éx tuwrilari giperbolanin™ assimptotalari dep ataladi.
a a

4. Parabola.

Aniglama. Parabola dep tegisliktin® fokus dep ataliwshi berilgen G™ nogattan ha'm
direktrissa dep ataliwshi berilgen tuwri sizigtan ten dey uzagligta jaylasqan barlig nogatlardin
ko pligine (geometriyaliq orinina) aytiladi.

Parabolanin™ kanonikalig ten lemesi:

y* =2px (4)
bunda r-berilgen turagli hagiyqiy parametr. Ko binese p >0, x>0 dep uyg ariladi.
Parabolani y =+,/2px ten’lemesi menen de jazip ko rsetiw mu mkin.

Ox ko’sheri parabolanin® simmetriya ko'sheri dep, O(0, 0) nogati parabolanin’ to besi
dep ataladi. Parabola shegaralanbag an siziq, ol asimptotalarga iye emes.

u

N
M
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F(%;Oj nogati parabolanin™ fokusi dep, x=—§ tuwri sizig'i direktrisasi dep, r =|MF]|

ha’m d =|MN| sanlari parabolanin® ga'legen M nogatinan sa'ykes fokusga ha'm direktrissag'a

shekemgi aragashiqliq dep ataladi, bunda » =d . Parabola ekstsentisiteti: ¢ = é =1.

Eger parabolanin® fokal ko'sheri sipatinda Ou ko'sheri alinsa, onda parabolanin’
ten’lemesin x*> =2py tu'rinde jaziw mu mkin.

Eger ellips, giperbola ha'm parabolanin® fokusin polyar koordinatalar sistemasinin’
polyusi retinde, fokal™ simmetriya ko sherin polyar ko sher retinde alsag, onda bul u'sh iymek
siziqgti bir ten’leme menen jaziw mu mkin:

oD
l—¢gcosp

2

bunda ¢ -ekstsentrisitet, r-parametr. Ellips ha'm giperbola ushin p = b—.
a

U shinshi ha'm jogarg'i ta rtipli algebraliq iymeklikler: Astroida, Dekart japirag'i ha'm
t.b.
Transtsendent iymeklikler: Tsikloida, Do 'n"gelek jayilmasi, epitsikloida ha'm t.b.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Giperbola menen parabolanin™ ayirmashiliglari.

2. Fokus nogatinin™ ga’siyetleri.

3. Aniglamalari boyinsha ellips, giperbola ha'm parabolanin™ kanonikaliq ten"lemelerin
keltirip shig-arin’,

14-lektsiya

Ken'isliktegi nogat, tuwri ha'm tegislik
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Ken'isliktegi analitik geometriya. Ken'isliktegi nogat, tuwri ha'm tegislik  tuwri
mu yeshli Dekart koordinatalar sistemasindag’i tuwri menen tegisliktin® ten"lemeleri, olardin’
0 z-ara jaylasiwi. Nogattan tuwrig a ha'm tegislikke shekemgi gashiglig.

Ken'islikte Oxuz tuwri mu'yeshli Dekart koordinatalar sistemasi aniglangan bolsin.
Ken'isliktegi figuralardi uliwma F(x,y,z)=0 tu'rindegi ten’leme menen analitikaliq an’latiw
mu mkin, bunda F berilgen funktsiya.

Birinshi ta'rtipli u'sh o’zgeriwshili sizigli algebraliq ten’leme u'sh o Ishemli kenislikte
tegislikti an’latpaydi. Tegisliktin™ uliwma ten"lemesi:

Ax+By+Cz+ D=0 (1)

bunda A, B, C, D koeffitsientlerdin™ keminde birewi nolden o zgeshe ga’legen sanlar dep
uyg ariladi.
M(x,;v,:2,) nogatsi argali o'tetug’in ha’m n=4i+Bj+Ck vektorina perpendikulyar
tegislikti A(x—x,)+B(y -y, )+C(z—z,)=0 ten'lemesi menen aniglaw mu mkin.
Kesindilerdegi tegisliktin™ ten"lemesi:
LY LE
a b c¢
bunda a, b, ¢ - tegisliktin® sa’ykes Ox, Ou, Oz ko sherlerinen kesip alg an kesindilerinin®
uzinliglari.
Meyli «, ham «, tegislikleri A4x+By+Cz+D, =0, A,x+B,y+C,z+D, =0
ten lemeleri menen berilgen bolsin. Bul tegisliklerdin™ arasindag’i ¢ mu yesh olarg'a normal
n, =(4;;B,;C,) ha'm n, =(4,;B,;C,) vektorlarinin® arasindag’i mu’yesh retinde aniglanadi,

yag niy B

cosp="" n, A A, +B,B, +C,C,
m|-ns| a2+ BE+CE L2+ B2 4 C
Eger normal vektorlari kollinear bolsa, onda olarg a sa'ykes keliwshi tegislikler parallel

boladi A_B_G ha'm eger normal vektorlari  perpendikulyar bolsa, onda sa’ykes

2 B2 2
tegislikler de perpendikulyar boladi 4,4, + B,B, + C,C, =0.
M (x,;v0:2,) Nogatsinan Ax+Vu+Sz+D=0 tegisligine shekemgi gashigliq
g |Ax, + By, + Cz, + D|
JA2+B +c?
Berilgen eki tegisliktin® kesilisiw sizig'i arqgili o'tetug’in barliq tegislikler dastesinin’
ten’lemesi:

aAx+By+Cz+D)+ B(4x+B,y+Cz+D,)=0
bunda « =1 dep alip da'steden ekinshi tegislikti shig arip taslaw mu mkin.
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Ken'isliktegi  tuwrini  birinshi  ta'rtipli u'sh o'zgeriwshili sizigli algebraliq
ten lemelerdin® sistemasi menen, yag niy eki tegisliktin® kesilisiw sizig'i sipatinda an’latiw
mu mKin:

Ax+By+Cz+D =0
{A2x+Bzy+sz+D2 =0

Bul tuwrinin® bag itlawshi vektorin (yag niy tuwrig a yamasa og an parallel tuwrig a
tiyisli vektor) tegisliklerdin™ normal vektorlarinin® vektorlig ko beymesi tu rinde aniglanadi.

Meyli tuwri M, (x,,y,.z,) nogatsi ha’m s=(I;m; p) bag’itlawshi vektori menen berilgen
bolsin. M(x;y;z) - usi tuwrinin® ga’legen bir nogatsi dep uyg aramiz. Onda, tuwrinin®

vektorliq ten’lemesi r =7, +1s;

parametrlik ten’lemesi x=x, +nt, y =y, + mt; z =z, + pt;

X0 _ VTV _Z7 %0
n m p
Eki tuwrinin® bir tegislikte jaylasiw sha'rti:
a—a, b—b c—c

. . < . X
kanonikaliq ten lemesi

n m p |=0.
n m P
Tuwri ha'm tegislik arasindag'i muyesh:
|An+Bm+Cp|
VA + B> +C* > +m* + p°
parallellik sha’rti: 4n+Bm+Cp=0;
B C

perpendikulyarlig sha’rti: A_8 —.
n m p

sing =

Jeke jumis tapsirmalari ha m tekseriw ushin sorawlar.

1. Tuwri ha'm tegislik arasindag i mu yesh.
2. U'sh tegisliktin kesilisiwi jag daylari: bir tuwrida, bir nogatta.
3. Analitikaliq tu'rde berilgen tuwri ha'm tegisliktin™ kesilisiw nogatsin tabiw.

15-lektsiya

Ken'isliktegi ekinshi tartipli betler
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Ken'isliktegi ekinshi tartipli ten'lemeler. Kvadratliq forma. Ekinshi ta'rtipli betlerdin’
kanonikalig ten'lemeleri sfera, tsilindrler, aynaliw betleri (ellipsoid, giperboloid, paraboloid).
Konusliq betler.

Ken'isliktegi bet u'sh o’zgeriwshini x, u ha'm z lerdi baylanistiratug’in ten'leme menen
aniglanadi. x, u ha'm z lerge garata ekinshi ta rtipli algebralig ten"leme menen aniglang an bet
ekinshi ta'rtipli bet dep ataladi. Uliwma ten"lemesi:

Ax® +By* +Cz> +2Dxy + 2Exz+ 2Fyz+ax+by+cz+d =0 (1)

bunda A, B, C, D, E, G koeffitsientlerdin® keminde birewi nolden o zgeshe dep

uygariladi. A, B, C, D, E, G, a, b, c, d koeffitsientlerdin™ baylanisli bul ten lemeler tu'rli
betlerdi aniglawi mu mkin.

Sfera. (1) ten'lemede 4=B=C=1,D=E=F=a=b=c=0,d =-R” tu'rinde alinsa, onda
orayi koordinata basinda bolg'an R radiusli sferanin® x*+y*+z*> =R> ten'lemesine iye
bolamiz.

Aniglama. Orayi C(x,;y,;z,) nogatisinan R (R >0) gashigligta jaylasgan ken'isliktin’
barlig nogatlarinin’® geometriyaliq orini sfera  dep  ataladi ha'm ol
(x—x, ) +(y—y,) +(z—2z,)* = R ten’lemesi menen analitikaliq an’latiladi.

Bul ten’leme (1) ten"lemeden

A=B=C=1,D=E=F=0;, a=-2x,;b=-2y,;c=-2z,; d=x; +y; +z; — R’
tu'rinde alinsa kelip shig adi.

Sfera to mende aniglanatug in ellipsoidtin™ dara jag dayi bolip tabiladi.

1. Jasawshilari koordinata ko sherlerinin™ birine parallel bolg an betler. Bazi bir siziqti
kesip o'tiwshi sizigtin® usi sizigti boylap ha'm berilgen bag’itqa parallel ha'reketinen payda
bolg an bet tsilindrlik bet delinedi. Ha reketleniwshi tuwri siziq jasawshi dep, berilgen siziq
bag itlawshi dep ataladi.

z koordinatani 0z ishine almaytug’in ha’m ken'islikte qarastirilatug’in F(x;y)=0
ten'leme menen jasawshilari Oz ko'sherine parallel ha'm bag itlawshisi Oxu tegisliginde
berilgen ten"leme menen sipatlanatugin tsilindrlik betti aniglaydi. Usig an ugsas

F(x;z)=0 ha'm F(y;z)=0

ten'lemeleri jasawshilari sa'ykes Ou ha'm Ox ko'sherlerine parallel bolgan tsilindrlik
betlerdi aniglaydi.

Misali,

1) Do'n’gelek tsilindr. x*+z>=R*> ten’lemesi menen an’latiladi. Onin® simmetriya

ko sheri Ou, al Oxz tegisligindegi bagitlawshisi shen ber boladi;
2 2
2) Ellipslik tsilindr x—2+z—2=1. Jasawshilari Oz ko sherine parallel, Oxu tegisligindegi
a

bagitlawshisi - ellips;
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2 2
3) Giperbolalig tsilindr x—z— =1. Jasawshilari Oz ko'sherine parallel, Oxu

=)

a
tegisligindegi bag itlawshisi - giperbola;
4) Parabolaliqg tsilindr y* =2z. Jasawshilari Ox kosherine parallel, Oxz tegisligindegi

bagitlawshisi - parabola.
2. Aynaliw betleri: a) Ouz tegisliginde F(y,z)=0 ten'lemesi menen berilgen L sizig'in

Ou ko'sher do gereginde aynaldirilg'anda payda bolg an bet ten'lemesin aliw ushin bul siziq
tenlemesindegi z 0" zgeriwshisin £+/x* +z* ga 0°zgertip, u ti 0°zgerissiz qaldiramiz.

b) Oxz tegisligindegi sizigti Ox ko'sheri do gereginde aynaldiriwdan payda bolg an bet
tenlemesin aliw ushin z ti =£./y* +z° ga 0°zgertip, X ti 0"zgerissiz qaldiramiz.

v) Oxz tegisligindegi siziqgti Oz ko sheri do gereginde aynaldiriwdan payda bolg an bet
ten’lemesin aliw ushin =+vx*> +z* ga 0 zgertip, z ti 0°zgerissiz qaldiramiz.

g) Ouz tegisligindegi sizigti Oz ko sheri do gereginde aynaldiriwdan payda bolg an bet
ten lemesi aliw ushin u ti /x> +y> ga 0 zgertip, z ti 0 zgerissiz qaldiramiz.

Bulardi uliwmalastirip tablitsada ko rsetiw mu mkin:

lymekliktin® Aylaniw ko sheri Aynaliw betinin’

ten lemesi ten lemesi
F(x;»)=0 Ox F(x,\/m):o
z=0 Ou F( x2+zz,y):0
F(x;z)=0 Ox F(x, y2+zz)=0
y=0 Oz F(\/x2+y2,z)=0
F(y;z)=0 Ou F(y, x> +z° ):0
x=0 Oz F( x2+y2,z)=0

Misali,

1) Aynaliw ellipsoidi. Oz do gereginde Oxz tegisligindegi ellipsti aynaldirsaq kelip

2 2 2 2 2
L. X7 Z x“+y z
shig adi: a—2+b—2=1:> 3 +b—2=1.
2 2 2
Uliwma ellipsoid X + 2 +%_=1.
P a? b* P

2 2
2) Giperboloid. Ouz tegisligindegi Z—z —Z—z =1 giperbolani:
C

2 2 2
Oz ko'sheri do'gereginde aynaldirsaq, bir pa‘lleli [;y —2—2:1 giperboloidi kelip
C
PR - . N x2 y2 22
Shlg adl. U||Wma tu Il a—2+b—2—c—2=1.
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y2 X2 +22

Ou ko'sheri do gereginde aynaldirsaq eki pa’lleli e =1 giperboloidi kelip
C
. . . .. )C2 y2 ZZ
shig adi. Uliwma turi a—2+b—2—c—2=—1.

3) Paraboloid. Ouz tegisligindegi y*=2pz parabolani Oz ko'sheri do gereginde
aynaldirip aynaliw x* + y* =2 pz paraboloidin aliw mu mKin.

2 2
Elliptik paraboloid: 2 +2— =2z, (pz>0).
P 4
] ] ] x2 y2
Giperbolik paraboloid: — -=— =2z,
P q

3. Konusliq betler.

4. Sizigli betler. Tuwri sizigtin® hareketleniwinen payda bolg an bet sizigli bet dep,
onda jatatug in tuwri siziglar jasawshilar dep ataladi.

Ekinshi ta’rtipli tsilindrlik ha’m konusliq betler, giperbloloidlar sizigli betlerdin™ misali
bolip tabiladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Giperboloidtin™ tu'rleri.
2. Paraboloidtin™ turleri.

16-lektsiya
Bir 0 zgeriwshinin™ funktsiyasi

Matematikaliq analiz pa'ni ha'm onin™ a’hmiyeti. Bir ozgeriwshinin® funktsiyasina
aniglamalar. Funktsiya beriliw usillari. Funktsiyanin® o siwi-kemiwi, jup-taglig’i, peridlilig’i.
A’piwayi funktsiyalar: ga’siyetleri, grafikleri. Quramali funktsiya aniglamasi.

Eki x ha'm u o zgermeli shamalarin garastiramiz.

Aniglama. Eger x shamanin™ D oblastag'i ha'r bir ma'nisine bazi bir usil yamasa nizam
boyinsha u shamasinin™ bazi bir E oblastindagi aniq bir ma'nisi sa ykeslikke qoyilsa, onda u
0 zgeriwshi shama x 0" zgeriwshi shamanin™ funktsiyasi dep ataladi.

O zgeriwshi x shama g a rezsiz 0" zgeriwshi yamasa argument dep, al u shamasi g a rezli
0 zgeriwshi yamasa  funktsiya  dep ataladi. Funktsiyanin® belgileniwleri:
y=f(x) y=y(x), y=p(x) ha'mtb.

Eger x = x, bolg*anda y = f(x) funktsiyanin® ma'nisi y, bolsa, onda ol fakt

Yo :f(xo) yamasa y|, =y,
tu'rinde belgilenedi.
36



Aniglama. O’zgeriwshi x tin® f(x) funktsiya mag‘inag‘a iye bolatug’in ma'nislerinin’
ko'pligi funktsiyanin® aniglaniw oblasti dep ataladi ha'm D(f) tu'rinde belgilenedi.
Funktsiyanin® gabil etetug’in manislerinin® kopligi 0'zgeriw oblasti delinedi ha'm E(f)
belgisi menen belgilenedi.

Funktsiyani beriwdin™ bir neshe usili bar: analitikalig, tablitsa turinde, grafiklik formada
ko rsetiw mu mkKin.

Funktsiya analitikalig usil menen berilgende x ha'm u shamalar arasindag’i baylanis
formula arqili an’latiladi.

Funktsiya tablitsaliq usil menen berilgende x ha'm u shamalar arasindag’i baylanis
tablitsa ko rinisinde jaziladi:

X, X, x

n

y Y V) Vn

Misali, trigonometriyalig, logarifmlik funktsiyalardin® tablitsalari belgili.

Aniglama. y = f(x) funktsiyanin® grafigi dep Oxu tegisligindegi koordinatalari y = f{(x)
gatnasi menen baylanisgan R(x, u) nogatlarinin™ ko pligine aytiladi.

Funktsiya tegislikte grafik ko'rinisinde su wretlenedi. Bunda onin™ grafigi boyinsha
argumenttin® tu'rli ma'nislerine sa’ykes keliwshi funktsiya ma'nisleri tikkeley grafik argali
tabiladi.

Aniglama. D(f)=[a,b] kesindisinde aniglang’an y=f(x) funktsiyasi qga'legen
x,,X, €|a,b] nogatlari ushin x, <x, sha'rti orinlang’anda f(x,)< f(x,) (f(x,)> f(x,)) sha'rtin
ganaatlandirsa, onda ol D(f)=[a,5] oblastinda o siwshi (kemiwshi) funktsiya dep ataladi.

Aniglama. D(f)=[a,b] kesindisinde aniglang’an y=f(x) funktsiyasi qga'legen
x,,x, €[a,b] nogatlari ushin x, <x, sha'rti orinlang’anda f(x,)< f(x,) (f(x,)> f(x,)) sha’rtin
ganaatlandirsa, onda ol D(f)=[a,b] oblastinda kemimeytug'in (o'speytug’in) funktsiya dep
ataladi.

Aniglama. Simmetriyali D ko'pliginde aniglang'an y = f(x) funktsiyasi ga'legen
x,,x, € D nogatlari ushin f(-x)=f(x) (f(~x)=-f(x)) sha'rtin ganaatlandirsa, onda ol D
ko pliginde jup (tag) funktsiya dep ataladi.

Aniglama. D(f)=[a,b] kesindisinde aniglang’an y=f(x) funktsiyasi ga'legen
x,,x, +T € D(f) noqatlari ushin, bunda 70, f(x+7T)= f(x) sha'rtin ganaatlandirsa, onda ol
D(f)=[a,b] oblastinda periodli funktsiya dep ataladi.

Tiykarg'i a'piwayi (elementar) funktsiyalar:
1. Turagli funktsiya u=S, bunda S - turaqli hagiygiy san
D(y)= R =(—oo+o0); E(y)=C.
2. Da'rejeli funktsiya y =x*, bunda « nol ge ten” bolmag an turaqli hagiygiy san. Onin®
aniglaniw oblasti ha’m ma nisleri ko pligi « nin” ma nisine baylanisli 0" zgeredi.
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Misali, eger « jup natural san bolsa, onda
D(y)=R=(=oos+o0) E(y)=[0;+o0)
eger « taq natural san bolsa, onda
D(y)=R =(=oos0), E(y)=(—o0p+e0).
3. Ko'rsetkishli funktsiya y =a*, bunda a - on’, birge ten” bolmag an turaqgli hagiyqgiy
san a>0,a#1.
D(y) =R =(~coy+o0), E(y)=(0;+0).
4. Logarifmlik funktsiya y =log, x, bunda a - on", birge ten” bolmag an turaqli hagiyqiy
san a>0,a=#1.
D(y)=R = (0s+00); E(y)=(~o0;+0).
5. Trigonometriyaliq funktsiyalar:
5.1. y=sinx. Tag ha'm T =2~ periodli funktsiya
D(y)=R=(—oos+o0), E(y)=[-1:+1].
5.2. y=cosx.Jup ha'm T =2 periodli funktsiya
D(y)=R=(—oos+o0), E(y)=[~1:+1].
5.3. y=tgx. Tag ha'm T = periodli funktsiya

D(y)= R\{ +mnez} E(y)= (- ocs4<0).

5.4. y=ctgx. Taqg ha'm T =z periodli funktsiya
D(y)=R\{7Z'+7ZTl, n eZ}; E(y):(—oo;+oo).
6. Trigonometriyalig funktsiyalar:

6.1. y =arcsinx. Taq funktsiya D(y)=[-1;+1} E(y)=[-7/2;7/2].
6.2. y =arccosx. Jup ta taq ta emes funktsiya D(y)=[-1;+1};, E(y)=[0;7].
6.3. y =arctgx. Taq funktsiya D(y)= (- oo;+o0); (y):[— /2;7/2].

6.4. y=arcctgx. Jup ta taq ta emes funktsiya D(y)=(—oo;+0), E(y)=[0;7].

Aniglama. u=¢(x) funktsiyasi D= D(p) ko'pliginde aniglang’an, ma'nisleri ko pligi
E=E(p) ha'm y=f(u) funktsiyasi ushin E aniglaniw oblasti bolsa, onda y= f(¢(x))
funktsiyasi x tin~ quramali funktsiyasi dep ataladi.

Quramali funktsiya ekiden artiq sandag’i funktsiyalardan da du’ziliwi mu mkin.

Aniglama. A'piwayi (elementar) funktsiya dep tiykarg'i a'piwayi (elementar)
funktsiyalardan shekli sandag’i arifmetikalig a'meller ha'm olardan aling'an quramali
funktsiyalardan duzilgen funktsiyag a aytiladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha’m tekseriw ushin sorawlar

1. A piwayi funktsiyalardin® grafikleri.
2. Periodli funktsiyalardin™ ga’siyetleri ha’'m grafikleri.
3. Jup ta emes taq ta emes funktsiyalar.
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17-lektsiya
Sanli izbe-izlikler

Monotonli, shegaralang an izbe-izlikler. Izbe-izliktin® shegi. Ko pliktin® jogarg'i ha'm
to'mengi shegaralari. Bol tsano-Veyershtrass teoremalari. Bir ta repleme shekler. Funktsiya
shegi: nogatdag'i, sheksizliktegi, bir ta'repleme, ga’siyetleri. Shekler haqginda tiykarg'i
teoremalar.

Aniglama 1. Natural sanlar ko'pliginde aniglang'an funktsiya, yag'niy x=f(n), ne N
funktsiya sanli izbe-izlik dep ataladi.

Eger n ge 1, 2, 3, ... ham tb. manislerin bersek, onda bul funktsiyanin’
x, = f(1), x, = £(2), x, = f(3),... dara ma’nislerin alamiz, olar izbe-izliktin® ag'zalari yamasa
elementleri dep ataladi.

Sanli izbe-izlik {x,} ha'm {f(n)} yamasa (x,) tu'rinde belgilenedi. 1zbe-izliktin® n-
ag zasi onin” uliwma ag zasi dep ataladi. 1zbe-izliktin® uliwma ag zasi belgili bolsa, onda izbe-
izlik tolig aniglang an yamasa berilgen delinedi. Barliq ag zalari birdey manisti gabil etetug’in
izbe-izlik dep ataladi.

Aniglama 2. Sonday M sani bar bolip, barlig ne N ushin x, <M ten'sizligi orinlansa,
onda {x, } izbe-izligi jogaridan shegaralang'an delinedi.

Aniglama 3. Sonday M>0 sani bar bolip, barliq ne N ushin x, > M ten’sizligi orinlansa,
onda {x, } izbe-izligi to'mennen shegaralang*an delinedi.

To mennen ha'm jogaridan shegaralang'an izbe-izlik shegaralangan izbe-izlik dep
ataladi. Onda sonday M>0 sani bar bolip, barliq »e N ushin x, < M tensizligi orinlanadi.

Aniglama 4. Eger ga’legen ne N ushin x, <x,,, (x, >x,,,) tensizligi orinlansa, onda
{x,} monotonli osiwshi (kemiwshi) izbe-izlik dep ataladi.

Aniglama 5. Eger ga'legen ne N ushin x, >x,, (x, <x,,) ten'sizligi orinlansa, onda
{x,} monotonli o’speytug’in (kemimeytug'in) izbe-izlik dep ataladi.

Aniglama 6. Eger ga’legen >0 sani ushin sonday N =N(g)>0 sani bar bolip, barlig
n>=N ler ushin |x, —a|<e tensizligi orinlansa, onda turagli a sani {x,} izbe-izliginin shegi
dep ataladi ha'm lim x, =« yamasa x, — a tu'rinde belgilenedi.

n—>0

Eger {x,} izbe-izligi shekke iye bolsa, onda ol jiynaliwshi izbe-izlik dep, keri jag dayda
uzaglasiwshi izbe-izlik delinedi.

......

- ==\

- =N\
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Teorema. Eger {x,} izbe-izligi monotonli o'siwshi (kemeyiwshi) ha'm jogaridan
(to'mennen) shegaralang an bolsa, onda ol shekke iye.

Aniglama 7. M shekli sani ushin to"mendegi eki sha'rt orinlansa, onda ol E ko pliginin®
aniq jogari shegarasi dep ataladi:

1) ga'legen x e E ushin x <M tensizligi orinli;

2) ga'legen & >0 sani ushin sonday x, € £ nogati bar bolip, onin™ ushin

M—-e<x<M
ten'sizligi orinlanadi. E ko pliginin™ aniq jogari shegarasi
supE =M yamasa sup{x}=M

tu'rinde belgilenedi. (Latinsha en” jogarg ).

Aniglama 8. M shekli sani ushin to"mendegi eki sha'rt orinlansa, onda ol E ko pliginin®
aniqg to mengi shegarasi dep ataladi:

1) ga'legen x e E ushin x <m tensizligi orinli;

2) gqa’legen & >0 sani ushin sonday x, € £ nogati bar bolip, onin™ ushin

msx<m+g¢
ten’sizligi orinlanadi. E ko pliginin™ aniq to mengi shegarasi
inf £ =m yamasa inf {x}=m

tu'rinde belgilenedi. (Latinsha en” to mengi).

Eger E ko pligi to'mennen yamasa jogaridan shegaralanbag an bolsa, onin™ aniqg jogarg'i
shegarasi dep +oo ti, anig to'mengi shegarasi dep —oo ti aytadi.

Hagiygiy sanlardin® {x,} izbe-izliginen sheksiz sandag’i elementler toplamin ajiratsaq,
oni {x,} izbe-izliginin® u’les izbe-izligi dep ataydi. Eger {x,} izbe-izligi jiynaliwshi bolsa, onda
onin® ga'legen u'les izbe-izligi de jiynaliwshi boladi. Eger {x,} izbe-izligi shegaralanbag an
bolsa, onda +oo ke yamasa —oo ke jiynalatug'in u'les izbe-izlikti 0"z ishine aladi.

Teorema (Boltsano-Veyershtrass). Eger {x,} izbe-izligi shegaralang’an bolsa, onda
odan shekli sanga jiynalatug'in u’les izbe-izlikti ajiratiw mu mkin.

Aniglama 9. (Funktsiyanin® nogattag’i shegi). Eger y = f(x) funktsiya x=a nogatinin’
bazi bir do'gereginde aniglang'an bolip (x=a nogatinin® o'zinde aniglanbag'an boliwi
mu'mkin) ga'legen >0 sani ushin sonday &>0 sani bar bolip, |x—a/<& ten’sizligin
ganaatlandiratug’in barliq x=a nogatlar ushin |f(x)—4 <& ten’sizligi orinlansa, onda shekli
Asani y = f(x) funktsiyanin® x=a nogatindag’i (yamasa x —a dag’i) shegi dep ataladi.

Eger A sani y = f(x) funktsiyanin® x=a nogatindag’i shegi bolsa, onda ol

liinf(x):A yamasa x >a da f(x)— 4
turinde belgilenedi.
Aniglama 10. (Funktsiyanin® sheksizliktegi shegi). Eger y= f(x) funktsiya x tin’

jetkilikli u'lken ma’nislerinde aniglang an bolip, ga'legen £>0 sani ushin sonday N>0 sani
bar bolip, |x]>N ten'sizliin ganaatlandiratug’in barliq x lar ushin |f(x)-4 <& ten’sizligi

orinlansa, onda turagli A sani y = f(x) funktsiyanin® x — o dag’i shegi dep ataladi.

40




Eger A sani y = f(x) funktsiyanin® x — o dag’i shegi bolsa, onda ol
lim f(x)=A4 yamasa x >a oa f(x)— 4

xX—a

tu'rinde belgilenedi.
Teorema (Shekke iye funktsiyanin® shegaralang'anlig'i). Eger lim f(x)= 4 - shekli san

bolsa, onda y = f(x) funktsiya x=a nogattin" bazi-bir do*gereginde shegaralangan.

Aniglama 11. (Bir ta'repleme shekler).

1) Eger y = f(x) funktsiya x=a nogattin~ bazi-bir x < sha'rtin ganaatlandiratug’in bazi
bir do gereginde aniglang an bolip (x=a nogatinin’ ozinde aniglanbag an boliwi mu mkin)
ga'legen &£>0 sani ushin sonday &>0 sani bar bolip, |x—a/<5 tensizligin
ganaatlandiratug’in barlig x = a noqatlar ushin |f(x)- 4| < ten’sizligi orinlansa, onda 4, sani
y = f(x) funktsiyanin® x=a nogatindag’i (yamasa x —a—0 dag’i) shep ta'repleme shegi dep
ataladi.

Eger A sani y= f(x) funktsiyanin® x=a nogatindag’i shep ta'repleme shegi bolsa, onda

ol
lim f(x)= 4, yamasa lim f(x)= 4, yamasa f(a—0)= 4,

x—a x—a—0
x<a

tu'rinde belgilenedi. Eger a=0 bolsa, onda
4, = f(-0)= lim f(x).

2) Eger y=f(x) funktsiya x=a nogatinin® bazibir x>a sha'rtin ganaatlandiratug’in
bazibir do gereginde aniglang an bolip (x=a nogatinin™ 0°zinde aniglanbag an boliwi mu mkin)
ga’legen &£>0 sani ushin sonday &>0 sani bar bolip, |x—a/<5 tensizligin
ganaatlandiratug’in barlig x=a nogatlar ushin |f(x)— 4| <e ten'sizligi orinlansa, onda shekli
4, sani y = f(x) funktsiyanin® x=a nogatindag’i (yamasa x —a+0 dag’i) on" ta'repleme shegi
dep ataladi.

Eger A sani y = f(x) funktsiyanin® x=a nogatindag’i on ta'repleme shegi bolsa, onda ol
lim f(x)= A4, yamasa lim f (x)=4, yamasa f(a+0)= 4,

x—a
x>a

tu'rinde belgilenedi. Eger a=0 bolsa, onda
A, = f(+0)=lim /(x).
£ (x) funktsiyanin® shep ha’m on" ta'repleme shekleri bir ta’repleme shekleri dep ataladi.
Eger 4, =4, bolsa, onda f(x) funktsiyasi x=a noqatinda shekke iye. Bug'an keri
uyg arim da orinli. Demek, f(x) funktsiyanin® a nogatindag’i bir ta'repleme shekleri bar ha’m
olar 0°z-ara ten" bolsa, yag'niy f(a—0)= f(a+0) bolg’anda ha'm tek sonda g'ana bul funktsiya

a nogatinda shekke iye boladi.
Shekler haggindag'i tiykarg'i teoremalar:
1. Shekli sandag'i funktsiyalardin™ algebralig gosindisinin™ shegi qosiliwshi funktsiyalar
sheklerinin™ algebralig gosindisina ten".
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2. Shekli sandag'i funktsiyalardin® ko beymesinin® shegi sol funktsiyalardin®
sheklerinin® ko beymesine ten".

2.1. (Saldari). Turaqgli ko beyiwshini shek belgisinin™ aldina shig ariw mu mkin.

3. Eki funktsiyanin® bo'lindisinin™ shegi, eger bo'limindegi funktsiyanin® shegi nolden
0 zgeshe bolsa, onda sol funktsiyalardin™ sheklerinin™ bo lindisine ten".

4. Eger a nogatinin® bazibir do"geregine tiyisli barliq x lar ushin y=f(x)>0 ha'm
lim f(x)= A4 (A-shekli san) bolsa, onda 4>0 boladi.

5. Eger a nogatinin® bazibir do’geregine tiyisli barliq x lar ushin £ (x)<o(x)< £, (x)
ten’sizligi orinlansa, onda lim £, (x) < lim ¢(x) < lim £, (x) boladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Monotonli izbe-izliklerdin™ gasiyetleri.

- ==\

18-lektsiya
Funktsiyanin® shegi haggindag’i teoremalar

Sheksiz kishi ha'm sheksiz u'lken shamalar, ga’siyetleri. Shekler haggindag i teoremalar.
Sheksiz u'lken ha'm sheksiz kishi funktsiyalar: olardin’ arasindag'i baylanis, gasiyetleri.
Sheksiz kishi shamalardi salistiriw: «o» ha'm «O» belgileri.

Aniglama. Eger f(x) funktsiya a nogatinin® bazibir do'gereginde aniglang’an ha'm
ga'legen M >0 sani ushin sonday & >0 sani bar bolip
|x—a|<5
ten'sizligin ganaatlandiratug’in barliq x=a nogatlar ushin |f(x)>7 ten’sizligi
orinlansa, onda x—a da f(x) funktsiya sheksizlikke umtiladi (yamasa sheksiz u'lken
funktsiya) dep aytiladi ha'm nglf(x):w tu'rinde belgilenedi.

Eger lim f(x)=0 bolsa, onda x—>a da f(x) funktsiya sheksiz kishi funktsiya dep

X—>a
ataladi.

Teorema. Eger f(x) funktsiya x »>a da (yamasa x-—>oo da) sheksiz kishi (u'lken)

funktsiya bolsa, onda L funktsiyasi sheksiz u'lken (kishi) funktsiya boladi.

/(%)
Sheksiz kishi funktsiya boladi:
1) Shekli sandag’i sheksiz kishi funktsiyalardin™ algebralig qosindisi.

2) Sheksiz kishi funktsiyanin® shegaralang an funktsiyag a ko beymesi.
42



3) Sheksiz kishi funktsiyalardin® ko beymesi.
4) Sheksiz kishi funktsiyanin™ nolden o’zgeshe shekke iye bolg an funktsiyag a gatnasi
(bo’lindisi).

Sheksiz kishi shamalardi salistiriw.

1) Eger ]jm%zo bolsa, onda « funktsiya B funktsiyag a garata joqari tartipli sheksiz

kishi funktsiya dep ataladi.
2) Eger lim%zoo bolsa, onda « funktsiya B funktsiyag'a garata to'mengi ta rtipli

sheksiz kishi funktsiya dep ataladi.
3) Eger lim%:A, bunda 420 ha'm A - shekli san bolsa, onda « funktsiya g

funktsiyalari birdey ta rtipli sheksiz kishi funktsiya dep ataladi.
4) Eger lim%:l bolsa, onda « funktsiya B funktsiyalari ekvivalentli sheksiz kishi

funktsiyalar dep ataladi ja'ne a ~ g turinde belgilenedi.

Sheksiz kishi funktsiyalardi salistiriwda «o» ha'm «O» belgilerinen paydalaniladi: a)
Eger « sheksiz kishi funktsiyasi g sheksiz kishi funktsiyasina salistirg anda jogariraq ta rtipli
bolsa, onda bul fakt « = o(f) tu'rinde belgilenedi. Misali, x — 0 da x* = 0(x).

b) Eger « sheksiz Kishi funktsiyasi g sheksiz kishi funktsiyasi menen birdey ta’rtiptegi
bolsa, onda bul fakt « = O() tu'rinde belgilenedi. Misali x — 0 da sin3x = O(x).

Teorema (Ekvivalentlilik sha'rti). « ha'm g funktsiyalari ekvivalentli sheksiz kishi
funktsiyalar boliwi ushin bul funktsiyalar bir-birinen ta'rtibi olardin™ ha'r birinin™ ta'rtibinen
jogarirag bolg an sheksiz kishi funktsiyalarg a pariglaniwi za'ru'r ha'm jetkilikli.

Teorema (Ekvivalentlilik sheksiz kishi funktsiyalar gatnasi). Eki sheksiz kishi funktsiya
gatnasinin® shegi olarg a ekvivalentli sheksiz kishi funktsiyalardin™ gatnasinin” shegine ten".

Ekvivalentli sheksiz kishi funktsiyalardin™ misallari: x — 0 da

sinx ~Xx; 1gx~ x; 1n(1+x)~x; l—cosx~x%/2.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Argument x sheksizlikke umtilg andag i funktsiya sheginin® geometriyaliq mag inasi.
2. Sheksiz kishi ha'm sheksiz u’lken funktsiyalardin® qosindisi ha'm ayirmasi ganday
ga siyetke iye funktsiya boladi.

19-lektsiya
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A’jayip shekler

Birinshi ha'm ekinshi a’jayip shekler ha'm olardin™ a'hmiyeti. e (Neper) sani, oni juwiq
esaplaw. Natural logarifm. A’jayip sheklerdin® qollaniliwlari, ekvivalent sheksiz Kishi
funktsiyalardin® qollaniliwlari. Anig emesliklerdi sheshiw: 0/0; o0/0; 0-00 ha'm t.b.

Matematikada ko plegen golaniwlarg a iye bolg an a'jayip shekler:

1. 1im 22—,
x=0  x

2. lir%(1+x)“" = e (yamasa lim(1+lJ =e).
X X—>0 n

e=2,71822818... irratsional sani. Neper sani dep ataladi.
Tiykari e ge ten” bolg an logarifm natural logarifm dep ataladi:
Inx=log, x.
Ekvivalent sheksiz kishi funktsiyalardin™ sheklerdi esaplawda jiyi qollanilatug’in bazi bir
tu'rleri:

x—0 de sinx~x x—0 de rgx~x
2 n

x—0de 1-cosx~"— 1im(1+5j = et
2 X—>0 n

im9 ! g im <=1

x=0 x x=0  x

fim 08 042) i 0+%)

x—0 X x—0 X

0/0 tu'rindegi aniq emesliklerdi ten'be-ten” tu'rlendire otirip o/ tu'rine ha'm
kerisinshe alip keliw mu'mkin. 0-o tu'rindegi anig emeslikler 0/0 yamasa oo/ tu'rine
keltiriledi.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Ekinshi a'jayip shektin® lim(1+x)"* =e tu'rinen ]jm(1+lj =e tu'rine o'tiw usilin

x—0 X—>00 n
ko rsetin.
2. Birinshi a’jayip shekte sinus funktsiyasinin™ orinina tangens funktsiyasin paydalaniw
mu mkin be? Basqa trigonometriyaliq funktsiyalardin® gaysisi menen almastiriw mu mkin?

20-lektsiya

Funktsiyalardin u ziliksizligi
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Bir argument funktsiyasinin® u'ziliksizligi: aniglamalari, bir ta'repleme u ziliksizlik,
funktsiyalardin® nogatdag'i ha'm kesindidegi u'ziliksizligi. Uzliksiz funktsiyalardin®
ga siyetleri. Tiykarg'i elementar funktsiyalardin™ u ziliksizligi. U zilis nogatlari ha'm olardin’
ga siyetleri.

Meyli y=f(x) funktsiyasi (a;») intervalinda aniglang’an bolsin. Qa'legen x, <(a;b)
nogatsin alamiz, y,=f(x,). Qa’legen xe(a;p) nogatin alamiz. Ax=x-x, manisi
argumenttin® x, nogattag’i o'simi dep, Ay = f(x, +Axx)- f(x,) ma'nisi funktsiyanin® x,
nogattag'i o simi dep ataladi. Ax ha'm Ay o simleri iymek siziqti boylap ha'reketleniwshi
nogat koordinatalarinin™ 0 zgeriwi dep ataladi.

U ziliksiz funktsiyanin™ aniglamalari:

1. Eger y=f(x) funktsiyasi x, nogatta ha'm onin" do’gereginde aniglang'an ha'm
lim f(x)= f(x,) ten'ligi orinlansa, onda y = f(x) funktsiya x, nogatta u*zliksiz dep ataladi.

2. Eger y=f(x) funktsiyasi x, nogatta ha'm onin® do’gereginde aniglang an bolip,
ga’legen &> 0 ushin sonday & >0 bar bolip, |x-x,| <& sha’rtin ganaatlandiratug’in ga’legen x
ushin

()= 1) <

ten’sizligi orinlansa, onda y = f(x) funktsiya x, nogatta u*ziliksiz dep ataladi.

3. Eger y=f(x) funktsiyasi x, nogatta ha’m onin® do’gereginde aniglang'an ha'm
argumenttin® sheksiz kishi o’simine funktsiyanin® sheksiz kishi o’simi sa'ykes kelse, yag niy
lim Ay =0 bolsa, onda y = f(x) funktsiya x, nogatta u°ziliksiz dep ataladi.

x—0

3. Eger y=f(x) funktsiyasi x, nogatta ha’m onin® do’gereginde aniglang'an ha'm
argumenttin® sheksiz kishi o’simine funktsiyanin® sheksiz kishi o'simi sa'ykes kelse, yag niy
lim Ay =0 bolsa, onda y = f(x) funktsiya x, nogatta u°ziliksiz dep ataladi.

x—0

4. Eger y = f(x) funktsiyasi x, nogatta shep ha'm on" jaq shekleri bar ja'ne olar 0’z-ara
ten” bolsa, onda y = f(x) funktsiya x, nogatta u'ziliksiz dep ataladi.

5. (Bir ta'repleme u zliksizlik).

a) Eger y = f(x) funktsiyasi (a;x,] araliginda aniglang’an ha'm lim f(x)= f(x,) bolsa,

x—xy—0

onda y = f(x) funktsiya x, nogatta shepten u°ziliksiz dep ataladi.
b) Eger y = f(x) funktsiyasi [x,;») aralig’inda aniglang’an ha'm lim f(x)= f(x,) bolsa,

x—>x0+0
onda y = f(x) funktsiya x, nogatta on'nan uziliksiz dep ataladi.

6. (Kesindide u’ziliksizlik).

a) Eger y= f(x) funktsiyasi (a;5) araligtin® ha'r bir nogatta u“zliksiz bolsa, onda ol usi
araligta u'ziliksiz funktsiya dep ataladi.
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b) Eger y = f(x) funktsiyasi [a;5] kesindisinin® barliq ishki nogatlarinda u*zliksiz ha'm
onin" shetki nogatlarinda bir ta'repleme uziliksiz bolsa, onda ol usi kesindide u ziliksiz
funktsiya dep ataladi.

Noqatta u ziliksiz funktsiyalardin™ tiykarg'i ga siyetleri:

1. Eger y=f(x) ham y=g¢(x) funktsiyalari x, nogatsinda uziliksiz bolsa, onda
Fx)xo(x) f(x) o(x) @(x,)=0 bolg'anda f(x)/¢(x) funktsiyalari da x, nogatinda u'ziliksiz
boladi.

2. y=¢(x) funktsiyalari x, nogatsinda uziliksiz, y, =¢(x,) ha'm f(y) funktsiyasi y,
nogatinda u°zilikisz bolsa, onda f[e(x)] quramali funktsiyasi x, nogatinda u*ziliksiz boladi.

3. A piwayi elementar funktsiyalar o zleri aniglang an noqatlarda u"zliksiz boladi.

4. Elementar funktsiyalar o zleri aniglang an nogatlarda uzliksiz boladi.

5. (Belginin™ turaglilig'i).

Eger y= f(x) funktsiyasi x, nogatta u'ziliksiz bolsa, onda usi nogattin® sonday & >0
do geregi bar bolip, onda funktsiya x, nogattag’i belgisin saglaydi.

Kesindide u zliksiz funktsiyalardin® tiykarg i gasiyetleri:

1. (Funktsiya shegaralanganlig'i) Eger y=f(x) funktsiyalari [a;5] kesindisinde
u zliksiz bolsa, onda ol usi kesindide shegaralang an funktsiya boladi, yag niy sonday turagli
m, M sanlari bar bolip, barliq x €[a;5] manisleri ushin m < f(x)< M ten’sizlikleri orinlanadi.

2. (Funktsiyanin® en” kishi ha'm en” u'lken ma’nisinin bar boliwi). Eger y= f(x)
funktsiyalari [a;5] kesindisinde u'zliksiz bolsa, onda ol usi kesindide o'zinin" en" kishi ha'm
en’ u'lken ma’nisine erisedi, yag'niy sonday x,, x, <|a;b] nogatlari bar bolip, barliq x €[a;b]
ma’nisleri ushin f(x,)< f(x) ha'm f(x)< f(x,) tensizlikleri orinlanadi.

3. (Funktsiyanin araliq manisi). Eger y = f(x) funktsiyalari [a;5] kesindisinde u*zliksiz
ha'm m jane M sanlari funktsiyanin® usi kesindidegi sa'ykes en™ kishi jane en” u'lken
ma’nisleri bolsa, onda funktsiya usi kesindide m ja'ne M sanlarinin® arasindag'i barliqg
ma’nislerdi gabillaydi, yag niy m < u<M sha'rtin ganaatlandiratug'in ga’legen x sani ushin
keminde bir x = c €[a;5] nogati bar bolip, onin™ ushin f(c)= xten’ligi orinlanadi.

4. (Funktsiyanin® nolge aynaliwi). Eger y= f(x) funktsiyalari [a;5] kesindisinde
u zliksiz ha'm kesindinin™ ushlarinda tu'rli belgidegi ma’nislerdi gabillasa, onda funktsiya usi
kesindide keminde bir x = c €[a;5] nogati bar bolip, onin™ ushin f(c)=0 ten’ligi orinlanadi.

U zilis noqatlari aniglamalari:

1. Eger x, nogatta y = f(x) funktsiyasi ushin to’mendegi sha'rtlerdin® keminde birewi

orinlansa, onda y = f(x) funktsiyasi x, nogatta u'ziliske iye dep ataladi:

1) funktsiya x, nogatinda aniglanbag an;

2) funktsiya x, nogatinda aniglang“an, birag f(x,—-0) ha'm f(x,+0) bir ta'repleme
sheklerden keminde birewi bar bolmaydi (aniglanbag an);
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3) funktsiya x, nogatinda aniglang an, bir ta’repleme shekleri bar, biraq olar ten” emes
[ =0)# f(x, +0);

4) funktsiya x, nogatinda aniglang an, bir ta’repleme shekleri bar ha’m olar 0°z-ara ten’,
biraq funktsiyanin™ bul nogattag'i manisine ten” emes

f(xo —0)=f(x0 +0)¢f(xo)-

2. Eger x, nogatta y = f(x) funktsiyasi aniglang’an, bir ta'repleme shekleri bar ha'm
olar o°z-ara ten” f(x, —0)= f(x, +0) bolsa, onda x, nogati joq etiletug’in u°zilis nogati dep
ataladi.

3. Eger x, nogatta y=f(x) funktsiyasi aniglang’an yamasa aniglanbag'an, bir
ta‘repleme shekleri bar ha’m olar o’z-ara ten” bolmasa f(x, —0)#= f(x, +0), onda x, birinshi
tu'r u zilis nogati dep ataladi.

4. Eger x, nogatta y = f(x) funktsiyasinin® bir ta'repleme sheklerinin® keminde birewi
bar bolmasa yamasa sheksizlikke ten™ bolsa, onda x, ekinshi tu'r uzilis noqati dep ataladi.

Jeke tapsirmalar ha m tekseriw ushin sorawlar

1. Funktsiya u'zliksizliginin® « & -6 « tu'rindegi (Koshi) aniglamasin keltirin® ha'm oni
nagli misalda keltirin".

2. Tiykarg'i elementar funktsiyalardin® u zliksizligi.

3. U zilis nogatlarinin’ funktsiya grafigindegi ko rinisleri. Misallar keltirin".

21-lektsiya
Bir o' zgeriwshili funktsiyanin® differentsial esabi
Bir o zgeriwshi funktsiyasinin® tuwindisi ha'm onin~ geometriyalig, mexanikaliq

mag inalari. Tuwindig'a iye bolg an funktsiyalardin® qgasiyetleri: Tuwindag'a iye emes
funktsiyalar: sinx, x=kxr; ke Z;|x,x=0. Tuwinlar tablitsasi. Anig emes funktsiyani

differentsiallaw.

Meyli y=f(x) funktsiyasi (a;p) intervalinda aniglang'an bolsin. Qa’legen
X, X, +Ax € (a;b) nogatlarin alamiz. y = f(x) funktsiyasinin® f(x,) ha'm f(x, +Ax) o'simlerin
du'zemiz, Ay = f(x, +Ax)— f(x,) % gatnasi argument Ax ga o'zgergendegi funktsiyanin®

ortasha o"zgeriwi dep ataladi.

47



Aniglama. Funktsiya o'simi Ay tin® Ax ga gatnasinin® Ax nolge umtilg‘andag‘i shegi

b df

y=f(x) funktsiyanin® x, nogatdag’i tuwindisi dep ataladi ha'm ', f'(x,), e

X=X
belgilerinin® biri menen jaziladi.

£'(x,)= lim Ay _ lim f(xo +Ax)—f(xo).
M0 Ax M0 Ax

Aniglama. Eger f'(x,)= lim == =00 bolsa, onda y = f(x) funktsiyasi x, nogatda sheksiz

tuwindig a iye dep ataladi.

&y
0 Ax

Aniglama. Eger f;o(xo)zgcimo% shegi bar bolsa, onda y = f(x) funktsiyasi x, nogatda

on’ jaq tuwindig a iye dep ataladi.

Aniglama. Eger f_’o(xo):A}cimo% shegi bar bolsa, onda y = f(x) funktsiyasi x, nogatda
shep jag tuwindig a iye dep ataladi.

Tuwindinin® geometriyaliq mag'inasi: y = f(x) funktsiyasinin® x, nogatdag’i tuwindisi
iymek sizigga x, abstsissali nogatta ju rgizilgen urinbanin™ Ox ko sherinin™ on” bag’iti menen
payda etken muyeshinin’ tangensine ten".

Tuwindinin® mexanikalig mag’inasi. Materialliq nogattin” tezligi onin™ gozg alis
nizaminan (joldan) aling an tuwindig'a ten".

Eger y= f(x) funktsiya x, nogatinda shekli tuwindig'a iye, yag niy f’(xo)ziimo%
shekli san bolsa, onda bul funktsiya usi nogatta tuwindiga iye delinedi.

Eger y = f(x) funktsiya (a,b) intervaldin® ha'r bir nogatinda tuwindig'a iye bolsa, onda
bul funktsiya usi intervalda tuwindig a iye delinedi.

Eger y= f(x) funktsiya [a,b] kesindinin® ha'r bir ishki nogatinda differentsiallaniwshi
ha’m shekli bir ta’repleme f/,(a) ha'm £',(») tuwindilari bar bolsa, onda bul funktsiya usi
kesindide tuwindig a iye delinedi.

Tuwindig a iye bolg an funktsiyalardin® ga’siyetleri:

1. Eger y = f(x) funktsiya x, nogatinda differentsiallaniwshi bolsa, onda ol usi nogatta
uzliksiz dep ataladi.

Keri uyg arim uliwma alg'anda duris emes: bazi bir nogatta u zliksiz birag sol nogatta
tuwindig a iye bolmag an funktsiyalar bar.

Misali, [sinx| funktsiyasi x=kz, keZ noqgatlarinda; |x| funktsiyasi x=0 nogatinda
uzliksiz, birag tuwindig a iye emes. Hagiyqatinda da,

x, x>0
y:f(x)=|x|= 0, x=0

-x,x<0
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funktsiyasi x=0 noqatinda uzliksiz, al x=0 nogatindag'i shep jag ha'm on" jaq
tuwindilari ten” emes: f7(0)=1g135° =1, £/(0)=1g45° =1, £'(0)= £/(0), yag niy bul funktsiya
x=0 nogatinda tuwindig a iye emes.

2. Turaglinin™ tuwindisi nolge ten™: C'=0.

3. Eger u=u(x) ha'm v=v(x) funktsiyalari x, nogatinda differentsiallaniwshi bolsa,
onda olardin™ algebralig qosindisi, ko beymesi ha'm bolindisi (bo'limi nolge ten” bolmag an
jag dayda) usi noqgatta differentsiallaniwshi boladi:

!

! ’
(uiv)' =u'+V, (u-V), =u'v+uw'; (ﬂj ==
%

2
1%

3.1. (Saldari). Turagli ko beytiwshini tuwindi belgisinin™ aldina shig ariw mu mkKin,

4. (Quramali funktsiya tuwindisi). Eger y=f(x) ha'm u=¢(x) differentsiallaniwshi
funktsiyalar bolsin. Quramali y=f(x) funktsiyanin® g'a‘rezsiz o'zgeriwshi x boyinsha
tuwindisi usi funktsiyanin® aralig argument boyinsha tuwindisinin® aralig argumenttin
g a‘rezsiz 0"zgeriwshi x boyinsha tuwindisina ko'beymesine ten, yag'niy y’ =y’ (u)u’(x).

5. (Keri funktsiya tuwindisi). Eger y = f(x) funktsiya x, nogattin® bazi bir do’gereginde
monotonli, u'zliksiz, differentsiallaniwshi ha'm f(x,)=0 bolsa, onda og'an keri x=g¢(y)

1
f'(xo)

funktsiya y, = f(x,) nogatta differentsiallaniwshi, yag'niy ¢'(y,)= tuwindig'a iye

boladi.
x=o(t)

6. (Parametrlik ko'riniste berilgen funktsiya tuwindisi). Eger funktsiya { (0
y=v

parametrlik ko rinisinde berilgen bolsa, onda onin’ tuwindisi y’ = & formulasi menen tabiladi.
X

Tuwindilar tablitsasi. Meyli u=u(x) ha'm v=v(x) funktsiyalari differentsiallaniwshi
funktsiyalar bolsin.
1. C'"=0, C =const

!

2. (u“) =ou”'u',a —const 2.1. x'=1,x-argument
1 1 ' 1

22. |~ | =——u’ 2.3. =——u'

(j ) =L
3. a)—a Ina-u', a—const,a>0,a»=0 3.1. ( )=e“-u',(ex) =e"
4, (u)—vu u' +u"Inu-v'
5. (log, ) 1 u', a—const,a>0(a#0) 5.1, (In ) lu'

u
6. (smu) =cosu -u' 7. (cosu)’ =—sinu-u'
8. (tgu)' u' 9. (ctgu), =— _12 u'
cos’ u sin” u



10. (arcsinu) = u 11. (arccosu) =- u'
1-u® 1—u
12. (arctgu)' _ ! su' 13. (arcctgu)' — su'
1+u 1+u
14. (Shu)' = chu-u'; shu="5 —2e 15. (chu)l = shu-u'; chu="5 —;e

u u

e' +e

17. (cthu) = 12 -u'scthu=
e +e™" shu e —e™

Anig emes F(x,y)=0 tu'rindegi funktsiyani differentsiallaw (tuwindisin tabiw) ushin u
tin" x funktsiyasi ekenligin esapga ala otirip berilgen ten’leme x boyinsha differentsiallanadi
wa'm aling an ten'lik y' ga garata sheshiledi.

16. (thu)': ! u'sthu =S ¢

h’u

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. Aniglaniw oblastinin™ barlig nogatlarinda tuwindig a iye emes funktsiyani jazin".
2. Giperbolalig funktsiyalardin™ tuwindilari.

3. Trigonometriyalig ha'm keri trigonometriyaliq funktsiyalardin® tuwindilari.

4. lymek siziqga ju rgizilgen urinbanin aniglamasi.

22-lektsiya
Funktsiya differentsiali

Bir o zgeriwshili funktsiyasinin® differentsiali. Tuwindi ha'm differentsial arasindag’i
baylanis. Quramali funktsiyanin® differentsiali ha'm differentsialdin™ invariantlilig’i. Funktsiya
differentsialinin™ geometriyalig mag inasi. Juwiq esaplawlarda differentsialdin™ qgollaniliwlari.
Funktsiyani siziglandiriw: geometriyalig ha'm mexanikalig mag inasi.

Meyli y=f(x) funktsiyasi [a,5] kesindisinde differentsiallaniwshi bolsin. Bul ha'r
ganday x |a,b] ushin

(o Ay
f(xo)—gglom (1)

shekli tuwindisinin® bar ekenligin bildiredi. Tuwindi nolge ten” bolmasa, onda (1)
ten likten

% _ f'(x)+a

ten’ligin jaziw mu mkin, bunda Ax -0 da a« —0.
Ay = f'(x)Ax + aAx
yamasa
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Ay = f'(x)Ax+ B.

B=alx shamasi Ax ga salistirg'anda joqari ta'rtipli sheksiz kishi shama. Tiykarg'i
£'(x)Ax shamasi funktsiyanin® differentsiali dep ataladi.

y = f(x) funktsiyasinin™ differentsiali du yamasa df(x) tu'rinde belgilenedi:

dy = f"(x)Ax.
u=x funktsiyasinin" differentsialin tabamiz. u’=1 bolg anligtan
dy=dx=1-Ax yamasa dx = Ax.
Demek,
dy = f"(x)Ax
dutv)=dutdv, d(cu)=cd(u) du-v)=vdu+udy d(%j:v‘h‘;zudv
N

Meyli y= f(x) funktsiya x g'a'rezsiz argumentlerinin® differentsiallaniwshi funktsiyasi
bolsa, onda dy = f"(x)Ax.

Endi y=f(u)u=¢(x) quramali funktsiyasi argumentlerinin® differentsiallaniwshi
funktsiyalari bolsin. Onda

dy= f'(u)du= f!(u)p'(x)dx.

Differentsialdin® eki an’latpasin salistirip, onin’ tu'rinin® 0 zgermeytug inlig'in
(invariantlilig'in) ko'remiz. Demek, funktsiya argumentinin® basga argumenttin° araliq
funktsiyasi boliwi yamasa g a rezsiz o zgeriwshi boliwina baylanissiz bir turdi gabil etedi.

Differentsialinin® geometriyaliq maginasi: y= f(x) funktsiyanin® x ha'm Ax berilgen
ma’nislerine sa’ykes keliwshi differentsiali y= f(x) iymek sizigga x nogatinda ju'rgizilgen
urinbanin’ ordinatasinin® o’simine ten” boladi.

Juwiqg esaplawlarda differentsialdin” gollaniliwlari

Ay =dy; f(x+Ax)zf(x)+f'(x)Ax.

Funktsiyani siziglandiriw: y= f(x) funktsiyasi x,noqatinin’ bazi bir do'gereginde

differentsiallaniwshi bolsa, onda

Y= +f’(x0)(x—x0)
juwiq ten’ligin jaziw mu mkin. Bul geometriyaliq jaqtan berilgen y = f(x) funktsiyasin
x, nogatinin’ bazi bir do'gereginde (x,;y,) nogatindag’i urinba menen almastiriwg'a ten’
ku'shli ekenligin bildiredi. Bunday almastiriw funktsiyani siziglandiriw dep ataladi.
Funktsiyani siziglandiriw usilinin® mexanikaliq mag inasi: materialliq nogattin® bir tegis
bolmag an ha'reketi bazi bir kishkene wagqit aralig inda tegis ha'reket penen almastiriladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar
1. Giperbolaliq funktsiyalardin® differentsiallarin tabin".
2. +/17 saninin’ juwig ma’nisin tabin’.

23-lektsiya
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Jogari ta rtipli tuwindilar

Bir o zgeriwshi funktsiyasinin® jogari tartipli tuwindilari. Aniq, parametrlik ha’m aniq
emes tu'rde berilgen funktsiyalardin® tuwindilari. Leybnits formulasi. Jogari ta’rtipli
differentsiallar ha'm invariantliligtin® buziliwi. Jogari ta'rtipli tuwindilardin® (n=2; 3)
geometriyaliq ha'm fizikalig mag inalari.

Meyli y = f(x) funktsiyasi [a,b] kesindisinde differentsiallaniwshi bolsin. f(x)=g(x)
funktsiyasinin® tuwindisin garastiramiz.

Aniglama. Berilgen funktsiya tuwindisinan aling an tuwindi usi funktsiyanin® ekinshi
ta'rtipli tuwindisi yamasa ekinshi tuwindisi dep ataladi ha'm " yamasa f”(x) tu'rinde

belgilenedi: y" = (y'),:f"(x).
Ekinshi ta'rtipli tuwindidan aling'an tuwindi usi funktsiyanin® u'shinshi ta'rtipli
tuwindisi yamasa u“shinshi tuwindisi dep ataladi ha'm y” yamasa f"(x) tu‘rinde belgilenedi.
(n-1) ta'rtipli tuwindidan aling an tuwindi usi funktsiyanin™ n-ta'rtipli tuwindisi yamasa
n-tuwindisi dep ataladi ha'm ™ yamasa f)(x) tu'rinde belgilenedi:

y(n) :(y(n—l)) =f(")(x).
Leybnits formulasi:
(u . V)(n) =uy+ %u("_l)v' + _n(n2'+ l)u(”_z)v” IO}

Jogari ta'rtipli differentsiallar: Funktsiya differentsialinan aling an differentsial ekinshi
ta rtipli differentsial yamasa ekinshi differentsial dep ataladi ha'm &>y tu'rinde belgilenedi.

(n—1)-ta'rtipli differentsialdan aling’an differentsial usi funktsiyanin® #z-ta’rtipli
differentsiali yamasa n-differentsiali dep ataladi ha'm d”y = y"ax" tu'rinde belgilenedi:

Eger z = F(x,y) tu'rindegi funktsiya bolsa, onda

d"z= édx+£dy z.
ox oy

Jeke jumis tapsirmalari ha'm tekseriw ushin sorawlar

1. cosx funktsiyasinin® barlig tuwindilarin (yag niy »-ta’rtipli tuwindisin) tabin".
2. x-tin" natural logarifmnin” barliq differentsiallarin tabin".

24-lektsiya

Differentsiallaniwshi funktsiyalardin™ ga'siyetleri
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Bir o' zgeriwshinin® differentsiallaniwshi funktsiyalari hagginda tiykarg'i tastiyiglawlar:
Roll’, Lagranj, Koshi, Ferma teoremalari, olardin® geometriyalig mag inalari. Aniq
emesliklerdi sheshiwdin® Lopital™ gag iydasi. 0/0, oo/, 0-00,00—00, 17, 0%, 0o’ tu'rindegi aniq
emeslikler.

Ferma teoremasi (Tuwindinin® noli). Eger y=f(x) funktsiyasi bazi-bir [a,b]
kesindisinde aniglang an, u zliksiz, differentsiallaniwshi ha'm intervaldin® ishki x=s nogatinda
en” u'lken (en" kishi) ma’nisine iye bolsa, onda f'(c)=0.

Roll* teoremasi (Tuwindinin® nolleri haqgindag’i teorema). Eger y = f(x) funktsiyasi
[a,b] kesindisinde aniglang'an ha'm uzliksiz, (a,b) intervalinda differentsiallaniwshi,
kesindinin® shetki nogatlarinda ten” f(a)= f(») ma'nislerdi gabillasa, onda kesindinin® ishinde
keminde bir x = c e(a,b) nogatisi bar boladi ha’m onda tuwindinin® manisi nolge ten" f’(x)=0
boladi.

Geometriyaliq mag inasi: Teorema sha’rtleri orinlang’anda [a,5] kesindisinen keminde
bir x=s noqati tabilip, funktsiya grafigine x=s noqatinda ju'rgizilgen urinba Ox ko sherine
parallel boladi.

Lagranj teoremasi (Shekli o'simler haqqgindag'i teorema). Eger y = f(x) funktsiyasi
[a,b] kesindisinde aniglang’an ha'm uzliksiz, (a,b) intervalinda differentsiallaniwshi bolsa,
onda [a,b] kesindisinin ishinen keminde bir x = c e (a,b) nogati bar boladi ha'm bul nogatda

f(b)-r(a)=f"(c)b—a)

ten’ligi orinlanadi.

Bul formula Lagranj formulasi dep ataladi.

Geometriyalig maginasi: Teorema sha'rtleri orinlang’anda [a,b] kesindisinen keminde
bir x=s noqati tabilip, funktsiya grafigine x=s nogatinda ju'rgizilgen urinba (a; f(a)) ha'm
(b; £(p)) nogatlarinda bolg*an xordag'a parallel boladi.

Ko binese Lagranj formulasin

Ay = f'(x+6Ax)Ax, 0< O <1

turinde jazip, oni shekli ayirmalar formulasi dep ataydi.

Eger f(x) ha'm ¢(x) funktsiyalari [a,b] kesindisinde aniglang’an ha'm u’zliksiz, (a,b)
intervalinda differentsiallaniwshi barliq xe(a,b) nogatlari ushin ¢'(x)=0 bolsa, onda [a,5]
kesindisinin® ishinen keminde bir x = c e (a,b) nogati bar boladi ham bul nogatda

S(b)-fla) _ f'(c)
olb)-pla)  ¢'(c)

ten'ligi orinlanadi, bunda ¢(a) = ¢(b).

Lagranj teoremasi Koshi teoremasinin’ dara jag dayi.

Lopital’ qgag'iydasi. 1. Eger f(x) ha'm ¢(x) funktsiyalari x=a noqattin® bazibir
do gereginde uzliksiz, a nogattin® 0"zinen tisgari usi do gerekte differentsiallaniwshi bolip, usi
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do'gerekte f(a)=0; p(a)=0, p'(x)=0 ha'm shekli yamasa sheksiz lim A gx;
x—>a¢ x
f(x) fo) o f(x)

bolsa, onda lim 2= shegi de bar boladi ha'm lim =lim >~ =4 (¢'(x)=0) tenligi orinli
xX—>a ¢(x) xX—a @(x) X—>a ¢ (x)

=A shegi bar

boladi.
2. f'(a)=0;¢(a)=0 ha'm f'(x) ja'ne ¢'(x) tuwindilari jogaridag'i (Lopital” gag iydasi)
sha’rtlerin ganaatlandirsa, onda ol usildi ekinshi ma’rtebe de gollaniw mu mkin:
tim £0) = iy L0 iy S
wa g(x) e @(x)  xap"(x)
Usilay dawam ete beriw mu mkin.
3. Lopital’ gag'iydasi x - da F(x)—0, p(x)—>0 bolganda ha'm orinli boladi,

yag niy

tim L) _ o /)
4. Eger f(x) ha'm ¢(x) funktsiyalari x=a nogatinin® bazi bir do'gereginde u'zliksiz, a
nogattin® o zinen tisgari usi do gerekte differentsiallaniwshi bolip, usi do gerekte
lim f(x)=00, limg(x)=c0, ¢'(x)#0

ha'm shekli yamasa sheksiz limM:A shegi bar bolsa, onda limLx) shegi de bar
x—a ¢'(x) —a px)
boladi ha'm fim <% = im £ &) _ 4 tenligi orinti boladi.
X—>a w(x) xX—a Q'(x)

Bul tastiyiglaw x — ooda ha'm o'z ku shin aqglaydi.

Aqgirg’i an’latpanin® on" ta'repindegi (shekli yamasa sheksiz) shek bar bolsa, onda
Lopital™ gagiydasi orinli boladi. Shep ta'reptegi shek bar bolg an bir wagitta on™ ta reptegi
shek bar bolmawi mu mkin. Bunday jag daylardi Lopital” gag iydasin paydalanbay, an latpani
ten'be-ten” tu'rlendiriw, a‘jayip sheklerge alip keliw, yamasa basgasha usillardan
paydalaniwg'a tuwra keledi. Sheklerdi esaplaw barisinda payda bolg an aniq emesliklerdi
sheshiw ushin Lopital™ gagiydasi universalli usil emes.

5. 0- tu'rindegi aniq emeslikler. Bunday tu rdegi anig emesliklerdi ashiw degende
}ci_rgf(x)zo, ]jingo(x):oo bolg anda x'llm_mf(x)-(p(x) shegin tabiw tu’siniledi. Izlenip atirg’an

shekti tu'rlendirip jazamiz:
lim f(x)-(p(x):hrn@ yamasa lim f(x)-(x)= 1im@
olx) 1)
ha'm 0.0 tu'rindegi anig emeslikti jogarida garastirilg an % yamasa 2 turindegi aniq
o0

emesliklerdin® birine alip kelemiz.
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6. co—oo tu'rindegi aniq emeslikler. Bunday tu'rdegi aniq emesliklerdi ashiw degende
lim f(x)=c0, limgp(x)=c0 bolg’anda lim[f(x)-¢(x)] shegin tabiw tu'siniledi. Izlenip atirg*an

x—a

shekti tu'rlendire otirip % yamasa il turindegi aniq emesliklerdin® birine alip kelemiz.
o0

7. 1°,0°, 0 tu'rindegi aniq emeslikler. Bunday tu'rdegi aniq emesliklerdi ashiw

degende
a) lim £(x)=1, lim ¢(x)=c0 bolg'anda 1% ,

xX—a

b) lim f(x)=0, lim¢(x)=0 bolg’anda 0° ,

xX—a

V) lim f(x)=, lim(x)=0 bolg'anda «° ,

tu'rindegi aniq emeslik bolatugin im[7(x)]"™ shegin tabiw tu’siniledi.
Bul u'sh jag'dayda da funktsiya aldin ala logarifmlenedi ha'm 0-00 tu'rindegi aniq
emeslik alinadi ha'm ol tu rlendire otirip % yamasa 2 tu'rindegi anig emesliklerdin™ birine
o0

alip kelinedi. Odan keyin logarifmnin’ shegi boyinsha berilgen funktsiya shegi tabiladi.
Aling an na'tiyje potentsirlenedi.

Jeke jumis tapsirmalari ha’m tekseriw ushin sorawlar

1. Birinshi ha’m ekinshi a'jayip sheklerdi Lopital™ qagiydasin paydalanip tekserin’.
2. Ferma teoremasi ha'm onin" da’lilleniwi.
3. Lagranj teoremasinin” gollaniliwlari.

25-lektsiya
Teylor ha'm Makloren formulalari

Tuwindi menen baylanisli ma’seleler matematiklerdi erte da’wirden-aq qiziqtirip kelgen.
Berilgen funktsiyanin’ tuwindisin ha’m kerisinshe berilgen tuwindi ma’nisleri boyinsha
funktsiyani tabiw ushin olardi sheksiz gatarlarg’a jayiw za’ru’rligi kelip shiggan. Bunin’ ushin
Nyuton funktsiyani to’mendegi ko’rinistegi ag’zalari sheklenbegen sanda o’siwshi, sheksiz
da’rejeli gatar menen almastirdi.

8, +aX+a,X” +ax® +..+a,x" +... (1)
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ay,8,,8,,..8,... koeffitsientleri, ag’zalar sani qanshelli o’sken sayin (1) an’latpanin’

ma’nisin sonshelli da’l beretug’inday etip aling’an.
Solay etip ;- funktsiyasin to’mendegi qatar menen almastirdi.

Lo+ X=X+ A+ (D"X" +... (2)

1+x

Eger \x\<1 bolsa, onda 1, -x, X°, ... agzalari kemeyiwshi geometriyaliq progresiyani

du’zedi ha’m qosindisi 1 ge ten’.

Eger |x| >1 bolsa, onda (2) gatar gosindisi n — oo da ;- ge umtilmaydi.

Sonin’ ushin da Nyuton x tin’ jeterli da’rejede kishi ma’nisleri menen sheklengen.

Nyuton funktsiyalardi sheksiz qatarlarg’a jayiw ushin bunnan da basqa medodlardan da
paydalang’an. Ol on’ pu’tin m ler ushin erterekte Paskal ta’repinen ornalastirilg’an formulani m
nin’ teris ha’m bo’lshek ma’nislert ushin qollandi. Bul formulanin’ da’slepki formasi
to’mendegishe edi:

L+ x)" =1+ mx+ 20D y2 A2 3 (3)

1+x

m=-1 bolg’anda biz (2) ge iye bolamiz:
L=1-x+x2 X3+ .+ (-D"x

1+x

eriwshili funktsiyalardi Teylor formulasi boyinsha jayiw sha‘rtleri. Qaldig ag zalardi
(Lagranj formasindag'i) bahalaw usillari. Tiykarg'i a piwayi funktsiyalardin® Makloren
formulasi boyinsha jayilmalari. Teylor ha'm Makloren formulalarinin® juwiq esaplawlarda
gollaniliwlari. Funktsiyalardin® ma nislerin EEM de esaplaw.

Meyli y=f(x) funktsiyasi x=a nogatisinin® bazi bir do’gereginde (n+1) tartipke
shekemgi tuwindig a (bunda (n+1) - tuwindi da kiredi) iye bolsin.
Teylor ko pag zalisi:
B, (x)=f(a)+
Teylor formulasi:
’ 4 (”)
f(x)zf(a)+—f1('a)(x—a)+—f2('a)(x—a)2+...+—f '(a)(x—a)"+Rn(x)

bunda R, (x)-galdiq ag'za dep ataladi. Lagranj formulasindag’i galdiq ag’zasi:

(n+])
Rn(x):f(nfl()f)(x—a)"ﬂ, £ (@)
x=0 dep uygarsaq, Teylor formulasinin™ dara jag dayi bolg an Makloren formulasina iye
bolamiz:

f'(a)
1!

(x—a)+
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bunda

A’piwayi funktsiyalar jayilmalari:
N x2 x3 xn e .xn+1 n xn .
e =1+x+5+§+...+—+M= > = +R,(x), bunda: £<(0,1)

n! (n+1)  Ean
’ > 2n-1 1 2n
gin(e)mx—E Xy E sin(e )
3 s (2n-1) (2n)
n Y x2n+l .
= 2,0V ¢yt R, bunda: £ e 01).
n 2n " "
coSx = (_1)n X +Rn(x), h1(1+x): (—1)nx—+Rn(x),
n=0 (2]’2)‘ s n
n 2n+1
arctgx= nzz(;(_ l)n ;n - iR (x),

(14x) = Zn:(_ 1y m(M—l)...(m—n+l)xn VR (x),

n=0 n'

I« —nz(; )x+R )

Teylor formulasi funktsiyalardin® ma'nislerin EEM de esaplaw ushin algoritmlerdi
aliwdin’ tiykarg'i deregi bolip tabiladi. Bunin® ushin qaldiq ag za berilgen da’llikten Kishi
bolg ang a shekemgi qosiliwshi alinadi.

Argumenttin” jetkilikli kishi ma nisleri ushin to mendegi juwiq formulalar paydalaniladi:

3

1. sinx~x 1.1. sinxzx—%
2 2 4
2. cosx~1-"— 2.1 cosx~l-2 41
2 24
2
3.e" ~l+x 3.1. exz1+x+7
3.2. ez2+l 3.3 ¢" z2+l+l
2! 21 3!
2
4. mx~x 4.1. ]nxzx—x?
2 3

4.2. lnxzx—x—+x—
2 3

5. (1+x)" = 1+ax
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51 1 ~1_x 5.2.

~1-2x
I+x (1+x)
53 JI+tx~l+2 54 L 1 %
2 1+x 2
5.5 Y+x~1+2 5.6. 1 ~1-2
3 V+x 3

Jeke jumis tapsirmalari ha’m tekseriw ushin sorawlar

1. cos(2x), ctgx funktsiyalarin Makloren formulasi boyinsha jayin'.
2. 50s2 ma’nisin 0.001 da’lligi menen esaplan’.

26-lektsiya
Funktsiyalardi tuwindini paydalanip izertlew

Bir o'zgeriwshinin™ funktsiyalarin tuwindini paydalanip izertlew. Funktsiyanin® o'siw
ha'm kemiw sha’rtleri, ekstremum noqatlari. Ekstremumnin za'ru rli ha'm jetkilikli sha’rtleri.
Funktsiyani izertlewde jogari ta rtipli tuwindilardin™ gollaniliwlari.

Aniglama. Eger argumenttin® (a,p) araliqgga tiyisli u'lken ma’nisine y=f(x)
funktsiyanin® u’lken ma'nisi sa'ykes kelse, onda berilgen funktsiya (z,) aralig’inda o siwshi
funktsiya dep ataladi.

Aniglama. Eger argumenttin® (a,b) araliqga tiyisli u'lken ma'nisine y=f(x)
funktsiyanin® kishi manisi sa'ykes kelse, onda berilgen funktsiya (a,b) aralig’inda kemiwshi
funktsiya dep ataladi.

Bul aniglamalardi gisgasha

x, <x, = f(x,)< f(x,)-0"siwshi funktsiya

x, <x, = f(x)> f(x,)-kemiwshi funktsiya

tu'rinde jazip ko rsetiw mu mkin.

Teorema (Funktsiyanin® o'siwshi boliwinin® za'ru’rli sha'rti). Eger (a,b) intervalinda
differentsiallaniwshi y = f(x) funktsiya o’siwshi bolsa, onda bul funktsiyanin® tuwindisi
intervaldin® barlig nogatlarinda teris bolmawi za'ru'r, yag niy barliq x  (a,5) ushin f'(x)>0.

Teorema (Funktsiyanin® kemiwshi boliwinin® za'ru'rli sha'rti). Eger (a,b) intervalinda
differentsiallaniwshi y = f(x) funktsiya kemiwshi bolsa, onda bul funktsiyanin® tuwindisi
intervaldin® barlig nogatlarinda on™ bolmawi za'ru'r, yag niy barliq x e (a,b) ushin f’(x)<0.
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I

kesindisinde u“zliksiz bolg*an y = f(x) funktsiyasi ha'r bir ishki nogatta on" tuwindig'a iye
bolsa, onda bul funktsiya [«,5] kesindisinde o'siwshi (kemiwshi) boladi.

Aniglama. Eger y= f(x) funktsiyanin® X, nogatdag'i ma'nisi usi funktsiyanin® usi
nogattin® jetkilikli kishi do geregindegi galg'an manislerinen u'lken (kishi) bolsa, onda
y = f(x) funktsiya xo nogatda maksimumga (minimumga) iye delinedi.

Eger funktsiya [a,b] kesindide aniglang’an ha'm u'zliksiz bolsa, onda bul funktsiya
0 zinin® maksimum ha’m minimumlarina x tin" usi kesindinin™ ishindegi ma nislerinde erisedi.

Funktsiyanin® maksimumlari ha'm minimumlari funktsiyanin® ekstremumlari yamasa
ekstremal ma nisleri dep ataladi.

Teorema (Ekstremumnin® za'ru'rli sha'rti). Eger differentsiallaniwshi y = f(x)
funktsiya X nogatda ekstremumg a iye bolsa, onda onin™ usi nogatdag’i tuwindisi nolge ten’
boliwi za'ru'r, yag'niy f'(x,)=0.

Teoremanin™ geometriyalig mag inasi: differentsiallaniwshi funktsiya ushin ekstremum
nogatinda jurgizilgen urinba Ox ko sherine parallel boladi.

Eger funktsiya nogatda ekstremumg a iye bolsa, onda tuwindi bul nogatda nolge ten’,
sheksizlikke ten” yamasa bar bolmaydi. Bunday noqatlar kritik (statsionar) noqgatlar dep ataladi.
Ekstremumlardi kritik (statsionar) nogatlardan izlew kerek.

Funktsiyanin® [a,6] kesindidegi maksimum ha'm minimumlari ba'rqulla onin® usi
kesindidegi en” u'lken ha'm en" kishi ma’nisleri bola bermeydi.

Teorema (Ekstremumnin® jetkilikli sha'rti). Eger X, kritikaliq noqgatti 0"z ishine aliwshi
intervalda y = £(x) funktsiyanin® #’(x) tuwindisi X, nogatdan o'tkende belgisin 0’zgertse, onda
belgi «+» ten «-» ke o'zgergende xo nogat maksimum noqatsi, belgi «-» ten «+» ke o' zgergende
Xo Nogat minimum nogatsi boladi.

Funktsiyanin® ekstremumga iye boliwi ushin kritik (statsionar) nogatlar do gereginde
onin tuwindisinin™ ha'r giyli belgilerge iye boliwi jetkilikli.

Teorema. f’(x,)=0 bolip, funktsiyanin® ekinshi ta'rtipli tuwindi bar ha'm f"(x,)# 0
bolsa, onda Xx=x, nogatda ekstremum bar boladi: f"(x,)<0 bolg’anda maksimumga,
£"(x,)>0 bolg anda minimumga erisedi.

Eger X, kritik nogatda £”"(x,)=0 bolsa, onda funktsiyani izertlew basga usil menen alip
bariladi ham bul nogatda to"mendegi hallardin™ birewi boliwi mu mkin:

a) minimum, b) maksimum, v) maksimum da minimum da jog.

Eger f'(x,)=0 ha'm f"(x,)=0 bolsa, onda funktsiyani izertlew ushin Teylor
formulasinan paydalanamiz: y= f(x) funktsiya x=x, nogat do'gereginde u'zliksiz n-ta'rtipli
tuwindig'a iye ha’m x=x, nogatda (»—1)-ta'rtipke shekemgi bolg“an tuwindilarinin® hammesi
nolge ten” dep uyg arayig. Onda Teylor formulasi boyinsha

1) 1(sy)+ L8

x=x,)', & €[xp;x]

yamasa
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(n)
1)) =2 e,y
Bunda birneshe dara jag daylar boliwi mu mkKin:
1. n-jup san.

a) /"(x,)<0 bolsa, onda y = f(x) funktsiya x=x, nogatinda maksimumga iye boladi.

b) /™ (x,)>0 bolsa, onda y = f(x) funktsiya x=x, nogatinda minimumg'a iye boladi.

2. n-tag san.

a) f(")(x0)<0 bolsa, onda y=f(x) funktsiya x=x, nogatinda maksimumg'a da
minimumga da iye bolmaydi (ekstremum joq), funktsiya kemeyiwshi boladi.

b) f"(x,)>0 bolsa, onda y=f(x) funktsiya x=x, nogatinda maksimumg'a da
minimumg a da iye bolmaydi (ekstremum joq), funktsiya o siwshi boladi.

Jeke jumis tapsirmalari ha m tekseriw ushin sorawlar

1. Kritikalig nogatlari ha’m ekstremum nogatlari tu sinikleri, ayirmashiliglari.
2. y=2x" +1 funktsiyasinin® o’siw aralig’in ko rsetin".
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