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1-ma’ruza
Variatsion hisobning predmeti. Funksionalning ekstremumi

Reja:
1.Variatsion hisobning klassik masalalari. VVariatsion hisob predmeti.
2.Asosiy funksional fazolar.
3.Chizigli va kvadratik funksionallar. Funksionalning variatsiyalari.

4.Funksionalning ekstremumi. Ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari.

Tayanch iboralar: Braxistoxrona, geodezik chizig,izoperimetrik shart,
funksional, uzluksizlik, differensiallanuvchanlik, funksional fazo, norma,
metrika, yaqinlik tartibi, e-atrof, chizigli va kvadratik funksionallar,
variatsiya, variatsion masala, global va lokal ekstremumlar,
ekstremumning zaruriy sharti, yetarli shart.

Matematikada, tabily va texnik fanlarda, iqgtisodiyotda va boshga
sohalarda uchraydigan ko'pgina amaliy masalalar cheksiz o'lchovli
funksional fazolardagi ekstremal masalalarga olib keladi. Bunday masalalar
bilan klassik variatsion hisob va optimal boshgaruv masalalari bo"limlarida
tanishamiz.

Ushbu va bundan keyingi bir necha ma’ruzalarimiz variatsion hisob
masalalariga bag’ishlanadi.
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1.Variatsion hisobning klassik masalalari. Variatsion hisob
predmeti.

Dastlab variatsion hisob predmetini yaxshirog anglab olishga imkon
beruvchi hamda matematikada bu yo nalishning paydo bo’lishi va
rivojlanishida muhim ahamiyatga ega bo lgan masalalardan quyidagilarni
keltiramiz.

Braxistoxrona hagidagi masala. 1696 yilda I.Bernulli tomonidan
goyilgan bu masalada bir vertikal to"gri chizigda yotmagan ikkita A va B
nugtalarni tutashtiruvchi shunday chizigni topish talab gilinadiki, material
nuqgta o'z og'irlik kuchi ta’siri ostida shu chiziq bo'ylab harakat qilib, A
nugtadan B nugtaga eng gisga vaqtda yetib kelsin (1-chizma).

Masalaning nomi grekcha “braxistos” —eng qisqa, “xronos” —vaqt
so zlaridan kelib chiggan.

Braxistoxrona haqidagi masalani hozirgi zamon matematikasi tilida
ifodalash uchun to'g'ri burchakli Oxy kooordinatalar sistemasini 1-
chizmada ko'rsatilganidek, ya’ni Oy o qgni pastga yo naltirib, garaymiz. A
nuqtani koordinatalar boshiga joylashtiramiz. B nugtaning koordinatalari
(%, y,) bo'lsin.

A(0,0) va B(xq,y;) nugtalarni ixtiyoriy y = y(x) sillig chiziq bilan
tutashtiramiz.

Shu chiziqg bo'ylab og'irlik kuchi ta’sirida harakatlanuvchi material
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nugtaning massasi m ga, t vagt momentidagi tezligi v ga teng bo'lsin. U

holda, t vaqtda harakatdagi nugtaning Kinetik energiyasi K=m;/,

potensial energiyasi P = —mgy bo'ladi, bu yerda g~9.8 m/c* -erkin
tushish tezlanishi o'zgarmasi. Fizikadan yaxshi ma’lum bo'lgan
energiyaning saqlanish qonuniga ko'ra,

2

—-mgy + =0

tenglikni olamiz. Bu yerdan v =/2gy . Endi

v:ﬁ, ds:,\/dx2+dy2,dy:y'dx

12
ekanligini hisobga olsak, it 12 /tgy dx bo’ladi.
v y

Demak, y(x) chiziq bo'ylab A nugtadan B nuqgtaga ko chish uchun
sarflangan T =T[y] vaqt uchun

X /2

1+y
Tlyl=
‘c[ 29y

ifodaga ega bo'lamiz. (1.1) ko'rinishdagi T =T[y] miqgdor

y=Yy(x), xe[0,x] uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar fazosida
aniglangan bo'lib, braxistoxrona hagidagi masala esa, T[y] funksionalning
y(0) =0, y(x,) =Yy, shartlarni ganoatlantiruvchi uzluksiz differensiallanuvchi

dx (1.1)
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funksiyalar to’plamida minimumini topish masalasidan iboratdir. Bu
masala I.Bernulli, I.Nyuton, G.Leybnislar tomonidan yechilgan bo'lib, eng
tez o'tish (sirpanish) chizig'i sikloida deb ataluvchi chizigdan iborat bo’lar
ekan (bunga biz keyinroq ishonch hosil gilamiz).

Geodezik chiziglar hagidagi masala. Masala quyidagicha qoyiladi:
Berilgan S sirtda yotuvchi va sirtning A, va A nugtalarini tutashtiruvchi
eng gisga uzunlikka ega bo lgan chiziq topilsin (2-chizma).

Bunday eng qisqa uzunlikka ega chiziglar geodezik chiziglar deb
ataladi. Masalaning matematik modelini tuzish uchun, S sirt ¢(x,y,z)=0
tenglama bilan berilgan, A, va A nuqtalarning koordinatalari, mos
ravishda, (Xo,YoZo) Va (X1,y121) bo’lsin, deb faraz gilamiz. Qaralayotgan
nuqgtalarni tutashtiruvchi ixtiyoriy y = y(x),z = z(x), xo<x<x,, Sillig
chizigni garaymiz. Matematik analiz kursidan yaxshi ma’lumki, bu

chizigning uzunligi
L:L[y,z]:f«/1+ y 2 +2z%dx (1.2
X

formula orgali topiladi. Masalaning qo yilishiga ko'ra,

Y(Xo) = Yo, 2(X0) = 24, Y(X) = Y1, 2(%) = 2, 9(X, Y(X), 2(X)) =0, X, < X <X, (1.3)
munosabatlarga ega bo'lamiz. Shunday qilib, geodezik chiziglar hagidagi
masala (1.2) ko'rinishdagi L[y,z] o zgaruvchi miqgdorni (1.3) shartlarni
ganoatlantiruvchi uzluksiz differensiallanuvchi, y=y(x), z=z(X), x, <x<Xx
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funksiyalar to’plamida minimallashtirish masalasidan iborat. Bu masala,
1698 yilda Ya.Bernulli tomonidan yechilgan.

Klassik izoperimetrik masala. Bu masalada berilgan | uzunlikka ega
bo'lgan barcha yopiqg chiziglar ichida maksimal S yuzani chegaralovchi
chizigni topish talab gilinadi.

Bunday chizigning aylanadan iborat ekanligi gadimgi Yunonistonda
ma’lum edi. Izoperimetrik masala deb ataluvchi bu masalani hozirgi zamon
matematikasi tilida ifodalash uchun, yopiq chiziq x=x(t), y=y(t), te[t,.t,]
parametrik tenglamalar bilan berilgan, deb faraz gilamiz.

U holda, shu yopiq chiziqg bilan chegaralangan yuza,

SIx,yl= [yt (1.4)

formula orqali topiladi. Chiziq uzunligi 1 ga tengligi va chizigning
yopigligini hisobga olsak,

[yt =1 (1.5)

izoperimetrik shartga va

X(to) = x(t), yt,)=y(t) (1.6)
chegaraviy shartlarga ega bo’lamiz. Shunday qilib, garalayotgan masala
(1.4) ko’rinishdagi o’zgaruvchi miqdorning, (1.5), (1.6) shartlarni
ganoatlantiruvchi  x=x(t), y=y(), t,<t<t, uzluksiz differensiallanuvchi
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funksiyalar to plamida, minimumini topishdan iboratdir.

Yuqorida keltirilgan masalalarda (1.1), (1.2) va (1.4) ko'rinishdagi
0 zgaruvchi migdorlarga ega bo’ldik. Ular funksional tipidagi o zgaruvchi
miqdorlarga misol bo’la oladi. Funksionallar esa funksional analiz
kursining asosiy tushunchalaridan biri bo’lib, berilgan w funksional fazo
v to'plamining har bir u elementiga biror J(u) haqgigiy sonni mos
qo’yuvchi akslantirishni bildiradi. Funksionallar odatda cheksiz o'lchovli
funksional fazolarda berilgan bo'ladi. Ularning eng katta (maksimal) va
eng kichik (minimal) giymatlarini topish haqgidagi masalalar cheksiz
o Ichovli ekstremal masalalar bo’lib, bunday masalalarni o'rganish
variatsion hisob predmetini tashkil etadi.

XVII asrning oxiridan XX asr o'rtalarigacha bo'lgan davr klassik
variatsion hisobning paydo bo'lishi va rivojlanishini o'z ichiga oladi. Bu
davrda dastlabki fundamental tadgiqotlar L.Eyler va J.Lagranj tomonidan
bajarildi. XV I1II asrning oxirlarida Eyler, Lagranj va Lejandrlarning ilmiy
tadqiqotlari natijasida variatsion hisob birinchi  variatsiyani tekshirish
gismi bo"yicha tugallangan shaklga ega bo"ldi.

XIX asrda esa, avval ma’lum bo'lgan variatsion masalalarni
umumlashtirish boshlandi va variatsion hisobning tadbiglari bo'yicha
natijalar olindi (M.1.Ostrogradskiy tomonidan 1834 yilda karrali integralli
variatsion masalalar uchun zaruriy shartlar olindi, variatsion hisobning
mexanikaga tadbig'i qaraldi).
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XIX asrning ikkinchi yarmida funksionallar ekstremumlarining yetarli
shartlari olindi (K.Veyershtrass tomonidan, 1879 yilda).

XX asrda variatsion hisobning to'gri usullari yuzaga keldi. Ular
variatsion masalalarni taqribiy yechish uchun, hamda ularda yechimning
mavjudligini isbotlash uchun juda muhimdir.

XX asrning boshlarida matematikada yangi yo nalish — funksional
analiz yuzaga keldi va aniq tabiatshunoslikning turli sohalarida, jumladan,
kvant mexanikasida keng go llanila boshladi. Variatsion hisob «chizigli
bo Imagan» funksional analizning tarkibiy gismiga aylandi.

XX asrnig ikkinchi yarmiga kelib optimal boshgaruvning matematik
nazariyasiga asos solinishi va uning jadal rivojlanishi variatsion hisob
taraqqgiyotida yangi davrni boshlab berdi. Bu yangi yo’nalishda Sobiq
Ittifoq akademiki L.S.Pontryaginning «maksimum prinsipi», amerikalik
R.Bellmanning dinamik pogrammalashtirish usuli asosiy natijalar
hisoblanadi.

2. Asosiy funksional fazolar.

Bizga funksional analiz kursidan yaxshi ma’lum bo'lgan va variatsion
hisob masalalarini o’rganishda keng foydalaniladigan eng muhim
funksional fazolarni eslatib o’ tamiz.

a) C[a,b] fazo. Bu fazo chiziqgli normalangan fazo bo’lib, u [a,b]

kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalardan tashkil topgan. C[a,b] fazo
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f = f(x) elementining normasi
| = max

a<x<b

f (x)| (1.7)
formula bo"yicha aniglangan.

1.1-ta’rif: C[a,b] fazodan olingan ikkita y,=y,(x) va y,=Y,(X)
funksiyalar orasidagi nolinchi tartibli masofa deb,

Po(Y1:Y2) = ggxagé Y1 (X) =Y, (X)| (18)
tenglik bilan aniglanadigan p, songa aytiladi. Demak, ikkita funksiya
orasidagi nolinchi tartibli masofa — ular ayirmasining normasiga tengdir.
(1.8) tenglik bilan aniglangan p, ga, C[a,b] fazodagi metrika ham deyiladi.
C[a,b] — metrik fazodir.

Nolinchi tartibli metrikaga asoslangan holda,
Vo (Yo, 8) ={y e Clab]: py(yo. ) <&} (1.9)
tenglik orgali markazi y, eC[a,b] elementda bo’lgan nolinchi tartibli

g-atrofni garash mumkin.

Markazi y, da bo’lgan nolinchi tartibli e-atrof, geometrik nugtai
nazardan, shunday y=y(x) funksiyalar to plamidan iboratki, ularning
grafiklari y, =y,(x) ni o’zida saqlovchi 2¢ kenglikdagi (vertikal bo’yicha)
yo lakning ichida to"la yotadi (3-chizma).

b) C'[a,b] fazo. Bu fazo [ab] kesmada o zining birinchi tartibli
hosilalari bilan birga uzluksiz funksiyalaridan iborat. Bu holda metrikani
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ikki xil yo’l bilan aniglash mumkin.
1.2-ta’rif: Ikkita y, =y,(x) va y, =y,(x) funksiyalar orasidagi birinchi
tartibli masofa deb, quyidagi

pl(yl’ yz) = gggwl(x) £+ yz(x)| + 22%

tenglik bilan aniglanadigan p, songa aytiladi.

Birinchi tartibli masofa tushunchasi orgali birinchi tartibli &- atrof
ushbu

Y, (x) - yz'(x)\ (1.10)

Vl(yoig)={yec[a'b]:pl(y07y)<g} (111)
tenglik yordamida kiritiladi, bunda y,— atrofning markazi. Birinchi tartibli
atrofning ta’rifiga ko'ra, bir vaqtning o'zida

Y(X) - Yo (¥)| <& 6a |y (x) -y, ()| <& a<x<b
tengsizliklar bajarilishi shart. Bu yerdan, nolinchi tartibli ¢— atrofning
birinchi tartibli ¢ — atrofdan kengroq ekanligi, ya’ni
Vi(Yo. €) =V (Yo, €) (1.12)
mansublik orinli bo’lishi kelib chigadi.
C'[a,b] ham chizigli normalangan fazodir. Unda norma funksiya va
uning hosilasi modullari maksimumlarining yig’indisi kabi aniqlanadi:
max| f (x)| + max| f'(x)| (1.13)

” ’ ”C(l) [a.b] A as<x<b a<x<b
c) C™[a,b] fazo. Bu fazo [a,b] kesmada aniglangan va o0°zining
n-tartibgacha hosilalari bilan uzluksiz fuknsiyalaridan iborat (n>1).
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C™[a,b] fazodagi f = f(x) elementning normasi
” f ”C(”)[a,b] o Zmax = (X)‘ (114)
i=0

a<x<b

tenglik bilan aniglanadi. Bu fazoning ikki elementi orasidagi masofa
deganda ular ayirmalarining normasini tushunamiz. Bu masofani n -tartibli
masofa deb ataymiz va p,(y,,y,) deb belgilaymiz:

Y2 ()= ¥y (%) (1.15)

C™[a,b] metrik fazo, p, - undagi metrikadir.

<x<b

Pn(Y1,Y2) = Zgnax
i=0

3. Chizigli va kvadratik funksionallar. Funksionalning variatsiyalari.

Funksionalning variatsiyasi ta’rifini berishdan oldin chizigli va
kvadratik funksionallar tushunchalarini eslatib o tamiz.
Agar biror chizigli normalangan w fazoda aniglangan J[u] funksional

bir jinsli va additiv bo'lsa, ya’ni:

1) J[cu]=cJ[u], YueW, c - ixtiyoriy 0"zgarmas.

2) J[u, +u,]=J[u]+JI[u,], Vu,u, eW;
shartlar bajarilsa, J[u] -chizigli funksional deyiladi. Masalan, agar p(x) va
q(x) lar [x,,x] kesmada uzluksiz funksiya bo’lsa,
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Jyl= f[p(x)y(x) +q(x)y'(x)]dx

tenglik orgali aniglangan J[y] funksional W =C'[x,,x,] da chizigli
funksional boladi.

w — chizigli normalangan fazo, J=J[u,v] funksional har bir
0 zgaruvchisi boyicha chizigli bo’Isin. Agar u=v deb olsak, hosil bo lgan
J[u,u] funksionalga kvadratik funksional deyiladi. Masalan, agar
a(x)—[x,,x ] oraligda aniglangan uzluksiz funksiya bo'lsa,

J[u,v]= Jl‘ a(x)u(x)v(x)dx
Xo

funksional W =C[x,,x,] fazoda har bir u=u(x) va v=v(x) elementlar
bo'yicha chizigli funksionaldir. Bu yerda u=v deb olib, C[x,,x] da
aniglangan

J[u,u] = Xfa(x)uz(x)dx
Xo

kvadratik funksionalga ega bo’lamiz.
1.3-ta’rif: Agar J[y] funksional w chizigli normalangan fazoda

berilgan bo’lsa,
AJ =J[y+h]-J[y], hew

ayirmaga J[y] funksionalning orttirmasi deyiladi.
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1.4-ta’rif: Agar wchizigli normalangan fazoda berilgan J[y]
funksionalning AJ orttirmasi uchun,

JIy+h]-J[yl=LIy,h]+ ALy, h] (1.16)
yoyilma o'rinli bo’'lib, bunda L[y,h]-b ga nisbatan chizigli funksional,
ply.h] esa, |h|—>0 da Aly,h]/|h|]—>0 munosabatni ganoatlantirsa , J[y]
funksional yew nugtada differensiallanuvchi yoki birinchi variatsiyasiga
ega deyiladi.

(1.16) yoyilmaning bosh qismidan iborat L[y,h] ga esa, J[y]
funksionalning birinchi variatsiyasi deyiladi va u 6J=6J[y,h] kabi
belgilanadi: 6J = L[y,oy].

Keltirilgan ta’rif bo'yicha variatsiyaga ega funksionallarga
adabiyotlarda Freshe ma’nosida (yoki kuchli ma’'noda) differensiallanuvchi

funksionallar ham deyiladi.
1.6-ta’rif: W chizigli normalangan fazoning y elementi va uning

ixtiyoriy hew elementi uchun, funksionalning AJ orttirmasi,
Jly+h]-J[yl=Lly, h]+% L[y, h]+ A(y.h) (1.17)
ko’rinishdagi yoyilmaga ega bo'lsin, bu yerda L[y,h]-h ga nisbatan
chizigli fnuksional, L,[y,h] esa, sy ga nisbatan kvadratik funksional,
By, h)/|h|" =0, |h]|—o0.
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U holda, J[y] funksional yew nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega deyiladi.
h ga nisbatan kvadratik funksional L[y,h] esa, J[y] funksionalning
ikkinchi variatsiyasi deyiladi hamda bu variatsiya o6°=¢5%J[y,h] kabi
belgilanadi: 6° =L,[y,h].

Misol: J[y]:fyz(x)dx bo’lsin.
X

Bu funksional uchun (1.17) yoyilma
Al :ny(x)hdx+1f2h2dx
X0 2Xo

ko'rinishda bo’ladi. Demak,yuqorida keltirilgan ta’riflarga ko'ra,

5 = j 2y(x)hdx, 62 = j 2h2dx
X0

Funksionalning Freshe bo'yicha kuchli ma’noda
differensiallanuvchiligi bilan bar qatorda Lagranj bo'yicha kuchsiz
ma 'noda differensiallanuvchiligi tushunchasi ham mavjud.

w chizigli normalangan fazoning biror v to'plamida aniglangan J[y]
funksional berilgan bo’lsin. v to plam yoki M(y)={heW :y+heV} toplam
W ning chizigli gism fazosi bo’lsin.

1.7-ta’rif:  J[y] funksionalning yeW nuqtadagi Lagranj bo yicha
birinchi variatsiyasi deb, ¢(«)=J[y+ah] funksiyaning «=0 nuqtadagi
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hosilasiga aytiladi:

’ d
ol O bl
o’

a=0

o(a) funksiyaning o =0 nugtada ikkinchi tartibli hosilasiga esa, J[y]
funksionalning Lagranj bo yicha ikkinchi variatsiyasi deyiladi:

623 = ¢'(0) = d22 I[y +ah]
da o
Misol: J[y]l= f[yz(x)+ y'?(x)]dx

Bu funksional W =C'[x,,x] da aniglangan. Uning Lagranj bo'yicha
birinchi va ikkinchi variatsiyalarini hisoblaymiz.
p(a)=J[y+ah]= _[[(y+ah)2 +(y'+ah’)?]dx

X

Demak, ta’rifga ko ra,

5J :iJ[y+ah]
da

= I (2y(x)h—2y'h")dx,
Xo

a=0
2

= j (2h? — 2h'?)dx
a=0 X
funksionalning Freshe bo’yicha dfferensiallanuvchiligidan Lagranj
bo’yicha ham differensiallanuvchiligi kelib chigadi va bunda mos

Pl
da

Iy +ah]
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variatsiyalar o’zaro tengdir.

4. Funksionalning ekstremumi. Ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari.

Yuqorida ta’kidlaganidek, funksionallarning eng katta yoki eng kichik
giymatlarini topishga keltiriluvchi amaliy masalalar juda ko'p uchraydi va
matematikaning bunday masalalarni o'rganadigan bo'limi — variatsion
hisobdir.

Endi funksionalning ekstremumi tushunchasining aniq matematik
ta’rifini keltiramiz va funksional variatsiyasidan foydalanib ekstremumning
umumiy ko’rinishidagi zaruriy hamda yetarli shartlarini bayon gilamiz.

Cheksiz o'lchovli w fazoning biror v to'plamida aniglangan J[y]
funksional berilgan bo’lIsin.

1.8-ta’rif: Agar ixtiyoriy yeV uchun J[y*]<J[ylQ[y*1= I[y])
tengsizlik bajarilsa, y eV nugta J[y] funksionalning v to plamidagi
global minimum (maksimum) nuqtasi, J[y’] esa funksionalning minimal
(maksimal) qiymati deyiladi:

Iy*1=minJ[yl" (ILy*]=max J[yl)
Funksionalning minimum va maksimum nugtalarini, umumiy nom

bilan, ekstremum nuqtalari deb ataymiz.
Masalan, W =C[0,1] da aniglangan
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Y= [ - y(oPex

J[yl=0=J[y*], VyeC[0]].
Endi w —chizigli normalangan fazo, J[y] funksional v —cw to’plamda
aniglangan bo’lsin deb faraz gilamiz.
1.9-ta’rif: Agar biror £>0 son topilib, [y-y*, <& shartni
ganoatlantiruvchi barcha yeVv nuqtaga J[y'1<J[y], J[y'1=J[y] tengsizlik
bajarilsa, y“ eV nuqtaga J[y] funksionalning Vv to plamdagi lokal

minimum (lokal maksimum) nuqtasi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan funksionalning global ekstremumi
uning lokal ekstremumi ham bo’lishi kelib chigadi. Bu tasdigning
aksinchasi esa to g 'ri emas.

Misol: J[y]:fy'z(yz—l)dx, funksionalni garaymiz. U w =C'[0]]
X0

da aniglangan.

Shu funksional V ={y eC'[0]]: y(x) =0} to'plamda global
maksimumga ega emas: supJ[y]=+w. Hagigatan ham, agar
y.=nx, n=0L.. (y, V) funksiyalarni garasak,

J[yn]:Inz(nzxz —1)dx=%n“—n2 — 400, N >0,
%
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Ammo, y =0 funksiya, J[y] funksional uchun lokal maksimum
nugqtasi bo’ladi.

Hagigatan ham: J[y’]=0, |y-y’| <& (0<e&<1) bo’lganda, y*-1<0,

C[0,1]
shuning uchun,
Jyl=y?(y* -Ddx<0=J[y']. VyeV.

J[y] funksionalning cheksiz o'lchovli w fazoning Vv qism
to plamidagi minimumini (yoki maksimumini) topish hagidagi masala,
cheksiz o’Ichovli ekstremal masaladir. Bu masalani variatsion masala deb
ataymiz va

J[y] = min (max), yeV (1.18)
yoki

J[y] — extr, yeV
ko rinishda belgilaymiz.

Keyingi ma’ruzalarda qaraladigan variatsion masalalarda J[y]
funksional, w fazo va uning Vv to plami aniglashtiriladi. Odatda, Vv
to'plam funksiyalar (yoki ularning geometrik talgini sifatida chiziglar,
sirtlar) to plamidan iborat bo"ladi.

Shuning uchun, (1.18) ekstremal masalada v to'plam elementlariga
joyiz funksiyalar (chiziglar, sirtlar) deb ataymiz.

Chizigli normalangan w fazoning biror v to plamida aniglangan J[y]
funksional berilgan bo'lsin (v =w bo'lishi ham mumkin). v — chizigli
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gism fazo yoki biror y,ev  uchun qurilgan M(y,)={heW:y+heV}
to plam chiziqli gism fazodan iborat bo"lsin.

Shu farazlarda, (1.18) masalalarda ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari quyidagi teoremalarda ifodalangan.

1.1-teorema: Agar y, eV nuqta J[y] funksionalning lokal minimum
(maksimum) nugqtasi bo’lsa va shu nuqtada §J birinchi variatsiya hamda
5°J ikkinchi variatsiya mavjud bo’lsa,

53 =0 521 >0(5%3 <0) (1.19)

shartlar bajariladi.

Isboti: Isbotni minimum uchun keltiramiz. Maksimum uchun ham
shunga o’xshash isbotlanadi.

J[y] funksionalning y, eV nugtada sJ variatsiyaga ega ekanligidan,

J[y, +th]=J[y,]=tS5I[y,, h]+O(t), teR (1.20)
tenglik bajariladi, bu yerda O(t)h—>0, t—0. vy,- lokal minimum nugtasi
bo’lganligidan, yetarli kichik t >0 uchun, (1.20) dan,

oJ +¥20

yoki t—+0 da limitga o’tib, & >0 munosabatni olamiz. Xuddi
shuningdek, (1.20) yoyilmadan yetarli kichik t <0 uchun foydalanib, §J <0
munosabatni olamiz. Demak, 5J =0.

Endi J[y] funksionalning vy, nugtada &°J ikkinchi variatsiyasining
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mavjudligini va birinchi variatsiya s J =0 ekanligini hisobga olib,
2
J[yo+th]—J[y0]=%52J[y0,h]+0(t2), teR (1.21)

yoyilmaga ega bo’lamiz, bu yerda O(tz)h2 —0, t—>0, y,- lokal minimum
nugtasi bo Iganligi uchun, (1.21) dan,

1524
2

tengsizlik o’rinli bo’lishi kelib chiqadi. Bu tengsizlikda t—0 da limitga
0 tib, 5?3 >0 munosabatni olamiz. 1.1-teorema isbotlandi.

1.2-teorema: Agar J[y] funksional y,ev  nuqgtada birinchi va
ikkinchi variatsiyalarga ega bo'lib, ular

8J, 8’3 >ah® (6°) <—-ah’®), YheW (1.22)

(bu yerda «>0 — biror o'zgarmas) shartlarni ganoatlantirsa, y, — lokal
minimum (lokal maksimum) nuqtasi bo’ladi.

Isboti: (1.22) munosabatlardan va ikkinchi variatsiya ta’rifidan
foydalanib,

2
o),

1
Iy, +h1-J[y,]= 5523 +o(|h|) > z||h||2 b

; o(||h|| ) (1.23)

e

munosabatni olamiz.
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O(Hh”Z) -0 1-ma'ruza

e ||h||2 2-ma'ruza
bo’lgani uchun, « >0 ni hisobga olib, (1.23) dan, yetarli Kichik |h| larda, 3-maruza
3Ly, +h]=I0y,]>0 drmatuza
munosabatga ega bo’lamiz. Demak, y, — lokal minimum nugtasidir. Z'ma.ruza
1.2-teorema isbotlandi. - e
-maruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
1-ma’ruza bo'yicha savollar Lo-marrza
11-ma'ruza
1. Funksional deb nimaga aytiladi? 12-ma'ruza
2. Funksional aniglangan funksiyalarning yaginlik tartiblari hagida
bilganlarinigizni yozing. e —
3. Funksionalning uzluksizligi ta’rifini keltiring. ,
4. Funksionalning orttirmasi ta’rifini keltiring. < =
5. Fuksionalning variatsiyasi (Lagranj bo’yicha) ta’rifini bering. (£ #»|
6. Chiziqli funksionalning ta’rifini bering va misollar keltiring.
7. Kvadratik funksionalning ta’rifini bering va misollar keltiring. Sitiage
8. Differensiallanuvchi funksional ta’rifini keltiring. SRR
9. Funksionalning global maximumi (minimumi) ta’rifini bering. To'liq ekran
10. Funksionalning lokal maximumi (minimumi) ta’rifini bering. Chigish



11. Funksionalning ekstremumini zaruriy sharti nimadan iborat

] ). 1-ma'ruza
(teoremani keltiring). o maUza
12. Variatsion masalaning qo yilishini keltiring.
3-ma'ruza
Masalalar fmaruza
; 1 2 3 . 1 Y » 5-ma'ruza
1. Quyidagi y;(x)=x“ va y,(x)=x> funksiyalar orasidagi masofani: 6.ma'ruza
a) C[0,] fazo normasida e
b) c'0,] fazo normasida hisoblang. 8-ma'ruza
c) C'[01] fazoda aniglangan 9-ma'ruza
1 A 10-ma'ruza
J(Y):j(y—y }jx 11-ma'ruza
: . L _ T 12-ma'ruza
funksionalning c*[01] fazo normasida y,(x)=x* funksiyada uzluksizligini
ko’rsating. Titul varag
2. Ushbu - =»
; 1
I(y)=[1+y"dx L
Jo le =
funksional c'[0] da aniglangan bo’lsin. Uning y,(x)=0 funksiyada: a) Orgaga
C[0,1] normasi bo’yicha uzluksizlikka tekshiring. Sahifa 25 / 243
To'lig ekran
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i 9
2-ma’ruza 1-ma'ruza

Variatsion hisobning asosiy masalasi (birinchi variatsiyani  2mawza

tekshi I’iSh) 3-ma'ruza
y %y 4-ma'ruza
Reja' 5-ma'ruza

1. Masalaning qgoyilishi. Kuchli va kuchsiz lokal ekstremumlar.

2. Asosiy lemmalar (Lagranj, Dyubua-Reymon lemmalari). :2::32:
3. Eyler tenglamasi, uning xususiy hollari. ———
4. Gilbert teoremasi. o.mairuza
5. Bo'lakli —silliq joyiz funksiyalar. Eylerning integro-differensial 10-matruza
tenglamasi, natijalar. .
11-ma'ruza
Tayanch iboralar: joyiz funksiyalar (chiziglar), chegaralari 12-ma'ruza
qo ’zg’olmas masala, kuchli va kuchsiz ekstremallar, Lagranj lemmasi,
Dyubua-Reymon lemmasi, nolga teng variatsiya, Eyler tenglamasi, Titul varagq
stasionar joyiz funksiya, birinchi integral, Gilbert teoremasi, Eylerning :
Integro-differensial  tenglamasi,  bo’lakli-silliq  joyiz ~ funksiyalar, - »
Veyershtrass-Erdman shartlari. & =]
. N .Y Orgaga
1. Masalaning qo’yilishi. E———
Quyidagilar berilgan bo’lIsin: S y—.

a) Q —R*® dagi biror ochiq to plam (soha); Chigish



b) s={x y)eR?: (x,y,2)eQj-Q to'plamning R? ga proyeksiyasi;
V) P,(x,,Y,) P(x,y,)-S to’plamning belgilangan nugtalari, x, <x;;
g) F(x,y,2): Q » R' —uzluksiz funksiya.
C[x,,x, ] fazoning
V = {y(x) e Cxo, %, J: Y(%) =Yoo ¥(x) =y (% ¥(x) y'(x) €Q.xe[x. ]} (2.1)
to plamida aniglangan,

Jlyl= TF(X, y.y)dx (2.2)

funksionalning ekstremumini topish masalasini garaymiz. Bu masalaga
variatsion hisobning asosiy masalasi deyiladi va u

J[y]=TF(X, y, y')dx — min(max), y(%,)=Yo, ¥(4)=y., ¥(x)eCllx,,x]  (2.3)

X

ko'rinishda belgilanadi. (2.1) ko'rinishdagi to'plamga (2.3) masalaning
joyiz funksiyalari (chiziglari) to'plami deyiladi. (2.3) masalada joyiz
chiziglarning uchlari berilgan P, va P nuqgtalarda mahkamlangan, ya’ni
go zg almasdir.

Variatsion hisobning asosiy masalasi - chegaralari qo zg olmas eng
sodda variatsion masaladir.

Qaralayotgan (2.3) masalaning yechimi — (2.2) funksionalning (2.1)
to plamdagi global ekstremum nugtasidan iborat. Yechimni aniglashda esa,
lokal ekstremum tushunchasi ham muhim rol o ynaydi, chunki ular uchun
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funksional variatsiyasidan foydalaniladigan zaruriy va yetarli shartlar
mavjud (1-ma’ruzaga qarang).

(2.2) funksional garalayotgan C![x,,x,] fazoda funksiyaning nolinchi
va birinchi tartibli atroflari tushunchalaridan foydalanib, lokal ekstremum
nuqtalarini ham, shularga mos holda aniglash mumkin.

2.1-ta’rif:  y° = y°(x) — joyiz funksiya bo'lsin (y° V). Agar y° ning
shunday VO(yO,g) nolinchi tartibli ¢ — atrofi mavjud bo’lib, shu atrofga
tegishli barcha y=y(x) joyiz funksiyalar uchun,

yl<alyl  (lyl=3ly)
munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya - (2.2) funksionalning kuchli lokal
minimum (maksimum) nugtasi deyiladi.

2.2-ta’rif: Agar y°=y°(x) joyiz funksiyaning shunday V;(y°¢)
birinchi tartibli & - atrofi mavjud bo'lsaki, J[y°]<J[y] (3]y°]=3[y))
vy eV,(y°,e)nV munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya (2.2) funksionalning
kuchsiz lokal minimum (maksimum) nuqgtasi deyiladi.

(2.2) funksionalning kuchli (kuchsiz) lokal ekstremum nugqtalariga
variatsion hisob asosiy masalasida kuchli (kuchsiz) ekstremallar ham
deyiladi.

Demak, agar y°(x) - kuchli ekstemal bo’lsa, bu funksiya, unga fagat
giymatlari bo’yicha yaqin bo'lgan barcha joyiz funksiyalar ichida,
funksionalga minimal (yoki maksimal) giymat beradi. y°(x) - kuchsiz

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza

Titul varaq

e =l
Orgaga
Sahifa 28 / 243
To'lig ekran

Chigish



ekstremal bo’lganda esa, bu funksiya, unga nafagat giymatlari, balki

hosilasining giymatlari bo’yicha ham yagin bo'lgan joyiz funksiyalar ;EZ:EZ
ichida, funksionalga ekstremal giymat beradi. A~
Nolinchi tartibli atrofning birinchi tartibli atrofdan kengroqligini, ya’ni 4'ma,ruza
Vl(yo,g)cvo(yo,g) ekanligini hisobga olsak yuqoridagi ta’riflardan har bir 5'22,:32
kuchli ekstremalning kuchsiz ekstremal ham bo’lishi kelib chigadi. Bu -
tasdigning aksi esa to g ri emas. Ty
. -maruza
Y J[y]: y2(1—y? Jdx — min 8-ma'ruza
Misol: '([ ( )d 9-ma'ruza
y(0)=y(z)=0, y(x)ecC*[0, 7] 10-ma'ruza
Ravshanki, y°=y°(x)=0 funksiya bu masalada kuchsiz minimal bo’ladi. 11-ma‘ruza
Hagigatan ham, “Z e
Hy_ yOH =||y||Cl[07z] & (0 <& <1)

g i . 7 ; Titul varaq
shartni ganoatlantiruvchi har bir y = y(x)e C*[0, z] funksiya uchun |
ly'(x)| <1, xe[0,7z] bo’lganligidan, < P

J[y]=jy2(1—y'2)dx20:J[yo,] I« »l
0 Orgaga
ly-v° o] <& y(x)=y(z)=0 Sahifa 29 / 243
munosabat bajariladi. Ammo y°(x)- kuchli minimal bo’la olmaydi. To'liq ekran

Hagigatan ham, &<0 istalgancha  kichik  bo'lganda  ham, Chigish



yn:yn(x):isinnx joyiz funksiya yetarli katta n lar uchun,

Jn

5 < ¢ shartni ganoatlantiradi, ammo

Yo ¥

cto,z]

J(yn)z%]zsin2 nx(L—ncos? nx) dx = %]Esin2 nx dx —
0 0

—%]EsinZan dx:%—%<0:J[y°], n>4.
0

Variatsion hisob asosiy masalasida yechimning mavjudligini
tekshirishda quyidagi yetarli shartdan foydalanish mumkin. Biz bu tasdigni
isbotsiz keltiramiz.

Faraz qilaylik: 1) F(x,y,z)eC% 2) F(xy,z) funksiya z bo'yicha
gavarig (botiq); 3) F(x,y,z)>®(z) (F(x,y,z)<®(z)), ®(z)/z—>+w, z—>w
bo’lsin. U vaqgtda, shunday y°(x), xe[x,,x]| absolyut uzluksiz funksiya
mavjudki, u y°(x,)=V,, Y°(x)=y, shartlarni ganoatlantiradi va bu

funksiyada (2.2) funksional kuchli minimum (maksimum) ga erishadi.

2 Asosiy lemmalar.

Avvalgi ma’ruzamizda funksional ekstemumining zaruriy sharti — birinchi
variatsiyaning ekstremum nugtasida nolga teng bolishi ekanligi ko rsatildi.
Ushbu ma’ruzada shu natija asosida variatsion hisob asosiy masalasida
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3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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eksremumning birinchi tartibli zaruriy sharti aniglashtiriladi.

Dastlab, variatsion hisobning asosiy lemmalari deb ataluvchi ba’zi
yordamchi tasdiglarni keltiramiz.

2.1-lemma (Lagranj):  Agar a(x) funksiya [x,,x] kesmada
aniglangan va uzluksiz bo’lib, shu [x,,x] da uzluksiz differensiallanuvchi
hamda h(x,)=h(x )=0 shartni ganoatlantiruvchi barcha h(x) funksiyalar

uchun

fa(x) h(x) dx=0 (2.4)
tenglik bajarilsa, [x,,x | kesmada a(x)=0.

Isboti: Lemmaning tasdig'i o'rinli bo'lmasin, deb faraz gilamiz, ya’ni
gandaydir  x"e[x,,x] nuqtada a(x')z0 bo’lsin. a(x) funksiyaning
uzluksizligidan foydalangan holda x* nuqgtani kesmaning ichki nuqgtasi
deb hisoblash mumkin. Aniglik uchun a(x')>0 deb olamiz. a(x)
funksiyaning uzluksizlik xossasiga ko'ra x* nugtaning shunday
(x'—&, x"+&) (¢>0) atrofi topiladiki, unda a(x) funksiya o’z ishorasini
saglaydi, ya’ni musbat bo'lib qolaveradi. Endi h(x) funksiyani quyidagicha
aniglaymiz:

h(x):{(é‘-l-x*—X)(&‘—X*+X),X€[X*—8,X*+€] 2.5)

0, xe_:[x*—g,x*+g]
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(2.5) funksiya uchun
I a(x)h(x)dx = I a(x)(g—x*+x)dx>0,

Xo X"—&

ya’ni (2.4) ga zid munosabat bajariladi. Olingan garama-garshilik
2.1-lemmani isbotlaydi.

2.2-lemma (Dyubua-Reymon): Faraz gilaylik, a,(x) va a(x)
funksiyalar [x,,x,] kesmada uzluksiz boIsin. Agar h(x,)=h(x,)=0 shartni
ganoatlantiruvchi barcha h(x)e C'[x,,x] funksiyalar uchun

Xy

J [0 (x)n(x) + a,(x)n* (x)x = 0 (2.6)

tenglik bajarilsa, a(x) -uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo'ladi va
barcha x e[x,,x] nugtalarda

ay(x)—5-2(x) =0 @)

munosabat o rinli.
Isboti: Quyidagi

X
b Iao(t)dt +¢, C=const,

funksiyani  garaymiz. Bu funksiya [x,,x,] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchidir. O zgarmas ¢ sonni shunday tanlaymizki,

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
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11-ma'ruza
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I p(x)x = _[ a, (x)dx (2.8) 1-ma'ruza

Xo 2-ma'ruza
tenglik bajarilsin. Endi dp(x)_ (x)dx ekanligini va h(x,)=h(x )=0 shartni 3-ma'ruza
hisobga olib, (2.6) tenglikni quyidagicha yozamiz: 4-ma'ruza

% % X 5-ma'ruza
J o (x)n*(x)+a (x)n(x)x = I a, (x)h'(x)dx+ | h(x)dp(x)= 6-maruza
% & (2.9) 7-ma'ruza
_J’ dX+h xl_ I[a1 ( )dX 0. 8-ma'ruza
9-ma'ruza
[%, %] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi 10-ma'ruza
X 11-ma'ruza
h(x) = j [a,(t) — p(t)[dt (2.10) 12-ma'ruza
funksiyani garaymiz. Bu funksiyaning aniglanishidan, nh(x,)=0 ekanligi Titul varag
ravshan. (2.8) ni hisobga olsak, h(x,)=0 ekanligini ko'ramiz. Demak, (2.10) —
funksiya 2.2-lemmaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Bu funksiya € ‘9
uchun (2.9) shart e =]
i 2
¢ 0
[[a.(x)-p(x)] dx =0 e
%o Sahifa 33 /243
korinishni oladi. Bu yerdan, a,(x)= p(x), ya’ni a,(x)e C*[x,,x,] ekanligi To'lig ekran
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20(X)--2,(x)= 0, WX [1, ]
tenglik kelib chigadi. 2.2-lemma isbotlandi.
Isbotlangan 2.2-lemmadan a,(x)=0 bo’lganda quyidagi natijaga ega
bo lamiz.
2.3-lemma: Agar a(x) funksiya [x,,x ]kesmada uzluksiz bo’lib,
h(x,)=h(x,)=0 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy h(x)e C'[x,,x ] funksiya
uchun

Xy

Ia(x}f(x)dx =0

bo’lsa, a(x)=const, x €[x,,x ] bo’ladi.
Bu tasdig ham, ba’zi adabiyotlarda, Dyubua-Reymon lemmasi deb
yuritiladi.

3. Eyler tenglamasi, uning xususiy hollari

Ushbu va bundan keyingi ma’ruzalarimizda, F(xy,y) funksiyaning
xususiy hosilalari uchun, quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

oF oF oF

o . F =N =

X ax y ay y 8yl
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2 2 2 2
Awvalo, F(x,y,y)eC?(Q), y°(x)eC®? [x,.x], deb faraz gilamiz va
y*=y°(x)eV nugtada (2.2) funksionalning birinchi variatsiyasini
hisoblaymiz. Buning uchun
M(y°)=theCWx,, x]:y° +heV|=

= {h e CW[x5,x,]: h(x,) = h(x,) = O}
to'plamni garaymiz. Bu to’plam, c®[x,,x,] fazoning chizigli gism fazosi
bo Igani uchun variatsiyaning ta’rifiga ko ra,
& =%J[y° +ah|,, heM(y’).
Q = R® - ochiq to plam, F(x,y,y’)eC® (Q) bo'lgani uchun, F(x, y°(x)+ ah(x),
yo'(x)+ah'(x) ) funksiya {(x,a):x<[x,%]o| <&} to'plamda (bu yerda &>0)
etarlicha kichik « bo’yicha uzluksiz xususiy hosilaga ega, shuning uchun

pla)= 3]y +ah)= [ F(x y°(<)+ ah(x), yo'(x)+ o (x)lix

funksiya « =0 nuqta atrofida uzluksiz differensiallanuvchidir. Shunday
qilib,
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8 = (@) o= [y (0 ahl), y°(0)+ a0, o
" (2.11)

T[Fy (x, ¥ () v (x)) h(x)+ Fy (x, y° (%), y*" (<)) () ix.

F(xy,¥)eC?@Q) y°(x)eC?[x,x] bo’lgani uchun F, (x,y°(x), y*'(%))
funksiya [x,, x,] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi va

dd_a Fy (0 Y00y (0) = Fyy (6, Y () ¥ 0y (x)+

+Fy (0, y° 00y 00l () + Fy (¥ (0), v (%)
tenglik o'rinli. Endi (2.11) dagi ikkinchi qoshiluvchini bo laklab
integrallab va h(x,)=h(x,)=0 shartni hisobga olib,

D= I{Fy (%, y°(x), y°'(><))—% F, (%, y°(x), y°(><))} h(x)dx (2.13)

formulaga ega bo lamiz.
Faraz gilaylik, y°=y°(x) - (2.3) masalada kuchsiz ekstremal bo’lsin. U

vagtda ekstremumning zaruriy shartiga ko'ra, shu nugtada hisoblangan
birinchi variatsiya nolga teng, ya’ni (2.13) ga asosan,

T[Fy (x, y°(x),y° (x))— % Fy.(x, y°(x), yo(x))} h(x)dx =0 (2.14)

Xo

(2.12)
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bo ladi. Hosil gilingan (2.14) munosabatga Lagranj lemmasini qo"llaymiz
va (2.12) ni hisobga olib, y°(x) funksiya uchun,

Fyy (6 Y 00,y G0+ v (0)+ Fy (6 Y000y () () +

+ By [y 00y ()= By by (), y ™ ()= 0
tenglik, barcha x <[x,,x ] nugtalarda bajarilishini ko'ramiz. Shunday qilib,
quyidagi tasdigga ega bo’ldik.

2.1-teorema: F(x,y,y)eC?(Q) bo’lsin. Agar y°(x)eC?[x,,x] (2.3)
masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, u

Foy Y '+F,y+F, —F, =0 (2.15)
tenglamani ganoatlantiradi.

Hosil qilingan (2.15) differensial tenglamaga Eyler tenglamasi
deyiladi.

Shunday qilib, ekstremumning zaruriy sharti bo’lgan (2.15) Eyler
tenglamasi odatdagidan kuchliroq talabda, ya’ni F(x,y,y') funksiya va y°(x)
ekstremalga ikki marta uzluksiz differensiallanuvchilik sharti go yilganda
keltirib chigarildi. Ammo variatsion hisob asosiy masalasining qo yilishida
y(x) joyiz funksiyalarni C®[x,,x] sinfdan deb va F(x,y,y') funksiyani esa
fagatgina uzluksiz deb hisoblaganmiz, xolos. Shuning uchun
ekstremumning zaruriy sharti bo’lgan Eyler tenglamasini F(x,y,y')
integrantga va y°(x) ekstremalga kuchsizroq talab go’yilgan hol uchun
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4-ma'ruza
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umumlashtirish muhimdir.
2.2-teorema: F(x,y,y)eC¥(Q) bo’lsin. Agar y°(x)eCY[x,,x,] joyiz
funksiya (2.3) masalada kuchsiz ekstremal bolsa, u

F,(xy.y)- % F,(xy,y)=0 (2.16)

tenglamani ganoatlantiradi.

Isboti: Funksionalning variatsiyasi uchun yuqorida hosil gilingan
(2.11) formuladan foydalanib, ekstremumning zaruriy sharti & =0 ni
yozamiz:

TIF, by .y (060 + F, (v 0y G0 =0. @47
bu yerda h(x)eC¥[x,,x] h(x,)=h(x,)=0.

Endi
a,(x)=F, (x, y°(x), y°'(x)), a(x)=F, (x, y°(x), y°'(x)),
deb olsak, (2.17) dan Dyubua—Reymon lemmasiga ko’ra

(%, Y20y (0) =L F, (%, ¥,y () =0, Wx e [xp.x,]

dx
munosabatni  olamiz, ya’ni y°(x) ekstremal (2.16) tenglamani

ganoatlantiradi. 2.2-teorema isbotlandi.
F(x,y,y)eC?(Q) bo'lganda (2.16) differensial tenglama (2.15)
ko rinishni oladi. Ekstremumning zaruriy sharti sifatida olingan (2.16)
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tenglama ham Eyler tenglamasi deb ataladi.
2.3-ta’rif: Eyler tenglamasini ganoatlantiruvchi y=y(x) joyiz
funksiyalarga (2.2) funksionalning joyiz stasionar funksiyalari deyiladi.
Yugorida isbotlangan teoremalarga ko'ra, (2.2) funksionalning joyiz
stasionar funksiyalari ekstremumga shubhali funksiyalardir.

Misol:

1 Ily]= j(y'2+4xy)dx —> extr

y(1)=0, y(2)=-1
masalani garaymiz. Uning uchun Eyler tenglamasini tuzamiz:

F=y?+xy, F,=4x, F, =2y, diFy.:Zy"
X

d n
Fy—&Fy. =4x-2y"=0.

Demak, Eyler tenglamasi y'-2x=0 tenglamadan iborat. Bu

tenglamaning umumiy yechimi
3

y:y(x):%Jrclx+c2

ko rinishda bo’ladi. y(1)=0, y(2)=-1 chegaraviy shartlarga ko'ra,

1 11
GSEC, v ol A =0, ==
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3
Bu yerdan, c, =—%, ¢, =3. Shunday qilib, y=%—%x+3 funksiya —

yagona joyiz stasionar funksiyadir.

2z

Jy]= I(y'z—yz)dx —> extr

1
y(0)=1 y(2r)=1
masalani garaymiz. Unda F="-y?, F =2y, F,=2y". Demak, (2.16)
tenglama y"+y=0 ko’rinishda bo'ladi. y=c cosx+c,sinx funksiya hosil
gilingan Eyler tenglamasining umumiy yechimidir. y(0)=y(2z)=1
chegaraviy shartlarga asosan, y =cosx+csinx funksiyaga ega bo lamiz, bu

yerda ¢ — ixtiyoriy 0'zgarmas. Demak, garalayotgan masalada cheksiz ko'p
joyiz stasionar funksiyalar mavjud.

2)

3
Jy]= j(3X — y)ydx — extr
1

y)=1 y@3)=4.
Bu masalada F=(3x-y)y, F,=3x-2y, F,=0. Eyler tenglamasi, F, =0

3)

tenglamadan iborat. Bu yerdan y:3—2X. Bu funksiya, y()=1 y(3)=4

chegaraviy shartlarni ganoatlantirmaydi. Qaralayotgan funksional joyiz
stasionar funksiyalarga va demak ekstremumga ham ega emas.
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Eyler tenglamasining xususiy hollari. F(x,y,y') integrant 0z
argumentlarining  «to’'lig»  funksiyasi bo'lmagan hollarda Eyler
tenglamasini  soddalashtirish yoki uning birinchi integralini aniglash
mumkin.

a) F funksiya fagat y' ga bog'liq, ya’ni F =F(y') bo’lsin. Bu holda
Eyler tenglamasi %Fy.(y'):o yoki F,. =0 bo’ladi. Bu yerdan y'=0 yoki
F,, =0 bo’lishi kelib chigadi. Agar y'=0 bo’lsa, y=Cx+C, IKKi
parametrli to'g’ri chiziglar oilasiga ega bo’lamiz. Agar F,,(y)=0
tenglama bir yoki bir necha y'=k; ildizga ega bo'lsa, y=kx+C bir
parametrli to'g'ri chiziglar oilasiga ega bo lamiz. Shunday qilib, F =F(y)
bo'lganda Eyler tenglamasining yechimlari y=Cx+C, chizigli
funksiyalardan iboratdir.

b) F=F(x,y), ya’ni F funksiya fagat x va y' larga boglig bolsin.
Bu holda F, =0 bo’ladi va Eyler tenglamasi %Fy. =0 ko'rinishni oladi. Bu
yerda uning F,.(x,y)=C birinchi integraliga ega bo'lamiz. Bu olingan
tenglama Eyler tenglamasiga teng kuchlidir. Uni y' ga nisbatan yechish
yoki biror parametr kiritish yo'li bilan integrallash mumkin.
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c) F fagat y va y'ga bog’lig bo'lsin: F=F(y,y'). Bu holda Fec®
deb faraz qilib, (2.15) Eyler tenglamasini yozamiz:
F,,y+F,,y-F, =0(F, =0). Agar bu tenglamaning ikkala tomonini y' ga

ko paytirsak, uni %(F—y'Fy,):o ko'rinishda yozish mumkin. Natijada

Eyler tenglamasi

F-yF, =C (2.18)
ko rinishdagi birinchi integralga ega bo'ladi. Eyler tenglamasining har
ganday yechimi (2.18) tenglamani ganoatlantirishi ravshan. Aksincha, agar
(2.18) tenglama fagat chekli sondagi nugtalarda hosilasi nolga teng bo"lgan
y = y[x]eC?[x,,x,] yechimga ega bo’lsa, bu yechim Eyler tenglamasini
ham ganoatlantiradi. (2.18) tenglamani y'ga nisbatan yechish, yoki
parametr Kiritish yo'li bilan integrallash mumkin.

Misol sifatida, braxistoxrona hagidagi masalada hosil gilingan

Xy 1 2
J[y]:j ;g); dx

2
funksionalni garaymiz. Bu yerda F = /1;;; fagat y va y'ga boglig.

Demak, Eyler tenglamasining birinchi integralini ((2.18) tenglama)
yozamiz:
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1+y

: l 1 a
\/2gyi1+y )’ ,/29yi1+y ) JZgyilJr y'zi

Bu yerdan, y(1+ y' ) 2 Yo _212, yoki y'= /u tenglamani olamiz.
gc y

Endi y =Clsin2% almashtirish olsak,

dx=Clsin2%dt=%(1—cost)dx
bo ladi. Natijada:
c o Th C,
x:02+?(t—smt)y— —L(t—cos t).
Agar y(x) joyiz chizigning uchlari A(00) va B(x,y,) nhugtalarda
ekanligidan foydalansak C, =0 bo'lishini olamiz.
x:%(t—sin t) y=-2 (t cost) tenglamalar sistemasi sikloida deb

ataluvchi chizigning parametrik shakldagi tenglamalaridan iborat. Demak,
braxistoxrona hagidagi masalaning yechimi fagat sikloida yoyidan iborat
bo'la olar ekan.

4. Gilbert teoremasi.
Yugorida ko'rsatildiki, agar F(x,y,z)eC® bo’lsa Eyler tenglamasi
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y = y(x)e Cc® funksiyaga nisbatan ikkinchi tartibli differensial tenglamadan
iborat. Ammo (2.3) masalada ekstremal CY[x,,x ] dan izlanadi. Shuning
uchun, ekstremalning C@[x,,x,] ga tegishli bolishini ta’minlovchi
quyidagi tasdigning ahamiyati kattadir.

2.3-teorema (Gilbert):  F(x,y,y)eC?(@Q) bo'lsin. Agar (2.3)
masalaning y°(x) kuchsiz lokal ekstremali uchun F, (x,y°(x),y" (x)) #0,
x €[x,,% ] bo’lsa, y°(x)eC?[x,,x ] bo'ladi.

Isboti: Quyidagi,

®(x,2) = F,.(x, y°( _fF t,y°(t), y* (t))dt —C

Xo

funksiyani garaymiz, bunda C = const. 2.2-teoremaga ko ra
d
SRy 0,y ()= Fy [y () v (0 e )
ya’ni  F,(xy°(x), y*'(x)) funksiya F,(xy°(x) y*'(x) funksiya uchun
boshlang ich funksiyadir. Shuning uchun,
F,(x y°(x), y* .[F t,y°(t) y*(t)) dt+c, c=const.

Xo

Demak, z° = y®'(x), x € [x,, %] funksiya uchun @(x,z°)=0.
2.3-teoremaning shartiga ko'ra
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oL ol Fy‘y' (X’ yo (X)’ YOI(X)) #0, Xe [XO’XI]'

U vagtda oshkormas funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremaga
asosan, ®(x,z)=0 tenglamaning z°=y°(x) yechimi, @(x,z) funksiya 0z
argumentlari bo'yicha nechanchi tartibli hosilaga ega bo'lsa, shunday
tartibli hosilaga egadir. F(x,y,z)eC® bo’lgani uchun ®(x,z)eC". Demak,
2%'=y¥"eC[x,, %], ya’ni y°(x)eC?[x,,x,].
2.3-teorema isbotlandi.

d)z(x, zo)

5. Bo'lakli —sillig joyiz funksiyalar. Eylerning integro-differensial
tenglamasi.

Variatsion hisobning asosiy masalasi sillig joyiz funksiyalar sinfida
yechimga ega bo’lmasligi mumkin. Shuning uchun, VvV joyiz funksiyalar
to plamini kengaytirib, uni quyidagicha aniglaymiz:
VS {y i y(X)e D(l)[xoxl]: y(xo): Yo y(xl): yl} (2'19)
Bu yerda D'[x,,x,]—[x,. %] kesmada uzluksiz, hosilalari esa fagat chekli
sondagi uzilish nugtalariga ega y = y(x) funksiyalar to"plamidan iborat. Har
bir joyiz funksiya uchun y'(& +0)=y'(¢ —0) shartni ganoatlantiruvchi bir
necha &, i=1k nugtalar mavjud. Bunday ¢ nugtalarga bo'lakli — sillig
joyiz funksiyaning egilish nugtalari deyiladi.
Endi joyiz funksiyalari bolakli-sillig funksiyalar sinfidan olingan
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variatsion hisob asosiy masalasini garaymiz:

Jy]= fF(x, y, y')dx — min (max)
y(xo): Yo Y(X1): g Y(X)e D(l)[XO,Xl]
DY[x,,x ] dan olingan y=y(x) va y°=y°(x) funksiyalar orasidagi
birinchi tartibli masofani ham C*[x,,x, |dagi metrika kabi aniglash mumkin:

puly.y®)= max |y(x)=y° () + suply () y*'(x)}
bu yerda Ac[x,,x,] to’plam — y'(x) va y°(x) hosilalar mavjud bo'lgan
X € [X,, X, | nugtalar to’plamidir.

DY[x,,x,] dagi y° =y°(x) funksiyaning birinchi tartibli & —atrofini

Vl(yo,g): {y € D(l)[XO'Xl]: pl(y7 y0)< 5} (2.21)

kabi aniglab, (2.2) funksionalning (2.19) to plamidagi kuchsiz lokal
ekstremumi ta’rifini berish mumkin. Buning uchun, 2.2-ta’rifdagi V(yo,g)
ni (2.21) dagi V,(y°.c) bilan almashtirish kifoya. Shunday aniglangan
kuchsiz ekstremal uchun quyidagi 2.4-teorema o’rinlidir.

2.4-teorema: F(x,y,y)eC?(Q) bo'lsin. Agar y°(x)—(2.20) masalada
kuchsiz ekstremal bo’lsa, u quyidagi

(2.20)

F(xy,y)= f F,(t.y,y)dt+c, c=const (2.22)

Xo
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tenglamani ganoatlantiradi.
Isboti: 2.1-teorema  isbotidagiga o'xshash mulohaza yuritib,
funksional variatsiyasining (2.11) ko 'rinishdagi ifodasiga ega bo’lamiz:

& = JIF, by 00,y (DN + F, k2, y G ()] .

bu yerda h(x)eC'[x,,x]} h(x,)=h(x,)=0. Integral ostidagi birinchi
go shiluvchini bo’laklab integrallaymiz:

T, 6y, (e = [, 6 y7 0y 0) e o)

X0 X0
TR by @y ®)ax- b (dx= | [F L y° @), y*'(0) dx-(x) dx
X0 X X0 Xp
U vaqtda, & =0 shart,

|17, (0 y° (%) y"'(X))—f F,(t y°(t), y*'(t))dt |h'(x)dt =0

Xo Xo

ko rinishini oladi. Endi 2.3-lemmani qollab,

Fy 06y 00,7 00) = [ F, (6 y° (), y* @©)dt +c (2.23)

Xo

tenglikni olamiz, bu yerda x<[x,,x ] nugta y°(x) hosila mavjud bolgan
nugtadir. Shunday qilib, y°(x) funksiyaning (2.22) tenglamani
ganoatlantirishi ko rsatildi. 2.4-teorema isbotlandi.
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(2.22) ga Eylerning integro-differensial tenglamasi deyiladi.

Isbotlangan teoremadan ko'rinadiki, agar y°(x) ekstremal &, i=1k
bukilish nugtalariga ega bo’lsa, (2.23) ning o’ng tomoni (&, ¢&,,)
oraliglarda uzluksiz differensiallanuvchi, demak, y°(x) funksiya shu
oraliglarda (2.16) Eyler tenglamasini ganoatlantiradi. Joyiz funksiyalari
silliq funksiyalar sinfidan olingan (2.3) masala uchun esa (2.22) tenglama
(2.16) tenglamaga teng kuchlidir.

(2.23) tenglikning 0’ng tomoni barcha x [x,,x,| nugtalarda uzluksiz.
Demak, bu tenglikning F,(x,y°(x)y*(x) chap tomoni ham uzluksiz
funksiyadir. Natijada, agar &-y°(x) ekstremalning egilish nugtasi bo"lsa,

Ry (y°(€)y* (€ +0))=F (& y° () v (e -0)) (2.24)
tenglik o rinlidir. (2.24) ga Veyershtrass — Erdman sharti deyiladi. Bunday
tipdagi shartlardan yana biri

HO = F(x, y°(x), y (%)- v (0)F,. (x y° () y* (x))
funksiyaning x =& egilish nuqtasida uzluksizligidir, ya’ni
H®(¢+0)=H"(£-0) (2.25)
Ko rinishdagi Veyershtrass — Erdman shartining isboti optimal boshgaruv
nazariyasi natijalaridan kelib chigadi.
Ma’ruzamiz oxirida yechimi bo’lakli-silliq funksiyalar sinfida bo lgan
variatsion masalaga misol sifatida quyidagini keltiramiz.
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Misol.
Iy ) dx — min, y(-1)=0, y(1)=
Bu masalada joyiz funksiyalarni C*[-11] sinfidan olsak, inBJ[y]zo bo’ladi,
yel

silliq yechim mavjud emas. Hagigatan ham, agar

0, xe [—1, 1},
n

AL n qN Tl
. Tl e | e Sl
V2(1+V2)( nj ( n ZHJ
Xy < ]

funksiyalar ketma-ketligini garasak bu funksiyalar joyiz funksiyalar
bo'ladi, ya’ni y,(-1)=0, y,(1)=1. Bu vy, (x) ketma-ketlikda

ly,(x)<1 |y, (x} <1 bo'lgani uchun

T vy, 00 6<2

R D‘Hn_.g

va limJ[y,]=0. Demak, J[yn 0, vyeC'[-11] ekanligini hisobga olsak

9)

J[y]=0. Ammo, J[y] 0, y e C*[-11] bo'lishi uchun y(x) funksiya [-11]
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kesmada yoki aynan nolga teng, yoki y=const bo'lishi kerak. Birog bu
funksiyalar y(-1)=0, y(1)=1 chegaraviy shartlarni ganoatlantirmaydi.
Bundan ko'rinadiki, garalayotgan masala silliq joyiz funksiyalar
sinfida yechimga ega emas. Masalaning bo’lakli-sillig funksiyalar sinfida
yechimi mavjud. Shunday yechim sifatida,
i {o, o= 10]
x, xe(01] '
funksiyani olish mumkin (y e D'[-11] 3|y°|=0). Bu funksiya uchun &=0-
burchak nugta (egilish nuqgtasi) bo'ladi. Ushbu burchak nuqtada
Veyershtrass — Erdman shartlari bajariladi.

2-ma’ruza bo’yicha savollar

1. Variasion hisob asosiy masalasi ganday qo yiladi?

2. Funksionalning kuchli lokal minimumi (maksimumi) deb ganday
nugta (chiziq, sirt va h.k) ga aytiladi?

3. Funksionalning kuchli lokal minimumi (maksimumi) deb ganday
nuqta (chizig, sirt va h.k.) ga aytiladi.

4. Variasion hisob asosiy masalasida yechim mavjud bo lishining

yetarli sharti nimadan iborat?

Variasion hisobning asosiy lemmalari: Lagranj lemmasini keltiring.

6. Variasion hisobning asosiy Lemmalari Dyuba-Riman lemmasini

o1
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keltiring.

7. Variasion hisobning asosiy masalasida ekstremumning zaruriy sharti
— Eyler tenglamasi ganday ko rinishga ega?

8. Eyler tenglamasining xususiy hollarini keltiring.

9. Gilbert teoremasini keltiring.

10.Eylerning integro-differensial tenglamasini yozing.

Masalalar
i J(y):XfF(y’)dx funksional uchun Eyler tenglamasining yechimini
yozing. ;
2) J(y):TF(x’y')dx funksional uchun Eyler tenglamasining birinchi

Xo

integralini yozing.

2l J(y):fF(y,y’)dx funksional uchun Eyler tenglamasining birinchi

Xo

integralinin yozing.
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3-ma’ruza
Variatsion hisobning asosiy masalasi (ikkinchi variatsiyani
tekshirish, ekstremumning yetarli shartlari ).

Reja.
1. Ikkinchi variatsiyani hisoblash. Lejandr sharti.
2. Yakobi tenglamasi. Yakobi sharti.
3. Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari.
4. Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari.
5. Kvadratik funksional uchun natija.

Tayanch iboralar: ikkinchi variatsiya, Lejandr sharti, go shib olingan
variatsion masala, Yakobi sharti, kuchaytirilgan Yakobi va Lejandr
shartlari,  Veyershtrass funksiyasi, Veyershtrass sharti, kuchli
ekstremumning yetarli sharti, Veyershtrass-Erdman shartlari, kvadratik
funksionalning ekstremumi.

Avvalgi ma’ruzamizda variatsion hisob asosiy masalasi uchun
ekstremumning birinchi tartibli zaruriy shartlari bayon gilingan edi.

Bu yerda esa, shu masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli
zaruriy shartlari va yetarli shartlari garaladi.
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x|
Jlyl= IF(x, y, y")dx (3.1)
X0
funksionalning
\ :{y = y(x) € C(l)[XO,Xl] : y(xo) = Yo, y(Xl) i yl} (32)
to’plamdagi ekstremumini topish masalasi, ya’ni variatsion hisob asosiy
masalasi berilgan bo’lsin. Bu yerda F(x,y,y) funksiyani R® ning biror
ochig Q to’plamida aniglangan, P o(Xo,Yo) Va Pi(X1,y1) nugtalarni esa
S={(x,y):(xY,2z) € Q} to’plamga tegishli, deb hisoblaymiz.

1. Ikkinchi variatsiyani hisoblash. Lejandr sharti.
y’=y°(x) joyiz funksiya bo’lsin (y°€V). Shu nugtada (3.1) funksionalning
ikkinchi variatsiyasini hisoblaymiz. Ta’rifga ko’ra, bu variatsiya
d?J[y° +ah
sty - el

formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda

h=h(x) e CP[x,,x%1,h(X,) =h(x,) =0.
Agar F(x,y,y)eC®(@Q) deb faraz gilsak, ¢(a)=J[y°+ah] funksiya a=0
nuqta atrofida uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega. Demak,
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d2
da

523[y°,h]=— JF(X, y? (x) + ah(X), yO,(X)+ah'(x))dx|a:0 =

(3.3)

3 .[ aijz F(x,y° (x)+ ah(x), y° (¥) +ah'(x)dx loco =

X0

Xy

7, (Y200, ¥° GO0+ 2F,..06, y° (x), y° (OGN’ (x) +

Xo

+ Fyy (X Y° (X), Y (O™ (0ldx,  h=h(x) eC® [Xo, %], h(X) =h(x) =0

3.1-teorema (Lejandr):  F(x,y,y)eC?(Q) bo’lsin. Agar
y°(x) eCYx,,x,]- (3.1) funksionalning (3.2) to’plamdagi kuchsiz
minimali (maksimali) bo’lsa
Frp (6 Y20, Y° ()20 (20), Vxe[xy,x] (3.4)
tengsizlik bajariladi. (3.4) munosabatga Lejandr sharti deyiladi.
Isboti: Faraz qilaylik, (3.4) bajarilmasin, ya’ni biror &e[x0,x1]
uchun

Fyy (EY° ()Y (€) <0 (35)

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza

Titul varaq

& =]
Orgaga
Sahifa 54 / 243
To'lig ekran

Chigish



bo’lsin.  F, (X, y°(x),y°’(x)) funksiyaning uzluksizligiga asosan &e(Xo,X1)
deb olish mumkin. Bundan tashqgari, bu funksiyaning uzluksizligidan va
(3.5) tengsizlikdan shunday ¢ >0 sonning mavjudligi kelib chigadiki,

sup  Fy. (x,y°(x),y° (X)) =<0 Xxe(S—-&d+e) (3.6)
bo’ladi. Quyidagi

o sinzw,xdﬁ—g,fh@
0, Xg(E—g,E+e)

funksiyani garaymiz, bu funksiya C®[x,,x] ga tegishli va

h‘,(x): %sin@,xqf—g,fhﬂ

0, Xg(E—¢e,c+¢)
Endi (3.3) formulada h=h_(x),h’=h '(x) deb olib, quyidagiga ega bo’lamiz:

§*I[y°,h, ]—T[F (X, y°(x),y (x))sm“M+
g5

&-¢
2 g (o E )
&

+F (%, Y (%), Y° (x»fsm

2 ”(X §+8)]d
2¢

+ Fyy (%, Y7 (%), y° (X))
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izfr ﬂﬁsin2M+mFW|(X’ yO(X)1yo'(X))Sin2 r(X—¢&+é) 5 7(X—E&+¢) 3
LS . & 2& &

+&°F,, (%, y° (x), y°’ (x))sin* M]dx
£

Bu yerdan (3.6) ni e’tiborga olib, yetarli kichik £>0 uchun
5%J[y°,h,1<0 tengsizlikni olamiz. Ammo, lokal minimumning zaruriy
shartiga ko’ra, §2J[y°,h.1>0 munosabat bajarilishi kerak. Bu garama-

garshilik teoremani minimum uchun isbotlaydi. U maksimum uchun ham
shunga o’xshash isbotlanadi.

<

2. Yakobi tenglamasi. Yakobi sharti.

Yugorida isbotlangan Lejandr sharti, lokal minimum (maksimum)ning,
funksional ikkinchi variatsiyasi yordamida ifodalanadigan
5°J[y°,h 1>0 (<0) shartidan foydalanib keltirib chigariladi. Funksional

Ikkinchi variatsiyasining ekstremum nugtasida ishorasini saglashini
ifodalovchi bu shartdan yana bitta ikkinchi tartibli zaruriy shart-Yakobi
shartini keltirib chigarish mumkin.

F(x,y,y) eC®(Q) deb hisoblab, y°(x) joyiz funksiya uchun
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o(x,h,h") = F, (x,y°(X), y°,(x)h'2+

F2F, (% y° (0, y° ()N + F, (x,y°(x), y° (x))h?
funksiyani garaymiz. U vaqtda (3.3) formulaga ko’ra

XL
523[y°,h ] = ja)(x,h,h’)dx (3.7)
X2
bo’ladi.  Agar  y°(x) kuchsiz  minimal  (maksimal) bo’lsa,
52J[y°,h 120 (<0) shart barcha h(x)eC®[x,,x], h(x,) = h(x,) =0
funksiyalar uchun bajariladi. h°(x)=0 uchun esa 5?J[y°,h°]1=0 bo’lishi
ravshan. Demak, garalayotgan variatsion hisob masalasiga go shib olingan
ekstremal masala deb ataluvchi

623[y°,h] = [ e(x, h,h")dx — min(max)

h(x,) =h(x;) =0, h(x) e co [Xo, %]
Masala, h°(x) =0 yechimga ega.
Faraz qilaylik, F(x,y,y)eC®(Q),y°(x) eC®[x,x] - joyiz stasionar

(3.8)

funksiya F, (x, y°(x),y°'(x)¢0 vx e[x,%] bo’lsin. U vaqtda, (3.8) masala
uchun tuzilgan
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@, (X, h, h)—ixa)h (x,h,h") =0
Eyler tenglamasiga variason hisob asosiy masalasi uchun Yakobi
tenglamasi deyiladi. w(x,h,h") funksiyaning ko’rinishini hisobga olib
Yakobi tenglamasini
AN + B(X)h’ +C(x)h =0 (3.9)
ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglama ko’rinishida yozish
mumkin, bu yerda

A(X) = Fyy (%, ¥°(X), y° (X)) B(X)— = Py (XY °(0,¥° (),

C(X)Z%FWI(X,Y (x),y° (X))—FW(X,Y (x),y° (X))

Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, (3.9) tenglama
h(x,) =0, h'(x,) =1 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi (aynan noldan
fargli) yagona yechimga ega. Shu yechimning x, dan fargli nollariga, x,
nuqtaga qo’shma nuqta deyiladi. Qo’shma nuqtaga yana quyidagi
ekvivalent ta’rifni ham berish mumkin.

3.1-ta’rif: Agar (3.9) Yakobi tenglamasi h(x,)=0,h(x)=0 X #x,
shartlarni ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’lmagan h(x), x e[x,,x]
yechimga ega bo’lsa, x" nuqtaga y°(x) joyiz chiziq bo’ylab x, nuqtaga
qo’shma nugqta deyiladi.
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3.2-teorema (Yakobi): Faraz gilaylik,
a) F(xy,y)eC®@Q), ©6)y°(x)eC?[x,x] - kuchsiz minimal (maksimal)
(X} y°(x),y°l(x)) >0 (<0) Wxe[x,x] bo’lsin. U holda, y°(x) funksiya
Yakobi shartini ganoatlantiradi: (x,,x) intervalda y°(x) chiziq bo’ylab x,
nuqgtaga qo’shma bo’lgan nuqta mavjud emas.

Isboti: Teskarisini faraz gilamiz. y°(x), xe[x,,%] joyiz chiziq bo’ylab
X, ga qo’shma bo’lgan X — xe[X,, %] nugta mavjud bo’lsin.
h(x)#0, xe[x,,%] esa, Yakobi tenglamasining unga mos yechimi bo’lsin,
ya’'ni

(" OO () =0, (x0T () =0, WX, x] L

h"(%)=h"(x)=0
shartlar bajarilsin. Qo’shma nuqta ta’rifiga ko’ra, h*'(x*—O);tO shart
bajariladi.Quyidagi
h™(X), X € [X,, X*],
g0 (x) *[o ] (3.11)
0,xe(x,x]
funksiyani tuzamiz.
Endi  2w(x,h,h")=hao, +h @, formulani, hamda (3.10), (3.11) larni
hisobga olib, (3.8) dan quyidagini olamiz:
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52J[y°,h] = Ia)(xhh)dx jw(xhh)dx_—j(ha)thh a)h)dx_

X0

== j(h —a)h oy )dx =1 j—(h*a)h,)dx =
2, dx

=2 L (0@, 0, (0.0 () X =0.

Shunday qilib, (3.11) funksiya - (3.8) masalaning yechimidir. teng
munosabatlar ko’rsatadiki, h(x) funksiya uchun x - bukilish nuqtasidir.

Natijida x=x" nuqtada
@, (X, h, )| . =y (xhh)] (3.12)

Veyershtrass - Erdman sharti bajariladi. o(x,h,h")  funksiyaning
ko’rinishini hisobga olib, (3 12) tenglikni quyldaglcha yozamiz:

[hO)F,, (x,y° (), y° (X))+h (F,, (%, y° (%), y° (X))]lX g ans
=[h(x)F,, (%, y°(x),y" (X))+h,(X)Fy’y’(X’y (%), y" (X))]lxzx*+0
h(x’-0)=h(x"+0) =0 va F,(x y°(x),y°,(x)) uzluksiz bo’lgani uchun
(3.13) tenglik
[0'(<" = 0) = (" +O)IF,, (X", Y°(X).¥° (X)) =0 (3.14)

xx+0

(3.13)
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ko’rinishga keladi. 3.2-teoremaning shartiga ko’ra

/ 1-ma'ruza
Fy (X y°(x7),y° (X)) =0. Uvaqtda (3.14) dan h'(x’ —=0)=h'(x"+0)=0 el
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa x™ ning bukilish nuqtasi ekanligiga ziddir. 3-ma'ruza
Olingan garama-qarshilik 3.2-teoremani isbotlaydi. 4-ma'ruza
5-ma'ruza
3. Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari. 6-ma'ruza
Shunday qilib, variatsion hisob asosiy masalasida ekstremumning birnchi fmaruza
tartibli  zaruriy sharti - joyiz funksiyaning stasionarligi (Eyler g-maruza
tenglamasining bajarilishi) bo’lsa, Lejandr va Yakobi shartlari —ikkinchi 9-ma'ruza
tartibli zaruriy shartlardir. Mol iuzze:
Sodda misollar ko’rsatadiki, bu uchala shartning birortasi ham alohida 11-maruza
olganda ekstremumning yetarli sharti bo’la olmaydi. Ammo ular birgalikda CZAMEWL
kuchsiz ekstremumning yetarli shartiga yaginroqdir.
Quyida Lejandr va Yakobi shartlarini kuchaytirish natijasida kelib Titul varaq
chigadigan yetarli shartlarni keltiramiz. & =)
3.3-teorema: Faraz qgilaylik, -
a) F(x,y,y)eC®(Q),y’(x) e C?[x,x] -joyiz stasionar funksiya bo’lsin; l€ »l
b) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsin: Orgaga
Fy (6 Y°(0,¥° (X)) >0  (<0) Vx € [%,%,1; Sahifa 61 /243
To'lig ekran
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(%, %] da x, nuqtaga qo’shma bo’lgan x, nugta mavjud emas.

U holda, y°(x) - variatsion hisobning asosiy masalasida kuchsiz lokal
minimal (maksimal) bo’ladi.

Isboti: Funksionalning ikkinchi variatsiyasi uchun hosil gilingan (3.3)
formuladagi ikkinchi qo’shiluvchini bo’laklab integrallaymiz:

%, , X d > X d X d
onzhh Fwdx=X{Fw,&h2dx= F,,h2(x)[: —x{hZ&Fw,dx:—ihZ&Fw,dx (3.15)
B0 = CEOARIG) UM =be 5] (3.16)
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy u(x) funksiyani garaymiz. Bu
funksiya uchun
X d ur u/ L
I&(U Fyh?)dx =—F,,h* =0 (3.17)

Xo

munosabat bajariladi. Endi (3.15) ni hisobga olib, (3.3) va (3.17) dan,
0 0 t d d ' 2 ’ i 12
5°Ly°.h]= [{IF, —&Fw,-&(% F,,)lh dx—Z[% F,, Inh'+[F,,J2dx  (3.18)

tenglikni olamiz. u(x) ,xe[x,,%] funksiyani shunday tanlaymizki, (3.18)

dagi integral ostidagi ifoda h va h' ga nisbatan to’la kvadrat bo’lsin.
Buning uchun quyidagi:
’ d d u'

u
[ Py = [Fy —5-Fy — o Fy IR,y (3.19)
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ayniyatning bajarilishi zarur va yetarli.

d u’ uu—u? u' d
dx (U Fyy)= (u—z) Fyy + Tk Fyy
bo’lgani uchun, (3.19) ayniyatni,
" ’ d d
Fy,y,{—u Fyry/ —Uu & Fyry/ + (Fyy - & Fy/yr)U}/u — O (320)

ko’rinishda yozish mumkin. Teoremaning shartiga ko’ra,
Fy =Fuy (6 Y2 (X),y° (X)) #0, x€[X,,%]. Demak, (3.20) dan ko’rinadiki,
u(x) funksiya
(A(XU"+B(X)u"+C(x)u)/u=0

tenglamani ganoatlantirishi kerak, bu yerda A(x),B(x),C(x)— (3.9) Yakobi
tenglamasidagi kabi aniglanadi. 3.3-teoremaning c) shartiga ko’ra,

A(X)U” +B(X)u’'+C(x)u=0 (3.21)
Yakobi tenglamasi, U(X,) =0, u(x’) =0, xe[X,%] shartlarni
qanoatlantiruvchi trivial bo’lmagan yechimga ega emas. [X,,X] ning

kompaktligi va differensial tenglama yechimining boshlang’ich shartlaridan
uzluksiz bog’ligligi haqidagi teoremadan, shunday yetarli kichik £>0
sonning mavjudligi kelib chigadiki, (3.21) tenglamaning
u(x,—€)=0, u'(x,—&)=1 boshlang’ich shartlardagi yechimi [x,,x] da
musbat bo’ladi. Shunday qilib (3.16), (3.19) shartlarni ganoatlantiruvchi
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u(x) funksiya mavjud. Shu funksiya yordamida (3.18) ifodani
X i ' =
Sy = [{LF 1 - IF, LR, SR rhec (322
ko’rinishda yozamiz:

(3.22) dan ko’rinadiki barcha h(x) e C%xe[x,,x].h(x,)=h(x)=0,
funksiyalar uchun &2J[y°,h"]1>0bajariladi. Agar biror h"(x) =0,x e[x,,x]
funksiya uchun 6%J[y°,h"1=0 deb faraz gilsak, (3.22) dan

1 ’ 1
[y 2000 =[F, < Fy - (R0 vxelxx]
bo’lishi kelib chigadi. Bu yerdan h*(x )=0, F,, |,_,,>0 shartlarni hisobga
olib, h'(x))=0 ga ega bo’lamiz. Ammo h'(x) funksiya (3.8)
minimallashtirish masalaning yechimi bo’lgani uchun 62J[y°,h"]1=0, (3.9)

Yakobi tenglamasini ganoatlantiradi va h*(xo):h*'(xo)zo boshlang’ich
shartlardan h"(0)=0, xe[x,,%] bo’lishi kelib chiqadi. Bu olingan qarama-
qarshilik  ko’rsatadiki, barcha h™(0) =20, Xe[X,, %], h(x,)=h(x)=0
funksiyalar uchun §%J[y,h]>0 bajariladi.

Endi quyidagi funksionalni garaymiz:

cp(yO,h):52J[y°,h]—%xfh2(x)dx, q>0 . (3.23)

X0
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Bu funksional uchun Eyler tenglamasi,

(A(X) —q)h” + B(x)h' +C(x)h =0 (3.24)
ko’rinishda bo’ladi. A(X)=F,, (%, y°(X),y° (X) >0, xe€[%,, %] bo’lgani
uchun shunday q>0 topiladiki, A(x)q>0, xe[x,,%x] bajariladi. Farazga
ko’ra, (3.9) Yakobi tenglamasining

h(x,)=0, h'(x,)=1 (3.25)
boshlang’ich shartlardagi yechimi (x,,x,) intervalda nolga aylanmaydi.

Differensial tenglamalar yechimining parametrdan uzluksiz bog’liqligi
haqidagi teoremaga ko’ra, (3.24) tenglamaning (3.25) shartlardagi yechimi
ham shunday xossaga ega bo’ladi. (3.23) funksional uchun yuqoridagi kabi
mulohaza yuritib,

®(y°,h) >0,vh(x) e CP[x,, %], h(x,)=h(x,)=0
munosabatni olamiz. Bu esa (3.23) ga ko’ra

5 30y".h= 3 [* () (3.26)
tengsizlik bajarilishini bildiradi.
h(x):J‘h'(t)dt bo’lgani uchun, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini
X0

qo’llab, quyidagini olamiz:
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h2(x) = (fh'(t)dt)z < (x- xo)leh'z (t)dt < (x, - xo)]'lh'z (t)dt. X € [Ags A];

lehz(t)dt < (X, —X%p)? leh'2 (t)alt.
Natijada, (3.26) tengsizlikdan
] ) EL N ¥ 3.27
52J[y°,h] = TRl onh (x)dx (3.27)

tengsizlik kelib chigadi.
Ikkinchi variatsiya ta’rifiga ko’ra

2
AJ[y°]=J[y° +h]-J[y°] = 5J[Y°, h]+%52\][y°, h]+O(y°,&*I1h1I?) (3.28)

tenglik bajariladi, bu yerda
O(yo, &” 1h1I*)

2
&

y’(x)— Eyler tenglamasini ganoatlantirgani uchun, sJ[y°,h]=0 bo’ladi.
U vaqtda, (3.28) dan

AJ[yO]=%[52J[y0,h]+o(y0’22”h” )] (3.30)

—0,&—0 (3.29)

kelib chigadi.
Endi (3.27) va (3.29) ni hisobga olgan holda (3.30) munosabatdan

shunday & >0 sonning mavjudligi kelib chigadiki, barcha 0<e<g, va
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X

h(x) e CPx,, %], [h*(X)dx <@ <+o0 uchun AJ[y’]>0 bo’ladi, ya'ni y°(x)
Xo

kuchsiz lokal minimaldir. 3.3-teorema isbotlandi.

4. Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari.

Bu yerda kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlarini isbotsiz
keltirish bilan cheklanamiz (isbotlarini ,masalan [2] dan garash mumkin).
Q=SxR?S cR? berilgan ochiq to’plam, F(x,y,y)eC'(Q) bo’lsin.
Quyidagi
ECGY, Y U) =FOGY,u) = F(G YY) —U—y)F, (%Y, ). (%Y, Y',u) e QxR (3.31)
funksiyani qaraymiz. E(x,y,y,u) funksiyaga Veyershtrass funksiyasi
deyiladi.
3.4-teorema: Agar y°(x) = D'[x,, %] - (3.1) funksionalning
V = {y(x) € D'[%;,%,]: Y(X) = Yo, Y(X,) = ¥ }
to’plamdagi kuchli lokal minimum (maksimum) nuqtasi bo’lsa, y°(x)
mavjud bo’lgan barcha x e[x,,x] nugtalarda
E(x,y°(X),y*'(X),u)>0 (£0) YueR! (3.32)
Veyershtrass sharti bajariladi. y°(x) ning & burchak nugtalarida esa, (3.32)

shart
E(&, y° (&), y°(££0),u) >0(x0)VueR (3.33)
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ko’rinishda bo’ladi.

3.5-teorema: Quyidagi shartlar bajarilsin:

1). F(xy,y)eC®(Q),Q=5SxR,

2). Fy(xy,y)20 (20), Y(x,y,Y)€Q;

3). ¥’(X) eC¥[x,,x]- (3.1) funksionalning joyiz stasionar funksiyasi;

4). y°(x) funksiya uchun kuchaytirilgan Lejandr va Yakobi shartlari
o’rinli.

U holda, y°(x)- (3.1) funksionalning (3.2) to’plamdagi kuchli lokal
minimum (maksimum) nugqtasi bo’ladi.

Bu yerda shuni ta’kidlash joyizki, yuqorida keltirilgan Veyershtrass
shartidan muhim natijalar olish mumkin. Shulardan biri avvalgi
ma’ruzamizda aytib o’tilgan, Veyershtrass-Erdman  shartlarining
ikkinchisidir.  Hagigatan ham, Veyershtrass-Erdman  shartlarining
birinchisiga ko’ra, y°(x) kuchli ekstremalning & burchak nugtasida

Fr (& Y° (€)Y (€ -0) =F,.(&y° (€),y"(£ +0) (3.34)
bajariladi. (3.33) Veyershtrass shartida u=y” (£¥0) deb olsak,
E( Y&,y (££0),y*(£F0)20 (3.39)

tengsizlik bajariladi. Endi Veyershtrass funksiyasining (3.31) ko’rinishini
hisobga olib, (3.35) ni gayta yozsak, va bunda (3.34) dan foydalansak,
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E(&hy (SWRE D) E= Y (E0) FRE G (=)=
= R RS (E RO (S0 (S (B (50}
munosabatni  olamiz. Bu esa, Veyershtrass-Erdman shartlarining
ikkinchisidir.
Veyershtrass-Erdman shartlarini gisgacha
Fy X=£+0 1 (F-y' Fy') X=E-0— (F- y’Fy’)
ko’rinishda yozish mumkin.

(3.36)

x:§—0: I:y' x=£+0

5. Kvadratik funksional uchun natija.
Faraz qgilaylik, (3.1) funksional quyidagi

3= [ POOY? +2900yy'+ F(x)y" ]ox (3.37)

ko’rinishdagi kvadratik funksionaldan iborat bo’lsin. Bunday funksional
ekstremumining zaruriy va yetarli shartlari quyidagi teoremadan
aniglashtiriladi.
3.6-teorema:
P(X) € C[Xy, X,Ja(X) € C'[%,, X1, F(X) € C'[Xg, %], F(X) > 0(< 0) VX & [Xy, X,]
bo’lsin. Agar Yakobi sharti bajarilmasa, u holda,
Inf J[y] =—oo(sup J[y]=+e0),

ueV

ya’ni (3.37) funksionalning (3.2) to’plamda global ekstremumi mavjud
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emas.Agar kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa (3.37) funksionalning
yagona joyiz stasionar funksiyasi mavjud va bu stasionar funksiya
funksionalning global minimum (maksimum) nuqtasi bo’ladi.

Misollar.
1)

i(y‘z—y2 +2ysin x)dx — min, y(0) =0, y(b) =1 (3.38)

F(x,y,Y)=y? -y’ +2sinx, F, =-2y+2sinx, F, =2y’

Eyler tenglamasini yozamiz:
y'+y—sinx=0

Bu tenglamaning umumiy  yechimi y=—%xcosx+clcosx+czsinx

ko’rinishda bo’ladi.
y(0)=0, y(b)=1
shartlardan foydalanib c, va ¢, o’zgarmaslarni topamiz:

1+Ecosb
=0, c,=—2— b=rkk=12,..
sinb
Demak, b=k, k=12,... bo’lganda
2+bcosb

2sinb

y°(x):—%xcosx— sinx, x €[0,b] (3.39)
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Funksiya (3.38) masalada yagona joyiz stasionar funksiyadir. Agar
b=k, k=12,... bo’lsa, masalada stasionar funksiyalar yo’q. Demak, bu
holda ekstremum mavjud emas.

F,, =2>0, demak, kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi.

Yakobi tenglamasini tuzamiz: A(x)=F, =2>0,

B(X)% F, =0, C(x)% F,—F,=2.
h"+h=0 - Yakobi tenglamasi  h(x)=ycosx+y,sinx- uning umumiy
yechimi. Demak, x" =7 nuqta x,=0 nuqtaga qo’shma nuqtadir. (0,7)
oraligda x,=0 ga qo’shma nuqta yo’q. Shunday qilib, b<z bo’lganda
Yakobi sharti, b<z bo’lganda esa kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi.
b>z bo’lganda esa Yakobi sharti bajarilmaydi. 3.5-teoremaga ko’ra
0<b< 7z bo’lganda (3.39) formula bilan aniglanuvchi y°(x) funksiya (3.38)

masalada kuchli minimal bo’ladi.
2)

F=F(y)=y*-3y” (3.40)
bo’lgani uchun Eyler tenglamasi (y'-1)y"=0 ko’rinishda bo’ladi. Bu
yerdan y=x+c va y=cx+c, ko’rinishdagi yechimlarga ega bo’lamiz.
y=x+c funksiya chegaraviy shartlarni ganoatlantirmaydi. y=cx+c,
funksiya uchun y(0)=y(2)=0 chegaraviy shartlardan c, =c,=0 bo’lishi
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kelib chigadi. Demak, y°(x)=0, x<[0,2] garalayotgan masalada yagona
silliq joyiz stasionar fnksiyadir.

F,y (Y (X)) =6(y” (x) -1) =6, ya’ni kuchaytirilgan Lejandr sharti
bajariladi. Endi Yakobi tenglamasini tuzamiz:

d d
A(x)=F, =—6, B(x):&l:y = C(x):&Fy,y, = =0k

Vi |y=y°_
h"=0 - Yakobi tenglamasi, h(x)=yx+y,— uning umumiy yechimidir.
h(0)=0,h(x)=0,x >0 shartlardan h(x)=0 bo’lishi kelib chiqadi. Demak,
[0,2] da x,=0 nuqtaga qo’shma nuqta mavjud emas, ya’ni kuchaytirilgan
Yakobi sharti bajariladi. Demak, 3.3-tcoremaga ko’ra , y°(x)=0 kuchsiz
lokal maksimal bo’ladi.
Ammo y°(x)=0 uchun Veyershtrass sharti bajarilmaydi, ya’ni
EC Y,y u)=F(xy°,u)—F(x,y", y*)—u—-y°)F, (x. ¥°, y*) =u® —3u?

funksiya ishorasini o’zgartiradi. 3.4-teoremaga asosan, y°(x)=0 - kuchli
lokal maksimal bo’la olmaydi.

Y |y=y°

3-ma'ruza bo'yicha savollar.

1. Variatsion hisobning asosiy masalasida ikkinchi variatsiyani

hisoblash. Lejandr sharti.
2. Yakobi tenglamasini keltirib chigarish. Yakobi sharti.
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3. Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari hagidagi teorema.

4. Kuchli ekstremumning zaruriy sharti (\Veyershtrass sharti) va yetarli
shartlari.

5. Kvadratik funksionalli variatsion hisob masalasi. Ekstremum

shartlari.
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4-ma’ruza
Variatsion hisob asosiy masalasining ba’zi umumlashmalari

Reja:

1. Bir necha funksiyalarga bog’liq bo’lgan funksionalning ekstremumi.
a)Masalaning qo’yilishi. Kuchli va kuchsiz ekstremallar.
b)Eyler tenglamalari sistemasi. Stasionar funksiyalar.
c) Lejandr va Yakobi shartlari. Yetarli shartlar. Misol.

2. Yugqori tartibli hosilalarga bog’liq funksionalning ekstremumi.
a)Kuchli va kuchsiz ekstremumlar. Eyler-Puasson tenglamasi.
b) Ikkinchi tartibli zaruriy shartlar.
c) Ekstremumning yetarli shartlari. Misol.

3. Bir necha o zgaruvchili funksiyalarga bog lig funksionallarning

ekstremumi.

Tayanch iboralar. Vektor funksiya,C [x,,x,] fazo, Eyler tenglamalari

sistemasi, kvadratik forma, Lejandr sharti, Yakobi tenglamasi, qo’shma
nugtalar, Eyler —Puasson tenglamasi, kvadratik funksional,Eyler-
Ostrogradskiy tenglamasi.

4.1. Bir necha funksiyalarga bog’liq bo’lgan funksionalning
ekstremumi.
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Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi sifatida, dastlab,
bir necha, vy, =y, (X),..Y, =Y,(x) funksiyalarga bog’liq funksionalning

ekstremumi hagidagi masalani garaymiz.

Faraz qilaylik, QeR*™ — biror ochiq to’plam (soha),
F(X, Y10 Y 235 Z,) —Q da aniglangan uzluksiz funksiya, P(X,, Yoi,- Yo,) V@
P(X,, Yogreen Yar) HAF S =X V0o V) 5 O% Yy reens Vi Z40eees Z,) € Q- tO’plamning
belgilangan nugtalari, x, < x, bo’lIsin.

Qabul gilingan belgilashlar asosida, quyidagi

IY1ren ¥al = IF(X, Yoo Yoo Yi s Yo )X — min(max) (4.1)

Y1(Xo) =Yoo Y2 (Xo) = Yo2r+ Yn (Xo) = Yon:
y1(X1) =Y Y, (Xl) = Yizs Y (Xl) = Yon: (42)
(X Y1 (0)ees Yo (%), Y1 (X500 Y, (X)) € Q, X € [X4, X, ]
Y, (X) e C'[%,, %, 1,i =1,2,...,n.
ekstremal masalani garaymiz.

Qaralayotgan masalani ixchamroq shaklda yozish uchun quyidagi
belgilashlarni  kiritamiz: Vet (7R ey T (B i T e (. )
C, % X, 1- [X5, %] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
y(x) = (y,(X),-.., ¥, (X))—n— vektor funksiyalar fazosi. U holda (4.1), (4.2)
masalani
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Jlyl= TF(X, Yy, y')dx — min(max), 4.1)

Y(Xo) =X, Y(%;) = X;, Y(X) eCn(l)[XO,Xl] (4.2)
ko’rinishda yozish mumkin. (4.2) munosabatlarni ganoatlantiruvchi
y(x) = (y,(X),...,y,(x))  funksiyalarga (4.1)-(4.2) masalaning joyiz
funksiyalari  (chiziglari) deyiladi. Qaralayotgan masalada joyiz
chiziglarning uchlari R™ fazoning P,(x,,Y¥,)vVa P/(x,y,) nuqgtalarida
mahkamlangan.

Biz C,“[x,,x] bilan bir gatorda, [x,,x] kesmada uzluksiz y(x)-n-
vektor funksiyalar fazosi C,[x,,x] dan ham foydalanamiz. Ma’lumki,
C.[%,, %] Vva C.'[x,x] fazolar chizigli normalangan fazolar bo’lib, ularda
normalar mos ravishda

Y0, ey = X M Ly, (x),

1<i<n xe[xg,% ]

. max[ max |y, (x)+ max |yi'(x)|}

1<i<n | xe[xg,%] X€[Xq, %]

ly

kabi aniglanadi. Shuning uchun, y°(x)=(y,’(%)....y,"(x)) joiz chizigning
nolinchi va birinchi tartibli ¢— atroflarini mos ravishda quyidagicha
aniglaymiz:

Vo9, 6)= ) <C, X Ty -] <e}={<y1(x),...,yn<x)):Hyi—yf’\

Clxo. %] CalXo.x]

<&, i:1,2,...,n};
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Yi _yio

v1<y°,s)={y(x) eC, X x]:Jy-y°

Co'lx %] Co' X021

4.1-ta’rif: Agar y°(x) joiz funksiyaning shunday V,(y°,&) nolinchi

tartibli ¢— atrofiga tegishli barcha y = y(x) joiz funksiyalar uchun

y°l<alyl (ly°]=aly) (4.3)
munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya (4.1) funksionalning kuchli lokal
minimum (maksimum) nugtasi deyiladi.

4.2-ta’rif:  Agar (4.3) munosabat y°(x) joiz funksiyaning biror
birinchi tartibli ¢ - atrofiga tegishli y=y(x) joiz funksiyalar uchun
bajarilsa, y°(x) — (4.1) funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum)
nuqtasi deyiladi.

Demak, (4.1), (4.2) masala uchun kuchli va kuchsiz ekstremumlar
variatsion hisobning asosiy masalasidagiga o’xshash aniglanadi.

Keltirilgan ta’riflardan ravshanki, kuchli ekstremum nugqtasi kuchsiz
ekstremum nuqtasi ham bo’ladi. Buning teskarisi esa to’g’ri emas. Shuning
uchun, avvalo kuchsiz ekstremumning zaruriy shartlarini keltiramiz.

4.1-teorema: F(x,y,y)eC'(Q) bo’lsin. Agar (4.1) funksional

yO) = (v, (), ¥, (X)) €C, %, x,] joyiz funksiyada kuchsiz lokal
ekstremumga erishsa, [x,,x,]kesmada

P by 0 yY 00)- L, by 00y ) 1= (4.4

<5 =02, g n};
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tengliklar bajariladi.
Isboti: (4.1)  funksionalning y’=y°(x) nugtadagi  birinchi
variatsiyasini hisoblaymiz:

&][y",h]: %J[y0 +0!h]a:0 = %TF(X, y" +ah,y” +ah')1x‘
X

a=0

- jl % F (x, v, () + ahy ()., ¥, ° (x)+ ah, (x), y,” () + ey (X)..., y,” (X)+ eh, '(x))dx

=] Z[Fy, (%, Y° (%) y° (D(x)+ Fy. (x, y° (x), y* (D (x)]ex,
bu yerda hi( ) [XO’Xl]' h (Xo)= h1(x1)=0’ i=1n.

Funksional ekstremumining zaruriy shartiga ko’ra, &J[y° h]=0,
vheC, '[x), %} h(x,)=h(x,)=0, ya’ni

IZ[F (%, y° (%), y° (XDh(x)+ F. (x, y°(x 'x)kix=0, i=1n,  (4.5)
xg i=1
h,(x) € C[X,, %], i=1m, funksiyalar sistemasining 0’zaro

bog’lanmaganligini hisobga olib (4.5) dan
fl[Fyi (%, y°(x), y® (x))h(x)+ F (%, y°(x), y7 (x)h, 'kix=0, i=1n, (4.6)

tengliklarga ega bo’lamiz. Endi Dyubua-Reymon lemmasini qo’llab, (4.6)
tengliklardan talab gilingan (4.4) tengliklar sistemasini olamiz. 4.1-eorema
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isbotlandi.
Isbotlangan  4.1-teorema ko’rsatadiki, (4.1), (4.2) masalada

yo (%) = (y,° (%),.... ¥, (x)) kuchsiz ekstremallar

d .
FYi (X’ y’ yl)_&Fyi'(X’ y’ y') :01 I :lln! (47)

Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirar ekan.

Bu yerda, hususiy holda, n=1 bo’lganda variatsion hisobning asosiy
masalasi uchun olingan natija, ya’ni Eyler tenglamasiga ega bo’lamiz.

Agar F(x,y,y')eC?®(Q) bo’lsa (4.7) dan

2 06y )y R, Gy Yy +F Gy y) —Fy (YY) =0, T=1n (4.8)
TET =1 '

sistemaga ega bo’lamiz. Bu esa, n noma’lumli ikkinchi tartibli n ta
differensial tenglamalar sistemasidir.
Bundan buyon quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

Fy(:yJ - Fyiyj (X1 yJ(.) (X)” yl’? (X)’ yf (X)” yr? (X))’

Favi = Py (x, Y7 (k) Yy () 7 () v (X)),

Y,

Fovi = Fyy (X, Yy ()s Yo () y3 (X)ees v (X)), i,j=1n.

Elementlari  F}, (x) lardan tuzilgan nxn matrisani F;

y'y'

(x) deb
belgilaymiz.  Faraz  qilaylik,  F(x,y,y)eC®(Q) bo’lsin.  Agar
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yO (%) = (v, (¥),.err ¥, (X)) kuchsiz lokal ekstremal uchun
detF° (x)=0, ¥xe(x,,x] bo’lsa, y°(x) funksiya [x,x] kesmada (4.8)
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

4.3-ta’rif: Eyler  tenglamalar  sistemasini  ganoatlantiruvchi
y(x) = (y,(X),..., ¥, (x)) joyiz funksiyalarga (4.1) funksionalning stasionar

funksiyalari deyiladi.

Stasionar funksiyalar ekstremumga shubhali funksiyalardir.

Endi (4.1), (4.2) masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy
shartlari va yetarli shartlarini keltiramiz. Bu natijalarni isbosiz keltirish
bilan kifoyalanamiz (isbotlarni adabiyotlardan garash mumekin).

Agar  F(x,v,y)eC®(@Q) bo’lsa, (4.1) funksional har bir
YO xX) = (¥, (¥, ¥, O (X)) € CH[x,, %] nugtada ikkinchi variatsiyaga ega va
quyidagi formula bo’yicha hisoblanadi:
523[y°,h]= jz‘[F;’y h, (x ()+2ZF° hy(x)h, ()+'ZFyf.yj.hi'(x)hj'(x)}dx,(4.9)

xgl )= —

bu yerda h=h(x) = (h,(x)....,h, (X)), h(x) €C[x,, %], h (%) =h (x)=0.
4.2-teorema: F(x,y,y)eC?®(@Q) bo’lsin. Agar (4.1) funksional
y°(x) e CL[x,,%,] joyiz funksiyada kuchsiz lokal minimum (maksimum)ga
erishsa, quyidagi:
Foy(X)20 (<0), X e[X,,%] (4.10)
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Lejandr sharti bajariladi.
Eslatamizki, n xn- o’lchamli Fry () = (Fyy, (X)) matrisa uchun

yozilgan (4.10) shart shu matrisaga mos keluvchi kvadratik formaning
nomanfiy (nomusbat) ishorali ekanligini, ya’ni

> Fly, (&, 20 (S0), VE= (&, &) eR".

ij=1
munosabat o’rinli bo’lishini anglatadi.
Agar bu munosabatda tenglik fagat £=0 bo’lganda bajarilsa,

Fyy (X)>0 (<0) deb yoziladi.

(4.9) formula bo’yicha hisoblanadigan &2J[y° h] ikkinchi variatsiya
h(x) eC![x,,x,] = ga  nisbatan  kvadratik  funksionaldir.  Endi
F(x,y,y)eC®@Q), y°(x)eCZ[x,,x,] deb hisoblab, shu kvadratik funksional
uchun Eyler tenglamalari sistemasini yozamiz:

n n . d n d n .
iJZ:‘aFy?yj ()h; +;Fy?yj'(x)hj _&{é Fy?'yj'hj +éFy?'yj (X)hj}:O, i=1n (411)

(4.11) — (4.1), (4.2) masala uchun Yakobi tenglamalari sistemasi
deyiladi.

4 4-ta’rif:  Agar (4.11) sistema h.(x,)=h(x.)=0, i=1n, shartlarni
qanoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’lmagan yechimga ega bo’lsa, x.
nugtaga y°(x) joyiz chiziq bo’ylab x, nuqtaga qo’shma nuqta deyiladi.
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4.3-teorema: Faraz qgilaylik, F(x,y,y)eC®(@Q), y°(x)eCZ2[x,,% ] —
(4.1) funksionalga kuchsiz lokal minimum (maksimum) beruvchi joyiz
funksiya bo’lsin. U holda Yakobi sharti bajariladi, ya’ni (x,,x,) intervalda
y°(x) chiziq bo’ylab x, nuqgtaga qo’shma bo’lgan nuqta mavjud emas.

4.4-teorema: Quyidagi shartlar bajarilsin:

1) F(xy,y)eC?(Q);

2) y°(x) € C2[x,,x,| — joyiz stasionar funksiya;

3) Kuchaytirilgan Lejandr sharti: F}.(x) >0 (<0) Vxe[x,,X];

4) Kuchaytirilgan Yakobi sharti: (x,,x,] intervalda x, nuqta bilan qo’shma
bo’lgan x. nuqta mavjud emas. U holda (4.1) funksional y°(x) da kuchsiz
lokal minimum (maksimum)ga erishadi.

Agar F(xv,y)eC®(Q), ( Q=SxR", ScR™- ochiq to’plam)
Foy () =0 (<0), V(x,y,y)eQ bo’lsa va 2), 3), 4) shartlar bajarilsa, y°(x)
funksiya (4.1), (4.2) masalada kuchli lokal minimal (maksimal) bo’ladi.

Keltirilgan bu teoremani (4.1) funksional

Iyl = Ibn)lpu(x)y Y +22q.,(x)y Y +;l (X)yi'y,-}dX- (4.12)
ko’rinishidagi kvadratik funks10na1 bo’lgan holda quyidagi tasdiq bilan
to’ldirish mumkin.

4.5-teorema:
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pij(X)EC[XO,Xl]’ qij(X)EC(l)[XO’Xl:L rij(x)ec(l)[XO’Xl] M= 1R

¥ 1-ma'‘ruza
r(9 =1, 00,1, j=1n)>0 (<0) ¥xelx,,x] 2 maruza
bo’lsin. Agar Yakobi sharti bajarilmasa, inf J(x)=—oo(supJ(x) = +x), ya’ni 3-ma’ruza
masala yechimga ega emas. Agar kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa 4-ma'ruza
yagona stasionar funksiya mavjud va bu funksiya (4.12) funksional uchun 5-ma'ruza
global minimal (maksimal) bo’ladi. 6-ma'ruza
% 7-ma'ruza
Misol: Iy, Y,1= J‘[y'f+y'§+2yly2 ]dx — min(max), 8-ma'ruza
0 9-ma'ruza
¥:(0)=0, y,(0)=0, 10-ma'ruza
T T 11-ma'ruza
Y (E) e (E) g 12-ma'ruza
Bu masalada 'F = y’i+y';+2yiy,, F, =2y,, F, =2y;, F,.=2y,' F,'=2y,%“Vva
Eyler tenglamalar sistemasi ikkita tenglamadan iborat bo’ladi: Titul varaq
F, - % F,. =0&y,-y, =0, &= =P
F, —iFy.:Oc)yz'—ylzo I« *l
2 dX 2
Orgaga
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y, =Ce" +C,e7" +C,C0SX +C, SinX,
y, =C,e* +C,e” —C;C0S X —C, Sin X
ko’rinishda bo’ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanib,
C,=0,C,=0,C,=0, C, =1 ekanligini topamiz. Demak, garalayotgan
masalada joyiz stasionar funksiya
y2(X) =sinx, y;(X)=-sinx
bo’ladi. Lejandr sharti kuchaytirilgan shaklda bajariladi:
F,, = (EW FWJ >0 (4.13)
Y2'Vi' Y2'Y2'
Yakobe tenglamalar sistemasi esa Eyler tenglamalar sistemasi kabi bo’ladi:
hh, =0, h,"-h, =0.
Uning umumiy yechimini yozamiz:
h =ye* +y,e” +y,C0sX+y,sinx,
h, =y +y,e”™ —y,c0sx—y,sinx
h(0) =0, h,(x.)=0, 0<X. s% chegaraviy shartlardan y, =y, =y, =y, =0,
ya’ni h(x)=0, h,(0)=0 bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Yakobi sharti
kuchaytirilgan shaklda bajariladi. Shunday qilib, kuchsiz lokal

minimumning yetarli shartlari bajariladi. Bundan tashqari, (4.13) shart
Foy (X y,y)>0 V(xyy)eR® ekanligini bildirganligidan, 4.4-teoremaga

ko’ra y°(x) = (sinx,—sinx) joyiz funksiya kuchli minimal ham bo’ladi.
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2. Yugqori tartibli hosilalarga bog’liq funksionalning ekstremumi.
Faraz gilaylik, Q = R™? berilgan ochiq to’plam (soha),

S = {(X Yoy nl) (X YiZ...s n)eQ} (X’y’zl""’zn)_Q
sohada uzluksiz funkSIya, P, _( Sy I yoynfl), l(xl, VY, v ylynfl)—s
to’plamning belgilangan nuqtalari, x, < x, bo’lsin.

Quyidagi
J[yl= fF(X, VN e )dx — min(max) (4.14)

Y(Xo) = Yoo yl(xo) = Youro y(nil)(xo) = Yo
y(xo):ym’ yl(Xl)ZYw---’ y(nil)(x1):y1.n_1v (415)
y(X):eC(")[XO,Xl], (X' y(x), yl(X),...,y”(X))eQ, XE[XO’Xl]
ekstremal masalani garaymiz.

Yugori tartibli hosilalar gatnashgan (4.14), (4.15) masala ham
chegaralari qo’zg’olmas variatsion masaladir. Bu masalada joyiz
funksiyalar (chiziglar) (4.15) shartlar bilan aniqlanadi, ya’ni ularning
uchlari berilgan P, va P, nugtalarda mahkamlangan.

4.5-ta’rif: Agar biror z>0 son topilib, |y-y° <& shartni

CM[x0,%]

ganoatlantiruvchi barcha y =Yy(x) joyiz chiziglar uchun

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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ly°|<ary1 (aly°]=91yl) tengsizlik bajarilsa, (4.14) funksional y°=y°(x)
joyiz chizigda kuchsiz lokal minimumga (maksimumga) erishadi, deyiladi.
Bunda y°(x) - (4.15) masalaning kuchsiz minimali (maksimali) deyiladi.

Keltirilgan 4.5-ta’rifda C™[x,,x ] fazodagi norma o’rniga C"V[x,,x,]
fazodagi normadan foydalansak, kuchli ekstremal ta’rifiga ega bo’lamiz.
Avvalgi garalgan variatsion masaladagi kabi bu yerda ham har bir kuchli
ekstremalning kuchsiz ekstremal bo’lishi ravshan.

Kuchsiz ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti quyidagi
teoremada berilgan.

4.6-teorema: F(xY,z,..2,)eC™(Q) bo’lsin. Agar y°(x) — (4.14),
(4.15) masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, barcha x e [x,,x, ] uchun

d d? d"

Fo(x)- = Fo(x)+ = Fo(x)—..+ (- 1)W Fin(x)=0 (4.16)
tenglik bajariladi, bu yerda
F 0 00=F by 00y (1) y™ ) 1=0m (4.17)

Isboti: (4.14) funksionalning y’=y°(x) nuqgtadaga birinchi
variatsiyasini hisoblaymiz:

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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S[y°,h] :iJ[y0 +oh] _, = i'|1F(x, y° +ah, y°’ +att,... y*" +ozh‘”’jdxa_0 = 1-ma'ruza
Joa oa a=0 (4.18) 2-ma'ruza
% Om) - ' 3-ma'ruza
fZ[Fu(X y (x),y" (X)), LY ()T (x)]dx 4-matuza
X | =
bu yerda h=h(x)eC™[x,,x], h¥(x,)=hP(x)=0, i=0,n-1 ZEZIEZ
(4.18) dagi qo’shiluvchilarning ikkinchisini (i=1) bir marta, 2 ma'uza
uchinchisini (i=2) marta, va h.k, oxirgisini (i=n+1) marta bo’laklab 8-ma'ruza
integrallaymiz. 9-ma'ruza
h®(x,) =h"(x,) =0, i =0,n—1 shartlarni hisobga olib, 10-ma'ruza
X k| o) ) A 11-ma'ruza
on Fo(xy (X)yery YO (PR (x)dx = 12-matuza
heail : (n) e
=(-1) f@':ym 6 Y (X)ens YO (XDN(X)dX, i =1, (4.19) Titul varag
X0
tengliklarga ega bo’lamiz. Endi (4.18) formulada (4.19) tengliklarni va & =P
(4.17) belgilashlarni e’tiborga olib, ekstremumning zaruriy sharti bo’lgan, TS »|
&|y°,h]=0 munosabatni
X| d d2 dn Orgaga
X{{Fyo(x)—&':yq( )+FF (x )+"'+(_1)W Fyo(n)(x)}h(x)dx=0 Sahifa 87 / 243
To'lig ekran
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h(x,)=h(x,)=0. Bu oxirgi tenglikka Lagranj lemmasini(2-ma’ruzaga
garang.) go’llaymiz va natijada (4.17) ni hosil gilamiz. 4.6-teorema
isbotlandi.

Noma’lum y = y(x)e C™"[x,, x| funksiyaga nisbatan

2 n
F, —%F +%F°+ e 1)§n|:° =0 (4.20)
tenglamaga Eyler—Puasson tenglamasi deyiladi. F(x,y,z,,...z,) € C™?(Q),
bo’lganda  Eyler-Puasson tenglamasi 2n — tartibli oddiy differensial
tenglamadan iborat.

4.6-ta’rif: Eyler-Puasson tenglamasini ganoatlantiruvchi y°(x) joyiz
funksiyaga (4.14), (4.15) masalaning stasionar funksiyasi deyiladi.

Endi garalayotgan masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli
zaruriy shartlari va vyetarli shartlarini gisgacha bayon gilamiz. Ular
to’g’risida to’liq ma’lumotni [2], [3] lardan olish mumkin.

Agar F(x,Y,2,,.,2,)eC?(@Q) bo’lsa, (4.14) funksional har bir

y° =y°(x)eC"[x,,x,] nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega va bu variatsiya
523[y°,h]= szO 5 (0, hO(x), A (x)dx, (4.21)

xoh 1=l
h=h(x)eC"[x,,x,], h"(x,)=h"(x,)=0, i=0,n-1.
formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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] (n)
F oy 0= F o) [x 260y ()" ()

y

h=h(x) ga bog’liq (4.21) funksional uchun tuzilgan Eyler-Puasson
tenglamasiga (4.14), (4.15) masala uchun Yakobi tenglamasi deyiladi.

4.7-ta’rif: Agar Yakobi tenglamasi h¥(x,)=h"(x.)=0, i=0,n-1,
shartlarni ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’lmagan yechimga ega
bo’lsa, x. nugta- y°(x) joyiz chiziq bo’ylab x, nuqtaga qo’shma nugta
deyiladi.

4.7-teorema: F(x,y,z,...,z,) € C™?(Q) bo’lsin. Agar y°(x)eC®[x,,x,]
(4.14), (4.15) masalada kuchsiz minimal (maksimal) bo’lsa, quyidagi
shartlar bajariladi:

a) Lejandr sharti: F{, ., (X)>0 (<0), vxe[x,,x]

b) Yakobi sharti: (x,,x ) intervalda y°(x) chiziq bo’ylab x, nugtaga
go’shma nuqta mavjud emas.

4.8-teorema: Agar:
a) F(x,y,2,..,2,)eC™(Q), Q=SxR, ScR"—ochiq to’plam;

D= pla, e (N EW) Y(X,Y,2,,...2, )€ Q;
) y°(x)eC®|[x,,x ] joyiz stasionar funksiya;

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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d) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsa:
F oo () >0 (<0), Wxelx,,x];
e) kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa: [x,,x,] oraligda y°(x) chiziq
bo’ylab x, nuqtaga qo’shma nuqta mavjud emas. U holda, y°(x) — (4.14),

(4.15) masalada kuchli lokal minimal (maksimal) bo’ladi.
Endi (4.14) funksional

Iyl=| ;a(x)[y“)(x)]z dx (4.22)

ko’rinishdagi kvadratik funksionaldan iborat bo’lsin. U holda, Yakobi
tenglamasi

N ETURSCIONDE:

i=0 dx'
ko’rinishda bo’ladi.

4.9-teorema: Faraz gilaylik, P(x)eC"[x,,x,],
P(X)>0 (<0), ¥xe[x,,%] bo’lsin. Agar Yakobi sharti bajarilmasa, (4.22)
funksional uchun inf J[y]=-w (supJ[y]=+w)bo’ladi. Agar kuchaytirilgan
Yakobi sharti bajarilsa, (4.22) funksional uchun yagona joyiz stasionar

funksiya mavjud, bu funksiya funksionalga global minimum (maksimum)
beradi.

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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Misol:
Jly]= T(y"2 ~16y2)dx — min,

y(0)=0, y'(0)=0, y(x)=0, y'(z)=1.
Bu masalada gatnashayotgan hosilalarning yugqori tartibi n=2 bo’lgani
uchun (4.20) tenglama

d d?
Fy —&Fy +WFy :0

ko’rinishda yoziladi. F=y"-16y?, F=-32y, F, =0, F.=2y" bo’lgani
uchun Eyler-Puasson tenglamasi

2
—32y+§—2(2y")20 < yY -16=0
X

ko’rinishida bo’ladi. Uning umumiy yechimi
y = c,e”* +c,e ™ +c, cos 2X +C, Sin 2x.

Chegaraviy shartlardan

o il ¥ T IRee T

T e T R ST T
bo’lishi kelib chigadi. Qaralayotgan masaladagi funksional (4.22)
ko’rinishdagi kvadratik funksionaldir: n=2, P,(x)=-16, P(x)=0, P,(x)=1.
Uning uchun Yakobi tenglamasi h"“ —-16h=0 bo’ladi. Bu tenglamaning
umumiy yechimi

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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h=y,e* +y,6 +y,C0s 2X + ¥, sin 2x.
uchun  h(0)=0, h(x.)=0, h'(x)=0, h'(x.)=0, x. >0 shartlardan  h(x)=0
bo’lishi kelib chigadi, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi.
F,., =2>0 — kuchaytirilgan Lejandr sharti ham bajariladi. 4.9-teoremaga
asosan

2x —2X

0 e e 1+e*" B
= — 2X+=sin2
y°(x) o —1)+2(1—e‘2“) 2 _1)cos X+sin2x
funksiya masalaning global yechimidir.

3. Bir necha o zgaruvchili funksiyalarga bog lig funksionallarning
ekstremumi.

3.1.Masalaning qo’yilishi. Soddalik uchun , ikki o’zgaruvchili funksiyaga
bog’liq funksional uchun qo’yilgan,

a0 ]=[Fouy, z%%)dxdy (4.23)

funksionalning ekstremumini, C*(D) sohada aniglangan (uzluksiz va
o’zining har bir argumenti bo’yicha uzluksiz birinchi tartibli uzluksiz
hosilalarga ega bo’lgan) va

Z(X’ yXaD: f(X, y) (424)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi z(x,y) joiz funksiyalar sinfida,
topish hagidagi variatsion masalani garaymiz, buyerda éD-D sohaning

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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chegarasi, f(x,y)- berilgan funksiya.

Integral tagidagi F(x,y,z p,q) funksiya(integrant) o’zining z,p,q
argumentlari bo’tyicha ikkinchi tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo’lsin , deb faraz gilamiz.

Bu yerda ham yuqgoridagi
shartlarda (4.23) funksionalning birinchi variatsiyasi uchun formula keltirib
chigaamiz. Buning uchun variatsion hisob asosiy masalasidagiga o’xshash

2(x,y,a)=z(x, y)+ a&(x,y)0<a <1 (4.25)
bir parametirli sirtlar oilasini garaymiz va unda aniglangan
Do N =0 j

Jz(x, y,a)]= H F[x, y,z+a52,%+a—5z,5+aa5z

= (4.26)

funksionalni garaymiz.
z=12(x,y)- (4.23) funksionalga kuchsiz ekstremum beruvchi sirt
bo’lsin. Quyidagi,
oz oz 0 oh d
v p,5 =q,0 = h(x, y),&& i hx,g
belgilashlarni kiritamiz va
0
A[z(x,y)]= %J[Z(X’ y.a) (4.28)

ifodani hisoblaymiz. Farazimizga ko’ra, (4.4) funksionalda integrallash va
a parametr bo’yicha diferensiallash amallarining o’rnini almashtirish

g=""n 4.27
= (4.27)

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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mumkin bo’lganligidan birinchi variatsiya formulasi
8[z(x,y)] H[F h+F, -h +F, - hy xdy (4.29)

ko’rinishni oladi, h=h(x,y) - z(x, y) funksiyaning variatsiyasidir.
Ma’lumki, agar z(x,y) funksiya ekstremal bo’lsa, ixiyoriy h=h(x,y)

variatsiya uchun,
Az(x ]=0 [[[F, -h+F, -h, +F, -h, dxdy =0 (4.30)

munosabat o’rinli bo’ladi. Oxirga munosabatning chap tomonidagi ikkinchi
va uchunchi qo’shiluvchilarning shaklini 0’zgartiramiz. Buning uchun

0 0
a[Fp 'h]:&{Fp}'h+Fp “hy,

%[Fq 'h]:%{Fq}'rH'Fq hy

ifodalardan
0 0
U GrG

o o
B L] S
q y ay[q ] ay{q}

ifodalarni olamiz va (4.30) munosabatga keltirib qo’yamiz:

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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H{Fz—%{ﬁ}—g{ }} hdxdy+ﬂ{ [F,-n]+ 8[F h]}dxdy 0

Oxirgi munosabatdagi ikkinchi integralda ikki karrall integralni egri
chizigli integral orgali ifodalash formulasi - Grin formulasi

H(aq aydedy fo+Qdy (4.31)

dan foydalanib va (4.24) chegaraviy shartlardan hl(x,y)],, =0 ekanligini
hisobga olib, (4.30) shartni

E{Fz _a_aX{FP }_%{Fq }}h(x, y)dxdy =0 (4.32)

ko’rinishda yozamiz. Bunda h(x,y) variatsiyaning ixtiyoriyligidan Lagranj
lemmasining ikki karrali integral uchun umumlashmasi barcha shartlari
o’rinli bo’lganligidan, (4.32) ifodaning chap tamonidagi o’rta gavs ichidagi
ifodaning D to’plamning barcha nugqtalarida aynan nolga teng bo’lishini
olamiz. Demak (4.23) funksional ekstremumg erishadigan z=z(x,y)
funksiya quyidagi

0 0
F, _&{Fp}_a{Fq}zo (4.33)

tenglamani ganoatlantirishi zarur. (4.33) tenglama Eyler — Ostrogradskiy
tenglamasi deyiladi va u ikkinchi tartibli  xususiy hosilali differensial
tenglamadan iborat, bunda

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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0 0 op aq
_{Fp}:_{lj(x, Y.z, p,q)}: B D Fpp-&+ qu&,
0 0 op aq
—{Fq}z—{Fq(x, Y, z, p,q,)}: P S e

CPENTO ToNeY - 2027
oy oydx ox  oxoy
Matematik fizika tenglamalari kursida (4.33) tenglamaning (4.24)
chegaraviy shartlarni ganoatlantruvchi echimini topish masalasi —Dirixle
masalasi deb ataladi.
Funksional uch yoki undan ko’p o’zgaruvchili funksiyaga bogliq bo’Iganda
ham Eyler- Ostrofadskiy teglamasini keltirib chigarish mumkin.

Ushbu
Jz]= ﬂ. (22X + zyz)jxdy

funksional uchun Eyler-Ostrogradskiy tenglamasini yozing.
Echilishi:  Berilgan funksional ikki o’zgaruvchili  funksiyaga
bogliq bo’lib, unda F = F(p,q) = p* + p° bo’lganligidan

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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F,=0,F, =2p,F, =2q va Eyler-Ostrogradskiy tenglamasi

0 0

—{2p}+—1{2q9}=0,

= 2pj+ S 120)
yoki, z*°«+z°y =0« Az=0 Laplas teglamasidan iborat. Ma’lumki, uning
echimlari garmonik funksiyalar deb ataladi.

Mustagqil ishlash uchun savollar.

1. Bir necha funksiyalarga bog’liq bo’lgan funksionalning kuchli va

kuchsiz ekstremallari. Eyler tenglamalar sistemasi. Statsionar

funksiyalar.

Lejandr va Yakobi shartlari. Yetarli shartlar.

3. Yugori tartibli hosilalarga bog’liq funksional ekstremumi. Kuchsiz
ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti. Eyler-Puasson
tenglamasi.

4. Ikkinchi tartibli zaruriy shartlar.

b

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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S5-ma’ruza
Chegaralari qo zg’oluvchan variatsion masalalar

Reja:

1. Masalaning qo vyilishi.
2. Eyler tenglamasi, transversallik shartlari.
3. Transversallik shartlarining xususiy xollari.

Tayanch iboralar: joiz chiziq, qo zg oluvchan chegaralar,
funksionalning birinchi variatsiyasi, Eyler tenglamasi, transversallik
shartlari.

5.1. Masalaning qgoyilishi.
Quyidagilar berilgan bo'lsin:
a) Q—R?® dagi biror aniq to plam (soha);
b) s={x,y)eR% (x,y,2)eQ }-Q to’plamning R? da proektsiyasi;
C) (%, y(%)) (%, y(x))eS'; buerda x,, x, lar oldindan berilmagan;
d) y(x) funktsiyalar uzluksiz differentsiallanuvchi, ya’ni y e C*[a,b],
bo'lib, x,,x (a,b);
e) o(x,y), w(x,y) - uzluksiz differentsiallanuvchi funktsiyalar;
f) F(x,y,z); Q> R" - uzluksiz funktsiya.

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza

6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
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CW[x,,x,] fazoning
V = {y(x) €%, % J: 00, ¥(0%)) = 0, w5, ¥(%,)) =0, (%, ¥(x). y' (X)) € Q, x € [xg, %]
to plamida aniglangan
3(y)= [ F(xy.y)ax
funksionalning ekstremumini topish masalasini qaraymiz.
Bu masala chegaralari go zg 'oluvchan variatsion masala deyiladi va u
J(y)= J.:l F(, y, y')dx — min(max), (5.1)

(D(Xo’yo)=0a W(Xl’yl)zo’ yeC(l)[a,b] (52)

ko'rinishda belgilanadi, bu erda y, = y(x,),y, = y(x,).
5.1-izoh: (5.2) shartlar qo'zg’oluvchan chegaralarni aniqlaydi (5.1-
chizma). Shunday qilib, qo'yilgan masalada ekstremum, uchlari ¢(x,,y,)=0

(chap uchi uchun), w(x,y,)=0 (o'ng uchi uchun) tenglamalar bilan
aniqlanadigan berilgan chiziglar bo ylab siljiydigan silliq chiziglar sinfida
izlanadi.

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
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y 4 1-ma'ruza
2-ma'‘ruza
‘//(Xu , Y1) ~ 3-ma'ruza

4-ma'ruza

(/’(wao):\

5-ma'ruza
6-ma'ruza

‘ i 7-ma'ruza

0 X, )/_\/\ X, X 8-ma'ruza
9-ma'ruza
5.1-chizma 10-ma'ruza
11-ma‘ruza

v

Qo'yilgan masalaning quyidagi xususiy hollarini ajratish mumkin. 12-ma‘ruza
1) Joiz chiziglarning uchlari x=x,, x=x  tenglamalar bilan
aniqlanadigan ikkita berilgan vertikal to'g’ri chiziglar bo'yicha siljiydi
(5.2-chizma): & =P
e =l

Orgaga
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1-ma'ruza

y 4 2-ma'ruza
. 3-ma'‘ruza
X=X,
/\/\——_\ 4-ma'ruza
5-ma'ruza
y°(x) 6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
4 9-ma'ruza
A} XOW ¥ ¥ 10-ma'ruza
5.2-chizma 11-ma'ruza
12-ma'ruza
2) Joiz chiziglarning uchlari
y=p(x) y=¢(x) (5.3) Titul varag
tenglamalar bilan ifodalanadigan ikkita berilgan chiziglar bo'ylab siljiydi. & =P
Bu holda chizma 5.1-chizma kabi bo'ladi.Qaralayotgan holda berilgan I¢ »|
chiziglar abstsissalar o'qiga parallel y=y,, y=y, to'g’ri chiziglardan
iborat masalani alohida ajratish mumkin (5.3-chizma): ol elsre
Sahifa 101 / 243
To'lig ekran
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A
1-ma'ruza
: Y=Y 2-ma'ruza
Xo i 3-ma'ruza
E yO(X) 4-ma'ruza
: > 5-ma'‘ruza
1 0 X
Ol ixl 6-ma'ruza
E 7-ma'ruza
i \ 8-ma'ruza
Vi Ve 9-ma'ruza
5.3-chizma 10-ma'ruza
11-ma'ruza
5.2-izoh. Qo'yilgan masalada y°(x) chizigni izlash bilan birga x¢ va x° 12-ma‘ruza
giymatlar ham tanlanadi ((5.1), (5.2)-chizmalarga garang), ya’ni _
(y°(x),x¢,x) uchlik izlanadi. Bunda uning birinchi tartibli ¢ - atrofi (¢ >0) Titul varaq
Hy— y° Cas] <é&, ‘XO —xg‘ <= ‘xl—xlo‘ <z &= -
shartlarni ganoatlantiradigan (y(x), x,, x,) uchliklar orkali hosil gilinadi. 3 »l
(5.1) funksional aniqroq ko rinishda Orgaga
I(y, X, 4)==I“F(x,y,y)dx Sahifa 102 / 243
; To'lig ekran

kabi yoziladi.
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Agar (5.1) funksional uchun (y°(x),x%,x°) uchlikning birinchi tartibli ¢

- atrofida

3(y° (8, %)< 3y, %, %)
tengsizlik bajarilsa, funksional (y ( )x%,x°) uchlikda kuchsiz minimumga
erishadi, deyiladi.

5.2. Eyler tenglamasi.

(5.1), (5.2) masalaning echimini izlash uchun funksional ekstremumining
birinchi tartibli zaruriy sharti 5§ J =0 dan foydalanamiz.

Faraz gilaylik, (y°(x)x%,x’) uchlikda (5.1) funksional ekstremumga
erishsin. U holda joiz chiziglar

y(x)= y°(x)+ah(x), y'(x)=y°'(x)+ah'(x)
munosabatlar bilan aniglanadi, bu erda « e R— parametr, h(x)-tanlangan
variatsiya; integrallash chegaralarining joiz giymatlari esa
Xy = X3 + Ky, X =X, +ad,

formulalar bilan aniqlanadi.

Funksionalning birinchi variatsiyasini topamiz. Ta’rifga ko'ra,
d edl+ax,

N — F(x, y° +ah, y°'+ah')dx

da )(0+0!5(0
ni topish uchun ushbu

a=0
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3-ma'ruza
4-ma'ruza
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8-ma'ruza
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O [ @dtlta)y
do 2ul@) ul@)  Oa

R o U pa T L
da da
integralni parametr bo'yicha differentsiallash formulasidan foydalanamiz.
U holda quyidagiga ega bo'lamiz:
O+a‘l 0 01 1 0 01 1
> ={jxl m[aF(x, y +ao;/h, y +ah)h(x)+6F(x, y +§T1, y +ah)h'(x)}dx+

F(x, y’ +ah, y°'+ah'} o 5xl—F(x, y’ +ah, y°'+ah'} s 5XOJ -
X=X +ad X=Xg +a gy =0

J‘;:[Fyh(x)+ Fy.h'(x)]dt+ F(x, y°(x0 )y (¢, — F(x2, y°(x2), y (xO o,
Integralda ikkinchi go shiluvchini bo laklab integrallab (2-ma’ruzaga
garang), ekstremumning zaruriy shartini

& = J.j[Fy—%Fy}h(x)dx+Fy.h(X +F| o8 —F|,_o =0 (5.4)
ko rinishda yozamiz.
(5.4) shartdan gorinadiki, funksionalning birinchi variatsiyasi &J

tanlangan x{ va x? giymatlarda h(x) joiz chiziq variatsiyasi bilan

aniglanadigan integral gqismdan hamda integrallash intervali uchlarining
&,, & variatsiyalari va ekstremal uchlarining x=x%, x=x’ dagi h(x)
variatsiyalariga bog’liq uchta qo'shiluvchidan iborat (5.4-chizma).

X3 +ad
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5 J =0 shartdan ikkita tenglik kelib chigadi:

1-ma'ruza

1 J'Xz:{ F, —% Fy}h(x)dx =0 2-ma'ruza
= _ . J 3-ma'ruza
ya’ni (5.1), (5.2) masalaning y°(x) ekstremali JI—

=, _i F, =0 5-ma'ruza
X '
g — i 6-ma'‘ruza
Eyler tenglamasining echimi bo’lishi zarur (2-ma’ruzaga garang). ———

2. Fy.h(x]f; +F| o —F| . =0 (5.5) 8-ma'ruza

9-ma'‘ruza

Bunda h(x) ., #h(x,), h(x} ., =h(x,) ekanligini ta’kidlash lozim (5.4- 10-ma'ruza
i ‘o 11-ma'ruza

chiz ma)' 12-ma'ruza
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V4

A |
;(3‘ Xy, : pX
~ 0 0 )
v Xg+IX, ¥, X\ +5
5.4-chizma

BD =h(x)|_,. FC=h(x) DE=d, EC=~y'(x')%, BD=FC-EC,
ya’'ni
h(x)I,_,e = h(x) -y (x?)- o (5.6)
Bu erdagi tagribiy tenglik yuqoriroq tartibli cheksiz kichik miqdorlar
anigligida o'rinli ekanligini ta’kidlab o'tamiz.
Xuddi shunga o xshash
h(X) |x:xg 25 h(xo )_ y/ (Xg )Sxo
Shuning uchun, (5.5) tenglikni
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0o)-[F=Y'F,1_,8=0 (57)

X=Xg

FY‘h(X1)+[F Y y/Fy/ ]X:X10 §X1 N Fy/

ko rinishda yozish mumekin.
(5.5) ni (5.7) ga almashtirishni hisobga olsak, funksionalning
variatsiyasi va (5.4) ekstremumning zaruriy sharti
) /
& = j IFin F,, In(x)dx+Fy' |, h(x)+ 58)
+IF=y'F, 1 8 —F | o X)=[F-y'F,1l,_, 8 =0
ko rinishda yoziladi.
(5.2) chegaraviy shartlarga asosan, h(x,) va &(x,), hamda h(x,) va &(x,)
variatsiyalar bog’langan:

0 5,
op = G_f() |xg,y0(xg) X, +§ |x8,y°(xg) h(XO)Z 0, (5.9
o 0
op = & |X1[va0(x{’) X, +5 |X{J‘yo(xo) h(Xl): 0

lekin  h(x,) va &(x) variatsiyalar, h(x,) va &(x,) Variatsiyalar bilan

bog’lanmagan. Shuning uchun (5.7) tenglikni
F, |, N0w)+IF —y'Fy'], ;% =0

F, 1, (%) +[F —y'Fy'], o &% =0
ko rinishda yozish mumkin.

(5.10)

1-ma'ruza
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(5.9) va (5.10) shartlar transversallik shartlari deyiladi.

Keltirilgan natijalarni quyidagi tasdiq ko rinishida ifodalaymiz.

5.1-teorema (ekstremumning zaruriy sharti): (5.1) funksionalning (5.2)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi y°(x)e C%[a,b] kuchsiz ekstremali:

a) F, =%Fy, =0 Eyler tenglamasini;

b) (5.9), (5.10) transversallik shartlarini ganoatlantiradi.

5.3.Transversallik shartlarining xususiy hellari.

1. Agar joiz chiziglarning bir uchi mahkamlangan bo'lsa, bu uch uchun
transversallik shartlari yozilmaydi, variatsiyalar nolga teng.

2. Agar joiz chiziglarning uchlari ikkita ikkita berilgan x=x,, x=x,
vertikal to'g’ri chiziglar bo ylab siljiydigan masalalar berilgan bulsa, uning
uchun &, =0, &, =0 bo’ladi.

Demak, (5.10) transversallik shartlari
s Al

il == (5.11)
ko rinishga ega bo’ladi.
(5.9) shartlar bajariladi, chunki berilgan to'g’ri chiziqlar
tenglamalarini
CD(XO): Xo _Xg =0, W(Xl): Xy _Xlo =0
ko rinishda yozish mumkin.

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
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3. Agar joiz chiziglarning uchlari berilgan ikkita y=¢(x), y=w(x)
chiziglar bo ylab siljisa, (5.2) shartlarni
P(X%Yo)= Yo —0(%:)=0, wlx,y))=v, _‘//(Xl ): 0
ko rinishda yozish mumkin. Bu holda (5.9) dan
— @' (%, ), +1-h(x,)=0,
_V//(Xlo)gxl +1- h(Xl): 0
tengliklarga ega bo lamiz yoki:

h(xo ) =¢' (Xg )5)(0’ h(xl) =¢' (Xf )5)(1

F +[(1//’ - y’)Fy, ], o =0
F+llp' —y')F, 1,0 =0
tengliklar kelib chiqadi. 6 x, va & x, Variatsiyalarning ixtiyoriyligidan bu

U holda (5.10) dan

hol uchun
/ / Tni
[F +(1// -y )Fy/]x=xf =0
/ / ad
[F+(p' -y )F, 1 =0
transversallik shartlariga ega bo"lamiz.
Agar

(5.12)

y =Y, =p(x)=const, y=y,=y/(x)=const
ko rinishdagi chiziglar garalsa, y'(x)=0, w'(x)=0 bo’ladi va (5.12) shartlar

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
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8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
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soddalashadi:

[F+ y’Fy,]X:Xf =0, [F+ y’Fy,] |2 =0- (5.13)

4. Agar (5.2) shartlar gatnashmasa, h(x), o, h(x,), &, Vvariatsiyalar
ixtiyoriy bo'ladi. U holda (5.10) dan

S = LS y’Fy,]XzXf =0

(5.14)
=0, [F-y'F,]_,=0

y |X:X8

kelib chigadi.

5. Agar (5.2) shartlar y(x,)=y,, y(x )=y, ko'rinishda yozilgan bo'lsa, ya’ni
chegaralari qo'zg’olmas masala garalsa, &, = &, =h(x,)=h(x,)=0 bo’lgani
uchun (5.10) transversallik shartlari bajariladi, Eyler tenglamasining
umumiy echimidagi ixtiyoriy o'zgarmaslar esa, chegaraviy shartlardan
aniglanadi.

5.1-misol. Chap uchi 4(0;0) nugtada mahkamlangan, o'ng uchi esa
X =X, =2 to'g’ri chiziqda yotuvchi silliq chiziqlar ichida (5.5-chizma)
I(y)=[ 20y + yy' +y"*Jox

funksionalga ekstremum beruvchi chiziq topilsin.
Echilishi: Eyler tenglamasini tuzamiz:

F=2xy+yy' +y"%, F,=2x+Y’, Fy,,=y+2y’, diFy,zy’Jrzy”
X

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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bo lgani uchun, Eyler tenglamasi

2x+y' —y' —2y" =0 yoki y" =x
ko'rinishga ega bo'ladi. Uni ketma-ket ikki marta integrallab, umumiy
echimini topamiz:

y=E+01X+C2.

Joiz chiziqlarning chap uchi maxkamlangan, o'ng uchi esa x=2 vertikal
chizig bo'ylab siljigani uchun, chap uch uchun chagaraviy shart va o' ng
uchi uchun (5.11) transversallik shartini yozamiz.
y(0)=0
F o lyo=(y+2y')l, .= ¥(2)+2y'(2)=0
Endi C, va C, o zgarmaslarni topamiz.

y(0)=C, =0, y(2)+ 2y’(2)=%+2C1+C2 +4+2C, =0.

3
Bu erdan C, =0, Cl:%. Natijada, y°(x)=%—4—; ekstremalga ega

bolamiz (5.5-chizmaga garang).

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
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yA

5.5-chizma

v

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza

6-ma'ruza

7-ma'ruza

8-ma'ruza
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6-ma’ruza
Shartli ekstremumga qo'yilgan variatsion masalalar

Reja:

1. Bog lanishlari chekli bo’lgan variatsion masalalar
1.1 Masalaning qoyilishi.
1.2 Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi).
1.3 Masalada shartli ekstremumning zaruriy shartini go'llash
algoritmi.
2. Differentsial bog’lanishlari bo’lgan shartli ekstremum masalalari
2.1 Masalaning qo’yilishi
2.2 Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi).
2.3 Masalada ekstremumning zaruriy shartini qo’llash algoritmi.

Tayanch iboralar: Vektor funksiya, C [x,,x,] fazo, masala yechimini

izlash tartibi, Lagranj funksiyasi, Lagranj ko'paytuvchilari, Eyler
tenglamalari sistemasi, umumiy yechim, chegaraviy shartlar, bog lanishlar
tenglamalari.

6.1. Bog lanishlari chekli bo'lgan variatsion masala.

6.1.1. Masalaning go vyilishi. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi joiz
y(X) = (¥;(X),..., ¥, (X)) vektor funksiyalar to'plami M ni garaymiz:

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza

7-ma'ruza

8-ma'ruza

9-ma'ruza
10-ma'ruza
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a) vy(x) funksiyalar [x,,x] kesmada aniglangan va uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lsin, ya’ni v, (x) € C'[x,, %], i =L n, X,,X - berilgan;
b) v.(x) funksiyalar
Yi(%) = Yio» Yi (%) = Vi, :ﬁ (6-1)
chegaraviy shartlarni qanoatlantirsin, ya’ni vy,(x) egri chiziglarning har biri
mahkamlangan (qo’zg'olmas) chegara nugtalardan o'tadi, vy, y,, i=1n ,

berilgan sonlar;
c) v (x) funksiyalar barcha x e[x,,x] lar uchun

0,06 Y1 (0,0, ¥, (0) =0, j=Lm, m<n, (6.2)
chekli bog lanishlarni ganoatlantiradi., bunda yj(x,yl,yz...,yn),jzl,_m
funksiyalar barcha 0 zgaruvchilari bo'yicha uzluksiz

differensiallanuvchidir.
(6.2) tenglamalar o’zaro bog'lanmagan, ya’ni

oo O
%, Wy
G 1o R =m¥
0, 00
o o,

hamda (6.2) bog lanishlar (6.1) chegaraviy shartlarga muvofiglashtirilgan.
Oxirgi jumlaning ma’nosi shundan iboratki, chegaraviy nuqtalar (6.2)
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tenglamalarni x =x, va x =x,_bo’lganda ganoatlantirishi shart.
M to’plamda

I0Y2s Yares Yl = [ F 06 Yaeees Yo Vo3 Vo e Yo )X (6.3)

funksional berilgan, bu yerda F(xy,,....Y.,.¥;,Y,...Y,) funksiya o’zining
barcha argumentlari bo’yicha ikkinchi tartibgacha wuzluksiz xususiy
hosilalarga ega, deb faraz gilinadi.

M to’plamga tegishli joiz y(x) vektor funksiyalar ichida shunday
y*(X) = (y,*(X),....y, *(x))" vektor funksiyani topish kerakki, unda (6.3)
funksional ekstremumga erishsin, ya’ni

I (0, Yo * () Yo * (0] = KT [E(X, Vs Yy Va0 Yo ¥y ) (6.4)

bo’lIsin.
Qo’yilgan masala, funksionallarning shartli ekstremumini topish
hagidagi masalalar sirasiga kiradi.

6.1.2. Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi). Sxema ekstremumning
zaruriy sharti, birinchi variatsiyaning ekstremum beruvchi funksiyada nolga
tengligiga, ya’ni & =0 shartga tayanadi.

Ma’lumki, (6.4) masala, bir ozgaruvchili bir necha funksiyalarga
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bog'lig funksionalning ekstremumi hagidagi masaladan (4-ma’ruzaga qarang)
fagat (6.2) chekli bog'lanishlar mavjudligi bilan farq giladi. Shuning uchun,
funksionalning birinchi variatsiyasi uchun

X1 n

d
& = JZ[FyI -—F, 1, (x)dx (6.5)

ifodadan foydalanamiz.
Modomiki, y.(x)  funksiyalar  (6.2) chekli bog lanishlarni

ganoatlantirishlari shart ekan.

na¢

Sp; = ;[Ef’] oM (¥) =0, j=1m, (6.6)

bu yerda y*(x) - funksional ekstremumga erishadigan egri chiziq bo’lib,

dy; variatsiya xning [x,,x] oraligda tanlangan giymatida hisoblangan.
Shunday qilib, &y,(x) variatsiyalarning fagat n—m tasini ixtiyoriy deb

hisoblash mumkin (masalan, &,,,(x),...d,(x) larni), golganlari esa, (6.6)

shartlardan aniqlanadi.
Endi (6.6) tenglamalarning har birini gandaydir A4,(x) funksiyaga hadma-

had ko paytirib va x, dan x, gacha bo"lgan chegaralarda integrallab,

Xflﬂ,- (X)i%@i (X)dx=0, j=1m (6.7)

munosabatlarni olamiz.
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(6.5) va (6.7) munosabatlarni hadma-had go shsak,

X1 n

JEEWZEUE——F 189, (x)dx = 0 (6.8)
hosil bo’ladi.
Agar
F' (6 Y,y) = F(Y,Y) +i_lz,-(x)<o,-(x, y) (6.9)

belgilashni kiritsak, bunda F*(x,y,y) - Lagranj funksiyasi, 2;(x), j =1m -
Lagranj ko'paytuvchilari deb ataladi, oxirgi tenglamani,

X1 n

IZ[F ——F 18, (x)dx = 0 (6.10)

ko rinishda yozish mumkin.
m ta A(x),...4,(x) ko paytuvchilarni shunday tanlaylikki, ular y"(x)
egri chiziq bilan birga m ta
Fyi*_%pyi.*zo, i=Im (6.11)
Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirsin.
Bunday qilishning imkoniyati bor, chunki (6.11) sistema, (6.9)
belgilashni hisobga olganda,
d ; .

F, +Z,1( )——& F.=0 i=1m

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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ko rinishni oladi.

Ravshanki, (6.11) sistema  2,(x) larga nisbatan chizigli va uning
determinanti noldan fargli (masalaning qo'yilishidagi c) bandga ko'ra),
demak u

A (%), A (X)
yechimga ega.
A (%), 4, (X) ko’paytuvchilar yuqoridagidek tanlanganda (6.10) shart

quyidagi

f Z =N —% F, 16, (\)dx =0 (6.12)
x0i=m+1
ko’rinishni  oladi, bunda Ny (X),.,y,(X)  variatsiyalar  o’zaro

bog’lanmagan. U holda, variatsion hisobning asosiy masalasiga asosan
(uni go’llash uchun variatsiyalarning navbat bilan bittasini ixtiyoriy deb,
golganlarini nolga teng deb olish mumkin)
= —%Fyi.* =0, i=m+1.n (6.13)
munosabatlarga ega bo’lamiz.
Nihoyat, (6.11) va (6.13) larni hisobga olib, y'(x) egri chizig va
Lagranj ko’paytuvchilari

5, —em e ey (6.14)

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirishi zarur, degan xulosa qilish
mumkin.

Shunday qilib, 2n ta (6.1) chegaraviy shartlarni hisobga olgan holda,
n+m ta (6.14) va (6.2) tenglamalardan y*(x) = (y,*(x),...,y, *(x))* vektor
funksiya va 4,(x),...,4,(x) Lagranj ko’paytuvchilari topiladi.

Bayon gilingan natijani quyidagicha ifodalaymiz.

6.1-teorema ((6.4) masalada ekstremumning zaruriy sharti): Agar
(6.1) cheegaraviy shartlarni  va (6.2) chekli bog’lanishlarni
ganoatlantiruvchi = y*(x) = (y, *(x),....y, *(x))* vektor funksiyada, bunda

y.(x) eCx.,x],i=Ln,  (6.3) funksional ekstremumga erishsa,
¥, *(X),..., Y, *(x) funksiyalar

X1 . : X1 ) 1 m
I Yprees Yol = [F7 (6 Ygreos Yoo Yy vos Y DX = [IF QX Yyoenms Vs Vs e Y )+ 2044 (K00 (%, Yaer Y )X
j=1

X0 X0
funksional uchun tuzilgan

Fy*—iF.*zo, i=1n
toodx

Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantiradi.

Izohlar.
1. 6.1-teoremaga asosan, shartli ekstremumga o yilagan (6.4) masalani
yechish  bog’lanishlar gatnashmaganda JTy,,...y,] funksionalning

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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ekstremumini tekshirishga keltiriladi.

2. Bog lanishlardan qutilishning keltirilgan usuli funksiyalarning shartli ;2::32
ekstremumini topishdagi Lagranj ko paytuvchilari usuliga o xshashdir. st
3. (6.2) bog'lanishlar mexanikada golonom bog'lanishlar deyiladi. 4'ma,ruza
4. Umumiy holda S'maf"za
J— m -maruza
F Y y)=FXyy)+ 2/1,- (X)e; (X, y) 6-ma'ruza
j=1
umumlashgan Lagranj funksiyasidan foydalaniladi. Bunda 2,(x)=0 va SEZEZ
Z(x) = 0 hollar alohida garaladi. 9-ma'ruza
: : ) A 0-ma’
6.1.3. (6.4) masalada shartli ekstremumning zaruriy shartini qo llash 1122:32
algoritmi. .
) 3 12-ma'ruza
1L F (YY) =FXxyy)+>4,0e0,(xy)
=1 .
Lagranj funksiyasini tuzish, 4,(x),...,4,(x)- Lagranj ko paytuvchilari. ,T'tUI Varaqv
2. (6.14) Eyler tenglamalari sistemasi va (6.2) bog lanishlar shartlarini < =
yozish: ) & =]
F,” S F =0, i=1n Orgaga
0% Yorny ) =0, j=1m Sahifa 120 / 243
oo =10 ¥ =5
J i To'liq ekran

3. Eyler tenglamalari sistemasining
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Y 004= ¥ 066 S ok I =L 1
umumiy yechimini va A(x),..,4,(x) Lagranj ko paytuvchilari uchun
ifodalarni topish.
4. c,c,,..,C,, 0 zgarmaslarni

Yio = yi(XO’Cl’CZ""’CZn)’ i =1,_I’1

Y = yi(Xo’CuCz’"-’Czn)’ i:ﬁ
chegaraviy shartlardan topish va  y*(x) = (y,*(X),....y, *(x))" ekstremal
uchun ifoda yozish (ekstremalni yozish).

1-misol. Ushbu

7l2

‘][yl’ yz] = I[ylz i y22 I, yllz L= yz‘2 ]dX
0

funksionalning
%0 =1Y,(0) =-Ly,(7) =1y,(3) =1
chegaraviy shartlarni va
Vi, —2e05x=0
bog'lanishlarni ganoatlantiradigan ekstremalini toping.
Yechilishi:
1. Lagranj funksiyasini tuzamiz. Modomiki,

F= Y12 + y22 T y1'2 ~ y2'2 Y. (X, y) =Yy, —Yy,—2cosx, m=1

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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ekan,

F' = F+ 4000000 =¥ +¥ =¥ =¥, + A0, — Y, —2c0sX]
bo'ladi.
2.Eyler tenglamalari sistemasi va bog lanishlar tenglamasini yozamiz.
Buning uchun

=20+ A0 F =2y, SR =2y,
R =20-AMLF, =2y, SF =2y,
ifodalardan foydalansak, quyidagi
ot _% F . =2y, +4()+2y, =0
R, _% F "=2y,+4(x)+2y, =0

y,—Y,—2cosx=0
munosabatlarni hosil gilamiz.
3. Sistemaning umumiy yechimini topamiz. Sistemaning birinchi ikkita
tenglamasini hadma- had qoshib,
2(y1” & yzu) + 2(y1 =y yz) =0
ekanligini olamiz. Yangi, z =y, +y, belgilash Kiritib,
Z+2=0
tenglamani hosil gilamiz. Uning xarakteristik tenglamasi

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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k?+1=0
bo’lib, u k, =i ildizlarga ega ekanligini hisobga olsak,
z(X) =C,COSX+C,SINX =Y, + Y,
boladi.
Ikkinchidan, hosil gilingan sistemaning uchinchi tenglamasidan
2C0SX=Y,—Y,
bo lishi kelib chigadi. Oxirgi tenglamalarni goshib,

g . Corilt
2y, =, COS X +C,Sin X +2cosx YOKi yl(x):%cosx+52smx+cosx

ekanligini olamiz. U holda
Y,(X) = y;,(x) —2cos X,
A (X) = 2Y,(X) + 2y, (X)
bo lishi kelib chigadi.

4. ¢ vac, Ixtiyoriy o'zgarmaslarni chegaraviy shartlardan topamiz:

y,(0) = %+1=1,

Y, (X) =y, (X) —2cost = sinx —cos X,
A (X) = 2sinx—2cos X —2sinx+2cosx =0
bu yerdan ¢, =0, ¢, =2 va y, (x) =sinx+cosx,

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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Shuni e’tirof etish kerakki, masalada chegaraviy shartlar va

bog lanishlar tenglamalari muvofiglashtirilgan, chunki
y,(0) —y,(0) —2cos0 =0,
%i(5) = ¥2(5) - 20087 = 0.

Bu faktni masalani yechishdan oldin tekshirish lozim. Shunday qilib,

masalada
y, (X) =sinx+cosX, y, (X) = sinx —cos x

ekstremal topildi.

6.2. Differensial bog’lanishli variatsion masalalar.
6.2.1. Masalaning qo’yilishi. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi joiz
y(X) = (y,(X),..., ¥, (X)) vektor- funksiyalar to’plami m ni garaymiz:

a) vy.(x) funksiyalar [x,x] kesmada aniglangan va uzluksiz
differensiallanuvchi bo'Isin, ya’ni y,(x) € CY[x,,x].i=1n, x,,%_lar berilgan;

b) vy.(x) funksiyalar

yi(XO) = Yior Vi (X1) =Y i :ﬁ (615)

chegaraviy shartlarni gqanoatlantiradi, bunda v,,y,, i=14n sonlar berilgan,
ya’ni egri chiziqlarning har biri ikkita mahkamlangan(qo’zg olmas)
chegara nuqgtalardan o tadi;

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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¢) y,(x) funksiyalar barcha x e[x,,x] lar uchun

GESy Ry ) O iR T (6.16)
differensial bog’lanishlarni ganoatlantiradi, bunda, — @,(X, Yy, Vas Y11 V)
funksiyalar barcha 0 zgaruvchilari bo yicha uzluksiz

differensiallanuvchidir.
Bundan tashgari, (6.16) tenglamalar o'zaro bog'lanmagan, ya’ni

S e
e
MR, o . =m
0pn 00y
i i
M to’plamda
I Yarrs Y= [FOG Yiseres Y i o Yo pimsl¥i JX (6.17)

funksional berilgan, bu yerda F(x,y,,....Y,.Y;,Y,...Y,) funksiya o’zining
barcha argumentlari bo’yicha ikkinchi tartibigacha (birinchi va ikkinchi

tartibli) uzluksiz xususiy hosilalarga ega deb faraz gilinadi.
M to’plamga tegishli joiz y(x) vektor funksiyalar ichida shunday

y*(X) = (Y, *(X),-... ¥, *(x))* vektor funksiyani topish kerakki, unda (6.17)
funksional ekstremumga erishsin, ya’ni

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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I0Y2 ™ (%), Y2 * (%), Yo * ()] = et IF(X Yoseres Yoo Yoo Yo reen Yo JOX (6.18)

y(x)eM

bo'lsin.
Bu masala - Lagranj masalasi deb ataladi.

6.2.2. Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi). Sxema ekstremumning
zaruriy sharti, birinchi variatsiyaning ekstremum beruvchi funksiyada nolga
tengligiga, ya’ni & =0 shartga tayanadi. (6.18) masalaning (6.4)
masaladan asosiy fargi shundaki, undagi (6.16) bog lanishlar
tenglamalarida hosilalar gatnashmoqda.

Bu yerda ham, xuddi (6.4) masaladagi kabi, funksionalning birinchi
variatsiyasi ifodasi

X n

d
& = X[;[Fyl g 1, (x)dx (6.19)

ko'rinishda  bo'ladi, bunda (6.16) differrensial  bog lanishlar
gatnashganligidan, d&y,(x)  variatsiyalar ixtiyoriy bo'la olmaydi. Shu

sababli, bu bosqgichda variatsion hisobning asosiy lemmasini qo llash
mumkin emas.
dy;(x) variatsiyalar orasidagi t

n o
3, =311 *(x)éy(x)+z[ ]\5y(x) 0,j=1m (6.20)

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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Bu yerda xususiy hosilalar (6.17) funksional ekstremumga erishadigan
y*(x) egri chizigda hisoblanadi.

(6.20) tenglamalarning har birini hadma-had hozircha noma’lum
bo’lgan A,(x) ko’paytuvchiga ko’paytiramiz va x, dan x, gacha bo’lgan
oraliqda integrallab

M O3 ¢’5y(x)dx+ 14 (x)z o =0 j=im  (6.21)

munosabatlarnl hosil qllamlz.

(6.21) munosabatlardagi ikkinchi integralning har bir qo’shiluvchisini
bo’laklab integrallab va &,(0) = dy,(x) =0, i =1,m ekanligini hisobga olib
(chunki chegaralar qo’zg’almas)

X1 n

[2.0( >5——w) 8y]}éy(x)olx 0, j=1m (6.22)

bo’lishini ko’ramiz.
Endi (6.22) va & ning (6 19) ifodasidagi d] 0 shartlarni qo’shib,

X1l n

IZI:{FyI +z/1( )W__ 2,1( )8y —3y,(x)dx=0,  (6.23)
tenglamani hosil qllamlz. Agar
B 001 y) = FOGYy) + 254,000, (6 1,Y) (6.24)

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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belgilashni Kiritsak, bunda F*(x,y,y)- Lagranj funksiyasi deyiladi, (6.23)
tenglama

X1 n

J2IF, —% F "1 (x)dx =0, (6.25)

xp 1=1
ko'rinishda yoziladi.

m ta A(x),... 4, (x) ko'paytuvchilarni shunday tanlaymizki, ular y"(x)
egri chiziqg bilan birga m ta

Fo - F =0, i=im (6.26)
Eyler tenglamasini ganoatlantirsin.

Agar tenglamalarni kengaytirilgan holda yozsak, ular  4,(x),...,4,(X)
larga nisbatan chiziqli differrensial tenglamalar sistemasidan iborat bo’ladi
va masalaning qo'yilishidagi ¢) bandga asosan, yechimga ega.

Lagranj ko'paytuvchilari yugoridagi usul bilan tanlanganda (6.25) shart

DA —% F 16 (x)dx =0 (6.27)

XOl:m+l

ko'rinishni  oladi, bunda  &,,,(x),..0,(x)  variatsiyalar  (0'zaro)
bog'lanmagan.

Oxirgi tenglikda oy, .,(x),...d.(x) variatsiyalardan bittasini ixtiyoriy,
golganlarini nolga teng deb olib, hamda variatsion hisobning asosiy
lemmasini tadbiq qilib,

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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Fyi*—%Fyi*:O, i=m+1n (6.28)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
(6.26) va (6.28) larni hisobga olib, y'(x) egri chizig va Lagranj
ko'paytuvchilari
- F, =0, i=In (6.29)
Eyler tenglamalari sitemasini ganoatlantirishi zarur degan hulosa gilishimiz
mumkin.
Shunday qilib, n+m ta (6.29) va (6.16) tenglamalar va (6.15)

chegaraviy shartlardan y*(x) = (y,*(X),....y, *(x))* vektor- funksiya va
A(X),....4,(x) Lagranj ko’paytuvchilari topiladi.

6.2-teorema ((6.18) masalada ekstremumning zaruriy shartlari): Agar
(6.15) chegaraviy shartlar va (6.16) differensial bog’lanishlarni
ganoatlantiruvchi  y*(x) = (y,*(x),..,y, *(x))*  vektor funksiyada (6.17)

funksional ekstremumga erishsa, y, *(x),...,y, *(x) funksiyalar

X0

funksional uchun tuzilgan

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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F;—égﬁfzo,iziﬁ
Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantiradi.
Izohlar:
1. 6.2-teoremaga asosan, shartli ekstremumga qo’yilgan (6.18) masalani

yechish - bog’lanishlar qatnashmaganda Jy,,..,y,] funksionalning
ekstremumini tekshirishga keltiriladi.

2. Mexanikada (6.16) ko’rinishdagi bog’lanishlar golonom bo’Imagan
bog’lanishlar deyiladi.

3. Umumiy holda umumlashgan Lagranj funksiyasidan foydalaniladi.

6.2.3. (6.18) masalada ekstremumning zaruriy shartini go’llash
algoritmi.

L F(6yy) = FOYY) + 4,00y, .y)

Lagranj funksiyasini tuzish, bunda A0 A (X) - Lagranj
ko’paytuvchilari.
2. (6.29) Eyler tenglamalari sistemasi va (6.16) bog’lanishlar
tenglamalarini yozish:

« d -

F,'——F. =0, i=1n
i dX Yi

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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05X, Yireer Yo Yy oo Yo ) =0, j=1,m

3. Eyler tenglamalari sistemasining y.(x)=V.(X,¢,,C,,....C,,), i=1n

umumiy yechimini hamda 4 (x),..,4,(x) Lagranj ko paytuvchilari uchun

ifodalarni topish.

4. c,c,,...,Cy, o‘zgarmaslarni
yl(XOCICZ’ ’C2n)
y|(XO Cl’CZ’ ’C2n)

chegaraviy shartlardan toplsh va  y*(X) =, * (). Y, * (X)) ekstremal

uchun ifoda (ekstremalni) yozish.
2-misol: Ushbu

=1n,
=1n

fro2 2 ' 2
‘][yl’yz]:J.[yl +Y, =Y —Y, Jdx
0

funksionalning
¥1(0) = 2,y,(0) = 0,y,(1) = 2chl, y,(1) = 2shl
chegaraviy shartlarni va
y,=Y, =0
differensial boglanishni ganoatlantruvchi ekstremalini toping.
Yechilishi:
1.Lagranj funksiyasini tuzamiZ'

FOGYY) =Y +Y, (Y, y)=y-y,, m=1

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza
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bo’lganligidan

) , b v , 1-ma'ruza
F'Xy,y)=y1 +Y, +21(X)[Y1 - Yz] 2-ma'ruza
2.Eyler tenglamalari sestemasini va boglanishlar tenglamasini yozamiz; 3-ma'ruza
* * " d * K 1
F, =0,F," =2y, +21(x),& Fo =2y1+4(X) 4-ma'fuza
q 5-ma'ruza
Fry, == (), F, " =2y,",—Fy =2y," 6-ma'ruza
& et dx 7-ma'ruza
ekanligini hisobga olsak, ,
. 8-ma'ruza
E *—iFl* L o -2y,"-4 (x)=0 9-ma'ruza
TNy —2,(x)-2y, =0 10-ma'ruza
g > 11-ma'ruza
B dx Fy21 L 12-ma'ruza
Y=Y, =0
bo’ladi. Titul varaq
3. Hosil gilingan sistemaning umumiy echimini topamiz. Sistemaning & =P
daslabki ikkita tenglamalaridan I¢ >l
ﬂ‘l(x) =-2Y,"\ 4 () = _2y--- 2y, = _All(x) =2y,
ekanligini olamiz, uchinchi tenglamadan esa, Orqaga
Vi=VY,, ¥, =V, Sahifa 132 / 243
bo’lishi kelib chiqadi. U holda, 2y, =2y, =2y, yoki y, -y, =0 bo’ladi. To'liq ekran

Oxirgi tenglamaning 2*-1=0,,A(x* -1) =0 xarakteristik tenglamasi Chigish



A4 =1x,=-14, =0 ildizlarga ega, shuning uchun

¥, (X)=ce* +c,e +cj,
Y, (X) = j ¥, (dx=¢ce" —c,e +eX +ey,

A, (X) = _zyzu X).

4. c,,c,,c,,c,, o’zgarmaslarni chegaraviy shartlardan topamiz;
yl(o) =C —C*+Cy = 2

¥, (@) =i¢; +c, ¥ic, =0,

e+e?t

V() =ce—c,e™ +c,+c, =chl.chl=

B o=l
Y,(1) =c,e+ce” +c, = 2shl, shl = e

Buerdan c, =1c, =-1c, =c, =0 bo’lishi kelib chigadi.
Natijada, y*(x)=(y"1(x),y"2(x))" ekstremal, y"i(x)=e*+e;y2(x)=€"-e
ko’rinishda bo’ladi va 4 (x) =-2y 2(x) =-2e* +2e™.
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/— ma’ruza
Izoperimetrik masalalar

Reja:
1. Lagranj funksiyasi. Lagranj ko’paytuvchilari qoidasi.

2. Ikkinchi tartibli zaruriy shartlar va yetarli shartlar.

Tayanch iboralar. Izoperimetrik masala, izoperimetrik shart,
funksiya,C '[x,,x,] fazo, kuchsiz va kuchli ekstremumlar, Lagranj

funksiyasi, Lagranj ko'paytuvchilari, Eyler tenglamasi, Lejandr va Yakobi
shartlari.
7.1. Lagranj funksiyasi. Lagranj ko’paytuvchilari qoidasi.

Qc R~ ochig to’plam, S={xy):(x,y,2)eQ}, F(xy,z), i=0,m,
funksiyalar Q da uzluksiz, P,(x,,y,) P.(x.y,)—S to’plamning belgilangan
nuqtalari, x, < x, bo’lsin.

Quyidagi:

3,[y1= [ Fulx, v, y)ix - min(max), (7.)

Xo
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Ji[y]=.|'Fi (x,y,y)dx=a,, i=1m, (a, = const), (7.2)

Y(%)= Yo, ¥(x)=¥1, (x ¥(x)y'(x)€Q xex,x] y(x)eC¥x,x] (7.3)
ekstremal masalani garaymiz.

Bu masalaga izoperimetrik masala deyiladi. (7.2) shartlarga esa

izoperimetrik shartlar (bog lanishlar ) deyiladi. (7.2), (7.3) shartlarni

ganoatlantiruvchi y(x)e C[x,,x ] funksiyalar izoperimetrik masalada joyiz

funksiyalar (chiziglar)dan iborat.

Kuchsiz va kuchli ekstremumlar ta’rifi variatsion hisobning asosiy
masalasidagiga o’xshash beriladi: agar y =y (X) joyiz funksiyaning biror
vV, (y*,g) nolinchi tartibli atrofiga tegishli barcha joyiz funksiyalar uchun

LIy <30yl (oly’]= 3,y) (7.4)

bajarilsa, y,(x) - izoperimetrik masalada kuchli lokal minimal
(maksimal)dir; kuchsiz minimal (maksimal) uchun esa (7.4) munosabat
y"=y'(x) joyiz chizigning biror V;(y",z) birinchi tartibli atrofida yotuvchi
barcha y=y(x) joyiz chiziglar uchun bajariladi.

[zoperimetrik masala shartli ekstremum uchun qo’yilgan variatsion
masaladir. Bu masala uchun ekstremum zaruriy shartlarini bayon gilishda,
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L(x,y,y', 4)= iﬂi ECdR Y2 @, Ay, ) (7.5)

Lagranj funksiyasidan foydalanamiz. A,,4,,..,4, sonlarga Lagranj
ko’paytuvchilari deyiladi.

7.1-teorema: Faraz gilaylik, F.(x,y,y)eC®(Q), i=0,m, bo’lsin. Agar
y =y (x)eC[x,,x] — (7.1) - (7.3) masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, bir
vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday 1%,41,..,4n sonlar topiladiki, y*(x)
funksiya, L(xy,y’,4) (£ =(%0,A1,...4n)) Lagranj funksiyasi uchun
tuzilgan
L, —%Ly. -0 (7.6)
Eyler tenglamasini ganoatlantiradi. Agar

: - e d : ” .
GI(x)=F, (%, y () y" (}))= - Fy ey () y (0) i=1m, (7.7)
funksiyalar chizigli bog’langan bo’lsalar, y" =y’ (x) bo’ladi.
Isboti: Berilgan

3= [R ey, y)x i=om,

Xo
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funksionallarning y* = y"(x) nuqtadagi variatsiyalarini hisoblaymiz.
Ta’rifga ko’ra,
[y h]_ _‘] [y Y ah]a 0 J.[Fly )+ Fi;' (X)h'(X)}jX, (78)

Xo

= 0,18k

b yerd. ()=, 6y 00 ) F36)= i (s 61y ).
CYx,, %] fazoning  C9[x,,x]=fh(x)e C¥x,,x]: h(x,)=h(x,)=0} gism
fazosini R™** fazoga akslantiruvchi
A =(33,|y".hl &, |y, hl...&, [y".h)
chizigli akslantirishni garaymiz.
Bu yerda ikki hol bo’lishi mumkin:
a) A akslantirish c,”[x,,x] ni R™" ga to’la akslantiradi, ya’ni A
akslantirishning obrazi ImA=R™* (regulyar hol).
b) A akslantirish ¢,”[x,,x,] ni R™* ning gismiga akslantiradi (aynan
bo’lgan hol).

Dastlab 7.1-teorema tasdig’ining aynan bo’lgan holda to’g’riligini
ko’rsatamiz.

Ma’lumki, chiziqli akslantirishda chiziqli fazoning obrazi chizigli qism
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fazodan iborat bo’ladi. Demak, aynan bo’lgan holda, A akslantirishning
obrazi ImA=R™! fazoning hos qism fazosi bo’ladi. U holda funksional
analizdan ma’lum faktlarga ko’ra [a,b], bir vaqtda nolga teng bo’lmagan

shunday A,A1,..,4 n sonlar topiladiki,
DWWz 0 A (25,707, ) <lm A

i=0
tenglik bajariladi. Endi A operatorning aniglanishi va aJl[y*,h] variatsiya
uchun (7.8) ifodalarni hisobga olib,

j[Z;t (F2 (0n()+ 2. Gon (x))jdx=0, vh(x)e Cl[x;.x,]
tenglikka ega bo’lamiz. Dyubua Reymon lemmasiga ko’ra, bu yerdan

Sarw-Samm)]  veebun] (79)

munosabatni olamiz, ya’ni y'(x) kuchsiz ekstremal (7.6) tenglamani

ganoatlantiradi.
Hosil gilingan (7.9) munosabatni (7.7) belgilashlarda

> 4G (=0 Wxelxx]

ko’rinishda yozish mun;kin. Bu yerdan esa, G’(x) funksiyalar chizigli
bog’lanmagan holda, 4, =0 ekanligi kelib chigadi.
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Endi regulyar holni qaraymiz va bunday hol bo’lishi mumkin
emasligini ko’rsatamiz.

Shunday h,(x)eC,"[x,,x,} j=0m funksiyalarni olamizki, Ah, =e,
bo’lsin, bu yerda e,=(10,.,0), e, =(010,.,0), e, =(00,..1)- R™ dagi
kanonik bazis. R™! dagi nol nugtaning atrofini yana R™' ga F
akslantirishni garaymiz:

@(ﬂ)z(%(ﬂo’ﬁlv"vﬂm)’ q)O(ﬂO’ﬂl""’ﬂm)""’(Dm(ﬁO’ﬁl""’le) )v
bu yerda

(Pi(ﬂO!ﬂli---’ﬂm)=J{y*‘i‘iﬂjhj} i=01...,n.

Bu ¢, funksiyalar uzluksiz differensiallanuvchi va bunda
2¢.(0) —aly =5, =17 o< j<m,
B, 0,1+ ]
o(0)=(a,,3,,..a,)=2", a,=J,|y"]
Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremaga ko’ra [a,b],
shunday ®* silliq akslantirish va k >0 0’zgarmas mavjud bo’ladiki, yetarli
kichik z-2z" uchun

‘cbl(zj < k‘z —~ z*‘
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tengsizlik bajariladi. Hususiy holda, modul bo’yicha yetarli Kkichik & son
uchun  shunday  pg(e)=(8,(¢) B.(e).... 5, (¢))  vektor  topiladiki,

va bunda
ﬁ(é:)|:d)l(a0+g,a1 ..... am)£k|g|.
Shunday qilib, y*(x) joyiz funksiyaning ixtiyoriy V,(y",z) birinchi

tartibli atrofida shunday y(x)=y"(x)+ iﬂj (e)h;(x) joyiz funksiya mavjudki,
j=0

uning uchun

Joly)- 3oy’ ]= 2
bajariladi. Bu yerda & ning moduli bo’yicha yetarki kichik har xil ishorali
giymat gabul gilishini hisobga olsak, y™ ning lokal ekstremal ekanligiga
zid hulosaga kelamiz. Olingan garama-garshilik A akslantirish uchun
regular hol bo’Imasligini ko’rsatadi. 7.1-teorema isbotlandi.
Isbotlangan 7.1-teoremaga, izoperimetrik masala uchun Lagranj
ko’paytuvchilari qoidasi deyiladi. Agar y"(x) ekstremalga i, =0 Lagran;
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ko’paytuvchisi mos kelsa, 4, =1 deb olish mumkin.

1-ma'ruza
7.1-tarif:  L(xy,y,4) (¥ =(Z0,A1,...4n)=0) Lagranj funksiyasi 2-ma'ruza
uchun tuzilgan (7.6) Eyler tenglamasini ganoatlantiruvchi y*(x) joyiz 3-ma'ruza
funksiyaga (7.1)-(7.3) masalaning shartli- stasionar funksiyasi deyiladi. Sall=inze
5-ma'ruza
2. Ikkinchi tartibli zaruriy shartlar va yetarli shartlar. 6-maruza
Ep—
Ma’ruzamiz so’ngida izoperimetrik masala uchun ikkinchi tartibli S-EZ':EZ
zaruriy va yetarli shartlar hagida gisgagina to’xtalib o’tamiz. (to’liqroq o.ma'ruza
ma’lumot uchun adabiyotlarga, masalan [6] ga q_arang). L0-maTuza
Faraz qilaylik, F(xY,y)eC?@Q), i=0m, y*(X)eCZ[XO,Xl] joyiz 11-ma'ruza
stasionar funksiya, 1 =(4o,41,..4m) unga mos Lagranj vektori, A, =0 12-ma'ruza
bo’lsin. U vaqtda
- - " Titul varag
Jly|=[Lxy,y, 2 Jdx= | F A F |d e
[y]x{(xyy Jix j(wzojx & »
funksional y* nugtada & 9|
X
523[y",h]= [[A"(h2+C" (x)hh+B" (x)h? Jix Orgaga
%0 Sahifa 141 / 243
ko’rinishdagi ikkinchi variatsiyaga ega, bu yerda To'liq ekran
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Quyidagi
52Jy" . h]= ~f[A*‘ (x)i2+2C" (x)hh'+B" (x)h* [ — min(max ),

Xo

a7y = | 7 ()= sy (e o) ek = 0.1 =

R1)

h(x,)=0, h(x,)=0
izoperimetrik masalani garaymiz. h(x)=0 funksiya bu masalaning

yechimidir. Shu masala uchun Lagranj ko’paytuvchilari qoidasini qo’llab,

—%(A*(x)h' +C”(x)h)+C" (x)h+B"( Z,u,l = (7.10)

tenglamaga ega bo’lamiz, bu yerda G, (x) funksiya (7.7) tenglik bilan
aniglanadi. (7.10) tenglamaga y"(x) stasioanar funksiyaga mos keluvchi
Yakobi tenglamasi deyiladi.

7.2-ta’rif: Agar (7.10) Yakobi tenglamasi

0

jG x)dx =0, i=1,m, h(x,)=h(&)

shartlarni qanoatlant1ruvch1 trivial (aynan nol) bo’lmagan yechimga ega
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bo’lsa, & nugta x, nuqtaga qo’shma nuqta deyiladi.

b 1-ma'ruza
Agar G/(x), i=1m funksiya [x,,&] x,<& <& <x, kesmalarda D-ma'tuza
chizigli bog’lanmagan bo’lsalar, qo’shma nuqtalarni quyidagicha aniglash 3-ma'ruza
mumkin: faraz gilaylik, h,(x) bir jinsli (yani gz =0, i=1m) Yakobi 4-ma'ruza
tenglamasining hy(x,)=0, h,'(x,)=1 shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi 5-ma'ruza
bo’lsin; h,(x)- bir jinsli bo’lmagan ( ;=1 x =0, i=j) Yakobi G'ma:ruza
tenglamasining h(x,)=0, h,'(x,)=0, j=1m shartlarini ganoatlantruvchi ;2::32:
yechimi bo’lsin; u vaqtda & nuqgta fagat va fagat 9-ma'ruza
N . v h,, (&) A0z bz
g ¢ 11-ma'ruza
[heGrdx ... [h,G;dx ——
H()=| = G
[h,Godx...... fhme;dx Titul varaq
. i R s =D
matrisa maxsus bo’lgan holdagina (det H(£)=0) x,nuqtaga qo’shma nuqta I¢ >l
bo’ladi. ¢ »
7.2-teorema: Faraz gilaylik, F(xY,y)eC®@Q), i=0,m, Orgaga
y (x)e C?[x,, %] kuchsiz minimal (maksimal), 1" =(40,A%,.,4n) — unga SEMIEE S 2
To'lig ekran
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Ee(x,,%) uchun [x,,&] [£,x] kesmalarda chizigli bog’lanmagan bo’lsin.
U holda quyidagilar bajariladi:

a) Lejandrsharti: L,,.(x,y"(x)y"(x)) 20 (<0)

b) Yakobi sharti: (x,,x,) intervalda x, nuqtaga qo’shma nuqta
mavjud emas.

7.3-teorema. Faraz gilaylik, quyidagilar bajarilsin:

1) Q=SxR, ScR? —ochiq to’plam;

2) L=F, +i& F,, LeCcY@Q)

i=1

3) Ly, (xy(x)y(x))=0 (<0), V(xy,y)eSxR;

4)  y*(x)eC?[x,,x,] shartli stasionar funksiya;

5) kuchaytirilgan Lejandr sharti: L,..(x,y"(x),y"(x) ) >0 (<0),

6) kuchaytirilgan Yakobi sharti: (x,,x] oraligda x, nugtaga qo’shma

nugta mayjud emas.

U vagtda y (x) - izoperimetrik masalada kuchli lokal minimal (maksimal)
bo’ladi.

7.4-teorema. Faraz qilaylik, (7.1)-(7.3) masalada J, — kvadratik
funksioanal, ya’ni

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma‘ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza

Titul varaq

e =l
Orgaga
Sahifa 144 / 243
To'lig ekran

Chigish



ai[y]{f(ai (x)y'+b, (x)y)dx, i=Lm

bo’lsin, bu yerda Aj(x)a(x)..,a,(x) funksiyalar [x,,x] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi, B,(x),b,(x)....b,(x) funksiyalr esa uzluksiz. Bundan
tashgari  Ay(x)>0(<0), Vxe[x,,x] shart bajarilsin. U holda, agar Yakobi
sharti bajarilmasa izoperimetrik masalada inf J,[y]=—c0, (supJ,[y]=+x)

bo’ladi. Agar kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa, shartli stasionar
funksiya mavjud, yagona va unda J, funksional global minimum

(maksimum)ga yerishadi.

Misol:
T(y'2 — y? Jdx — min, Jl'ydx =0, y(0)=y@)=0.
0 0

Lagranj ko’paytuvchilari qoidasini qo’llaymiz.

' * d
I:0 : y2_y21 Fl =Y, Ci= I:1y_&
Demak, L=1,F,+A4F Lagranj funksiyasida A,=1 deb olish mumkin.
Qulaylik uchun 1=24, deb belgilab, L=F,+AF =y*-y*+y Lagranj
funksiyasi uchun Eyler tenglamasini yozamiz:

d d )
o 1 TR S
T o 7 dx( =R 2

Sy =0
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Tuzilgan tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=c,sinx+c, cosx+%.
bo’ladi. Chegaraviy va izoperimetrik shartlardan foydalanib, c,, c, 4

o’zgarmaslarni topamiz. y(0)=0 = % =—c, = y(x)=c sinx+c,(cos x-1)

1)=0
Yo ¢, sinl+c,(cos1-1)=0 ¢, =0,
o ] =
[ydx=0[ ¢, (L-cos1)+c,(sin1-1)=0] ¢, =0.
10

Demak, y(x)" =0 yagona shartli - stasionar funksiyadir.

Kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi, ya’ni L,.=2>0. Yakobi
tenglamasini tuzamiz.
= B | i G I — (O C =G S
d

—d—(A*h'+c*h)+ C'h+B'h+4G" = 0= —2h —di(Zh')+y —0=h"+h —% —0=
X X

= h"+h—/_1:0, /le%
Tuzilgan Yakobi tenglamasiga mos h'"+h=0 bir jinsli tenglama
h(0) = 0,h’'(0) =1 shartlarni ganoatlantiruvchi h,(x)=sinx yechimga ega. Bir

jinsli bo’lmagan h'+h+1=0 tenglama esa, h(0)=h'(0)=0 shartlarni
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ganoatlantiruvchi h (x)=cosx—1 yechimga ega. H(&) matrisani tuzamiz.

h(g) h(g)
{

e P sing eEs e =1
H(¢)= [hocx [y )

1-cosé siné-¢&

Demak, x,=0 nuqtaga qo’shma nuqtalar quyidagi tenglamaning
yechimidir:
det H(&)= ili]fosg z(l)r?(,f:if =2-2c0s&—£sinE =02(1—cos&)-EsinE =0

:Zsinzé—gsinécosé=O:>siné(ZSiné—Roséj:O:siné=O, tg£=é.
2 2 2 2 2 2 2 28882

tg g :g tenglamaning ildizi £>1 bo’ladi, chunki agar & <1 bo’lganida edi,

tg%>% bo’lar edi. Ammo [0%} oraligda tgx <x, demak tg%<%; Ex1
ekanligi ham ravshan. singzo tenglamaning eng kichik musbat ildizi esa,

&*=2x bo’ladi. Shunday qilib, [01] da x,=0nuqtaga qo’shma nugqta
mavjud emas, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi. 7.4-teoremaga
ko’ra, y'(x)=0 — berilgan masalaning global yechimidir.
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7-ma‘ruza bo'yicha savollar Lmatruza
1. Izoperimetrik masala. Lagranj ko’paytuvchilari qoidasi. 9-ma'ruza
2. lzoperimetrik masalada Lejandr va Yakobi shartlari. 3-ma'ruza
3. Ekstremumning yetarli shartlari. 4-ma'ruza
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8-ma’ruza
Optimal boshqaruv masalasining qo’yilishi.
Pontryaginning maksimum prinsipi.

Reja:
1. Optimal boshqaruv masalasining umumiy qo’yilishi.
2. Pontryaginning maksimum prinsipi.
3. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi.

Tayanch iboralar: Boshgariluvchi obyekt, boshgaruv, tezkor harakat
bo’yicha boshqarish, joyiz boshqarish, joyiz trayektoriya, optimal
boshqgarish, optimal trayektoriya, terminal boshqaruv masalasi, qo’shma
sistema , Gamilton-Pontryagin funksiyasi, maksimum sharti, maksimum
prinsipi va uning chegaraviy masalasi.

XX asrning ikkinchi yarmiga kelib hozirgi zamon fan va texnikasi
masalalari bilan bog’liq holda variasion hisobning yangi tarmog’i - optimal
boshgaruv nazariyasi vujudga kelib intensiv rivojlanmoqda [1], [2], [3].

8.1.0ptimal boshqaruv masalasining qo’yilishi.

Avvalo optimal boshgaruv amaliy masalalaridan birini keltiramiz:
v, boshlang’ich tezlikka ega bo’lgan birlik massali material nuqtani
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modul bo’yicha birdan oshmaydigan kuch ta’sirida gorizontal to’g’r1 chiziq
bo’ylab A nugtadan B nuqtaga shunday ko’chirish talab gilinadiki, bunda
material nuqta B nugtaga v, tezlik bilan eng gisga vagtda yetib kelsin.
Qo’yilgan masala tezkor harakat bo’yicha optimal boshgaruv
masalasidan iborat. Uning matematik modelini tuzamiz.
Ox o’qda A(a) va B(p) nugtalarni olaylik. Material nugta t=t,
boshlang’ich vaqtda A nuqtada, t=t,,(t, >t,) vaqtda esa B nuqtada bo’lsin.

T =t, —t, material nugtaning ko’chish vaqtidan iborat.

Vo Y
— —>
\Y i
L ¥ |
o ! >
X 8
4 wP 5 .

x=x(t) -material nuqgtaning tvaqtda bosib o’tgan yo’li, u=u(t) material

nuqtaga t vaqt momentida ta’sir etayotgan kuch miqdori bo’lsin.
2

. dx . . IR L0 P i
U vaqtda X=a =V - material nugtaning tezligi, X = iz =a material

nuqtaning tezlanishi bo’ladi.
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Nyutonning ikkinchi qonuniga ko’ra ma=u tenglik o’rinli, bu yerda m

—material nugtaning massasi, m=1,a = X ekanligini hisobga olsak,
X=u (8.1)
tenglamaga ega bo’lamiz. Masalaning qo’yilishiga ko’ra,
X(t)=a, x(t,)= Vo}
X@t)=p4 xt)=v,
shartlar kelib chigadi. Bundan tashgari, u(t) kuchga
lut) <t, telty,t] (8.3)
boshgarish funksiyasi (gisgacha, boshgarish) deyiladi. Odatda u bo’lakli-
uzluksiz funksiyalar sinfidan deb qaraladi. Bunday funksiyalar joyiz
boshgarishlar sinfini tashkil etadi.

Shunday qilib, qo’yilgan masalaning matematik modeli quyidagicha:
shunday |u”(t), telt,,t;] joyiz boshqarishni topish talab gilinadiki, (8.1)
tenglamaning unga mos keluvchi x'(t) yechimi (8.2) shartlarni
ganoatlantirsin va bunda ko’chish vaqti T =t, —t, minimal bo’lIsin.

X, =X, X, =% o’zgaruvchilarni kiritib, bu masalani

(8.2)
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T(u)=t —t, > min,
X =X,, X, =U,
X (to) =u, % (t,) =5,

Xz(to) :VO’XZ(tl) =V,

(8.4)

lul<l
ko’rinishda yozish mumkin.
XoA A(OL,Vo) Xoh Xn
B(Bv1) Xne1
0 x> 0 x>

(8.4) masala geometrik tilda {x,,x,} tekislikda shunday x*(t)z{xl*(t),x;(t)}

trayektoriyani qurishni bildiradiki, u eng qgisqa T =t —t,

A={a,v,} nugtadan B ={p,v,} nuqtaga ko’chib o’tadi.

vaqtda

Endi optimal boshgaruv masalasining umumiy qo’yilishiga o’tamiz
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([31, [5], [6D).
Biror boshqariluvchi obyekt (jarayon)

%, = F.(Xyeeer X, Uppeeny U 1), i =10 (8.5)
differensial tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo’lsin, bu yerda t-vaqt,
X,....X - oObyektning faza koordinatalari, u,..,u - boshqgarish

parametrlari. Obyektning holati vektori x=(x,....,x,), boshgarish vektori
u=(Uy,..,u,) va f =(f,..., f ) vektor yordamida (8.5) sistemani

x = f(x,u,t) (8.6)
vektorli differensial tenglama ko’rinishida yozamiz.

(8.6) boshgariluvchi obyektning faza koordinatalari  x=x(t)
ko’rinishdagi t vaqtning biror [t,,t]] oraliqdagi funksiyasi sifatida
aniglanishi uchun boshlang’ich t, vaqtda boshlang’ich x(t,)=x° shartni va
boshgarish parametrlarini t vaqgtning u=u(t) funksiyasi ko’rinishida
aniglash kerak.

U vaqtda x=x(t) faza koordinatalari

X(t) = f{x(t),u(t),t}, t, <t <t,
0 (8.7)
X(t,) = X

Koshi masalasining yechimi sifatida aniglanadi. u(t) boshgarish ma’lum
uzluksizlik shartlarini ganoatlantirishi zarur. Ko’pgina amaliy masalalarda

boshqarishlar sifatida bo’lakli—uzluksiz funksiyalar olinadi. Ba’zi amaliy
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masalalarda u(t) ning uzluksizligi, ba’zan esa u(t) ning bo’lakli-silligligi
talab qgilinadi. Nazariy tadgiqotlarda boshgarishlarning kengroq sinflari,
masalan chegaralangan o’Ichovli funksiyalar fazosi yoki 17[z,,r] fazolar
garaladi.

Biz quyida, asosan, bo’lakli-uzluksiz boshgarishlar sinfidan
foydalanamiz.

Shunday qilib, biror x°eR" nugta va u=u(t) bo'lakli - uzluksiz
boshgarish berilgan bo’lsin. U vaqtda (8.7) Koshi masalasining yechimi
x = x(t) deb,

t
X(@) = [ f(x(2),u(z),7)dz+x°, t,<t<t, (8.8)
to
tenglamaning uzluksiz yechimini tushunamiz.
Bu yechimni x(t,x°,u) deb belgilaymiz. x(t,,x°u) - obyekt
trayektoriyasining chap uchi, x(t,x°u) - trayektoriyaning o' ng uchi
deyiladi.

Agar  f(xut)i=1n funksiyalar barcha xeR",ueR"™te[t,t]
bo'yicha o°zining f,;(x,u,t), Xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo’lsa, (8.8)
tenglamaning x(t,)=x° shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va

yagonadir.
Biror V< R™ to'plam berilgan bo'lsin. Shu v to'plamdan giymatlar
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gabul giluvchi u=u(), telt,,t,] bo lakli-uzluksiz boshgaruvlarni joyiz
boshqaruvlar deb ataymiz va bunday boshqarishlar to’plamini U deb
belgilaymiz.

Boshgaruv masalalarida boshgarish parametrlari bilan bir qatorda
obyektning faza koordinitalariga ham cheklashlar qo’yiladi. Bunday
cheklashlar

X(t) = x(t,x°,u) e G(t), t, <t<t, (8.9)
ko rinishda yoziladi, bu yerda G(t) = R" (8.9) ko rinishdagi cheklashlarga
faza cheklashlari deyiladi.

Trayektoriyaning chap va o'ng uchlari ganoatlantirishi zarur bo lgan
shartlar haqida ham to’xtalib o’tamiz. Faraz qilaylik, S,(t,)cR" va
S,(t,)cR" to'plamlar berilgan boIsin. U vaqtda trayektoriyaning uchiga
qo’yilgan shartlar

X(t,) €S (t,), x(t) €S, (L), (810)
kabi yoziladi. S,(t,) va S,(t,) to'plamlar, odatda
Solty) ={y:y e Gy (to). hi(y, 1) <0, i=1...my, h(y,t;) =0,i=m, +1,..., & }, (811)

S, () ={x:xeG(t),q;(xt)<0,i=1..,m,g,(xt)=0i=m,+1...&}, (8.12)
shaklda beriladi, bu yerda h.(y,t,), g,(x,t;) ma’lum funksiyalar.

0, c R0, cR" toplamlar  berilgan, inf 6, <supg,  bo’lsin.
t,€6,t €6, u=u(t) -joyiz boshgarish, x(t,x°,u) unga mos joyiz
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trayektoriya bo'lIsin. Har bir shunday joyiz (x°,u,x,t,,t,) da aniglangan

t1
Juﬂumimy):jﬁxﬂuuaﬁmt+gdxﬂxm)%¢0 (8.13)
t0
funksionalni garaymiz.
J. =inf J(x°,u, x,t,,t,)
deb belgilaymiz, bu yerda quyi chegara barcha joyiz — (x°,u,xt,.t,)
boyicha olinadi.

Agar J(xJ,u.,x.t;,t;)=J. bo’lsa, joyiz (x%u.,x.t;,t;) ga optimal
boshgaruv masalasining yechimi, u. =u.(t) optimal boshqgarish, x. = x.(t)
optimal trayektoriya deyiladi.

Qo yilgan optimal boshgaruv masalasini

J= T fO(x(t),u(®)t)dt + g, (x°, x(t,),t,,t,) — inf (8.14)
X(t) = f (x(t),u(t),t),t, <t <t
x(t) e G(t), t, <t <t,
X(ty) = x°, X(ty) € Sp(ty), X(t,) € S, (t,)
t,e6,,t, b, ut)eVv,t, <t<t,

ko rinishda belgilaymiz.
Agar G(t)=R" bo'lsa, (8.14), (8.15) masala faza koordinitalariga

(8.15)
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cheklashlar go’yilmagan optimal boshgaruv masalasi deyiladi. Agar S,(t)
(S,(t)) to'plam vaqgtga bog’liq bo lmasa va yagona nuqtadan iborat bo’lsa,
(8.14), (8.15) masalada trayektoriyalarning chap uchi (o'ng uchi)
mahkamlangan deyiladi.

Agar S,(t) (yoki S,(t)), t,<t<t toplam R" fazo bilan ustma-ust
tushsa, optimal boshgaruv masalasida trayektoriyalarning chap (o ng) uchi
bo'sh (erkin) deyiladi. Agar S,(t) (S,(t)), t,<t<t, R" da biror sirt yoki
chizigdan iborat bo’lIsa, optimal boshgaruv masalasida trayektoriyalar chap
(o'ng) uchi qo'zg oluvchan deyiladi.

(8.14), (8.15) masaladan optimal boshgaruv masalasining asosiy
tiplariga ega bo"lamiz:

a) Tezkor masala. Agar f,=1 g,=1 t, - berilgan (ma’lum), t, -
noma’lum (izlanayotgan) bo’lsa, tezkor masalaga ega bo'lamiz. Bu
masalada kriteriy J =T (u) =t,(u)-t, boladi.

b) Terminal boshgaruv masalasi. Bu masala (8.14), (8.15)
masaladan, f,=0,t,t lar belgilangan, S ,(t)=R", t,<t<t, bo'lgan holda
olinadi. Terminal boshgaruv masalasida kriteriy J=g,(x(t)) korinishda
bo’ladi.

8.2. Pontryaginning maksimum prinsipi.
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Maksimum prinsipi — optimal boshgaruv masalalarida optimallikning
asosly zaruriy sharti hisoblanadi. Bu natija XX asrning 50-yillari ikkinchi
yarmida akademik L.S.Pontryagin boshchiligidagi sovet matematiklari
tomonidan olingan.

Quyidagi:
J(u,x) = j fo (e(0),u())de + g, (x°, x(t,)) — inf (8.16)

X(t) = f(x(t),u(t),t),t, <t <t
X(t,) = x%,9;(x(t,)) <0, i=1,...k,
g;(x(t))=0,i=k+1,...,s
u=u()eVv,

optimal boshgaruv masalasini garaymiz.
Bu masalada t,,t, vaqt momentlari belgilangan (o’zgarmas), x° -

berilgan boshlang ich nugta. (8.16), (8.17) masala (8.14), (8.15) masaladan
G(t) =R", Sy (to) ={Xo} S, (t) ={y eR" 1 g;(y) <0,i =1k, g, (y) <0,i =k +1,5}
bo Igan holda kelib chigadi.

Faraz gilamizki, f(x,u,t)=(f(x,u,t),....,, f.(xu,t)) vektor - funksiyaning
f.(x,u,t) komponentalari va f,(x,u,t), g,(x) funksiyalar x boyicha

uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin.
Maksimum prinsipini bayon qilish uchun Gamilton-Pontryagin

(8.17)
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funksiyasi deb ataluvchi,
H(x,u,t,p,a,) =—a, f,(x,u,t) +y, f,(x,u,t) +...+y, f (Xu,t) =
=-a, f,(x,u,t) +w' f(x,u,t) ¢.20)
funksiyani garaymiz, bu yerda v = (y,,...v,), a, = const
u=u(t) joyiz boshgarish, x(t)=x(t,u,x?) unga mos joyiz trayektoriya,
[t,.,t,] oraligda aniglangan bo’lsin. (u(t),x(t)), (t, <t<t) juftlikka mos
ravishda v =w(t) = (v, (t),...., (t)), 0 zgaruvchilarga nisbatan

oH (x,u,t,w(t),a,)
0%,

x=X(t)

‘/)1 (t) =

; ) (8.19)
= a o, (X(1),u(®),) = 2w (1) Ty (X, u (), 1), (1, St <)

sistemani garaymiz. Unga qo'shma sistema deyiladi. (8.19) go shma
sistemani vektor shaklda
w(t) =—H (x(),u(t),t,w(t),a,), t, <t <t (8.20)
kabi yozish mumkin, buyerda H, =(H, ,...H, )
Agar (8.6) sistema x,u larga nisbatan chiziqli, ya’ni
X(t) = A)X(t) + Bt)u(t) + (1), (t, <t <t,)
ko'rinishda bo’lsa, H(xu,t,w,a,) =-a,f,(x,u,t)+y'(At) + B(t)u + f (t)) va
(8.20) qgo shma sistema w(t) =a, f, (x(t),u(t),t) — Ay (t),(t, <t <t,) Kkabi
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bo'ladi, bu yerda " - transponirlash belgisi.
(8.20) qo’shma sistema —chiziqli differensial tenglamalar sistemasidan
iborat bo’lib, u w(t,) =y, boshlang ich shartni ganoatlantiruvchi yagona

yechimga ega.

8.1-teorema. Agar (x(t),u(t), t, <t<t,  (8.16)-(8.17) masalaning
yechimi bo'lsa, shunday a,,dy,...,a, sonlar va
w(t) = (p,(t),... v, (D)L, <t<t, vektor-funksiya  mavjud bo’ladiki,
quyidagilar bajariladi:

1) a=(a,a,.,a,)#0, a,>0,..,a, >0;

2) w(t) funksiya - (8.20) qo’shma sistemaning (x(t),u(t)) ga mos

keluvchi yechimidan iborat;
3) u(t) optimal boshgarishning barcha t<[t,,t,] uzluksizlik nuqgtalarida

H(x(t),u,t,w(t),a,) funksiya u=(u,..u_) 0 zgaruvchi bo’yicha V
to plamda aniqg yuqori chegarasiga u=u(t) bo'lganda erishadi, ya’ni

sup H (x(t),u,t,w(t),a,) = H(x(t),u(t),t,w(t),a,), (t, <t<t,) (8.21)
4) Vi) = -D28,0, (A)i =12,.n (8.22)
a,0,(x(t))=0, j=12...k (8.23)

(8.22) shartlarga transversallik shartlari deyiladi. (8.21) maksimum
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shartlari 8.1-teoremada markaziy o'rinni egallaydi. Shuning uchun uni va
quyida keltiriladigan 8.2-teoremani maksimum prinsipi deb atash gabul
gilingan.

Endi boshlang ich yoki oxirgi vaqt momentlari belgilangan quyidagi :

J(u,x,t,,t) = Jf (x(t),u(t)t)dt + g, (x(t,),t,,t,) > inf (8.24)

X(t) = f(x(t) u(t),t),t, <t <t
x(to):x L0 (x(t),t,,1) <0, i=1,..,k,
g, (x(t),t,,t,)=0,i=k+1,...,s
u=u(t)eV,t, <t<t,
optimal boshgaruv masalasini garaymiz.
Bu yerda f =(f,f,,...,f ) f,,g, funksiyalarni o’z aniglanish sohalarida
fix 9595, 95 Xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz deb faraz gilamiz.
8.2-teorema. Agar (x(t),u(t),t,,t,) -(8.24), (8.25) masalaning yechimi
bo'lsa, shunday a,a,,...,a, sonlar va w(t)=(w,(t),...v,{t).t, <t <t, vektor-
funksiya mavjud bo’ladiki, ular 8.1-teoremaning 1) - 3) shartlarini va
quyidagi transversallik shartlarini ganoatlantiradi:

wit,) = —ioa,. 9, (X(t) o 1) (8.26)

(8.25)
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max H (), Uty 1), 30) =32,0, (Kt o ) (8.27)

(agar t, belgilangan bo’lsa, (8.27) shart gatnashmaydi);

Tg/x H(x(t).ut, w(t).a) = _Zaj 9, (X(t,),t, 1) (8.28)
j=0
(agar t, belgilangan bo'lsa, (8.28) shart gatnashmaydi);
a;g;(x(t)t,t)=0 j=12..k (8.29)

8.3.Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi.
Maksimum prinsipidan amaliyotda ganday foydalanish mumkinligini
ko'rib o tamiz.

H(x,u,t,w,a,) funksiyani u=(u,u,,..,u,), 0 zgaruvchining funksiyasi
deb garaymiz va har bir belgilangan (x,t,y,a,) da

H(x,u,t,w,a,) »>sup,ueV (8.30)
maksimallashtirish masalasini yechamiz.
u=u(xty,a,) eV (8.31)
shu masalaning yechimi bo'lsin, ya’ni
H(xu(x,t,w,a,),t,w,a,) =supH(x,u,t,w,a,) (8.32)

ueVv

tenglik bajariilsin. Agar optimal boshgaruv masalasi yechimga ega bo'lsa,
maksimum shartiga ko'ra (8.31) funksiya aniglangan bo’ladi. Ko'p
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hollarda (8.31) funksiyani oshkor ko'rinishda yozish mumkin bo’ladi.

1-ma'ruza

Masalan, agar :
- 2-ma'‘ruza
f,(xut)= fj0 (x,t) + Z fjO (x,t)u,, j=12,..,n 3-ma'ruza
3 4-ma'ruza
=1 = (U e RE cr, <SUT <IB P L2 m Y 5-ma'ruza
( «;, B, - berilgan sonlar) bo'lsa, 6-ma'ruza
I fl 7-ma'ruza
H(x,u,t,w,a,) = —a, f, (x,t) + zl//j fjo (x,1) +Z¢i (X ty, a8,y 8-ma'ruza

i=1 j=1

boladi, bu yerda 9-maruza
: n . . 10-ma'ruza
@ (X, ty,8,) =—a, 5 (X,t) +Zl//j fr(xt), i=12..m 11-ma'ruza
g 12-ma'ruza

U vagtda (8.30) masala yechimiu(x,t,,a,) ning koordinatalari
B (X ty,a,) >0 Titul varaq

a;, o (Xty,a,)<0, i=1.,m L |
ko'rinishda bo'lishi ravshan. Xususiy holda, agar «, =-1, 5 =+1 bo’lsa, e -
u, = signe, (x,t,w,a,),i =12,....m boladi. & »l

Agar Vv toplam Orqaga

m - Sahifa 163 / 243
v :{u SR |= SFufE = r}
i=1

ko rinishda bo’lsa, (8.31) funksiyani oshkor shaklda Chigish

u=u(x,tw,a,) ={

To'lig ekran



p(x.ty,a))
ltl ) T SR N
o 4L ||¢i x.ty, ao)”

kabi yozish mumkin, bu yerda ¢ =(¢,,....9,),

Faraz qilaylik, bizga (8.31) funksiya ma’lum bo'lsin. U vaqtda x,y
0 zgaruvchilarga nisbatan quyidagi 2n ta differensial tenglamalar
sistemasini garaymiz:

>‘<.: f (X, u(x,t,y,a,),t) } (8.33)
v =—-H, (xu(x,t,w,a,),t,w,a,),t, <t<t

Differensial tenglamalar kursidan yaxshi ma’lumki, (8.33) tenglamalar

sistemasining umumiy yechimi 2n ta ixtiyoriy parametrlarga (masalan,
X(t,) = (X, (L) X, (6)), w(t,) = (w,(ty),...w, (t,))  boshlang’ich shartlarga)
bog'lig boladi.

Bundan tashgari, maksimum prinsipidagi a,,a,,...,a, parametrlar ham
noma’lum bo'lganligidan ularni aniglash uchun yana s+1 ta shart kerak
bo'ladi. Shunday qilib, noma’lum 2n+s+1 ta parametrlarni aniglash
uchun, 2n+s+1 ta shart zarur. Ularni maksimum prinsipidan, masalan 8.1-
teoremadagi (8.22), (8.23) shartlar hamda

g;(X(t,) =0, j=k+1..5s (8.34)
shartlardan olamiz. Bu shartlar jami 2n+s ta tenglamalarni beradi.
Yetishmayotgan yana bitta tenglamani olish uchun, H(xu,t,y,a,)

funksiyaning v,,v,,...w,,a, 0 zgaruvchilarga nisbatan chizigli va birjinsli
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ckanligini, ya’ni H(x,u,t,ay,aa,)=aH(x,u,t,i,a,),vaeR* ekanligini
hisobga olamiz. U vagtda (8.32) shartdan
u(x,t,ay,aa,) =u(xt,w,a,), va>0 (8.35)
ekanligi kelib chigadi. Demak, maksimum prinsipida a,,a,,...,a,, ¥,...¥,
0 zgaruvchilar musbat ko paytuvchi anigligida topiladi. Demak,
S
la" =2 ar -1 (8.36)
deb olish mumkin. Agar a, >0 ekanligi ma’lum bo'lsa, (8.36) shart o'rniga
a, =1 deb olish ham mumkin. (8.22), (8.23), (8.34), (8.36) tenglamalar
sistemasini yechganda
a,>0,a >0,.,a >0, g(x(t)t,t)<0, i=1..k (8.37)
shartlarning bajarilishi hisobga olinadi. Shunday qilib, maksimum prinsipi
asosida (8.32) maksimum shartidan, (8.33) tenglamalar sistemasi va (8.22),
(8.23), (8.34), (8.36), (8.37) shartlardan iborat mahsus chegaraviy
masalaga ega bo'ldik. Bu masalaga maksimum prinsipining chegaraviy
masalasi deyiladi.
Agar x(t), w(),a,a,,.,a,- Mmaksimum prinsipining chegaraviy
masalasi yechimidan iborat bolsa, ularni (8.31) ga qo’yib,
u(t) =u(x),t,wt),a,) t,<t<t (8.38)
funksiyani hosil gilamiz. Agar bu funksiya [t,,t,] oraliqda bo lakli-uzluksiz
bo'lsa, u optimalikka shubhali boshgarish bo’ladi. Agar optimal
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boshgarish masalasining yechimi mavjud va maksimum prinsipi
chegaraviy masalasi yagona yechimga ega bo'lsa, (8.38) bolakli-uzluksiz
funksiya optimal boshgaruvdan iborat boladi.

1-misol. J(u)= ti(uz(t)+x2(t))dt — inf

to
X(t)=u(t),0<t<t,
x(0) =x(t;) =0 }
Bu yerda t, >0 vagt momenti berilgan, boshgarishlar to’plami v =R".
Bu masala sodda bo'lib, uning yechimi (u(t)=0,x(t)=0),(0<t<t,)
juftlikdan iborat. Shu yechimni maksimum prinsipi (8.1-teorema)dan
foydalanib topish mumkin. Hagigatan ham, Gamilton-Pontryagin
funksiyasi H(x,u,t,i,a,) =-a,(u*+x*)+pu yordamida qo shma sistemani
yozamiz:
w(t)=—H, =2a,x
Agar a,=0 bo'lsa, H=wu funksiya VvV =R' toplamda yuqori
chegarasiga fagat w =0 bo'lganda erishadi. Ammo a,=w =0 shart
maksimum prinsipiga ziddir. Demak, a, >0. U vaqtda a, =1 deb hisoblash
mumkin. Bu holda H=u?-x*+yu funksiya u bo’yicha R' da yuqori

chegarasiga u:% nugtada erishadi. U vagtda maksimum prinsipining
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chegaraviy masalasi,

x:%,wzzxostsyxmynmg:o
ko rinishda yoziladi. Bu masalaning yagona yechimi
(xt)=0,w(t)=0),(0<t<t) bo’ladi. U vaqtda (u(t)=0,(1)/2=0),(0<t<t,)
-bu bizga ma’lum optimal boshqgarishdir.

2-misol. Ju) = j(uz(t)—xz(t))dt —inf

t0
X(t)=u(t),0<t<t,
x(0) =x(t,)=0,t > O}
Gamilton-Pontryagin funksiyasi
H=-a,(u” —x*)+w
ko rinishda bo’ladi. Qo shma sistemani tuzamiz:
w(t)=—H, =-2a,x
Agar a,=0 bollsa, H=wu funksiya u bo'yicha aniq yugori
chegarasiga vV =R' toplamda fagat w =0 bo'lganda erishadi. Bu esa,
maksimum prinsipiga ziddir. Demak, a, >0 ya’ni a, =1 deb olish mumkin.
U vagtda H=u®*-x*+wu funksiyaning ueV =R"* bo’yicha aniq yugori

chegarasiga u :% nuqtada erishiladi. Maksimum prinsipining chegaraviy
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masalasi

x:%, W =—-2x, 0<t <t,,x(0) = X(t,) = 0

bo'ladi. Bu yerdagi differensial tenglamalar sistemasining umumiy
yechimi
X(t) =c;sint+c, cost, w(t)=2c, cost+2c,sint

ko rinishda topiladi, bu yerda c,,c, -ixtiyoriy o zgarmaslar. x(0)=0 shartni
hisobga olib = ekanligini topamiz. U vaqtda
x(t) = ¢, sint, w(t) = 2c, cost, x(t,) =0 shartdan ¢, sint, =0 tenglikni olamiz.
t =7k (k=12,..) bo'lganda, bu yerdan, c,=0 bo’lishi kelib chigadi va
maksimum prinsipi chegaraviy masalasi yagona (x(t) =0,y (t)=0),(0<t<t,)

yechimga ega, optimallikka shubhali boshgarish esa u:%:o bo ladi.

Agar t =7k (k=12..) bo’lsa, maksimum prinsipi chegaraviy masalasi
cheksiz ko'p yechimga ega: x(t)=c,sint, w(t)=2c, cost, bu yerda ¢, -
ixtiyoriy o'zgarmas. U vaqtda optimallikka shubhali boshgarish ham
cheksiz ko'p bo’ladi:
(u(t) =c,cost (0<t<t)).

Topilgan boshgarish optimal bo’ladimi? Bu savolga javob t, ning
giymatiga bog’lig. t, >z va 0<t, <z bo’lgan hollarni qaraymiz.

1) t, > 7 bo'lsin. U vagtda inf J(u) = - ekanligini ko rsatamiz. Buning
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uchun, u_ =um(t):@cosE boshqgarishlar ketma-ketligini va ularga mos

1 1

Xt (1) = msintE (O0<t<t,m=12..) trayektoriyalar ketma-ketligini
1

garaymiz. U vaqgtda

Y 2
Iu,) = [ W20 -x2 O)t :%tlmz(t’—z—l) e T
t0

Demak, t, >z bo’lganda garalayotgan optimal boshqaruv masalasi
yechimga ega emas. Maksimum prinsipi chegaraviy masalasi esa, yugorida
ko rsatildiki, t, #zk bo lganda yagona yechimga ega, t, =7k bo’lganda
esa, cheksiz ko p yechimga ega.

2) O<t <z bo’lsin. Shunday bo’lakli-uzluksiz v(t) funksiyalarni
garaymizki, x(t) =v(t) (0<t<t,x(0)=x(t,)=0 masala yechimga ega
bo’Isin. U vaqtda shu x=v(t) funksiyalar uchun quyidagi munosabatga ega
bo lamiz:

ty ty ty
J(v) S J’(v2 —x?)dt = J’(v2 +x%ctg 2t — x2sin? t)dt =I (v2 + x%ctg °t — 2xxctgt)dt =

) ) )

= tjl(v(t) —X(t)ctgt)*dt >0
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t, <z bo’lganda u(t)=0 va t,=x bo’lganda u(t)=c,cost (c, = const)
funksiya uchun J(u)=0 bo'ladi. Demak, t, <z bo’lganda garalayotgan
optimal boshgaruv masalasi yagona u(t)=0(0<t<t,) yechimga ega, t, =7
bo'lganda esa, cheksiz ko'p u(t) =c, cost,(0<t<t,) (c, -ixtiyoriy
0 zgarmas) yechimga ega.

8-ma'ruza bo'yicha savollar

1. Optimal boshgaruvning amaliy masalalariga misollar.

2. Optimal boshgaruv umumiy masalasining qo’yilishi. Optimal boshqaruv
masalasining asosiy tiplari.

3. Pontryaginning maksimum prinsipi va uning qo’llanilishi.

4. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi va uni yechish orqali
optimal boshgarishni topish.
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9-ma’ruza
Terminal boshgaruv masalasi uchun maksimum prinsipi.

Reja:

1.Terminal boshgaruv masalasining qo yilishi. Maksimum prinsipi.
2. Funksional orttirmasi uchun formula.

3. “Ignasimon” variasiya. Trayektoriya bahosini aniqglash.

4. Maksimum prinsipining isboti.

5. Ekstremal boshqgarishlar.

6. Chizigli terminal boshgaruv masalasi.

Tayanch iboralar: terminal funksional (kriteriy), joyiz boshgarish,
joyiz trayektoriya , funksional ottirmasi, funksional orttirmasi uchun
formula, boshqarishning  “ignasimon” variatsiyasi, trayektoriya
orttirmasi, maksimum sharti, ekstremal boshqarish, qo’shma sistema,
optimal boshqarish, optimal trayektoriya, chizigli terminal boshgaruv
masalasi, optimallikning zaruriy va yetarli sharti.

9.1. Terminal boshgaruv masalasi. Maksimum prinsipi.

Boshgarish obyekti
x=f(xut), teft,t] (9.1)
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vektorli differensial tenglama bilan berilgan bo’lsin, bu yerda
X=X X, ) U=(Uppsty ) F=(f f) fi(xut) funksiyalarni = f,(x,u,t)
hususiy hosilalari bilan birga uzluksiz deb hisoblaymiz. Joyiz boshqarishlar
[t,.t,] oraligda aniglangan bo’lakli uzluksiz va V <R™ to’plamdan
giymatlar gabul giluvchi u=u() m- vektor funksiyalardan iborat. (9.1)
tenglamaning har bir u=u(t) joyiz boshgarishga mos x=x(t) joyiz
trayektoriyasi

X(t,)=x" (9.2
shartni ganoatlantiradi. Qaralayotgan obyektni boshgarish
3(u)=0(x(t)) (9:3)

terminal kriteriy orqali sifat jihatidan baholanadi, bu yerda ¢(x)-R" da
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya. Shunday u“(t) boshgarishni topish
kerakki, J(u”)=inf J(u) bo’lsin, bu yerda U — barcha joyiz boshqarishlar

uel

to’plami. Shunday qilib, quyidagi

J(u)=p(x(t)) >inf
x=f(xut), teft,t] (9.4)

X(t,)=x°, u=u(t)eV
terminal boshgaruv masalasini garaymiz. Bu masalada trayektoriyalarning
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chap uchi mahkamlangan ((9.2) shartga Qgarang), o’ng uchi esa erkin
(X(tl)e R”).

(9.4) masala avvalgi ma’ruzamizda qaralgan optimal boshqgaruv
umumiy masalasining xususiy holi bo’lib, Pontryaginning maksimum
prinsipi bu masala uchun quyidagicha bo’ladi.

9.1-teorema. Agar u’(t), telt,,t,] — optimal boshqarish, x'(t), t e[t,.t,]

optimal trayektoriya bo’lsa,
HX @)y @ u"©)=max HC Oy @ ut) tefot] (9.5)
maksimum sharti bajariladi, bu yerda
H(x,w,u,t)=y' f(x,u,t) Z‘/’J J(x.u,t),

w'(t), telt,t,] funksiya

W T (x*(t),at;/,u*(t),t) (9.6)
T 6co(2;(t1 ) 9.7)

qo’shma sistemaning yechimidir.

9.2. Funksional orttirmasi uchun formula.

Teoremaning isbotiga o’tishdan oldin funksionalning orttirmasi uchun
formula keltirib chigaramiz.
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—u(t) T=u(t)+Ault), telt,t] joyiz boshqarishlar, x = x(t),
()+ Ax(t), telt, t,], ularga mos joyiz trayektoriyalar bo’lsin.
AJ(u)=3@0)-JI(u)
ayirmaga (9.3) funksionalning u=u(t) boshqgarish bo’yicha orttirmasi
deyiladi.
(9.3) funksionalning aniglanishidan va  ¢(x) funksiyaning
differensiallanuvchiligidan,
5 op'(x(t
M=ol o) = L ) o)) 08
kelib chigadi.
w =w(t) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya uchun o’rinli bo’lgan
quyidagi ayniyatni garaymiz:
t t,
‘//'(tl )Ax(tl ) iz (to )Ax(to ) O le(t)AX(t)dt + I‘//I(t)AX(t)jt (9.9)
Trayektoriyalarning chap uchi mahkamlangan, ya’ni x(t,)=X(t,)=x
bo’lgani uchun, Ax(t,)=0.

0

)=~ 2200 (9.10)

deb olamiz. (9.9) va (9.10) larni hisobga olgan holda (9.8) dan
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j v (t)Ax(t)dt - j '(t)ax(t )t + of|ax(t, ) (9.11)

tenglikni olamiz. (9.11)dag| ikkinchi integralni garaymiz. Tushunarliki,
AX(t, )= X(t,)— x(t) funksiya quyidagi
AX(t)= f(x(t)+Ax(t), u(t)+Au(t),t)— f(x(t)u(t)t)
differensial tenglamani ganoatlantiradi. Shuning uchun
H(x,w,u,t)=y" f(xt,u) (9.12)
Gamilton—Pontryagin funksiyasi yordamida quyidagini yozamiz:

tjw'(t)AX(t)dt - tj’(H (X+ A%y, U+ Au, )= H (%, i, u,t))dt =

to to

J’ (X, U+ Au,t)— H(x,w,u,t))dt=jaH(X"”é)L:+Au’t)Ax(t)dt+ (9.13)

)

o jo(“Ax(t)”)dt
Faraz gilaylik, w =w(t) funksiya

()= ‘jaH (x(t), lg/x(t),u(t),t)dt (9.14)

qo’shma sistemaning (9.10) boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi
bo’lsin. (9.14) differensial tenglama chiziqli, ya’ni

)
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o rof(x(t)u(t)t
()= [ 20,
ko’rinishda bo’lgani uchun, w(t) funksiya [t,,t,] oraligda bir giymatli

aniglangandir.
(9.13) va (9.14) ni (9.10) ga keltirib qo’yib, funksional orttirmasini

quyidagicha yozamiz:

AJ(u)= [ A HOE)w(E) u(e) e+ 7 (9.15)
buyerda A; H(xw,u,t)=H(xy,T,t)-H(x,w,u,t),
s S e ST 2N = (“Ax(tl)”)’ Uph g _I 1 (“Ax(t)")dt,
1O P
Hosil gilingan (9.15) formulaning ba’zi xususiy hollarini qarab

chigamiz.

a) Agar ¢o(x) gavariq funksiya bo’lsa, 7, >0 bo’ladi; agar ¢(x)
chiziqli funksiya bo’lsa, 7 =0 bo’ladi.
Hagigatan ham, differensiallanuvchi ¢(x) funksiya

¢(X+Ax)—¢9xza¢a—)((x)Ax
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tengsizlikni ganoatlantirganligi uchun, == bajariladi. == chizigli bo’lgan
holda esa == bo’lishi ravshan.
b) Agar (9.1) sistema x bo’yicha chiziqli bo’lsa, 7, =0 bo’ladi.
Hagigatan ham, agar (9.1) sistema
x=A(u,t)x+b(u,t)
ko’rinishda bo’lsa, H(x,w,ut)=y'[A(u,t)+b(u,t)] funksiya x bo’yicha
chizigli va shuning uchun o,(|AxX|)=0 bo’ladi.
v) Agar (9.1) sistema, x va u o’zgaruvchilar ajralgan, ya’ni,
x = f(x,t)+b(u,t)
ko’rinishda bo’lsa, #7,=0 bo’ladi. Haqigatan ham, bu holda
A; H(x,w,u,t)=y'[b(T,t)-b(u,t)]. Shuning uchun, 6A,H/ox=0.
Agar
J(u)=gp(x(t))—inf,
x=A(t)x+b(u,t), te[t,t]
X(t,)=x" u(t)eV.
masalada ¢(x) qavariq funksiya bo’lsa, yuqoridagi a), b), v) natijalarga
ko’ra, (9.15) formula

Al (u)z—tjAaH (x(t),yx(t),u(t),t)dt=tjy/'(t)[b(u(t)+Au(t),t)—b(u(t),t)]dt (9.17)

ko’rinishni oladi.
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. e 4 1-ma’
9.3. “Ignasimon variatsiya”. Trayektoriya bahosini aniglash. maruza

2-ma'ruza

Berilgan u =u(t) boshgaruvni o’zgartirib, 3-ma'ruza

a(t) - u(t), tefd,0+¢), (9.18) 4-ma:ruza

v, te[d,0+¢) 5-ma'‘ruza

. - 6-ma'ruza
boshgaruvni garaymiz, bu yerda @elt,t,) £>0, 6+e<t, veV (9.1- e

-maruza

chizmaga garang) a(t)— joyiz boshgaruvdir. AP

aup o emaua

10-ma'ruza

11-ma‘ruza
12-ma'ruza

/

Titul varaq

« »
0 - - le >l

tou 0 O+¢ t

Orgaga
9.1-chizma. Sahifa 178 / 243

To'lig ekran
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“ignasimon” variatsiya (Maksheyn variatsiyasi) deyiladi. Bu variatsiya
0,e,v parametrlarga bog’liq bo’lib,
0, tgl[0,0+¢),

AE'V‘u(t):{v—u(t), te[6,0+¢) &)
ko’rinishga ega.

Trayektoriyaning “ignasimon” variatsiyaga mos orttirmasi. Agar
u=u(t) boshgaruvga (9.19) ko’rinishdagi A,,u(t) “ignasimon” variatsiya
berilsa, x = x(t) trayektoriyaning A, x(t) orttirmasi ganoatlantiradigan
Ax = f (x+Ax,0,t)— f (x,ut), Ax(t,)=0

tenglama, quyidagi ikkita tenglamaga ajraladi:

A% = f (x+Ax,u,t)—f (x,u,t), Ax(t,)=0

t,<t<f, O+e<t<t

Ax=f (x+Axv,t)-f(xut), 0<t<O+¢ (9.21)

AX(t,)=0 bo’lgani uchun A, x(t,)=0, t,<t<@ funksiya (9.20)

tenglamaning [t,,0] oraligdan yagona yechimidir. Shunday qilib, (9.21)
tenglama uchun boshlang’ich shart A, x(#)=0, bo’ladi. Shuning uchun
(9.21) tenglama integral tenglama shaklida quyidagicha yoziladi:

Ax(t):j[f(x+Ax,v,r)—f(x,u,r)]dr (9.22)

(9.20)

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza

Titul varaq

e =l
Orgaga
Sahifa 179/ 243
To'lig ekran

Chigish



f(x,u,t) funksiyaning x(t) trayektoriya biror A— atrofidagi Lipshis
o’zgarmasi L =L(A) bo’lsin, ya’ni
|f (x+axv,t)— f (x,u,t)| < L|AX| (9.23)
tengsizlik bajarilsin. U vaqtda (9.22) tenglamadan

HAX(t)HSIHf (x+Ax,v,7)- f (x,u,r)”drs
P 1 (9.24)
SJ.HAVf (X,U,r)”dr+ L,([HAX(T)dTH

0
kelib chigadi, bu yerda A, f(x,u,z)= f(x,v,7)- f(x,u,z).
(9.1) tenglamaning o’ng tomoniga qo’yilgan shartlardan va x(t)
trayektoriyaning uzluksizligidan kelib chigadiki, yetarlicha kichik &>0
uchun L o’zgarmas ¢ ga bog’liq bo’lmaydi.

Quyidagi

1

o)dr, w=]ax] (9.25)

0
belgilashlardan foydalansak (9.24) tengsizlik ko’rinishda yoziladi. Bu
yerdan
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w(t)<c+ Li[(ﬁ Liw(s)ds}dr =c+Lc(t-0)+ sz(t —7)w(z)dz <

0

<c+Llc(t-6)+c = (t2—¢9)2 + Lﬁ(t—r):[w(s)dré... < (9.26)

0

SC|:1+ i 6)+ At ey A2
1! 2! k!

kelib chigadi. (9.24) belgilashni hisobga olib, (9.25) tengsizlikdan
lAx(t)] < U”AV f(x,u,z)d rjeL(“g)
0

tengsizlikni olamiz. Bu yerdan

fxol<( |

kelib chigadi. A, f(x(t)u(t)t) funksiya fagat v va t ga bog’liq va t bo’yicha
bo’lakli uzluksiz bo’lgani uchun,

O+¢&

A, f (x,u,t)||dt}e“, te[6,0+¢] (9.27)

k(v) = trr[1ta2<]||AV f (x(t),u(t),t)] (9.28)
mavjud. Shunday qilib (9.26) va (9.27) dan
1AL s ke, O<t<b+e (9.29)

kelib chigadi, bu yerda k, =k(v)e".
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Yendi A, x(t) funksiyani [0+e¢,t] oraligda garaymiz. Bu yerda u
(9.20) tenglamani va (9.29) ga ko’ra ,

HAM (0+ g)H <k,e (9.30)

boshlang’ich shartni ganoatlantiradi. Soddalik uchun (9.22) dagi Lipshis

o’zgarmasidan foydalanib va (9.19) ni integral shaklda yozib, quyidagiga
ega bo’lamiz:

lax(t)| < |x(@ + )| + .Hf (x+Ax,u,7)- f(x,u, r)||dr<kg+Lj|Ax r)dz

O+¢ O+¢

Bu ham (9.24) ga o’xshash tengsizlikdir. Shuning uchun, bu yerda ham
(9.26) tipidagi tengsizlik o’rinli. Demak,
| Ap,x(t)] < kige“t ),

Bu yerdan
HAmgx(t)H <k,g, O+&<t<t (9.31)
tengsizlikni olamiz, bunda k, =k(V)-*? o’zgarmas ¢ ga bog’liq emas.
k=k(V)=™® bo’lsin. k <k, k, <k ekanligi ravshan. U vaqtda
A, Xt)=0  telt,,0], (9.29), (9.31) munosabatlarni birlashtirib, [t,.t,]
oraligda x(t) trayektoriyaning “ignasimon” variatsiyasiga mos orttirmasi

[Anx (1)< ke (9.32)
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kabi baholanishini ko’ramiz, bu yerda k o’zgarmas ¢ ga bog’liq emas.

9.4. Maksimum prinsipining isboti.
Endi 9.1-teorema isbotini keltiramiz. u”(t) telt,,t,] optimal

boshgaruvning  (9.18)  ko’rinishdagi  ignasimon  variatsiyasidan
foydalanamiz, ya’ni

(t)z{u*(t), te[0,0+¢),

4 v, tel[f,0+¢)
ko’rinishdagi  joyiz boshgaruvlarni  garaymiz, bu  yerda
Oelt,.t,} 0+s<t, £>0, veV. U vaqtda,
J(@)-J(u)=0 (9.33)

funksionalning orttirmasi uchun hosil gilingan (9.14) formulaga ko’ra,
(9.33) munosabat,
O+¢

0<AJ( j AH (X (1), (1), u" (1), t)dt+7,, (9.34)
ko’rinishida yoziladi, bu yerda

o =0([ 80X (1)) @m( X (O]
|

9.35
75 BAH (X y 7 Ut G

A

dX (9\/6X

0

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza

Titul varaq

& =P
e =l
Orgaga
Sahifa 183 / 243
To'lig ekran

Chigish



(9.32) munosabatni hisobga olsak, (9.35) dan 7, =o,(¢) ekanligi kelib
chigadi. A, H(x(t)y (t)u"(t)t) funksiya t=6 nuqtada o’ngdan uzluksiz
bo’lganligi uchun,

TAVH'(x*(t),z//*(t),u*(t),t)dt=AVH(x*(é?),t//*(é?),u*(é?)ﬁ)g+03(g) (9.36)
tenglik bajariadi. Shunday qilib, (9.36) ni hisobga olgan holda, (9.35) dan
—AH (X (0).v(0),u"(0),0)&+0,()=0 (9.37)
munosabatni olamiz (o,(s)=o0,(¢)+0,(£)). (9.37) ni &>0 songa bo’lib va
& — 0 da limitga 0’tib,
AH(X(0).w7(0),u"(6),0)<0
tengsizlikni olamiz, ya’ni
H(X"(0).w"(0).v.0)<H (X (0).v (0),u"(0).0), wveV. (9.38)
Bu munosabat (9.4) tenglikning 6¢€lt,,t,] nugtada o’rinli ekanligini
bildiradi. u"(t) boshgarishni 6=t, nugtada uzluksiz deb hisoblash

mumkin. U vaqgtda (9.38) munosabatda ¢ —t, da limitga o’tsak, uning
0 =t, nuqtada ham o’rinli ekanligini ko’ramiz. 9.1-teorema isbotlandi.

9.5. Ekstremal boshgaruvlar.
Agar x=x(t), w=w(t), u=u(t), funksiyalar [t,.t,] oraliqgda asosiy va
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0’shma sistemani hamda maksimum shartini ganoatlantirsa, ya’ni
> Y

1-ma'‘ruza
oH (x(t),w(t),u(t),t : :
X(t)= (X( ) W( ) U( ) ), X(to)=X0, (938) 2-ma'ruza
( oy ) 3-ma'ruza
| oH X(t),(//(t),u(t),t 6§0('[1) 4-ma'ruza
t)=-— , =——2 9.39
W( ) OX W(tl) OX ( ) 5-ma'ruza
H (x(t), w (t),u(t),t) = max H (X@),w(),v,1), te[t,t] (9.40) 6-ma'ruza
munosabatlar bajarilsa, u(t) joyiz boshgaruvga ekstremal boshgaruv fmaruza
deyiladi. S maruza
Maksimum prinsipi optimallikning zaruriy shartidan iborat, ya’ni 9ima Tuza
ekstremal boshqaruvlar orasida optimal bo’Imaganlari ham topiladi. 10-ma'ruza
11-ma'ruza
1-misol. 12-ma'ruza
X, (1) - min, .
% =U, x,=—x, % (0)=%(0)=0, te[0.], (9.41) Tidivarad
lul<1. & -
Bu masala (9.4) ko’rinishdagi terminal boshqarish masalasidir: f =(f,, f,), I« ad
fo=u, f,=-x° x°=(00), t, =0, t, =1 ¢o(X)=X,, x=(X,X,). Orgaga
Gamilton-Pontryagin funksiyasini tuzamiz: Sahifa 185 / 243
H (X,l//,U) =y U—y,X°. To'liq ekran

Qo’shma sistemani tuzamiz: Chigish



oH

Y, = —a =2y,
oH
YV, ox,

Bu sistemaning
op(Xx(1 op(Xx(1
,/,1(1):_#:0, v, (1):_& =5
X
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi,

w,o(t)=-1 te[01] it _ZIX

bo’ladi. Qaralayotgan masala uchun (9.4) mak3|mum sharti,
y, (Hu(t) = e (tu

ko’rinishga keladi. Demak, har bir

u(t)=signy, (t), te[0,1] (9.42)
joyiz boshgaruv — ekstremal boshqaruv bo’ladi.
u(t)=1, te[o,éj, u(t)=-1 teE,l} (9.43)

ko’rinishdagi boshqaruv ham ekstremal boshgaruv bo’ladi, chunki unga
mos keluvchi trayektoriyaning birinchi komponentasi
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bo’lib,

h 1 il
v, (t)= _!.xl( dr—Zle dr+2_|'x1 dr=§—t220, te[o,ﬂ

4 1 5
:2!X1(T)dT:2}[(—T+§de:t2—§t+§go, tE|:§,1:|,

ya’ni (9.42) shart bajariladi. (9.43) boshgaruv ekstremal boshgaruv
bo’lsada optimal boshgaruv emas. Hagigatan ham, d(t)=1 te[01] joyiz

boshgaruv uchun J(U):—%, (9.43) uchun esa, J(u):—2—17, ya’ni J(@)<J(u).

Ekstremal boshgaruvlarning muhim xossalarini quyidagi teoremada
keltiramiz.
9.2-teorema. u(t) telt,,t,] —ekstremal boshqaruv bo’lsin. U vaqtda:

1) H(x(t)w(t)u(t)t) funksiya t [t,.t,] oraligda uzluksiz;
2) u(t) ning har bir t €[t,,t,] uzluksizlik nugtasida

dH (x(t) y (t),u(t).t), _oH (x(t).p (t).u(t).t) (9.44)

dt ot

tenglik bajariladi.
Isboti. 9.2-teoremaning birinchi tasdig’i isbotini keltiramiz. (9.40)
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munosabatga ko’ra t va f =t+At vaqt momentlari uchun

- 1-ma'ruza
H (1) = H (X(1)0(£),0(0),) = H (x(0). (1).0 ().)
H(E) = H (x(1).w(£).u(E).)> H (x(D)p (T).u(2).) 3maruza
tengsizliklar bajariladi. Bu yerdan 4-ma'ruza
H(x(t_),y/(t_),u(t_),t_)—H(X(t),l//(t),u(t),t)SH(t_)—H(t)S (0.45) 5-ma'ruza
— _ S = : 6-ma'‘ruza
<H (X(T),w (T),u(T),T)-H(x(t),w(t),u(t).t) .
Olingan (9.45) tengsizlikning chap va o’ng tomonlari At — 0 da nolga 8-ma'ruza
intiladi. Demak, H(f)— H(t), At—0. Bu esa, H(t) funksiyaning ixtiyoriy 9-ma'ruza
t e[t,.t,] nuqtada uzluksizligini ko’rsatadi. 10-ma'ruza
9.2-teoremaning ikkinchi tasdig’i isbotini [6] adabiyotdan garash Ll
mumkin. 12-ma'ruza
6. Chizigli terminal boshgarish masalasi. Titul varaq
Chizigli boshgarish masalasi uchun chizigli terminal kriteriyli quyidagi & =P
masalani garaymiz: . I¢ »|
J(u)=c'x(t,) > min
; Orgaga
= A()x+b(t,u), telt,t 9.46
i ():Jr Y 5[0 1 %) Sahifa 188 / 243
X(t,)=x", u=u(t)eV, te[t,t] E—

bu vyerda xeR", ueR", V cR", A(t) - nxn —matrisa-funksiya, Chigish



bEwE (bl s (s =l R T SRR
A(t) matrisaning elementlari [t,,t,] da uzluksiz, b (t,u), i=1n,
funksiyalar [t,,t,]xV da uzluksiz deb faraz gilamiz.

(9.46) masala uchun quyidagi teorema o’rinlidir
9.3-teorema: u=ut) telt,t,] bo’lakli-uzluksiz funksiyaning

(9.46) masalada optimal boshgaruv bo’lishi uchun

max y(b(t,v) =y MObt.u(t)),  teltt] (9.47)
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda w(t)t <[t,.t, | funksiya
y=-A(t)y, v(t)=-C (9.48)

go’shma sistemaning yechimidan iborat.

Isboti: H(x,w,u,t)=yw*[Alt)x+b(t,u)] Gamilton-Pontryagin funksiyasi
yordamida (9.47) shartni (9.40) maksimum sharti ko’rinishida yozish
mumkin. (9.48) sistema esa (9.39) ko’rinishda yoziladi. Demak, (9.47)
shartning zaruriyligi 9.1-teoremadan kelib chigadi. Shu shartning uf(t)

optimal boshgaruv bo’lishi uchun yetarliligi (9.16) munosabatdan kelib
chigadi, chunki ixtiyoriy @ = y(t) joyiz boshgaruv uchun

J(u)-13 (u):ju/'(t)[b(t,ﬂ(t))—b(t,u(t))]dt >0

bajariladi. 9.3-teorema isbotlandi.
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J(u) =x,@) + x,(2) > min,
2-misol. X, = X,, X, =X, +U,
%,(0) = X,(0) =0,ju <Lt e[01]

Bu masala (9.46) ko’rinishdagi masaladir:

o o T (8 ;j,b(t, u) = (b, (t,u),b, (t,u)),b, (t,u) =0,

byt WIS, © =.(ches) = @D A=l 11]

(9.47) maksimum sharti

maxy (06(tv) = maxy (u() = 1)
ko’rinishda bo’ladi, bu yerda w(t)= (v, (t)w,(t))

vilt)=—v., v, ==L y,(1)=-1
qo’shma sistema yechimidan iborat. Demak, optimal boshgaruv

u(t) = signy,(t), t[04]
ko’rinishda bo’ladi. Qo’shma sistemaning yechimi
vit)=—e", yha(t)=—€"

bo’ladi. Shunday qilib, optimal boshqgarish

u’(t)=signy "2 = sign(— et )= -1, te[0]]
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formula bilan aniglanadi. Optimal trayektoriya esa,

. 1-ma'ruza
Xl:@,X2+uﬁ) 2-ma'ruza
sistemaning x,(0)= x,(0)=0shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat. Bu S
sistemani yechib, A-ma'ruza
= 1, S Tye, @ 1 %0 By 5-ma'ruza
&&)_1_56 _Ee ’)ﬁa)__ie _Ee 6-ma'‘ruza
optimal trayektoriyani topamiz. Funksionalning minimal giymati 7-ma'ruza
min J(u)=J(u")=x 0)+x;[1)=1-e §-maruza
= 9-ma'ruza
bo’ladi. 10-ma'ruza
11-ma'ruza
9-ma’'ruza bo'yicha savollar 12-ma'ruza
1. Terminal boshgarish masalasining qo’yilishi. Asosiy va qo’shma
sistemalar, maksimum sharti. Titul varaq
2. Funksional orttirmasi uchun formulani keltirib chigaring. & =
3. Boshqaruvning “ignasimon” variatsiyasi va unga mos trayektoriya L
orttirmasini baholash. € >l
4. “Ignasimon” variatsiyadan foydalanib, maksimum shartini isbotlang. Orgaga
5. Ekstremal boshgaruvlar va ularning xossalari. Sahifa 191 / 243
6. Chizigli terminal boshqgarish masalasida maksimum shartining Toliq ekran

optimallik uchun zarur va yetarli ekanligini ko’rsating.
Chigish



10-ma’ruza

Chizigli boshgaruv sistemalari. Tezkor masala.
Reja:

1. Chiziqli boshqaruv sistemasi va uning erishish to’plami. Ekstremal
prinsip.

2. Chizigli sistemaning regulyarligi va normalligi.

3. Chiziqli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari.

4. Pontryaginning maksimum prinsipi.

5. Chizigli stasionar tezkor masala. Optimal boshgarishning sintezi.

Tayanch iboralar: Chizigli boshgaruv sistemasi, yechimlarning
fundamental matrisasi, Koshi formulasi, erishish to’plami, ekstremal
prinsip, regulyar chizigli sistema,normal chizigli sistema, optimallikning
zaruriy shartlari, optimallikning yetarli shartlari, maksimum sharti,
maksimum  prinsipi, chizigli statsionar tezkor masala, optimal
boshqgarishning sintezi.

1. Chiziqli boshqaruv sistemasi va uning erishish to’plami. Ekstremal
prinsip.

Boshgarilayotgan obyektining harakati (jarayon),
x=At)x+B(t)u, t>t, ueV (10.1)
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vektorli chiziqli differensial tenglama bilan berilgan bo’lsin, bu yerda
X = (X,...,X,) holat vektori , u=(u,,.,u ) boshgaruv vektori, vV cR"
boshqgaruvlar to’plami, t -vaqt, t, - boshlang’ich vaqt momenti.

(10.1) tenglamada nxn o’Ichovli A(t) matrisa va nxm o’lchovli B(t)
matrisa elementlarini t>t, nugtalarda uzluksiz deb faraz gilamiz. v
boshgaruvlar to’plamini R™ ning bo’sh bo’lmagan qavariq kompakt
to’plami deb hisoblaymiz.

Odatdagidek, (10.1) boshgaruv sistemasi uchun joyiz boshgarishlar
sifatida v boshqarishlar to’plamidan qiymatlar gabul qiluvchi bo’lakli-
uzluksiz u=u(),telt,,t,],m - vektor-funksiyalarni garaymiz va bunday
boshgarishlar to’plamini U deb belgilaymiz.

Differensial tenglamalar kursidan yaxshi ma’lumki, har bir
u=u(t), t elt,,t,], - joyiz boshgarishga va

X(ty) = x° (10.2)
boshlang’ich shartga (10.1) tenglamaning [t,,t,],- oraligda bo’lakli-sillig
x(t) = x(t,u,x°), - yechimi mos keladi hamda bu yechim

X(t) = F(tto)x" + [ F(t,7)B(z)u(z)dz, tety,t,] (10.3)
Koshi formulasi (10.2) orgali ifodalanadi, bu yerda F(,z) (10.1)
tenglamaga mos
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X = A(t)x (10.4)

bir jinsli tenglama yechimlarining fundamental matrisasidan iborat, ya’ni

F(t,z)—nxn - 0’lchovli matrisa bo’lib, uning i- ustuni (10.4) tenglamaning

x(r)=¢' (¢ -E birlik matrisaning i-ustuni) boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi x'(t,z) yechimidan iborat.

(10.3) formulaga ko’ra , x(t)=x(t,u,x°), trayektoriyaning t=t, vaqt

momentiga mos nugtasi
f
X(t,) = F (t,t)x° + [ F(t, ) B(u(t)dt, (10.5)

to
ko’rinishda bo’ladi. Barcha u(t)eU boshgarishlarga mos (10.5)
ko’rinishdagi nuqtalarni qaraymiz. Ular R" da gandaydir Q(t,) to’plamni
hosil giladi. Shu to’plamni (10.1), (10.2) boshgaruv sistemasining t, vaqt
momentidagi erishish to 'plami deb ataymiz. Demak, ta’rifga ko’ra,

ty
Q(t) ={x e R" : x = F(t,,t)x° +IF(tl,t)B(t)u()dt, u(t)eU}
Q(t,) to’plam elementlarinig (10.5) ko’rinishda ifodalanishidan va Vv
boshgqarishlar to’plamining qavariq kompaktligidan, Q(t,) to’plamning ham

chegaralangan gavariq to’plam ekanligi kelib chigadi.

2. Chizigli sistemaning regulyarligi va normalligi.
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Endi Q(t,) to’plamning yopiqligini ta’minlovchi shartni keltiramiz. Bu
shart (10.1) sistemaning regulyarlik xossalari orgali ifodalanadi.

Awvalo VvV boshgarishlar to’plamining Kk -o’lchamli yoqi tushunchasini
keltiramiz.

Agar ScV qism to’plam VvV to’plamga o’tkazilgan, normallari chiziqli
bog’lanmagan m-k ta tayanch tekisliklar kesishmasiga tegishli bo’lsa, S
to’plam V ning k -o’lchovli yoqi deyiladi. V to’plamning o’zini esa, m -
o’Ilchovli yogdan iborat deb hisoblaymiz.

Agar ixtiyoriy ceR",c#0 vektor va ixtiyoriy [t,,t;] kesma uchun
c'F(t,,t)B(t) funksiya Vv to’plamning har bir k- o’lchamli yoqiga [t,,t,]
oraligning chekli sondan ko’p bo’lmagan nuqtalari yoki kesmalarida
ortogonal bo’lsa, (10.1) sistema regulyarlik shartini ganoatlantiradi,
deyiladi.

Quyidagi tasdiq o’rinli:

10.1-lemma [2]: Agar (10.1) sistema regulyarlik shartini
ganoatlantirsa, Q(t,) - yopiq, chegaralangan, qavariq to’plam bo’ladi.

Chiziqli boshqaruv sistemalarini o’rganishda, ekstremal prinsip deb
ataluvchi, quyidagi tasdigdan keng foydalaniladi.

10.2-lemma. Faraz qilaylik, (10.1) sistema regulyarlik shartini
ganoatlantirsin. U vaqtda har bir ceR",c=0 vektor t,>t, va son uchun

Q(t,) to’plamning shunday x chegaraviy nuqtasi mavjul bo’ladiki, unda
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C'X = max c'x (10.6)
xeQ(t)

munosabat bajariladi. (10.6) tenglikning o’rinli bo’lishi uchun, shunday
u(t) eU boshqarish topilib,

X = F(t,,t)x° + ] F(t,,t)B(t)u(t)dt, (10.7)
C'F(t,, t)B(t)u(t) = max c'F(t,,1)B(t)v, tet,,t,] (10.8)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isboti. 10.1-lemmaga ko’ra Q(t,) to’plam kompakt bo’lganligi uchun,
Veyershtrass teoremasidan uzluksiz f(x) =c'x funksiyaning Q(t,) da global
maksimum nugtasi x mavjudligi kelib chiqadi, ya’ni (10.6) tenglik
bajariladi. Bu nugta x to’plamning chegaraviy nugtasi bo’ladi. Hagiqatan
ham, agar xeintQ(t,) deb faraz qilsak, yetarli kichik >0 uchun
x+e&eQt,) bo’ladi va c'(x+e)=cx+¢ ||c||’ >c'x, ya’ni (10.6) ga zid
munosabat bajariladi.

Q(t,) to’plamning aniglanishiga ko’ra, x nugqta, biror u(t)eU
boshgarish yordamida, (10.7) formula bo’yicha hosil gilinadi. Endi (10.6)
shartni  c¢'x>c'x, ¥xeQ(t,) ko’rinishda yozib va bu yerga x nugtaning
(10.7) ifodasini va x € Q(t,) nugtaning Koshi formulasi orgali
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X = F(t,t,)x° +]1F(tl,t)B(t)u(t)dt, ut)e U

)
ifodasini qo’ysak, quyidagi
j [c'F (t,,t) B(t)u(t) — c'F (t,, t) B(t)u(t)]dt > 0 (10.9)
)
munosabatni hosil gilamiz. Bu tengsizlik ixtiyoriy u(t)eU boshgaruv
uchun, jumladan,
o {u(t), te(0-¢,6], (10.10)
v, te(@-¢0],
ko’rinishdagi ~ boshgarish  uchun  ham  bajariladi, bu yerda
Oe(t,tlveV,e>0 -yetarli Kkichik (t,<80-e<t). Agar (10.10)

boshgarishni (10.2) ga qo’yib, uni £>0 ga bo’lsak va £—0 da limitga
o’tsak,

lim T[C'F(tl,t)B(t)G(t) —c'F(t,,t)B(t)v]dt =
= c'F(t,,0)B(O)u(d) —c'F(t,,6)B() v=0

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu esa, veV vektorning ixtiyoriyligiga ko’ra,
c'F(t,,0)B(O)u(9) = max c'F(t,,0)B(O)v (10.11)

tenglikning bajarilishini ko’rsatadi. Shunday qilib, (10.8) tenglik barcha
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6 e (t,,t,], uchun bajarilishi ko’rsatildi. Agar u(t) boshqarishning bo’lakli
uzluksizligini hisobga olsak, uni t=t, nuqtada chapdan uzluksiz deb
hisoblashimiz mumkin. Natijada, (10.11) da 8 —t, da limitga o’tsak, uning
0 =t, nuqtada ham o’rinli ekanligini ko’ramiz. Shunday qilib, (10.8)
tenglikning barcha te[t,,t;],- uchun to’g’riligi ko’rsatildi. 10.2-lemma

isbotlandi.

Keltirilgan ekstremal prinsip sodda geometrik ma’noga ega. Ekstremal
prinsipga ko’ra, (10.8) shartni qanoatlantiruvchi boshgarishlar (ularni
ekstremal boshgarishlar ham deb ataydilar) va fagat shu boshqarishlargina
chizigli sistema trayektoriyasini erishish to’plami chegaraviy nugtasiga
o’tkazadi. (10.8), (10.7) formulalar bo’yicha u(t) boshgarishni va x e Q(t,)
nugtani hosil giluvchi c=0 vektor esa Q(t) to’plamdagi x nuqtaga
o’tkazilgan tayanch tekislikning normalidan iborat (10.1-chizma).

C

10.1-chizma
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Yuqorida ta’kidlanganidek, chizigli sistema uchun regulyarlik sharti
erishish to’plamining yopiqligini ta’minlaydi. Endi erishish to’plamining
yopiqligi bilan bir qatorda uning gat’iy qavariqligini ham ta’minlovchi
yana bir shartni keltiramiz. U normallik sharti deyiladi.

(10.1) chizigli sistema uchun normallik sharti, har bir ¢ = 0 va t1 > tg
da (10.8) maksimum shartidan u(t) bo’lakli-uzluksiz funksiyaning [t,.t,]

dagi barcha uzluksizlik nugtalarida bir giymatli aniglanishini ifodalaydi.

Normallik sharti regulyarlik shartidan kuchliroq talabdir, chunki
normallik shartiga ko’ra ixtiyoriy c¢=0 va t >t, uchun c'F(t,t)B(t)
funksiya v to’plamning yogqlariga [t,,t,] oraligning fagat alohida olingan
nuqtalaridagina ortogonal bo’lishi mumkin, ya’ni [t,,t,] ning gism
intervallarida ortogonallik garalmaydi.

10.3-lemma. Agar (10.1) chizigli sistema normal bo’lsa va V
boshqarishlar to’plami bittadan ko’p eclementli bo’lsa, ixtiyoriy (10.2)
boshlang’ich shart va t, >t, uchun Q(t,) erishish to’plami qat’iy qavariq

bo’ladi.

10.3-lemmaning isbotini [2] dan garash mumkin.
3. Chizigli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari.
(10.1) sistema uchun ikki nugtali tezkor masalani garaymiz: shunday
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u”(t)eU boshgarishni topish talab gilinadiki, unga mos x"(t) trayektoriya,
t,,t, vaqt momentlarida berilgan x° x* nuqtalardan o’tsin, ya’ni
XAV ()= A REh)

shartlar bajarilsin va t,—t, o’tish vaqti minimal bo’lsin. Bunda u"(t) ga
optimal boshgarish, x"(t) ga optimal trayektoriya, t; ga optimal vaqt
momenti (tezkor moment) deyiladi. (u'(t),x"(t),t;) esa masalaning
yechimidir. Qaralayotgan masalani gisgacha,

t, —t, > min

X = A(t)X + B(t)u, t e [t,,t]

X(t,) = x°,x(t,) = X',

u) eu

(10.12)

ko’rinishda belgilaymiz.
Quyidagi funksiyani Kiritamiz:
p(t):anHi:rl\ c'F(t,t)x° +Imavxc'F(t,r)B(r)udr—c’x' e
Bu funksiya barcha t, >t, nuqgtalarda uzluksizdir.
10.1-teorema. Faraz qgilaylik, (10.1) sistema regulyarlik shartini
ganoatlantirsin. (u”(t),x" (t),t;) - (10.12) masalaning yechimi bo’lsin. U
vaqtda:
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1) t; optimal vagt momenti

lel=L

min| ¢'F(t,t,)x° +Ima\1/x c'F(t,7)B(r)udr —c'’x’' |=0 (10.13)

tenglamaning minimal ildiziga teng;
2) u”(t) optimal boshqgarish,

c*,F(tf,tO)B(t)u*(t) = max c'F(t,,t,)B(t)u, t, <t <t (10.14)
maksimum shartini ganoatlantiradi, bu yerda c¢” eR", ¢ #0 vektor t=t;
bo’lganda (10.13) ning chap tomonidagi ifodaning ixtiyoriy minimum
nuqtasidir;
3) x"(t) optimal trayektoriya

X = AMt)X +B(t)u (t), x (t,)=x° (10.15)
munosabatlarni ganoatlantiradi.
Isboti.
1) x*eQ(t) munosabat p(t,)>0 ga teng kuchlidir. Shuning uchun t;
optimal vaqt momenti
t, =min{t, : p(t,) >0, t, >t,},

ya’ni p(t,)>0 bajariladi. p(t) funksiyaning uzluksizligidan va t; ning
optimalligidan p(t,)>0 bo’la olmasligi kelib chigadi. Demak, p(t,)=0
va t; -(10.13) tenglamaning eng kichik ildizidan iborat.
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2) u”(t) optimal boshqarish bo’Igani uchun, Koshi formulasiga ko’ra,
X' = F(t to)x° + j F(t,,t)B(t)u” (t)dt, (10.16)

bajariladi. Endi (10.13) tenglikda t=t; deb uni ceR"|c|=1 bo’yicha
Ixtiyoriy ¢ minimum nugqtasi uchun yozamiz:

' ty ' '
¢ F(t t)x° + j maxc” F(t;,)B()u"®)dt—¢” x* =0,
to

Bu tenglikda x' o’rniga uning (10.16) dagi ifodasini keltirib qo’yib,
quyidagi

j [rrvlglx ¢ F(t,,t)B(t)u—c” F(t,,t)B(t)u” (t)]dt =0,

to
tenglikni olamiz. Bu oxirgi tenglikda integral ostidagi funksiya manfiymas
va t bo’yicha bo’lakli-uzluksiz bo’lgani uchun undan talab qgilingan (10.14)
munosabatni hosil gilamiz.
3) x'(t) optimal trayektoriya (10.15) munosabat orgali bir qiymatli
aniglanadi.
10.1-teorema isbotlandi.

10.2-teorema. Faraz qilaylik, (10.1) sistema normallik shartini
ganoatlantirsin. Agar u’(t) boshqarish, x'(t) trayektoriya va t,  vaqt
momenti 10.1-teoremadagi 1)-3) shartlarni ganoatlantirsa, (u’(t),x (t),t;) -
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(10.12) tez harakat masalasining yechimi bo’ladi.
Isboti. p(t) funksiyaning ta’rifi va uning uzluksizligidan
t, =min{t, : p(t,) =0, t, > 1.},
ckanligi kelib chiqadi, ya’ni (10.13) tenglamaning minimal ildizi optimal
vagt momentini aniglaydi. x"(t) optimal trayektoriya (10.15) tenglik orqali
bir giymatli aniglanganligi uchun, u"(t) boshqgarishning optimalligini
ko’rsatsak yetarli bo’ladi.
(10.13) tenglikda t=t; deb uni ceR"[c|=1 bo’yicha ixtiyoriy S”
minimum nugtasi uchun yozamiz:
0= c*’F(tf to)x° +jnv1€a\1/x c*’F(tf,t)B(t)udt —c*’xl :c*’F(tl* )X +
: X (10.17)
+ j c*IF(tf,t)B(t)u*(t)dt eyt c*'x*(tl) ey
Ekstremal prinsipga (10.2-lemma) va u’(t) boshgarish hamda x'(t)
trayektoriyalarning aniqlanishiga ko’ra,
c*' (x—x"(t,)) =0 (10.18)
tekislik Q(t,) erishish to’plamining x'(t) nuqtasiga o’tkazilgan tayanch
tekislik bo’ladi.

(10.17) tenglik ko’rsatadiki, x* nuqta (10.18) tayanch tekislikda yotadi.
t, -tezkor moment bo’lgani uchun x'eQ(t;) bo’ladi. Agar x (t)=x'
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bo’lsa, [xl,x*(tf )] kesma Q(t,) ning chegarasiga tegishli bo’lar edi. Ammo
10.3-lemmaga ko’ra, Q(t,) qat’iy gavariq to’plam ekanligidan, bunday
bo’lishi mumkin emas. Demak, x'(t))=x" ya’ni u’(t), te[t,,t;] optimal
boshqgarish bo’ladi.

10.2-teorema isbotlandi.

Optimallikning zaruriy va yetarli shartlarini ifodalovchi 10.1- 10.2-
teoremalarga qo’shimcha qilib shuni aytish mumkinki, normallik sharti
bajarilganda optimal boshqgarish (va demak, optimal trayektoriya ham)
yagona bo’ladi. Bu tasdiq (10.14) maksimum shartidan osongina kelib
chigadi.

4. Tezkor masala uchun Pontryaginning maksimum prinsipi.

Optimal  boshgaruv nazariyasida optimallikning zaruriy sharti
Pontryaginning maksimum prinsipi ko’rinishida ifodalanadi. Quyida 10.1-
teoremada keltirilgan zaruriy shartlarni maksimum prinsipi shaklida yozish
mumkinligini ko’rsatamiz.

Quyidagi
w (1) =F(t,t)'c (10.19)
funksiyani Kiritamiz va (10.14) shartni
(t)B(t)u (t) = maXy/ (t)B(t)u t, <t<t, (10.20)
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ko’rinishda yozamiz. (10.19) funksiya
g =-AMy,p(t)=c (10.21)
qo’shma sistemaning yechimidir. Agar
H(x,,u,t) = TAM) X+ B(t)u]
Gamilton-Pontryagin funksiyasidan foydalansak, x"(t) ning (10.15) ni,
u”(t) ning (10.14) ni va " (t) ning esa, (10.21) ni ganoatlantirishini

X (t)=H, (X ),y (t),u"(t).t) (10.22)

(1) =—H, (X [0,y (©),u"().t) (10.23)

HOC @),y (0),u” (1),1) = max H(x" (1), ().u.1),  telty,t] (10.24)
ko’rinishda yozish mumkin. Agar bu sistemani yana bitta

HX ).y ()" (t).) >0 (10.25)

munosabat bilan to’ldirsak, tezkor masala uchun quyidagi maksimum
prinsipiga ega bo’lamiz.

10.3-teorema (maksimum prinsipi): Faraz qgilaylik, (10.1) sistema
uchun regulyarlik sharti bajarilsin. Agar (u™(t),x (t),t;) (10.12) masalaning
yechimi bo’lsa, shunday trivial (aynan nol) bo’lmagan y"(t) vektor
funksiya topiladiki, (10.22)-(10.25) shartlar bajariladi.

5. Chizigli stasionar tezkor masala. Optimal boshqgarishning sintezi.
Quyidagi
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t, —t, = min, X = Ax+ Bu, x(t,) = x°, x(t,) = X',
u=u(t)eV,telt,,t]
tezkor masalani garaymiz, bu yerda A-nxn -matrisa va B-nxm -
matrisalar o’zgarmas, V < R™ qavariq kompakt ko’pyoqlidan iborat.
10.4-lemma [2]: Agar VvV ko’pyoqlining istalgan qirrasiga parallel
bo’lgan w vektor uchun
rank{Bw, ABw,..., A"'Bw}=n (10.27)
bo’lsa, (10.26) sistema uchun normallik sharti bajariladi.
Yuqorida keltirilgan natijalar (10.26) statsionar tezkor masala uchun
quyidagi teoremada aniglashtiriladi.
10.4-teorema: Faraz qilaylik, (10.26) sistema uchun (10.27) shart
bajarilsin. U vaqtda:

a) chizigli statsionar tezkor masalaning (u”(t),x"(t),t;) Yyechimi uchun
shunday " (t) funksiya mavjud bo’ladiki,

X =H, X @Oy ©.u©)y ©=-H,@Oy 0u o) (10.28)

H( (1), p (D), u" () = max HC @)y (©)u), t <t<t] (10.29)

shartlar bajariladi va u”(t) boshgarish [t,,t;] da bo’lakli 0’zgarmas bo’lib,

uning gqiymatlari v  ko’pyoqlining uchlaridan iborat
H(x,y,u) = yw'[Ax+Bu]).

(10.26)

(bu yerda

b) agar vV ko’pyoqlining u' ichki nugtasi uchun Ax'+Bu'=0 shart
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bajarilsa va u’(t),x"(t),w (t) funksiyalar (10.28), (10.29) shartlarni va
X (t,) = x* tenglikni ganoatlantirsa, u”(t) -optimal boshqarish, x"(t) -optimal
trayektoriya. t; - optimal vaqt momenti bo’ladi.
¢) optimal boshqgarish yagonadir.
Isboti. Teoremaning a) tasdig’i 10.3-teoremaning natijasidir. b) tasdiq
esa 10.4-lemmani hisobga olgan holda normallik shartidan va (10.29)
maksimum shartidan kelib chigadi. b) tasdigni (10.26) masalaning xususiy
holi bo’lgan
t, — min, X = Ax+Bu,x(0) = x°,x(t,) =0, |u/<1 (10.30)
masala uchun isbotlaymiz, bu yerda A-nxn matrisa, BeR™, u -skalyar
boshgaruv parametri.
(10.30) sistema uchun (10.27) shart,
rank{B, AB,..., A"'B}=n (10.31)
ko’rinishda bo’ladi.
Asosiy va qo’shma sistemalardan iborat,
X =A(t)x+Bu, v =-A'(t)y
sistemani ganoatlantiruvchi ixtiyoriy u(t), x(t),w(t), t>0 funksiyalar uchun
u(t) ning uzluksizlik nugtalarida quyidagi

%V/'(t)x(t) =y (Ox() + v (OX() = 'O Ax() + v ') Ax(t) +
+y/(Obu(t) = w'(t)bu(t)
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tenglik bajariladi. Bu tenglikni [o,7] oraligda integrallab,
y'(0)x(z) —y'(0)x(o) = It//’(t)bU(t)dt (10.32)

tenglikni hosil gilamiz.

Faraz qgilaylik, u”(t) -boshgarish va unga mos x’(t),y" (t) funksiyalar
[0,t;] oraligda (10.28), (10.29) hamda x'(0)=x° x'(t;)=0 shartlarni
ganoatlantirsin, ammo u’(t) optimal bo’lmasin. U holda, shunday
u’(t),t €[0,t°] boshgarish mavjudki, unga mos x°(t) trayektoriya
x°(0)=x° x°(t))=0 shartlarni ganoatlantiradi va t’<t, tengsizlik
bajariladi. (10.32) munosabatdan foydalanib, quyidagiga ega bo’lamiz:

v EX ) =|p X @) OO |-l @) -y KO-

o , (10.33)
= j [l//* (tou™ (1) -y (t)bu°(t)}dt

0
10.4-teoremaning shartiga ko’ra, u®(t),t[0,t°] boshgarish maksimum
prinsipini qanoatlantlradl ya’'ni

v Obu ) 2y ObuC), tefot]s o]

tengsizlik bajariladi. Shuning uchun, (10.33) dan t//*'(tf)x*(tlo) >0 tengsizlik

kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan, maksimum shartiga ko’ra,
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w (Dbu”(t) = r‘n‘ali( v (Dbu, te[0,t]

bo’lgani uchun, u"(t) =sign y/*’ ()b ko’rinishda bo’ladi. (10.31) shartdan

v (©b=0, te[0,t], bo’lishi kelib chiqadi. Shunday gilib, t° <t ekanligini
hisobga olsak, (10.32) ga asosan,

v )X () =y ()X W) -y @)X () =—fl//* (Hbu”(t)dt =[]y ()b|dt <0
munosabat  bajariladi.  Olingan  garama-qarshilik, u(t),te[0,t;]
boshqarishning optimalligini ko’rsatadi. 10.4-teorema isbotlandi.

Optimal boshqarishlarni qurishda quyidagi natija ham muhim
ahamiyatga ega [2], [3].

10.5-teorema (n intervallar hagida) [2]: Faraz qilaylik, (10.25)
statsionar ~ tezkor  masala  uchun  (10.27) shart  bajarilsin,

Y ={v6 R™:|v| <1, i=1,_m} va A matrisaning barcha xos giymatlari haqigiy
bo’lsin. U vaqtda u(t) = (u, (t),..,u  (t)) ekstremal boshqarish har bir u; (t)
koordinatasining o’zgarmaslik intervallari soni n tadan oshmaydi.

Misol. (10.30) masalada n=2,x° =(x1°,x§),x1=(0,0),A=(8 8} b=(fj

bo’lsin. Bu holda 10.5-teoremaning barcha shartlari bajarilgan bo’ladi,
shuning uchun ekstremal boshqarish, u=+1 va u=-1 qiymatlar qabul giladi
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va o’tish nugqtasi bittadan ko’p emas, ya’ni o’zgarmaslik oraliglari soni

ikkitadan oshmaydi.

u==1 bo’lganda x, =+1 nugtaning harakat tenglamasi -=-=-=

ko’rinishda bo’ladi. Bu yerdan
dx
dx,

bo’lishi kelib chigadi. Ularga mos harakat trayektoriyalari 10.2 - 10.3-

chizmalarda keltirilgan.

X
—L =4X,,X% =+—%+const
2
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Koordinatalar boshiga kelib tushuvchi AO,0v trayektoriyalarni
ajratamiz (10.4 - 10.5-chizmalar).

10.4-chizma

10.5-chizma

Agar boshlang’ich x° nugta AO yoki OV yoy ustida yotsa, maksimum
prinsipini ganoatlantiruvchi jarayon topilgan hisoblanadi. Aks holda
(10.34) trayektoriyalar ichidan AO yoki OV orqali o’tadiganini aniqlaymiz.
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Natijada koordinata boshiga olib keluvchi va faza tekisligini to’ldiruvchi
egri chiziglar oilasini quramiz (10.6-chizma).

10.6-chizma

Bu chiziglar oilasiga tegishli har bir egri chiziq (10.34) parabolalarning
ikki bo’lagidan iborat bo’lib, ular maksimum prinsipini qanoatlantiradi.
10.4-teoremaga ko’ra, bu trayektoriyalar optimaldir. Koordinata boshiga
yo’nalgan optimal harakat quyidagicha amalga oshadi:

(10.35)

: {— 1 aeap X" bownaneuunykma AOBuusukoaniokopuoaéku AO éi yemuoa émca,

+1,  aeap X° Gowmaneuunykma AOBuusukoanxyiiudaéxu OB éii yemuda émca.

Boshqarishga (10.35) formula bo’yicha beriladigan qiymatlar
x=(x,,X,) hugqta AOV chizigga (yoki koordinitalar boshiga) tushguncha

saglab golinadi. x=(x,x,) nhugta AOV chizigga tushgan vagt momentida
boshgarishning giymatini -1 dan +1 ga yoki aksincha o’zgartirib, x nuqta
koordinata boshiga tushguncha saglab qolinadi. Boshgaruvning giymatlari
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o’zgaradigan AOV chiziq, o tish chizig’i deb ataladi.

Endi v(x°) deb, (10.35) formula bilan aniglanuvchi funksiyani
belgilaymiz. U vagtda optimal boshgarish u=v(x’) qoida bo’yicha hosil
gilinadi. x° nugta ixtiyoriy bo’lgani uchun, bu qoida optimal boshqarishni
barcha x=(x,x,) nuqtalarda u=v(x) formula bo’yicha quradi. Ana
shunday qoida bo’yicha optimal boshgarishni qurishga uning optimal
sintezi deyiladi. Demak, (10.35) formula garalayotgan misolda optimal
boshgarishning sintezini beradi. Optimal trayektoriya esa

X, =Xy, X, =V(X)
sistemani integrallash orgali quriladi.

10-ma'ruza bo'yicha savollar

1. Chizigli boshgarish sistemasi erishish to’plamining xossalari
(qavariglik, kompaktlik, ekstremal prinsip).

2. Chizigli boshqgarish sistemasi uchun regulyarlik va normallik shartlari.
Bu shartlar erishish to’plamining ganday xossalarini ta’minlaydi?

3. Chiziqli tez harakat masalasi uchun optimallikning zaruriy va yetarli
shartlari. Pontryaginning maksimum prinsipi.

4. Chizigli stasionar tez harakat masalasida optimallik shartlari va
ulardan foydalanib optimal boshgaruvni qurish. Optimal boshgaruvning
sintezi.
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11-ma’ruza
Dinamik programmalashtirish usuli va uning tadbiglari

Reja:

1.Dinamik  programmalashtirish  usuli  (resurslarni  tagsimlash
masalasi)

2.Terminal boshgarish masalasini dinamik programmalashtirish usuli
yordamida yechish.

11.1. Dinamik programmalashtirish usuli (resurslarni tagsimlash
masalasi)

Dinamik programmalashtirish deb, matematik modellari ko’p
bosqichli va dinamik jarayonli xarakterga ega bo’lgan chiziqli bo Imagan
programmalash-tirishning maxsus masalalari va optimal boshgaruv
masalalarini yechishning hisoblash usuliga aytiladi. Bu usul jarayonlarning
ketma-ket tahliliga asoslangan bo’lib, ekstremal masalalarni yechishda
amerikalik olim R. Bellman tomonidan XX asrning 50-yillaridan boshlab
dastlab sistematik va prinsipial keng qollanila boshlandi. Mazkur bobda bu
usulning asosiy goidalari chizigli bo"Imagan programmalashtirishning gator
maxsus masalalari uchun bayon gilinadi. Dinamik programmalashtirishning
optiml boshgaruv masalalariga ba’zi tatbiglari hagida ham so"z yuritamiz.
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Aytaylik, ¢ hajmli xomashyo va
N ta texnologik jarayon mavjud bo Isin. Agar xomashyoning X miqgdorini

i — texnologik jarayonda sarflansa, fi(x) foyda olinadi. Maksimal foyda

olish uchun xom ashyoni jarayonlar o’rtasida ganday tagsimlash kerak?
Faraz qgilaylik, x, —i-jarayon uchun ajratilgan xomashyo miqdori bo"lsin.

U holda goyilgan resurslarni tagsimlash masalasining matematik modeli

Zn:fi(xi)—>ma>g Zn:xi:c, x. >0, i=1n (11.1)
i=1 i=1

ko rinishni oladi.

(11.1) chizigli bo’lmagan programmalashtirish masalasining o’ziga
xosligi  shundan iboratki, uning magsad funksiyasi f(x) va asosiy
boglanish funksiyasi g(x) separabeldir, ya’ni ular bir o’zgaruvchili

funksiyalar yig indisi shaklida ifodalangan.

Ekstremal masalani dinamik programmalashtirish usuli  bilan
yechishning birinchi bosqgichi — berilgan masalani unga o0 xshash
masalalar oilasiga invariant turkumlashdan iboratdir. Bu bosqich ma’lum
ma’noda san’at bo'lib, har bir muayyan holda tadgigotchining tajribasi,
sezgisi va mahoratiga bog'liqdir. U (11.1) masala uchun ixtiyoriy
k, 1<k<n sondagi texnologik jarayonlarga va y, 0<y<c xomashyo
g amlamasiga ega bo’lgan resurslarni tagsimlashning ushbu
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Zn: f.(x,) > max, Zk:xi =y, x>0, i=1k (11.2)

i=1 i=1
masalalarini garashdan iboratdir. k=n, y=c bo'lganda (11.2) masalalar
oilasidan boshlang ich (11.1) masala olinadi.
(11.2) masalalar oilasidan olingan ixtiyoriy masala magsad
funksiyasining optimal giymati B, (y) Bellman funksiyasi deyiladi:

k k e =

B, (y)=max ) f.(x,), =Y, X=01=1k
k 2 2 (11.3)
Masalani dinamik programmalashtirish usuli bilan yechishning
ikkinchi bosgichi — Bellman funksiyasi uchun tenglamani olishdan

iboratdir. Bu bosgichda Bellmanning optimallik prinsipi umumiy holda
qo’llaniladi. (11.1) masala uchun uning mohiyati quyida keltiriladigan
mulohazalar orqgali beriladi. Bu mulohazalar oddiy matematik faktlarga
asoslangan va yetarlicha universaldir. Izlanayotgan tenglamani tuzishda
invariant turkumlashning to g riligi namoyon bo’ladi. Ikkinchi tomondan,
turkumlash usuli tenglamaning ko'rinishida ham seziladi, k jarayonli va ¥
xomashyo g amlamasiga ega bo'lgan (11.2) masalada k -jarayonga
z, 0<z<y miqgdordagi xomashyo ajratamiz. Bunda k-jarayondan
olinadigan foyda f,(z) gateng bo’ladi. 1,2......k —1 nomerli jarayonlar uchun
esa, y-z miqgdordagi xomashyo goladi. Aytaylik, bu xomashyo golgan
jarayonlarga optimal tagsimlangan bolsin. (11.3) ning aniglanishiga ko ra,
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k-1 ta jarayondan keladigan foydaning maksimal miqgdori B _,(y-2z) ga
teng bo'ladi. Shunday qilib, k jarayonga z migdorda xomashyo
ajratilganda barcha k jarayonlar va y xomashyo g amlamasidan

f (2)+B,,(y—2) (11.4)
foyda olamiz.

z migdorni 0<z<y chegarasida o’zgartirib, (11.4) umumiy foyda
maksimal bo'ladigan x?(y) (k -jarayon uchun xomashyoning optimal
miqdori) giymatni topamiz:

£ 0 (V) By =2 (y)) = max £, (2) + By (y — 2] (11.5)

Ikkinchi tomondan, (11.3) ga asosan, xomashyo miqdori y bo’lganda

k ta jarayondan olinadigan maksimal foyda B,(y) ga tengdir. Bu
giymatni (11.5) ifodaning o'ng tomoniga tenglashtirib, B, (y) funksiya
uchun

B,(v)=max[f,(z)+B,,(y-2)l, k=Ln, 0<y<c (11.6)

tenglamani olamiz. Bu Bellman tenglamasi deb ataladi. (11.6) tenglama
B, (y) funksiyaning k argumentiga nisbatan rekurrent bo lganligidan uni

yechish uchun boshlang’ich shart berilishi kerak. Uni (11.3) dan k=1
bo"lganda topish mumkin:
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Bl(y)= max fl(xl)’ Xp =Y, X 2 0. (11.7)

Shunday qilib, (11.6) Bellman tenglamasi uchun boshlang’ich shart

B,(y)=f,(y)
ko rinishga ega bo ladi.

Masalani dinamik programmalash usuli bilan yechishning uchinchi (va
oxirgi) bosgichi Bellman tenglamasining yechimini izlashdan va u bo yicha
(11.1) masalaning yechimini qurishdan iboratdir. (11.6) tenglamada k=2
deb olamiz:

B,(y)= ggg[fz(m B,(y—2]] (11.8)

Bu ifodaniig 0'ng tomonida berilgan f.(2) funksiya va (11.7) dan topilgan
B,(y) funksiya bor. Shuning uchun (11.8) formula ma’lum bir o zgaruvchili
funksiyani maksimallashtirish bnlan B,(y) funksiyani hisoblash imkonini
beradi. So'ngra (11.6) da k=34,.n deb olib, har bir holda bir
o’zgaruvchili funksiyani maksimallashtirish amalini bajarib, ketma-ket
B.(y),B,(y)....B,(y) funksiyalarni olamiz.

(11.3) ga asosan, B, (c)son (11.1) boshlang ich masala uchun maksimal

foydadan iboratdir. Xomashyoning texnologik jarayonlar bo yicha optimal
tagsimotini topish uchun (11.5) ifodaga murojaat gqilamiz. Unda
k=n, y=c deb olib, (11.5) ning aniglanishi bo’yicha agar barcha n ta
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jarayon uchun xomashyo miqdori ¢ ga teng bo’lsa, oxirgi jarayonga (bu
holda n-jarayonga) ajratilgan xomashyoning optimal migdoriga teng
bo'lgan x°(c) sonni olamiz. Shunday qilib, boshlang’ich masala
x® ={x?,...,x°} optimal rejasining x° komponentasi topildi: x° = x’(c)

Agar n -jarayon uchun x° miqdor ajratilsa, u holda golgan n-1 ta
jarayon uchun c¢-x° miqdordagi xomashyo qoladi. (11.5) da
k=n-1 y=c—x’ deb olamiz va x°,(c-x°) ni topamiz. Ravshanki, (11.1)

masala X’ optimal rejasining oxirgidan oldingi komponentasi
x°,=x%,(c—x°) ga tengdir. Yechish jarayonini davom ettirib, (11.1)
boshlang ich masala yechimining x°,....,x, komponentalarini topamiz.

Natijani tahlil gilamiz. Usulning afzalliklari:

1) boshlang’ich n ta o’zgaruvchi bo'yicha (11.1) maksimallashtirish
masalasi bitta o'zgaruvchi bo’yicha n-1 ta (11.6) maksimallashtirish
masalasiga keltirildi, hamda natija — global optimal rejadan iborat bo’ldi;
2) yechish jarayonida masala elementlarining analitik xossalaridan
foydalanilmadi; berilgan funksiyalar jadval, grafik, algoritmik va h.k.
ko rinishda berilishi mumkin edi;

3) B,(y) larni hisoblash natijalari bo'yicha ¢ va n ning giymatlarini

variatsiyalab, (11.1) masalaning yechimini oson qurish mumkin; bu (11.1)
masala yechimining ko rsatilgan parametrlarning o zgarishiga sezgirligini
tahlil gilish imkonini beradi.
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Usulning asosiy kamchiligi Bellman tomonidan «o Ichovning
qargishi» deb atalgan bo'lib, u shundan iboratki, (11.6) Bellman
tenglamasini yechishda  funksiyalarni esda saglashga to'g'ri keladi.
Berilgan bitta xomashyoni tagsimlash masalasida ular bir o zgaruvchili
funksiyalardan iborat. Umumiy holda esa, argumentlarning soni
xomashyoning Xillari soniga teng bo'ladi. EHM da ko'p o zgaruvchili
funksiyalar (n>2) jadvallarini tuzish, operativ xotira imkoniyatining
chegaralanganligidan prinsipial giyinchiliklarga olib keladi, shuning uchun
bu usulning muhokama gilinayotgan shu kamchiligi ko'p o'lchovli (c-
vektor) masalalarni yechishda dinamik programmalashtirishning yugorida
bayon qilingan klassik tarzini amalga oshirish imkonini bermaydi.
«O’Ichov garg ishi» ni bartaraf etishning turli usullari tavsiya qgilingan.

Misol. (11.1) masalaga oid sonli misol garaymiz, uning Kkattaliklari
1- jadvalda berilgan.

Bellman funksiyasini hisoblashni 2-jadvalda bajaramiz. Har bir
katakda Bellman funksiyasining qgiymati bilan bir gatorda, gavs ichida
(11.6) tenglamaning o 'ng tomoni maksimumga erishadigan x{(y) giymat
ham Kko'rsatilgan. 2-jadvaldan ko'rinadiki, garalayotgan masalada
maksimal foyda B,(5)=7 bo'ladi. Resurslarni optimal tagsimlashni
topamiz. x2(5)=0 bo'lganligidan, uchinchi texnologik jarayonga resurs
ajratmaymiz: x{ =0. Shunday qilib, 1-,2-jarayonlarga to'lig 5 hajmdagi
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resurs goladi. 2-jadvaldan xj(5)=5 ekanliginn topamiz. Demak, maksimal
foyda olish uchun hamma resursni ikkinchi texnologik jarayonga ajratish
kerak (x3 =5). Shuning uchun x; =0.

Masalada bitta shartni o’zgartiramiz. c¢=4 deb olamiz. 2- jadvalga
asosan bu holda maksimal foyda B,(4)=5 bo’ladi, hamda x{ =1 So’ngra
B,(3) bo’yicha 2-jadvaldan xJ =0 ni olamiz. Demak, x; =3. Shunday qilib,
5-chizmadagi ogim qiymati 3 ga teng bo"lgan maksimal ogimdir.

11.2. Terminal boshgaruv masalasini dinamik programmalshtirish
usuli bilan yechish.

Terminal boshgaruvning eng sodda masalasi quyidagi ko rinishda
go yilgan edi:
X = (XU, ), X(t,) = X,,u(t) €U teT =[t,,t,], (11.9)
I(u) = p(x(t,)) > min .
Bu masalani skalar z va n vektor x parametrga bog lig bo"lgan
x= f(xU,t),x(x) = xut) eU,teT. =[z,t,],
1 (u) = p(X(t,)) —> min (11.10)
masalalar oilasiga turkumlaymiz.
Oilaning umumiy masalasida sifat Kkriteriysi I(u) ning minimal
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giymatini B(x,7)deb belgilaymiz (Bellman funksiyasi). [r,z+Az], Azr>0
kesmada Bellman tenglamasini olish uchun u(t)=v(t),te[r,z+A7]
boshgarishni tanlaymiz. Bu boshqarish ta’siri ostida (11.6) sistema x(z) = x
holatdan
X(z + A7) = X(7) + Ad (X(7),v(z), 7),+0(AT) (11.11)
holatga o’tadi. Aytaylik, (11.6) sistema t=r+Az momentdan boshlab,
x(r+A7r) holatdan  u(t) =u(t| x(r + A7),z +Ar,t e[t +Ar,t]  boshgarish
yordamida optimal boshqarilsin.  Bunda, Bellman funksiyasining
aniglanishiga asosan, sifat kriteriysi B(x(r +Arz),z+Az) qiymatga erishadi.
Shunday qilib, u(t) =v(t),t e[r,z+Az],ult) =u(t|x(r + A7), c + Az, t e[r + Az 1],
boshgarishda sifat kriteriysi
B(X(z + A7), 7+ A7) < B(X,7) (11.12)
giymatga erishadi.
Agar v(t),te[r,c+A7] sifatida (11.10) masalada u(t|x,z) optimal
boshgarishning gismini olsak, ravshanki,

B(X°(r + A7), 7+ A7) <B(X,7) (11.13)
bo'ladi. Aytaylik, B(z,x) eC® bo'lsin. U holda (11.12), (11.13) dan
B = XA RRoE (N N ) 2 A% 0l B o0 ),
gx (11.14)
Bl M L OB é:’f) £ (x,U°(2), 7)Az +0(z) = B(x,7),
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ekanligini olamiz.

B(x,7r) ga qisqartirib, so’ngra (11.14) ning ikkala tomonini Az ga
bo’lib, Az —»0 dan keyin minimallashtirish amali bilan murakkablashgan,
xususiy hosilali differensial tenglamadan iborat, ushbu Bellman
tenglamasiga kelamiz:

_OB(x7) _ aB'é:, %) ¢ (x,v,7). (11.15)

a T veU

(11.15) tenglama uchun, Bellman funksiyasining aniglanishidan,

quyidagi
B(x,t,) = o(X) (11.16)
chegaraviy shartni olamiz.

Pontryaginning maksimum prinsipi va Bellman tenglamasi orasida
uzviy bog lanish mavjud: agar u®(t),x°(t),¢°(t),t T, mos ravishda, optimal
boshqarish va boshlang’ich hamda  qo’shma sistemalarning unga mos
yechimlari bo’lib, B(x,t) eC® esa (11.15), (11.16) Bellman tenglamasining
yechimi bo’lsa,

z//o(t)z—w,teT (11.17)
bo’ladi. Hagigatan, (11.15) dan
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aB’(XO (t),t) f (XO (t), Uo(t),t = aB(XO (t)!t)

OX ot

B O B R
OX OX

kelib chigadi. Ya’ni f'(x,u°(t),t)oB(x,t)/ox +oB(x,t) | ot funksiya har bir teT
momentda x argument bo'yicha x=x°(t) nuqtada maksimumga erishadi.
Uning uchun statsionarlik shartini yozamiz:

82B(XO (t)1t) f (XO (t),uo(t),t + aB,(Xao(t)’t) %

o2 2 X (11.18)
Bf (x°(t), u (t), t) 0 BO(t),t) _ 0
o oxot '

Ikkinchi tomondan, x°(t),u’(t),teT bo ylab
d aB(X’(t).1) 4 azB(xoz(t),t) £ (OO0 (D).t + 0*B(x°(t),t) = (11.19)
dt OX OX Oxot
ga egamiz. (11.18) ni (11.19) bilan tagqoslab, aB(x°(t),t)/ox funksiya
qo’shma (11.11) sistemani ganoatlantiradi, degan xulosaga kelamiz. Lekin
(11.16) ga muvofiq, aB(x°(t,).t,)/ox=0(x°(t))/ox tenglik o'rinli, u holda
(11.11) sistema yechimining yagonaligiga asosan (11.17) formula
bajariladi.
(11.17) formula maksimum prinsipini ko’rgazmali geometrik talgin
qgilish imkonini beradi. u°(t) optimal boshgarish har bir t momentda
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sistemaga Bellman funksiyasi B(x,t) ning x°(t) nuqtadagi antigradiyenti
w°(t) Yo nalishida maksimal proyeksiyaga ega bo’lgan f(x°(t),u’(t),t)
tezlik beradi (11.1-chizma).

11.1-chizma.

Oldingi bandda (11.15) tenglamadan
Pontryaginning maksimum prinsipi ancha kuchli talablarda olindi. Hozirgi
ishlarda (11.15) tenglamadan, odatda, optimallikning zaruriyliki shartlarini
emas, balki yetarlilik shartlarini ifodalash uchun foydalaniladi.
11.1-teorema. Aytaylik, B(x,t) -(11.15) Bellman tenglamasining
B(x,t,) = p(X) + 2'g(x)(1 >0) (11.20)
chegaraviy shartli silliq yechimi u(x,t) quyidagi

1-ma'ruza
2-ma'ruza
3-ma'ruza
4-ma'ruza
5-ma'ruza
6-ma'ruza
7-ma'ruza
8-ma'ruza
9-ma'ruza
10-ma'ruza
11-ma'ruza
12-ma'ruza

Titul varaq

e =l
Orgaga
Sahifa 225/ 243
To'lig ekran

Chigish



58;: B £ (x, y(x,Ot) = mma ( Yt uy (11.21)

shartni ganoatlantiruvchi boshgarish qonuni bo Ism.
Agar
X = f(x,u(xt),t),x(t,) =X,
tenglama shunday x(t),teT yechimga ega bo'lsaki, u yechim bo’ylab
u(t) =u(x(t),t) bo'lakli-uzluksiz va
g(x(t,)) <0, A'g(x(t,)) =0 (11.22)
bo’lsa, u(t),t eT boshqgarish

I (u) = p(X(t,)) — min, x= f (x,u,t), (11.23)
X(t,) =%, u(t) eU,teT,g(x(t)) <0
masalada optimal bo"ladi.

Isboti.  u(t),x(t),teT, mos ravishda, (11.23) masalaning
bog lanishlarini ganoatlantiradigan boshga joiz boshgarish va unga mos
trayektoriya bolsin. (11.15), (11.21) dan

OB(x(t),t)  aB'(x(t),t)
e fx(t),u(t),t),
OB(x(t),t) _ aB'(X(t),t) , —,.. —
- = < = f(x(t),u(t),t)
munosabatlarga ega bo lamiz. Bu munosabatlar vaqgt bo yicha to'lig hosila
atamalarida
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d d
—B(X, )|,y =0,—B(x,t
e () R0 BT

=0 (11.24) 1-ma'ruza

2-ma'‘ruza

ko'rinishni oladi. (11.24) ni u(t),u(t) bo’ylab integrallaymiz va (11.20)
chegaraviy shartdan foydalanamiz:

B(X(tl)tl) u B(X(to)’ to) - ¢(X(t1)) + i’g (X(tl)) A B(Xo ) to) =0, = el

B(x(t)t) — B(x(t,).t) = ¢(X(t,)) + A'9(X(t,)) — B(X,,t,) =0 6-ma'ruza

Bu yerdan (11.22) ni hisobga olsak, 7-ma'ruza

I (u) = p(x(t) < p(X(t)) + A9(X(t) < p(x(t,)) = 1 (u) 8-ma'ruza

ya’'ni, u(t),teT - optimal boshgarish ekan. 11.1-teorema isbotlandi. 9-ma'ruza
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12-ma'ruza
Differensial o'yinlar nazariyasining elementlari

Reja:
1. Differensial o'yinlar hagida tushuncha.
2. Chizigli differensial oyinlar. Masalaning qo yilishi.
3. Qavariq to plamlar nazariyasidan ba’zi ma’lumotlar.
4. Differensial o’yinni yechish.

12.1. Differensial o'yinlar hagida tushuncha.

Manfaatlari 0°zaro ustma-ust tushmaydigan tomonlar ishtirok etadigan
konfliktli (ixtilofli, nizoli) ziddiyatli holatlarning matematik modeli 0’yin
deb ataladi. Agar o'yinni tavsiflashda differensial tenglamalardan
foydalanilsa, u differensial oyin deb ataladi. Differensial o' yinlarning
keng targalgan modellari optimal boshgaruvning turli magsadni ko zlagan
kishilar tomonidan tanlanishi mumkin bo’lgan boshgarishning ikki yoki bir
necha guruhini o'z ichiga olgan mos modellarining umumlashmasidan
iborat.

Differensial o’yinlar nazariyasining asosiy mohiyatini ochib berish
maqgsadida, biz, sodda masalalardan biri bo’lgan chizigli differensial
o yinlarni garab chigamiz.

12.2. Chizigli differensial oyinlar. Masalaning go yilishi.
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Ushbu
X = AX+Bu+Cv (12.1)
tenglama bilan ifodalangan jarayonga ta’sir ko rsatuvchi P, va P,

o'yinchilar o’yinning ishtirokchilari bo’lsin (bu yerda A B, C mos

ravishda (1xn) (nxr), (nxs) _ matrisalar). P, va P, o'yinchilarning
ixtiyorida, mos ravishda, U va Vv boshgarishlar bo'lib, o yinchilar har bir
vaqt momentida oz boshqgarishini tanlashda

ueU, veV (12.2)
Bog lanishlarga itoat gilishadi, bu yerda u va v lar, mos ravishda, R, va
R, fazolarning gavarig kompakt gism to plamlaridir. u=u(t) va v=v(t)
funksiyalar t vaqtning funksiyasi sifatida o Ichovlidir.

Bundan tashgari, gavariq yopiq M toplam - o'yinning terminal
to plami berilgan.

O’yin shundan iboratki, P, o'yinchi x faza nugtasini M terminal
to'plamga keltirishga harakat giladi, bunda ayni paygda P, o'yinchi x
nugtaning M ga tushishiga to'sqginlik giladi. x nugta M ga tushgandan
boshlab o’yin tugagan, deb hnsoblanadi.

P, va P, oYyinchilarning joiz strategiyalari sifatida mohiyati
quyidagidan iborat ¢-strategiyalarni qaraymiz. Boshlang’ich t=0
momentda P, oyinchi P, ragibiga o'zining nol bo’lmagan ¢ >0 vaqt
oralig'idagi boshgarishini bildiradi, bunda &, >0 migdorni P, o yinchi 0’z
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ixtiyori bilan tanlashi mumkin. Shu ma’lumot bo’yicha P, o'yinchi
korsatilgan vaqt oralig'ida o'z boshgarishini quradi. £, >0 vaqt o'tgandan
keyin P, o'yinchi yana &, >0 vaqt oraligini va o z boshqarishini bildiradi
va hakozo.

Agar P, oyinchining har bir ¢- strategiyasiga P, o yinchi o zining
shunday &- strategiyasini garama-garshi go ysaki, (12.1) sistemaning bu
boshqarishlarga mos trayektoriyasi T dan kech bo’lmagan vagtda ™m
to'plamga tushsa, x, nugtadan boshlangan o'yin, T vaqgtda tamomlanishi

mumkin, deyiladi.

12.3. Qavariq to’ plamlar nazariyasidan ba’zi ma’lumotlar.
Mazkur bandda differensial
0 yinlarni qarashda qo'llaniladigan gavariq to’plamlar bilan bog'liq bir
necha qurilmalar bayon gilinadi.
Aytaylik, A va B R, fazoning ikkita gavarig gism to plamlari
bo'lsin. A—B geometrik ayirma deb, shunday zeR, nugtalar to plamiga
aytiladiki, ular uchun z+B < A bo'ladi, ya’ni

A-B={zcR :z+Bc A} (12.3)

Ta’rifdan (A-B)+Bc A ekanligi kelib chigadi, bu yerda A_B -shartni
ganoatlantiruvchi maksimal to plamdir, ya’ni D+Bc A munosabatdan
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D A—B ekanligi kelib chigadi.
Geometrik ayirmaning xossalari:

a) A va Bgavarig to plamlarning AZB geometrik ayirmasi gavariq
boladi.
Isboti. z z,eA-B va 0<a<1 hagigiy son bo’lsin. oz, +(1-a)z,
nugtani garaymiz. oB +(1-«)B =B bo’lganligidan,
0z, +(l-a)z, + B = alz, + B)+(1-a)z, + B)c cA+{1-a)A= A
buesa az, +(1-a)z, e A"—B ekanligini bildiradi.
b) A B, A, B, gavariq to plamlar bo’lib, A cA, B, B bo’lsin. U
holda
A-Bc A-B,, (12.4)
A-Bc A-B. (12.5)
(12.4) mansublikni isbotlaymiz. Ta’rifga ko'ra, A e A ga ega
bo'lamiz. B, =B bo'lganligidan, A-B+B, c A va demak (A-B)c A-B,.
(12.5) mansublik shunga o xshash isbotlanadi.
c) Avytaylik, A B lar R da gavariq gism to plamlar bo'lib, A—
yopiq bo’lsin. U holda A-B yopiq to plam bo"ladi.
Isboti. A-B dan ixtiyoriy {z,}7, ketma- ketlikni garaymiz va
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z=limz, bo’lsin. Ixtiyoriy n va beB element uchun, z +beA

n—w

bo'lganligidan, A ning yopigligiga asosan, B dan olingan ixtiyoriy b
uchun z,+be A bo'ladi, ya’'ni z, /'Ry Demak, A-B to plam yopiqdir.
d) Aytaylik, A va B lar R, dan olingan yopig gavariq gism
to'plamlar bo'lib, B kompakt bo’Isin. U holda
5*(4, Afb)s5*(/1, Ab)-5*(A, B), 1eR, (12.6)

Bu yerda &6*(1,C)=supAx — qavarig C to plamning tayanch

xeC

funksiyasidir
Isboti. A-B+Bc A bo'lganligidan, barcha ieR, lar uchun

5*(A, A: B)+B<s*(1, A bo’ladi. Bundan tashqari,

DRl A:B+ B)=5*(1, A: B)+d5*(4, B). Bu munosabatni oldingi
tengsizlikka go yish (12.6) ga olib keladi.
e) A yopiq gavariqg to'plam, B esa gavariq kompakt bo’lsin. U holda

(A+ B):B:A. (12.7)

Isboti. A+BcA+B bo’lganligidan, Ac(A+B)-B. Endi teskari

mansublikni isbotlaymiz. FA(A+ B):B deb belgilaymiz.
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d) xossaga asosan,
5*(A,F)<8*(A, A+B)-5*(4, B)=6*(1,A), 1R,
tengsizlikka ega bo lamiz, bu yerdan F < A ekanligi kelib chigadi.
f) A, B va C lar R, dan olingan gavarig gism to plamlar bolsin. U
holda,

(A: B)+C c(A+C):B (12.8)
Isboti: Aytaylik Ze(A:B)+C bo’lsin. U holda z=x+y bu yerda
xeAB (12.9)
< @ (12.10)
(12.9) dan geometrik ayirma ta'rifiga asosan,
X+Bc A (12.11)

kelib chigadi.
(12.10) va (12.11) larni qo'shib, ze(A+C)-B ni anglatuvchi

z+B < A+C munosabatni olamiz. Demak, (12.8) mansublik isbotlandi.
Faraz qgilaylik, Q(R,)-R, fazoning barcha bo'sh bo'lmagan kompakt

gism to'plamlari majmui bo'lib, S to'plam - R da birlik shardan iborat
bo'lsin. Ixtiyorty X,Y cQ(R.) lar uchun

A(X,Y)=inf{t>0: X cY +1S, ¥V < X +1S} (12.12)
deb olamiz. Unda
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p(X.Y)=max{max p(x,Y ), max(X,Y )}
bo'lishi ni tekshirish giyin emas. Q(R )xQ(R,) da (12.12) munosabatlar
orgali aniglangan p funksiya metrika aksiomalarini ganoatlantirishini
ko'rsatamiz:

1) Barcha X,YeQ(R,) lar uchun p(X,Y)>0 bo'lishi ta’rifdan kelib
chigadi. p(X,Y)=0 deb faraz gilamiz. Bu X =Y, Y =X mansubliklarning
o rinli ekanligiga ekvivalent bo’lib, X =Y ni anglatadi. Aksincha, agar
X =Y bo'lsa, p(X,Y)=0 tenglik 0°z-0"zidan ravshandir

2) p  funksiyaning simmetrikligi, ya’ni  p(X,Y)=p(Y,X)
munosabatning o rinliligi 0"z-0"zidan ravshan.

3) Uchburchak xossasini isbotlaymiz:

PXY)<p(X,Z2)+p(Z,Y) a=p(X,Z) b=p(Z,Y)
deb belgilaymiz. (12.12) ning aniglanishga ko ra,
XcZ+aS, ZcX+aS, ZcY+bS, Y cZ+DbS

bo'ladi. Bulardan
XcY+(@+b)S va YcX+(a+b)s.

Demak,
p(X,Y)<a+b=p(X,Z)+p(Z,Y).
Shuni isbotlash talab gilingan edi.
Shunday qilib, o funksiya Q(R,) to’plamda metrikani beradi. Odatda u

Xausdorf metrikasi deb ataladi. Quyidagi natijani isbotsiz keltiramiz.
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Blyashke teoremasi: Faraz gilaylik, G-R, & dagi kompakt bo'lsin. U
holda Q(G)={X eQ(R,)| X =G} to'plam Q(R,) metrik fazoning kompakt
gism to plami bo’ladi.

Endi hagigiy o'gni Q(R,) metrik fazoga X(t) uzluksiz akslantirishni
garaymiz. p va q — haqigiy sonlar bo'lsin, p<q:

Ol=d(i =M T 1 ke L

Ushbu

Q=X 1)

yig indini aniglaymiz, buyerda r, e[t ,,t,1.

So'ngra, X(t) ni har ganday te[p,q] da gavariq to’plam bolsin, deb
faraz gilamiz. U holda, > (Q) gavariq kompakt to'plam bo’ladi. Shu bilan
birga. >(Q) yig'indi, [p,q] kesmani Q bo'lishga bogligdir.
5(Q)=max |t ~t,, | deb belgilaymiz.

Shunday Y(p,q) gavariq kompakt to’plam mavjud bo’lar ekanki,
p(Y(p,q). Y (Q)) masofa 5(Q) bilan birga nolga intiladi. Bu Y(p,q) limit

to’plam X(t) akslantirishning integrali deb ataladi va

Y(p.a)= [ X (0t
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belgi orgali belgilanadi. Bunda Y(p,q)eQ(R) - integrallash chegaralari p
va g ning uzluksiz funksiyasi bo ladi.

Integralning xsssalari (isbotsiz):
A) Arap r,p<r<q, tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda

j X (t)dt + T X (t)dt = T X (t)dt.

q q
B) [X(t)dt integral y=[x(t)dt ko'rinishidagi barcha y nugtalar

p p
to'plami bilan ustma-ust tushadi, bu yerda x(t)— t o0 zgaruvchining

giymatlari R, da yotuvchi o’lchovli funksiyasi bolib, x(t)e X(t), te[p,ql.

12.4. Differensial o'yinni yechish
1-bandda go’yilgan differensial o yinga gaytamiz. O'yinning terminal M
to'plami R fazoning vektor gism fazosi bo'lsin, deb faraz gilamiz.L
orgali, M gism fazoning R, ga ortogonal toIdiruvchisini, ~ orgali esa, R,
fazoning L qism fazoga ortogonal proyeksiyalash amalini belgilaymiz.
Endi

U(t)=-z"BU, V(t)=e"CV
deb belgilaymiz va S(t):U(t):V(t) to'plam, barcha t>0 larda L ning
0 Ichoviga teng o"Ichovga ega bo’lIsin, deb faraz gilamiz.
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(12.1) tenglamaning boshlang ich shartdagi yechimini yozamiz:

x(t) = e"x, + jeSA[Bu(t —s)+Cv(t—s)]ds.

So ' ngra
W (t)= [ S(r)dt (12.13)
0
deb olamiz.
T(x) orgali t(t>0) ning
"X eW(t)

mansublik o'rinli bo’lgan minimal giymatini belgilaymiz. Agar bunday t
mavjud bo’lmasa, T(x)=+w deb olamiz. Fagat xeM lar uchun T(x)=0
bo lishini aytib o tamiz.

Quyidagi teorema T(x) aniglanishining mohiyatini ochib beradi.

12.1-teorema: Arap T(x,)<+o bo’lsa, P, 0o'yinchi har ganday
o’lchovli v(t)ev, 0<t<T(x,) boshgarishni qo’llamasin, P, da shunday
o'lchovli u(t)eU boshqgarish topiladiki, x(T(x,))eM bo’ladi, bu yerda
x(t)t>0 yechim (12.1) sistemaning, u(t) va v(t) larga mos yechimidir.

Isboti: T(x,)<+w bo’lganligidan,

2 o)y cwr(x))
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Demak, shunday w(t),0<t<T(x,) funksiya topiladiki,

T(X)

e 0%, = [wtydt, (12.14)
0

bu yerda wi(t) e S(t),0<t<T(x,).
Geometrik ayirmaning ta’rifidan oxirgi mansublik
w(t)+ 7e“CV c —="BU, 0<t<T(x,)
ekanligini anglatadi. Bu yerdan, har ganday o’Ichovli v(t)eV, 0<t<T(x,)
funksiya uchun shunday o’Ichovli u(t)eU, 0<t<T(x,) funksiya mavjudligi
va
w(t) = —ze"BuT (x, —t)—7e“Cv(T(x,)—t), 0<t<T(x,)
ekanligi kelib chigadi. Demak, (12.14) dan,
X(T(x,)) e M
mansublikka ekvivalent bo"lgan,
e oAy 4 (.[Oy)ze‘ABu(T(xo)—t)+ CVv(T(x,)—t)dt =0
0
munosabatni olamiz (bu yerda x(t), t>0 (12.1) sistemaning uf(t), v(t)
boshqgarishlarga mos yechimidir). 12.1-teorema isbotlandi.
12.1-teoremadan, agar P, o’yinchining ¢-strategiyasi shunday
bo'lsaki, & >T(x,) bo’lsa, P, 0'yinchi hamisha o'yinni T(x,) dan kech
bo Imagan vagtda tamom qilishi mumkinligi kelib chigadi.
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Endi P, o'yinchining &-strategiyasi uchun & <T(x,) bo’lgan holni
garaymiz.

12.2-teorema: Aytaylik, T(x,)<+w bo’lsin. P, o’yinchi [0,¢,] vaqt
oralig'ida ganday o'lchovli boshgarishni qo’llamasin, P, o'yinchida
shunday  o’lchovli ut)eU, 0<t<s, boshgarish topiladiki,
T(x(,))<T(x,)—&, bo’ladi, bu yerda x(t), 0<t<g, (12.1) sistemaning
u(t), v(t) 0<t<e boshgarishlarga mos yechimidir.

Isboti: T(x,)<+ew bo’lganligidan

melrehy e W(t, + &) (12.15)

mansublik orinli bo'lgan t, >0 giymatli to plam bo sh bo Imaydi ((12.15)
mansublik t, =T(x,)—&, bo’lganda o'rinlidir). (12.15) ni unga ekvivalent
bo'lgan ushbu

t+e
ey, eW(t )+ [S(t)dt (12.16)
4
shaklda yozamiz. Barcha t lar uchun S(t)+V(t) cU(t) bo'lganligidan

1
L+

(12.16) ning ikkala tomoniga fv(t)dt integralni go'shib va oxirgi
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mansublikdan foydalanib,

t+e L+
el + [V(thdt cW(t )+ [U(t)dt
Y t,
munosabatni olamiz. Endi bu mansublikda chap tomondagi ikkinchi had
0 rniga uning elementlaridan birini, chunonchi,

et I e**Cv(g, —s)ds
0

ni go'yamiz, bu yerda v(t), 0<t<eg, - P, 0'yinchining [0,¢] oraligdagi
boshgarishidan iborat. U holda

t+e

melireAy 4 zehh IeSACv & —s)ds eW(t, J'U (12.17)

0
t, ning (12.17) o rinli bo’lgan minimal giymatini tanlab olamiz va uni yana

t, orgali belgilaymiz, t <T(x,)-¢ ekanligi ravshan. Bundan tashqari,
1jl1J(t)dt to'plamning (12.17) mansublik saglanadigan aniq elementi

4

mavjud. Bu elementni ushbu
net1Aje5A Bu(s, —s)ds
0

ko'rinishda yozamiz, bu yerda u(t) 0<t<s - u(t)eU, 0<t<g shartni
ganoatlantiruvchi o’lchovli funksiya bo'lib, uni P, o’yinchining [0,&,]
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kesmadagi boshgarishi sifatida tanlab olamiz. U holda (12.17) dan
7zet1“(e‘91“fes’*(Bu(as1 —$)+Cv(g, —s)ds eW(t,)

munosabatni, yoki, boshgacha,

" x(s,) eW(t,)
munosabatni olamiz (bu yerda «x(t) 0<t<eg - (12.1) sistemaning
u(t)v(t), 0<t<eg boshqgarishlarga mos kelgan yechimidir).

Oxirgi mansublikdan

T(X(gl))ﬁ t, ST(Xo)_gl
ekanligi kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

12.1- va 12.2- teoremalarning tasdiqlari P, o’yinchining har ganday & -
strategiyasi va o’yinning T(x,)<+c bo’lgan har ganday boshlang’ich x,
nuqtasi bo’yicha P, 0'yinchining x nugtani M gism fazoga T(x,) vaqtdan
kech bo'lmagan vaqtda keltiruvchi boshqarishini  ketma-ket qurish
imkonini beradi. Hagigatan, P, o’yinchining [0,&,] kesmada berilgan v(t)
boshgarish bo’yicha P, o'yinchi, 12.2-teoremaga asosan, x nugtani e,
momentda T(x(s,))<T(x,)—&,ni ganoatlantiruvchi, x(e,) holatga o'tkazuvchi
u(t) boshgarishni qurishi mumkin. So'ngra P, o’yinchining [g,,&, +5,]
kesmadagi v(t) boshgarishi ma’lum bo’ladi. Yana avvalgidagidek
mulohazalar yuritib, P, o'yinchining [s,, & +¢,] kesmada shunday ul(t)
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boshgaruishini topamizki, x(t) trayektoriyaning t=g +&, momentdagi,
unga mos x(e, +&,) nugtasi
T(X(gl +52))§T(X(51))_51 ST(Xo)_(51 +52)
tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu jarayonni ketma-ket davom ettirib, biror
t=¢ +¢,+..5, Momentda
T(X(gl+...+gk))£T(XO)—(gl+...+gk),
T(X(£l+...+gk))£€k+l

o'rinli bo’lgan x(g, +...+&, ) holatga kelamiz.

12.1-teoremaga asosan, endi P, o'yinchi o'yinni biror t*<T(x,)
momentda tamomlashi mumkin.

Demak, P, o'yinchi ¢- strategiyalar sinfida T(x,)<+c ni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x, nugtada boshlangan o'yinni T(x,) dan
oshmaydigan t* vaqtda tamomlashi mumkin.
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