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1-leksiya. Apiway1 differensiallq tenlemeler teoriyasinin tiykarg tisinikleri
Reje:
1.Differencialliq tenlemelerdin aniqlamas1 ham klassifikaciyasi
2. Tiykarg: tusinikler ham olardin aniqlamalari

Tayanish sézler. Differencialliq tefileme (DT), Apiway differencialliq terleme
(ADT),Dara tuwindili DT. DT ler sistemast. DT tartibi. Birinshi tartipli DT-ler. Sheshim.
Integralliq iymek sizig. DT-ni integrallaw. Elementar funkciyalarda integrallaw.
Kvadraturalarda integrallaw. Koshi maselesi. Ulrwma sheshim. Dara sheshim. Uliwma integral.
Dara integral. Parametrlik turdegi uliwma sheshim.

1.Tabiyat qubilislarin tyreniwde, kop dmeliy maselelerdi sheshiwde, bir qatar teoriyaliq
maselelerdi izertlewde differencialliq tenlemeler teoriyasi ulken rol oynaydi.

Differencialliq tenleme dep garezsiz 6zgeriwshilerdi, belgisiz funkciyani ham onin belgili
tartipke shekemgi tuwindilarin yamasa 6zgeriwshilerdin differenciallarin baylanistiratugin
birdeylik bolmagan gatnasqa aytiladi.

Eger belgisiz funkciya tek bir garezsiz 6zgeriwshige baylanisli bolsa, onda tenleme
apiwayi ( adettegi ) differencialliq tenleme dep, al belgisiz funkciya bir neshe garezsiz
ozgeriwshilerdin funkciyasi bolsa, onda tenleme dara tuwindili differencialliq tenleme dep
atalad1. Tenlemede qatnasqan en ulken tuwindinin tartibi tenlemenin tartibi delinedi. Maselen

"

y' +y=sinx, y"—y"=0, y*¥ =0tenlemeleri saykes turde ekinshi, Gshinshi ham tortinshi

tartipli ADT-ler boladh.

n— tartipli ADT-min uliwma turi
F(x, y, y’,...,y(“))=0 (1)

korinisinde jaziladi, bunda X -garezsiz 6zgeriwshi, y = y(x)- belgisiz funkciya, y’,..., y" -saykes

tarde birinshi,..., n— tartipli tuwindilar, al F — 6zinin argumentlerinin bazi-bir belgili funkciyasi.
(1)-tenlemede n— tartipli tuwindi minnetli tirde gatnasadi.

Birinshi tartipli DT tdmendegi tirde jaziladi:
F(xy,y)=0 2

Bul tefileme tsh 6zgeriwshi shamani belgisiz funkciyani, onih tuwindisin hdm garezsiz
ozgeriwshini baylanistiradi. Koép jagdaylarda bul qatnasti

dy _
i f(xy) (3)

turinde jaziwga boladi. Bul (3) tefileme birinshi tartipli tuwindiga qarata sheshilgen tenleme dep
ataladi. Al (2) differencialliq tefileme tuwindiga qarata sheshilmegen birinshi tartipli tenleme
delinedi. Apiway differencialliq tenlemeler teoriyasin iiyreniwdi biz (3) tefilemeden baslaymiz.



Aniglama. (2) yamasa (3) differencialliq tenlemenin | = (a,b) intervalindag: sheshimi dep,
ust araliqta aniqlangan, uzliksiz differenciallanatugin, tenlemege qoyganda oni barlig x Ol
ushin birdeylikke aylandiratugin har qanday Yy = f(X) funkciyasina aytiladi. Eger y = f (X)

funkciyasi (2) yamasa (3) tenlemenin sheshimi bolsa, yagniy
F(x,f (x),f ¥x)) € O yamasa %e f(x,f(x)), "x Ol
X

birdeyligi orinlansa, onda ol us1 tehlemeni qanaatlandiradi depte aytada.

Differencialliq tenlemenin har bir y = f (X) sheshimine saykes keliwshi iymek siziq (yagniy

y = f(x) funkciyasmih grafigi) usi tehlemenif integralliq iymek sizig1 (yamasa integralliq

s1z1£1) delinedi.

(3) differencialliq tenlemenin aniglaniw oblastindagr har bir (X,Yy) tochka argali abcissalar
kosherine qiyalantw muyeshinin tangensi f(X,Y) qa teh bolgan tuwr jurgizemiz. Bul tuwrilar
topar1 (3) tenlemege saykes keliwshi bagitlar maydan1 (yamasa f(X,y) funkciyasmnin bagitlar

maydani) dep atalad.

Apiway1 musallar differencialliq tenlemenin sheshimlerdin sheksiz kopligine iye bolatugmim
korsetedi.

Differencialliq tenlemeler teoriyasinin dhmiyetli méselelerinin biri Koshi méselesi bolip
tabiladi. (3) tenleme ushin Koshi maselesi tomendegishe qoyiladi: (3) tenlemenin barliq

sheshimleri ishinen argumenttifi berilgen X = X manisinde berilgen
y(%,) =Y, (4)

manisti qabil etetugin sheshimdi tabiw talap etiledi. Bundagi x, ham y  sanlari baslangish

manisler dep, al (4) shart baslangish shart dep ataladu.

Tenlemenin on jagr bolgan f(X,y) funkciyasi aniglangan D oblastimn Koshi maselesi
birden-bir sheshimge iye bolatugin (X,y) tochkalarnan duzilgen bélegin D, MD dep
belgileyik.

Aniglama. (3) differencialliq tenleme ham X,C 6zgeriwshilerinih bazibir 6zgeriw

oblastinda aniglangan, X boyinsha uzliksiz differenciallanatugin

y =f(xC) (5)
funkciya berilgen bolsin. Eger qalegen(x,y) O D, tochka ushin (5) qatnasi C -nn C =y (x,y)
manisin bir manisli aniqlasa hdm bul manisti g—i = f§(x,C) tenlikke qoyiw natiyjesinde (2)

tefileme payda bolsa, onda (5) funkciya (3) tenlemenin D, koplikte aniglangan uliwma sheshimi

dep ataladu.



Bul (5) funkciya erikli turaqli C -ga baylanisli hdm demek, (5) - qatnasin si1ziglar toparinin
tenlemesi dep qarawga boladi.

(3) differencialliq tenlemenin (5) uliwma sheshiminen erikli turaqli C nin belgili manisinde
alinatugin sheshim usi tenlemenin dara sheshimi delinedi. Eger

F(x,y,C)=0 (6)

tenligi D, koplikte Y = f (X,C) uliwma sheshimdi aniq emes funkciya retinde aniqlasa, onda

(6) - qatnasin (2) - differencialliq tenlemenin uliwma integrali dep ataydi.

Al, (6) uliwma integraldan erikli turaqli C -nif belgili manisinde almatugin Yy (X,y) = 0

gatnasi dara integral delinedi.

Geyde tenlemenin uliwma sheshimin (5) turinde de yamasa (6) tarinde de aliw mumkin
bolmay, al x ham y ti (3) tenlemeden bazibir t parametrinin uzliksiz differenciallaniwshi

funkciyasi retinde, yagnty

§<=f(t,C), t <t<t (8)

p=yec) ° !

tarinde tabiw mimkin, bunda C - erikli turaql. Bul (8) qatnaslar1 (3) tefilemenin t, <t <t

intervalindagi parametrlik formadagi uliwma sheshimi dep ataladi.

Tuwindiga qarata sheshilmegen (2) differencialliq tefileme ushin da uliwma sheshim,
uliwma integral, parametrlik formadagi uliwma sheshim, dara sheshim tusinikleri jogaridagiday
bolip aniqlanadi.

Differencialliq tenlemeler teoriyasinda (2) yamasa (3) tenlemenin barliq sheshimlerin tabiw
tiykarg1 masele bolip esaplanadi. Barliq sheshimlerdi tabiw differencialliq tefilemeni integrallaw
(sheshiw) dep ataladi.

Eger (3) tenlemenin sheshimin elementar funkciyalar yamasa olardin integrallar1 jardeminde
jaziw mumkin bolsa, onda differencialliq tenleme kvadraturalarda integrallanadi delinedi.

(1)-(3) differencialliq tenlemeler menen bir qatarda apiwayi differencialliq tenlemeler
teoriyasinda tenlemeler sistemalar1 da qaraladi.

Tuwindiga qarata sheshilgen birinshi tartipli

%: f(X Yoo ¥y)s 1=12,.,0 4)

tenlemeler sistemasi normal sistema dep ataladi. (4) differencialliq tehlemeler sistemasinin
sheshimi dep, sistemanin tenlemelerine qoyganda olardi birdeylikke aylandiratugin har ganday
y;(x) (i=1..,n) funkciyalar jiynagina aytiladi. Adette, eger differencialliq tefileme

sheshiletugin bolsa, onda ol sheshimlerdin sheksiz kdpligine iye boladi. Sheshimlerdi tabiw
processi differencialliq tenlemeni integrallaw dep ataladi.



2-lekciya. Tegislikte ham kenislikte bagitlar maydani. Izoklina. Integral iymek si1z1q.
Vektorlhiq maydan. Traektoriya. Apiway1 differencialliq tefilemeler arqah anlatilatugin
ayirim fizikalig ham geometriyaliq maseleler.

Reje:
1. Bagitlar maydani. Izoklina. Integralliq iymek s1z1q.Vektorliq maydan. Traektoriya.

2. ADT arqah anlatilatugim ayirim fizikaliq him geometriyaliq maseleler.

Tayanish sozler: Bagitlar maydani. Izoklina. Integralliq iymek siziq. Vektorliqg maydan.
Traektoriya. Fizikaliq maseleler. Geometriyaliqg maseleler.

Tuwindiga qarata sheshilgen birinshi tartipli tenleme bolgan

dy _
ol f(xy) (1)

teflemesin qarayiq, bunda f (x,y)-bul Oxy tegisliktif bazibir D oblastinda amglangan
uzliksiz berilgen funkciya.

(1) differencialliq tenlemenin aniglanmiw oblastindagi har bir (X,y) tochka arqali abcissalar
kosherine qiyalamw muyeshinin tangensi f(X,y) qa tef bolgan tuwr jargizemiz. Bul tuwrilar

topar1 (1) tenlemege saykes keliwshi bagitlar maydani (yamasa f(X,y) funkciyasinin bagitlar
maydani) dep ataladi.

(1) differencialliq teflemenifi integralllq iymek sizigi héar bir tochkasinda f(X,y)

funkciyasinin bagitlar maydanina urmadi, yagniy integralliq iymek siziqtin har bir tochkasindagi
uribanin bagitt us1 tochkadagir urmbanin (1) tenleme menen aniglangan maydaninin bagiti
menen Ustpe-tist tisedi. Ozinin har bir tochkasinda us1 tochkadagi maydannii bagitina uratugin
har qanday iymek s1z1q integralliq iymek si1ziq boladi.

Har bir tochkasinda maydannin bagiti birdey bolatugin iymek siziq izoklina dep ataladi. (1)
differencialliq tenlemenif izoklinalarnmin tenlemeleri f(X,y) = k tarine iye, bunda
k = tga = const, a - (1) tenlemenin integralliq iymek sizigma (X,y) tochkada jlrgizilgen
urinbasimin Ox kosherinin on bagitt menen jasagan muyeshi. Berilgen izoklinani kesip 6tiwshi
barliq integralliq iymek siziglar kesilisiw tochkalarinda abcissalar kdsherine birdey muyesh
penen qiyalangan boladi. Izoklinalar jardeminde (1) differencialliq tenlemenin integralliq iymek
s1z1gin juwiq turde jasaw mumkin.

Al mina



dy,

e f(X Yoo ¥y )s 1=12,.,0 )

normal sistemanin har qanday Y, (x) (1=1,...,n) sheshimine geometriyaliq jagtan
X, Yyye-r Y, Ozgeriwshilerinin n+1 olshemli R™ kenisligindegi iymek si1z1q sipatinda manis
beriwge boladi. Bul iymek s1z1q us1 (2) sistemanin integralliq iymek s1zig1 delinedi. Al, Y,,..., Y,

6zgeriwshilerinin n olshemli R" kenisligi fazaliq kenislik dep, al integralliq iymek siziqtin
fazaliq kenislikke proeksiyasi fazaliq traektoriya dep ataladu.

(2) tefilemeler D oblastinifi har bir nogatinda 7 =(1, f,,..., f,) vektor: menen berilgen

bazibir bagitt1 aniqlaydi. Har bir nogatinda berilgen bagitqa iye kenisliktin bunday oblasti
vektorlig maydan ( bagitlar maydani ) dep ataladi. (2) tenlemeler sistemasin integrallaw
geometriyaliq jaqtan har bir nogatinda jurgizilgen urinbanin bagit1 us1 vektor maydandagi

berilgen 7 bagiti menen Gstpe-ust tasetugin iymek siziqlardi tabiwdi anlatadu.

Differencialliq tenlemelerge mexanikanin, fizikani, astronomiyanin hdm basqa da
tabiyattaniw ilimlerinin ham sonday-aq, texnikanin kop maseleleri alip kelinedi. Differencialliq
tenlemelerge alip kelinetugin bazibir maselelerdi qaraymiz.

1 - musal. Meyli f(x) - bul | = (a,b) intervalda tzliksiz funkciya, al Y(X) onin daslepki
funkciyasi bolsin. Sonda y¥x) = f(x) bolip, daslepki funkciyani tabiw ushin biz birinshi tartipli

apiwayi differencialliq tenlemeni aldiq. Onin sheshimleri belgili:

y(x) = r; f(s}ds +C, (x,0l),

Xo

bunda C - erikli turagl.

2 - misal. Massas1t m bolgan dene V(0) = O baslangish tezlik penen bazibir biyiklikten

taslap jiberilgen. Eger ortahqtin (hawanin) qarsilig: tezlikke proporcional bolsa, onda usi denenin
tasiw tezliginin 6zgeriw nizamin amglan.

dv
Sheshiliwi. Nyutonnin ekinshi nizamina muwapiq: ma = F, yagmy M at = F, bunda F

- denege tasir etiwshi kushlerdin qosindist (ten tasir etiwshisi), v = v(t) - denenin t waqit
momentindegi tezligi.

Maselenin sharti boymsha denege eki qarama-qarst bagitlangan kushler tasir etedi: hawanin
qarsiliq kishi F, = - kv, k > 0 ham jerdin tart:iw kashi F, = mg. Solay etip, F = F + F,.

2

dv
Demek, M a = mg- kv (k > 0) turindegi differencialliq tenlemege kelemiz. Bul

mg

k
- =t
tenlemenin sheshimi V(t) = T +Ce ™ funkciyas! bolatugin korsetiw qiymn emes. Dene 6z



qozgalisin shart boymsha nollik tezlik penen baslaytugin bolganliqtan, yagnmy v(0)= 0

m
bolganliqtan, C = - ng boladi. Solay etip, denenin qalegen I waqit momentindegi tezligi

|

3|~

v(t) = %gﬁi e

funkciyas1t menen bir manisli aniqlanadi.

Hawanin qarsiligin esapga almagan jagdayda, yagniy dene erkin tuskende ?l;_v = gg
t
tezliktin shamasi s1ziqh tirde 6sedi: v(t) = gt.

Hawanin qarsiligin esapqga algan jagdayda da tezlik 6sedi, biraqta sogan qaramastan ol

wagqittin 6tiwi menen V = T turaqli shamaga umtiladi hdm dene ten olshewli tirde tomen
tusedi.

3 - musal. Radioaktivlik idiraw tezligi zattin mugdarina proporcional ekenligi tdjiriybeden
belgili. Radioaktivli zattih yarim 1diraw periodin (zattin yarimi 1dirap bolatugin wagqutti) tabin.

Sheshiliwi. Meyli x(t) - radioaktivli zattin { waqit momentindegi mugdart bolsin,

dx
X(0) = x,. Masele shartinde aytilgan tajiriybeli fakt m = - kx, k> 0 ckenin anlatadi, bunda

k - proporcionalliq koefficienti, al - belgisi zattih massasinin kemiytugmligin anlatadi. Solay etip,

biz differencialliq tenleme aldiq, oni sheshimi X(t) = ce’ . funkciyas1 boladi. Al, X(0) = X,

bolganhqtan, C = X, bolip, zattih mugdarinii waqit boymsha 6zgeriw mzami X(t) = X € “

turine iye boladi. Zattin yarimi idirawina ketetugin waqit T shamasin (yarim 1diraw periodin)

1 i n
EXO = X£ ‘T teflemesinen aniglaymiz. Sonda T = —— boladi. Bul waqit zattin baslangish

k

massasina garezli bolmaydi.

4 - misal. Kébeyiw ushin qolayli shariyatlarda turgan bakteriyalardin kébeyiw tezligi olardin
mugdarina proporcional ekeni tajiriybeden belgili. Qanday waqit ishinde bakteriyalar olardin
daslepki sanina salistirganda m ese kobeyedi?

Sheshiliwi. Eger N (t) - bakteriyalardin t waqit momentindegi sani bolip, N(0) = N

bolsa, onda olardin saninih waqit 6tiwi menen 6zgeriwi biologiyaliq t4jiriybege muwapiq,

dN
—=kN, k>0 differencialliq tenlemesi menen suwretlenedi. Bul tenlemenin sheshimi

dt

N(0) = N, shartti esapqa alganda N(t) = N e funkciyast boladi. Bakteriyalardih sant m ese

Inm

kobeyetugm T waqitt N(T)e mN = NoekT tenlemesinen anigqlaymiz. Sonda T = T



boladi. Al, koefficienti bakteriyalardin tirinen ham olar jasap atirgan shariyatlardan garezli
boladi. On1 t4jriybe joli menen aniglaw mamkin.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. Apiway: differencialliq tenleme, dara tuwindili differencialliq tenleme degen ne?
Differencialliq tehlemenin tartibi degen ne?

2. Differencialliq tenlemenin sheshimi (integralliq iymek siziq) degen ne? Differencialliq
tenlemeni integrallaw maselesi neden ibarat?

3. Tuwindiga qarata sheshilgen birinshi tartipli tenlemelerdin tiykargi beriliw korinisleri
ganday? Sheshimler qanday tirde beriliwi miamkin?

4. Differencialliq tenlemeler izertlewlerde qalay kelip shigadi? Berilgen bir parametrli
iymek siziglar toparmin differencialliq tenlemesi qalay duziledi?

5. Birinshi tartipli tuwindiga qarata sheshilgen tenleme ushin Koshi méselesi neden ibarat?

6. Uliwma sheshim degen ne? Uliwma sheshim formulasi jdrdeminde Koshi maselesi qalay
sheshiledi? Uliwma integral degen ne? Parametrlik formadagi uliwma sheshim degen ne? Dara
sheshim degen ne? Ol uliwma sheshim formulas1 menen galay baylanisadi?



3 — lekciya. Ozgeriwshileri ajiralgan tefilemeler ham ogan keltiriletagin differensiyalliq
tenlemeler. Birtekli ham uliwmalasqan birtekli tenlemeler

Reje:
1. Ozgeriwshileri ajiralgan tenlemeler.
2. Ozgeriwshileri ajiralatugin tenlemeler ham olarga Keltiriletugin tenlemeler.

3. Birtekli tenlemeler ham olarga keltirileti@in tenlemeler. Uliwmalasqan birtekli
tenlemeler.

Tayamsh sézler: Ozgeriwshileri ajiralgan tenlemeler.
Ozgeriwshileri ajiralatugin tefilemeler ham olarga keltiriletugin tealemeler.

Birtekli tefilemeler ham olarga keltiriletagin tenlemeler. Uliwmalasqan birtekli tefilemeler.

Meyli g—y = f(x,y) yamasa M(x, y)dx+ N(x,y)dy =0 tenlemesi bazibir usil menen
X

F (X)dx = F, (y)dy 1)

tarine alip kelinsin, bunda F (x) - tek X ozgeriwshisinifi, al F,(y) - tek y ozgeriwshisinin

funkciyast bolsin. Bul funkciyalardi uzliksiz funkciyalar dep uygarayiq.

Eger y=¢p(x) funkciyasin (1) tenlemesinin sheshimi dep esaplasaq ham on1 us1 tenlemege
qoysag, onda F,(x)dx = F,[p(x)dx]p’(x)dx birdeyligine iye bolamiz. Bul birdeyliktin eki jag
differenciallar bolip, olardin birinshisi tikkeley garezsiz 6zgeriwshi arqali, al ekinshisi onin
funkciyas1 arqali anlatilgan. Eger differenciallar bir-biri menen tefi bolsa, onda olardan alingan
aniq emes integrallar bir-birinen tek erikli qosiliwshiga gana ayriladi. Sol sebepli birdeyliktin eki
jagn integrallap,

[F.(0dx = [Rlp0lp'(x)dx +C yamasa [F,(x)dx = [ F,(y)dy +C )
qatnasina iye bolamiz, bunda C - erikli turaqli.

Bul alingan (2) qatnasi (1) tenlemesinin uliwma integralin beredi, al egerde on1 y ke garata

sheshiw mimkin bolsa, onda us1 tenlemenin uliwma sheshimin aliwga boladi.

g_y = f(x,y) Yamasa M(x, y)dx+ N(x,y)dy =0

X

tenlemesin (1) tarine keltiriw Ozgeriwshilerdi ajiratiw dep, al (1) tarindegi tefileme
6zgeriwshileri ajiralgan tenleme dep ataladi. Ozgeriwshilerdi ajiratiw usilin birinshi ret
shveycariyali matematik L. Bernulli (1667-1748) qollangan.

Eger M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 tenlemede M(x,y) hdm N(x,y) funkciyalarin
M (X, y) =M, (x)M,(y), N(x,y)=N,(x)N,(y) tarinde korsetiw mimkin bolsa, onda bul



M, ()M, (y)dx + N, ()N, (y)dy =0 (3)
tenlemesi Ozgeriwshileri ajiralatugin tenleme dep ataladi. Bul tenlemenin eki jagin da

M, (y)N,(x)=0 dep esaplap, anlatpasina kobeytiw argali onin 6zgeriwshilerin

1
M, (Y)N,(x)
ansat ajiratiwga boladi. Sonda

ML) g, N g
N0 T ML)

tenlemesin alamiz. Bul 6zgeriwshileri ajiralgan tenleme. Oni

M, (x) N,(y)
DN (x )dx+-[M ( )dy}

turinde jaziwga boladi, bunnan

ML) 1 N (Y)
R @ g =°

qatnasi kelip shigadi, bunda C - erikli turagli. (4) qatnasi (3) tenlemenin uliwma integrali
boladi.

(4)

Eskertiw. (3) tenlemesinin eki jagin da N,(x)M,(y) kobeymesine bolgende biz usi
teflemenin bazibir sheshimlerin, atap aytqanda, N,(x)=0 hdm mM,(y)=0 bolatugmm

sheshimlerin jogaltiwimiz mimkin.

1-musal. x(1+y?)+y(l+ xz)% =0 tenlemesin sheshin.
X

Sheshiliwi. Berilgen tenlemeni X(L+ yz)dx +y(1+ xz)dy =0 tarinde jazamiz. Bul

tenlemenin eki jaginda 1+ Xz)(1+ y2) kobeymesine bolip, 6zgeriwshileri ajiralgan tenlemeni

alamiz:

X

y
dx + dy =0.
1+y? y

1+ x?

Al bul tenlemeni integrallap, tdmendegilerdi tabamiz:

xdx ydy 1 1 1
+ :C, — 2 — 2 = — .
jl+x2 J1+y2 ] 2In(1+x)+2In(1+y) 2InC

Bunnan (1+x 2 )(1+y2) =C, bunda C - erikli turaqli. Bul gatnas berilgen teflemenin

uliwma integralin beredi.



Ozgeriwshileri ajiralatugin tenlemelerge birtekli tenlemeler alip kelinedi. Meyli bazibir

f(x,y) funkciyasi berilsin. Eger erikli t shamasi (parametri) ushin f(tx,ty)ztmf(x, y)
birdeyligi orinlansa, onda bul f(x,y) funkciyast m Olshemli birtekli funkciya dep ataladi.

Meyli

dy _
=1y ©)

tenlemesi berilsin. Eger (5) tefilemenin on jagi bolgan f(x,y) funkciyast nol 6lshemli birtekli

funkciya bolsa, yagniy

f(x,ty)=f(xy) (6)
birdeyligi orinlansa, onda bul tenleme birtekli tenleme dep ataladi. Bul (6) birdeyliginde t = 1
X

dep esaplap, f(x,y) funkciyasin f(x,y)= f(l, %) ECD(%) turinde korsetiwge boladi. Sonda

(5) birtekli tenlemesi

dy _ (z)
dx—¢x (7)

turinde jaziladi. Al, bul tenlemeni
y =Uux (@)
formulasi jardeminde jana u =u(x) belgisiz funkciyasina 6tiw arqali 6zgeriwshileri ajiralatugin

tenlemege alip keliw mumkin. Haqiygatinda da, (8) den % =u+ xd—u ekenin esapqa alip, (7)
X

dx
tenlemede y 6zgeriwshisine ocek,

Xg—u =@(u) —u yamasa xdu =[e(u) —uldx 9
X
tenlemesine iye bolamiz. Bul (9) tenleme 6zgeriwshileri ajiralatugin tenleme.

Meyli @(u) —u =0, yagnty qo(%j i% bolsin. Sonda (9) tenlemesinin eki jaginda usi

du dx

=— tenlemesin alamiz. Bul tenlemeni integrallasaq, onda
p(u)-u X

ayirmaga ham x qa bolip,

x=Ce"® (10)
uliwma sheshimi kelip shigadi, bunda C - erikli turaqli, al

du

"O=l v



Endi (8) formulasman Y - ekenin esapqga alsag, onda (10) nan
X

_F(zj
x=Ce “* (11)
gatnasin alamiz. Bul (11) gatnasi (7) tenlemenin ham demek, ogan ten ktishli bolgan (5) birtekli
tenlemenin uliwma integralin beredi.
Meyli

M (X, y)dx + N(x, y)dy =0 (12)

tefilemesi berilsin. Eger M(x,y) hdm N(x,y) funkciyalar1 birdey m Olshemli birtekli

funkciyalar bolsa, onda bul tenleme birtekli tenleme dep ataladi. Bul jagdayda da (8) almastiriwi
jardeminde (12) tenlemesin 6zgeriwshileri ajiralatugin tenlemege alip kelip integrallawga boladi.

Kop tenlemeler birtekli tenlemelerge alip kelinedi. Misals,

dy f ax+by+c
dx a,x+b,y+c,

tenlemesin X=U+a, y=v+ g siziqh almastirtw1 jardeminde birtekli tenlemege alip keliwge

boladi, bunda «, p - bul ax+by-+c, =0 him a,x+b,y+c,=0 tuwrilarmm kesilisiw

a
tochkasinin koordinatalari. Eger bul tuwrilar kesilispese, onda —=— poladi hdm berilgen

a, b
tenleme bul jagdayda a,x+by+c, =z almastinwi jardeminde o6zgeriwshileri ajiralatugin

tenlemege alip kelinedi.

F(x,y) funkciyas: k dérejeli kvazibirtekli (uliwmalasqan birtekli) funkciya dep ataladi,
egerde bazibir o ham g sanlar tabilip, barliq A >0 ushin

FA"x, A y) = AF(x, )

tenligi ormnlansa.

Kvazibirtekli darejeler funkciyalardi kobeytkende qosiladi, olar dlshemler dep te ataladi.

Solay etip, x 6zgeriwshisi  Olshemli, § 6zgeriwshisi g o6lshemli bolad, al th2 bolsa «+2p
olshemli bolad1 ham t.b.

(5) differencialliq tenlemesi kvazibirtekli (uliwmalasqan birtekli) tenleme dep ataladi,
egerde  f(x,y) funkciyasi pg—o darejeli kvazibirtekli funkciya bolsa, yagniy

fF(1%x, By)y= 2P "% ¢ (x,y) tenligi ormlansa.

B
y=17% almastinwi jardeminde kvazibirtekli tenleme birtekli tenlemege alip kelinedi,

B
biraqta amelde Y =UX® turindegi almastirnwdan paydalangan qolayli boladi, bul almastiriw

uliwmalasqan birtekli tenlemeni 6zgeriwshileri ajiralatugin tenlemege alip keledi.



2 -musal. (x— ycosl)dx + XCOSXdy =0 tenlemesin sheshin.
X X

Sheshiliwi. Berilgen tenleme birtekli tenleme. Yy =Xz almastiriwin kiritemiz. Sonda

(X — xz cos z)dx + x cos z(xdz + zdx) =0 yamasa dx + xcos zdz =0, & +c0szdz =0,
X

J'd_x +Icos zdz =C, In|x| +sim=C. Demek, In|x|+ siny =C tenligi berilgen tefilemenif
X X

uliwma integrali boladi, bunda C - erikli turaqli.

Tékirarlaw ushin sorawlar
1. tarindegi toliq emes diferencialliq tenlemeler qalay integralanadi?

2. Ozgeriwshileri ajiralgan ham  ozgeriwshileri ajiralatugm tenlemeler qalay
integralanadi1? Qanday tenleme 6zgeriwshileri ajiralatugin tenlemege alip kelinedi?

3. Qanday tenleme birtekli tenleme dep ataladi? Ol qalay integrallanadi? Qanday
tenlemeler birtekli tenlemege alip kelinedi? Uliwmalasqgan birtekli tenleme degen ne? Ol qalay

integrallanad1?



4 — lekciya.S1iz1igh tenlemeler ham olarga keltiriletugin tenlemeler
Reje:
1. Siz1ql1 tenleme. Birtekli s1zigh tenleme. Birtekli emes sizigql tenleme.
2. S1ziql1 tenlemelerdi sheshiw usillar
3. S1zigh tenlemege alip kelinetugin tenlemeler. Bernulli tenlemesi.
4. Rikkati tenlemesi haqqginda tusinik.
Tayanmish sozler: 1. Sizigli tenleme. Birtekli sizigl tenleme. Birtekli emes s1zigli tenleme.
Erikli taraqlin1 variyasiyalaw usili. Bernulli teflemesi.

Egerde birinshi tartipli differencialliq tenleme belgisiz funkciyaga hdm onin tuwindisina
qarata s1ziql1 bolsa, yagniy belgisiz funkciya hdm onin tuwindisi birinshi darejede qatnassa, onda
bunday tenleme siziql differencialliq tenleme dep ataladi.

Birinshi tartipli siziqh differencialliq tenlemenin normal turi tdmendegidey bolip jaziladi
dy
— +P(X)y =Q(x), 1)
dx

bunda P(x), Q(x) - berilgen uzliksiz funkciyalar.

Bundagi P(x) - sizigh tenlemenin koefficienti, al Q(x) - onin saltan agzasi delinedi. Eger
(1) tenlemede Q(x) =0 bolsa, yagniy bul
Y Px)y=0 @
dx
turine iye bolsa, onda ol birtekli siziqli terleme dep ataladi. Usigan baylanislh, egerde Q(x) =0
bolsa, (1) tenleme birtekli emes sizigl terleme delinedi.
(1) tenlemege saykes keliwshi (2) turindegi birtekli sizigli tenlemeni qarayiq hdm om

tomendegi tirde jazayiq: dy + P(x)ydx = 0. Bunnan 6zgeriwshilerdi ajiracaq, onda

& +P(x)dx=0
y

tenlemesine iye bolamiz. Bul o6zgeriwshileri ajiralgan tenleme. Oni integrallasaq, onda
In|y|+ j P(x)dx = In C boladi, bunnan

y= Ce—J‘P(x)dx ’ (3)

bunda C - erikli turaqli. Bul (3) formula (2) birtekli siziqh tenlemenin uliwma sheshimin beredi.

Birtekli emes siziql tefilemeni sheshiwdin klassikaliq usillarinin biri bolgan erikli turaqlin
variaciyalaw usilin (Lagranj usilin) qarayiq.



Bul usildi qollanganda, daslep (1) tenlemege saykes keliwshi (2) birtekli tenlemesi
integrallanadi. Onin uliwma sheshimi, jogarida korsetilgendey-aq, (3) formulasi menen beriledi.
Sol sebepli (3) funkciyas1t C erikli turaqlt bolganda (1) birtekli emes tenlemenin sheshimi bola
almaydi. Degen menen, birtekli emes tenlemenin sheshimin de usi tirde izleymiz, biragta C t1
erikli turagli emes, al x tin bazibir funkciyas1 dep esaplaymiz, yagniy erikli turaqlini
variaciyalaymiz (on1 ozgeredi dep esaplaymiz). Solay etip, (1) birtekli emes tenlemenin
sheshimin

y=Cge I @
tarinde izleymiz, bunda C(x) - x tin jana belgisiz funkciyasi. Sonda

dy _ dC(x) e—J’P(x)dx

_ —J.P(x)dx
I - dx C(x)P(x)e ®)

tuwindisin esaplap, (1) tenlemesine (4) ham (5) anlatpalarin qoyip,

%e_f "% cPe 1% + Poce 1T =)
qatnasina yamasa
900 _ gl ®
gatnacina iye bolamiz. Buni integrallap,
c(x) = | Qe dx +C )

funkciyasin tabiwga boladi. Endi bul tabilgan (7) anlatpasin izlengen (4) sheshimge aparip
goyamiz. Sonda

y= Ce—jp(x)dx +e—jp(x)de-Q(X)ejP(x)dde @®)

boladi, bunda C - erikli turagli. Bul (8) formula (1) birtekli emes sizigli tenlemenin uliwma
sheshimin beredi.

(1) tenlemenin sheshimin y = u(x) - $(x) turinde izleymiz. Sonda

d—ul9+ud—'9+ p(X)u -3 =Q(X).
dx dx

Al u(x) retinde 3—u+ p(x)u =0 tenlemesinin sheshimlerinin birewin saylap alamiz,
X
musali,

u(x) = eI PO

Sonda 9(x) funkciyasin



o~ P(x)dx d

v Q(x)

tenilemesinen tabamiz, yagniy 3(x) =C ijQ(x)ej p(X)dxdx, bunda C - erikli turaqli. Tabilgan
u(x) ham 9(x) funkciyalarin kobeytip, (1) tenlemenin uliwma sheshimin, yagny (8)

formulani alamiz.

J p(x)dx

(1) s1z1gh tenlemenin eki jagin da e

p(x)dx p(x)dx
%[yeI }Q(X)ej

funkciyasina kobeytip, ont

turinde jazamiz. Buni integrallasaq, onda

yeJ- p(x)dx

- d
=C +jQ(x)ej p(X)dxdx yamasa y =e _[p(x) X[

C +[Q00e’ p(x)dxdx}
Mina f'(y)%+ f(y)p(x)=Q(x) tenlemesi z=f(y) almastinw jirdeminde sizigh
X

tenlemege alip kelinedi. Dara jagdayda,
dy n :
o T PMY=QC)y"  (n=0:1)

tenlemesin sizigh tenlemege alip keliwge boladi. Bul tenleme Bernulli terlemesi dep ataladi.
Bernulli tenlemesin

nd N
y d—y+ P(X)Y"=Q(x), y=0
X
turinde jazip, Z = yl‘” almatiriwin qollanip, on1 z belgisiz funkciyasina qarata sizigh tenlemege
alip kelemiz. Biraqta, Bernulli tenlemesinin sheshimin y =4 -9 tarinde izlep, s1ziqh tenlemege
keltirmey-aq sheshken qolayli boladi. Al,

Y Py +QM)Y? = R(X)
dx

tenlemesi Rikkati tenlemesi dep ataladi. Bul tenleme uliwma jagdayda kvadraturalarda
integrallanbaydi. Egerde, onin bir y =y, (x) dara sheshimi belgili bolsa, onda y=vy, +z

almastiriw1 jardeminde Rikkati tenlemesin Bernulli tenlemesine alip keliwge boladi.

Misal. % +ycosx =e~ SNX teflemesin sheshin.
X

Sheshiliwi. Bul birtekli emes s1zigli tehleme. Oni erikli turaglini variaciyalaw usili menen
sheshemiz. Daslep saykes birtekli tenlemenin uliwma sheshimin tabayiq:



d—y+y cosx =0, d—y+cosxdx =0, jd—y+jcosxdx =InC,

dx

—sinx

In‘y‘+sinx =InC, y =Ce

Berilgen tenlemenin sheshimin Y = C(X)e_smx turinde izleymiz. Sonda

d((:j(x) efsinx —COS X - e—sinx . C(X) + C(X)e—sinx COS X = e—sinx’
X
M =1 C(x)=x+C.
dx

Demek, Y = (X+C)e™".
Takirarlaw ushin sorawlar

1. Qanday tenleme sizigh tenleme dep ataladi? Qanday shartler orinlanganda sizigh tenleme
ushin Koshi maselesi birden-bir sheshimge iye? Sheshim qanday intervalda bar boladi? Sizigh
tenleme ayrigsha sheshimge iye boliw1 mimkin be?

2. Birtekli s1zigli tenlemenin uliwma sheshimi ganday turge iye (adettegi tirde ham Koshi
tarinde)? Eger birtekli s1zighi tenlemenin nolden 6zgeshe bir dara sheshimi belgili bolsa, onda
onin uliwma sheshimi qalay jaziladi?

3. Eger birtekli emes siziqli tenlemenin bir dara sheshimi ham saykes birtekli tenlemenin
uliwma sheshimi belgili bolsa, onifh uliwma sheshimin qalay tabiwga boladi1?

4. Birtekli emes s1ziql tenlemenin uliwma sheshimin tabiwdin Lagranj usili (erikli turaqlini
variaciyalaw usil1) neden ibarat?

5. Birtekli emes sizighi tefilemenii uliwma sheshimi (adettegi koriniste ham Koshi
korinisinde) qanday targe iye?

6. Bernulli tenlemesi qalay integrallanadi?



5 — lekciya.Tolq differenciallardag: tenlemeler ham ogan alip kelinetugin tenlemeler.
Integrallawshi kobeytiwshi

Reje:
1. Toliq differencialli tenleme (TDT).
2. Integrallawsh1 kobeytiwshi.

Tayamsh sozler: Toliq differencialli tenleme (TDT). Integrallawshi kobeytiwshi.

Differencialliq formadagi
M (x, y)dx + N(x, y)dy =0 (1)
tenlemesin karayiq.

(1) differencialliq tenlemesi toliq differencialdag: tenleme dep ataladi, eger de bul
tenlemenin sol jag1 bazibir eki argumentli u(x,y) funkciyasinan alingan toliq differencial bolsa,

yagniy
Al Aal
M (X, y)dx+N(x,y)dy =du=—dx+—d
(x,y) (x,y)dy P y )

birdeyligi orinlansa.
Bul jagdayda (1) tenlemeni
du(x,y) =0 @)

turinde jaziwga boladi. Eger y(x) funkciyasi (1) tenlemenin sheshimi bolsa, onda
du(x, y(x)) =0 birdeyligi orinlanadi, demek bunnan integrallap,

u(x,y)=C (4)

qatnasin alamiz, bunda C - erikli turaghh hdm kerisinshe, eger bazibir y(x) funkciyas1 (4)
qatnastt birdeylikke aynaldirsa, onda bul birdeylikti differenciallasag, du(x,y)=0 boladi,
demek, (4) formulas1 (1) tenlemenin uliwma integralin  beredi. M(x,y) hdm N(x,vy)
funkciyalarin xOy tegisliginifi bazibir bir baylamisli D oblastinda siykes tarde Yy ham «

boyinsha Uzliksiz dara tuwindilarga iye dep esaplaymiz.

Teorema. (1) differencialliq tenlemenin sol jag1 bazibir eki x ham Yy garezsiz 6zgeriwshili

u(x, y) funkciyasinin toliq differenciali boliw1 ushin

M N
E:g (5)

birdeyliginin orinlaniw1 zararli ham jetkilikli.



(1) tolq differenciallardagi tenlemenin uliwma integrali
X y X y
J M (X, y)dx + .f N (x,, y)dy =C Yyamasa I M (X, Y, )dx + _[N (x,y)dy=C
Xo Yo Xo Yo

formulalarmin biri menen aniglanadi, bunda Xy, Y, €D - bazibir turaqlilar.

Misal. (2xy +3 y2 Yx +(x* + 6xy -3 y2 )dy =0 tefilemesin sheshin.
Sheshiliwi. Bul tenlemede

a—M:2x+6y, a—N:2x+6y
oy OX

bolganligtan, ol toliq differencialdagi tenleme boladi. Toliq differenciali usi tenlemenin sol
jagia ten bolatugin u(x,y) funkciyas: tomendegishe tabiladi:

U0, y) = [ @xy +3y)dx+ o(y), UXY) =Xy +3Y°X+0(y),

y ’

0.2 2 2 > doly) 2
— Xy +3xy“ +o(y)|=x"+6xy -3y, ——==-3
- ] &y

do(y)=-3y’dy, ¢(y)=-3[y’dy+C,, ¢(y)=-y*+Cy.
Demek, U(X, Y) = xzy + 3xy = y3 + Cl. Sonda berilgen tenlemenin uliwma integrali
X’y +3y°-y’=C
boladi, bunda C - erikli turaql.

Koép jagdaylarda (1) turindegi tenleme toliq differencialdagi tenleme bolmay, biraqta oni
usinday tenlemege alip keliw mimkin.

Bul (1) tenlemenin eki jaginda bazibir ,(x,y) funkciyaga kobeytiw arqali erisiledi. Bunday
funkciya - integrallawshi kobeytiwshi dep ataladi.

Integrallawshi kobeytiwshini tabiw ushin

(6)

l(N é’y_M o’p):é’M _oN
X oy oy OX

tenlemesin ansat aliwga boladi. Bul tenleme x(x,y) belgisiz funkciyasina qarata dara tuwindili

differencialliq tenleme bolip, uliwma jagdayda oni sheshiw qiyin boladi. Sonifi ushin onin ayirim
dara jagdaylarin qaraymiz:

a) Meyli (1) tenleme tek x tan garezli bolgan integrallawshi kobeytiwshige iye bolsin,

d
yagny g = 4(x). Sonda % = d_f(l, @ =0 bolip, (6) tefileme

&



M ON

ldu_ & &
L dx N

turine iye boladi. (7) tenlemeni integrallap,

M ON

U

tarindegi integrallawshi kébeytiwshige iye bolamiz.

()

(8)

b) Meyli (1) tenleme tek y ke garezli bolgan integrallawshi kobeytiwshige iye, yagniy

1= u(y) bolsin. Bunda % =0, % = £ bolip, (6) tenleme
M _AN
1on 4 &
udy M

turine iye boladi ham a) jagdayina ugsas songi tenlemeni integrallap, (1) tenlemenin

oM _oN
_,[ ay axd
M

p=uy)=e

turindegi integrallawsh1 kobeytiwshisine iye bolamiz.

©)

(10)

€) Endi integrallawshi kobeytiwshi bazibir belgili w=w(x,y) funkciyasimin funkciyasi

bolgan jagdaydi qaraymiz, yagnty s = z(w) = z[w(x, y)], bunda w(x, y) - belgili funkciya. Sonda

bul jagdayda

bolganligtan, (6) tehlemeni

tarinde yamasa

™M _oN
du oy oX
dw
H N%—M@
OX oy

tarinde jaziwga boladi. Eger

(11)



oM  ON

Y= pw)
NW_ W
OX oy

bolsa, onda (11) tenlemeden 4z = z[w(x,y)] funkciyasin tabiwga boladi. Haqiyqatinda da, bul

jagdayda (11) tenlemeden

e ej'a(w)dw

turindegi integrallawshi kobeytiwshini alamiz.
2-musal. (2xp° =3y )dx +(7=3x")dy =0 tefilemesin sheshin.
Sheshiliwi. Bul jerde M(X,y)=2xy* =3y®, N(X,y)=7-3xy’. Demek,

oM _ N _

4xy -9y, ~3y?
Xy -9y x y
bolganligtan, —— # —— boladi. Al,
dy Ox
M _oN
oy ox _4Axy-9y*+3y°  Axy-6y° 2
-M @y -3y yi(2x-3y)
u 2
bolganligtan, 7 =——dy teflemesine iye bolamiz, bunnan
d d
j—“:—zj—y+|nc, In|z =-2In|y|+InC,
H y
C 1
frye e ATy
Endi berilgen tenlemeni n=— funkciyasia
y

(2xy —3y)dx + (l2 —3x)dy =0.
y

Bul tenleme toliq differencialdagi tenleme. Oni tdmendegishe sheshemiz:
2
u(x, y) = [ (2x - 3y)dx+gp(y), U(X,Y)=x"=3xy +¢(y),

N_ g d0W) T g do) T

dy vy dy y

(12)

koébeytemiz:



d 7
co(y)=7jy—¥+cl, o)== +C:

7
Demek, berilgen tenlemenin uliwma integrali x*=3xy-—=C boladi, bunda C - erikli

turaqlu.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. Qanday shartlerde tenlemesi toliq differenciallardagi tenleme boladi? Onin uliwma
sheshimi qanday turge iye?

2. Integralawshi kobeytiwshi usili neden ibarat? Qanday shartler orinlanganda a) tek tan
garezli, b) tek ten garezli, ) ham tin bazibir funkciyasinan garezli bolgan integrallawshi
koébeytiwshi bar boladi1?



6 — lekciya. Birinshi tartipli tenleme ushin Koshi maselesi.Sheshiminin bar boliwi1 haim
birden birligi hagqindagi teorema. 1zbe-iz juwiqlasiwlar usih

Reje:

1. Koshi maselesinin qoyiliwi.

2. Sheshiminin bar boliw1 hdm birden birligi haqqindagi teorema

3. Teoremanin dalileniwi.

4. lzbe-iz juwiglasiwlar usili.

5. Tayamish sozler: Koshi maselesi. Pikar teoremasi.ten kushli integralliq tenleme. Izbe-iz
juwiqglasiwlar usili. Sheshiminin bar boliwi. Sheshimnin birden birligi

Meyli
d
_y = f (x, y) (1)
dx
differencialliq tenlemesi ham
Y(x0) =0 (2 )

baslangish sharti berilsin, bunda £ '(x,y) bazibir oblastta berilgen funkciya, al x,,y, - berilgen

baslangish manisler.

Teorema (Pikar teoremasi). Meyli £ (x,y) funkciyasi tomendegi eki  shartti

ganaatlandiratugin bolsin:

1) f(x,y) funkciyasi 6zinifi eki dzgeriwshisi boyinsha da R :|x —x0| <a, |y - y0| <b

jabiq oblastinda aniglangan ham 0zliksiz bolsin, demek, ol shegaralangan:

Sy <M 3

bunda M - on turaql;

2) f(x,y) funkciyasi R oblastinda ) Ozgeriwshisi boyinsha Lipshic  shartin

qanaatlandirsin, yagniy qalegen (x,y,,y,) € R ushin

G, v) = G| < Ly — 4)

tensizligi orinlansin, bunda L - Lipshic turaglsi, L>0.

Sonda (1) differencialliq teflemesinii (2) baslangish shartin ganaatlandiratugin,
|x —x0| < h araligindagr x manisleri ushin aniglangan ham tzliksiz differenciallanatugim, x tin

us1 manislerinde R oblastinan shigip ketpeytugin y = y(x) sheshimi bar boladi hdm ol birden-

bir boladi, bunda
. b
h=min{a,—. 5
o] 0



Pikar teoremasi Koshi maselesi sheshiminin tek bar boliwin ham onin birden-birligin
taminlep gana qoymastan, al bul sheshimdi belgili dallikte juwiq tirde tabiwdin usilin da beredi.

Atap aytqanda, Pikar teoremasimin shartleri orinlanganda izbe-iz juwiglasiw metodina

muwapiq, (1), (2) Koshi maselesinin sheshimin

Yo ()= Yo + [ F(s.y, (s, Yo(X)= Yo, (n=012,...)
rekurrentlik qatnaslart menen aniqlanatugin { n(X)} funkciyalardin ten 6lshewli jiynaqli izbe-

izliginin 7—> 00 dag shegi retinde tabiwga boladi. Bunda y(x) dal sheshimdi n-shi juwiq
sheshim ,(X) penen almastirgandag qateliktin bahalaniwi

n-1

Y00~y (0] <
ni

hn

tensizligi menen beriledi.

of

Pikar teoremasindag Lipshic shartin f'(x,y) funkciyasimin y boymsha shegaralangan 0,’—

dara tuwindiga iye boliw sharti menen almastiriwga boladi. Lagranj teoremasina muwapiq,

of
f(X, yl)_ f(X, yz):a_y(x’yl+‘9(Y1_y2))(y1_Y2)a 0<6<1

bolganhqgtan, bul ayirmam  bahalay  otirip, i_f<|< ekenin  esapga  alsaq,
y

|F (% y1)— F(X,Y,)| < K|y, —Y,| tensizligin, yagmy Lipshic shartin keltirip stigarwga boladi.

Lipshic sharti  Koshi maselesi sheshiminin birden-birligin taminleydi. Al, bul Lipshic
shartinin orinlamwi talap etilmegen jagdayda Koshi maselesinin sheshiminin tek bar boliwin
Peano dalillegen.

Teorema (Peano teoremasi). Meyli £ (x,y) funkciyasi R tuwrimuayeshliginde zliksiz

(x,y)eR

. b
funkciya bolsin ham pm = max | f (X, y)), h:mlnia,m),

Sonda (1), (2) Koshi méselesi [X, =N, %, +h] araliginda en keminde bir y = y(x) sheshimge
iye boladi.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. Tuwindiga qarata sheshilgen birinshi tartipli tenleme ushin Koshi maselesi qalay
qoyilad1?

2. Pikar teoremasi1 neden ibarat?

3. Qanday shartte Koshi maselesi sheshimi bar boladi?



4. Qanday shartlerde sheshim birden-bir boladi?

5. Izbe-iz juwiglasiwlar metodi1 neden ibarat?

7-leksiya. Eyler smiq siziqlari.Sheshimdi dawam etkiziw haqqindag:
teorema.Sheshimnin baslangish shartke ham parametrge uziliksiz garezliligi

Reje:

1. Eyler usili.Eyler siniq siziglari.
2. Shesimnin dawam etiliwi hagqinda teorema
3. Sheshimnin baslangish shartke ham parametrge uziliksiz garezliligi
4. Tayamsh sozler: Eyler usili.Eyler siniq siziglari.Shesimnin dawam etiliwi.Baslangish shart.
Parametr.Uziliksiz garezlilik.

1.Differencialliq tenlemelerdi juwiq tirde integrallawdin metodlarinin biri Eyler metodi bolip
tabiladi. Bul metodqa muwapiq

dy _
v f(xy) 1)

differencialliq tenlenenin (XO, yo) noqati arqali 6tiwshi izlengen integrallq iymek sizig1 har bir

zvenosi Ozlerinin shetki noqatlarinin birinde integralliq iymek s1ziqqa uriatugin tuwri si1zigh
kesindilerden ibarat bolgan siniq s1ziq penen almastiriladi (1-siwret). Bul metodt1 qollanganda

izlengen y = y(x) sheshimnin x =b toshkadagi méanisim juwiq esaplaw ushin X, <x<b (eger
b > x, bolsa ) kesindi X,, X, X,,..., X, ;, X, bunda X, =b, noqatlart menen n tendey boleklerge
bolinedi. Har bir bolektin X, —X =h uzinlig1 esaplaw adimi dep ataladi. Izlengen sheshimnin
X; noqatlarin dag1 juwiq manislerin Y, arqal belgileymiz. Bul Yy, manislerin esaplaw ushin

X, £ X< X, kesindide integralliq iymek s1ziqt1 onin (XO, yo) noqattagi urinbasinin kesindisi

menen almastiramiz. Demek, Yy, = Y, +hyy, bunda y; = f (X,, Y, ) (1-sawret)
Usigan ugsas tomendegi esaplawlardi orinlaymiz:
Y, =Y, +hy;, bunda y;=f(x,y,)

s =Y, +hy,, bunda vy, =f(x,Y,)

Yo=Yoat hyr,1—1’ bunda y,']fl =f (Xn—l’ yn—l)

Eger b < X, bolsa, onda esaplawlar sxemasi buringiday bolip qaladi, biraq h adim teris boladu.



Al, h— 0 de Eyler siniq s1ziglari izlengen integralliq iymek siziqtin grafigine jaqinlasatuginin
kutiw tabiygiy boladi ham demek, h adimdi kishiriytiw menen Eyler metod1 izlengen
sheshimnin b noqattagi dal manisin beriwge jaqinlasadi. Bul tastiyiqlawdin déllileniwi
sheshimnin bar boliw1 ham birden-birligi haqqindag1 fundamentalliq teoremaga alip kelinedi.

2.Biz sheshimnin bar boliwin tek

[,: X, —h<x<x,+h

araliq ushin gana dallillegen edik. Biraq ta, eger bunda biz f (X, y) funkciya aniglangan ham

uzliksiz bolgan ( hAm Lipshic shartin qanaatlandiratugin) D oblastinan shigip ketpesek, onda
tabilgan sheshimdi dawam etiw mumkin.

Haqiyqatinda da, meyli X=X, +h bolganda tabilgan sheshimnin y; manisi D oblastinda
jatatugin bolsin, sonda D oblastinda ele putinley jatatugin R, : ‘X — X(()l)‘ <a, ‘ y— yél)‘ <b
tuwrimuyeshligin tabiwga boladi (D oblastinin ishki nogat1 tusinigi paydalanildi). M, arqali R
tuwrimuyeshliktegi ‘ f (X, y)‘ tin maksimumlarin belgileymiz. Sonin menen birge baslangish

manisler sipatinda X(()l) ham y(()l) manislerin qabil etemiz. Sonda biz délillengen boyinsha (1)

differencialliq tenlemenin

1

I x—h <x<xP+h, h :min{al;Mi}

araliqtagi sheshimin bar dep tastiyiqlay alamiz. Bul |, intervaldin ortasi | intervalinin ushi
menen betlesedi.bul nogatta biz jasagan eki sheshimde birdey y(()l) manisti qabil etedi, demek,
birden-birlik gasiyeti boyinsha eki sheshimde |, ham |, araliqlardin uliwma boleginde Gstpe-tist

tisedi.Biraq ta, |, intervaldin (x(()l),x(()l) + hl) yarmmt | intervaldan sirtta jatadi.Us1 yarimda
tabilgan sheshim | intervalda aldin alingan sheshimnin dawamlaniw1 boladi dep aytamiz. Eger
sheshimnin x(()l) +h, noqattag1 manisi yéz) bolip ham koordinatalari X(()z) = Xél) +h, y(()z) bolgan
nogat ele D oblastinin ishinde jatsa, onda biz (x(()z), y(()z)) baslangish berilgenler boyinsha

sheshimdi 1, intervalda aniqlay alamiz, bul araliqtin bir yarim1 |, menen betlesedi ham bul
uliwma bolekte jana sheshim aldingi sheshim menen ustpe-ust tusedi; |, intervaldin ekinshi

yariminda biz qarastirip atirgan sheshimnin dawamlaniwin alamiz. Usigan ugsas jasaw X tin
kemiwshi manisleri ushin da jurgiziliwi mimkin. Usinday dawamlaniwlar menen D oblastinin
shegarasina galegeninshe jaqin keliw mumkin.

Onga da, solga da dawamlanbaytugin sheshim dawamsiz (dawamlan baytugin) sheshim
dep ataladi. Har bir sheshimdi dawamsiz sheshimge deyin dawamlawga bolatuginin dalillewge
boladi. Eger integralliq s1ziqt1 dawamlan baytugin sheshimnin grafigi dep tasinsek, onda har bir

(%o, ¥ ) nogat arqali bir integralliq iymek siz1q 6tiwi hagqindag tastiyiqlaw dal bolad.

Tomendegi tastiyiqlaw orinli



1-Teorema (tuyiq shegaralangan oblastta sheshimnin dawamlaniwi1 haqqinda). Meyli
f (X, y) funkciyasi sheshimnin bar boliw1 ham birden-birligi haqqindagi teoremanin shartlerin

tuylq shegaralangan D oblastta qanaatlandiratugin bolsin. Sonda (1) differencialliq tenlemenin

D oblasti ishinen otetugin qalegen y(x) sheshimin eki tarepke qarata D oblastinin I”
shegarasina shiqqanga deyin, yagniy (a, y(a)) ham (b, y(b)) noqatlar1 I” shegarada jatatugin

sonday [a,b] kesindige dawamlawga boladi.

3’ (1) differencialliq tenlemenin sheshimin tek garezsiz 6zgeriwshi X tin gana funkciyasi
emes, al sonin menen birge, sheshimnin grafigi dtetugin noqat koordinatalarinin da funkciyasi
sipatinda qarawga boladi. Maselen 1- tartipli ADT bolgan

y=y
tenlemesi y(x)=y,e" ™ tehligi menen berilgen sheshimge iye boladi, ogan saykes keliwshi

integralliq iymek s1z1q (XO, yO) toshkasi arqal1 6tedi. Songi shart y ti X, X, Y,

ozgeriwshilerinin funkciyasi sipatinda aniglaydi, bul analitikaliq tarde

V(X% Yo) = Yo€™
turinde jaziladu.

ADT sheshimi ganday bolip X, X1 Y, Ozgeriwshilerinen garezli boliw1 haqqindag: bilim tek
teoriya ushin gana emes, al ameliyat ushin da ahmiyetke iye. Sebebi ameliy maselelerdi
sheshkende matematikaliq modeldi duziwde baslangish berilgenler adette anaw yaki mmaw
olshewler natiyjesinde tabiladi, al har ganday 6lshew absolyut dal tarde 6tkerilwi mimkin
bolmaganliqtan, baslangish berilgenlerdi 6lshewdegi kishi qatelikler sheshimlerdin gésiyetlerine
gansha tésir etiwi haqqindagi masele payda boladi.

1-Amglama. Baslangish y = f (X,y), y(X,) =Y, maselenin ¢(X,X,,Y,) sheshimi

[XO, X, + h] c | araligta X;, Y, baslangish berilgenlerden Uzliksiz garezli, egerde Ve >0 sani

ushin 6 = 5(5, h) >0 sani tabilip, har qanday basqa y = f (X, y) , y(x*) =Y, baslangish
maselenin (X, X, Y, ) sheshimi ushl‘xg - XO‘ <0, ‘y; - yo‘ <o tefsizliklerinen
Vt €[ Xy, %, +h] ushm

v (%56, 5) ~ (% %, Yo )| < &
tensizligi kelip shigatugin bolsa. Basqasha aytqanda (1) tenlemenin y(xo) =Y, baslangish
shartti qanaatlandiratugin 'y = y(X,X,,Y,) sheshimin [x,,%, +h] arahqta X,, Y, baslangish
berilgenlerden Uzliksiz garezli boladi, egerde baslangish berilgenlerdin az 6zgerisine [XO, Xy + h]

araliqta sheshimnin az 6zgerisi saykes kelse (2- s1zilma)

Geyde bul gasiyet integralliq uzliksizlik yamasa waqittin shekli 6zgeriw araligindagi ornigliliq
dep ataladi.



Toémendegi tastiyiqlaw ormli

2-Teorema. Eger y=f(x,y), y(X)=Y, baslangish masele sheshimnin bar boliwi1 ham

birden-birligi haqqindag1 teorema shartlerin ganaatlandirsa onda onin sheshimi X garezsiz
ozgeriwshiden ham X;, y, baslangish berilgenlerden uzliksiz garezli boladi.

Eger DT —nin on jagi tek X ham Yy ten garezli bolmay, al bazi-bir parametrden de

garezli bolsa, onda bul parametr sheshimlerdin gasiyetine ganday tasir jasaydi?-degen soraw
payda boladi.

Haqiyqatinda da, differencialliq tenlemelerdin (differencialliq modellerdin) on jaqlarina
kiriwshi parametrler uyrenilip atirgan sistemanin fizikaliq tabiyatin xarakterleydi. Bunday
parametrler, maselen , massa, zaryadlar,serippelik h.t.b boliw1 mimkin. Bul parametrler
baslangish berilgenler styaqli absolyut dal 6lsheniliwi mimkin emes ham sonliqtan bul jerde de
parametrlerdin az 6zgerisi sheshimlerdin gasiyetine qanday tasir jasaydi?-degen soraw kelip
shigadi.

Qatan formulirivkalarga dte otirip, mina baslangish maseleni ( al dalirek aytqanda
baslangish méseleler jiynagin) qaraymiz:

y="10xy.u), ¥(%)=Y @)
Toémendegi tastiyiglaw ormli

3-Teorema.(sheshimnin parametrden Uzliksiz garezligi haqqinda). Eger (2) differencialliq
tefilemenin on jagt 4 boymsha g4 < 1 < 14 bolganda tizliksiz bolsa ham sheshimnifi bar boliw1
ham birden-birligi haqqindagi teorema shartlerin ganaatlandirsa, sonin menen birge L Lipshic
turaglis1 ¢ den garezli bolmasa, onda (2) méselenin y(X, ,u) sheshimi x den uzliksiz garezli
boladi.



8 — lekciya. Tuwindiga garata sheshilmegen birinshi tartipli tenlemeler ham olard:
integrallaw usillan

Reje:

. Birinshi tartipli n-darejeli differensiyalliq tenlemeler.
. Toliqg emes tenlemeler. Parametr kiritiw usil1.

1
2
3. Lagranj tenlemesi.
4. Klero tenlemesi.
5

. Tayamish so6zler: Birinshi tartipli n-darejeli differensiyalliq tenlemeler.
Toliq emes tenlemeler. Parametr kiritiw usili. Lagranj tenlemesi. Klero tenlemesi.

Tuwindiga qarata sheshilmegen birinshi tartipli tenlemelerdin  kvadraturalarda
integrallanatugin ayirim klasslarin qaraymiz. Solardin biri sol jagr y’ ga qarata n-darejeli

kopagzali bolgan
8,(% Y)(Y)" +a, (%, y)(¥)" " + (% Y)Y+, (X, ) =0 @)

tenlemesi bolip tabiladi, bunda ai(X, Y), i =0,1,...,n bazibir oblastta uzliksiz funkciyalar. Bul

tenleme birinshi tartipli n-darejeli differencialliq tenleme dep ataladi.

Meyli qarastirip atirgan oblastta ay(X,Y) #0 bolsin. Sonda algebramn tiykarg: teoremasina
muwapiq, (1) tenleme y’ tuwindisinin n manisin aniqlaydi. Differencialliq tenlemenin uliwma

kursinda tenlemelerdi tek haqiyqiy oblastta qaraw menen sheklenetugin bolganligtan, bul
manisler ishinen kompleks manislerdi qarastirmay, tuwindiga qarata sheshilgen birinshi tartipli
m tenlemege iye bolamiz:

dy _ f.(x,y), i=Lm, m<n. )
dx

Eger f.(X,Y) funkciyasi bazibir D oblastinda Pikar teoremasinifi shartlerin ganaatlandirsa,

onda us1 oblasttin har bir tochkasi arqali birden-bir integralliq iymek si1ziq 6tedi. Solay etip, (2)
tenlemelerinin har birin integrallap, m integralliq iymek s1ziglardi alamiz.
Natiyjede (2) tenlemenin alingan Y; =@, (X,C) uliwma sheshimlerinin yamasa

v, (x,y)=C, i=1,_m uliwma integrallarinin jiynagr berilgen (1) tefilemenin uliwma integrali
boladi, bunda C - erikli turaqli. Bul uliwma integral

[, (X, ¥) =Cllw,(X,y) - C]...[v;, (X, ¥) =C] =0 qatnas tarinde jaziliwi mimkin.
1-musal. Y'(2y—Y') = y>sin° X tenlemesin sheshin.

Sheshiliwi. Berilgen tenlemeni y'2—2y-y’+ yZSiHZXZO turinde jaziwga boladi. Bul
birinshi tartipli ekinshi darejeli differencialliq tenleme. Om1 y’ ke qarata sheshsek,



y'=y=+ycosx tefnlemelerin alamiz. Al, bul tenlemelerdi integrallap, berilgen tenlemenin

INCy = x +sinx turindegi uliwma integralina iye bolamiz, bunda C - erikli turaqls.
Tuwindiga qarata sheshilmegen
F(x,y,y)=0 ©)

turindegi tenlemede x yamasa Yy, yamasa ol ekewi de qatnaspasa, onda bunday tenlemeler toliq

emes tenlemeler dep ataladi.

I. Déslep tek y’ tan turatugin

F(y)=0 4)

differencialliq tenlemesin qarayiq. Eger bul tefileme y’ tin en keminde bir haqiyqiy manisin

aniqlasa, onda bul tenlemenin barliq sheshimlerin kvadraturalarsiz tabiwga boladi.
Haqiyqatinda da, meyli (4) tenleme y’ ga qarata k haqiyqiy korenge iye bolsin:
y'=a, (k=12..) (5)
yagniy
Fla)=0 (k=12..). (6)
(5) den Y =a,X+C, (k=12,..) kelip shigadi, bunnan

a, :%, (k=12,..). ©)

(7) ni (6) ga qoysaq, onda (4) tenlemesinin

{55)

X

turindegi uliwma integralina iye bolamiz.

Demek, (4) tenlemenin uliwma integrali bul tenlemede y’ t1 y-C ga almastiriw jol1 menen
X
ansat alinadi.
I1. Endi belgisiz funkciya y qatnaspaytugin
F(x,y)=0 9)
tenlemesin qaraymiz. Témendegi jagdaylar boliw1 mimkin.

a) Eger bul tefilemeni y’ qa qarata sheshiw miimkin bolsa, onda

y'=f(x), (k=12..) (10)



tenlemelerine kelemiz, bunda f,(X) - bazibir araliqta Gzliksiz bolgan haqiyqiy funkciyalar. (10)

tefilemelerdi integrallap, saykes tirde, olardih uliwma sheshimlerin tabamiz:
y=[f,(0dx+C, (k=12..).

Bul uliwma sheshimlerdin jiynagi (9) tenlemenin uliwma integrali boladi.

b) Meyli (9) tenleme garezsiz 6zgeriwshi x qa qarata ansat sheshiletugin bolsin, yagniy bul
tenlemeni

x=f(y’) (11)

tarinde jaziw mumkin bolsm, bunda f(y) - tuwindi y’ Ozgeretugin bazibir oblastta

differenciallanatugin funkciya. Bul tenlemeni tdmendegi usil menen sheshiwge boladi. g—y =p
X

dep esaplap ham P n1 parametr esabinda qarastirip, Yy t1 ust P parametri arqali anlatamiz.

Sonda (11) gatnasinan

x=f(p) (12)
boladi, bunnan

dx = f'(p)dp (13)

Al, dy = y'dx, dy = pdx bolganligtan, (13) ti esapqa alsaq, onda dy = pf’(p)dp boladi ham
bul qatnasti integrallap, y = I pf’(p)dp + C formulasin alamiz.

Solay etip, bul jagdayda (9) tefileme
x=f(p),

14
y=[pf'(p)dp+C .

turindegi parametrlik formadagr uliwma sheshimge iye boladi. Eger (14) tenlemelerinen r
parametrin joq etiw mimkin bolsa, onda (9) tenlemenin y = ¢(x,C) ultwma sheshimine yamasa

@d(x,y,C) =0 uliwma integralina 1ye bolamiz.
(9) tenlemeni usinday usil menen sheshiw parametr kiritiw metodr dep ataladi.
2 - misal. X(y’2 —1)=2Y' tefilemesin sheshin.

!

y!2 _1

Sheshiliwi. Berilgen tenlemeni x qga qarata sheshiw ansat: X = Endi y’= pdep

turinde jazamiz. Bul qatnasti differenciallasaq, onda

-1

belgilep alip, song1 tenlemeni X = p2

2(p* +1) :
= ~0dp qatnasin alamiz. Bunnan dy = pdx ekenin esapga alsag, dy =

(p*-1)

boladi. Bul tenlemeni integrallasaq,

2(p*+1)p

dx
(p*-1)°



y= —In‘pz—]hc

p’-1

kelip shigadi. Solay etip, berilgen tenlemenin parametrlik formadagi uliwma sheshimi

X = pfﬁl’y: p22_1—|”‘p2—4+c

tarinde jaziladi.

c) (9) tenleme x ga da ham y’ ga qarata sheshilmewi mumkin. Biraqta ayirim jagdaylarda

bul tenlemeni parametrlik formada, misali
x=p(), Yy =y(t) (15)

trinde jaziw mumkin. Bul jagdayda (15) den dy =y (t)p'(t)dt kelip shigadi. Sonda (9)

tenlemenin uliwma sheshimi tomendegishe parametrlik formada jaziladi:
x=p(t), y=[w®e't)dt+C, (16)

bunda C - erikli turaqli.

III. Meyli (1) tenlemede garezsiz 6zgeriwshi x gatnaspasin:
F(y,y)=0. (17)
Bul tenleme ushin da (9) tenlemeni sheshkendegi jagdaylarga usagan jagdaylar boliw1 mumkin.
3 - misal. yﬁ =y’ tenlemesin sheshin.

Sheshiliwi. Bul jagdayda parametr esabinda y’ t1 aliwga bolar edi, biraq y’ =sing dep aliw

golayliraq bolad1. Berilgen tefilemeden ti ¢ arqali anlatamiz. y/1—sin® @ =sing, y=tge.

Solay etip, berilgen tenlemeni parametrlik kériniste tdomendegishe jaziwga boladi:

y=u9o,
y'=sing.
Endi 6zgeriwshisin ¢ arqali anlatayiq:
dy = y'dx, dy:d—(zp,dx:d—){, dx:_d—(pz,
cos” @ y sing-cos” @
bunnan
x:j—_ dg > +C:Intg£+—1 +C.
sinpCos” ¢ 2 Cosg

Demek, berilgen tenlemenin parametrlik formadagi uliwma sheshimi



x:lntg£+i+c,
Cos @

y=u4g
boladi, bunda C - erikli turaql.

Lagranj tenlemesi dep, tuwindiga garata sheshilmegen, al belgisiz funkciyaga ham garezsiz
ozgeriwshige qarata s1ziqli bolgan

A(Y)y +B(Y)x+C(y) =0 18
turindegi tenlemege aytiladi, bunda A B,C - uzliksiz differenciallanatugin funkciyalar.
Adette, A(y’)=0 dep esaplap, Lagranj tenlemesin
y=o(y)x+w(y) (19)

tarinde garastiradi, bunda

BY) . C(y)
Ay Yy

Lagranj tenlemesin sheshiw ushin parametr kiritiw usilin qollaniwga boladi. ' = p dep

o(y)=-

alip, (19) tenlemeni

y =@p(p)X+y(p) (20)

turinde jazamiz. Bul tenlemenin eki jaginda x boymsha differenciallayiq:

d , d , d
& o (m)xZE 1 o(p) + ' (p) P (21)
dx dx dx

Al, % = p ckenligin esapga alsaq, onda songi tenleme p =[p'(p)x+y'( p)]g_s +o(p)
tarine keledi, bunnan
[’ (P)x +y'(P)]dp +[e(p) — pldx =0. (22)
Endi o(p) — p =0 dep esaplap, song1 tenlemenin eki jagin da us1 ayirmaga bolsek,

o) gy VD) g

dx +
p(p)—p p(p)—p

tenlemesin alamiz, bunnan

dX ! !
A A 3

do o(p)-p  p-o(p)

turindegi birtekli emes s1ziqli tenlemege kelemiz. Bul tenlemenin uliwma sheshimi



1. ¢'(p) dp (o(p)
X=e v(p)-p C-FJ~ l// p) I p dp (24)
p—0(p)
boladi, bunda C - erikli turagli. Bul sheshimdi gisgasha
x=a(p)C + x(p) (25)

turinde jaziwga boladi, bunda «(p)C funkciyas: (23) tenlemege saykes keliwshi birtekli s1zigh
tenlemenin uliwma sheshimi, al y(p) - birtekli emes tenlemenin dara sheshimi. Sonda Lagranj

tenlemesinin parametrlik formadagi uliwma sheshimi

{x =ao(p)C + x(p), o6
y=p(p)|@(p)C+ 2(p)]+w(p)
turinde jaziladi.

Meyli ¢(p) — p =0 bolsin ham bul tenleme p = p. (i =1,2,...) haqiyqiy korenlerine iye
bolsin. Sonda y = @p(p,)x+w(p,) funkciyalar1 da Lagranj tenlemesinin ayriqsha sheshimi

boliw1 mumkin.
Lagranj tenlemesinin dara jagday1 bolgan
y=xy' +y(y) (27)

tenlemesin qaraylq. Bul tenleme Klero teflemesi dep ataladi. Oni Lagranj teflemesin
sheshkendegidey usil menen sheshemiz.

4

y'=p, dy=pdx, y=px+y(p) (28)
dy = pdx + xdp +y'(p)dp, pdx = pdx+ xdp +y'(p)dp,
[x+y'(p)Jdp =0.

Song: tenleme tomendegi eki tenleme menen ten kushli: dp=0, x+w’(p)=0. Bul

tenlemenin birinshisinen p=C boladi. P nin bul manisin (28) ge qoysaq, onda
y =Cx+w(C) (29)

boladi, bunda C - erikli turagli. Bul Klero tenlemesinin uliwma sheshimin beredi. Endi
x +y'(p) =0 jagdayin qarayiq. Bunnan x = —'(p) boladi. Sonda Klero tefilemesinin

{X=l//'(p),
y==py'(p)+w(p)

(30)

turinde jazilgan jane bir sheshimine iye bolamiz. (29) ham (30) sheshimlerin salistirsaq, onda
erikli turagli C nin hesh bir manisinde (30) sheshimi (29) sheshiminen kelip shigpaytuginin
koriwge boladi. (30) sheshim Klero tenlemesinin ayrigsha sheshimi boladi.



Takirarlaw ushin sorawlar
1. -darejeli birinshi tartipli tenleme degen ne? Ol qalay integrallanadi?
2. tenlemesinin uliwma integrali ganday turge iye?
3. Belgisiz funkciya qatnaspagan tenleme galay integrallanadi?
4. Garezsiz 6zgeriwshi gatnaspagan tenleme qalay integrallanad1?
5. Lagranj ham Klero tenlemeleri qalay integrallanadi1?

9 — lekciya.Sheshimnin bar boliwi hagginda teorema. Ayirigsha sheshimler ham olardi
tabiw usillar:

Reje:
1.Koshi maselesi. Sheshimnin bar boliw1 haqqinda teorema.
2. Ayirigsha sheshimler ham olardi tabiw usillar

Tayamsh sozler: Koshi maselesi. Sheshimnin bar boliwi. Ayirigsha sheshim. P-
diskriminantliq iymek s1z1q. C-diskriminantliq iymek s1z1q.

Tuwindiga qarata sheshilmegen
F(x,y,y')=0 @
differencialliq tenlemenin ayrigsha sheshimlerinin bar boliwi ham olardi tabiw haqqindagi
maseleni garayiq.
Eger F(x,y,y’) funkciyas: (1) tenleme ushin Koshi méselesinin sheshiminin bar boliw1
ham onin birden-birligi haqqindag teoremanif shartlerin qanaatlandirsa, onda (x, y) tegisliginif
qarastirilgan oblastinda har bir (XO, yo) tochkasi arqal1 berilgen bagit boymsha (1) tenlemenin tek

bir integralliq iymek s1z1g1 6tedi.

Demek, eger (1) tenlemenin ayrigsha sheshimleri bar bolsa, onda olar usi teoremanin
shartleri buzilgan tochkalar1 arqali otedi. Eger F(x,y,y") funkciyasi uzliksiz ham ol birinshi

tartipli Gzliksiz dara tuwindilarga iye bolsa, onda ayrigsha sheshimlerdi koordinatalari

F(X’ Y, p) = Oa
p= )
Fo(x,y,p)=0 dx

tenlemelerin qanaatlandiratugin tochkalar ishinen izlew kerek. Eger bul sistemadan p

parametrin joq etiw mumkin bolsa, onda (1) tenlemenin ayriqsha sheshimi boliwi mumkin
bolgan

o(x,y)=0 (©)



kopligin alamiz. (3) qatnast menen aniqlanatugin tochkalar kopligi (1) tenlemenin P -

diskriminantlq iymek sizig1 dep ataladi.

Eger (1) differencialliq teflemenin P -diskriminantliq iymek sizig1 bar bolsa, onda olar bul

tenlemenin ayrigsha sheshimleri boliw1 mumkin.
Bunnan (1) tenlemenin ayriqsha sheshimlerin tabiwdin témendegi usili kelip shigadi:

1) (1) tenlemenin P -diskriminantliq iymek sizigin tabiw kerek;

2) Bul tabilgan tenlemenin P -diskriminantliq iymek si1zig1 berilgen tenlemenin integralliq

iymek s1ziglar1 bolama? Son1 tekseriw kerek;

3) Bul integralliq iymek siziglardin har bir tochkasinda birden-birlik gdsiyeti buzilama?
Son1 tekseriw kerek.

Eger us1 ush shart te orinlansa, onda differencialliq tenlemenin bul izertlengen sheshimi
ayrigsha sheshim boladi.

(1) turdegi differencialliq tenlemenin ayrigsha sheshimlerin tabiwdin adewir apiway1 ham
golaylt bolgan ekinshi usili us1 tenlemelerdin uliwma sheshimi yamasa uliwma integrali belgili
bolgan jagdayda paydalaniladi. Bul usil bir parametrlik iymek siziglar toparmin orawshisi
haqqindagi tusinikke tiykarlanadi.

Meyli (4) differencialliq tenlemenin
d(x,y,C)=0 4)

uliwma integrali tabilgan bolsin, bunda C - erikli turaqli. Bul uliwma integral xOy tegisliginde

bir parametrli iymek s1ziglar toparin aniqlaydi.

Eger us1 iymek siziglar toparmin orawshisi, yagniy har bir tochkasinda (4) topardin bir
iymek s1zig1 menen uliwma urinbaga iye bolatugin iymek siziq bar bolsa, onda bul orawshi
berilgen (1) differencialliq tenlemenin ayriqsha sheshimi boladi. Haqiyqatinda da, uribasinin
bagit1 (1) tenlemesi menen aniglangan maydannin bagitlarinin biri menen dal kelgenlikten
orawshi integralliq iymek siziq boladi. Sonih menen birge, orawshinin har bir tochkasi arqali en
keminde eki integralliq iymek si1ziq - orawshimin 6zi ham (4) topardin iymek siziglarimin biri
otkenlikten orawshinin har bir tochkasinda sheshimnif birden-birligi buziladi. Demek, orawshi
ayrigsha integralliq iymek s1z1q, yagniy ayrigsha sheshim boladi.

Matematikaliq analiz kursinan belgili bolganinday-aq, eger @(x,y,C) uzliksiz

differenciallanatugin funkciya bolsa, onda (4) iymek siziqlar toparinin orawshisi
@(x,y,C)=0,

aD
~—(x,y,C)=0
¢ 0 v:C)



tenlemeler sistemasi menen aniqlanatugin = S-diskriminantliq iymek sizigan quramina kiredi.
Eger % (x,»(x),C) =0 Yyamasa % (X,@(x),C) #0 shartleri ornlansa, onda omih bazibir
y = (x) tarmagi orawshi boldi.
Takirarlaw ushin sorawlar

1. Ayrigsha sheshim degen ne?

2. p -diskriminantliq iymek s1z1q degen ne ham ol qalay tabilad1?

3. Ayrigsha sheshimdi tabiw usili neden ibarat?

4. S diskriminantliq iymek qalay tabiladi1?

5. Integralliq iymek siziglar toparinin orawshisi qalay tabiladi1?

6. Birinshi tartipli tenlemenin uliwma turi qalay jazilad1?

7. Tuwindiga qarata sheshilmegen birinshi tértipli tenleme ushin Koshi maselesi qalay
qoyiladi?

8. Koshi méselesi sheshiminin bar boliw1 ham birden-birlik shartleri neden ibarat?



10 — lekciya. Joqar tartipli differensialliq tenlemeler.Baslangish shartler. Sheshimnin
bar boliw1 haqqginda teorema

Reje:

1. Joqar tartipli differensiyalliq tenlemeler. Tiykarg: tusinikler ham aniqlamalar.

2. Koshi maselesi. Sheshimnin bar-boliw1 haqqindagi teorema.

3. Uliwma sheshim.Uliwma integral. Parametrlik korinistegi uliwma sheshim. Araliq
integrallari.

4., Tayanish sézler: Jogar tartipli differensiyalliq tenlemeler. Sheshim.Integralliq iymek
s1z1q.

Koshi maselesi. Pikar teoremasi. Uliwma sheshim. Dara sheshim. Uliwma integral. Araliq

integrallari.

Biz joqarg: tartipli tuwindilardi 6z ishine alatugin ,-tartipli differencialliq tenlemelerdi
uyrenemiz.

F(X Y,y y™)=0 @)

turindegi tenleme ,-tartipli 4piwayi differencialliq tefleme dep ataladi. Bul jerde x - garezsiz
6zgeriwshi, y - belgisiz funkciya, Y',..., y(”’ - y funkciyasinin saykes tartiptegi tuwindilari, al
F Dbolsa, n+2 o6lshemli R" kenisliginin bazibir D oblastinda aniqlangan ham tzliksiz
berilgen funkciya. Bul (1) tenlemede x,y,y',...,y‘”‘l) shamalar1 qatnaspaw1 da mumkin, biraq

tenlemede 7 — tartipli tuwind1 y(”) nin qatnasiwi shart bolip tabiladi.

Koép jagdaylarda (1) tenlemeni

yO =YY,y )

tenleme Kkorinisine keltiredi. (2) tenleme ulken tuwindiga qarata sheshilgen ;. — tartipli
differencialliq tefileme dep ataladi. (2) tenlemede s funkciyasin n+1 Olshemli R™*

kenisliginin bazibir G oblastinda aniglangan zliksiz funkciya dep uygaramiz.

Aniglama. (2) differencialliq tefilemenin | =(a,b) intervalindagi sheshimi dep toémendegi

shartlerdi qanaatlandiratugin y = ¢(x) funkciyasina aytiladi:
1) e(x)eC"(1); 2) (%0(X),@'(X),.0" (X)) €G, Vxel; 3) o(x)funkciyast (2)

tenlemeni birdeylikke aylandiradi, yagniy go(”) (x)=f (X,qo(X),go'(X),...,go(”_l)(x)), vxel.

Eger o(x)—(2) tenlemenin sheshimi bolsa, onda {X,(p(X)|X € 1} kopligi, yagniy y = o(x)

sheshimnin grafigi (2) tenlemenin integralliq iymek s1z1g1 delinedi.

Sheshim tasinigi (1) tenleme ushin da usigan ugsas aniqlanadi.



(2) differencialliq tenleme ushin Koshi maselesi yamasa baslangish masele dep, (2)
tenlemenin X = X; bolganda berilgen
Y(Xo) = Yo Y'(XO) = yc’w--w y(n_l)(xo) = yén_l) 3)

baslangish shartlerin qanaatlandiratugin y = y(x) sheshimin tabiw maéselesine aytiladi, bunda

X, € I Yo y{),..., y(()nfl) berilgen sanlar bolip, olar baslangish manisler dep ataladi. Koshi maselesi

sheshiminin bar boliwin ham onin birden-birligin tdomendegi teorema tamiyinleydi.

Teorema (Pikar teoremasi). Meyli (2) differencialliq tenlemenin on jagi

R:i|x—=X,|<a, |y —yo|<b, |y — v,

<b, ..., ‘y("’” —yi"DI<b
oblastinda aniglangan bolip, tomendegi eki shartti ganaatlandirsin
1) F(%Y,Y, Y™ ™) funkeiyast R oblastinda tzliksiz ham demek, ol shegaralangan:

F(6 Y,y YD) <M (M >0);

2) f(xy, y',...,y(“‘l’) funkciyas1 Y, y',...,y(”‘l) 6zgeriwshileri boymsha Lipshic shartin
ganaatlandirads :

n-1
0V Y V") = 0¥ Vg V") LY Y00 -y 80 (4)
k=0

bunda L > O, y‘°’ =Y, al (X yl,yl',...,yl(”’l’) ham (X, yz,y;,...,yz(”’“) R oblastinii galegen
tochkalari.

Sonda (2) differencialliq tenleme (3) baslangish shartlerdi qanaatlandiratugin
X=X, <h

araliginda aniglangan birden-bir y = y(x) sheshimge iye boladi, bunda

. b
h= mln{a, - =) }
max(M,|y"[,...|y" ™))

Eskertiw. Eger (2) tenlemenin on jagi y,y',...,y(”‘” boyinsha shegaralangan dara
tuwindilarga iye bolsa:

‘é’f <K, k=0,n-1,

oy®

onda (4) Lipshic sharti s6zsiz orinlanadi ham bunda L = K bolad:.

Meyli G - har bir tochkasinda (2) tefileme ushin Koshi maselesi birden-bir sheshimge iye
bolatugin oblast bolsin.



Aniglama. » erikli turagh C;,C,,...,C, di 6z ishine algan

y=9(xC,Cy,,Cy) (5)

funkciyasi (2) tenlemenin G oblastindagi uliwma sheshimi dep ataladi, egerde

1) @ funkciyasi x boyinsha » ret 0zliksiz differenciallanatugin bolsa;
2) qalegen (Xq, Yo Yore-es yo(n_l)) € G tochka ushin

Yo =9(X%,,C,,C,,...,C.),
Yo =9'(X,,C,,Cy,..,CL),

ygnil) = (D(IH) (%0,C1,Cy50,Cy)
sistemast C;,C,,...,C, turaglilarina qarata bir manisli sheshimge iye

C? =1 (%01 Yor Yoreor y(()nil))’
C2 =, (X, Yo Ve Y§ ),
(6)

C® =1/, (X0, Yor Yo Y& )
bolsa;

3) (6) qatnaslari menen aniqlangan C.,CJ,...,C’ erikli turaqlilarinii galegen ménislerinde

(Xgr Yoo Yoo Y™ tochkast G oblastina tiyisli bolganda ¢@(X,C’,C?,....CY) funkciyast (2)

tenlemenin sheshimi bolsa.

Solay etip, »-tartipli (2) differencialliq tenlemenin uliwma sheshimi , erikli turaqlini 6z
ishine aladi.

Geometriyaliq jaqtan, uliwma sheshim xoy tegisliginde C,,C,,..,C, lerden ibarat N

parametrden garezli bolgan integralliq iymek siziqlar toparin beredi.

(2) differencialliq tenlemenin ultwma sheshiminen C,,C,,...,C, turaqhlarnm belgili bir

sanliq manislerinde alinatugin har ganday sheshim usi1 tenlemenin dara sheshimi delinedi.

Eger (5) uliwma sheshim G oblastinda aniq emes tarde

¢(X!y’C1’C2""’Cn):0 (7)



gatnas1 menen berilse, onda bul (7) gatnasi (2) telemenin G oblastindagr uliwma integrali dep
ataladi. Al, (7) qatnasinan C,,C,,..,C, turaqhlarmin belgili bir sanliq maénislerinde kelip

shigatugin har qanday w(x,y) = 0 qatnasi berilgen tenlemenin dara integrali dep ataladi.

Geypara jagdaylarda (2) tenleme ushin uliwma sheshimdi yamasa uliwma integraldi anigqlaw
qtyin bolip, bul tenlemeni integrallay otirip, x ham y ti bazibir { parametrinin funkciyasi retinde

anlattw mumkin. Eger bul funkciyalar barlig1 bolip » erikli turaqlin1 6z ishine alip, (2) tefilemeni
qanaatlandirsa ham erikli turaglilardin belgili bir sanliq manislerinde us1 tenlemenin bazibir dara
sheshimin berse, onda olardi (2) differencialliq tenlemenin parametrlik formadagr uliwma
sheshimi dep ataydi ham

{x=¢<t,cl.cz,-~-,cn>l ®)

y=w(C,,C,,...,C.)
turinde jazadi.

Eger (8) tenliklerinen t parametrin shigarip taslaw mumkin bolsa, onda adettegi formadag:
uliwma sheshimge yamasa uliwma integralga iye bolamiz.

Har bir tochkasinda Koshi maselesinin sheshiminin birden-birligi buzilatugin sheshim
ayrigsha sheshim dep ataladi. n-tartipli (2) tenleme n—I-erikli turaqlilardan garezli bolgan
ayriqsha sheshimlerdin toparina iye boliw1 mimkin.

(2) differencialliq tefilemeni integrallaw procesinde (X, Y,Y'...y"™,C,,C,,...C,)=0

qatnasma iye bolamiz, bunda y belgisiz funkciya, al C,,C,,..,C, - erikli turaghlar. Bunday

qatnas (2) tenlemenin k - tartipli araliq integrali dep ataladi.

Al, n-Il-tartipli tuwimdiga iye ham bir erikli turaghni 6z ishine alatugin

v (XY, Y Y ,C,) =0 tarindegi araliq integrali (2) tealemenif birinshi integralt dep ataladi.

Eger N har quyli garezsiz birinshi integral belgili bolsa, onda olardan Y, y",...,y(“‘l)

tuwindilariin barligin shigarip taslap, berilgen tenlemenin uliwma integralin alamiz.

y(”’ tuwindiga qarata sheshilmegen (1) tenlemesi ushin da Koshi maselesi, (2) tenlemesi
ushin Koshi méselesine ugsas qoyiladi: yagniy (1) tenlemenin X = X, bolganda berilgen (3)
baslangish shartlerin qanaatlandiratugin sheshimin tabiw talap etiledi. Bunda, egerde
Xo1 Yoo y(’,,...,yé”‘” berilgen baslangish manislerge  ham  F(X;, Vg, Yoo yé"‘l),y‘”)) =0

tenlemesinen aniqlanatugin y(“’ manislerinin har birine tek bir sheshim gana saykes kelse, onda

Koshi maselesi birden-bir  sheshimge iye delinedi. Keri jagdayda, Koshi maselesinin
sheshiminin birden-birligi buzilgan dep esaplanadi.

(1) tenleme ushin Koshi maselesi sheshiminin bar boliwin ham onin birden-birligin
tomendegi teorema tastiyiqlaydi.



Teorema. Meyli F funkciyasi D oblastinda tzliksiz bolip, usi oblastta y,Y',...,y"

boyinsha uzliksiz dara tuwindilarga iye bolsin. Sonda

F(Xy, Yor Yo YM) =0, %(xo, Yor Yo YSV)#0  shartlerin - qanaatlandiratugin - gélegen
(X0: Yor Vorn Y"™P) € D tochka ushin (1) tefilemenin X, € | tochkasinifi bazibir dogereginde

aniqlangan ham » ret uzliksiz differenciallanatugin, (3) shartlerin qanaatlandiratugin ham
sonday-aq y™ (x,) = y{” bolatugin birden-bir y = y(x) sheshimi bar boladu.

Bul teoremani dalillewde kop argumentli aniq emes funkciyanih bar boliwi haqqindagi
teorema ham usi lekciyada keltirilgen Pikar teoremasi paydalanadi.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. y™ ge garata sheshilgen n-tartipli tenleme qanday koriniske iye? (2) tenlemenin

sheshimi (integralliq iymek s1z181) degen ne? Ol qanday korinislerde beriliwi mimkin?
2. y™ ge qarata sheshilgen n-tartipli tenleme ushin Koshi maselesi qalay qoyiladi?

3. Ekinshi tartipli tenleme ushin Koshi maselesi qanday geometriyaliq hAm mexanikaliq
maganaga iye?

4. Qanday shartlerde Koshi maselesi sheshimge iye? Qashan bul sheshim birden-bir
bolad1?

5. Uliwma sheshim degen ne? Uliwma sheshim formulasinan Koshi maselesi qalay
sheshiledi? Koshi korinisindegi uliwma sheshim degen ne?

6. Qanday sheshim dara sheshim delinedi? Ayrigsha sheshim degen ne? Qanday
jagdaylarda tenleme ayrigsha sheshimlerge iye emes?



11-lekciya. Kvadraturalarda integrallanatugin tenlemeler
Reje:
1. y™ = f(x) tarindegi tehlemeler.
2. F(x,y™)=0 tarindegi tenlemeler
3. F(y™?,y™ =0, F(y"?y™)=0 tarindegi tenlemeleri.

Tayamsh sézler:Joqar1 tartipli differencialliq tenleme. Kvadratura. Integrallanatugin
tenlemeler tarleri.

Joqar tartipli differencialliq tenlemelerdin kvadraturalarda integrallanatugin bazi bir tarlerin
qarastiramiz.

1. Gérezsiz 6zgeriwshini ham belgisiz funkciyamn n-tartipli tuwindisin baylanistiratugm
tenleme:

F(x,y™)=0. 1)

Bul tenleme Y™ ge qarata sheshilse, yagniy y™ = f(x) tarine alip keliw mamkin bolsa,

onda onin uliwma sheshimi

_ C1 n-1
Y = J‘:[rf f (x)dxdx...dx + (n—1)! X" +..+C _x+C,

tarine iye boladi, bul jerde C,,C,,...,C, - erikli turaqlilar.

Meyli (1) tenleme y™ ge qarata sheshilmeytugin, biraq X qa qarata sheshiletugin tenleme

bolsmn, yagny x=f(y™). Onda y™ =p dep alip, omin parametrlik formadagi uliwma
sheshimin

x=f(p),

Clxn—l . CZXH_Z
(n=1)! (n-2)!

y=p(p)+ +..+C x+C,

turinde korsetiwge boladi.

Eger tefileme X ga garata yamasa Yy ge qarata sheshilmese, onda X = g(t), y™ = y(t)
belgilewin jasap, onin

{X = g(t),

y=w(t,C,,C,,..C,)

turindegi parametrlik formadag1 uliwma sheshimin aliwga boladi.

"2

Misal. X=Yy"“ +1 tenlemesin integrallan.



Sheshiliwi. y"=t dep belgileymiz. Sonda x=t*>+1, bunnan dx=2u¢. Al
2
dy’ = y"dx = tdx = 2t*dt bolganligtan, J.dy’ = J. 2t2dt +C, yamasa Y'= gts +C, boladi. Bunnan

dy =y'dx = (%t?: + Cl)tht bolganhqtan, y = j(§t3 " Cljztdt _ %ts L Ct +C,.

Solay etip, berilgen tenlemenin parametrlik formadagi uliwma sheshimi
X=t+1,

y:%t5 +Ct? +C,

tarinde jaziladi.
2. Gérezsiz 6zgeriwshi aniq tirde qatnaspaytugin
F(y",y™)=0 (2)

turindegi tenlemeler. Bul tenlemede z = y ™ dep alip, o1
dz
F(z,—)=0 3
( dx) ©)

turindegi garezsiz 6zgeriwshi argument qatnaspagan birinshi tartipli differencialliq tenlemege
dz

alip keliwge boladi. Eger ol tuwindiga qarata sheshilse, onda &= f(z) bolip, bunnan

X =w/(z,C,) bolad.

Meyli bul tealik z ke qarata z = ¢(x,C,) tirinde sheshilsin. Onda y™™ = ¢(x,C,) bolip,

y= .U---fqo(x, C)dxdx...dx + C,x"? +...+C

n-10]

boladi.
: : dz
Eger (3) tefileme z ke qarata elementar funkciyada sheshilse, yagniy Z = f(&) bolsa,

dz
onda d_x: P parametrin engizip,

x+Cl=I%dp,

n-2

X
y=y( p)+sz+...+Cn_lx+Cn

turindegi parametrlik formadag1 uliwma sheshimge iye bolamiz.

3. Garezsiz 6zgeriwshi aniq turde qatnaspaytugin



F(y™?,y™)=0 @)

(n-2)

tarindegi tenlemeler. Bul tenlemeni Yy =7 almastinw1 jardeminde F(z,2")=0 tarindegi

ekinshi tartipli tenlemege alip kelemiz.

Meyli ol z” ke qarata 2" = f(z) turinde sheshiletugm bolsimn. Onda buni integrallap,

=x+C,

ij‘ dz
\/2jf(z)dz+cl

yamasa y"? =z ti esapqa alsaq, y(x,y"?,C,,C,)=0 tarindegi aralq integralga iye bolamiz.
Bul tenleme n-2-tartipli differenciallig tenleme bolip, on1 jogaridagi usillardin  biri menen
integrallawga boladi.

Takirarlaw ushin sorawlar.

1. y™ = f(x) tealemesinia ulwma sheshimi ganday koriniske iye?

2. F(x, y(“) ) = 0 tefilemesinif ultwma sheshimin qalay tabiwga boladi?
3. F(y(”‘” , y(”’) =0 tenlemesi qalay integrallanadi?

4. F(y‘“‘z) , y(”)) =0 tenlemesi qalay integrallanadi?



12-lekciya. Joqan tartipli differensiyalliq tenlemelerdin tartibin tomenletiw
Reje:

. Belgisiz funkciya ham onin k-tartipke shekemgi tuwindilar1 gatnaspagan tenlemeler
. Garezsiz 6zgeriwshi gatnaspagan tenlemeler.

. Uliwmalasqan bir tekli tenlemeler.

. Déal tuwindilardagi tenlemeler.

6. Tayamish sézler: Belgisiz funkciya gatnaspagan tenlemeler.Garezsiz 6zgeriwshi
gatnaspagan tenlemeler. Bir tekli  tenleme. Uliwmalasqan bir tekli tenlemeler. Dal

1
2
3. Y, y’,...,y(”‘” ge qarata bir tekli tenleme.
4
5

tuwindilardagi tenlemeler.

Meyli
F(x, y®,y® . y™) =0 1<k <n) (1)

tarindegi tenlemeni qarayiq. Bul tenlemeni y(k’ =1 belgilewi jardeminde jana z = z(x) belgisiz

funkciyasin engiziw arqali (n — k) -tartipli tehlemege alip keliwge boladi:

F(x2,2,..,2"") =0. )

Eger (2) tenleme kvadraturada integrallanatugin bolsa, onda oni integrallap,
2=¢(X,C,,...,C, ) uliwma sheshimin yamasa #(x,2,C,,...,C. ) =0 uliwma integralin alamiz.
Sonda biz gaytadan y o6zgeriwshisine otip, (1) tenlemenin

9 =p(x,C,,....,C, ) yamasa #(x,y",C,,..,C, ) =0 3)

araliq integralina iye bolamiz. Alingan (3) tenleme (10.1) tipindegi tenleme boladi.

1-misal. xp” — " =0 tenlemesin integrallan.

Sheshiliwi. Berilgen tenlemede belgisiz funkciya ) ham onin birinshi tartipli tuwindist
gatnaspagan, yagniy bul 1° tiptegi tenleme. y” = z dep, jana - belgisiz funkciyasina 6cek, onda
berilgen tenleme xz'—z =0 tenlemesine keledi. Bunnan

dz dz dx

&_ _0_——_0 _[—— —=1InC, In‘z‘—ln‘x‘zlncl,z:clx.

Endi y o6zgeriwshige gayta ocek, onda ,” = cx tefnlemesine iye bolamiz. Bul tefilemeni
¥
eki ret izbe-iz integrallap, berilgen tenlemenin Y = C 13 +C,X+C; uliwma sheshimin alamiz,

bunda C;,C,,C; - erikli turaglilar.

Bunday tenleme



F(y, Y.y y") =0 (4)

turine iye. Biz
y'=p (%)
formulas1 jardeminde jana p = p(y) belgisiz funkciyasina Otemiz, bul jerde Yy ti garezsiz

"

Ozgeriwshi retinde gabil etemiz. y',y ,...,y(") tuwindilarin P ham onin Yy boyimsha alingan

tuwindilart arqali anlatamiz. Sonda

Oy _dp_dpay _dp
dx dx dydx dy

n 2 2
w_dy"_ddp }_d(dp dy |d®p (dp
y'= dx _dx[dy pj_dy[dy pj dx | 42 b+ dy P ©)

dp d""'p
M =wl p,—,...,.—— |.
o5 ®.. 8

Endi (5) ham (6) tuwindilarin (4) tenlemege qoysaq,

dp dp d"'p
Fly,p,—/—p,..W p,—,.., =0 7
(y p dyp (p dy "y (7)

tenlemege iye bolamiz. Bul (n—1) -tartipli tenleme. Eger oni sheship, P =¢(y,C,,....C.,)
uliwma sheshimin tapsaq, onda Yy belgisiz funkciyasina gaytadan otip,

y'=o(y,CppnsCoi) (8)
tenlemesin alamiz. Bul tenlemeni integrallap, (4) tenlemenin uliwma sheshimin tabamiz.

2-musal. y"cosy+y?siny=y’, y(-1)= % y'(-1) = 2 Koshi maselesinin sheshimin tabin.

Sheshiliwi. Berilgen tenleme géarezsiz 6zgeriwshi X aniq tirde qatnaspagan tenleme boladi.
y' = p almastirtw1 jardeminde jana p = p(y) belgisiz funkciyasin kiritemiz. Sonda berilgen
tenleme

pj—pcosy+ p’siny=p

trine keledi. Izlengen sheshim ushin p =0, y = 0. Sol sebepli song: tenlemenin eki jaginda
pcosy ke bolip,



d_p+siny 1
dy cosy  cosy

tenlemesin alamiz. Bul birinshi tartipli birtekli emes sizigh tenleme. Onin uliwma sheshimi
tomendegi formula arqal1 aniglanadi:

siny siny

D :ei.'.cosy y|:C1+J‘LeJ.COSy ydy:|,

cos y

bunnan p=c,cosy+siny. Bundagi ¢, erikli turaqlmi berilgen baslangish  shartlerdi

T, T
paydalanip tabamiz. Shartke muwapiq, Y(—1)=E, y'(-1) = D(Ej=2 bolganliqtan, songi

. . T
teflikten C, = V3 ekeni kelip shigadi. Demek, p = J3cos y+siny yamasa P = ZSIH(Y + E] .

Endi ,’ = p almastiriwin esapqa alsaq, onda

ﬂ:Zsi”@HZ). _ v = 2dx,
dx . T
)

jL=2x+c2 , |ntg(l+ﬁj:2x+cz.
. Vs 2 6
sm[y+3j

Bunnan baslangish shartlerdi esapqa alsaq, ¢, =2 ekeni kelip shigadi. Sol sebepli berilgen

Koshi maselesinin sheshimi
Intg X+Z =2X+2
2 6

gatnas1 menen aniqlanadi.

Eskertiw. Us1 misalda korsetilgenindey-aq, joqari tartipli tenlemeler ushin Koshi maselesin
tartibin tomenletiw usilt menen sheshkende erikli turaglilardi har bir integrallawdan keyin tawip
bargan maqul boladi.

Meyli

FO4Y, Y y™) =0 ©
tenlemesi berilsin. Bul tenleme belgisiz funkciyaga ham omin tuwindilarina garata birtekli
tenleme dep ataladi, egerde F funkciyas: y,y',...,y(”) ge garata birteklilik korsetkishi M bolgan
birtekli funkciya bolsa, yagmy F(X,ty,ty',..ty™) =t"F(X, Y, Y'... Y) birdeyligi orinlansa.
Bul jagdayda

y' =yu (10)



almastiriwi jardeminde jana U belgisiz funkciyasin kiricek, onda (9) tenlemenin tartibi bir
birlikke tomenleydi. Hagiygatinda da,

y'=wu,
y” — y(u2 + u/),
y" = y(u® +3uu’ +u"), (11)

F(xLu,u’+u,....g(u,u,...u" ™) =0 (13)

boladi. Bul (11) tuwindilardi (9) tenlemege qoysaq ham F funkciyasinin birteklilik gasiyetin
paydalansag, onda

y"F (XL u,u°+U',..., g(u,U',...,u™ ™)) =0 (12)

tealemesin alamiz. (12) tealemeni Y" ge qisgarcag, U $a garata (n—1) -tartipli differencialliq
tenlemege iye bolamiz.

Eger (13) tefilemenin uliwma sheshimin U =@(X,C,,...,C, ;) tarinde tapsaq, onda (10) ga

muwapiq U di y? ke almastirip,

y7=<o<x,cl,.--,cn1)

tenlemesin alamiz. Bul tefilemeni integrallap, (9) tenlemenin uliwma sheshimin tabamiz:

y = Cnej(p(x,cl,...,cn,l)dx (14)
bunda C,,...,C, - erikli turagllar.

Eskertiw. Biz (12) tenlemeni Y ge qisqartqanda y =0 sheshimin joytpaymiz, sebebi bul
y =0 sheshimi (14) den C, =0 bolganda almadi.

(9) tenlemeni garayiq. Eger sonday k ham N sanlar1 tabilip,

F(txatkyatk_ly”---’tk_ny(n)) = th(X1y’y,!""y(n))

birdeyligi orinlansa, yagniy x,y,y’,...,y(”) di saykes tarde birinshi, k-shi, (k —1) -shi, ..., (k —n)
-shi 6lshemli shamalar dep esaplaganda, F funkciyas: birtekli funkciya bolsa, onda (9) tenleme
uliwmalasqan birtekli tenleme dep ataladi.



Bunday tenlemeni integrallaw ushin X ham Yy oOzgeriwshilerinin ornina saykes tirde

ham U jana 6zgeriwshilerin
x=g'y=ue" (15)

formulalar jardeminde kiritemiz. Sonda (9) tenleme garezsiz Ozgeriwshisi gatnaspagan
tenlemege, yagniy tartibin bir birlikke tomenletiw mamkin bolgan tenlemege aylanadi.

Bul jagdayda (15) almastirniwin orinlaganda tuwindilar tomendegi formulalar boyinsha
tarlenedi:

y'= z—ile“ = (3—? e + kue‘“)e‘t = (u'+ku)e® ™",

= Dot = (U k=D +k(k-Dujet (16)

Bul (15) ham (16) formulalarin (9) tealemege goyip €™F.(U,U',...,uU™)=0 tarindegi

, . mt . , , ., . .
tefilemeni alamiz. Bunnan € ga qisqartqannan keyin amq tirde garezsiz ozgeriwshi 1
gatnaspagan tenlemege kelemiz.

3-musal. x* y'— (x3 +2x0)y +4 y2 =0 tenlemesin integrallan.

Sheshiliwi. Berilgen tenlemeni x“y” - X3Y' —2xyy' + 4y2 =0 turinde  jazayiq.  Bul
tenlemenin uliwmalasqgan birtekli tenleme ekenin korsetiw ushin hAm £ sanin tabiw ushin Xt1

k=2 " qa almastirgannan keyin, teflemenif har bir

X ga y t tky ke, y't1 tk_ly' ga, al y"t1 ¢
agzasina kirgen ! nin dareje korsetkishlerin bir-birine tenlestiriw kerek. Berilgen tenlemede
aytilgan almastiriwdi amelge asirgannan keyin tenlemenin birinshi agzasina ¢ shamasi 4+k -2
darejede, ekinshi agzasina 3+k—1 darejede, Gshinshi agzasma 1+k+k—1 darejede, al
tortinshi agzasimna 2k darejede kiredi. Demek, k sam1 4+k—-2=3+k-1=1+k+k-1=2k
tenilemelerin ganaatlandiriw kerek. Bunnan k£ =2. Eger de k ushin alingan tenlemeler birgelikli
bolmasa, onda berilgen differencialliq tenleme korsetilgen maniste birtekli tenleme bolmaydi.

. . , 2 . .
Solay etip, berilgen tenlemede X = e, y=ue " almastiriwin isleymiz. Sonda

y’ :ﬂe*t = (d_u+ ZUJEI, y'=——+3—+2u,
dt dt t

Bulardi esapqa alsaq, berilgen tenleme u”+2(1—u)u’=0 tarine keledi. Bul gérezsiz
O0zgeriwshi gatnaspagan tenleme. Oni joqarida korsetilgen usil menen integrallap,
u=1+Ctg(Cit+C,) uliwma sheshimge iye bolamiz. Bunnan daslepki Y ham Yy



ozgeriwshilerine ocek, berilgen tenlemenin uliwma sheshimin alamiz:

y =X’ [l+ Cg(C,Inx+ Cz)], bunda c,, C, - erikli turaglilar.

Meyli
F(X Y,y y™)=0 (17)

tenlemenih shep jaq bolegi X, Y,Y\n V" dzgeriwshilerinen garezli bolgan bazibir

ALY, Y ey y(”‘“) funkciyasinan X boyinsha alingan dal tuwindi bolsin, yagniy

F(x, A y(n)): %q)(x, VoY y(n—l))

yamasa

F(x, VAT y(")): o +@ y'+@ V't +£ y®, (18)
d( @ @! Ofy(n—l)

Bunday tenlemeler dal tuwindilardag: tenlemeler dep ataladi. Bul (18) qatnasinan

O, Y, Y. Y ) =C, (19)

qatnasinin (17) tenlemenin birinshi integrali bolatugini kelip shigadi, al bul (19) qatnas1 belgisiz
funkciya y(x) - ke garata (n-—1) -tartipli differencialliq tenleme. Solay etip, shep bolegi dal

tuwind1 bolip kelgen tenlemelerdin tartibin 1 ge tdmenletiwge boladi.

4-misal. yy" + y'z =1 tenlemesin integrallan.

Sheshiliwi. Bul tenlemenin shep bolegi bolgan w'+ y'2 anlatpas1 yy’ tin tuwindist boladi.

Sol sebebli berilgen tenlemeni di (yy") =1 turinde jaza alamiz, bunnan
X

d(yy)=dx, [diyy)=[dx+C,, yy'=x+C,,

2 2

y Wy, ydy = (x+C)dx, y7=%+51x+52, y? =x*+Cx+C,,

& =
C,=2C,, C, =2C, - erikli turaglilar.

Eger (17) tefileme déal tuwindilardag: tenleme bolmasa, onda bul tenlemenin integrallawshi

kobeytiwshisi bolatugin sonday 4= XYY y‘”‘“) funkciyasin tanlap aliwga hareket
etiledi, berilgen tenlemeni bul funkciyaga kdbeytkennen keyin ol dal tuwindilardagr tenlemege
aynaladi.

5-misal. yy” =y'(y'+1) tenlemesin integrallan.



Sheshiliwi. y =0 bul tenlemenin sheshimi bolatugini aygin kérinip tur. Berilgen tenlemeni
V' -y? =Yy tarinde jazip ham y=0 dep esaplap, tenlemenin shep ham on jaglarin

1
u(y) = v integrallawshi kobeytiwshige kobeytemiz:

" \yr2 ' ’ ’
u = LZ bunnan i(i} = —i(ij yamasa 1(1 +1j =0.
y y dx { y dx\y dxly

Solay etip, berilgen tenleme dal tuwindilardagi tenlemege alip kelindi. Onin birinshi
integralt

!

1
l+§ =C, yamasa y'—C,y=-1

y

boladi. Bunan C, =0 bolganda y =-x+C sheshimin alamiz. Al, C, =0 bolganda birinshi
tartipli birtekli emes s1ziqli tenlemege iye bolamiz ham onin uliwma sheshimi

y=e" (C2 —je’clxdx)z C,e +Ci1 (C, % 0)

bolad.
Takirarlaw ushin sorawlar

1. Belgisiz funkciya gatnaspagan tenleme ham belgisiz funkciya menen omin izbe-iz
kelgen daslepki tuwindilari gatnaspagan tenleme ganday almastiniw jardeminde tartibi
tomenletiledi?

2. Garezsiz 6zgeriwshi gatnaspagan tenlemenin tartibi galay tomenletiledi?

3. Y, y’,...,y(”) ge qarata birtekli tenleme, uhwmalasgan birtekli tenleme ham dal
tuwindilardag: tenleme qgalay integrallanadi?



13-lekciya. N — tartipli sizigh differensialhq tenlemeler ham olardin uliwma qasiyetleri.
Reje:

n—tartipli s1ziqh differensial tenlemeler.

Bar-boliw1 ham birden-birlik teoremasi.

S1zigl1 tenlemelerdin uliwmaliq gasiyetleri.

Si1ziqh differencialliq operator.

n—tartipli birtekli s1zigli tenlemeler. Sheshimlerdin qasiyetleri

arwbdE

6. Tayanish sozler: Sizigli differensial tenlemelerl. Birtekli sizigh tenleme. Birtekli emes
sizigh tenleme.Bar-boliwi ham birden-birlik teoremasi. Sizigh differencialliq operator.Birtekli
siziql tenlemelerdin sheshimlerinin qasiyetleri.

Differencialliq tenlemeler teoriyasinda siziqh tenlemeler taraw1 ulken ahmiyetke iye. Sebebi
siziqh tenlemeler ogada teren izertlengen hdm sonin menen birge olar fizikada, mexanikada,
texnikada, matematikaliq biologiyada ham t. b. ilim tarawlarinda kennen qollanmiw
mumkinshiligine iye bolip tabiladi.

Eger N-tartipli differenciallq tefleme belgisiz funkciyaga ham onin  barliq

Y', y”,..., y(n—l)

ataladi. Bunday tenleme uliwma tirde tomendegishe jaziladi:

ALY+ A XY™ L+ A LX)y + A (X)Y =F(x), )

,y(”) tuwindilarina qarata sizigli bolsa, onda ol sizigh differencialliq tenleme dep

bunda A(X), 1=12,..,n, F(X) - garezsiz Ozgeriwshi X tin belgili funkciyalari, A(X)
funkciyalar1 (1) tenlemenin koefficientleri delinedi, al F(x) bolsa (1) tenlemenin bos agzasi

yamasa on jagi dep ataladi.

Ulwma jagdayda, (1) tenleme oOzgermeli koefficientli sizigh tenleme delinedi. Dara

jagdayda, bul tefilemenin barliq A, 1=012,...,n koefficientleri turagli sanlar boliw1 mumkin,

bul jagdayda, yagmy A =const, i=012,...,n bolganda (1) tenleme turaqh koefficientli sizigh

differencialliq tenleme dep ataladu.

Eger AO(X) #0 bolsa, onda berilgen (1) tehlemenin eki jagin da ust  koefficientke bolip,

oni
YU+ P ()Y + et Py ()Y + P (X)Y = F(X) )

tirde jazzwga boladi, bunda P;(X), i=1..,n, f(x) - belgili funkciyalar. Bul kanonikaliq

tardegi s1ziglh tenleme delinedi.
Eger f(x)=0, xe | bolsa, onda (2) tenleme
Y™+ P ()Y et Py ()Y 4P, (0)y =0 (3)

korinisinde boladi ham ol birtekli sizigl tenleme delinedi. Usigan baylanish, eger (2) tenlemede
f(x) %0, x el bolsa, onda ol birtekli emes siziql1 tehleme dep ataladi.



S1zigl1 differencialliq tenlemenin berilgen qosimsha shartlerdi gqanaatlandiratugin sheshimin
tabiw maselesi ulken ahmiyetke iye. Usinday maselelerdin en ahmiyetlilerinin biri Koshi
maselesi bolip tabiladi.

(2) tenleme ushin Koshi maselesi, yagniy baslangish masele, tdmendegishe qoyiladi: (2)

tenlemenin barliq sheshimleri ishinen X = X; bolganda berilgen
(n-1)

Y(%)=Yor ¥'(%) =Yg, s Y (%) =Yg ©
baslangish shértlerdi qanaatlandiratugin sheshimin tabiw talap etiledi, bunda X, Yo, Ygr-er yé“‘l)

berilgen baslangish manisler.
Kanonikaliq tirdegi (2) tenlemeni

Y == 00y == Py ()Y = Py (Y + F () =R(G Y, YY)

turinde jazip ham R(X, Y, Y., y(”‘l)) funkciyasi 6zinin barliq

R__ . AR _OR
—-p;(X), (i=12,...,n) (m_é’_y

Ay = P, (X))

dara tuwindilart menen birge x e[e, f]— | bolganda ham qalegen Y, vy, y”, ..., y(”‘”

ushin uzliksiz ekenin esapqa alsaq, onda (2) tenlemenin on jagi sheshimnin bar boliw1 ham onin
birden birligi haqqindagi Pikar teoremasinin barliq shartlerin qanaatlandiratuginin koriwge

boladi. Demek, bul teoremaga muwapiq, galegen X, € | de ham qalegen

yo,y{,,....,yé”‘l) baslangish manislerde (2) tenleme ushin Koshi maselesinin sheshimi putkil
I = (a,b) intervalinda bar boladi ham ol birden-bir bolad:.

Sizigh tenlemenin har ganday sheshimi dara sheshim boladi, demek, bunday tenleme
ayrigsha sheshimlerge iye bolmaydi. Siziglh tenlemeler tomendegi uliwmaliq gasiyetlerge iye:

1. Sizighi tenleme garezsiz 6zgeriwshini galegen almastiriwda siziglh bolip galadi.

Eger, ust x = o(t) almastinwin (2) birtekli sizigh tenlemede orinlasag, onda biz gaytadan

birtekli sizigl tenlemeni alamiz, yagmy garezsiz 6zgeriwshini galegen almastiriwda tenlemenin
sizigliligr ham bir tekliligi saglanadi.

2. S1izigh tenleme belgisiz funkciyani galegen sizigh almastiriwda sizigl bolip galad.

Al, eger (2) birtekli sizigh tenlemede Y =a(X)Z birtekli sizigh almastiriwin orinlasag,

onda gaytadan birtekli sizigh tenlemege iye bolamiz yagmy belgisiz funkciyani birtekli sizigh
almastinwda  tenlemenin sizighligit ham birtekliligi saglanadi. Sizigh tenlemelerdin bul
kasiyetleri olard1 apiwayilastiriw ushin, dara jagdayda, turagh koefficientli tenlemege keltiriw
ushin paydalaniladi.

Meyli n -tartipli sizigh birtekli tenleme bolgan
y" + ()Y 4+ p, ()Y + P, (X)y =0 (5)

tenlemesi berilsin.



Bul (5) tenlemenin sol jaginda belgisiz funkciya Y(X) ke garata korsetilgen differenciallaw,
p;(X) funkciyasina kobeytiw ham qosiw amellerin gollamw natiyjesi N -tartipli sizigh

differencialliq operator dep ataladi ham L[Y] argal: belgilenedi, yagny

LIyl=y™ + p ()Y +.o+ P (X)Y + P, (X) Y. (6)

Bul operator jardeminde (5) tenleme
L[y]=0 (5)

tarinde jaziladi. L[Y] operator: tomendegi eki ahmiyetli qasiyetke iye:
1) L[Cy]=CL[y], yeC", C =const;

2) LIy, +y,1=LIy,]+L[y,], y,C", y,eC".

Bul eki gasiyettin saldari retinde tomendegi qatnasti aliwga boladi:

L{iCi Y, (X)} = ici LLy; ()],

bunda C,,C,.,...,C, - erikli turaqlilar.
Endi (5) siziql birtekli tenlemenin sheshimlerinin ahmiyetli gésiyetlerin korsetemiz.

Teorema-1. Eger y=Y,(X) funkciyast (5) sizigh birtekli tehlemenif | intervalinda
sheshimi bolsa, onda Cy,(X) funkciyas: da sol intervalda (5) tefilemenin sheshimi boladi,
bunda C - erikli turagli.

Teorema-2. Eger y=VY,(X), Y=V,(X) funkciyalar1 | intervalinda (5) sizigh birtekli

tefilemenif sheshimleri bolsa, onda Yy =Y,(X)+VY,(X) funkciyas1 da usi intervalda (5)

tenlemenin sheshimi boladi.
Bul eki teoremadan tdmendegi saldar kelip shigadi:

Saldar. Egery,(X),Y,(X),..., ¥, (X) funkciyalar1 | intervalda (5) tenlemenin sheshimi
bolsa, onda sol intervalda

y=3.C Y0 )

funkciyasi da (5) tefilemenin sheshimi bolads, bunda C,,C,,...,C_ - erikli turaglilar.

Teorema-3. Eger (5) sizigh birtekli tenlemenin p;(X), Xel, (i=1,2,...,n) koefficientleri
haqiyqiy funkciyalar bolip, bul tenleme y(x): U(X)+iV(X) kompleks sheshimge iye bolsa, onda

U(X) ham V(X), X €| funkciyalarinin har biri us1 (5) tenlemenin sheshimi boladi.



Jogarida keltirilgen saldar boyinsha N erikli turaglini 6z ishine algan (7) funkciya da (5) N
-tartipli s1zigh birtekli tenlemenin sheshimi boladi. Eger bul turaglilardin barlig1 eskererlik
turaqlilar bolsa, onda (7) anlatpas1t uliwma sheshim boladi.

Bul (7) anlatpa (5) tenlemenin uliwma sheshimi boliwi ushin dara sheshimler ganday

......

menen baylanisl sheshiledi.

14-lekciya. S1iziqh garezsiz funksiyalar. Vronskiy determinanti ham onin gasiyetleri.
Reje:

1. Sizigh garezli ham si1ziqh garezsiz funkciyalar
2. Vronskiy determinanti ham onin qasiyetleri.Ostrogradskiy-liyvill formulasi
3. Sheshimlerdin fundamental sistemast

Tayanish sozler: Siziqli garezli funkciyalar. Sizigh garezsiz funkciyalar.

Vronskiy determinant, omn gqasiyetleri.Ostrogradskiy-liyvill — formulasi.Sheshimlerdin
fundamental sistemasi. Ulrwma sheshim.

Meyli bazibir | =(a,b) intervalinda amglangan ¢,(x),¢,(X)...., @, (x) funkciyalar: berilsin.

Aniglama. Eger bir waqitta 0 ge ten bolmagan sonday «;,q,,...,a, turaqlt sanlart bar bolip,

| intervalda
a,@,(X) + a0, (X) +...+ o, 9, (X) =0 (8)

birdeyligi ormnl1 bolsa, onda us1 @,(X),®,(X),...,@,(X) funkciyalar | intervalda sizigh garezli
dep ataladi.

Eger de (8) birdeyligi barliq X €/ ushin ormli bolatugin sonday a;,a,,..., ¢,

., turaghlar bar

bolmasa, yagniy (8) birdeyligi tek o, =, =...=a, =0 bolganda gana ormli bolsa, onda

?,(X),0,(X),....0,(X) funkciyalar1 | intervalda siziqlt garezsiz dep ataladu.

Meyli, Y,(X),Y,(X),...,¥,(X) funkciyalari | intervalinda amqlangan, tzliksiz ham n—1-

tartipke shekemgi ham us1 tartiptegi Uzliksiz tuwindilarina iye bolsin. Us1 funkciyalar jiynagimin
siziqhigarezliliginin yamasa siziqlt garezsizliginin belgisin aliw ushin bul funkciyalardan ham
olardin tuwindilarinan duzilgen

y, (%) Y.(X) o y.(X)
L R G ®
yrPx) yrP X . yEP(X)

aniqlawishin kiritemiz. Bul (9) aniglawish Vronskiy aniglawishi yamasa vronskian dep ataladi.



Tomendegi tastryiqlaw orinli.

Teorema-4. Eger Y,(X),Y,(X),....¥,(X) funkciyalar1 siziqli garezli bolsa, onda olardin
Vronskiy aniglawishi birdeylik tirde nolge ten boladi.

Teorema-5. Eger Y, (X),Y,(X),... ¥, (X) funkciyalar1 (5) birtekli siziqli tenlemenin (a,b)

intervalindagi siziqh garezsiz dara sheshimleri bolsa, onda olardinh Vronskiy aniglawshisi usi
intervaldin bir de tochkasin da nolge aynalmaydi.

4-5 teoremalardan (5) tenlemenin N dara sheshiminin siziqh garezsizliginin témendegi
belgisi kelip shigadi: tzliksiz koef-ficientlerge iye N -tartipli sizigh birtekli tenlemenin N
sheshiminin koefficientlerdin uzliksizlik intervalinda siziqlt garezsiz boliwi ushin olardin
Vronskiy aniglawishinin usi intervaldin barliq tochkalarinda nolden 6zgeshe boliw1 zarurli ham

jetkilikli.
N -tartipli birtekli s1zigh tenleme bolgan (5) tenlemenin N dara sheshiminin Vronskiy

anmiglawish1 ushin omin madnisin N—1-tartipli tuwindi aldindagi p,(X) koefficient penen

[puex
baylanistiratugin -~ W (x) =W (X,)e™ formulast ormnli. Bul formula Ostrogradskiy -Liuvill

formulasi1 dep ataladi.

Eger W(x,)#0, X, (a,b) bolsa, onda barliq X e(a,b) ushm W(X)#0  bolganhqtan,
W(x) aniqlawishiin (a,b) intervalinin bazibir X = X, tochkasinda nolge aynalmaytuginina
iseniw jetkilikli.

Aniglama. (5) sizigh birtekli tenlemenin N siziql garezsiz dara sheshimlerinen turgan har

ganday sistema usi tenlemenin sheshimlerinin fundamentalliq sistemasi dep ataladi.

Teorema-6. Eger (5) birtekli sizighi tenlemenin barliq koefficientleri (a,b) intervalinda

uzliksiz bolsa, onda ol sheshimlerdin fundamentalliq sistemasina iye boladi.

Teorema-7. (Uhwma sheshim haqqinda). Eger Y, (X),Y,(X),...,¥,(X) funkciyalar1 (5)
birtekli siziqlt tenlemenin sheshimlerinin fundamentalliq sistemasi bolsa, onda
y=C,y,(X)+C,y,(X)+...+C.y,(X) formulasi ®)) tefilemenin a<x<b,

|y| < +00, | y’| < +o00,..., ‘ y(”fl)‘ < +o0 oblasttagi uliwma sheshimin beredi, bunda C,,C,,...,C, -

erikli turaqlilar.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. n-tartipli sizigh tenlemenin uliwma tari ganday? Qanday shartte sizighi tenleme ushin
Koshi maselesi birden-bir sheshimge iye?

2. Birtekli s1ziql tenlemenin dara sheshimlerinin tiykarg: qasiyetleri neden ibarat?

3. Birtekli s1ziqli tenlemenin qanday sheshimleri s1ziqli-garezsiz dep ataladi? Sheshimlerdin
fundamentalliq sistemasi degen ne? Nollik sheshim fundamentalliq sistema quramina kiriwi



mumkin be? Sheshimlerdin berilgen sistemasi fundamentalliq sistema boliwinin zartrli ham
jetkilikli shartleri neden ibarat?

4. Eger sheshimlerdin fundamentalliq sistemasi belgili bolsa, birtekli sizigh tenlemenin
uliwma sheshimin galay duziw mimkin? Uliwma sheshim ganday oblastta aniglanadi? Uliwma
sheshim formulasi jardeminde Koshi méselesin qalay sheshiwge boladi1? Eger berilgen tochkada
normallasgan sheshimlerdin fundamentalliq sistemasi belgili bolsa, Koshi korinisindegi uliwma
sheshimdi qalay jaziwga boladi?

15-lekciya. Bir tekli bolmagan sizigh talemeler. Turaqhlardi variyaciyalaw usili.

Reje:

1. Bir tekli bolmagan siziqli thlemeler. Uliwma sheshim

2. Superpoziciya qasiyeti

3. Turaqlilardi variyaciyalaw usili.

Tayanish sozler: Bir tekli bolmagan sizigh thlemeler. Uliwma sheshim

Superpoziciya qasiyeti. Turaqlilardi variyaciyalaw usili.

N -tartipli birtekli emes s1ziqh differencialliq tenleme

LiyTe yO+ p,ooy™ 2 + ..+ p_ ()yF+ p, <y = F(x) (1)

tarinde jaziladi, bunda p.(x), i = 1...,n koefficientleri ham f(x) NeO saltan agzasi | = (a,b)

araliginda aniqlangan, uzliksiz funkciyalar.

Toémendegi tastiyiqlawlar birtekli emes sizighi tenlemenin sheshimlerinin gasiyetlerin
anlatadi.
1-teorema. Eger Y(X) funkciyas: L[y]= f(X) birtekli emes tenlemenin, al y (x) saykes

birtekli L[y]= O tenlemesinin sheshimi bolsa, onda Yy (x)+ y(x) qosindisi birtekli emes

tenlemenin sheshimi boladi.

2-teorema. Eger y (x) funkciyasi L[y]= f(x) tenlemesinifi, al y,(x) funkciyasi
Lly]= f,(x) tenlemesinifi sheshimi bolsa, onda y (X) +Y,(x) funkciyast L[y]= f(x)+ f,(x)

tenlemesinin sheshimi boladi.

3-teorema. Eger (1) birtekli emes tenlemenin bazibir Y(X) dara sheshimi belgili bolsa, onda

onin uliwma sheshimi us1 dara sheshim menen sdykes birtekli tenlemenin uliwma sheshiminin
gosindisina ten boladi.

Endi (1) turindegi birtekli emes sizigh tenlemelerdi sheshiwdin erkli turaqglilardi
variaciyalaw metod1 dep atalatugin Lagranjga tiyisli bir usilin keltiremiz.



Meyli (1) tenlemege saykes keliwshi birtekli sizigli tenlemenin sheshimlerinin
fundamentalliq sistemasi Y. (X),Y,(X),...,y (X) belgili bolsin. Sonda bul birtekli tenlemenif

uliwma sheshimi
y=e¢ Cy(x) )
i=1

tarinde jaziladi, bunda C l’CZ""'Cn - erikli turaqlhilar. Bul anlatpa birtekli tenlemeni
qanaatlandiradi ham demek, ol C, ler turaqli bolganda (1) tenlemeni ganaatlandirmaydi. Biz (1)
tefilemenin sheshimin de usi (2) tarinde izleymiz, biragta bundagi C,,C,,...,C~ di garezsiz

6zgeriwshi X tin funkciyalar1 bolsin dep esaplaymiz, yagniy (1) tenlemenin sheshimin

y=e C.(0X) ®

i=1

tarinde izleymiz, bunda C (x),C,(X),...,C_(x) hazirshe belgisiz funkciyalar. Bul funkciyalard:

aniqlaw ushin N tenleme kerek. Olardin birewin (3) anlatpasi (1) tenlemeni qanaatlandiradi
degen shartten alinadi da, al qalgan n—1 tenleme erkin tarde saylap alinadi, biz olard1 Yy ten

alingan tuwindilar jada apiwayi tirde bolatuginday etip saylap alamiz.

(3) tenligin X boyinsha differenciallaymiz:
y'=C{()y1(x)+C;(X) Y, (X) +...+ CL(X)y, (X) +
+C) Y1 (X) +C,(X) Y5 (X) + ...+ C (X) Y7 (X).

Endi qosimsha saylap alinatugin N—1 tenlemenin birinshisi esabinda song: tenliktin on
jagindagi C;(x),C;(X),...,C/(X) tuwindilar1 gatnasqan agzalardin qosindisin nolge tenewden

aliatugin
Ci()Y; +Co (XY, +..+C ()Y, =0 (4)
tenlemesin alamiz. Sonda Y’ ushm
y' =G0y +Co()y; +... +CL(X) Y, (5)

anlatpasina iye bolamiz. Bul (5) tenligin X boymsha differenciallap, alingan natiyjede C,(X)

funkciyalarinin tuwindilar1 gatnasqan agzalardin qosindisin nolge teheymiz:
Ci()y1 +C(X)y; +...+Cr(X)y, =0. (6)
Bul ekinshi qosimsha tenleme boladi. Sonda
y'=Ci(0)y; +C,(0)Yy; +...+C, ()Y, )

boladi. Usilay dawam ete otirtp, N—1-qademde N —1- qosimsha tefleme alamiz



CIOOY" P +C (Y5 +..+Cl (¥ =0 (8)
ham y"™® ushin tomendegi anlatpaga iye bolamiz
YO =C()y" P +Cy (xS Y+ + Gy ()Y )
Bul (9) tefiligin X boyinsha differenciallap, Yy ushin

y® =Ci)Y" +CL OO Y+ +CLOO Y +

(10)
+C,(x)y™ +C,(x) yW L+ C (XY™
anlatpasin alamiz. Endi (3), (5), ..., (10) anlatpalarin (1) tenlemege qoyip,
> CO0D + BOOY o By 00Y; + 2y (0, 000+
+CI0Y" Y + 00y + 4 CLO) Y = T(X)
tenlemesin alamiz. Al, y; =Y,;(X), i=1n funkciyalar1 caykes birtekli sizighi tenlemenin dara

sheshimleri bolganliqtan, qosindi belgisi astindagi C,(x) gasindag barliq kobeytiwshiler nolge

aylanadi ham C/(x) funkciyalarin aniglaw ushin kerek bolgan n -tefilemeni alamiz
CIO)Y" Y +C ()5 Y ..+ CL) Y = T (X). (11)

Solay etip, biz belgisizleri C/(x), i=1n bolgan (4), (6), ..., (8), (11) turindegi n birtekli
emes s1ziql tenlemeler sistemasina iye boldig. Bul sizigh sistemanin anigqlawishi (1) - tenlemege
saykes keliwshi birtekli tenlemenin sheshimlerinin fundamentalliq sistemas: ushin Vronskiy

anmiglawishi bolip, ol nolge aylanbaydi, demek, bul sistemani C/(X), i=1,n tuwindilarina garata

sheship, C/(X) =, (x), i =1,n tenlemelerine iye bolamiz. Bul tenlemelerdi integrallasaq
C (%) = (x)dx+C, (12)
boladi, bunda C; - jana erikli turaglilar.

C,(x) funkciyalarinin bul tabilgan (12) anlatpalarin (3) formulaga qoyip, (1) teflemenin
uliwma sheshimine iye bolamiz:

Y= Cays(0)+C¥, (0 +. % Co Y () + Dy, [, (X)cx. (13)

Solay etip, (1) tenlemege saykes keliwshi birtekli sizigli tenlemenin sheshimlerinin
fundamentalliq sistemasi belgili bolganda (1) birtekli emes sizigh tenlemenin sheshimin
kvadratura jardeminde aliwga boladi ham bul (1) tenlemenin uliwma sheshimi (13) formulasi
menen beriledi.



1 . .
Misal. ¥"+y=—— tenlemesinin uliwma sheshimin tabin.
SINX

Sheshiliwi. Berilgen siziqli tenlemege saykes keliwshi birtekli tefleme, yagmy y"+y =0

tenlemesi y, =cosx, y, =sinx turindegi sheshimlerdin fundamentalliq sistemasma iye

bolganligtan, oniA uliwma sheshimi Yy =C, cosX+C,sinX tarinde jaziladi, bunda C;,C, - erikli
turaqlilar. Endi ust erikli turaqlilardi variaciyalaymiz hdm berilgen tenlemenin sheshimin
y=C,(x)cosx +C,(x)sinX kérinisinde izleymiz, bundagi C,(X) ham C,(X) funkciyalari

C/(x)cosx+C,(x)sinx =0,

. 1
—C/(x)sinx+C,(x)cosx =——
sin x

sistemasinan aniglanadi. Bul song: sisteman: C;(X) ham C,(X) tuwindilarina qarata sheship,

, , COS X
Ci(x)=-1 Cy(x)=—r-
sinx

tefilemelerine iye bolamiz, al olardi integrallasag, C,(X)=—X+C;, C,(x)=In[sinx/+C, bolad.
Bul tabilgan anlatpalard: izlengen sheshimge qoysaq, berilgen tenlemenin

y =C, cosx +C, sinx — xcos x +sin xIn[sin |

tarindegi uliwma sheshimin alamiz, bunda C,,C, - erikli turaghlar.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. Eger birtekli emes sizigh tenlemenin bir dara sheshimi ham saykes birtekli tenlemenin
uliwma sheshimi belgili bolsa, berilgen tenlemenin uliwma sheshimin galay tabiw mamkin?

2. Birtekli emes siziglh tenlemenin uliwma sheshimin tabiwdin Lagranj usili neden ibarat?



16-lekciya. Turaqh koefficientli siziqh bir tekli tenlemeler. Eyler usil.

Reje:

4. Turaql koefficientli s1ziql bir tekli tenlemeler. Eyler usili.
5. Xarakteristikaliq tenleme. Onin korenlerinin har qiyli jagdaylari

Tayanish sozler: Turaql koefficientli sizigh bir tekli tenlemeler. Eyler usili.

Xarakteristikaliq tenleme. Omin korenlerinin har qiyli jagdaylar

Meyli n-tartipli turaql koefficientli birtekli sizigl tenleme bolgan

Lyl=y® +a,y™® +a,y"? .. +a_,y'+a,y=0 (1)

tenlemesi berilsin, bunda a,,a,,...,a, koefficientleri turaqli haqiyqiy sanlar. S1ziglh tenlemelerdin

uliwmaliq qgasiyetlerine muwapiq, (1) tenlemenin uliwma sheshimin tabiw ushin onin
sheshimlerinin fundamentalliq sistemasin duzetugmn, yagniy siziglh garezsiz bolgan n dara
sheshimlerin tabiw jetkilikli.

Berilgen (1) birtekli sizigh tenlemenin dara sheshimlerin tabiw ushin 1743-jili L. Eyler
gollangan usild1 paydalanamiz. Bul Eyler usilina muwapiq, (1) tenlemenin dara sheshimi

y=e" )

tarinde izlenedi, bunda K - turaqli, on1 (2) funkciyasi (1) tenlemeni qanaatlandiratuginday etip
saylap alamiz.

Us1 magsette (2) anlatpasin X boyinsha izbe-iz turde n ret differenciallap,
y' =ke*, y"=k%*, ..., y™ =k"e¥ (3)
tuwindilarina iye bolamiz. Bul (2) hdm (3) anlatpalarin (1) tealemenin sol jagina qoyamiz:
L[e"]=p(k)e", (4)
bunda
oK) =k"+a k" +ak"?+..+a, k+a,. (5)
Sonda (2) funkciyasi (1) tenlemenin sheshimi boladi, yagniy L[e’o‘] =0 birdeyligi
orinlanadi, egerde K sam

p(K)=k" +a k" +ak"?+..+a, k+a, =0 (6)



tenlemenifn koreni bolsa. (6) - bul belgisizi k bolgan n-darejeli algebraliq tefileme. Ol (1)
differencialliq tenlemenin xarakteristikaliq tenlemesi dep ataladi, al omin korenleri (1)
tenlemenin xarakteristikaliq sanlar1 dep ataladi. (6) xarakteristikaliq tenlemenin sol jag1 bolgan

@(K) kopagzalis1 xarakteristikaliq kopagzali dep ataladh.

(1) tenlemenin sheshimlerinin fundamentalliq sistemasinin duzilisi xarakteristikaliq
tenlemenin korenlerinin turinen garezli boladi. Bul (6) xarakteristikaliq tenleme n-darejeli
algebraliq tenleme, demek ol n korenge iye. Tomendegi jagdaylardi garaymiz:

1. Xarakteristikaliq tenlemenin barliq korenleri haqiyqiy ham héar qiyli, yagniy apiwayi
korenler:

KKy oo K. (7)

Bul korenlerdi (2) formulaga qoyip, (1) differencialliq tenlemenin n dara sheshimine iye
bolamiz:

y, =e"y, =e* .y =ex, 8

Bul dara sheshimler siziqli garezsiz boladi hdm sol sebepli olar (1) tenlemenin
sheshimlerinin fundamentalliq sistemasin duzedi. Sonda (1) tenlemenin uliwma sheshimi

y =C.e"* +C,e" +...+C e~ )
tirinde jaziladi, bunda C,,C,,...,C, - ler erikli turaqlilar.

1-musal. y” + y’ —2Y =0 tealemesinin uliwma sheshimin tabin.

Sheshiliwi. Berilgen teflemenin K*+Kk—2=0 xarakteristikaliq tefilemesi k, =1 ham
k, =—2 korenlerge iye. Demek, sheshimlerdin fundamentalliq sistemas: Yy, =e*, y, =e

boladi, al uliwma sheshim Yy, =C,e* +C,e™ tarinde jaziladi, bunda C, ham C, - erikli

turaqlilar.

2. (6) xarakteristikaliq tenlemenin barliq korenleri har quyli, biraq olardin ishinde kompleks
korenler bolgan jagday.

Berilgen (1) tenlemenin koefficientleri haqiyqiy sanlar bolganliqtan, eger xarakteristikaliq
tenleme kompleks korenlerge iye bolsa, onda olar kompleks tuyinles korenler bolip keledi,
yagnly K, =a+iff ham K, =a—if boladi. Bul kompleks tdyinles korenler jubma (2) ge
muwapiq, @ pam el@ A turindegi eki kompleks sheshimler sdykes keledi. Eyler formulasi
boyinsha bul kompleks sheshimnin haqiyqiy boélegin jorima boleginen ajiratip, tdmendegige iye

bolamiz:
el X — e®e — ™ (cos S +isin AX) = e™ cos A +ie” sin fX.
Demek, k; = a+if kompleks korenge (1) tenlemenif

y, =e”cos X, Yy, =e”sinpx (10)



tarindegi eki haqiyqiy sheshimi saykes keledi. Al, K, =@ —if tayinles korenge saykes keletugin

e@ M Lompleks sheshimdi  e“ X =e® cos fx—ie®sin X tirinde jazw mumkin
bolganligtan, bul sheshimnin (10) haqiyqiy sheshimlerdin kombinaciyasi bolatugini kérinip tur.
Solay etip, (6) xarakteristikaliq tenlemenifi kompleks tiyinles k,, =« +ig korenler jubina (1)

tenlemenin (10) turindegi eki haqiyqry dara sheshimi saykes keledi.

Barliq kompleks tayinles korenler juplarina saykes keliwshi haqiyqiy dara sheshimlerdi ham
haqiyqiy korenlerge saykes keliwshi dara sheshimlerdi tawip, sheshimlerdin fundamentalliq
sistemasina iye bolamiz, al bul boyinsha uliwma sheshimdi duze alamiz.

2-musal. YY"+ Y =0 tefilemesinifi uliwma sheshimin tabis.

Sheshiliwi. Berilgen tefilemenin xarakteristikaliq tenlemesi k?+1=0 tarine iye, al onin

korenleri k,, =+i boladi. Olarga saykes keliwshi kompleks sheshimler y = e™, y=e™ bolip,

al s1z1ql garezsiz haqryquy dara sheshimler Y, =C0SX, Y, =SINX boladi. Sonda uliwma sheshim
y=C, cosx+C,sinx tarinde jaziladi, bunda C,,C, - erikli turaglilar.

3. (6) xarakteristikaliq tenlemenin korenleri ishinde eseli korenler bolgan jagday.

Bul jagdayda e turindegi har qiyli sheshimlerdin, yagniy siziglt garezsiz sheshimlerdin
san1 N nen az boladi hdm demek, olar fundamentalliq sistema duze almaydi. Sol sebepli,
jetkiliksiz bolip turgan siziqli garezsiz dara sheshimlerdi basqa tirde izlewge tuwra keledi.

Eger (6) xarakteristikaliq tenlemenin K =K, koreni 4 eseli koren bolsa, onda ogan (1)
tenlemenin

y, ="y, =xe'* ..., y, = x"e (11)

turindegi 4 dara sheshimi saykes keledi. Bunda tomendegi eki jagdaydi ayirip qaraymiz.

a) Meyli k, =0 san1 (6) xarakteristikaliq tefilemenin 4 eseli koreni bolsin. Demek, (6)

xarakteristikaliq tefnlemenin sol jagi k* uliwma kobeytiwshige iye, yagniy koefficientler

a,=a,,=a =0, birag a, , #0 ham (6) xarakteristikaliq tenleme tomendegi turde jaziladi:

n-r+l
k"+ak™ '+ ..+a k'=0.
Bul  tenlemege  saykes  keliwshi  sizigh  birtekli  differenciallig  tenleme
y™ +ay®™?+ . +a y" =0 tarine iye boladi. Bul song: tenleme
y, = Ly, = X,...,y, = x"* (12)

tarindegi dara sheshimlerge iye, sebebi tenlemede r den kishi tartiptegi tuwindilar gatnaspayd:.
Bul (12) funkciyalar (- I ;I ) araliginda sizigh garezsiz. Solay etip, (6) xarakteristikalig

tenlemenin r eseli kK = 0 korenine (12) tarindegi r sizigh garezsiz dara sheshimler saykes
keledi.



3-musal. y" - y" = 0 tealemesin sheshin.

Sheshiliwi. Bul tehlemenin xarakteristikaliq tealemesi k*- k* = 0 bolip, ol k, =k, =0,

X
I

,=-1 k,=1 korenlerge iye. Bundagn k =k,= 0 tarindegi eki eseli korenge
y, =1y, = x dara sheshimler, al k, = -1 ham k, = 1 éapiway: korenlerge, saykes tarde

y, = e, y, = e" dara sheshimleri saykes keledi. Bul tabilgan tért dara sheshim siziqht garezsiz

dara sheshimler bolip, olar fundamentalliq sistema duzedi.
Solay etip, berilgen tenlemenifi uliwma sheshimi y =C +Cx+Cg ™ +Ce* tarinde
jaziladi, bunda C ,C ,C,C, - turaqlilar.

b) Meyli k, NeO sani1 (6) xarakteristikaliq tenlemenifi I' eseli koreni bolsmn. Bul jagdayda

y = ez (13)
tarindegi 6zgeriwshilerdi almastiriw maseleni nolge ten bolgan eseli koren jagdayina alip keledi.

Haquyqatinda da, (1) tenlemede (13) almastirtwin amelge asirsaq, onda
zM+bz™ Y+ . +b z¥+bz=0 (14)
differencialliq tenlemege kelemiz. Bul (14) tenlemenin dara sheshimin
z=¢e" (15)

turinde izleymiz. Sonda onin xarakteristikaliq tenlemesi

1
o

p"+bp"t+..+b p+th (16)

boladi. Al, (2), (13), (15) anlatpalarin paydalansaq, onda e = gem qatnas1 kelip shigadi,
bunnan k = k, + p.

korenine (16)

tenlemenin ' eseli p = O koreni saykes keledi. Al, a) punktine muwapiq, (16) xarakteristikaliq

Demek, (16) xarakteristikaliq tefilemenin nolden o6zgeshe I eseli K

tenleme ' eseli p= 0 korenge iye bolganhqtan, ogan saykes keliwshi (14) differencialliq

tefileme z, = ZLZ2 = X2, = X" ! dara sheshimlerge iye boladi.

Demek, y = ze"* baylanisi boymsha (6) xarakteristikaliq teflemenin I eseli K NeQ
korenine

y, = ey, = xe y = x"e"

dara sheshimleri saykes keledi. Bul dara sheshimler sizigl: garezsiz bolad.



17-lekciya.Birtekli bolmagan turaqh koefficientli sizigh differenciyalhq tenlemeler
Reje:

1. Uhwma tari. Aniq emes koefficientler usili

2. On jagi kopagzali bolgan jagday.

3. On jagi kvazikopagzali bolgan jagdaylar.

4. Eyler tenlemesi

Tayanish sozler:Aniq emes koefficientler usili. Kopagzali. Kvazikopagzali.Dara sheshimdi
duziw.Eyler tenlemesi.

Eger
yO+ p,ay ™0 + L+ b (Y F+ B,y = F(0) M
birtekli emes siziql1 tenlemenin on jag
_ AOX :
f(x)=e [Pn (x) cos px +Q_ (x)sin px]
koriniske iye bolsa, onda on1 aniq emes koefficientler usili menen sheshken qolayli, bunda Pn (x)
ham Qm (X) - saykes tirde N ham M darejeli kopagzalilar.

Bul jagdayda (1) tenlemenin dara sheshimi

y(x) = x"e”[P (x)cos fx +Q (x)sin Sx] 2

koriniste izlenedi, bunda I sani (1) tenlemege saykes keliwshi birtekli sizigli tenlemenin
n n-1 —
A +aAl " +..+a _A+a =0 ()

xarakteristikaliq tenlemesinin @ t ,BI koreni eseligine ten bolgan san. Eger xarakteristikaliq

tefileme ¢ + i kompleks korenge iye bolmasa, I' = 0 dep alinadi. Al, P,(x) ham Q_(x) lar
S darejeli amq emes koefficientli kopagzalilar bolip, bundaS = max{n;m} boladi. Bul

kopagzalilardin aniq emes koefficientlerin tabiw ushin (2) anlatpasin berilgen (1) tenlemege
goyip, birdey funkciyalar aldindag: koefficientlerdi tenlestiriw kerek.

Egerf(x) = f.(x) + f,(x) +... + fp (X) bolsa, onda (1) tenlemenin dara sheshimi
y® +ay®P +. . +a y'+ay=f(x) (= 1,p)

birtekli emes siziql tenlemelerdin Y, (X) dara sheshimlerinin qosindisinan ibarat boladu.

Turaqli koefficientli birtekli emes tenlemelerdi sheshiw usillarin qollaniwdi misallarda
korsetemiz.

"

1-msal. y" —4y' = X tenlemesin integrallan.



Sheshiliwi. Daslep berilgen tenlemege saykes keliwshi y”

— 4y’ = Obirtekli tehlemeni
sheshemiz. Bul tenlemenin sheshimin Eyler metodina muwapiq, Y = e™ Kkérinisinde izleymiz.
Xarakteristikaliq tenleme A° —4A4 = O tirinde jaziladi ham ol A=04 =24 =-2
korenlerge iye boladi. A shamasimin bul tabilgan manislerin izlengen sheshimge qoyip, birtekli
tenlemenin Y, = 1, y, = e, Y, = e dara sheshimlerine iye bolamiz. Bul dara sheshimler
sizigh garezsiz funkciyalar bolganliqtan, birtekli tenlemenin sheshimlerinin fundamentalliq

sistemasin duzedi. Sol sebepli y =C, +C_¢ > +C £ 2 anlatpasi birtekli tenlemenin uliwma

sheshimin beredi, bunda Cl,CZ,C3 - erikli turaqglilar.

Berilgen birtekli emes tenlemenin dara sheshimin tabiw ushin aniq emes koefficientler usilin
qollanamiz. 0 sami berilgen tenlemege saykes Kkeliwshi birtekli sizigli tefilemenin

xarakteristikaliq  tenlemesinin  koreni ham f(X) = PZ(X) = Xzbolganhqtan, berilgen

teilemenin dara sheshimi Yy = X(AX®* +BX +C) vyamasa Yy = Ax®+Bx”* +Cx

kérinisinde izlenedi, bunda A, B,C - aniq emes koefficientler. Bul anlatpam differenciallap,

tomendegige iye bolamiz:

—4|y’" = 3Ax* + 2Bx +C,
1 y" = BA.

Bul tuwindilardi berilgen tenlemege qoyip, alingan tenliktin eki jagindagi X tin birdey
darejeleri aldindagi koefficientlerdi tenlestirip, tomendegilerge iye bolamiz:

X% —12A =1
X -8B =0,
x°|—4C +6A = 0.

1 1
BunnanA = —E, B=0 C= —g. Demek, izlengen dara sheshim
3
Y, = — 7= — 7 boladi. Al, berilgen tenlemenin uliwma sheshimi
St 12 8

bolada.

2-musal. " +Yy = 4e* tenlemesinin Y(0) =4, y'(0) = -3 baslangish shartlerin

qanaatlandiratugin sheshimin tabin.



Sheshiliwi: Berilgen tenlemege saykes keliwshi birtekli tenlemenin uliwma sheshimi 1 —

misalda tabilgan edi: y =C_ cosx +C sinX. Endi berilgen tenlemenin dara sheshimin aniq
emes koefficientler usili menen tabamiz.

o =1 sam A° +1 =0 xarakteristikaliq tenlemenin koreni bolmaganhqtan berilgen
tefilemenif dara sheshimi y = Ae* korinisinde izlenedi, bunda A - aniq emes koefficient. A

koefficientti tabiw ushin izlengen sheshimdi eki marte differenciallap, Y” ham Y ti berilgen
tenlemege qoyip, ahingan tenlikti €* ga qisgartgannan keyin A + A =4 qatnasina iye

bolamiz, bunnan A = 2. Demek, berilgen tenlemenin dara sheshimi y = 28 boladi, al onin
uliwma sheshimi

— H X
y(x) =C, cosx +C sinx +2
boladi.

Endi uliwma sheshimdi C , ham C , erikli turaglilarin berilgen baslangish shartler boyinsha

tabamiz. Tabilgan uliwma sheshimdi differenciallap, y'(x) = -C_ sinx +C, cosx + 2"
anlatpasin ~ alamiz. y(0) =4 ham  y'(0) = -3 ekenin  esapga  alip,
C,+2=4 C,+2=-3 tenliklerin alamiz, bumnan C, =2, C, =-5. Demek,

y = 2c0sXx —5sinx + 2e* funkciyas: berilgen Koshi maselesinin izlengen sheshimi bolad.
3-msal.y” — 3y’ + 2y =sinx tenlemesin sheshin.
Sheshiliwi: @) 1> — 34 + 2 = 0 xarakteristikaliq tenleme A =1 A, = 2korenlerge
iye. Saykes birtekli tenlemenin uliwma sheshimi )7 =Cpe’ +C282X boladi.

b) Berilgen differencialliq tenlemenin on jagi f(x) = sin x . Buni (2) formulanin on jag
menen salistrsaq, @ = O,P_(x) =0,Q (x) =1, S =1. Al [ =1 sam xarakteristikaliq
tenlemenin  koreni emes.  Sol  sebepli  berilgen tenlemenin dara  sheshimi
Y, .. =Acosx +BsinXx korinisinde izlenedi. y',y" lard: tabamiz:

y' = -Asinx + B cosx,
y" = —A cosx — B sinx.
Endi y,Y',y" lard: berilgen tefilemege qoyip, tomendegi tenlikke kelemiz:
—A cosx —B sinx — 3(—-A sinx + B cosx) + 2(A cosx + B sinx) = sinx

yamasa

(A —3B)cosx +(3A +B)sinx =sinx.



Bul song tehliktegi COSX ham SINX lar aldindag koefficientlerdi tenlestirip,
tomendegige 1ye bolamiz:

Cosx|A —3B =0,
sinx|3A +B =1.

3

Bunnan, A = —, B = — . Demek, tenlemenin dara sheshimi

10

y —icosx +isinx
d.sh. 10 10 '

Al, ulwma sheshimy =Yy +Y bolganhqtan,
3 1 .
y =Ce* +Ce” + —cosx + —sinx
10 10

boladi.

4 —msal.y” —y = X ™ COSX tenlemesinif dara sheshiminin tarin amgqlan.

Sheshiliwi: Bul jagdayda o =-1 8 =1P (x)=x%Q _(x)=0. Al A>-1=0

xarakteristikaliq tenleme )“1 = —1 him /12 =1 korenlerge iye. o i ,B =—-1+1 sanlan

xarakteristikaliq tenlemenin korenleri emes, demek, I' = 0. Sol sebepli berilgen tenlemenin dara
sheshimi

y_, =€ ”[(Ax* + Bx +C)cosx +(Dx* + Ex + F)sinx]

Korinisine iye boladi, bundaA, B,C,D, E,F - amq emes koefficientler.

Tékirarlaw ushin sorawlar
1. n - tartipli birtekli emes siziqlt DT qanday turge iye?
2. N - tartipli birtekli emes siziglt DT-nin uliwma sheshiminin dazilisi ganday?
3. Aniq emes koefficientler metodi ganday tenlemeler ushin qollanadi?

4. Aniq emes koefficientler metodinin mazmuni neden ibarat?

5. Lly]= Pm (X) tenlemesinin dara sheshiminin tiriqanday, bunda L[y] - turaqli

koefficientli siziqli operator, Pm (X) - bul m darejeli kopagzal?



6. Lly] =e“P_(X) tefilemesinin dara sheshiminif tari qalay jaziladi?

X H , . e, . . ey, ;.
7. Ly]=e“[P_(x)cos px +Q_(x)sin fX] tenlemesinin dara sheshiminif tari galay

jazilad1?



18 — lekciya. Apiwayi differenciyallq tenlemeler sistemalarin normal tirge
keltiriw.Normal sistema ushin bar boliw ham birden-birlik teoremasi

Reje:

1. Differencialliq tenlemeler sistemasi. Tiykarg tusinikler.
2. Normal sistema ushin Pikar teoremasi.
3. Uliwma sheshim. Dara sheshim. Ayirigsha sheshim

Tayanish sozler: Differencialliq tenlemeler sistemasi Uliwma turi. Kanonikaliq sistema.
Normal sistema. Sheshim. Koshi mdselesi. Pikar teoremasi. Uliwma sheshim. Dara sheshim.
Aywrigsha sheshim.

Apiway: differencialliq tenlemeler sistemas: dep, X argumentti, us1 argumenttin K sandagi
Y,(X), ¥,(X),..., Y, (X) belgisiz funkciyalarin hdm olardin tuwindilarin baylanistiratugm K

tenlemelerdin jiynagina aytiladi. Sistemanin uliwma tri tdmendegishe jaziladu:

RO Y Yroen Y2 Yon Yo Yo s Vi Vi Y M) =0 (1 =12,,K) . (D)

Bul sistemani integrallaw maselesi, us1 sistemanifh har birin qanaatlandiratugin y,,y,,..., Y,

funkciyalarin tabiwdi talap etedi. Y,(X),Y,(X),..., ¥, (X) funkciyalarimn usinday jiynagin (1)

sistemanin sheshimi dep ataydi.

Eger aniq emes funkciya haqqindagi teoremanin shartleri orinlansa, onda (1) sistemani ulken
tuwindilarga qarata sheshiwge boladi:

(my) _ (m;-1)
1

Vi ™ = OG0 Y Y1 s Vi Vi Vi
................................................................................. @)

yk(mk) = fk (X’ Y yl'""’ Yi

(m-1)

L | yk yl; L | yk
Bunday tardegi (2) sisteman1 kanonikaliq sistema dep ataydi.

Jana belgisiz funkciyalard: kiritiw arqali joqarg: tartipli K tenlemeler sistemasmn ogan
ekvivalent bolgan hdm barhq n (n=m, +m,+..+m,) izlengen funkciyalardin tuwindilarna

qarata sheshilgen birinshi tartipli n tenlemeler sistemasi menen almastiritw mumkin. Bunday
sistema

B £,y ya),
dx
dy,
=2 = (X, Yy V),
i (X, Y1rees ¥i) @)
d
dy“ = (X, ¥p,-.¥,)
X



sistemasinin dara jagdayr boladi. (3) sistema apiwayi differencialliq tenlemelerdin normal
sistemasi dep ataladi, al n sistemanin tartibi delinedi. Bul sistemani

%: f.(%, Yyren Vi )s i=12,....n (3"
dx

tarinde de qisqasha jaziw mumkin, bul jerde f,, f,,..., f, - qarastirtlip atir§an oblastta aniglangan

him  uzliksiz  funkciyalar.  Eger  y={y,, Y, Y, } f(x,y)={f, f,... T}

dy _ %,%,,_,,dy” dep belgilesek, onda (3) sistema
dx dx dx dx

S R) @
X

korinistegi vektorliq formadagi turine iye boladi.

(3) sistemamn (a,b) intervalindagi sheshimi dep usi intervalda aniglangan, uzliksiz
differenciallanatugm ham (3) sistemanif har bir tenlemesin barliq x €(@,b) ushin orml bolgan

birdeylikke aylandiratugin n sandagi

Y1 = Y1(X), Y2 = Y2 (X)seens Yo = Yo (X) ©)
funkciyalar jiynagina aytadi.

(3) sistemaga saykes keliwshi (4) vektorliq tenlemenin sheshimi usi vektorliq tenlemesin
birdeylikke aylandiratugin, diziwshileri Y, (X), Y, (X),-.., ¥, (X) bolgan Yy =Y(X) vektor: retinde

aniqlanada.

N+1 élshemli (x,y;,...,»,) kenisligindegi (5) sheshimge saykes keletugin iymek siziq (3)
sistemanin integralliq iymek sizigi delinedi. Bul iymek siziq sonday qasiyetke iye, ogan

jargizilgen urinbanin bagitlawshi kosinuslart 1 sanma ham urimiw tochkadagi (3) sistemanin on
jaqlarinin manislerine proporcional boladi.

Eger (3) sistemanin on jagi berilgen (X,Y,,Y,,...,Y,) tochka arqali bagitlawshi kosinuslar

1 sanina ham f,06 Y0 Yo )seens £, (% Yy, Y,)  manislerine proporcional bolgan kesindi

jurgizsek, onda bagitlar maydanin alamiz.

Solay etip, (1) sistemani integrallaw maselesi us1 bagitlar maydan1 boyinsha integralliq
iymek s1ziglardi tabiwdan ibarat.

(1) normal sistema ushin

yl(XO) = yl(O)ayz(Xo) = yZ(O)a---, Yn (Xo) = yn(O) (6)

baslangish shartlerin qanaatlandiratugin sheshimin tabiw maselesi Koshi maselesi dep ataladi,
(0)

n

bunda Xo,yl(o),yz(o),...,y - berilgen sanlar. Geometriyaliq jaqtan, Koshi maselesi (3)
sistemanin barliq integralliq iymek siziglart ishinen berilgen (X,, yl(o), yz(o),..., yn(o)) tochkadan

otiwshi integralliq iymek s1ziqt1 tabiwdi anlatadi.



Koshi maselesi sheshiminin bar boliwin ham onin birden-birligin tdmendegi teorema
tamiyinleydi.

Teorema (Pikar teoremasi). Meyli (4) tenlemeler sistemasinin on jagr bolgan f(X,Y)
vektor-funkciyast R :|x—x,|<a,|y—Y,|<b oblastta aniglangan bolip, témendegi eki shartti

ganaatlandirsin:

1) f(xy) o6zinin X,y ozgeriwshileri boymnsha R de uzliksiz bolsm, demek ol
shegaralangan boladi: |f(X,y)|<M, bunda M - ofi san, al (X,y) - bul R oblastiniii galegen

tochkasi;

2) f(x,y) vektor-funkciyas1 Y ozgeriwshisi boymnsha Lipshic shartin qanaatlandirsin,
yagmy [f(x,y)=f(xy)|<L]y-y’
(x,¥') -bul R oblastmin galegen eki tochkast.

tensizligi ormnlansin, bunda L - on san, al (x,y) ham

Sonda (4) tenlemeler sistemasinifA |X—X,|<h araliginda aniqlangan, zliksiz

differenciallanatugmn ham y(X,) =Y, baslangish shartin ganaatlandiratugin y = ¢(X) sheshimi

bar ham ol birden-bir boladi, bunda h:min{a,%}, yo=(y1‘°’,y2‘°),...,yn(°)), al

1
1] = (ZE fﬁjz ~f =(f,... f,) vektormun evklid normast.

Endi X,Y,,Y,.....Y, ozgeriwshilerinin sonday D 6zgeriw oblastin qaraymiz, oni har bir

tochkasi arqal1 bir ham tek bir gana integralliq iymek s1z1q otetugin bolsin.

Aniglama. X,C,,C,,...,C_ = ozgeriwshilerinin bazibir D 6zgeriw oblastinda aniglangan

ham X boyinsha uziliksiz differenciallanatugin
Y1 :¢1(X1C11C21---1Cn)1
=¢,(x,C,,C,,....C,)
Y2 (02( 112 ) (7)

tarindegi n funkciyalar jiynagi (3) sistemasmii D oblastindagi uliwma sheshimi dep ataladi,
egerde ol tdmendegi eki shartti qanaatlandirsa:

1) (7) sistemast D oblastinda C,,C,,...,C, erikli turaglilarma qarata sheshiledi:

C]_ — Wl(x’ yl’ y2""’ yn )l
Co =, (X, Y1 Vi Y ) (8)

Co =00 (X, Y1, Yoreees Yo )



2) (X,¥1,V5:y,) tochkasi D oblastinda 6zgergende (8) formulalari menen

aniglanatugin C,,C,,...,C, erikli turaglilarinifi barliq ménislerinde (7) funkciyalar jiynagi (3)

n

sistemanin sheshimi boladi.

(5) sheshim dara sheshim dep ataladi, egerde onii galegen tochkasi arqali (3) sistemanif
basqa sheshimi 6tpese, yagniy bul sheshimnin har bir tochkasinda Koshi maselesi sheshimi
birden-bir bolsa. (7) uliwma sheshiminen C,,C,,...,C, erkli turaghlarimin belgili bir
manislerinde alinatugmn sheshim dara sheshim boladi. Eger (5) sheshimnif har bir tochkasinda

Koshi maéselesi sheshiminin birden-birligi buzilsa, onda bul sheshim ayriqsha sheshim dep
atalad.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. Differencialliq tenlemenin normal sistemasi qanday uliwma tirge iye? Onin tartibi degen
ne? Normal sistemanin sheshimi (integralliq iymek s1z1g1) degen ne?

2. Normal sistema ushin Koshi méselesi qalay qoyiladi? Qanday jagdayda ol sheshimge iye?
Qanday shartte bul sheshim birden-bir bolad1?

3. Normal sistemanin uliwma sheshimi degen ne? Uliwma sheshim formulas: jardeminde
Koshi maselesi qalay sheshiledi?



19 — lekciya

DTS-lardin baslangish integrallari. Simmetriyaliq korinistegi sistemalar

1. Sistemanin integrali. Birinshi integrallar. Uliwma integral. Garezsiz birinshi integrallar.
Birinshi integrallardin toliq sistemasinin bar boliw1 haqqinda.

2. Normal sistemanin simmetriyaliq tari. Integrallaniwsh1 kombinaciyalar.

Meyli

dy. .
—=f.(X, Y Y,) i=1n 1
ot i (X Y10 Vi) 1)

normal sistemasinin uliwma sheshimi

Y; =¢,(x,C;,C,,...,C)),
Y, =9,(x,C.,C,,...,C)),

)
yn = ¢n (X’Cl’CZ""’Cn)
bolsin. Eger (2) sistemani erikli turaqlilarga qarata sheshsek,
Wi (X Yiren ¥a) =Cy,
Wy (X, Y10 ¥n) = Cy,
©)

l//n(xl yl""' yn) :Cn

sistemasin alamiz. Bul sistemanin har bir tenlemesi (1) sistemanin birinshi integrali dep ataladi.
Al olardin jiynagi bolgan (3) sistema (1) sistemanin uliwma integrali boladi.

Solay etip, birinshi integral, bul garezsiz 6zgeriwshi menen sistemanin belgisiz funkciyalari
arasindagi

WX, Yyrn ¥y) =C (4)

turindegi ust differencialliq tenlemeler sistemasinan keltirilip shigarilgan ham y; din ornina

sistemanin Y, =@, (X), i=1n sheshimin qoyganda, bul dara sheshimnin barliq tochkalarinda

birdeylikke aylanatugin qatnastan ibarat.

(4) qatnasi (1) sistemanin birinshi integrali boliwinin, zartarli hdm jetkilikli sharti, bul

%+Zn:@ f.(X, Yy ¥,) =0 (5)



birdeyliginin orilaniw1 bolip tabiladi.
Geyde birinshi integral dep, w(X,Y,,...,Y,) funkciyasi tsiniledi.

Eger (1) sistemanin N garezsiz birinshi integrallart (X, Yy, Y0 )s Wo (X Yisees Vi )y coer
v, (X, Yy, Y,) belgili bolsa, onda joqaridagi aytqanday olardan duzilgen (3) tefilemelerdin

jiynagi (1) sistemanin uliwma integralin beredi.

(3) uliwma integraldan onm1 Y,,Y,,..,Y, ge qarata sheshe otirip, (1) sistemanin uliwma

sheshimin aliwga boladi. y;,y,,...,i, birinshi integrallar garezsiz boliw1 ushin olardin yakobiani

nolden 6zgeshe boliwi tiyis:

@1 @2 O’yn

N, Ny, N,
é’(v/l’WZ""!l//n): &, &, KN | 20.
(Y11 Yars V)

v, v, O,

@1 @2 @n

Demek, (1) sistemani integrallaw ushin onin N garezsiz birinshi integralin tabiw jetkilikli.

Egerde differencialliq tenlemeler sistemasi simmetriyali tirde berilgen bolsa, onda, birinshi
integral jardeminde bul sistemani integrallaw maselesi ayrigsha qolayli boladi.

(1) sisteman1

dx _ dy, _ dy, R dy, (6)
I (YL YeenYn)  H(GYL Yo Vi) £ (X Y1 Y0 Yn)

tarinde jaziwga boladi. Al, X,Y,,..., ¥, Ozgeriwshilerinifi ornina x,,Xx,,...,x, Ozgeriwshilerin

n

jazsaq ham apiwayiliq ushin 6zgeriwshilerdin samin N+1 emes,al n arqali belgilesek, onda (6)
sisteman1 tdmendegi turde jaziwga boladu.

dx, dx, dx

= =...= = (7)
X (x5%55005%,) X, (X)5,X5,.05X,) X, (x,%,,...,X,)

Bul (7) sistema simmetriyaliq formadag differencialliq tenlemelar sistemasi dep ataladi. Bul
sistemanin uliwma integrali

Wi (X, Xg e X)) = Cpy W (X, Xo00n X0 ) =Chy ooy w4 (X X000 X ) =C (8)
tarinde jaziladi.

(7) sistemadan normal sistemaga 6tiw ushin 6zgeriwshilerdin birewin, misali x, di garezsiz
ozgeriwshi retinde alamiz. Sonda



dx, X, ‘dx, X, =~ dx, X

n n n

Xm _ Xl dﬁ XZ dxn—l _ xn—l (7')

boladi. Bunda on jaqlardin uzliksizligi buzilmaui ushin x?,xJ,..,x° baslangish manislerde

-1 Ap

X, (X, X3,..., Xp) = 0 boliw tiyis.
(8) birinshi integrallarinin har birinin yamasa uliwma aytqanda
w(X, Xy,..X,)=C (8)

turindegi qatnastin (7) sistemanin birinshi integrali boliwmnin analitikaliq shartin tabiw ushin
tomendegidey isleymiz.

(7) sistemanin integralliq iymek sizig1 boylap ¥ funkciyast turaqli manis saqlaydi,
demek,onin us1 iymek siziq boylap alingan toliq differenciali nolge ten:

@dxl+%dx2 +...+@dxn =0.
1 2 n

Biraqta integralliq iymek siziglar boyinsha dx; differenciallari (7) sistemaga muwapiq X,

funkciyalarinin ménislerine proporcional, demek, har bir integralliq iymek s1z1q boyinsha

2% oy (2
Xl(xl’XZ""’X")a_X-'_XZ(X]"XZ’.“’XH)ﬁ +...+Xn(X1,X2,...,Xn)a:’:/ =0

1 2 n

(9)
boladi. Onda jogarida aytqan analitikaliq shart tomendegishe beriledi: (7) sistemanin birinshi
integrali  bolgan y(X;,X,,...,X,) funkciyasi (9) tenlemeni birdeylik tirde qanaatlandiradi ham

kerisinshe (9) tenlemeni ganaatlandiratugin 1gtiyarli (X, X,,...,X,) funkciyast (7) sistemanin

birinshi integrali bolad.

Misal. ox = &y = @z tenlemeler sistemasin sheshin.
22—y Yy I
Sheshiliwi. & _& tenlemeden berilgen sistemanin birinshi integrallarinin birin tabamiz:

y V4

¥ C,. Jane bir integral tabiw ushin tdbmendegi integrallaniwshi kombinaciyani dtizemiz:
yA

o :2dz—dy, d(x—2z+y)=0.
22—y 21—y

Bunnan x—2z+y =C, . Tabilgan bul birinshi integrallar arezsiz boladi.

Solay etip, berilgen sistemanin barliq sheshimleri y=C;z, X—22+Yy=C, qatnaslarinan

aniqlanada.

Takirarlaw ushin sorawlar



1. Normal sistemanin integrali degen ne?

2. n -tartipli normal sistema qansha garezsiz integrallarga iye boliw1 mamkin?
3. Normal sistemanin birinshi integrali degen ne?

4. Qanday birinshi integrallar garezsiz boladi?

5. n -tartipli normal sistemanin uliwma integrali degen ne?

6. Simmetriyali korinistegi differencialliq tenlemeler sistemasi degen ne? Onin integrali,
birinshi integrali, uliwma integrali degen ne?

20-lekciya. Sizigh differenciyalliq tenlemeler sistemasi.
Reje:

1. Uliwma tasinikler.
2. Bar boliw ham birden-birlik teoremasi.
3. Bir tekli tenlemeler sistemalari. Sheshimlerdin tiykargi qasiyetleri.

Tayanish sozler: Sizigh differenciyalliq terilemeler sistemasi. Bir tekli sizigli
sistema.Bir tekli bolmagan siziqh sistema.Bar boliw ham birden-birlik teoremasi. Bir
tekli sistemanin sheshimlerinin qasiyetleri.

1° . Differencialliq tenlemelerdin normal sistemasimin dara tari sizigh differenciallig
tenlemeler sistemasi boladu.

Eger normal sistema belgisiz funkciyalarga ham onin tuwindilarina qarata siziql bolsa,
yagniy olar sistemanin har bir tenlemesinde birinshi darejede qatnassa, onda bunday sistema
siziqli differencialliq terilemeler sistemas: dep ataladi.

Bunday sistema

dx
(d_tl == all(t)xl + a12 (t)xz + ot + aln(t)xn + fl(t)’

d
) f = Ay, (X1 + Apy ()Xy 4+ + Ao (D)X, + f>(D), 0
dxp

i = anl(t)xl + anz(t)xz + et ann(t)xn + fn(t)'
\

korinisinde, yamasa

dxi

prai Tq aii(Ox; + fi(t), i

1n

tarinde jaziladi, bunda a;;(¢t) (i,j = 1,n) — t garezsiz 6zgeriwshinin (t € [a, b]) bazibir berilgen
uzliksiz haqiyquy funkciyalari, olar sistemanin koefficientleri dep atalads; al f; (t), f2(t), ..., fn ()
— t €[a,b] garezsiz bOzgeriwshinin’ bazibir berilgen uzliksiz haqiyqiy funkciyalar, olar
sistemanin erkin agzalar: delinedi.

Eger f1(t) =0, f2(t) =0, ..., f,(t) = 0 bolsa, onda (1) sistema



(dxl

e a1 (0)x1 + a2 (B)xz + - + agp () xy,
dx

d_: = A1 (D)X + Az (D) x5 + -+ + Az (D) xp,
dxn

ar An1 (D)X + Anz (X2 + -+ + app (O xn
\

tarine, yamasa

dxl- _

ar Z?:l al-j(t)xj, i=1n

korinisine iye bolip, bul sistema birtekli sizigli sistema dep ataladi.

Eger f;(t), i = 1,n erkin agzalardin en keminde birewi nolden 6zgeshe bolsa, onda (1)
sistema birtekli bolmagan sizighi sistema delinedi.

Burin uyrenilgen n-tartipli sizigh differencialliq tenleme bolgan

y® +a, (Y™ 4+ an ()Y + an(D)y = f(1) (3)

tenlemesi siziqh differencialliq tenlemelerdin birtekli bolmagan sistemasina alip keliniwi
mumkin.

Haqiyqatinda da, bul tenlemede

() =y(@), %(0) =y'(t), . X1 (D) =yTI(D),
xn(t) =y (1)

belgilewlerin Kiricek, onda

(xll = Xy,

x'y = x3,
) , ..... _

X n—1 = Xn,

Xln = —ap()x; — A1 ()% — - — a1 (Dx, + f(T)
\

sistemasin alamiz. Al, (3) tenlemege saykes keliwshi n-tartipli birtekli siziqh tenleme sizigh
differencialliq tenlemelerdin birtekli sizigh sistemasina alip kelinedi.

(1), (2) turindegi tenlemeler sistemalarin matricaliq tirde jaziwga boladi. Meyli

x () x'l“)\‘
L (t
x=x(t) = 362(0 , X' =x'(t) = ?CZ() ,
x () x’n(t)/
fi(®)
£(0) a1 (t)  aq2(t) a1, (8)

F(t)=|: , A = az1(t) a2 (t) Ayn (1)
kfn(t)) an1(t) ap(t) Ay (1)



bolsin. Sonda (1), (2) tenlemeler sistemalar: saykes tirde tomendegi koriniste jaziladi:

= = AOx +F(b), (4)
= = A()x

bunda x = x(t) — belgisiz vektor-funkciya; % — omin tuwindisi, F(t) — belgili vektor-funkciya,
A(t) — s1iz1iqh differencialliq tenlemeler sistemasinin matricast.

2° . Normal sistemalar ushin Pikar teoremasinifi shartleri orinlaniw ushin (1) s1z1gh sistemanin
barhg a;;(t), i,j = 1,n koefficientleri hdm barliq f;(t), i = 1,n erkin agzalan [a, b] arahqgta
tizliksiz bolwi jetkilikli. Bul jagdayda (1) siziqli sistema ushin qéalegen x;(ty) = x2, x,(to) =
x3, ..., x,(to) = x0 baslang’sh shartlerge iye Koshi maselesi putkil [a, b] aralgta amglang’an
birden-bir sheshimge iye boladi. Bul baslang’sh shartlerde t, manisin belgilep alip ham x?, x?,
.., X2 baslang’ish manislerdi 6zgerte otirp, (1) sistemanm’ sheshimlerinin’ sheksiz kopligin
alamiz.

Meyli A(t) matricasi ham F(t) vektor-funkciyasi I = [a, b] kesindide uzliksiz bolsin ham
to € I. Sonda

1. (4) sistemann’
X(tO) =Xg, Xgp = (xZ(L)'xg' "'ixrol) (6)
baslang’ish shartin qanaatlandratug’in sheshimi putkil I kesindide bar bolad.

2. (4), (6) Koshi maselesi sheshimi birden-bir boladi: eger x(t), z(t) — us (4) sistemanin’
birdey (6) baslang’sh shartin qanaatlandratug'in sheshimleri bolsa, onda putkil I kesindide
x(t) = z(t) bolad1.

Haqiygatinda da, A(t) matricas: uzliksiz bolg'anhqtan, omn’ barhq a;;(t) elementleri, al
F(t) vektor-funkciyasi uzliksiz bolg'anhqtan, onin’ barliq f;(t) daziwshileri tzliksiz bolip, (4)
vektorhq ten’lemenin’, yag'ny (1) siziql sistemanin’ on’ jaglarnin’ x;, j = 1,n boyinsha dara
tuwindilari I = [a,b] kesindisinde Tuzliksiz a;;(t) koefficientlerge ten’ bolg'anhqtan
shegaralang’an bolip, Koshi maselesi sheshiminin’ bar boliw ham birden-birligi teoremasinin’
barliq shartleri orinlanadi.

3°. Birtekli sizigh differencialliq ten’lemelerdin’ mina

= = A(Dx (7)

sistemasin garaymiz, bunda A(t) — bazibir (a, b) aralg'inda Gzliksiz matrica.
Ust birtekli siziqli sistemanin’ sheshimlerinin’ tiykarg’ qasiyetlerin keltiremiz.

1. Eger x4(t), X,(t), .., X,(t) vektor-funkciyalarnn’ har biri bazibir (a, b) intervalda (7)
birtekli sizigh sistemann’ sheshimi bolsa, onda bul vektor-funkciyalardn’

x(t) = Xiz1 Cix(t)



s1iziqli kombinaciyasi da us sistemann’ sheshimi bolad, C;, C,, ..., C,, — erikli turagllar.

2. Eger x = x(t) vektor-funkciya (7) birtekli siziqli sistemann’ (a, b) intervalda anglang’an
ham x(t,) =0, t, € (a,b) baslang’sh shartti qanaatlandratug'n sheshimi bolsa, onda x(t)
vektor-funkciya (a, b) intervalda birdeylik tarde nolge ten’ bolad: x(t) = 0, t € (a, b).

3. Eger (7) birtekli sizight sistemann’ A(t) matricas haqyqy mat-rica bolp, bul sistema
x = u(t) +iv(t), t € (a,b) kompleks sheshimge iye bolsa, onda bul kompleks sheshimnin’
u(t) haqyqy bodlegi de ham v(t) jorma bolegi de us sistemann’ (a, b) intervalndag’ sheshimi
bolad.

21-lekciya. Ostragrodskiy-Lyuvill formulasi. Sizigh bir tekli tenlemeler sistemasinin
uliwma sheshimi haqqinda teorema. Fundamentalliqg matrica

Reje:
1. Vektor-funkciyalardin siziqh garezliligi ham siziql garezsizligi
2. Vronskiy determinanti ham onin qgasiyetleri. Ostrogradskiy-Liuvill-Yakobi formulas:
3. Sheshimlerdin fundamentallig sistemasi. Uliwma sheshim haqqinda teorema.
4. Fundamentalliq matrica

Tayanish sozler: Sizigl garezli vektor funkciyalar. Sizigl garezsiz vektor funkciyalar. Vronskiy
determinant:. Ostrogradskiy-Liuvill-Yakobi formulas:. Sheshimlerdiz fundamentall:q sistemas:.
Ul:wma sheshim.

Meyli (a, b) intervalda anglang’an

x4 (1), x5(t), ..., X, (t) (2)
vektor-funkciyalar berilsin, bunda
X1i
x(W={;"] i=Tn
Xni

Eger barlg’ bir wagtta nolge ten’ emes sonday «;, a,, ..., @, turagl sanlar bar bolp, (a, b)
intervalda

a1 X, (t) + ax,(t) + -+ apx, () =0 (3)
birdeyligi ornlansa, onda (2) vektor-funkciyalar (a, b) intervalda sizigli g'drezli dep atalad.

Eger (3) ten'ligi tek a; = @, = -+ = a,, = 0 bolg'anda g'ana birdeylik tarde ornlansa, onda
(2) vektor-funkciyalar sizigli g'drezsiz dep atalad.

Bazibir (a,b) intervalda anglang’an n sandag’ (2) vektor-funkciyalar ushn Vronskiy
determinant dep,



x11()  X12(t) - Xqn(t)
W(t) = ?C?1(t) ?sz(t) ?Cfn(t)

xnl(t) Xn2 (t) xnn(t)
koérinisindegi anqlawshqa aytamz.

Eger (2) vektor-funkciyalar (a,b) intervalda sizigli g'arezli bolsa, onda bul aralgta
W(t) = 0. Eger (2) vektor-funkciyalar A(t) matri-cas uzliksiz bolatug'n (a, b) intervalndag’ (1)
birtekli sizigli sistemann’ sizigli g'arezsiz sheshimleri bolsa, onda olardn’ W (t) Vronskiy
determinant (a, b) intervaldn’ bir de nogatnda nolge aynalmayd.

(1) birtekli s1zigh sistemann’ n sheshimlerinin’ (a, b) intervalda sizigh g'arezsiz bolw ushn
olardn’ vronskiannn’ us intervaldn’ bir de nogatn da nolge aynalmaw zartrli ham jetkilikli.

Biraq ta, (1) sistemann’ n sheshimlerinin’ sizigh g'arezsizligin anglaw ushn W (t)
anglawshtn’ (a, b) intervalnn’ bir nogatnda bolsa da nolden 6zgeshe bolw-na isenim payda etiw
jetkilikli. Bul (1) sistemann’ n dara sheshimlerinin’ vronskiannn’ toémendegi eki &jayp
qgasiyetlerinen kelip shg'ad:

1. Eger W (t) anglawsh (1) sistemann’ koefficientleri uzliksiz bolg'an (a, b) intervalnn’ bir
nogatnda bolsa da nolge aynalsa, onda W (t) us intervaldn’ barlg nogatlarnda nolge ten’ bolad.

2. Eger W(t) us (a, b) intervaldn’ bir nogatnda bolsa da nolge aynalmasa, onda ol (a, b)
intervaldn’ bir de nogatnda nolge aynalmayd.

Solay etip, (1) sistemann’ koefficientleri tzliksiz bolatug'n (a, b) intervalnda us sistemann’
n sheshimlerinin’ sizigh g'arezsiz bolw ushn olardn’ vronskiannn’ (a, b) intervaldn’ bir
nogatnda aq nolge aynalmaw zarurli ham jetkilikli.

Toémendegi tastyqlaw ornl.

Eger x,(t), X,(t), ..., X,(t) — birtekli sizigh sistemann’ sheshimleri bolsa, onda olardn’
Vronskiy determinant qalegen noqatta

t yn
W(t) — W(to)efto Yi=1 aii(s)ds (4)
formula boynsha tablad, bunda t, € (a, b).
Bul (4) formula Ostrogradskiy-Liuvill formulas: dep atalad.

Eger n 6lshemli (1) birtekli sizigh sistemann’ x;(t),X,(t), ..., X,(t) sheshimleri sizigh
g'arezsiz bolsa, onda bul sheshimlerdin’ jynag’ us sistemann’ sheshimlerinin’ fundamentallq
sistemas: dep atalad:.

(1) sistemann’ n sheshimler jynag’ (a, b) intervalda sheshimlerdin’ fundamentallq sistemas
bolw ushn olardn” Vronskiy determinantnn’ (a, b) intervaldn’ bir nogatnda aq nolden 6zgeshe
bolw zartrli ham jetkilikli.

Tomendegi tastyglaw orinl.



Eger (1) birtekli sizigh sistemann’ barlq koefficientleri (a,b) intervalda uzliksiz bolsa,
onda us intervalda anglang’an ham uzliksiz bolg’an sheshimlerdin’ fundamentallg sistemas bar
bolad.

(1) birtekli siziglt sistemann’ sheshimlerinin’ fundamentallq sistemasnn’ belgili bolw us
sistemann’ ulwma sheshimin diziwge mimkinshilik beredi.

Tomendegi tastiyiglaw orinli.

Eger x,(t), x,(t), .. X,(t) — (1) birtekli sizigh sistemann’ n sizigh g'arezsiz
sheshimlerinen ibarat sistema, yag'ny ol sheshimlerdin’ fundamentallg sistemas bolsa, onda
birtekli sizigh sistemann’ ulwma sheshimi

X(t) = C1x1(8) + Cox2(t) + -+ + CpXy ()
bolad, bunda C;, C,, ..., C,, — erikli turagllar.

Bag'analar (1) birtekli sizigh sistemann’ x;(t), X,(t), .. X,(t) siziqh g'arezsiz dara
sheshimleri bolg’an mina

x11(t)  x12(8) - X9 (0)
X(¢) = ?1@) ?sz(t) ?Cfn(t)
Xn1 (t) Xn2 (t) Tt Xnn (t)

kvadratlg matrica us1 sistemanin fundamentall:q matricas: dep atalad:.

Eger bazibir t = t, bolg’'anda X(t,) = E (E — —birlikmatrica) sharti ornlansa, onda
bunday fundamentallg matrica normallastrlg’an fundamentallq matrica dep atalad.

Qarastrp atrg'an (1) sistema menen birge

= = A(DX (5)

matricalq ten’lemeni garayq.
Bul eki sisteman tdmendegi tastyqlaw baylanstrad.

1. Meyli X(t) matricas (1) sistemann’ fundamentallq matricas bolsn. Sonda X(t) matricas
(5) matricalq ten’lemeni ganaatlandrad.

2. Meyli X(t) — us (5) matricalg ten’lemenin’ sheshimi bolsn. Sonda bul matricann’ har bir
bag'anas (1) sistemann’ sheshimi bolad.

X(t) fundamentally matricann’ determinant (1) sistemann’ sizigh g'arezsiz n
sheshimlerinin’ Vronskiy determinant bolg’anlgtan, ol nolge ten’ emes, demek, X(t) aynmag’an
matrica bolad.

Uzliksiz koefficientlerge iye har qanday birtekli siziqh sistema fundamentallq matricag'a
iye bolad.

Hagyqgatnda da,



S =AWMX, X(t)) =E, to € (ab)

sistemasin qarayq. Al, detX(t,) = detE # 0 bolg'anlgtan, t, nogatnn’ bazibir (a, ) dogeregi
bar bolp, onda barlq t € (a, B) ushn detX(t) # 0 bolad, yag'ny X(t) matricas (a, ) intervalda
fundamentallq matrica bolad.

1. Meyli X(t) matricas: (1) sistemania fundamentalliq matricasi, al C — aynimagan matrica
bolsin. Sonda X(t) = X(t)C matricasi da usi (1) sistemanin fundamentalliq matricas: bolad.

2. Meyli X;(t) ham X,(t) matricalart (1) sistemanm fundamentallig matricalar bolsin.
Sonda aynimagan sonday C matricas: bar bolip,

Xa(t) =X, (1)C
tenligi orinl.

Eger X(t) matricast (1) sistemanin fundamentallig matricasi, al C — aymmagan matrica
bolsa, onda CX(t) matricas: fundamental matrica boliwi shart emes.

1. Eger X(t) matricas: (1) sistemanin fundamentalliq matricasi, al C — erikli turagl vektor
bolsa, onda

x(t) = X(t)C
anlatpasi us1 (1) sistemanin sheshimi boladi.

2. Meyli X(t) — (1) sistemanin fundamentallig matricasi, al x(t) vektor-funkciyas: usi
sistemanin sheshimi bolsin. Sonda sonday C vektor: bar bolip, X(t) = X(¢)C tenligi orinlu.

Bul teoremadan tomendegi juwmaq kelip shigadi:

Eger X(t) matricas1 (1) sistemanmin fundamentalliq matricas: bolsa, onda usi sistemanin
uliwma sheshimi

x(t) = X(£)C

turine iye boladi, bunda C = (Cy, C5, ..., C,,) — erikli turagh vektor.



22-lekciya.Turaqh koefficientli bir tekli sizigh sistema. Eyler usili
Reje:
1. Turaql koefficientli birtekli siziqli DTS-lar1.
2. Eyler usili

Tayanish sozler: Turaql koefficientli birtekli sizigh sistema. Eyler usili. Xarakteristikaliq
tenleme.Sheshimlerdin fundamentalliq sistemasin duziw.

Birtekli

d n
A: akiyi’ k = 12...,n (1)
X i=1

sistemas1 turaqli koeffitsentli dep ataladi, egerde barliq aki,i, k =12...,n koeffitsientler turaqh

shamalar bolsa.

Turaql koeffitsientli birtekli sistemalar hAmme waqit elementar funktsiyalardan turatugin
fundamentalliq sheshimler sistemasina iye boladi. Bunday sheshimler sistemasin duziwdin
tiykargi usili Eyler usili bolip tabiladi.

Eyler usilina muwapiq, (1) sistemanin sheshimi
Y, = 9€7Y, = 987y, = ge” (2

tarinde izlenedi, bul jerde g,,9,,...,9, hdm | shamalari aniqlamw1 kerek bolgan bazibir turagl

sanlar.

Bul belgisizlerdi aniqlaw ushin (2) ni (1) degi orinlarina aparip qoyamiz ham e ga
qisqartip

ay - I )gl +ta,g, + Hita g, = 0

4,9, + (azz - | )gz +9Hra, g, = 0

H - (3)
Hanlgl +a 0, t HH (ann - | )gn =0

tarindegi 9,,9,,..., 9, belgisizlerge qarata birtekli algebraliq tenlemeler sistemasina iye bolamiz.

Bul sistema nollik emes sheshimge iye boliw1 ushin onih aniglawishi nolge ten boliwi
kerek, yagniy | sam

a, - | a, UYH a

a,, a,- | HHa, 0
a a a - |

nil n2 nn




tenlemenin koreni boliw kerek. Bul (4) tenleme (1) sistemanin xarakteristikaliq tenlemesi dep, al
onin korenleri us1 sistemanin xarakteristikaliq sanlar1 dep ataladi.

Har bir xarakteristikaliq sanga (1) sistemanin (2) turindegi keminde bir dara sheshimi saykes
keledi. Us1 dara sheshimlerdi tabiw waqtinda to’mendegi jagdaylar ushirasadi.

a) (4) xarakteristikaliq tefilemenifi 1,1 ,,...,1 = korenleri haqiyqiy hdm har qiyli. Bul

jagdayda har bir |, (i = 1,2,...,n) korenleri ushin (3) den

a, - I i)gl + a0, + U a,9, = 0
4,9, + (azz - i)gz +9H-a, 9, = 0
H

Hanlgl + anZgZ + L}Hl_ (ann - I i)gn - 0

sistemasina iye bolip, bunnan g, = 9.,,9, = 0,,,...,d, = @, turindegi nollik emes sheshimge

27

iye bolamiz. ¢,,9,,...,§, ham I  difi bul manislerin (2) degi ormlarma qoyip, |, ge sdykes

keliwshi (1) sistemanin y., = g.e'”,y., = g.£'",...,y, = g " tarindegi dara sheshimge iye

bolamiz. Demek | ,I,...,1 =~ lerdin har qaysisi ushin alingan usinday dara sheshimler jiyindist
l.x l.x l.x _
gllel’glz 1""'glne1 I = |1
1. x 1. x 1.x _
9,67.0,7%,..0,e7 | =1,
Ix Ix I.x _
gnle ! gnze 1 gnne I - I n

(1) sistemasinin sheshimlerinin fundamentalliq sistemas: boladi. Bul fundamentalliq
sheshimler sistemasi arqali berilgen (1) tenlemeler sistemasinin

Y= € cg.e”, k=12..n
i=1
turindegi uliwma sheshimin alamiz.

b) (4) xarakteristikaliq tenlemenin korenleri har giyli ham olar arasinda kompleks korenler
bolgan jagday. Bul jagdayda hagiygqiy ham har qiyli korenlerge saykes keliwshi sheshimler
alding:1 punkttegi jol menen tabiladi. Biz bul jerde tek kompleks korenge saykes keliwshi dara
sheshimlerdi tabiw jolin ko’rsetemiz.

Kompleks korenler hamme waqit tayinlesi menen ushirasadi. Demek |, =a+ bi bir

kompleks koreni bolsa, onda I, = a- bi bul da koreni boladi. |, = a + bi ge sdykes keliwshi

sheshimdi (2) den paydalanip tapsaq,



— (a+bi)x — ax P —_ ax H ax af
y,= 9,8 = g,7 (cosbx + isinbx) = g e™ cosbx + ig e sinbx

y - g e(a+bi)x
2 12

= g,£%(coshx + isinbx) = g e* cosbx + ig,e™ sinbx

— (a+bi)x — ax HI — ax H ax
y, = 9,8 = g,e" (cosbx + isinbx) = g, e” cosbx + ig, e™ sinbx

tarindegi dara sheshimler sistemasina iye bolamiz. |, = a - bi korenge saykes keliwshi dara

sheshimler sistemasit usi sheshimler sistemasi menen siziqlt garezli boladi, sonligtan bul
sheshimlerdi taslap ketemiz.

Endi galgan korenler arasinda kompleks koren bar bolsa, onda olarga saykes keliwshi dara
sheshimler sistemasin usi jol menen esaplap, (1) sistemanin fundamental sheshimler sistemasina
iye bolamiz.

C) (4) xarakteristikaliq tenlemenin korenleri arasinda eseli korenler bolgan jagday. Meyli
| =1, koreni k eseli koren bolsin. Onda us1 k eseli korenge saykes keliwshi sheshim

Yy, = Pl(X)eHX’yZ = PZ(X)th,m’yn = Pn(x)ellx (5)

tarine iye boladi, bul jerde P (x),P,(X),...,P (x) lar darejesi k-1 den ulken bolmagan bazibir

ko’pagzalilar. Bul ko’pagzalilardin belgisiz koeffitsientlerin tabiw ushin (5) anlatpalarin (1)
sistemaga aparip qoyamiz ham X tin birdey darejeleri aldindagi koeffitsientlerdi salistiramiz.

Eger k=n bolsa, onda (5) sheshim (1) sistemanin uliwma sheshimi bolip tabiladi, eger
k < n bolsa, onda qalgan sheshimlerdi aniqlap, payda bolgan n sandag1 sizigh garezsiz dara
sheshimler sistemas1 boyinsha uliwma sheshimdi duzemiz.



23-lekciya. Sizigh bir tekli bolmagan tenlemeler sistemasi.
Reje:

1. Sizigh bir tekli bolmagan tenlemeler Sistemalar. Uliwma sheshim.

2. Erikli turaglini variaciyalaw usili

3. On tamani arnawl1 kériniste bolgan sizigl turaqli koefficientli tenlemeler sistemasi.
Tayamish sozler: Sizigh bir tekli bolmagan tenlemeler sistemalar. Uliwma sheshim.
Superpoziciya qasiyeti.Evikli turaqlint variaciyalaw usili. Koshidin integralliq formulasi.
Aniq emes koefficientler ustili.

Meyli birtekli bolmagan sizigh sistema

d—Y = A(X)Y + F(x) 1)
dx

berilsin, bunda Y = (Y., Yy0e ¥,)s  F(X) = (£,(X), ,(X),.... f, (X)), A(x)={aij(x)}i”j=l - nxn-
olshemli matrica, F(x)#0 vektor1 | =(a,b) intervalinda amiglangan ham tzliksiz bolsin.

Sizight L operator1 jardeminde (1) sistema

L[yl=F(x) @
turinde jaziladi. Al, (1) sistemaga saykes keliwshi birtekli sistema

L[y]=0 3)
turinde jaziladi.

Teorema-1. Eger Y,(x) vektor funkciya (1) sistemaga saykes keliwshi (3) birtekli
sistemanin sheshimi bolip, ®(X) vektor funkciya (1) birtekli emes sistemanin bir dara sheshimi

bolsa, onda Y,(X) + ©(x) funkciyasi da usi (1) birtekli emes sistemanifi sheshimi boladi.

Teorema-2 (Uliwma sheshim haqqinda). Birtekli emes sizigqlt sistemanin uliwma sheshimi
ust sistemaga saykes keliwshi birtekli sistemanin uliwma sheshimi menen berilgen birtekli emes
sistemanin dara sheshiminif qosindisina ten.

Teorema-3. Eger
Ly]=3 6900, 1900=] onron @
k=1

birtekli emes siziqh sistema berilgen bolip, @@ (%), (X),...,9™(x) vektor funkciyalar |

intervalinda saykes tirde
Lly]= f2(0), Ly]= £ @ (x)...., Ly]= £ (x)

sistemalarinifi sheshimleri bolsa, onda | intervalinda



w(x) =9 () +92 (x) +...+9™ (x)
vektor- funkciya berilgen (4) sistemanin sheshimi boladi.

Eger (1) birtekli emes siziqhi sistemaga saykes keliwshi birtekli siziqli sistemanin
sheshimlerinin fundamentalliq sistemasi belgili bolsa, onda bul (1) sistemanin uliwma sheshimin
erikli turaqlilardi variaciyalaw usili (Lagranj usili) jardeminde tabiwga bolad.

Meyli (3) birtekli sizigh sistemanini J(X) fundamentalliq matricast belgili bolsin. Sonda

onin uliwma sheshimi
Y =J(x)C
tarinde jaziladi, bunda C - erikli turaqli vektor. Endi (1) birtekli emes sistemanin sheshimin

Y =J(x)C(x) (5)

tarinde izleymiz, bunda C(X) - héazirshe aniq emes vektor-funkciya. On1 aniqlaw ushin (5) ti
differenciallap (1) sistemaga qoyamiz. Sonda

“dc(x)

J(x) =F(Xx)

tenlemesine iye bolamiz. Bul tenliktin eki jaginda soldan J~*(x) matricaga kobeytemiz:

dC(x) _

-1
o J T (X)F(x).

Endi songi tenlikten X, den x ga shekem integrallap, X, X, € | tomendegige iye bolamiz:
c(x)=C+[I X 9)F(s)ds

Bul tabilgan anlatpani (5) formulaga qoysaq, onda

Y(x)= J(x)C+_X[K(t,s)F(s)ds (6)
Xo

formulasina iye bolamiz, bunda K(X,s) = J(x)J ™(s) - Koshi matricas1.
Bul (6) formula (1) sistemanin uliwma sheshimin beredi. Eger (1) sistema menen birge

Y(Xo) :Yo (7)

baslangish shart te berilse ham J(X) (3) sistemanin X = X, bolganda birlik matricaga aylaniwshi
fundamentalliq matricas1 bolsa, yagniy Y(X,)=E bolip, ol normallastirilgan fundamental

matrica bolsa, onda (6) formuladan (1), ( 7) Koshi méselesinin sheshimin aliwga bolad1



Y(X)=J(X)Y, + jK(X,S)F(S)dS (8)

Bul (8) formula Koshi formulas1 dep te ataladu.

Meyli turagl koefficientli sizigh birtekli emes sistema bolgan

d

~=Ay+f(x) (1)

sistemasi berilsin, bunda A = (nxn) olshemli turagli matrica A = {aij}, Lj=12,..,na; -
hagqiyquy sanlar, f(x) = (fi(x), ..., f,(x)) - bazibir I = (a,b) intervalda aniglangan ham
uzliksiz vektor-funkciya.

Bul (1) birtekli emes siziglt sistemani saykes birtekli sistemanin uliwma sheshimin taba
otirtp, Lagranjdin erikli turaglilardi variaciyalaw usili jardeminde sheshiwge boladi.

Eger (1) sistemada f(x) vektor- funkciyanin har bir duziwshisi kvazikopagzali bolsa,
yagniy eger f;(x) funkciya b = byx+... +b,,x™, e**,cosfx, sinfx funkciyalarmimn kébeymeleri
ham gosindilarinan tursa, onda onin dara sheshimin aniq emes koefficientler usili jardeminde
tabiwga boladi.

Meyli f(x) vektor — funkciyanin har bir koordinatas: f;(x),i = 1,2 ..., n kvazikopagzali
bolsin, yagniy f;(x) = By, (x)e”” tirine iye bolsin, bunda B, (x), i=12,..,n -m;-direjeli

kopagzali, m = maxm;,i = 1,n.

1) Eger y san1 saykes birtekli sistemanin A matricasinin menshikli san1 bolmasa, onda (1)
sistemanin dara sheshimi

%) = 0P e, i=12,..,n @)

tarinde izlenedi, bunda Q,(,?— bul m darejeli anig emes koefficientli kopagzali. Onin
koefficientleri aniq emes koefficientler usili menen tabiladi.

2) Eger y san1 saykes birtekli sistemanin xarakteristikaliq tenlemesi ushin r eseli koren
bolsa, onda dara sheshim

yi(x) = ,Sar(x)e]’x,i =12, ..,n 3)
tarinde izlenedi, bunda Q,(,‘;)Jrr(x) -bul darejesi m +r ge ten bolgan aniq emes koefficientli

kopagzali. Bul jagdayda da Q,(,?Jrr(x) kopagzalinin aniq emes koefficientleri aniq emes
koefficientler usili jardeminde yagniy (3) anlatpasi (1) sistemaga gqoyilip ham ugsas agzalardin

koefficientlerin salistiriw jol1 menen tabiladi.

Misali: 1) f(x) vektor-funkciyasinin har bir daziwshisi darejesi m = s ten ulken
bolmagan kop agzali bolganda, yagniy



1 1,s-1 1 1
f1(%) onS+Ale ot Ag_ X+ A
fo(x) _ AgxS +A12x571+...+A52_1x+ A52

f(x _
n() A(r)‘strAlnxS 1+...+Asn_1x+ASn

bolganda:

a) eger A matricasi nolge ten menshikli sanga iye bolmasa, yagniy onin xarakteristikaliq
teflemesinin k; korenleri nolge ten bolmasa (k; # o;j = 1,n) bolsa, onda berilgen (1)
sistemanin dara sheshimi

Y1 B%XS+B%XS_1+...+B%_1X+ B%

Yo | ngs +Blzxs_1+...+B§_1x+ BS2

Yn ngs+Blr1Xs—1

n n
+...+BS_1x+ Bs

tarinde izlenedi.

b) eger y sami saykes birtekli sistemanin xarakteristikaliq tenlemesi ushin r eseli koren

bolsa, yagniy k; = k, = -+ = k,. = 0 bolsa, onda dara sheshim s + r darejeli kopagzali tarinde
izlenedi, yagniy

1.s+r 1,s+r-1 1
Yq Box +le +"'+Bs+r
Yo | ngs+r+812Xs+r—l+m+B§+r
y n,s+r n,s+r-1 n
n Bp X +Bq X ++Bg,

2) Meyli f(x) tobmendegi turge iye bolsin:

f1(x) e7X(A10xS+A%xs_l+...+A§_1x+Ag)

fa(0] _ e”((Agxs+A12xs_1+...+A52_1x+A52)

fo(x
n () e’b((A(r)‘xs+A1nxs_l+...+AQ_lx+Ag)

a) eger xarakteristikaliq tenlemenin koreni y ga ten bolmasa, yagniy k # y bolsa, onda
dara sheshim tomendegi tirde izlenedi:

Xpl,s  pl,s—1 1 1
¥ e (Box +le +...+BS_1X+BS)
Yo | e”((ngS+ 2X8—1+__+BSZ_1X+BSZ)
Yn

XpN,S n,s-1 n n
e (Box +B;'x +...+BS_1x+BS)



b) Eger y san1 xarakteristikaliq tenlemenin r eseli koreni bolsa, yagny k; = k, =..
k, = y bolsa, onda dara sheshim tomendegi tarde izlenedi:

y1(x) eV*(Byx™*S + BixT+1+.. . +BL)
J’Z_(x) = Vx(Bzx”S + Bzx”s T4, +B +s)
yn(x) e]/t(BTl T+S+Bn T+S 1+ + +5)

3) Meyli f(x) tdbmendegi targe iye bolsin:

f1(x) eP*(AlxS + AlxS™1+... +AY)cosqx
f2(0) | = epx(A xS + Azxs 1., +A2)cosqx
f () epx(Anx +A - 1+ .+AY)cosqx

eP*(Bix® + BixS"1+...+B)singx
+ epx(B2x5+B2x5 4., +B2)squ

e”x(B”x +B1x5 1+ .+BMsingx

a) Eger p +ig sami xarakteristikaliq tenlemenin koreni bolmasa, onda dara sheshim
tomendegi tarde izlenedi:

y1(x)

y2(x)

Y (X)

eP*(CixS + ClxS 1+...+CHcosqx
= 2"’C(szs + szS 4.+ Cz)cosqx

epx(C”x +C1 xS~ 1+...+C”)cosqx
eP*(DixS + Dix5~1+...+D)singx
+ epx(D2x5+D2x5 1+...+D§)sinqx
epx(D”x +D” = 1+. .+DM)singx

b) Eger p * iq sami xarakteristikaliq tenlemenin r eseli koreni bolsa, onda dara sheshim
tomendegi tarde izlenedi:

y1(x)
Y2 (X)

Yn(X)
eP*(CExS* + CixSt1+...+CL,, ) cosqx
= epx(sz”r + sz”r 1+...4C +T)cosqx

epx(C” 5+r+C” s4r— 1+...+Cs+r)cosqx
ePX(DgxS*" + DixStT 14, +DL,)singx
+ Px(sz”T +D2x5+r 1+...+Ds+r)squ

epx(Dn S+r+Dn str- 1+...+Ds+r)squ

Takirarlaw ushin sorawlar



1. Eger birtekli emes sizigh sistemanin bir dara sheshimi hdm saykes birtekli sizigh
sistemanin uliwma sheshimi belgili bolsa, onin uliwma sheshimi qalay dtziledi?

2. Birtekli emes s1ziqh sistemanin uliwma sheshimin tabiwdin Lagranj usili neden ibarat?

3. Turagh koefficientli birtekli emes sistemani sheshiwdin aniq emes koefficientler usili
neden ibarat?

4. Turaqh koefficientli birtekli sistemanii A matricasinin menshikli sanlarina ham
sistemanin on jagina baylanish tarde dara sheshimler ganday koériniste izlenedi?

23-lekciya. Matrica korinisindegi siziqh tenlemeler sistemasi. Eksponencialliq matrica.
Matricah differencialliq tenlemelerdi integrallaw

Reje:
1. Eksponencialliq matrica ham onin qgasiyetleri.
2. S1ziql bir tekli turaqli koefficientli tenlemeler sistemasin sheshiwdin matricaliq usili

Tayanish sozler:Eksponencial matrica. Matrica eksponentasinin qasiyetleri. Matricaliq
usil. A matricasimin Jordan formasi. Fundamentallig matricani duziw.

2 p
, . a
Skalyar shama a mnmn eksponenciali ea:1+a+a+...+—l+... qatar1 menen
! p!

korsetiletugint belgili. Usigan ugsas tirde A kvadratliq matricasinin eksponenciali tsinigi
kiritiledi. A matricasinin eksponenciali dep,

0 p 2 p
expA=e” = A g A x WA (1)
oo P! 1 2! p!

qatari tasiniledi.

Bul (1) qatar qalegen kvadratliq matrica ushin jiynaqli, sebebi bul matricanin normasi
AP

ushin dizilgen z skalyar qatar1 jiynaqli boladi.

p=0

(1) qatardin qalegen A kvadratliq matrica ushin jiynaqliginan

0 (At)p
%

()

qatardin da jiynaqligi kelip shigadi, bunda t — skalyar kobeytiwshi. Bul gatar At kobeymenin
eksponencialin beredi, yagniy € . Solay etip,

e 3 (D"
p=0 p'

Eksponencialdin bazibir gasiyetlerin keltiremiz.



0 Aktk © AISI 0 p tksp—k 0 Ap (t +S)
eAt . eAS = . = AP. eA(t+s).
% Z Z Z;‘ Ki(p—k)! &

Al, e =ef  polganliqtan, keltirilgen  tenliklerden ¢ ham €  matricalarinia

e A _ ho .
e™ =E ekenin alamiz. Demek,

kommutativligi de kelip shigadi. s=—t dep esaplap, €

At
" — mudami aynimagan matrica hdm onin keri matricasi e ™ matricasina tef.

2) Eger AB = BA bolsa, onda e**® =e*.e® =e®.e".

3) Eksponencialdin tuwindisi. (2) qatardi formal tarde differenciallagannan alingan qatarda
ten olshewli jiynaqli boladi, sonliqtan, (2) qatardi agzama-agza differenciallagan nizamli. Bum
esapga alsaqg, onda

de” At A

=A+—+—+..=AcM =eMA.
dt jll 2!

Meyli a — haqiyqiy san bolsin. t € R 6zgeriwshinin e* Kkorsetkishli funkciyasi jane bir
xarakteristikaliq qasiyetke iye: € funkciyasi X=ax skalyar differencialliq tenlemesin ham

X|t:0 =1 baslangish shartin qanaatlandiradi.

Bul gasiyetti de korsetkishli funkciyanin aniqlamasi sipatinda aliwga boladi.

Differencialliq tenlemeler teoriyasinda matricanin eksponentasin aniqlaganda korsetkishli
funkciyanin us1 xarakteristikaliq gésiyetin tiykar etip aliwga bolad.

Aniglama. t- A matricanin eksponentasi (eksponenciali) dep,

birtekli sizigh sistemanih X (0) = E sharti menen normalastinilgan X (t) fundamentalliq

matricasina, yagniy
X'=AX', X|  =E (4)
matricaliq Koshi méselesinin sheshimine aytiladi.
Solay etip, aniqlama boyinsha
d e

A ARAL A
& =net et =E (5)

Al, e ) matricas:

dX
—=AX, X(t,)=E
. )

matricaliq tefilemenin sheshimi bolad1 hdm demek,



dx

—=AX
dt

birtekli siziqh sistemanin fundamentalliq matricasi boladi.

Usigan baylanisli A — turaqli matrica bolganda

dx
i Ax+ f(t) (6)

birtekli emes siziqli sistemanin  X(t,) =C baslangish shartin ganaatlandiratugin  uliwma

sheshimin tdmendegishe korsetiwge boladi:
t t
x(t) =e ¢ + J' e A £ (5)ds yamasa x(t) =e*C + j e ) £ (s)ds.
t t
Endi (3) birtekli sizigh sisteman1 matricaliq usil menen sheshiw maselesin qarayiq.
Meyli H — A matricasin J jordan formasina tarlendiretugin matrica bolsin, demek,
A=HJH™ @)
(3) tenlemede
X =Hy (8)

ozgeriwshilerdi almastiriwin orinlaymiz. Sonda

dy 1
—=H" AHy.
dt y
Endi (7) esapga alsaq, onda
dy
—_—= J 9
dt y ©)

sistemasina iye bolamiz.

Bundagi J matricas1 kvazidiagonalliq strukturaga iye: J =diag(J,(4),....J,(4,), 4 —
bul A matricasinin menshikli ménisleri. Baganaliq matrica y ti sonday bloklarga bolemiz, j —

bloktin qatarlar san1. J;(4;) jordan kletkasmin tartibine ten bolsin. Sonda

’ Y J,(4) ) 0 :yl

a : . . .
yp 0 JP(AP) yp

Solay etip, bizin vektorli-matricali tenlememiz p garezsiz tenlemelerge ajiraladi:

dy; _ _
E_ Jj(ﬂ‘])yj (J _1! 2!! p) (10)



Bul (10) sistemanii fundamentalliq matricast Y, =gl

turine iye boladi yamasa
3;(4;) = 4,E, +N,_ bolganhgtan, Y; =¢"'e™" boladi. Al

e’ =E +——+ et
1 2 (k, -D)!
Demek,
I 2 9t ]
21 (k, —D)!
N, t tki_2
e’ 0 1 t
(k,-2)!
0 0 0 1|
Solay etip,
I 2 9t
21 (k, - 1!
At th?
vih=e"l0o 1 t ..
(k, —2)!
0 0 0 1|

Al (10) tenlemenin fundamentalliq matricasin bile otirip, (9) tenlemenin fundamentalliq
matricasin tomendegi kvazidiagonalliq tirde diziw mimkin:

Y, 0
Y =
0 Y,
Meyli
dX
Y =A(t) X + XB(t), X(t,)=C (11)
matricaliq tehleme berilgen bolsin.
Teorema. (11) matricaliq tenlemenin sheshimi
X =Y (t)CZ(t) (12)

korinisinde korsetiledi, bunda Y (t) ham Z(t) — saykes tarde

dy
ALY, Y()=E (13)



dz
=2 -7B(t), Z(t,)=E (14)
dt

matricaliq tenlemelerdin sheshimleri.

Daélillew. (12) formulasin t boyinsha differenciallap, (13) ham (14) ti esapga alip,
tomendegige iye bolamiz:

d—xzd—YCZ+YCZ—f=AYCZ+YCZ B.

dt dt

Korinip turganinday, usinday tirge (11) tenlemenin on jagi da keledi, eger X tin ornina
(12) qoyilsa. Teorema dalillendi.

1-saldar. Mina

dX

Y = A(t) X — XA(t), X(t,)=C (15)
matricaliq tenlemenin sheshimi

X =Y({)CY(t) (16)

koérinisine iye boladi.
Haquyqatinda da, bul jagdayda (13), (14) tenlemeleri

dy
o = AOY, V() =E, (17)

dz
o= AD, Z()=E (18)

tarine iye boladi. (18) tenleme (17) tenlemege tuyinles tenleme boladi ham sonligtan
Z(t)=Y7(t).
Bunnan (12) ge muwapigq, (16) anlatpasi kelip shigadi.

2-saldar. Eger (11) tenlemede A ham B turaqli matricalar bolsa, onda bul tenlemenin
sheshimi

X — eA(tfto) C eB('[*IO)

tarinde korsetiledi.



24-lekciya. Sheshimnin dawamlaniwi.Sheshimnin baslangish shartlerge ham parametrlerge
uzliksiz garezligi haqqindagi teorema.

Reje:

1. Sheshimnin dawamlaniwi.

2. Sheshimnin parametrden uzliksiz garezligi haqqindag: teorema.

3. Sheshiminin baslangish berilgenlerden uzliksiz garezligi haqgndag: teorema

Tayanish sozler: Sheshimnin dawam etiliwi. Dawamsiz sheshimler. Sheshimnin parametrler
bovinsha uzliksizligi. Sheshiminin baslangish berilgenler boyinsha uzliksizligi

Meyli differencialliq tenlemelerdin normal sistemas: bolgan

dx; . —
d—t‘ = fi(t,x1,%3, ..., %), I=1n

sistemasi yamasa vektorliq tirde jazilgan

= =f(t,%) (1)

sistemasi berilgen bolsin, bunda x = (xy, x5, ..., x,); f(t,X) = (fi, f2, ---, fn) — 1 0lshemli vektor-
funkciya.

Bul normal sistema ushin bar boliw ham birden-birlik teoremasimin shartleri orinlanad: dep
uygaramiz.

Biz (1) tenlemeler sistemasnia on jagi bolgan f(t,x) vektor-funkciyas: bazibir A
parametrden de garezli bolgan jagdayd: gqaraymiz:

= =f(t,x 1) 2)

sonin menen birge, A parametrinin galegen manisi ushin sheshimnin bar boliw ham birden-birligi
haqgindag1 teorema shartleri orinli boladi dep uygaramiz. Sonda (2) sistemanmn x(t,) = x,
baslangish shartlerin qanaatlandiratugin x = x(t, 4, ty, xo) sheshimi A parametrinin bazibir
funkciyasi bolad.

Meyli berilgen (2) sistemada x = (xq,x3,..,x,) — n Olshemli vektor ham
A= (A1, 43, ..., A,) — parametr bolp, f(t,x,1) = (fi, f2, .-, [n) — n Olshemli vektor-funkciya
bolsin.

Bul (2) tenlemeler sistemas: menen birge

X(tg) = Xo 3)

baslangish shartlerdi de garaymiz, bunda xy = (X109, X209, ---,» Xno) — berilgen n 6lshemli turagh
vektor.

Tomendegi tastiyiglaw orinli.
Teorema. Meyli f(t, x, 1) vektor-funkciyasi

oblastta aniglangan bolip, tomendegi shartlerdi qanaatlandirsin:



1) f(¢t,x, A) vektor-funkciyasi t, x, A boyinsha R oblastta uzliksiz ham demek, ol us1 oblastta
shegaralangan: || f(t,x,1) I< M, bunda M — on turagli, sonia menen birge, ol A parametrden
garezli emes;

2) f(t,x,A) vektor-funkciyast x boyinsha R oblastinda Lipshic shartin qanaatlandiradi,
yagniy |l f(t,x, 1) —f(t,x,2) IS L || x —x' || tensizligi barliq (t,x,4) € R ham (¢, x,1) € R
ushin orinlanadi, bunda L > 0 turaglisi A parametrden garezli emes.

Sonda (2) differencialliq tenlemeler sistemas: (3) baslangish shartlerdi ganaatlandiratugin,
|t —to] < h, | A — A4 I ¢ bolganda amqglangan birden-bir x = x(t, A) sheshimge iye ham bul
sheshim t garezsiz 6zgeriwshisine qarata ten 6lshewli tarde A parametrinin Gzliksiz funkciyasi
boladi, yagniy galegen € > 0 ushin sonday & > 0 bar bolip || AZ |I< § bolganda barhiq t € [t, —
h,ty, + h] ushin

I x(t, A+ AL) —x(t, 1) lI< &

tensizligi orinlanadi, bunda h = min {a, %}

(1), (3) Koshi maselesi berilsin. (1) sistemanin on jag1 bolgan f(¢, x) vektor-funkciyasin
R: |t—t0|Sa, "X—Xo "Sb
oblastta aniglangan dep esaplaymiz.

Teorema. Eger (1) sistemanin on jagi bolgan f(t,x) vektor-funkciyasi R oblastta Pikar
teoremasinin  shartlerin qanaatlandirsa, onda (1) sistemanin t =t* bolganda x(t*) = x*
baslangish shartin qanaatlandiratugin x = @(¢, t*,x*) sheshimi t garezsiz 6zgeriwshinin ham t*,

i , . ., h . . b .
x* baslangish berilgenlerdin |t — t,| < P [t —tol Sw, X" —x%x( lI< By oblasttagi

uzliksiz funkciyasi boladi, bunda h = min {a, %}, 0<w< %.

25-lekciya.  Sheshimnin  baslangish  manisler ham  parametrler  boymnsha
differenciallamwshiligi haqqinda teoremalar
Reje:

1. Sheshiminin parametrler boyinsha differenciallaniwshiligi haqqinda teorema

2. Sheshimnin baslangish manisler boyinsha differenciallaniw1 haqqinda teorema
Tayanish sozler: Sheshim.Parametr. Sheshiminin parametrler boyinsha differenciallaniwshiligi.

Sheshimnin baslangish manisler boyinsha differenciallaniwshiligi. Variyaciyalardag tenlemeler
sistemast.

Meyli
dx
pri f(t, X, /1), (1)
X(to,4) = Xq

baslangish maseleler jiynag berilsin, bunda A = (44, 45, ..., 4;,)) — parametr, X = (xq, X3, ..., Xn);
f(t,x, ) = (f1, f2, -, fn) — n Olshemli vektor-funkciya.



Teorema. Eger f(t,x, 1) vektor-funkciyas: (t,x,4) € [ X D x A oblastta t, x, A boyinsha
r marte (r = 1) uzliksiz differenciallanatugin bolsa, onda (1) baslangish maselelerinin x(t, 1)
sheshimleri de (t,A) € I; X A oblastta t boyinsha da ham A parametri boyinsha da r marte
uzliksiz differenciallanadi, bunda I; € I, x, € D.

Meyli
d
= =f(t,%) )
differencialliq tenlemeler sistemas: ham
X(to) = Xo 3)

baslangish sharti berilgen bolsin.
Tomendegi tastiyiglaw orinli.

Teorema. Eger f(t,x) vektor-funkciyasi I X D oblastta t, x 6zgeriwshileri boyinsha
r =1 tartiptegi ham sol tartiptegi uzliksiz tuwindilarga iye bolsa, onda (2), (3) baslangish
maselenin X = X(t, ty, Xo) sheshimi ¢, t,, X, 6zgeriwshileri boyinsha r > 1 tartipke shekemgi
ham sol tartiptegi uzliksiz tuwindilarga iye boladu.

26-lekciya.Avtonomiyal sistemalar. Sheshimnin gasiyetleri
Reje:

1. Avtonomiyali sistema haqqinda tasinik
2. Sheshimnin gasiyetleri
Tayanish sozler: 1.Avtonom sistema. Fazaliq kenislik.Fazaliq iymek siziglar. Traektoriyalardmn

turleri.Tensalmaqliliq awqallari.Sheshimnin qasiyetleri

Eger differencialliq tenlemeler sistemasina garezsiz 6zgeriwshi aniq tirde kirmese, onda
bul sistema avtonomiyali sistema dep ataladh.

Birinshi tartipli n tenlemeden ibarat normal tirdegi avtonomiyali sistemanin uliwma tri

%:ﬁ(XIIXZI-.-'xn)I l = 1,2,...,n (1)
korinisinde yamasa vektorliq tirde
dx
e f(x) @)

tarinde jaziladi, bunda t — garezsiz 6zgeriwshi, X = (x1,X3,...,X,) — n Olshemli vektor;
f(x) = (fi, f2, ---» fn) — n 0lshemli vektor-funkciya. Al, on jaginda t aniq tirde gatnasqan

dax

- = f(t.x)
normal sistemasi avtonomiyali emes sistema delinedi. Bul sistemada jana x,,, =t belgisiz
funkciyasin kirgizip, ont x4, x5, ..., X5, Xn4+1 0zgeriwshilerinin Kenisligindegi



dx dx +1
—=f(x X), —==1
dt ( n+1, )' dt

korinisindegi avtonomiyali sistema tirinde jaziwga boladi.

Eger bul sistemalarda garezsiz o6zgeriwshi t waqitti anlatatugin bolsa, onda ol
dinamikal:q sistemalar delinedi.

Meyli (2) avtonomiyali sistemanin on jagi bolgan f(x) vektor-funkciyas: x,, x,, ..., Xy,
6zgeriwshilerinin R™ kenisliginin bazibir D ashiq oblastinda Gzliksiz bolsin ham us1 D oblastinda
putinley jatatugin qalegen tuyiq shegaralangan oblastta Lipshic shartin ganaatlandirsin. Sonda
bar boliw ham birden-birlik teoremasina muwapiq, qalegen haqiyqiy t, sani ushin ham galegen
X, € D nogat ushin (2) sistemanin @(t,) = X, baslangish shartin qanaatlandiratugin birden-bir
X = @(t) sheshimi bar boladi.

Meyli x = ¢(t) funkciyasi (2) sistemanin I intervalda aniglangan sheshimi bolsin. Sonda
x = @(t), t € I noqatlar kopligi RY kenisliginde iymek siziq (siziq) boladi. Haqiygatinda da,
X1 = @1(t), x3 = @,(t), ..., Xy = @n(t), t € 1 — bul iymek siziqtin parametrlik tenlemesi. Bul
iymek siziq (1) avtonomiyali sistemanin fazaliq traektoriyasi (yamasa traektoriyast) dep ataladi.
Al, fazaliq traektoriyalar jaylasqan RY kenisligi (1) avtonomiyali sistemanin fazaliq kenisligi dep
ataladi. n = 2 bolganda R2 fazaliq tegislik delinedi.

(2) sistemanin integralliq iymek siziglar koordinatalar1 (t, x4, x, ..., X,) bolgan (n + 1)-
Olshemli R} kenisliginde sawretlenedi. Eger x = ¢(t) funkciyas: sistemanin sheshimi bolsa,
onda integralliq iymek siziq X = @(t), t =t, t € I tenlemeleri menen beriledi. Demek, ogan
saykes keletugin fazaliq traektoriya integralliq iymek siziqtin R} fazaliq kenislikke proekciyasi
boladi.



27-lekciya.S1z1iql avtonom sistemanin ayirigsha toshkalari. Asimptotikaliq ornigh
periodl qozgalis tasinigi

Reje:

1. Sizigl avtonom sistema

2. Ayirigsha toshkalardin tipleri

3. Asimptotikaliq ornigli periodl1 qozgalis tasinigi

Tayanish sozler: Sizigli avtonom sistema. Ayirigsha toshka. Ten salmaqliliq awgali.
Tinishliq toshkasi. Aywrigsha toshkalar tipleri: Tuyin, er,focus, oray. Periodli qozZalis

Endi avtonomiyali sistemalardin sheshimlerinin gasiyetlerin yrenemiz.

1. Eger x = ¢(t) — (2) avtonomiyal1 sistemanin sheshimi bolsa, onda C qalegen turaqh
bolganda x = ¢(t + C) vektor-funkciyasi da us1 (2) sistemanin sheshimi boladi.

2. Eger x = @(t) ham x = y(t) — berilgen (2) sistemanin eki sheshimleri bolsa ham
@(t;) = Y(t,) bolsa, onda P(t) = @(t + C), bunda C = t; — t,. Basqasha aytganda, eger eki
x = @(t) ham x = (t) traektoriyalar uliwma noqatqa iye bolsa, onda bul tracktoriyalar ustpe-
ust tusedi.

3. Avtonomiyali sistemalardin sheshimleri gruppaliq gasiyetke iye: eger x = ¢(t,Xy) —
(2) sistemanin ¢(0,X,) = X, baslangish shartin qanaatlandiratugin sheshimi bolsa, onda

@t 9(s,X0)) = ¢(t +5,Xo)

tenligi orinl.

Aniglama. Eger f(a) =0 tenligi orinlansa, onda x =a nogati (2) avtonomiyali
sistemanin ter salmaqliq awhali dep ataladi.

Ten salmaqliq awhal1 avtonomiyali sistemanin tinishlig nogati dep te ataladi.

4. Eger a — ten salmaqliq awhali bolsa, onda x(t) = a, —o0 < t < oo vektor-funkciya (2)
avtonomiyali sistemanin sheshimi boladi.

5. Eger a — ten salmaqliq awhali bolsa, onda x = a noqat fazaliq tracktoriya boladi.

6. Noqattan 6zgeshe bolgan fazaliq traektoriya tegis iymek siziq boladi (yagniy har bir
nogatinda nollik emes urinba vektorga iye).

Teorema. (2) avtonomiyali sistemanin har qanday fazaliq traektoriyas: tdmendegi ush
tiptin birewine tiyisli:

1) 6z-ara kesilispeytugin tegis iymek siziq;
2) tuyiq tegis iymek siziq (cikl);

3) nogat.



Eger x = ¢(t) sheshimge saykes keletugin fazaliq tracktoriya tegis tuyiq iymek siziq
bolsa, onda bul sheshim t 6zgeriwshinin’ period: T > 0 bolgan periodl funkciyas: boladu.

Mina

.7.C1 == xZ,
.7.C2 == —x1

tenlemeler sistemasi

{xl = C;cos(—t + C3),
Xy = Cisin(—=t + C,)

tarindegi sheshimlerge iye, bunnan t parametrin shigarip taslasag, onda x% + x5 = C# bolip,
traektoriyalar orayr (0,0) ten salmaqliq awhalinda bolgan koncentrlik shenber topari boladi.
Solay etip, traektoriyalardin tuyighgt x; (t) ham x, (t) funkciyalarinin birdey periodtag: periodl
sheshimler boliwin koérsetedi.

28-lekciya. Lyapunov manisindegi ormghhg.Asimptotikaig ormqghhg haqginda
teoremalar.

Reje:

1. Lyapunov manisindegi orniqliliq. Tiykargi tasinikler ham aniqlamalar
2. Asimptotikaiq orniqliliq haqqinda teorema
Tayanish sozler: Ornigliliq. Asimptotikaiq orniqliliq. Ornigsiziig.

Ornighiliq maseleleri déaslep mexanikada sistemalardin ten salmaqliliq awhallarin
uyrengende kelip shiqti. 1644-jili awirhq kushinin tasirinde turgan deneler sistemasinin ten
salmaqliligmin ornmigliliq shartin uliwma jagday ushin italyan matematigi ham fizigi E.
Torrichelli aniqladi, al bunnan 144 jil keyin, yagniy 1788- jili J.Lagranj qalegen konservativlik
sistemanin ten salmaqliliq awhalinin ormiqliliginin jetkilikli shartlerin aniglawshi teremani
dalilledi.

Asirese, XVIII-asirdin aqur1 XIX-asirdin basindagi Quyash sistemasinii orniglilig
boyinsha Lagranj benen Laplastin klassikaliq miynetleri ulken ahmiyetke iye boldi.

1892-jii A.M. Lyapunovtin “Qozgalistin orniqliligt haqqindagr uliwma masele” dep
atalingan ataqli doktorliq dissertaciyasi jariyalandi. Mine, us1 miyneti menen ol hazirgi zaman
orniqliliq teoriyasinin tiykarin saliwshi boldu.

AM. Lyapunov qozgalistin ornighiliginin qatan ham sonih menen birge tabigy
aniqlamasin berdi. Onin bul aniglamasinin satli bolgani sonshelli, on1 tiykarg1 aniqlama retinde
barliq ilimpazlar qabil etti. Ornigliliqtin basqa tdrleri Lyapunov ménisindegi orniqliliq penen
baylanisli yamasa ogan alip kelinedi.

Differencialliq tenlemeler sistemasin qarayiq:

dx
m = f(t,x) (1)



bunda x=(x;,x,,...,x,), f(t,xX) vektor-funkciyas1 t>t, >0, xe D oblastta Gzliksiz ham x

boyinsha Lipuric shartin qanaatlandiratugin bolsin.

Meyli x=¢(t) funkciyasi (1) sistemanin Xit, =¢(t,),t, >0 baslangish shartin
ganaatlandiratugin sheshimi, al X = X(t) us1 sistemanin basqa X‘ it, = X(t;) baslangish shértin
ganaatlandiratugin sheshimi bolsin. Bul ¢(t) ham x(z) sheshimlerdi barliq t>t, ushin

aniglangan, yagniy olard1 onga qaray sheksiz dawamlangan dep esaplaymiz.

Aniglama. Eger kalegen £>0 ham t e (t,;00) ushin sonday & = 5(e,t,) >0 sani tabilip,
(1) sistemanin har ganday X = X(t) sheshimi ushin ||X(t0) —¢(t0)|| < ¢ tensizliginen barliq t >t

ushin
||X(t) - go(t)” <&

tensizligi kelip shigsa, onda ust sistemanin X =¢@(t), (t, <t <o) sheshimi t—+o da

Lyapunov ménisinde orniqli dep ataladi.

Basgasha aytganda, eger X =¢@(t) sheshimge galegen t, momentinde jetkilikli darejede
jaqin bolgan x(z) sheshimi ¢(¢)sheshiminin dogereginde jasalgan qalegen tar & - tatikshenin

ishinde tolig1 menen jaylassa, onda us1 x = @(¢) sheshim ornigli boladi.

Aniglama. Eger 6 sanin t, baslangish méanisinen garezli emes etip, yagniy 0 = 5(8)> 0

turinde saylap aliw mimkin bolsa, onda X = (p(t) sheshimi ten 6lshewli orniqli dep atalada.

Aniglama. Eger: 1) (1) sistemanin x=¢(t) (a<t<oo) sheshimi ormql bolsa ham 2)
galegen t, €[a,o0) ushin sonday &, =5, (t,) >0 bar bolip, (1) sistemamn [x(t,) —(t,)] < &,
shartin ganaatlandiratugin har ganday x=x(t) (t, <t<oo) sheshimi !il[]o||x(t)—¢(t)||:0

gasiyetine iye bolsa, onda usi sistemanin X =¢@(t) (a<t<oo) sheshimi t—o da Lyapunov

manisinde asimptotikaliq tarde orniql dep atalad.

Meyli {t,go(t)}, t>t, (1) sistemanin integralliq iymek sizig1 bolsin. Eger {I,X(t)}
integralliq iymek sizig1 ¢, momentinde daslepkige jetkilikli darejede jaqn bolip, ¢ — coda
{t,qo(t)} integralliq iymek s1zigina umtilsa, onda x = ¢(¢) sheshim asimptotikaliq tirde orniqlt
bolad1.

Aniglama. Eger bazibir >0, t, e(a,) ushin galegen 6 >0 ushin (1) sistemanin
sonday X,(t) sheshimi (en keminde bir sheshimi) ham t =t,(0) manisi tabilip,
Hxé.(to)—go(to)|‘<5 tensizligi ormlanganda t=t, ushin ||x;(t) —g(t)| > & tensizligi ormlansa,

onda us1 sistemanmin X =@(t) (a<t<o) sheshimi ornigsiz dep ataladi.

Basqgasha aytganda, eger t=t, bolganda (t,,¢(t,)) tochkasina jetkilikli darejede jaqin

tochkadan étetugin ham waqittin bazibir t =1, momentinde {t: (1)} integralliq iymek siziginin



dogeregine jasalgan qélegeninshe tar & - titiksheden shigip ketetugin {t, X (t)}, t > t, integralliq

iymek s1z1g1 bar bolsa, onda X = ¢(t) sheshim ornigsiz boladu.

Endi (1) sistemanih nollik emes X = ¢(t) sheshimin orniqliliqqa izertlew maselesin usi

sistema menen baylanisl bolgan bazibir basqa sistemanin nollik sheshimin ornigliliqga izertlew
maselesine alip keliw mumkin ekenin korseteyik. Bul sistemani aliw ushin (1) sistemada

x=y+o()

dep esaplap, 6zgeriwshilerdi almastiramiz, bunda y = y(t) - jana izleniwshi funkciya. Sonda

%:%_%= f(t,x)— f(t,o)=f(t,y+o()- f(te)

boladi. Solay etip, berilgen (1) sistemasi

dy _
g~ LY) )

sistemasina otedi, bunda Y (t,y) = f(t,y+o(t))— f(t,@t)), Y(t0)=0, al, x=¢(t) sheshim
y=0 nollik (trivialliq) sheshimge 6tedi. Bul sheshim X(t,) =0 nollik baslangish shartlerge
saykes keledi.

Solay etip, (1) sistemanin X = @(t) nollik emes sheshimin ormigliliqqa izertlew maselesi (2)

sistemanin Y =0 nollik sheshimin ornigliliqqa izertlew maselesine alip kelindi.

Biz tiykarinan barliq t>t, ushin f(t,0)=0 shartin ganaatlandiratugin (1) sistemanin

nollik sheshimin (tef salmagqliliq awhalin) orniqliliqqa izertleymiz.

Nollik sheshiminifn ornighiliginin, asimptotikaliq ormiqliliginin  ham ornigsizhigmin
aniqlamalar1 tomendegiden ibarat:

On jag f(t,X) funkciyasi f(t,0)=0 shartin qanaatlandiratugin (1) sistemani qarayiq,

X = X(t, X,) ust sistemanin (t,, X,) tochkasi arqali 6tetugin sheshimi bolsin.

Aniglama. Eger qalegen kishi &>0 sani ushin sonday 6 =06(g)>0 sani bar bolip,
[X,[ <& bolganda barhq t=t, ushin |x(t,x,)|<e& tefsizligi orinlansa, onda (1) sistemanifi

@(t) =0 nollik sheshimi Lyapunov manisinde ornigli dep ataladh.

Amiglama. Eger (1) sistemanih  ¢(t) =0 nollik sheshimi ornigli bolsa ham sonday
0>0 bar bolip, ust sistemanin har qanday x(t,x,) sheshimi ushin ||XO||<5 bolganda

!im”X(t,XO)” =0 gatnas1 orinli bolsa, onda bul ¢(t)=0 nollik sheshim Lyapunov manisinde

asimptotikaliq turde orniqli dep atalad.

Aniglama. Eger (1) sistemanin ¢(t) =0 nollik sheshimi ornigli bolmasa, onda ol ornigsiz

dep ataladu.

Tekseriw ushin sorawlar



1. Koshi maselesi sheshiminin Lyapunov manisindegi orniqlilig1 degen ne?
2. Sheshimnin asimtotikaliq orniqlilig1 degen ne?
3. Ornigsiz sheshim degen ne?

4. Nollik sheshimnif orniqliligi, asimtotikaliq orniqliligl, ornigsizligr qalay aniqlanadi?

29 - lekciya. Birinshi jagqinlasiw boyinsha ormiqlihiq haqqindag: Lyapunov teoremasi
Reje:

1. Sizigh sistemalardin orniglilig.

2. Birinshi juwiqlasiw boyinsha orniqliliq. Lyapunov teoremasi.

Tayanish sozler: Siziqli sistema. Orniqliliq shartleri. Birinshi jaginlasiw sistemast.
Lyapunov teoremasi.

Meyli

dx
a A(t)x Q)

birtekli sizigh sistemasi berilsin, bunda A(t) barliq t>t, ushin aniglangan uzliksiz

shegaralangan matrica. Bul (1) sistemanin sheshimlerinin orniqliligt yamasa ornigsizligi usi
sistemanin X(t,to) fundamentalliq matricasinin (matricantinin) t — 400 dag gasiyeti menen

aniqlanadi. Tomendegi teorema orinli.

Teorema. (1) s1zigl sistemanin sheshimlerinin:

1) ormgli boliwi ushin onin X(t,to) fundamentalliq matricasinin t 2 t; bolganda

shegaralangan boliwz,

2) asimptotikaliq ormigli boliw1 ushin onin matricantinin, yagniy X(t,t,) fundamentalliq

matricasinin !I_[Q”X (t,t, X| =0 shartin gqanaatlandiriwi;

3) ornigsiz boliw1 ushin us1 matricanttin shegaralanbagan boliw1 zararli ham jetkilikli.

X (t,to) matricant X(t,) baslangish manisten garezli bolmaganliqtan, (1) siziqh sistemanin

barliq sheshimleri bir waqitta ya orniqli, ya ornigsiz boladi. Sonligtan (1) sistemanin
sheshimlerinin ornigl, asimptotikaliq ornigli yamasa orniqsiz boliwina baylanish tarde bul
sistemani adette orniqli, asimptotikaliq ornigli yamasa ornigsiz sistema dep ataydi.

Eger (1) sistemada A(I)E A turagh matrica bolsa, onda omifi sheshimlerinif ornigliliq

shartleri A matricasinin menshikli sanlart menen aniqlanadi. Tomendegi teorema orinli.

Teorema. Turaqli koefficientli



dx
m (2)

sistemanin sheshimleri sonda ham tek sonda gana:

1) ormighh boladi, eger A matricasinin menshikli manislerinin haqiyqiy boélekleri on
bolmasa, yagnly Re4;(A)<0, j=12,..,n bolsa, sonii menen birge, nollik haqiyqiy bolekke

iye menshikli sanga bir 6lshemli Jordan kletkalar1 saykes kelse, yagniy bunday menshikli sanlar
apiwayi elementar boliwshilerge iye bolsa;

2) asimptotikalig ornigh boladi, eger A matricasinin menshikli sanlarmin haqryqry
bolekleri teris bolsa, yagniy Re 1;(A) <0 bolsa;

3) ormigsiz boladi, eger A matricasinin haqiyqiy bolegi nolge ten bolgan en keminde bir
menshikli sanina bir 6lshemli emes Jordan kletkasi saykes kelse (bunday menshikli san apiway1
emes elementar boliwshige iye) yamasa A matricasinin en keminde bir menshikli saninin
haqiyqiy bolegi on bolsa.

Meyli endi s1z1ql1 emes

dx
E:Ax+f(t,x) (3)

tarindegi differencialliq tenlemeler sistemasi berilsin, bunda A - turaqli matrica, f(t,x) -t

ham x boymsha (t>1,, |x| < h) Gzliksiz funkciya, al t = t, boyinsha tefi 6lshewli tarde

. |f ()]

lim —_— =0 (4)

biso [

shartti qanaatlandiratugin bolsin.
Turaqgli koefficientli

dx
— = AX 5
i ()

tenlemeler sistemasi (3) sistema ushin birinshi juwiqlasiw sistemas1 dep ataladi.
Toémendegi teorema birinshi juwiglasiw boyinsha ornigliliq kriteriyin beredi.

Teorema. Eger A matricasinin barliq menshikli sanlarinin haqiyqry bolekleri teris bolsa, al
f (t,x) funkciyasi (4) tenlikti qanaatlandirsa, onda (3) sistemanif nollik sheshimi asimptotikaliq

ornigli boladi. Eger A matricasinin menshikli sanlari1 ishinde haqiyqiy bélegi on bolatugin en
keminde bir san bolsa, al f(t,x) funkciyasi (4) shartti qanaatlandirsa, onda (3) sistemanin nollik

sheshimi ornigsiz boladu.

210

Eskertiw. Eger f(t,x) funkciyas: f(t,0)=0 ha >
X

=0 shartlerin qanaatlandirsa,

onda ol (4) shartin de ganaatlandiradi.



Eger A matricasinin menshikli sanlar1 ishinde en keminde birewi nollik haqiyqiy boélekke
iye bolip, al qalganlan teris haqiyqiy boleklerge iye bolsa, onda (3) sistemanin nollik sheshimi
orniqlt da (asimptotikaliq orniqli da), sonday-aq, ornigsiz da boliw1i mumkin, yagniy bul
jagdayda (5) turindegi birinshi juwiqlasiw sistemasinin ornigliligman (3) sistemanin nollik
sheshiminin ornmigliligi haqqinda juwmaq shigariwga bolmaydi. Bul jagdayda qosimsha
izertlewdi talap etedi.

Tekseriw ushin sorawlar

1. Sizigh birtekli sistemanin orniqliliq, asimtotikaliq ornigqliliq hdm ormigsizliq shartleri
neden ibarat?

2. Turaglt koefficientli siziglh birtekli sistemanin nollik sheshiminin ornigliligin
(ornigsizligin) bul sistemanin matricasinin menshikli sanlart arqali qalay aniglawga boladi1?

3. Birinshi juwiqlasiw boyinsha orniqliliq kriteriyi neden ibarat?

30-lekciya
S1ziqh birtekli turaqh koefficientli ekinshi tartipli avtonomiyal

sistemanin fazahq tegisligi

1. Fazaliq tegislik
2. Eki tenlemeler sistemasi ushin ten salmagqliq awhallarimn tipleri

Avtonomiyal differencialliq tenlemeler sistemasi bolgan

d
— =Py,

1)
d (
—=0(xy)
sistemasin garaymiz, bunda P(x,y) ham Q(x,y) funkciyalar1 xOy tegisliktin bazibir oblastinda
yamasa putkil tegislikte anglangan, uzliksiz differenciallamiwshi funkciyalar. Garezsiz
ozgeriwshi t waqit dep esaplanilgan jagdaylarda (1) sistema dinamikalig sistema dep, al
koordinataliq tegislik onin fazalig tegisligi dep ataladu.

(1) sistemada fazaliq iymek siziglardin (traektoriyalardin) ush tari boliwi mumkin: nogat,
tuyiq iymek s1ziq ham tuyiq emes iymek siziq.

Traektoriyas: (xq, yo) nogati (ten salmaqliq awhali yamasa tinishliq noqati) bolgan sheshim
turagh boladi: x(t) = xo, y(t) = y, barhq t € R = (—o0; ) ushin. Tuyiq iymek siziqtan ibarat
traektoriya periodlir sheshimge saykes keledi, al tuyiq emes iymek siziqqa periodli emes sheshim
saykes keledi.



L fazaliq iymek si1ziqtagi bagit dep, (x(t), y(t)) fazaliq nogattin L boyimnsha t 6zgeriwshinin
o6siw tarepine bagitlangan qozgalis bagit tusiniledi.

(1) dinamikaliq sisteman1 sapali izertlewdin tiykargt maselesi fazaliq tegisliktin
traektoriyalarga boliniwinin sapaliq siwretin aniglawdan ibarat.

(1) sistemanin traektoriyalarinmn fazaliq tegisliktegi jaylasiwin aniglaw ushin barliq
traektoriyalardin emes, al tek olardin ishindegi ayrigsha delinetugin ayirimlarinin: ten salmagqliq
awhallarinin, sheklik cikllerdin ham en keminde bir yarim traektoriya bazibir ten salmaqliq
awhalimin separatrissas: bolatugin tuyiq emes iymek siziglardin jaylasiwlarin biliw kerek.

Eger tuyiq fazaliq iymek siziqtin puatinley sonday traektoriyalar menen toltirilgan dogeregi
bar bolip, bul tracktoriyalar boylap fazaliq noqat t — 4+co da yamasa t - —oo da us1 tuyiq iymek
sizigga umtilatugin bolsa, onda bul tuyiq fazaliq iymek siziq (1) sistemanin sheklik cikli dep
ataladi.

Biz (1) sistemamin dara jagday bolgan turagh koefficientli birtekli sizigh eki ten’lemeler
sistemasn garaymz:

dx _
20 G1X + a2y,
dy (2)
2c - d1X + azy,
a11 a12 R ’ - - At At ovioe . .
bunda Gyr Gy # 0. Bul (2) sistemann’ sheshimin x = y,e**, y = y,e®* tarinde izleymiz,

bunda 4, ¥4, ¥, — hazirshe anq emes turaqlilar. Bundag A turaglisin anglaw ushin

a;p — A ag
az1 Az — A

=0 ©)
xarakteristikalg tenlemeni alamz, al y; ham y, turagl kobeytiwshige deyingi dallikte

(ag; — Ay, +a =0,
{ 11 Y1 12Y2 (4)

az1¥1+ (a2 =Dy, =0
sistemasinan aniglanadi.
Tomendegi jagdaylardi garaymiz:

a) Xarakteristikalig tenlemenin 4; ham A, korenleri haqiygqiy ham har qiyl. Bul jagdayda
(2) sistemanin ulwima sheshimi tomendegi tirge iye boladi:

e .

Yy = Clazellt + Czﬁzelzt,

bunda a,, a,, Bi, B, — (4) sistemadan saykes tirde A = A;, A = A, bolganda aniglangan
turaghlar, al C; ham C, — erikli turagllar.

1) Eger (3) xarakteristikaliq tenlemenin 4; ham A, korenleri hagqiyqiy ham har qiyh bolip,
olar birdey belgili bolsa, yagny A, -4, > 0 bolsa, onda (2) sistemanmn x =0, y =0 ten
salmaqliq awhali fuyin dep ataladi.



Eger 1, <0, 1, < 0 bolsa, onda x = 0, y = 0 ten salmaqliq awhali asimptotikaliq ormql
boladi, sebebi (5) formulada e’t?, e?2t kobeytiwshiler bar bolganlgtan, t = t, baslangish
momentte koordinatalar basinin galegen §-dogereginde bolgan traektoriyanin barliq nogatlari t
jetkilikli ulken bolganda da koordinatalar basimn qalegeninshe kishi e-dogereginde jatatugin
nogatlarga otedi, al t — oo da koordinatalar basina umtiladi.

Bul jag'dayda x =0, y =0 ten’ salmaqliq awhali orniql: ziyin delinedi. Strelkalar
traektoriyalar boylap t 6skendegi qozgalis bagitlarin korsetedi.

A
,"' «l / 4 ’/ /’ / 4
/ A |
*\ Y, f / / / ‘\\ A | // ’l /
\ | / / \ | / v
\\:( / N\ ( / A
TS AL
7 ¢ | \\\ / / A\ \
/ /"( X \ / / ) l \\
/ \ Vo /
/ | * / | +
/ / / / i / // |
A) 4 Y B) /

A) ornigh tuyin; B) ornigsiz tyin.

2) Meyli 4, > 0, A, > 0 bolsin. Bul jagday t n —t ga almastirganda alding jagdayga otedi.
Demek, traektoriyalar aldingi jagdaydagiday turge iye boladi, biraq ta, tek traektoriyalar
boyinsha noqatlar qarama-garsi bagitta qozgaladi.

Koérinip turganinday, koordinatalar basina galegeninshe jaqin nogatlar ¢ mn 6siwi menen
koordinatalar basinin e-dogereginen uzaqlasadi. Qarastirilgan tiptegi ten salmaqliq awhali
ormiqs:z tuyin dep ataladi.

3) Eger 4, > 0, 1, < 0 bolsa, onda ten salmaqliq awhal jane ornigsiz boladi, sebebi

it

X = Clale y Y= Clazellt

traektoriyalar boymnsha qozgaliwshi nogat C; parametrinin qalegeninshe kishi manislerinde ¢t nin
6siwi menen koordinatalar basinin e-dégereginen shigip ketedi.

Qarastinp atirgan jagdayda koordinatalar basina jaginlasiwshi qozgalis ta bar, atap aytganda:
x = Cpe™2t, y = Cyp,e’t,
A, < 0 bolganhqtan, koordinatalar basina jaginlasadi.

Sonmin menen birge, C, parametrinin har qiyli manislerinde birdey y = %

1
har quyli qozgalislar alamiz. ¢t 6skende bul tuwridag: nogatlar koordinatalar basina garagan bagit
boyinsha qozgalad.

x tuwnisi boyinsha



Al, y = %x tuwrisi boyinsha traektoriya nogatlar t min 6siwi menen koordinatalar basinan
1

uzaqglasip gozgaladi. Eger de C; # 0 ham C, # 0 bolsa, onda t — oo da ham sonday-aq, t —» —oo
da traektoriya ten salmagliq awhali dogereginen shigip ketedi. Qarastirip atirgan tipte, atap
aytqanda, 4; ham A, korenler haqiyqiy ham har quyl: bolip, har gyl belgili bolganda, yagniy
A1 - A, < 0 bolganda x = 0, y = 0 ten salmaqlig awhali er dep atalad.

A

7

i~
7

Er

0

e
=

b) Meyli (3) xarakteristikaliq tenlemenin korenleri kompleks, yagniy 4,, =p +qi, q # 0
bolsin. Bul jagdayda garastirip atirgan (2) sistemanin uliwma sheshimin

x = eP*(C;cosqt + C,singt),

6
y = ePt(C;cosqt + C;singt) (6)

tarinde korsetiwge boladi, bunda C; ham C, — erikli turaghlar, al C; ham C; — us turaghlardin
bazibir sizigli kombinaciyalari. Bunda tomendegi jagdaylar boliw mumkin:

1) &1, =p+qi,p <0, q = 0.Bul jagdayda waqit t 6siwi menen eP* kobeytiwshisi nolge
umtiladi, al (6) ten’liklerdegi ekinshi periodli kobeytiwshi shegaralangan bolip galadi. Egerde
p = 0 bolsa, onda (6) ten'liklerinin on jagindagi ekinshi kobeytiwshinifi periodli boliwina
baylansh traektoriyalar x = 0, y = 0 ten salmaqliq awhalin gorshaytugin tuyiq iymek siziqlar
boladi. Al, t 6zgeriwshinifi dsiwi menen nolge umtilatugin e?* (p < 0) kobeytiwshinin bar
boliw tuyiq iymek siziqlard: spirallarga aylandiradi, bul spirallar t — oo da koordinatalar basina
asimptotikaliq tarde jaqinlasadi, sonin menen birge, t = t, bolganda koordinatalar basinin
qalegen §-dogereginde turgan noqatlar t jetkilikli ulken bolganda da ten salmaqliq awhalinin
berilgen e-dogeregine tiyisli boladi. Demek, ten salmaqliq awhali asimptotikaliq ornigli ham
orn:ql: fokus dep ataladi. Fokus tayinnen sonin menen ayriladi, traektoriyalarga jurgizilgen
urinbalar uriniw nogati ten salmaqliq awhalina jaginlasganda belgili bir shekke umtilmaydi.



Y

A) ornigl fokus; B) oray.

2) A1, =—p £qi,p>0,q=+0.Bul jagday t n —t ga almastirganda alding: jagdayga otedi.
Demek, traektoriyalar aldingi jagdaydan ozgeshelenbeydi, biraq olar boyinsha qozgalis t
oskende keri bagitta boladi. t = t, baslangish momentte koordinatalar basina qalegeninshe jaqin
jaylasqan noqatlar dsiwshi eP' (p > 0) kobeytiwshi bar bolganhqtan, t niA ésiwi menen
koordinatalar basinin e-dégereginen uzaqlasadi. Bul jagdayda ten salmagqliq awhali ornigsiz ham
ol orn:qgsiz fokus dep ataladi.

3) 412 = £qi, p = 0, g # 0. Sheshimnin periodligina baylamsh bul jagdayda traektoriyalar
ten salmaqliq awhalin 6z ishine alatugin tuyiq iymek siziqlar boladi. Bul jagdayda ten salmaqliq
awhalin oray dep ataydi. Oray ormigl tinishliq noqat (ten salmaqliq awhali) boladi, sebebi
qalegen berilgen & > 0 ushin sonday § > 0 samn tanlap aliw mumkin, noqatlar koordinatalar
basinin §-dogereginde jatqan tuyiq tracktoriyalar yamasa C; ham C, shamalarin sonday kishi etip
tanlap aliw mamkin, mina

{x = (icosqt + C,singt,
y = C{cosqt + C;singt

sheshimler x2(t) + y?2(t) < €2 tensizligin ganaatlandiradi. Birag, bul jagdayda asimptotikaliq
orniqlilig bolmaydi, sebebi x(t) ham y(t) funkciyalar t — oo da 0 ge umtilmayd.

c) Meyli (3) xarakteristikaliq tenleme korenleri eseli korenler bolsin: 4; = 4, = A.
1) Daslep A, = 4, = 4 < 0 bolgan jagdayd: garayiq.

Uliwma sheshim eseli korenler bolgan jagdayda

{x(t) = eM(Cra; + Cop1t),
y(t) = e*(Cra; + C,f5t)

turine iye boladi. Sonin menen birge, f; = B, = 0 boliw1 da mamkin, bul jagdayda a; ham a,
erikli turaglilar boladi. Al, t — oo da tez nolge umtilatugin e** kobeytiwshi bolganhqtan,
e (Ciay + C,B;t) kobeymesi t — oo da nolge umtiladi, sonii menen birge, t jetkilikli ulken
bolganda da koordinatalar basinin galegen §-dogereginin nogatlar koordinatalar: basinin berilgen

e-dogeregine tiyisli boladi ham demek, tinishliq noqat asimptotikaliq ormqli. Bul orn:ql: #iyin
bolad1.



Eger 5; = B, = 0 bolsa, onda jane ornigl: tayinge iye bolamiz. Bul jagdayda ten salmaqliq
awhali dikritikalig tyin dep ataladi.

Y

Y

A

A) B)

A) dikritikaliq tayin; B) ornigsiz tayin.

2) Eger A, =1, =41>0 bolsa, onda t n —t ga almastirip, alding1 jagdayga kelinedi,

demek, traektoriyalar alding1 jagdaydin traektoriyalarinan pariglanbaydi. Bul jagdayda tinishliq
nogat orn:qsiz tuyin delinedi.

. a a . .
Solay etip, | ai a;z | + 0 bolgandag: barliq mimkin bolgan jagdaylar qarastirild.

a a
Endi |ai a;z| = 0 bolgan jagdaydi1 garaymiz. Sonda xarakteristikaliq tenleme

a;; — A ag
az, Az, — A

=0
turine iye bolip, 4; = 0 korenge iye boladi. Meyli bunda A, # 0 bolsin. Sonda uliwma sheshim

X = Clal + Czﬁlelzt,
y = Cia, + Cy et

tarine iye boladi. Bul tenliklerden ¢t n1 shigarip taslap, f;(y — Cia,) = Bo(x — C,a;) parallel
tuwrlar toparna iye bolamz. Bunda C, = 0 bolsa, a,y = a,x tuwrnsinda jaylasgan tinishliqg
nogatlarnin (ten salmaqlig awhallarinin) bir parametrli toparin alamiz. Eger 1, < 0 bolsa, onda
t — oo da har bir traektoriyada noqgatlar us: traektoriyada jatatugin x = C, a4, y = C;a, timishhq
nogatina jaqinlasadi. x = 0, y = 0 tinishliq nogat1 ornigl, biraq asimptotikalig ornigl bolmayd:.




A) ormigh tinishliq nogatlarinin tuwrisi (A4, = 0, 4, < 0); B) ornigsiz tinishliq nogatlarnin
tuwrisi (Al = 0, A’Z > 0)

Egerde A, > 0 bolsa, onda traektoriyalar alding1 jagdaydagiday bolip jaylasadi da, biraq
traektoriyalardagi noqatlar qozgalis garama-qgarsi bagitta boladi. Bul jagdayda x =0, y =0
tinishliq nogat1 ornigsiz boladi.

Egerde A, = A1, = 0 bolsa, onda tdmendegi eki jagday boliwi mamkin:
1) (2) sistemasnimn uliwma sheshimi

{X=Cl,
y=0

tarine iye. Bul jagdayda barliq noqatlar tinishliq nogatlar boladi, barliq sheshimler ornigl.
2) Uliwma sheshim tomendegi targe iye:

{x = Cl + Czt,
y =Ci+ G,

bunda C; ham C; turaghilar C; ham C, erikli turaglilarmn sizigli kombinaciyasi. Bul jagdayda
x = 0, y = 0 tinishliq nogat1 ornigsiz.



31-lekciya. Ekinshi tartipli sizigh differenciyalhq tenlemeni apiwayr koriniske keltiriw.
Shegaraliq maseleler.

Reje:

Ekinshi tartipli s1ziql1 differenciyalliq tenlemeni apiwayi koriniske keltiriw.
Shegaraliq maseleler. Grin funkciyasi

Grin funkciyasinin bar boliw1 ham birden-birligi hagqinda

Menshikli manisler ham menshikli funksiyalar tisinigi

e

Tayanish sozler: Ekinshi tartipli sizigh differenciyalliq tenleme. Shegaraliq shartler.

Shegaraliq masele.  Grin funkciyasi. Menshikli manisler ham menshikli funksiyalar

tusinigi

Biz differencialliq tenlemeler ushin Koshi maselesin uyrendik. Apiwayi qilip aytganda,
Koshi maéselesi berilgen tochkadan 6tetugin integralliq iymek siziqti izlewden ibarat edi. Eger
integralliq iymek siziqtin berilgen eki tochkadan otiwi talap etilse, bul masele Koshi maselesinen
pariq qilip, berilgen eki tochkanin har biri ushin ayirim alingan Koshi maselesi sheshimge iye
bolsa da, bul qoyilgan masele sheshimge iye bolmawi mimkin,

Birinshi tartipli differenciyalliq tenleme ushin masele

% =f(xy) Y(x)=VY,, YX)=Y
X

tirinde jaziliwi mamkin.
Ekinshi tartipli siziqli tenleme bolgan
a(t)% + b©)x +bO)x = f (t) )
tenlemeni qarayigq.

Meyli a(t),b(t),c(t) ham f(t) funkciyalari bazibir t, <t <t, kesindide aniglangan ham

uzliksiz bolsin. Usi (1) tenlemenin

axX(t,) + a x(ty) = A,

Box(t) + pix(t,) =B )

shartlerin qanaatlantiratugin X(t) sheshimin izleymiz, bunda «,,;, A, 3,, B, - turaglilar.

Bul (2) shartler shegaraliq yamasa shetki shartler dep, al, (1), (2) maselesinin 6zi
shegaraliq masele dep ataladi.

(1), (2) shegaraliq masele ushin tomendegi tsh mumkinshiliktin birewi orinli boliwi
mumkin: shegaraliq masele birden-bir sheshimge iye, sheshimlerdin sheksiz kopligine iye,
uliwma sheshimge iye emes.

(1), (2) shegaraliq maseleni sheshiw ushin daslep (1) differencialliq tenlemenin uliwma
sheshimin tabamiz. Keyin tabilgan uliwma sheshimdi berilgen (2) shegaraliq shartlerge qoyip,
uliwma sheshimdegi Ci, C, erikli turaglilarina qarata algebraliq tenlemeler sistemasina iye
bolamiz. Eger bul sistema bir manisli sheshiletugin bolsa, oni sheship, C1, C; erikli turaqlilardin



tabilgan manislerin uliwma sheshimge qoyip, berilgen shegaraliq maselenin sheshimine iye
bolamiz.

Misal. Mina
X+x=0 (3)

differenciallig tenleme ushin shegaraliq shartleri

X(0)=0, x() =1, (4)
X(0)=0, x(x)=1, (5)
x(0)=0, x(z)=0, (6)

bolgan ush shegaraliq maseleni qaraymiz.
Berilgen (3) tenlemenin uliwma sheshimi
X(t) =, cost +c, sint (7

boladi. (3), (4) shegaraliq masele birden-bir sheshimge iye, sebebi (7) formuladan (4) shartlerge
muwapidq,

1
c,=—, C,=0
b osinl 2
ménislerin alamiz. Bul manislerdi (7) formulagda qoysaq, onda X(t) = _SiTLCOSt sheshimge iye
bolamiz.

(3), (5) shegaraligmasele sheshimge iye emes, sebebi (7) formuladan (5) shartlerge
muwapig, 1=-C;sinz=0

kelip shigadi, al bul mumkin emes.

(3), (6) shegaranin masele sheksiz kop sheshimlerge iye: X =C, cost, bunda C, - qalegen
turaqgli.

Shegaraliq maseleni Grin funkciyasi jardeminde sheshiw. Mina
a(t)% +b(R)x+b(t)x = f () ®)
tenleme ushin

ax(t) +ax(t) = A af+al >0

9
BXM)+BXL) =B B2+ 5250 ©

shegaraliq shartlerdi qanaatlantiratugin shegaraliq méseleni garayiq.

Bul (8), (9) shegaraliq masele birden-bir sheshimge iye dep uygarayiq.



Meyli X=X, (t) funkciyasi
a()X+b(t)x+c(t)x=0 (10)

tenlemenin  (9)  shegaraliq  shartlerdin ~ birinshisin ~ qanaatlandiratugin,  yagniy
a %, (t,) + % (t,) =0  bolatugin trivialliq emes sheshimi, al X=X, (t) funkciyasi usi (10)
tenlemenin ekinshi shegaraliq shartti qanaatlandiratugin, yagniy fX,(t,)+£,X,(t,)=0

bolatugin trivialliq emes sheshimi bolsin.

Sonda X, (t) ekinshi shegaraliq shartti qanaatlandirmaydi, sebebi keri jagdayda galegen C
turaglida X =Cx,(t) funkciyasi (9), (10) shegaraliq maselenif sheshimleri bolar edi hdm bizin

(8), (9) shegaraliq méselemiz sheksiz kop sheshimlerge iye bolar edi. D4l usinday etip, X, (t)
sheshimnin birinshi shegaraliq shartti qanaatlandirmaytugini dalillendi. Solay etip,

BoXo () + Bix (t,) =0 (11)
X, (ty) + oy %, (t,) =0

Bul dazilgen X=X (t), X=X,(t) sheshimler sizigli garezsiz, sebebi keri jagdayda olar

proporcional bolar edi hdm birdey shegaraliq shartlerdi qanaatlandirar edi, al bul mimkin emes.

(8), (9) shegaraliq maselenin Grin funkciyasi dep, t [a, b ], Se (a, b) bolganda aniglangan ham
har bir fiksirlengen S € (a, b) ushin témendegi shartlerdi qanaatlandiratugin G(t,s) funkciyasina
aytiladi:

1) t #s bolganda G(t,s) funkciyasi (10) teflemeni qanaatlandiradi;

2) t=t, ham t =t, bolganda G(t,s) funkciyasi (9) shegaraliq shartlerdi qanaatlandiradi;

3) t=s bolganda G(t,S) funkciyasi t boyinsha tuzliksiz, al onin tuwindisi t boyinsha sekiriwi

% ga ten bolgan birinshi tekli uziliske iye:
a

G(s+0,s)=G(s-0,5),
12
G/(s+0,5)~G/(s=0,5) = —— (12)
a(s)
Bul (8), (9) shegaraliq maselenin Grin funkciyasin daziw ushin (10) tenlemenin nélden 6zgeshe
bolgan eki X (t) ham X,(t) sheshimlerin tabamiz, olardin birinshisin, al ekinshisin usi

shartlerdin ekinshisin qanaatlandiratugin bolsin.

Eger X(t) bir wagqitta (9) shegaraliq shartlerdin ekewin qanaatlandirmasa onda G(t,S) grin

funkciyasi bar boladi hdm oni tdémendegi turde izlewge boladi:

()% (1), t,<t<s,

p(s)X,(t), s<t<t (13)

G(t,s):{



bunda @(S)ham ¢(S) funkciyalari (13) funkciyasi (12) shértleri qanaatlantiratuginday etip,
yagniy
P(5)X,(s) = ()X, (s),

P(S)%,(8) — p(S)X.(5) = %

bolatuginday etip saylap alinadi. Eger G(t,s) Grin funkciyasi tabilsa, onda (8), (9) shegaraliq

maselesinin sheshimi
Y
X(t) = j G(t,s) f (s)ds
fo

formulasi menen anlatiladi.



32-lekciya. Ekinshi tartipli DT-lerdi darejeli qatarlar jardeminde integrallaw
Reje:
1. Ekinshi tartipli DT-lerdi darejeli qatarlar jardeminde sheshiw
2. Uliwmalasqan darejeli gatarlar

Tayanish sozler: Darejeli gatarlar. Uliwmalasqan darejeli qatarlar

Birinshi tartipten joqari tartipli 6zgermeli koefficientli siziqli differencialliq tenlemenin
sheshimleri barha elementar funkciyalarda anlatila bermeydi ham bunday tenlemeni integrallaw
kvadratularga da siyrek alip kelinedi.

Bunday tenlemelerdi integrallawdin en kop tarqalgan usili izlengen sheshimdi darejeli qatar
tarinde korsetiw bolip tabiladi.

Ekinshi tartipli tenleme bolgan
y +p(X)y +a(x)y=0 (1)
tenlemesin qarayiq.

Meyli (1) tenlemenin P(X) ham q(X) koefficientleri |x—x,|<a intervalda analitikalig
funkciyalar bolsin, yagniy [X—X,|<a bolganda jiynagli bolgan darejeli qatarlarga jayilatugin
bolsin:

POO =3P (x=%)", A0 =X A (X%, @

Teorema. Eger p(X) ham q(x) funkciyalari [x—x,|<a bolganda analitikaliq funkciyalar
bolsa, onda (1) tenlemesinin har ganday Y =Y(X) sheshimi [x—x,|<a bolganda analitikaliq
funkciya boladi, yagniy |X—XO|<a bolganda jiynaqli bolatugin dérejeli qatarga jayiladi:
y(x) =2 (x=%,)",

k=0
Bul teorema (1) teflemeni integrallawga yagniy onifn sheshimin darejeli qatar korinisinde
duziwge mumkinshilik beredi. Bunday duziwdin algoritmi tomendegiden ibarat. A’piwayiliq

ushin X, =0 dep esaplaymiz. (1) tenlemenin sheshimin X tin darejeleri boyinsha jayilgan aniq

emes koefficientli qatar tarinde izleymiz:
y(x) :ZCka1 )
k=0

bunda c,, k=012,... - aniq emes koefficientler. (3) gatardi (1) tefilemege qoyip,

ik(k ~1)c, x*? +i pkx"ikckxk’l +iqukickxk =0
k=2 k=0 k=1 k=0 k=0



tenligin alamiz.

Bul tenlikti x°,x',x%,x°,... darejeleri aldindagi koefficientlerdi nolge tenlestirip, belgisiz

Cy,C;,C,... koefficientlerin aniqlaw ushin rekurrentlik teflemeler sistemasin alamiz:
0oCo + PoC, +1-2¢, =0

0,C, + (g, + P,)C, +2p,C, +2-3c, =0

i[qk,ici + (i +1) piCig J+ (K +1)(K +2)C,.., =0 @

i=1

bundagi ¢, ham C, koefficientlerin erkin aliwga boladi. ¢, ham C, di belgilep, (1) tenlemenin
y(0)=c,, Yy (0)=c,, baslangish shértlerin qanaatlandiratugin sheshimin izleymiz. Birinshi

tefilemeden C,, ekinshi telemeden C, ti tabamiz ham t.b.
Eger (1) tehlemede P(X) ham Q(X) funkciyalari racional funkciyalar bolsa, yagniy

_p(x) _a()
PO=1 00" =500

bolip, p,(X), p,(X),q,(X),0,(X) - kopagzalilar bolsa, onda p,(X)=0 yamasa d,(Xx) =0 bolatugin
tochkalar (1) tenlemenin ayrigsha tochkalari dep ataladi.

Ekinshi tartipli
X2y +xp(X)y +q(x)y =0 (5)

tefilemesi ushin P(X)ham q(x) funkciyalari |x<a araligta analitikaliq funkciyalar bolganda

x =0tochkasi ayrigsha tochka boladi, eger p(X) ham Q(X) funkciyalarin darejeli qatarga
jaygandagi p, yamasa (, koefficientlerinin birewi nolden o6zgeshe bolsa. Bul regulyarliq

ayrigsha tochka (yamasa birinshi tekli ayriqsha tocka) dep atalatugin en éapiwayi ayrigsha
tochkanin misali boladi.

X=X, ayrigsha tochkanin dogereginde darejeli qatar korinisindegi sheshim bar bolmawi

mumkin. Bul jagdayda sheshimdi uliwmalasqan dérejeli qatar tarinde izlew kerek:
Y =(X=X%)* D C (Xx—%p), (6)
k=0

bunda A ham c,,c,,C,..., C, #C aniglawi tiyis.

(5) tefilemeni X>0 bolganda qaraymiz. Bul tenlemege (6) anlatpasin X, =0 bolganda

goyip, tdmendegige iye bolamiz:



[AA -1+ peA+a, e, + JAA+D) + py (A +1) +a, Je, + (Apy + Uy )Co JX + ...
+{A+K)A+Kk =1 +...4+ py(A+K) +0p e, +...+ (AP, + Gy )Co X* +...=0
Bundagi x tin darejeleri aldindagi koefficientlerdi nolge tenlestirip, rekurrentlik tenlemeler
sistemasin alamiz:
f,(1)c, =0
f,(A+2c, + f,(A)c, =0 (7

Bunda

f (A1) =A(A -1+ peA+0qy,

(8)
f.(A)=4p, +q,,m=>1

Al, ¢, #0 bolganligtan A aniglawshi tenleme dep atalatugin

AA-D)+ p,A+0, =0
)

tenlemeni qanaatlandiriwi tiyis.

Meyli A;,A, - usi teflemenin korenleri bolsin. Eger 4, —A, ayirmasi putin san bolmasa,
onda f,(4, +k)=0, f,(1,+k)=0, barliq k>0 puatin sani ushin, demek, korsetilgen metod

penen (1) tenlemenin eki siziqli garezsiz dara sheshimin duziwge boladi:
o =X 3O him y, = xS e@x
k=0 k=0

Egerde A, — A, ayirmasi pitin san bolsa, onda jogarida korsetilgen usil menen uliwmalasqan
qatar tarinde bir Y,(X) sheshimdi duziwge boladi. Bul sheshimdi bile otirip, Liuvill —

Ostrogradskiy formulasi jardeminde Y;(X) penen siziqli garezsiz bolatugin ekinshi sheshimdi

tabiw mumkin.

—J. p(x)dx

Y,(0 =, ()| eyZde

Bul formuladan Y, (X) sheshimdi y,(x) = Ay, (x)Inx+ x*ﬂickxk tarinde izlew muamkin
k=0

ekenligi kelip shigadi.



33-lekciya.Dara tuwindih birinshi tartipli sizigh tenleme ham onm uliwma sheshimi
Reje:

1. Tiykarg: tsinikler hdm aniqlamalar.

2. Dara tuwindil1 birinshi tartipli s1zigh tefleme

3. Uliwma sheshim.

Tayamish sozler: Dara tuwindili differensialliq tenleme.Tartibi. Birinshi tartipli sizigh
tenleme. Sheshim. Koshi maselesi. Uliwma sheshim.

Bir neshe garezsiz 6zgeriwshilerdi, olardin belgisiz funkciyasin ham onin dara tuwindilarin
baylanistiratugin tenleme dara tuwindili differencialliq tenleme dep ataladi. Tenlemedegi en
joqar1 tartipli tuwindimin tartibi tenlemenin tartibi delinedi. Eki o6zgeriwshili z=1z(X,Y)

funkciyasi jagdayinda bunday tenlemenin uliwma tari tomendegishe jaziladi:

2 2 2
F(xyz % % 0L 02 02 \_g
o' oy o oxdy oy

Al X, X,,..., X, tirindegi n garezsiz 6zgeriwshili dara tuwindili teflemeni

2 m
F(xi,xz,...,xn,u,a—u,...,a—u,a—g,...,a—ﬁ,...):O (1)
oX,  OX, OX OX,

turinde jaziw mumkin, bunda F - 6z argumentlerinin berilgen funkciyasi.

(1) tenlemenin sheshimi dep, X, X,,..., X, lerdin bazibir 6zgeriw oblastinda tefilemege kirgen
ozinin tuwindilart menen aniglangan hdm tenlemeni birdeylikke aylandiratugin har ganday
uU=u(X,X,,...,X,) funkciyasina aytiladi. Al,

ou ou
F(xl,xz,...,xn,u,&,...,g)=O (2)

korinisindegi tenleme birinshi tartipli n 6zgeriwshili dara tuwindili tefileme boladi.

(2) dara tuwindili differencialliq tenleme ushin Koshi méaselesi tomendegishe qoyiladi:

z, . , . . ., . .., . , e . , 0 ,
Garezsiz Ozgeriwshilerdin birewinin belgilengen manisinde, maselen X, =x" bolganda

berilgen uzliksiz differenciallanatugin funkciyaga aynalatugin, yagmy X, =X bolganda

U=0(X,.n X ;) 3)
bolatugin (2) tenlemenin
U=U(X,Xy,.00s X)) (4)

sheshimin tabiw talap etiledi. (3) shartler (4) sheshimnin baslangish shartleri delinedi.



Meyli eki garezsiz 6zgeriwshili birinshi tartipli tenleme berilsin:

F(x, y,z,g oz

ax’a)zo' ©)

Bul tenlemenin z =z(X,y) sheshimine (x,Y,z) kenisliginde bazibir betlik saykes keledi.
Bul betlik (5) tenlemenin integrallik betligi dep ataladi. (5) tenleme ushin Koshi maselesi X = X,
bolganda berilgen

2=2(,Y) = 9(y) (6)
baslangish shartin qanaatlandiratugin

z=12(x,y) (7)

sheshimin tabiwdan ibarat, yagnity X =X, tegisliginde jatiwshi berilgen (6) iymek sizig1 arqali
otiwshi (7) integralliq betlik izlenedi.

(6) baslangish shartlerdi 6zgerte otirip, biz bir 1qtiyarli funkciyadan garezli sheshimler
kopligine iye bolamiz.

Joqart tartipli dara tuwindili differencialliq tenlemeler sistemasi ushin sheshimnin bar boliw1
ham birden-birligi haqqindagi teoremani saykes funkciyalardin hdm baslangish shartlerdin
analitikaliq boliw1 shartlerinde dalillegen S.V. Kovalevskaya boldi.

Eger (2) tenlemede belgisiz funkciyalardin dara tuwindilart sizigh tirde qatnassa, onda

bunday tenleme si1ziql tenleme delinedi. Ol tomendegishe jaziladi:

X (X, xn,u)(j—:+ Xy (X, xn,u)§7u+...+ X (X ooy X, U)STu =R(X,,..., X,, U), (8)

2 n

bunda X,, X,,...,X,,R - berilgen funkciyalar. Tenlemenin on jag1 R birdeylik turde nolge ten,

al X, X,,..., X, koefficientleri u 6zgeriwshisine garezli bolmaganda (8) siziqli tenleme
ou ou ou
X (Koo X ) Xy (Koo X ) ot X (Koo X, ) =0 9
1 (% %)) o ACT) ox, (X %) ox, ©)

turine iye bolad1 ham ol birtekli s1ziqli tenleme dep ataladi. Keri jagdayda, ol birtekli emes sizigh
tenleme delinedi.

Simmetriyaliq formadag1

dx, dx, dx,
= =... 10
XXy X)) Xy (X eees X)) (10)

- X (X5 X,)

apiway1 differencialliq tefilemeler sistemas: (9) birtekli siziqhh dara tuwindili differencialliq
tenlemege saykes keliwshi sistema delinedi.

Teorema. Eger w(X,...,x,) funkciyast (10) sistemasimin Uzliksiz differenciallanatugin

integral1 bolsa, onda U =y/(x,,...,x,) funkciyasi (9) tenilemenin sheshimi boladu.



Teorema. Eger u=u,(x,...,X,) #const (9) tenlemenin sheshimi bolsa, onda u,(X,...,X,)

funkciyasi (10) sistemanin integrali boladi.

Haqiyqatinda da, birinshi tastiyiqlaw simmetriyali formadagi é&piwayr differencialliq
tenlemeler sistemasinin integralinin aniqlamasian kelip shigadi. Al, ekinshi tastiyiqlawdin orinli
ekeni de ap-aniq derlik. Xaqiyqatinda da, u,(x,...,X,) funkciyasinin toliq differenciali (10)

sistemaga muwapiq, birdeylik tarde nolge ten ekenin dalillew kerek, yagniy

ou ou ou
du, = =2 X (Ko X, )+ — X, (X ey X, ) o+ —2 X (X, 0y X, ) =0. 11
| %, (% ) ox, (X ) o (%, ) (12)

n

Bul u=u,(x,...,X,) funkciyasinin (9) tenlemenin sheshimi ekeninen kelip shigadi.

Demek, bul teoremadan (9) tenlemeni hdm (10) sistemani integrallaw maselelerinin
ekvivalent ekeni kelip shigadi.

Berilgen shartlerde (10) sistema dal n-1 garezsiz integrallarga iye boladi:
YKo X )W (Koo X )5 W (Ko X)) (12)

Bul integrallar (x”,x{”,...,x”) baslangish tochkanifi bazibir dégereginde aniglangan ham

uzliksiz differenciallanatugin funkciyalar boladi. Al, (12) integrallarinin qalegen uzliksiz
differenciallanatugin

u=Fy,v, - ¥o1) (13)

funkciyasi da us1 (10) sistemanin integrali boladi hdm demek, ol (9) dara tuwindili tenlemenin
sheshimi boladi. (13) sheshim (9) teflemenin uliwma sheshimi dep ataladi, bunda F - 6zinin
argumentlerinin qalegen Uzliksiz differenciallaniwshi funkciyasi.

Eki garezsiz 6zgeriwshili tenleme jagdayin qaraymiz:

oz oz
P(x,y)—+Q(x,y)— =0, 14
(xy) = +Q(x.Y) Y (14)
bunda z=1z(X,y) - belgisiz funkciya, al P(x,y) ham Q(X,y) - berilgen funkciyalar. (14)
tefilemenin har bir sheshimine (X,Y,z) kenisliginde bazibir betlik - usi tefilemenin integrallik

betligi saykes keledi. Bul jagdayda (10) sistema bir tenlemege aynaladi:

dx _ dy
P(x,y) Q(xY)

(15)

Meyli @(X,Yy) usi tehlemenin integrali bolsin, yagniy yw(X,y)=C - uliwma integral. Sonda

(14) tenlemenin uliwma sheshimi
z=Fy(xy)] (16)

funkciyasi boladi, bunda F - galegen uzliksiz differeciallanatugin funkciya.



Geometriyaliq jaqtan, (14) uliwma sheshimge bir erikli funkciya F ten garezli bolgan (16)
integralliq betlikler topar1 saykes keledi.

Takirarlaw ushin sorawlar

1. Dara tuwindili differencialliq tenleme degen ne, onin sheshimi degen ne? Eki garezsiz
ozgeriwshili tehlemenin sheshimi qanday geometriyaliq maniske iye?

2. Qanday tenlemege birinshi tartipli dara tuwindili sizigh tenleme dep ataydi? Qanday
jagdayda ol birtekli, birtekli emes dep ataladi?

3. Birinshi tartipli dara tuwindili tenleme ushin Koshi maselesi galay qoyiladi? Ol eki
garezsiz 6zgeriwshili tenleme jagdayinda qanday geometriyaliq maganaga iye boladi?

4. Birinshi tartipli dara tuwindili birtekli s1ziqli sistemanin uliwma sheshimi qalay duziledi?
Bul tenleme ushin Koshi maselesi qalay sheshiledi?

34-lekciya. Dara tuwindih kvazisizigh birinshi tartipli DT-ler
Reje:

1. Dara tuwindili kvazisizigli birinshi tartipli differenciyalliq tenleme

Xarakteristikalar ham integralliq betlikler.

3. Koshi maselesi sheshiminin bar-boliwi ham birden birligi haqqindagi Koshi-
Kovalevskaya teoremast

no

Tayamish sozler: Kvazisizigh tenleme. Xarakteristikalar.  Integralliq  betlik. Koshi-
Kovalevskaya teoremast

Meyli

ou ou ou
X (X ooy Xy U) =+ X, (X ooy Xy U) ——F o+ X (X0 X, U) — == R(X,,..., X, U) (1
106 X0 0) =2 X (X Xy W) (X W) = == RO Xy W) (D)

AR
1 2 n
tenlemesi berilsin.

Bundagi X1 Xyhn X, koefficientleri ham R on jag1 baslangish (Xl(o),X§°),...,X,§°),u(°))

tochkasinin bazibir dégereginde dara tuwindilart menen birge aniglangan ham uzliksiz bolsin,
sonin menen birge,

X, (X9, x9u®y 20 )

AT
(1) tenlemenin sheshimin aniq emes turde

V(X X, U) =0 (3)



tarinde izleymiz, bunda V - 6zinifn argumentlerinin bazibir tzliksiz differenciallanatugin
funkciyasi, sonin menen birge,

LAY I

ou

N (X9, x9 u®) 40 4)

(3) qatnasm X boymsha differenciallaymiz, bunnan U di Xp...., X, din (3) tenlemeden

aniqlanatugin funkciyasi dep qarastiramiz. Sonda

N AN ou

—t——=0  (k=1,.., , S
OX, OU X, ( ") ©)
bunnan
N
- _ 0% k=1..,n 6
i ( ). (6)
ou

(6) n1 (1) ge qoyip ham % ga kobeytip tomendegige iye bolamiz:

xlﬁ+x2ﬁ+...+xnﬁ+Rﬂ=o. (7
OX, oX, oX, ou

(7) tenleme V belgisiz funkciyaga qarata birtekli sizigh tefileme. Ogan siykes keliwshi
sistema

dx, dx dx
tomendegi n garezsiz integralga iye:
Wy (X0 Xy e X s U)o 0, (X X gy X, U). 9)
Sonligtan,
V=Fypmv,) (10)

qatnasi (7) tenlemenin uliwma sheshimi boladi. (10) di1 (3) ke qoyip, (1) tenlemenin izlengen
sheshimine iye bolamiz:

Fywyav,) =0 (12)

Bul (1) teflemenin uliwma sheshimi bolad, bunda F - 1gtiyarli uzliksiz
differenciallaniwshi funkciya.

Meyli



P(x,y, z)%w(x, y, z)j—; ~R(xY,2) (12)

berilsin, bunda z = z(x, y) - belgisiz funkciya (1) sistema

O _dy & )
p Q R

turine iye. Eger w,(X,v,2), w,(X,y,z) usl sistemanin garezsiz integrallart bolsa, onda (14)

tenlemenin uliwma sheshimi
F(l/llil/lz) =0. (14)
S1z1gl1 bir tekli bolmagan tenleme ushin Koshi maselesinin sheshiliwin garayiq.

Koshi maselesi (1) tenlemenin

u

xyo = Py X 1) (15)

shartti qanaatlandiratugin U= f (X, X,) sheshimin tabiwdan ibarat, bunda ¢ berilgen

uzliksiz differenciallanatugin funkciya. (1) tenlemenin uliwma sheshimin bilgen halda, Koshi
maselesi sheshimin qalay tabiw kerekligin korsetemiz. Bul jerde tiykargi masele uliwma

sheshimdegi F funkciyanin koérinisin aniqlawga keledi.

(9) birinshi integrallarda X, ornina baslangish Xg manisti qoyip, payda bolgan anlatpalardi
l;i arqal1 belgilep alamiz, yagniy

0

G EIT

‘//z(xlv--’xg’u) =l/_/2,
(16)

0

z//n(xl,...,xn,u):z/_/n.

(15) baslangish shartti tomendegi koriniste jazamiz: X, = Xr? de U= (P(Xl,---yxn_l) . Bul
shartti (11) tenlik penen salistirip F funkciyan:

FW W) =U—@(X, Xpreen X ) (17)

teflik ormlanatuginday etip saylap alamiz. (16) sistemani Xq;Xp,...;X,,U larga qarata

sheshemiz:



X, = wl(l/jl’l/jzi""l/_/n)’

X, =a)1(1/71,1/72,...,1//n),

Xn—l = wl(&lil;zv"’l/_/n)’

u :a)(t/_/l,...,l//n).

Endi F ushin

O R (e N
_¢[Wl(l/_/1’l/_/2""7l/_/n)""’a)nfl(l/_/l’l/_/zv"’!/_/n)]

funkciyani alsaq, (17) shart orinlanadi. Demek,

AT B Y (7R AT WA (R 7NN | S (et

formula izlenip atirgan Koshi méselesinin sheshimin aniq emes tirde beredi. (18) tehlemeni Y

ke qarata sheship, Koshi maselesi sheshimin aniq tirde tabamiz.

ou  ou
Misal. (1+/u—X— y)a + ﬁ_y =2 tefilemesinin y=0 bolganda Z=2X baslangish

shartin qanaatlandiratugin sheshimin tabin.

Sheshiliwi. Berilgen dara tuwindili teflemege saykes keliwshi apiwayi differencialliq

dx Y_N e iye.  OmAintegrall
— == rine  iye. nin  integrallar
1+ Ju-x-y 1 2 Y g

W, =U-2Y,y, =2,Ju-X—Y+Y boladi. Bul integrallarda y =0 dep esaplap, tomendegige iye

tenlemeler sistemasi

bolamiz:

U=y,
2NU—X =y,.

Bul sistemani x ham U ga qarata sheship,

gatnaslarin tabamiz. Sonhqtan (18) formulaga muwapiq, berilgen Koshi maselesinin sheshimi

2

‘//1_2(‘//1_%):0’ 2‘//1_l//22 =0

boladi yamasa v, ham y, lerdi olardin anlatpalari menen almastirsag, onda



bolada.

2u—4y—(2Ju-x—y+y)*=0

Téakirarlaw ushin sorawlar

1. Birinshi tartipli dara tuwindili birtekli emes sizigli tenlemenin uliwma sheshimin galay

daziwge boladi1?

2. Bul tenleme ushin Koshi maselesi qalay sheshiledi?

10.

11.
12.

13.
14.
15.
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