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KIRISIW

Sizigh algebra pani  5310100-Energetika, 5310200-Elektr energetika, 5310700-
Elektr texnika, elektromexanika ham elektrotexnologiya bagdarlarindagi matematikaliq
panler qatarine kiredi ham saykes uliwma madeniy ham kasiplik kompetenciyalard:
sholkemlestiriwge bagdarlangan. Qollanba studentlerde analiz jaritiw ham Kasiplik
maselelerdi sheshiw ushin zararli bolgan maghwmatlardi qayta islew gabiletin
rawajlandiriw ham qoyilgan masele menen saykeslikte berilgenlerdi gayta islew ushin
instrumentallig qurallard:  saylaw, esaplaw natiyjelerin analizlew ham alingan
juwmaglard: tiykarlaw qabiletin rawajlandinwga bagdarlangan.

Sizigh algebra qurallarina iye bohw studentke ham ganigege bunday maselelerdi
korip shigiw ham analizlewge mumkinshilik beredi.

Usinilgan oqiw-metodikaliqg qollanbada zarurli teoriyalig material, sonday-aq
berilgen pan boyinsha bahali bilimler fondin shoélkemlestiriwshi, sheshim ham

misallarga iye jetkilikli sandagi ulgili maseleler keltirilgen.



§ 1. Matrica tasinigi

Aniglama-1. mxn (m ham n-natural sanlar) o6lshemli matrica dep, m gatar ham
n baganaga iye tuwri muyeshli tablica korinisinde jaylasgan sanlar jiyindisina aytiladi.
Matricanin qatar ham baganalari jollar: dep ataladi.

&; &p .. Gy
a, .. a
A: a21 22 2n
am1 am2 amn
Matrica elementleri a; korinisinde belgilenedi, bul jerde i—qatar nomeri, j—bagana

nomeri.
Eger A matricasinda m=n bolsa, onda bul matrica n—tartipli kvadrat matrica dep

ataladi, hamde tomendegishe jazilad:

Ay B, - A

a'21 a‘22 e a'2n
A =

a, a, .. a,

&, 8y, ..., &, elementleri A, matricasimn bas diaognalin duzedi.
Kvadrat matrica turleri:

b, b, .. b d, 0 .. 0
0 b, .. Db 0o d, .. O
Bn: 22 2n ; Dn: 22

0 0 b, 0 0 d.
1 0 0 0 0
0 1 0 0 O 0

En: ’ On:

0 O 1 0 O 0

B, —ushmuyeshli matrica;
D, —diagonal matrica;

E, —birlik matrica;

O, —nollik matirca.

§2. Matricalar ustinde ameller

Aniglama-1. A=(a;) ham B=(b;) matricalari ten dep atalaci, eger olardin
saykes elementleri ten bolsa, yagmy a; =b;.

1. Matricalardr gosiw




Amglama-2. A=(a;) ham B=(b;) matricalar qosindis1 (ayirmast) dep sonday, har
bir elementi A ham B matricalardin saykes elementleri qosindisina (ayirmasina) ten
bolgan, C matricasina aytiladi, yagmy ¢; =a; +b; (c; =a; —hy;).

Misal. Matrica qosindisin tabin.

1 -1 2 4
A= ham B=
2 5 -1 0

Shigariliwa.
1+2 -1+4) (3 3

2-1 5+0 15

1-2 -1-4\ (-1 -5
C=AB=l 5—0]:(3 5}
Matricalard: qosiw ameli tomendegi qasiyetlerge iye:
1. A+B=B+A;

2. (A+B)+C=A+(B+C).
2. Matricani sanga kébeytiw

Anmglama-3. A:(aﬁ) matricasinin K haqiqiy sanina kobeymesi dep sonday, har
elementi A matricanin  saykes elementlerinin K samina kobeymesine ten bolgan,
C=(c;) matricasina aytiladi, yagmy ¢; =k-a; .
Misal. Tomendegi matrican1 sanga kobeytin.
1 0 -2  ,

A= ham K=3.
-3 4 -1

Shigariliwe.

C:K-A:B-[l 0 —2]:[ 31 3.0 3-(—2)]:(3 0 —6]_

-3 4 -1) \3(3) 34 3(-1) \-9 12 -3
Matrican1 sanga kobeytiw ameli tomendegi gasiyetlerge iye:
L. a(pA)=(ap)A;
2. a(A+B)=aA+aB,;
3. (a+p)A=aA+pBA, (¢ ham S—haqqy sanlar).

3. Matricalardi kobeytiw

Anglama-4. (mxn) olshemli A=(a,) matricasina (nxp) olshemli B=(b,)

matricasina kobeymesi dep, sonday har elementi A matricasimin i—qatarindagi
elementlerinin B matricasinin j—baganasindagi elementlerine kébeymesinin gosindisina

aytiladi, yagny

Cj =3l +apby; +...+a,by 1)
Aytip 6tiw zarar, A matricasin B matricasina tek gana A matricasinin baganalar sani
B matricasinin gatarlar sanina ten bolgan jagdayda gana kobeytiwge boladi.
Musal. Témendegi matricalar kobeymesin tabin.



1 2
Az(l 2 0] ham B=0 1
311 -
Shigaridiwi. A matricasinin 6lshemi (2x3), B matricanin 6lshemi bolsa (3x2). A
nn  baganalar sani B nmin qgatarlar sanina ten: demek kobeytiwge boladi, hamde C
matricasinii kolemi  AxB—(2x2) ge tef boladu.
C matricasinin elementlerin (1) formula boyinsha tabamiz:
C, =ayhy, +a,b, +a b, =1.1+2-0+0-2=1;
C, =ay,b, +a,b, +a,b, =1.2+2.1+0-2=4;
Cy = ayb,; +a,0, +a,0, =3-1+1.0+1.2=5;
Cpp = by, + 8y, + 3,40, =3-2+1-1+1.2=09.

Usinday qilip
1 4
C= :
s

Matricalard: kobeytiw ameli tomendegi gasiyetlerge iye:
1. (AB)C=A(BC);
2. (A+B)C=AC+BC;
3. Uhiwma jagdayda AB = BA.
Eskertiw: Eger E ham O matricalar saykes birlik ham nollik matricalar bolsa
AE=EA=A,
AO=0A=0
bolad1.
4. Matricalardi transponirlew

Aniglama-5. Eger (mxn) dlshemli A=(a;) matricasinda gatar ham baganalart orm
almastirliganda payda bolgan (nxm) o6lshemli AT:(aji) matricasi transponirlengen

dep atalad.
1 0 2
A= :
b5 3

Misal. Matricani transponirlen.

Shigariliwi. A matricasin transponirleniw tdémendegishe orinlanadi: A matricasinin
birinshi gatar1 A" matricasimn birinshi baganasi boladi, A min ekinshi gatari A" nin
ekinshi baganasi boladi, yagny

1

A'=/0 :
2 -1

§3. Matrica determinanti tasinigi

Anglama. n—tartipli A matricasinin  sanl xarakteristikas: determinant hamde
n—tartipli determinant dep atalip AA yamasa det A korinisinde belgilenedi.



A, Qp . G,
AA:detA: a21 a22 a2n
anl an2 ann

Birinshi tartipli A=(a,;) matricasinin determinant: bolip det A=a,, san tabilad.
Ekinshi tartipli A=(a;) matricasimn determinanti tomendegi formula boyinsha
tabilad.
& 9y

aZl a22

det A= = 818y, — 8y,ay;.

1 2 . ) ) ,
Maisal. A= 3 4 matricasinin determinantin tabin.

Shigariliwi.

det A=

2
‘:1-4—2-3:4—6:—2.
4

Ushinshi tartipli matrica ﬁshmﬁyeshlik qag1yda31 (Sarryus) boymsha tabilad:.

a,
det A= Ay Ay a-23 a23 =
Ay Ay Az aez Ay aez

= (841895845 + 81,8038y + a13a21a32 313322331 + 838538, + aﬂaze,aaz
1 2 3

Misal. A=|4 5 6| matricasinih determinantin tabin.

7 8 9

Shigariliwi. Determinantti esaplaw ushin tishmuyeshlik gagiydasinan paydalanamiz.
1 2 3

detA=4 5 6/=(1-59+2-6-7+3-4-8)—(3-5-7+1-6-8+2-4-9)=225-225=0.
7 8 9
§4. Determinant gasiyetleri

1. Matricalar kobeymesinin determinanti, ust matricalar determinantlarinin

kobeymesine ten, yagniy
det(A-B)=det A-detB.

2. Transponirlengen matricanin determinanti berilgen matricanin determinantina ten,

yagniy
det A=det A".

3. Eki parallel qatarlar (baganalar) orni1 almastirilsa determinant belgisi garama-
qars1 belgige 6zgeredi.

4. Bir qatar (bagana) elementlerinin uliwma kobeytiwshisin determinant sirtina
shigariwga boladi.

5. Birdey parallel gatarga (baganaga) iye bolgan matrica determinantt 0 ge ten.

6. Eger determinanttin parallel qatarlarindagi (baganalarindagi) elementler
proporcional bolsa, onda ol 0 ge ten.

7. Eger determinant tek gana O lerden ibarat gatarga (baganaga) iye bolsa, onda
determinant 0 ge ten.

8



8. Eger determinanttin galegen qatar1 elementlerine basga gatar saykes elementlerin
gandayda sanga kobeytip qossa, determinant manisini 6zgermeydi.

9. Bas diagonalinin bir tarepi tek gana O lerden ibarat ushmuyesh determinant
manisi bas diagonal elementleri kobeymesine ten.

§ 5. Qalegen tartiptegi determinant esaplaw metodlar

Aniglama-1. n-tartipli AA determinantinih a; elementinin  M;  minori dep,
berilgen matricadan a; elementi bar gatar ham baganani alip taslaniwinan payda bolgan
n—1 tartipli matricaga aytilad.

Aniglama-2. AA determinantimn a; elementinin algebralq tohqtiriwshis: dep

(1" belgisi menen alingan minorina aytilaci, yagniy

A :(_1)I+J -M;;.
Laplas teoremasi. Determinant qalegen qatar elementleri menen algebraliq
toligtirtwshilart kobeymesinin gosindisina ten.
AA=a,-A,+a,-A,+..+8,- A, —1—0qatar boyinsha determinant jayiliwi.
AA=a ;- A;+a,; A +..+a, - A; — ] —bagana boyinsha determinant jayiliwi.

1. Qatar elementleri boyinsha determinant jayilhiwi

Qatar yamasa bagana boyinsha jaywdi (n-1), (n-2) h.th. tartiptegi
determinantlarga qollaw jardeminde n-—tartipli determinantti 2-tartipli determinantlar
esaplamiwina alip keliwge bolad:.

Esaplawlard: ansatlastinw maqgsetinde, determinant jayilmasin formula boyinsha
paydalanbastan aldin, 8-gasiyetti paydalangan halda galegen qatardin bir elementinen
basga hammesin 0 ge aylandirnwga bolad.

Musal. Determinantti esaplan.

1 3 0 4

2 1 7

A= :
1 21 2

-2 0 2 0

Shugar:lawi. Birinshi gatar barliq elementlerin a, =1 den basgasin 0 ge aylandiramiz.

Bunin ushin birinshi qgatar elementleri -3,-1 ham 2 ge kobeytip saykes tarde 2-,3-,4-
gatarlarga gosamiz.

1 3 0 4

0O 71 -5
A=

0O -1 1 -2

0 6 2 8

Determinant belgisi sirtina 2 ni, yagnmy tortinshi gatar ulhiwma kobeytiwshisin
shigaramiz hamde determinantti birinshi bagana elementleri boyinsha jayamiz.



= Z(aﬂAn +a, Ay +ay Ay + a41A41)

o O
|
\‘
R P O
|

-1 —2
0 6 2 8

Bul jerde O den o6zgeshe tek gana birinshi gosiliwshi, sonin ushin
-7 1 -5

A=2-a,A,=21(-1)" M, =2|-1 1 -2
3 1 4
3-tartipli determinantti esaplaw argalh juwapti tabamiz, yagniy

A=2-(—24)=—48,

2. Determinantti ishmuayesh kérinisine ahp keliw

Bul metod 9-gasiyetten paydalamwga tiykarlangan.
Musal. Determinantti esaplan.

1 3 0 4
3 217
A= :
1 21 2
-2 0 2 0

Shigariliwi.  8-gasiyetten paydalanip, determinantti ashmuayesh korinisine alip
kelemiz, yagny bas diagonal asti 0 ge ten qilamiz.

Birinshi qatar elementlerin -3, -1 ham 2 ge kobeytip saykes tarde ekinshi,
ushinshi ham tortinshi gatar elementlerine gosamiz.

1 3 0 4

0O -7 1 -5
A =

0O -1 1 -2

0 6 2 8

Determinant belgisi sirtina 2 ni, yagmy tortinshi gatar uliwma kobeytiwshisin
shigaramiz hamde ekinshi ham ushinshi gatar ornin almastiramiz.

1 3 0 4

0 -1 1 -2
A=-2

0 71 -5

0 3 1 4

Ekinshi qatardi izbe-iz -7 ham 3 ke kobeytip saykes tarde ushinshi ham
tortinshi qatarlarga qosamiz.

1 3 0 4
0 -1 1 -2
A=-2
0 0 -6 9
0 0 4 -2

10



Determinant belgisi sirtina 3 ham 2 ni, yagniy tushinshi ham tértinshi qatar
uliwma kobeytiwshilerin shigaramz.

1 3 0 4
0o -1 1 =2
A=-2.3.2.
0O 0 -2 3
0O 0 2 -1
Tortinshi gatar elementlerine ushinshi gatar elementlerin saykes qosamiz.
1 3 0 4
0o -1 1 =2
A=-12.
0 0 -2 3
0O 0 2 2
Bas diagonal elementlerin kobeytip natiyjege iye bolamiz.
A=-12-4=-48.

§ 6. Keri matrica

Aniglama-1. A matricast aymgan dep ataladi, eger onin determinanti O ge
ten bolsa, hamde aynimagan dep atalad: eger onin determinanti O den 6zgeshe bolsa.

Aniglama-2. A™ matricast A matricasina keri dep ataladi eger tomendegi shart
orinlansa

Alt-A=A-A'=E.

Keri matrica daziw ushin tomendegi tasiniklerdi kiritemiz.

1. A"T — A matricasinin har bir elementinin algebraliq toliqtirtwshilarinan ibarat
matrica.

2. A —A matricasiin  algebraliq toligtiriwshilarman — duzilgen matricani
transponirlew natiyjesinde tabiladi.

A =AY

Teorema. Eger matrica aynimagan bolsa, onda ogan keri bolgan A™ matricasi

tomendegi formula boyinsha tabilad:.

Keri matrica daziw algoritmi

A matricasina keri A™ matricasin daziw ushin tomendegiler kerek boladi:
1. A matricasinin determinantin esaplaw, bunda det A=0.
2. a; elementlerinin algebralig tohgtirnwshilarin - esaplap, A*"  tohqtiriwshilar

matricasin duziw.
3. AAT matricasin transponirlep A" matricasin daziw.
4. Keri matrican1 duziw.

11



1 2 2
Misal. A=[2 1 —2| matricastntn A keri matricasin tabin.

2 -2 1
Shigardiwi. A matricasinin determinantin tabamiz.
1 2 2
detA=2 1 -2|=-27=0.
2 -2 1
A matricasinin elementlerinin algebraliq toligtiriwshilarin tabamiz.

1 -2 .

8y, =1, M, = 2 1 =-3, A = (—1)1 ! -(—3) =-3
2 _2 1+2

a, =2, M12:2 1 =6, A,=(-1)"-6=-6
2 1 1+3

a;=2 M= =6 A=(-1/°(-6)=—6
2 2 2+1

8 =2, M21:_2 1:6, A,=(-1)"-6=-6
1 2 2+2

8.22 _l, M22 - 2 1 - _3, ,A22 = (—1) -(_3) = —3
1 2 2+3

8y =—2, My, = 5 _o =—6, A,=(-1)"-(-6)=6
2 2 3+1

831=2, M31: 1 _2 :—6, A3l:(_1) -(—6):—6
1 2 3+2

a32 = —2, M32 - 2 _2 - —6, %2 = (—1) -(_6) = 6
l 2 3+3

A =1 Mg, = 2 1~ -3 Ay =(-1)"+(-3)=-3

Toligtirtwshilar matricasin duzemiz.
Ail A&z A13 -3 6 6
AN = Ay A, Agl=|-6 3 6
%1 A32 A33 -6 6 -3

Transponirlengen matricasin tabamiz.

-3 -6 -6

A=(A) =|-6 -3 6

-6 6 -3

Keri matricasin esaplaymiz.

-3 6 -6 1 2 2
a1 a1l g _1 _
A_detAA 276 3 6 921 2
-6 6 -3 2 -2 1

§ 7. Apiwayi matricahq tenlemeler
12



Tomendegi matricalardi garastiramiz.

a, ad, a3 b, X
A=|a,, &, a,]|; B=|b, |; X =] X,
a31 a32 a33 b3 X3

A ham B matricalar elementleri berilgen, al x;,x,, X, belgisiz.

Onda A-X =B tenlemesi dpiwayi matricaliq terleme dep atalad:.

Bul tenlemeni sheshiw ushin tomendegilerdi orinlaw kerek:

1. Tenleme eki tarepin A matricasina kobeytemiz.
A*(A-X)=A"-B

2. Matricalardi kobeytiw gasiyetinen paydalanip témendegini jazamiz.
(A‘l-A)X =A*-B

3. Keri matrica aniglamasinan (A—l-A:E)

E-X=A"B
ge iye bolamiz
4. Birlik matrica gasiyetinen (E- X = X)) paydalanip X =A™-B ga iye bolamiz.
Eskertiw. Eger tenleme X-A=B korinisinde bolsa, X matricasin tabiw ushin
A matricasin on jaginan kobeytiw kerek boladi.
Musal. Matricalig tenlemeni sheshin.

1 2 7
X =
s ol
Shigardiwi. Témendegishe belgilewler Kiritemiz.
1 2 7
A= ; B= :
s o ol

Matricalardi kobeytiw gasiyetinen A ham B matricalar 6lshemlerine garap X
matricasinin korinisi tomendegishe boladi.

)

Kiritilgen belgileniwlerdi esapga algan halda tomendegige iye bolamiz.
A-X =B bunnan X =A"-B.
A di keri matricam1 tabiw algoritmi jardeminde tabamiz.

5 1 -4 2
S Pl
Kobeymeni esaplaymiz.
B 1(-4 2\ 7\ 1(-4-7+2:17) 1(6) (3
Al.B== == == |=| L
23 -1){17) 2\3-7+(-1)17) 2{4) (2

Onda X ushin tomendegi orink.
3
X:[&J:(ZJ bunnan x =3, x,=2.

X2

§ 8. Matrica rangi

(mxn) kélemdegi A matricasin qarastiramiz.
13



a21 a22 e a2n

a, a . a

A matricastnin 'k —minori dep, elementleri galegen k qatar ham qalegen k

baganalar kesilisiwinde jaylasgan elementlerden duzilgen, k—tartipli determinantin
alamiz. Bunda k <min(m,n).

Anglama-1. A matricasinin r(A) rangi dep ust matricanmn mamkin bolgan

nolden 6zgeshe en ulken minordin tartibine aytiladi.

Aniglama-2. Matricanin rangine ten bolgan nolden 6zgeshe galegen minori onmn
bazis minori dep atalad:.

Aniglama-3. Birdey rangke iye matricalar ekvivalent dep ataladi.

m2 ' mn

§ 9. Matricammn rangin esaplaw

Aniglama-1. Matrica teksheli dep ataladi eger omin har bir gatarmin nolden
6zgeshe birinshi elementinin astinda 0 jaylasgan bolsa.

Teorema. Teksheli matrica rangi onin nollik bolmagan gatarlar sanina ten.

Usinday tarizde, matrican: tekshli koriniske alip keliw argali onin rangin ansat
tabiwga boladi. Bul esaplaw, onin rangin 6zgertpeydi, apiwayr matricaliq ameller argah
amelge asiriladi:

-matrica gatarinin elementlerin A=0 sanina kobeytiw;

-gatarlardi baganalar menen ornin almastiriw;

-parallel gatarlardin ornin almastiriw;

-nollik qatardi oshiriw;

-gatar elementlerine basga gatar elementlerin gandayda sandi kobeytip saykes
tarizde gosiw.

Musal. Matrica rangin esaplan.

2 011 -1 5

0010 2 3
A =

0 03 0 0 -1

0 00 0 6 10

Shigariliwe. Matrican: teksheli koriniske keltiremiz. Bunia ushin ekinshi gatard:
(-3) ke kobeytip ushinshi gatarga gosamiz.

2011 -1 5 2011 -1 5
0010 2 3x(-3 (0011 2 3
00300 -1|x1 |000O0 -6 -10
0000 6 10 0000 6 10

Tortinshi gatarga ushinshi gatardi gosamiz.
L (2 01 1 -1 5

ojo 11 2 3
0 00 0 -6 -10
0 0O

A ~

14



Kelip shiggan ekvivalent

sonhgtan r(A)=3.

matricada nolden o6zgeshe qatarlar

OZ BETINSHE TAPSIRMALAR

Sani

ushew,

Variant

Tapsirmalar nomerleri

1

1,11,21,31,41

2,12,22,32,42

O ONOO|OTPBWIN

[HEN
o

Nel. f(A) n1 tabin, eger

1.

f(X)=x*+4x;
f(x)=x+24x" +7x;
f (X)=-3x*+15x* - 2x;

f(x)=—4x>+25x* +9x;

f(X)=x*+4x;
f(x)=x+24x +7x;
f (x)=-3x*+15x* - 2x;

f(x)=x+24x* +7x;

N ©

N O
g w

|
RN



-1 9
9. f(x)=—4x"+25x" +9x; A= ; 2].
-2 20 1
10.  f(x)=-3x*+15x*—-2x; A= 6 -4 3|
7 5 0
Ne2. AB ham BA kodbeymelerin tabin, eger
5 2 -7 3
o 1 2 -1
11. A=(0 1 0 0), S O
2 -1 3 4
21 22 23 24 1
25 26 27 28 -1
12. A= : B= ;
29 30 31 32 -1
33 34 35 36 1
13 A= C?Sa —sma]’ B c:f)s,B —smﬂj;
Sinad COsa sing cosp
2 0
y A:[—z 30 1} s |1 1)
' 1 12 -1) -1 2]
1 3
12 -6 2 11
15. A=|18 -9 3|, B=| 12 |;
24 -12 4 -30
5 2 -7 3 2 0
6 A0 1 2 - s |1 1)
' 9 3 1 5 -1 2]
2 -1 3 4 1 3
5 2 -7 3
o 1 2 -1
17. A=(0 1 0 0), B= o 3 1 &
2 -1 3 4
2 3 0 -1 12 6 2
18. A=/0 1 -1 3| B=/18 -9 3|
9 -11 -3 O 24 -12 4
2 3 0 -1 11
19. A=|0 1 -1 3], B=| 12 |,
9 -11 -3 0 -30




2 0 0 O 1 1 1 1
3 2 0O 1 1 -1 -1
20. A= , = :
1 1 3 4 1 -1 1 -1
2 -1 2 3 1 -1 -1 1
Ne3. Esaplan.
2 -1Y 0 1Y
21. : 26. ;
3 2 10
2 1Y 3 -2y
22, : 217. ;
0 2 4 -3
—sina)’ 3 1Y
- C?Sa sina ; 2. ;
Sina Cosa 0 3
a 1Y 5 1Y
24. ; 29. ;
0 a 0 5
0o 1Y 7 1Y
25. ; 30. :
-1 0 0 7
Ned4. A™' keri matricasin tabin, eger
31. A= 4 3) 36. A= 39,
. - 3 2 H . - 2 4 ]
3 A= a b) 37 A= 1 2)
e d) 3 4)
33 A- 2 -1 8 A= 1 -3)
. - 3 _2 ) . - 3 _6 ’
3 4 5
34. A=|2 -3 1| 39. A= 3 2).
. - ’ . - 6 4 )
3 5 -1
s Ao O 0. A-[> 7
7 8) 5 2)f
Ne5. Minorlar jardeminde matrica rangin tabin.
2 -1 3 -2 4 48
41. |4 2 5 1 7|; w |22
' ' 7 2 4 1
2 -1 1 8 2
2 4 8 -7
b P
1 7 -2 5|;
42, . . 47. 4 -1 1
- - 1 3 0
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4 1 7 -5 1 1 1 2 3
0 -7 1 3 -5/ -1 3 -1 2|
43 3 4 5 -3 2/ 48. 3 2 -1 -1}
2 5 3 -1 3 2 1 3 -1
1 7 7 9 1 2 -3 -1 -8
7 5 1 -1} 2 -1 2 -1 2|
44. 4 2 -1 -3/ 49. 4 3 -1 -1 3|
-1 1 3 5 1 2 1 1 12
1 3 5 -1 5 2 1 4 4
2 -1 -3 4 46 3 7 1
®ols 1 4 ’ 50'3124
7 7 9 1 2 3 45 =22

§ 10. n belgisizli n sizigh tenlemer sistemalart ham olardi sheshiw usillar

n belgisizli n sizigh tenlemer sistemasin garaymiz.
X +anX, +...+a,X, =0
X +8,X, +...+ 8, X, =h,
a X +a,X +..+a,X, =b,
Aniglama. (1) sistema sheshimi dep, sistemanin har bir tenlemesin duris
tenlikke alip keliwshi sanlar jiyindisina aytiladi.

Belgisizlerdin koefficientlerinen dazilgen A matricas: (1) sistemanin tiykargi
matricas:1 dep ataladi.

1)

a; ap G

a a a
A _ 21 22 2n

a‘nl a‘n2 v ann

A matricast elementleri ham saltan agzalardan duzilgen matrica keneytirilgen
matrica dep atalad.

8; &, .. &, by

B — a21 a22 a2n b2

a'nl a'n2 ann bn
1. Matricahq usil

Toémendegi matricalardir garastiramiz.
Xl

X N .
X =| "% |—belgisizler matricast;

X

n

18



by

b2 - Ve ' - -
B= —(1) sistema saltan agzalarinan dazilgen matrica.

b

Onda, matricalar kébeymesi gagiydas: jardeminde (1) sisteman: matricaliq tenleme
korinisinde jaziwga bolad:.
A-X=B (2)
(2) tenleme shigariliwi jogarida koérsetilgendey, yagniy X =A*.B, bul jerde A™
(1) sistemanin tiykargi matricasina keri matrica.

2. Kramer usili

Tiykargr determinantt O den 6zgeshe n belgisizli n sizighh tenlemer sistemasi
har dayim jalgiz sheshimge iye boladi hamde ol tomendegi formulalar jardeminde
tabiladi:

A _

Xi:XXi, |:l,n
bul jerde A=detA—(1) sistemamn tiykargr matricasimn determinant;, A, ler A
determinantinin  i—baganasin saltan agzalar baganasi menen almastinwinan kelip

shigadi, yagny:

&; & - Ay
a a .. d
AZ 21 22 2n ,
an1 anZ ann
b, a, . &,
b a, .. a
Axl — 2 22 2n ,
bn anz ann
a, b .. a,
b, .. a
szzazl 2 2n ’,
a'n1 bn ann
a; &, .. b
a, .. b
Axn — a21 22 2 ,
a'n1 an2 bn

Misal. Tenlemeler sistemasin Kramer usili jardeminde sheshin.
2%, +3X, +4%, =15
X, + X, +5X;, =16
3X —2X,+ %=1
Shigardawi. Sistemanin tiykargr matricasi determinantin esaplaymiz.
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2 3 4
A=detA=|1 1 5=44=0

3 21

Qosimsha determinantlardi esaplaymiz.

15 3 4
A, =[16 1 5=0;

1 -2 1

2 15 4
A, =|1 16 5/=44;

311

2 3 15
A,=1 1 16=132.

3 -2 1
Kramer formulalari jardeminde belgisilzerdi tabamiz.

A A

Usinday tarizde, x =0; x,=1 X, =3.

3. Gauss usih

Gauss usili manisi tenlemeler sistemasinan belgisizlerdi izbe-iz joq qiliwdan
ibarat, yagmy bas diagonalinin astinda O lerden ibarat bolgan ushmuyesh matrica
korinisine alip keliwden ibarat. Bul bolsa matricanin ustinde orinlanatugin  apiwayi
ameller jardeminde orinlanadi. Bunday ameller jardeminde sistema ten kushliligi
buzilmaydi hamde sistema Gshmuayesh koriniske keledi, yagniy songi tenleme 1
belgisizge, onnan aldingis1 2 belgisizge h.t.b. Song1 tenlemeden n-—belgisizdi tawip
artqa qaytiw jardeminde barliq belgisizler manisi tabiladi.

Misal. Tenlemeler sistemasin Gauss usili jardeminde sheshin.

3%, +2X, + X, =17
2%, — X, +2%; =8
X +4X, —3%,=9

Shigarihwe.  Keneytirilgen matricasin  dazip alamiz hamde om  ashmuayesh

korinisindegi matricaga alip kelemiz.

3 2 1 |17
B=| 2 -1 2 |38
1 4 3|9

A

Matricanin birinshi ham ushinshi gatarlarinin ornin almastiramiz, bul 6z nawbetinde
tenlemeler sistemasinin birinshi ham uashinshi tenlemelerinin ornin almastiriw  menen
birdey. Bul bolsa keyingi esaplawlarda boélshek sanlardin kelip shigiwinin aldin aladi.
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1 4 3|9
B~ 2 -1 2 |8

3 2 1|17
A

Payda bolgan matricanin birinshi gatarin -2 ham -3 ke kobeytip saykes turde
ekinshi ham ushinshi qatarlarga gqosamiz, sonda B matrica tomendegi koriniske
keledi:

1 4 -3| 9
B~ 0 -9 8 |-10
0 -10 10 | -10
A

Ekinshi gatardi [—%] ga kobeytip oni ushinshi gatarga gosiw natiyjesinde A

matricasi ushmuyesh matrica korinisine keledi. Biraqgta esaplawlardi ansatlastiriw ushin
tomendegishe qiliwga boladi: ushinshi gatardi -1 ge kobeytip ekinshi gatarga
gosamiz hamde tomendegige iye bolamiz.

1 4 319

B~ 0 1 -210
0 -10 10 |-10

A
Keyin ekinshi gatardi 10 ga kobeytip ushinshi gatarga qosamiz hamde natiyjede

tomendegige iye bolamiz.

1 4 3|9
B~ 01 -2 1|0
0 0 -10 |-10
%/—/
A
Payda bolgan B matricasinan tenlemeler sistemasin gayta dtzemiz.
X, +4X, —3X, =9
X, —2X%, =0
—10x, =—-10
Aqirgr tenlemeden xszi—igz ekenin tabamiz. Tabilgan x,=1 manisti

sistemanin ekinshi tenlemesine qoyamiz, bunnan x, =2x,=2-1=2 ekenin tabamiz.

X;=1 ham x, =2 manislerin birinshe tenlemege goyiw arqgali x, tabamiz.

X =9—-4X,+3%,=9-4-2+3-1=4,

Demek, x =4,X,=2, %, =1.

Eskertiw. Tabilgan sheshim durishgin tekseriw ushin tabilgan natiyjelerdi har
bir tenlemege qoyip shigiw kerek boladi. Eger har bir tenleme durs tenlikke aylansa,
demek sistema duris shigarilgan.

Tekseriw:

3-4+2-2+1=17 durs

2-4-1.2+2-1=8 duris
1-4+4.2—-3-1=9 duris
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Demek sistema duris shigarilgan.

§ 11. n belgisizli m sizigh tenlemeler sistemalarn
1. Birgelikli tenlemeler sistemasi tasinigi

n belgisizli m sizigh tenlemeler sistemasin garastiramiz.

a X, tapX, +...+a, X, :bl
X + 85X, +...+a,, X, =h,

()

a X +a.,X%+..+a,X =b,

Aniglama-1. Tenlemeler sistemasi birgelikli dep ataladi, eger ol keminde bir
sheshimhe iye bolsa, egerde sistema hesh ganday shehsimge iye bolmasa onda ol
birgelikli emes dep atalad:.

Aniglama-2. Birgelikli sistema aniglangan dep atalad: eger jalgiz sheshimge iye
bolsa, hamde aniglanbagan, eger sheshimler san1 1 den kép bolsa.

Kroneker-Kapelli teoremasi (tenlemeler sistemasinm birdeylik kriteriyas)

n belgisizli m si1zigh tenlemeler sistemas: birgelikli bolad: sonda tek sonda gana
eger tiykargi matricanin rangi ommn Kkeneyttirilgen matrica rangine ten bolsa, yagniy
r(A)=r(B)=r, bul jerde r sistema rangi hamde:

1.eger r=n bolsa, onda sistema jalgiz sheshimge iye, yagniy amiglangan.

2. eger r <n, onda sistema sheksiz sandag1 sheshimge iye, yagniy aniglanbagan.

2. Tenlemeler sistemasinm uhwma sheshimi tasinigi

(2) tenlemeler sistemasin gqaraymiz, hamde oni birgelikli sistema dep esaplayiq,
yagnty r(A)=r(B)=r hamde r<n bolsin.

A matricastnin  bazislik minorin garamiz, onin ishinde erikli gatarin belgilep
alamiz hamde onmin elementleri sistemanin tenlemelerinin  r  belgisizli birinin
koefficientlerine ten bolsin. Bul belgisizler, misali  x, X,,...,x, lerdi bazislik dep

1%

ataymiz, onda qalgan (n—r) belgisizler, yagniy X ., X, ..., X, lerdi erkin 6zgeriwshiler

r+17 “r+27
dep ataymiz.
Barliq bazislik belgisizlerdi, saylangan r belgisizli tenlemede, erkin belgisizler
argal belgileyik, onda tomendegige iye bolamiz:
Xl = bl' + a1,r+1Xr+l + a1'r+2 Xr+2 +ot a1'n—r Xn—r
X2:b£+a;r+1x +a£r+2x +"'+a£n—rxn—r

r+1 r+2

Xr = br, + a;r+1Xr+l + a;r+2Xr+2 +..t+ a;n—r Xn—r
Erkin 6zgeriwshilerge haqiqiy manis ¢, saykes qoyamiz, bul jerde i=1,n—r, onda
(X, X5y -4 X, €, Cyy e, €, ) tenilemeler sistemasinin uliwma sheshimine iye bolamiz.

n ozgeriwshiler arasinan r bazislik belgisizler kopligi bazislik minorlar menen
aniglanadi.

Misal. Tenlemeler sistemasin birdeylikke tekserin hamde onin uliwma sheshimin
tabin.

22



X, +5X, +4X%,+3X, =1

2% — X, +2%;—X%X, =0

OX, +3X, +8X%; + X, =1
Shigariliwe. A ham B matricalarimin  ranglerin aniglaymiz. Bunm  ushin B
matricanin keneytirilgen matricasin jazamiz hamde oni teksheli formaga alip kelemiz.

1 5 4 3|1

B=| 2 -1 2 -1|0

5 3 8 1|1

A
Birinshi qatardi -2 ham -5 ke kobeytip saykes tarizde ekinshi ham ushinshi
gatarga gosamiz. Sonda ekvivalent matrica payda boladi.
1 5 4 3 1

B~0 -11 -6 -7 |-2
0 -22 -12 -14| -4
Ushinshi gatarga ekinshi gatard: -2 ge koébeytip gosamiz, sonda
1 5 4 3 1
B~ |0 -11 6 -7 -2
0 0 0 0O

A
A ham B matricalardin nollik bolmagan qatarlar san1t 2 ge ten,

r(A)=r(B)=r=2, demek, Kroneker-Kapelli teoremasi boyinsha sistema birgelikli,

birag r=2<n=4 bolganhgtan ol sheksiz sandag sheshimlerge iye.

r=2 demek A matricasinin bazislik minorlar1 tartibi 2 ge ten, olardin har biri
bazislik belgisizler kopligin aniglaydi.

A matricasinin bazislik minorlarin jazamiz.

M=l °|=-11=0, X,, X, — bazislik belgisizlerdin birinshi topart;
0 -11
M, = 1 41_ 6+ 0, X;, X; —bazislik belgisizlerdin ekinshi topari;
0 -6
M, = 1 3/-_7x0, X, X, —bazislik belgisizlerdin ushinshi topart;
0 -7
M, =| ° 4|=1420, X,, X, —bazislik belgisizlerdin tortinshi topari;
-11 -6
M, = 5 3l-_2« 0, X,, X, —bazislik belgisizlerdin besinshi topari;
-11 -7
M, = 4 31-_10%0, X3, X, —bazislik belgisizlerdin altishi topari.
6 -7

Usinday tarizde sistemanin sheshiminin alt: tarli variant: bar.
Misal ushin, M, bazislik minorina saykes keliwshi birinshi variantt: garaymiz.
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a) X, ham x,—bazislik belgisizler; x, ham x,—erkin o6zgeriwshiler. Meyli
X; =C,, X, =C,, C,,C, € R bolsin.
B teksheli matricasinan tenlemeler sistemasin qayta dazemiz.
X, +5X, +4x;+3%, =1
{ —11x, —6X;, —7X, =—2
Ekinshi tenlemeni -1 ge kobeytemiz hamde tenlemeni tomendegi Kkoriniste
jazamiz.
X, +5x, =1-4c —-3c,
{ 11x, =2—-6¢c, —7c,
Bazislik belgisizler bolgan x, ham x, lerdi erkin 6zgeriwshiler argali amglaymiz.

Sistema ushmuayesh koériniske iye bolgani ushin on1 Gauss usili menen sheshiw ansat.
Aqirg1 tenlemeden tomendegini tabamiz.

y = 2-6c-Tc,
2" 11
Payda bolgan x, manisin birinshi tenlemege goysaq
_1-14c +2c,
ST

ga iye bolamiz. Usinday tarizde uliwma sheshimnin birinshi variant tomendegi
koriniske iye boladi.

1-14c, +2c, 2-6¢ —7cC, . o
11 11 w%)

OZ BETINSHE TAPSIRMALAR

Variant Tapsirmalar nomerleri

1 1,11,21,31,41

2 2,12,22,32,42

3 3,13, 23, 33,43

4 4,14, 24, 34,44

5 5, 15, 25, 35, 45

6 6, 16, 26, 36, 46

7 7,17,27, 37,47

8 8, 18, 28, 38, 48

9 9, 19, 29, 39, 49

10 10, 20, 30, 40, 50

Nel-16 misallarda A matricanin determinantin esaplan.

11 1 1 0111
Nl A 1 -1 1 1 N2 A 1 011
=711 o * "1 101
11 1 -1 1110
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Ne17-19 misallarda beriligen matricaga keri matrican tabin.

|

7

4
-3

2 5

—2

5

‘“J

3
2
3

-3 1
-5

-1

A=l6 3

Nel7

A=

Nel8
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Nel9 A=

R ow N
o ©
w A~ w

=

N

Il

o

Ne20-25 misallarda matricaliq tenlemelerdi sheshin.
No20 3 -1 v 5 6) (14 16
s 2)7 7 8) (9 10
4

111
Ne21 |1 2 3| X=|7
1 15

Ne22 |1 2 -1]-X=2

5 3 1 -8 3 0
Ne23 X|1 -3 -2|=|-5 9 O
1
Ne24 X 1

2

Ne25 X

1 23 15 11
Ne26-30 musallarda sistemani Gauss usili menen sheshin.
3% —2X, =5X; + X, =3
2X, —3X, + X3 +5X, =—3
X, +2X, —4X, =-3
X, — X, —4X; +9X, =22
4% —3X, +X;+5X, =7
X, —2X, —2%; —3X, =3
3X =X, +2X%, =-1
2X 43X, + 2%, —8X, =—7
2% — 2%, +X,+3=0
2X +3X, + X, +3X,+6=0
3X +4X, =X, +2X, =0
X +3X, +X,—X,—2=0

Ne26

No27

Ne28
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X, + X, —6X%;—4X, =6
3% — X, —6X;, —4x, =2

Ne29 oy +3x, +9x, +2x, =6
3X, +2X, + 3%, +8%, =—7
2X, —3X, +3%; +2x,—3=0

No30 6X +9X, —2%X;,—x,—4=0

10x, +3x, —3%;, —2x,—-3=0
8X, +6X, +X,+3%X,+7=0
Ne31-40 misallarda sistemanin birgelikliligin aniglan hamde uliwma sheshimin tabin.
2% + 71X, +3%;+ X, =1
No31 <3X +5X,+2X,+2X,=4
OX, +4X, + X, +7X, =2

2% —3X, +5X;+7X, =1
No32 14X —6X,+2X,+3X, =2
2%, —3X, —11x, -15x%, =1
3% +4X, + X, +2X, =3
No33  {6X +8X,+2X,+5%X, =7
O9x, +12x, + 3%, +10x, =13
3% —2X, +5X; +4Xx, =2
Ne34 6% —4X,+4X;+4x,=3
Ox, —6X, +3X, +2X, =4
2X —X, +3X,—7X, =5
No35 <6X —3X,+X,—4X, =7

4x, —2X, +14x, —31x, =18
O9x, —3X, +5%;+6X%, =4
Ne36 6X, —2X, +3X, +X, =5

3% — X, +3X%;, +14%x, =—8
2X — X, + X3 +2X, + 3%, =2
6X, —3X, +2X; +4X, +5%X; =3

NeST 1 6, —3x, +4x, +8x, +13%, =9
A% —2X, + X3+ X, + 2% =1
6% +4X, +5%;+2X, +3%, =1

Ne38 33X, +2X, +4X; + X, + 2%, =3

33X, +2X, —2X;+ X, =—7

X +6X, + X, +3X, + 2%, =2
3% —5X, +2X; +4X, =2
Ne39  <7X —4X,+%+3X,=5

OX, — X, —4X;, —6X, =3

X +X,—2X%, =1

NodQ  ¢5% +5x,—-10x;,=5

X=X, =X =2
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Ned1

Ne4?

Ne43

Ned4

No45

Ned6

Nod7

Ne48

Ne49

Ne41-50 misallarda belgisizdi tabin.
2X 4+ 2%, — X+ X, =4

4%, +3X, —X; +2X, =6
8%, +5X, —3%; +4x, =12
3%, +3X, —2X%; +2X, =6
2%, +3X, +11X; +5X, =2
X + X, +9X%;+2X, =1

2X, + X, +3%X; +2X, =—3
X + X, +3%; +4X, =-3
2X, +5X, +4%X; +X, =20
X, +3X%, +2%; +1x, =11
2%, +10X, +9x%, + 7%, =40
3%, +8X, +9%; + 2%, =—37
2X+y+4z+8t=-1
X+3y—-6z+2t=3
3X—-2y+22-2t=8
2X—y+22=4
2X—y—-6z+3t+1=0
IX—4y+2z7-15t+32=0
X+2y—-4z+9t-5=0
X—y+22-6t+8=0
6X+5y—-2z+4t+4=0
O9x—y+4z-1-13=0
3X+4y+2z2-2t-1=0
3X-9y+2t-11=0

2X +2X, =X, —X, =4

4% +3X, —X; +2X, =1

2% + X, +3%; +2X, =—3
X + X, +3%X;+4X, =3
2%, +3X, +11X, +5%, =2
X + X, +5%,+2X, =1

2X, + X, +3%X; +2X, =—3
X, + X, + 3%, +4X, =—3
2X—y—-6z+3t+1=0
7X—4y+2z-15t+32=0
X—2y—4z+9t-5=0
X—y+2z—-6t+8=0
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2X+y+4z+8t=-1
X+3y—-6z+2t=3

0 =7
NSO oy oy427-2t-38 z="
2X—y+22=4
Determinantt1 esaplan.
1 -1 0 1 2 -3 5 1
2 1 21 -1 1 4 =2
1. : 6. ,
-1 1 2 5 2 -3 6
3 1 01 -2 5 1 -7
a b ¢ d 1 2 -3 -1
-b a d - 2 -1 2 -1
2 : 7 :
- -d a b 4 3 -1 -1
-d ¢ -b a 1 2 1 1
1 1 2 3 5 2 1 4
3 -1 -1 -2 4 6 3 7
3. , 8. :
2 3 -1 -1 31 2 4
1 2 3 -1 2 3 45
2 1 1 -1 -1 1 0 1
3 -1 1 1 1 2 21
4, : 9. :
4 2 1 -1 4 -1 1 2
0 0 0 2 1 3 01
2 -1 6 3 1 1 2 3
. 7 -4 2 -15 0 -1 3 -1 -2
Tl 2 -4 9F 13 2 -1 -1
1 -1 2 -6 2 1 3 -1

12-§. Vektorhq algebra elementleri

1. Vektorlar ham olar ustinde ameller.

Vektor tasinigi ham olar ustindegi apiwayr amellerdi Siz mektepte tiyrendiniz.
Qisqasha tomendegilerdi eske tasiremiz:

— geometriyalig  vektor-bul  tuwrinmn  bagdarlangan
kesindisi. Vektor belgileniwi: a,a, d, AB bul jerde A—
vektordin baslamiwi, B—aqir1;; Matematikada tek erkin
vektorlar, yagniy baslamwi qalegen tarde saylap
almiwsh1 vektorlar garaladi.
vektordin uzinhigi (moduli) dep, onin baslaniwi ham aqirt arasindag: araliqga aytilads,
vektordih moduli [a], yaki [AB] arqah ahlatilads;

a B
A/
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— baslaniwi ham aqirt saykes keliwshi vektorga nollik vektor dep aytiladi, 0 yaki O
argali anlatiladi, bul vektordin bagdar: aniglanbaydi, onin uzinligi 0 ge ten;

— uzinhg birge ten bolgan vektorga birlik vektor yaki ort dep ataladi;

— BA vektor1 AB vektorga garama-gars: dep aytilach, & vektor: ushin garama-gars
vektor —a arqgal anlatiladi.

— eger eki vektor birdey modulge iye bolsa ham birdey bagdarlangan bolsa, olar
ten vektorlar dep atalad;, a=b korinisinde jaziladi.

— eger nollik emes vektorlar bir tuwrida yaki parallel tuwrilarda jatsa, kollinear

dep ataladi, d||b argali aflatilad:.

— kollinear vektorlardin bagitlar saykes kelse, olar qos bagith dep atahp, aTTh
arqal anlatiladi, keri jagdayda vektorlar garama-gars: bagitlangan bohp, a4 b
argali anlatilads.

— & vektorinm ort: dep, aTTa’ ham |a°|=1
(1-sawret) bolatugin a° vektorina aytilads;

— eger nollik emes vektorlar bir yamasa

parallel  tegisliklerde jatsa, onda olar
komplanar dep ataladi;

— vektorlar arasindagt  muyesh dep, bul
vektorlardin  bagiti  saykes keliwi ushin
olardin birin buriw kerek bolgan en kishi

mayeshke aytiladi, & ham b vektorlar

arasindagir muyesh (a’,b) simvoli argah

anlatilad;

— eger vektorlar arasindagi mayesh 90° ga ten bolsa, olar ortogonal dep atahp, a
ham b vektorlarimna ortogonalligi a_Lb argali aalatilads;

— & vektordin b vektorga proekciyas: dep tomendegi sanga aytilad::

pr-a =3 cos(é, 5).
Vektorlar ustindegi sizigh ameller dep, vektorlardin kébeymesi ham vektordi
sanga kobeytiwge aytiladi.

d ham b vektorlardin qosindist dep, tomendegiler boyinsha tabiw mumkin
bolgan €=a+b vektorina aytilad:

a) ushmuyeshlik gadesi boyinsha (2-sawret);

b) parallelogramm qgadesi boyinsha (3-sawret).

d ham b vektorlardn a-b ayirmast a-—b :é'+(—6) tenligi arqali amiqlanip,
bul jerde (—5)—6 vektorga garama-qars: vektor.

OACB nparallelogrammda (2-stwret) €=a+b qosmndi & ham b vektorlardif
uliwmaliq bast O dan jurgizilgen OC  vektor-diagonal esaplanadi, al bul
vektorlardin ~ d—b ayirmast  alimiwsh1  vektordin  aqirinan azayiwshmin aqirina
bagitlangan basga vektor-diagonal BA-—vektor bolip esaplanadi.
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a vektordn a#0 sanga kobeymesi dep, moduli |e|-|d ga ten bolgan, al

bagdari eger >0 bolsa, @ vektor: bagdari menen saykes keliwshi, eger o <0 bolsa,
a vektor: bagdarina qarama-garsi: boliwsh1 «da vektorina aytiladi (4-sawret).

— ‘l_
2a Qa
2-suwret 3-suwret 4-sawret
Koébeytiw  ameli  ham vektor orti amqglamasinan paydalanip, va ni mina
koriniste jaziw mumkin: d=|d-d&° ham kerisinshe, 50:%-5.

Sonday-aq, toémedegi teorema orinl:

Teorema-1. & ham b vektorlar, tek gana sonday d=ab bolatugin nolden
6zgeshe a sanmi bar bolganda gana Kkollinear boladi.

Dalillew. 1) eger d=ab, a#0 bolsa, onda vektord: sanga kobeytiw aniglamasi
boynsha, & ham b kollinear.
2) Meyli & ham b kollinear bolsm. &° ham b° lardi garaymiz, olarda kollinear
bolw: belgili. Demek, yaki a°TTh°, yaki a°T\b° ham ‘50‘:‘60‘:1_ Birag, onda

yaki @°=b°, & =-5°, bunnan —.a=—.b, yamasa —-d=——b. Oz gezeginde, yaki
T CR
é:‘%‘-ﬁ, yamasa é:—‘%‘-ﬁ, birag bumii 6zi d=ab bolatugin a:i‘%‘ bar

ekenligin bildiredi.
Joqarida Keltirilgen sizighh ameller témendegishe qasiyetlerge iye ekenligin
korsetiw qiymm €emes:

1) d+b=b+a

2. Sizigh kenislik. Vektorlardin siziqh erkliligi ham erksizligi. Bazis. Vektordi bazis
boyinsha jiklew.
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Meyli &, b,¢,... arqal1 anlatiliwshi, gélegen tabiyattin elementlerinifh bos emes
L kopligi berilgen bolsin.

Amglama-1. L Kkopligi sizigh  vektorli kenislik dep ataladi, eger L ge
“gqostw” @ ham “sanga kobeytiw” ® eki amel sonday Kiritilgen bolip, qalegen
abel ham qalegen o sami (haquyqry Yyaki kompleks) ushin a®bel ham
a®a e L shartleri orinli bolsa, ham bul ameller tomendegi aksiomalardi qanaatlandirsa:

1) a®b=b®a

2) a@(B@e):(a@6)®6

3) L de VaelL = a®0=4 bolatuginday nollik emes 0 element bar
boliw1

4) VvaelL wushn sonday (—d@)elL garama-qarst element bar bolip, ol
ushin 5(—9(—5):6 orml

5 1®a=a

6) aQ®(fRd)=(apf)®a

) a®deb)=(a®d)®(a®b)

8) (x®p)®aA=a®a@p®a

Sizight  kenisliktin elementleri vektorlar dep ataladi. Eger “sanga kobeytiw”
haqiyqiy sanlar ushin aniglangan bolsa, siziqlt kenislik haqiyqiy dep, eger “sanga

kobeytiw” kompleks sanlar ushin aniqlangan bolsa, sizigli kenislik kompleks
sizigh kenislik dep ataladi.

Berilgen kopliktin siziqli  kenislik ekenligin aniglaw ushin:

1) ® ham &® amellerin sonday etip beriw kerek, bul amellerdin natiyjesi berilgen
kopliktin elementi bolsin.

2) bul ameller ushin barliq segiz aksiomanin orinlanmiwin tekseriw.

Tomendegilerdin qaysis1  siziqh  kenislikler (olarda tabiyiy tarde aniglangan
ameller menen birge) ekenligin 6z betinshe dalillen:

— haquyqiy sanlardin R koépligi;
— [a,b] da tzliksiz funkciyalardin Cravy Kopligi;
— N nen joqar: bolmagan darejeli kopagzalilardin P,[X] kopligi;
— n uzinhqtag qatar-matricalardin képligi.
Keleside qisqaliq ushin @ amelin apiway1 «+» belgisi menen, al ® amelin de
apiway1 kobeytiw Dbelgisi «» menen yaki algebraliq anlatpalardag siyaqli jaziwda
uliwma taslap jiberiw mumkin.

L sizigh kenisliktin vektorlariin birikpesin (sistemast dep aytiladi) qaraymiz: L
siziqh kenisliktin -~ d + 2,8, +...+, 8, korinisindegi vektorina bul vektorlardin sizigh

kombinaciyas: dep ataladi, ¢; sanlari—sizighh kombinaciyanm koefficientleri.
Aniglama-2. Eger barlig bir  waqitta  nolge ten  bolmagan,

a1§1+azé’2+...+akak=6 bolatugin sonday «,«,,...,, sanlari bar bolsa, L sizigh

kenisliktin vektorlarinin sistemasi {&, d,,...,d,} sizigh baylanish dep ataladi.
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Bul sizigh kombinaciyanin barliq koefficientleri O ge ten bolsa gana,
o8, +a,8,+...+a, 8, =0 bolsa, onda L sizigh kenisliktin vektorlarimn —sistemas:
{8, 8,,...,8,} s1iziqlt baylamsh dep ataladu.

Eger {&,4&,,..,d sistemast maksimal sizigl baylamssiz bolsa, onda

od, + a8, +...+ a8, +a, b =0
tenligi barliq koefficientler ¢, =0 bolmaganda orinlanadi, sonday-aq ¢,,,#0 boliwi
shart. Sonda bul tenliktin eki tarepinde ¢, , ge bdlip,

b= 8, + 5,8, +...+ B8,
korinisinde jaziw muamkin, yagniy b vektordi a,da,,..,a vektorlardin siziqh
kombinaciyas: kérinisinde suwretlew mumkin. Sonday-aq, bul b vektor1 &,a,,..., &,
vektorlar boyinsha jiklendi dep aytilad.
Vektorlardin {8, d,,...,d,} sistemasi sizigh baylamislilign tek gana bul

sistemanin vektorlarinin birinin  basga vektorlardin sizigli  kombinaciyasi korinisinde
siwretlew mumkinligin dalillew mumkin.

Amglama-3. L sizigh kenisliktin  vektorlarinin  shekli tartiplesken maksimal
siziqlt  baylamissiz ~ {€,€,,...,€} sistemast bul kenisliktin bazisi dep atalad.

5:{é,é,..,¢é,} arqal aflatiladi. Eger L sizigh kenislik baziske iye bolsa, onda ol
shekli olshemli dep ataladi, bazistin vektorlarmin  sanm1 L sizigh kenisliktin
Olshemi dep ataladi. Eger L sizigh kenislik n olshemge iye bolsa (yaki, n
vektordan turiwshi baziske iye bolsa), L, dep jaziladi.

Eger {€,€,,..,€,} sistemast L sizigh kenisliktin bazisi bolsa, onda vbel
ushin

6:x1§1+x2§2+...+xné’n, (1)

bolatugin X, X,,..., X, sanlart bar boladi.
(1) tefligine {€,€,,...,&,} bazis boynsha b vektorimn jikleniwi dep aytiladi. X, X, ..., X,
sanlarna  (jikleniwdin  koefficientleri)  {€,€,,...,€,}  bazisinde b vektormni
koordinatalar: dep ataladi. X, X,,..., X, sanlarinin E:{él,éz,...,én} bazisinde b vektordin

koordinatalar1 bolip esaplaniwi

—

b =(X, X0y X;) 5

korinisinde jaziladi. (X, X,,...,X,) korinisindegi n sanlardin birikpesine n uzinliqtag
sanli qatar dep ataladi. Negizinde, n uzinligtagi sanli gatar-bul nx1 o6lshemdegi
gatar—matrica. Sonliqtan, sanli Qatarlar ustinde, matricalar ushin orinli bolganinday,
gostw ham sanga kdbeytiw amellerin aniqglaw mumkin. n o6lshemli barlig mimkin
bolgan sanli gatarlardin kopligi n Odlshemli siziglt kenislik bolip esaplanadi ham bul
kenislik koordinatali kenislik (yaki qatarlardin arifmetikaliq kenisligi) dep ataladi ham
R" arqali anlatiladu.

Erkin geometriyaliq vektorlardin kopligi sizighh kenislikti  dazedi. Tegisliktegi
vektorlardin kenisligi R? arqali, Gsh Olshemli kenislik vektorlarmin képligi R® arqali
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belgilenedi. Bir tuwrida (yaki bir tuwriga parallel) jaylasgan vektorlardin kenisligi R*
arqal1 belgilenedi.

Toémendegi teorema orinli:
Teorema-2.

R' kenisliktin bazisi galegen nollik emes vektordi duzedi.

R? kenisliktin bazisi galegen eki nollik emes kollinear emes vektorlard: dazedi.

R? kenisliktin bazisi qalegen twsh nollik emes komplanar emes vektorlard
dazedi.

Dalillew: Eger sizigh kenisliktin =~ &8,4,,...,a,  vektorlarimin  birlespesi bazis
esaplansa, onda «,a +a,8, +...+ 8, =0 tenligi tek gana barliq o; =0 koefficientler ham

qalegen b vektor ushin

b= S8, + 5,8, +...+ f&,
tenligi orinlansa, sonda gana ormli boladi, bul jerde S —bazibir sanlar.

1) Qalegen nollik emes b eR' vektorm qaraymiz. ab=0 tenligi tek =0 bolganda
orinlanacdh. R' din barlig vektorlari bir tuwnda jaylasqanhqtan, olar kollinear,

bunnan, galegen deR' vektor ushin d@=4b jaziw mamkin, demek, b vektor R de
bazis duzedi.

2) Qalegen eki nollik emes, kollinear emes &, be R vektorlarin  garaymiz.
ad+ b =0 tenligi tek gana «=/S=0 bolganda, ham E=xda+yb bolatugin V¢ eR?
ham 3x, yeR? bolganda orinlanatuginhgin korsetemiz.

a#0 bolganda «d+pb=0 ornh boladi, dep uygaramiz, sonda tomendegige
Iye bolamiz:

ad=—pb = é:—gﬁ, yagnly a=Aab,

demek, & ham b vektorlar1 kollinear, bul shartke qarsi keledi. Demek, o= 3=0.

Qalegen CeR*  vektordi  garaymiz,
meyli, maselen, ¢=CD (5-sawret). C

nogat arqali b  vektorga parallel tuwrnt @ _
jurgizemiz, al D noqat arqali a vektorga V

parallel tuwr1 jurgizemiz. Sonda OD  vektor C
a  vektorga  parallel boladi, ham demek, T

OD=xa, al CO vektor1 b vektorga parallel
ham CO = yb . Bunnan, ushmuyeshlik boyinsha,

5-suwret
¢=CD=xd+Vyb,

tenligine iye bolamiz ham talap etilgeni dalillendi.
3) tastiyiglawd: 6z betinshe dalillen.
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C=xd+yb tenligi {a, 6} bazis boyinsha ¢ vektorcin jikleniwi dep atalads, bul

—

jikleniwdin x ham y koefficientleri {5,6} baziste C vektordin koordinatalar: dep,

—

C=(XY) jaziw1 C vektordin koordinataliq formasi dep atalad.

Eger é,ﬁ,é—komplanar emes nollik emes vektorlar bolsa, onda olar R?®
kenisliktin bazisin duzedi, sonhqtan vd eR® vektor {5,6,6} bazis boyinsha jikleniwi
tomendegi koriniske iye:

J:x§+y6+zé
al koordinataliq formada d=(x,y,z).

Vektordin koordinataliq formasi (RZ, R3) geometriyaliq vektorlardin kenisligi

ham sanh qatarlardin kenisligi (R?> ham R® saykes tarde) arasindagi saykeslik ornatadi.
Sonligtan, koordinataliq formadagi vektorlar tustindegi sizigli ameller sanli gatarlar

ustindegi ameller gagiydasit boyinsha orinlanadi.
Maselen, eger R® kenisliktin eki & ham b vektorlar1 6zinif d=(a,a,a,)
him Bz(b b,,b,) koordinatalar: menen berilgen bolsm, onda

X1 My

a

b < =b,a,=b,a,=b,;
+h=(a, +b,);

ad=(aa,, aa,, aa,).

aX
+

Qb

a

b,,a, +b

1 y y’ v

Eger d=(a,a,a) ham b=(b,b,b,) vektorlar kollinear bolsa, onda &=Aib

X1 Ty Y 7 X1 My
tenligi ormlanadi, bunnan (ax, a,, az) =(/1bx, Ab,, ﬂbz), yaki
ax =Aby, a, =Aby, a,=Ab,,
a _d _a _
b, b, b, "

Demek, eger vektorlar kollinear bolsa, onda olardin koordinatalar1 proporcional
bolad.

Kerisinshe, eger eki vektordin koordinatalar1 proporcional bolsa, onda
tomendegige 1ye bolamiz:
a 4, a

b_xzb_yzb_zz/l = (ax,ay,az):(ﬂbx,iby,/?.bz) — da=1b,

X y z
al bul bolsa, demek vektorlar kollinear.

Solay etip, biz minan1 dalilledik: eki vektor kollinear boliwi ushin olardin
koordinatalar1 proporcional boliw1 zartarli ham jetkilikli.

Qalegen | tuwrisin ham ondagi € ortin gqaraymiz. Bul ort | tuwrisinda bul
tuwrida jattwshi d=A€ vektorlardin semeystvosin duzedi. A1>0 de aTT€, A<0 de
at™N &, demek, & ort: | tuwrisinda eki garama-garst bagitti amiqlayd.

Bagit aniglangan tuwriga kosher dep aytiladi, al bul bagitti korsetiwshi ortqa
kosherdin ortt dep aytiladi. Ort bagiti menen qos bagdarlangan bagdar on dep,
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garama-qarsi bagit — teris dep ataladi. Ort sonday-aq késherde mashstab ham esaplaw
basin aniqlaydi. Koésherge vektordin proekciyasi kosher ortina vektordin proekciyasi
boladu:

npja=npga
Eger R® kenislikte O nogat ham basi O noqgatta bolgan qalegen {(€,€,,€,}
bazis saylangan bolsa, onda {O,€,€,, &} tortligine reper dep ataladi. Eger R?

kenislikte reper berilgen ham reperdin har bir vektor1 menen koordinata koésheri dep
ataliwsh1  kosher baylamisli  bolsa, onda R® te koordinatalardin dekart sistemasi
(koordinatalardin affin sistemasi) berilgen, dep aytiladi. € vektorga saykes keliwshi

bul kosherlerdin birine abscissa kosheri dep, ekinshisine ordinata kosheri dep,
ushinshisi — oplikata kosheri dep ataladi.  Koordinatalar sistemasin adette OXYZ
arqalr  belgileydi. Sonda ush olshemli kenisliktin har bir M nogatina M (X, Y, z)

sanlar ushligi—{€,¢,,&} baziste OM (bul nogattn radius-vektor) vektordin
koordinatalar1 saykes qoyiladi.
Tegisliktegi koordinatalar sistemasi tusinigi de usigan ugsas turde kiritiledi.

i,j,k arqali 6z-ara perpendikulyar |i|= jl=|k |=1, T LjLk birlik vektorlardi
belgileymiz. Bul vektorlardlh R® te bazis daziwi belgili. {T; i; IZ} bazisi

ortonormollangan dep ataladi. {O,T, i, IZ} reperden payda bolgan koordinatalardin

Dekart sistemasi dekart tuwrimuyeshli koordinatalar sistemasi dep ataladi. Solay
etip:

Ush olshemli kenislikte dekart tuwrimtyeshli koordinatalar sistemas: dep,
tomendegi birlespelerge aytiladi:

— koordinata basi1 dep ataliwshi bazibir O noqattin;
- {T; ] IZ} ortonormallangan bazistin.
Keleside biz dekart tuwrimtyeshli koordinatalar sistemasin (DTKS) garaymiz.

Dekart tuwrimiyeshli ~ koordinatalar =~ sistemasinda  &=(a,,a,,a,) vektormn

x1 Gy
koordinatalar1 bul vektordin saykes tirde koordinata kosherlerine proekciyalarina
ten: a, = Proxa, a, = Plyyad, a, = pry a.

DTKSda i,]j,k bazis vektorlarl tomendegishe koordinatalarga iye:
R® te 1=(10,0); j=(010); k=(0,0,1)
R? de i=(10); j=(0,2)
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Qalegen deR® vektordi garaymiz, bul
vektor koordinatalar kosherleri menen (yaki 1, J,k
bazis  ortlar  menen) dazgen  muyeshlerdi

:[é?f], ﬁ:{éj]}, )/:(é,AIZJ argal

belgileymiz (6-sawret). Bul muyeshlerdin kosinuslar
Ccosa, Cospf, cosy—a  vektordin  bagdarlawshi
kosinuslart  dep  ataladi. Berilgen  vektordin
bagdarlawshi kosinuslari

cos® o +c0s? f+c0s? y =1 6-stwret

gasiyetine iye. Olar vektordin DTKS na salistirmali bagdarin xarakterleydi.
Eger A(X,, YaZa) ham B(Xg, Y, Zg) nogatlardin koordinatalari—a vektordi basi

ham aqir1 belgili bolsa, onda bul vektordmn koordinatalarin mina qagiyda boyinsha
tabadi “vektor agqirinin koordinatasinan vektor basinin saykes koordinatalar1 alinadi”:

AB :(XB —Xa Yo~ Yar g — ZA)'
3. Vektorlardin skalyar, vektorhq, aralas kobeymesi

Amglama-4. Eki vektordin uzinliglarimin olar arasindagi muayesh kosinusina
kobeymesine teh sanga bul vektorlardin skalyar kébeymesi dep ataladi. & ham b
vektorlar ushin olardin skalyar kobeymesi (é, 6), yamasa a-b arqali anlatiladu.

Solay etip, aniqlama boyinsha
a-Bz\a\-‘B‘co{a, 6].
Skalyar kobeyme tomendegi gasiyetlerge iye:

1.
2.

=2

3. é-é’:\é’\ =32 —skalyar kvadrat; bunnan |a|=+/a-&;
4. Ad-b=(44)-b=a(b);

a-
5. a-b=0 tek gana, vektorlardin hesh bolmaganda biri nollik, yamasa & ham b
vektorlar ortogonal bolsa gana;

cos{é, 5] b

el

QJl

Bul gasiyetten paydalanip, tomendegige iye bolamiz:

QJl

prﬁé:|§|cos(é, 5]:|§| a-b _ab
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R® kenisliktin {T, i, IZ} ortonormallangan bazisi ushin tdémendegi qatnaslar ormnl
ekenligin esletemiz:

k=0, T-k=0.
Meyli [ i, 1], Iq reperden payda bolgan DTKS da eki vektor berilgen bolsin:

d=ai+a,j+a,k ham b=bi+b j+bk.
Skalyar kobeymenin keltirilgen qgasiyetlerinen paydalanip, bul vektorlar ushin
tomendegige iye bolamiz:
5-5=(aXT+ayj+aZIZ)-(bXT+by]+bZIZ)=aXbXT-T+abeI-T+aszf-f+axbyf-T+aybyf-f+
+abk-j+abi-k+ab,j-k+abk-k=ab +ab, +ab,
Solay etip, eger vektorlar 6z koordinatalari menen DTKS da berilgen bolsa, onda

olardin skalyar kobeymesi bul vektorlardin saykes koordinatalarinin kébeymelerinin
gosindisina ten:

a-b=ab +ab, +ab,
Bul qagiydadan paydalanip, koordinataliq formada jaziw mumkin:
d|=(a-8)=,/a?+a’+a?Z,

cos(ab} i-b ab,+ab, +a,b,
al- ‘b‘ JaZ+al+a’ \/b2+b2+b2

Bul formulalardi ham 6-qasiyet saldarin esapga alip, tdmendegini tabamiz:

—

_ _ad
Ploxad = pr.a=——=a,,

|

&
proy@=prd=—=-=a,,

J

_ _ak
Ploz@ = prlga:T:az’

yagniy, DTKS da vektordin koordinatalari olardin saykes koordinata kosherlerine
proekciyalarina ten.
a vektordin bagitlawsht kosinuslari ushin orinl:

cosa:cos(a’ff =§'?=a—f,
afi| [

— . — é'i _8
cosﬂ_cos{a,J ===,
i 1

cos;/zcos(é,lz _ak_3a
k] A

a vektordin a° ortin gqaraymiz. a vektordin koordinatalarin esapga alip, tabamiz:
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50:2:[6‘—},6‘—1,3_5].
@l (" al"[a]

Bunnan, vektordin bagitlawshi kosinuslari omm ortinin  koordinatalarina ten ham
kerisinshe, yagniy &°=(cose,cosf3,cosy) dep jaziw mumkin.

Aniglama-5. Birgeliktegi baslamwina iye 4&,b,¢ vektorlardin tartiplengen

ushligi eger ¢ ushinshi vektor agirinan birinshi & vektordan ekinshi b vektorga
kishkene burihw saat korsetkishine qarsi jurgizilgendey korinse, on ushlik dep atalad.
Keri jagdayda vektorlardin ushligi shep dep ataladi. 7-a suwrette vektorlardin on
ushligi, 7-b da shep tshligi suwretlengen.

7-sawret
Biz paydalangan DTKS (T, i, IZ) on ushlik tiykarinda duziledi.

Aniglama-6. & ham b vektorlardin vektorli kébeymesi dep, tomendegi
gasiyetlerdi ganaatlandiriwsh: v vektorina aytiladi:

a) \V\:\é\-‘ﬁ‘-sin(é, 6],

b) Vv vektor: & ham b vektorlar: jaylasgan tegislikke perpendikulyar;

Vektorliq kébeyme axb yaki [éi, 6} argal belgilenedi. Vektorlig kobeyme tomendegi
qasiyetlerge iye:

1) dxb=-bxa,

axa=0.

i,],k bazis vektorlar1 ushin mma gatnaslar orimnlt:
Tx?:é IXT=6 Esza
ixj=k jxk =1 kxi=]

jxi=—k Kxj=—i i xk=—7.

Meyli vektorlar 6z koordinatalar1 menen berilgen bolsin:
d=ai+a,j+ak him b=bji+b,j+bk.

Sanap dtilgen qasiyetlerdi qollanip, tomendegige iye bolamiz:
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éxﬁ:(axf+ayj7+aZIZ)x(bXT+byj7+bZIZ):aXbXTxT+abeJTxT+aZbXIZxT+

+abixj+ab, Jxj+abkx]+ab,ixk+ab,jxk+abkxk =
=ah, (—IZ)+ ab,j+abk+ab, (—)+ab, (~7)+abi =

g

=i (ab,—ab,)-j(ab,—ab)+k(ab,—ab, )=

i ] k

D R L
= —_ =

b, b| o, b | bl M

b, b, b,

Solay etip, kobeytiliwshi az(ax,ay,az) ham Bz(bx,by,bz) vektorlardin koordinatalar
arqali vektorliq kobeyme simvolikaliq determinant korinisinde jaziliwr mimkin:

i j kK
dxb=|a, a, a,|
b, b, b,
yamasa koordinataliq gatar korinisinde
-~ (la, &, la, alla, a
axb=[|" -1 ChL )
[by b,” |b, b, b byJ
Tarepleri & ham b vektorlardan
duzilgen ABCD paralelogrammdi . B c
garaymiz (8-suwret). Bul b/< /
parallelogrammnin maydani témendegige A ® >
ten: a D

8-suwret

S par =|AB|-|AD|-sin(p:\é\-‘ﬁ‘-sin(pz‘éxﬁ‘.

Solay etip, geometriyalig koz qarastan, eki kollinear emes vektorlardin vektorliq
kébeymesinin moduli bul vektorlardan tarepleri retinde duzilgen parallelogrammnin
maydanina ten.

Aniglama-7. a,b,¢ vektorlardin aralas kobeymesi dep, axb vektordihA €

vektorga skalyar kobeymesine aytiladi. Aralas kobeyme &-b-¢ yamasa abc arqal
belgilenedi.

Solay etip, amglama boyinsha, tsh vektordin aralas kobeymesi — bul tdmendegige ten
bolgan san:

a-b-c=(axb,c).
Aralas kobeymenin qasiyetleri:

1) a-b-c=b-.c-a=c-ab, yagniy kobeytiwshilerdin tdkirarlaniwshi orin almastiriwinda
aralas kébeyme 6zgermeydi;
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2) a-b-c=-b-d.c=—-c-b-da=-a-c-b, yagnty qonsi kobeytiwshilerdin orin almastiriwinda
aralas kdbeyme belgisin 6zgertedi;

3) d-b-c=0 (é;tO,B;tO,E;tO) tek gana a,b,c vektorlar komplanar bolsa.

Eger a,b,¢ vektorlar 6z koordinatalart menen berilse:

d=(a,a,a,), b=(b,b,b), <=(c.c,c)

x1 Gy

onda skalyar ham vektorliq kobeymelerdin koordinataliq formalarinan paydalanip,
tomendegige iye bolamiz:

Y S, a, a a ajlla a
a‘b'C:(aXb,C): Y Z;_ " Z; " ’ '(Cxlcylcz):
by b, b, b,||b, by
ay az aX . ax y X Cy CZ a'X Yy VA
=C, -C, +C, =lay, a, a,|=|by b, b,
by b, b, b, b, ¥
b, b, b| |c, ¢, C
X y z X y z

Bunnan, aralas kobeyme koordinataliq formada mina koériniste boladi:

a, a, 4,

ab-c=b, b, b,

¢ C ¢
Aralas  kobeymenin  geometriyaliq -
interpretaciyasin garaymiz. a,b,C axos

vektorlardan parallelepiped qabirgalar
retinde dizemiz.

Bul parallelepipedtin kolemi
V=5,-H ge ten. Biraq S, :‘éxﬁ ,

o | |(axb)-c
al H biyikligi Hz‘praxac‘:w.
Sonda
. (éxB)-E 3 }
V =|axb|-b—Z—=|(@xb,c)=|a-b-¢
axb‘

Solay etip, eger 4,b,c vektorlar komplanar bolmasa, onda bul vektorlardan
duzilgen parallelepipedtin V koélemi

vz‘a-B-E\,

ge ten, yagny bul vektorlardin aralas kobeymesinin absolyut shamasina ten.
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Ush vektordin aralas kébeymesi menen birge, éx(ﬁxé ) korinisindegi kobeymeni de
garaw mumkin —bunday kobeyme ekilengen vektorliq kobeyme dep ataladi.

Ekilengen vektorlig kobeyme vektorlig kobeymeni skalyar kébeyme ham vektord:
sanga kobeytiw menen baylanistiriwshi gasiyetke iye:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

QADAGALAW USHIN TAPSIRMALAR

Variant Tapsirma nomeri
1 1,11, 21, 31,
2 2,12,22,32
3 3,13, 23,33
4 4,14, 24, 34
5 5,15, 25, 35
6 6, 16, 26, 36
7 7,17,27,37
8 8, 18, 28, 38
9 9,19, 29, 39
10 10, 20, 30, 40
1. X vektord1 tabmi: X=d+b—¢.
1. a=(4,23), b=(2,37), ¢=(17,11).
2. @=(2,4,-2,0), b=(-1317,3), ¢=(0,-7,14).
3. 52(51354)1 6:(2,3, 7), 6:(L7111)-
4. d=(-4,-2,-3), b=(17,11), c=a
2. X vektord: tabin:
5. Xx=2d-3p+¢ a=(1230), b=(-2,15,-1), €=(v2,-10,1).
6. —35-%X=2b a=(0,-2,1), b=(1-37).

—

7. 2X+33-4b=0; d=(sine,0,—cosa), b:sinsa,%,—cos aj.

(L-32), 6:(1 e —2], 6:(1,%,—2].

3. Vektorlardin sizigh baylanisliligin yamasa baylanissizligin ornatin:

8. %é+35—>?=66; a

—

9. d=(54,30), b=(332), ¢=(8,13).
10. a=(2-31), b=(3-15), c=(1-4,3).
11. d=(1234), b=(0,121), ¢=(1-121).

12 é:(li 213)1 6:(2,_3, 4), 6:(_11_111)1 62(3, 4, 2)
4. Vektorlardin sizigh baylanisliligin - yamasa baylanissizligin - ornatin - ham olardin
bazisin tabin:
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13. a=(2,3), b=(-1-3), c=(1-1), d=(32)
14, @=(0,2,0), b=(0,-2,-3), ¢=(-11-1).

15. d@=(-4,23), b=(2,04), ¢=(-1-1-1).

16. @=(-4,230), b=(2,0,04), C=(-1-10,-1)

—

5. d vektordin &,b,¢ vektorlar arqali sizigh anlatilatugin barlhig A manislerin tabif,
bul jerde:

17. @=(2,35), b=(37,8), ¢=(1-6,1), d=(7,-24).

18. @=(37,8),  b=(235), C=(1-6,2), d=(2,7,-2).

19. @=(2,35), b=(1-6,1), ¢=(3,7,8), d=(7,4,-2).

20. @=(1-61), Db=(37,8), €=(235), d=(7,-24).

6.a ham b vektorlar sistemalarimin ten kashliligin tekserin:

21. & =(23), a,=(-1-3), a,=(1-1), a,=(3,1),
b=(-2-6),  b=(1-1) b, =(4,0)

22. &=(1-34), d,=(-1,-2,-3), d;=(8,1,-1),
5,=(-3-4-1), B=(-13-4) =050, B=(-3-2)

(4

(

(
23, 4=(0,1234), &=(-2-12-34), &=(3-L1-11),
(-
(-

8,=(9,3412), b=(0,-1-2-3-4), b,=(-2,04,08).

24. 51:(11 21314)1 é’~2:(_:|-1 2,_3,4), a3: 1,1, 1,1) 54:(3,4,1,2),
b=(56,7,8), b,=(0,40,8), by, =(2,3,2,).

7. Vektorlardin skalyar ham vektorlig kébeymesin tabin:

25. a=2i+3]+4k, b =50 +j—k.

26. a=4i +3]+12k, b=7i +13]+9k.

|

27. a=121 +16]+21k, b=4i+3j+12k.

28. d=5i+]—Kk, b =2i +3] +4k.

8. b vektordin & vektorga proekciyasi ham bul vektorlar arasindagi muayeshti tabin:
29. d=(2-31), Db=(52-4)

30. d=(2-21), b=(5-7,3).

31. &

32. @=(122), b=(231).

9. Vektorlardan duzilgen tushmuyeshliktin maydanin tabin ham vektorlig kobeyme
jardeminde bul vektorlar arasindagi ¢ mayeshtin sinusin tabmn, al keyin skalyar

kébeyme jardeminde juwapt: tekserin:
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33. &a=2i -3j+4k, =1—-2]+5k

34, d=i +2]+2k =21 +3] +k

35. a=2i —3j+Kk, 51 +2] —4k

36. a=5i-7j+3k, b=2i-2]+k.

10. Ush vektordan duzﬂgen piramidanlﬁ kélemin esaplan:

37. a=2i+]j+3K, K,  C=i+]+2k.

38. a=2i +3j—K, C=1-2]+3K

39. a=2i +3j—K, =4 +5j+k, C=1-27+3K

40. a=2i-3j+5k, b=4i+j-2k, C=i+24]+14k
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