Berdaq atindag1 Qaraqalpaq mamleketlik universiteti magistratura béliminin
5A 130103- “Differencialliq tenlemeler ham matematikaliq fizika“ ganigeliginin
2-kurs magistranti Orinbaev Paraxattin “Integro-differencialliq tenlemeler ushin
kop toshkali shegaraliq maselelerdi izertlewge sanli-analitikaliq metodtin

qollaniliw1” temasindag1 magistrlik dissertciyasina ilimiy basshinin
PIKIRI

Fizika ham texnikada kop ushrasatugin song tasirge iye processler integro-
differencialliq tenlemeler menen suwretlenedi. Sonin ushinda bunday tenlemeler
ushin shegaraliq maselelerdi uyreniw teoriyaliq ham de praktikaliq ahmiyetke iye
bolad.

P. Ormbaevtin bul magistrlik dissertaciyasinda Fredgolm tipindegi integro-
differencialliq tenlemelerdin siziqhh emes sistemalar1 ushin ajiralmagan sizigl eki
toshkali ham ush toshkali shegaraliq shartlerge iye shegaraliq maselelerdi izertlew
ushin Samoylenkonin sanli-analitikalig metod1 qollanilgan. Us1 metod jardeminde
Fredgolmnin sizigli-integro differencialliq tenlemeler sistemalart ushin kop
toshkali shegaraliq maseleler uyrenilgen.

Jumisti orinlaw barisinda P.Orinbaev usi tema boymsha ilimiy
monografiyalardi ham ilimiy magqalalardi uyrenip shiqti. Magistraturada oqiw
dawirinde algan bilimlerin qollana bilip, 6z betinshe ilimiy natiyjeler aliwga eristi.
Bul alingan natiyjeler tiykarinda tayarlangan materiallar1 ham magalalar1 2019-j1l1
Qarshi universitetinde otken ilimiy konferenciya materiallarinda, Qaraqalpaq
mamleketlik universiteti xabarshisinda (2019-j11) ham universitet magistrantlarinin
ilimiy miynetlerinin toplamlarinda basilip shiqti.

Men bul jumis magistrlik dissertaciyalarga qoyilgan talaplarga toliq juwap
beredi ham onin avtor1 P.Orinbaev 5A 130103- “Differencialliq tenlemeler ham
matematikaliq fizika“ ganigeligi boymsha magistr akademiyaliq darejege 1layiq

dep esaplayman.

IIimiy basshi: f..m.i.k. docent Nurjanov O.



Berdaq atindag1 Qaraqalpaq mamleketlik universiteti magistratura boliminin
5A 130103- “Differencialliq tenlemeler hdm matematikaliq fizika* ganigeliginin
2-kurs magistranti Orinbaev Paraxattin “Integro-differencialliq tenlemeler ushin
kop toshkali shegaraliq maselelerdi izertlewge sanli-analitikaliq metodtin
gollaniliw1” temasindagi magistrlik dissertaciyasina

SIN PIKIR

[lim hadm texnikanin kép dmeliy maselerinde songi tasirli qubilislar hdm
processlerdin matematikaliq modeli sipatinda integro-differencialliq tenlemeler jiyi
kelip shigadi. Integro-differencialliq tenlemeler ushin baslangish méaselelerdi ham
shegaraliq maselelerdi izertlew metodlar1 ele de az. Sonliqtan apiway:
differencialliq tenlemeler ushin shegaraliq maselelerdi izertlew usillarin integro-
differencialliq tenlemelerge qollamiw qizigiwshiliq tuwdiradi.

Bul magistrlik dissertaciya jumisi A.M.Samoylenkonin sanli-analitikaliq
metodin integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali hdm kop toshkali
shegaraliq maselelerdi sheshiwge qollaniwga bagishlangan.

Dissertaciya jumisi Kirisiw béliminen, 3 baptan, Juwmagqlaw béliminen ham
paydalanilgan adebiyatlar diziminen ibarat.

Jumistin Kirisiw boliminde izertlew temasmin aktualligli, magset ham
waziypalari, janaligi, teoriyali)gq ham ameliy = ahmiyeti bayanlangan. Jumus
mazmuni qisqasha korsetilgen.

Birinshi bap «Integro-differencialhq tenlemeler ushin eki toshkah
shegaraliq maselelerdi sanh analitikaliq metod penen sheshiw» dep atalip
onda integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali shegaraliq maseleler
ushin sanli-analitikaliq metod gollanilgan.

Ekinshi bap «Integro-differencialliq tenlemeler ushin ush toshkah
shegaraliq maseleler » dep atalip onda Fredgolmnin inetegro-differencialliq
tenlemeleri ushin ush toshkali sizigh ajralmagan shegaraliq maseleler qaralip,
bunday maselelerdi sheshiw ushin sanli-analitikaliq sxema keltirilgen ham ol

tiykarlangan.



Ushinshi bap «Integro-differencialhq tenlemeler ushin kép toshkal
shegaraliq maseleler » dep atalip onda Fredgolmnin s1zigl integro-differencialliq
tenlemeleri ushin kop toshkali shegaraliq shartlerge iye shegaraliq méseleler sanli-
analitikaliqg metod jardeminde tuyrenilgen. Alingan natiyjeler konkret shegaraliq
maseleni juwiq sheshiw ushin qollanilgan. Jumista keltirilgen tastiyiglawlar
tiykarlangan, teoremalar dalillengen.

Biraq ta jumista keltirilgen misal tek illyustrativlik xarakterge iye. Eger de
jumis natiyjeleri konkret ameliy maselelerge qollanilganda ele de jagsi bolar edi.
Birag ta bul jumustin bahasin tGsirmeydi, keleshekte islenetugin jumislarga
waziypa boladi dep oylayman.

Juwmagqglap aytqanda, bul jumis magistrlik dissertaciyalarga qoyilgan barliq
talaplargi juwap beredi, al onin avtor1 P. Orinbaev
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Berdaq atindag1 Qaraqalpaq mamleketlik universiteti magistratura boliminin
5A 130103- “Differencialliq tenlemeler ham matematikaliq fizika* ganigeliginin
2-kurs magistranti Orinbaev Paraxattin “Integro-differencialliq tenlemeler ushin
kop toshkali shegaraliq maselelerdi izertlewge sanli-analitikaliq metodtin
gollaniliw1” temasindagi magistrlik dissertciyasina

SIN PIKIR

Bul sin berilip atirgan magistrlik dissertaciya jumisi integro-differencialliq
tenlemeler sistemalar1 ushin eki toshkali ham kop toshkali shegaraliq méaselelerdi
izertlewge apiwayi differencialliq tenlemeler ushin islep shigilgan.

A.M. Samoylenkonin izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq metodinin
sxemalarin gollaniwga hadm bul algoritmlerdi tiykarlaw maselelerin Gyreniwge
bagishlangan.

Jumis kirisiw boliminen, 3 baptan, juwmaqlaw boliminen ham
paydalanilgan 4debiyatlar diziminen turad.

«Integro-differenciallq tenlemeler wushin eki toshkalh shegarahq
maselelerdi sanh analitikaliq metod penen sheshiw» dep atalgan birinshi
babinda integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali shegaraliq maseleler
qaralgan. Us1 baptin 3-paragrafindagi Volterra tipindegi sizigli emes integro-
differencialliq tenlemeler sistemalari ushin ajralgan shegaraliq shartlerge iye
shegaraliq masele ushin sanli-analitikaliq metodtin algoritmi qollaniliwi ham onin
tiykarlamiwi qizigiwshiliq tuwdiradi.

Ekinshi bap «Integro-differencialliq tenlemeler ushin ush toshkah
shegaraliq maseleler » dep atalip onda Fredgolm tipindegi integro-differencialliq
tenlemeler ushin ush toshkali shegaraliq méseleni izertlewge sanli-analitikaliq
sxema jumistin tiykargi natiyjelerinin  biri dep esaplayman. Bul sxema
matematikaliq jaqtan toliq tiykarlangan.

Jumistin ushinshi babi1 «Integro-differenciallq tenlemeler ushin kop
toshkali shegaraliq maseleler» dep atalip Fregolm tipindegi sizigh integro-
differencialliq tenlemeler ushin kop toshkali shegaraliq maselelerge ekinshi bapta

bayanlangan sxema uliwmalastirilgan ham konkret misalda alingan natiyjeler



qollaniwshilig1 korsetilgen. Jumis jagst jazilgan, onda keltirilgen tastiyiqlawlar,

talqilawlar tiykarlanilgan

Juwmaglap aytqanda, bul magistrlik dissertaciya jumisi qoyilgan barliq
talaplarga juwap beredi dep oylayma hdm onin avtor1 P.Ormbaev  5A 130103-
“Differencialliq tenlemeler hdm matematikaliq fizika* ganigeligi boyinsha magistr

akademiyaliq darejege 1layiq dep esaplayman.
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2019-2020-oq1w jil1 Qanigelik: 5A 130103-Differencialliq

tenlemeler hdm matematikaliq fizika
“Integro-differencialliq tenlemeler ushin kép toshkah shegaraliq maselelerdi
izertlewge sanh-analitikaliq metodtin qollaniliw1” temasindagi
MAGISTRLIK DISSERTACIYA ANNOTACIYASI

Magistrlik dissertaciya temasmm tiykarlamwi ham aktualhig::
Differencialllq ham integro-differencialliq tenlemeler ushin shegaraliq
maselelerteoriyast kennen rawajlanbaqta. Apiway1 differencialliq tenlemeler ushin
shegaraliq méselelerdi izertlewdin har qiyli metodlan islep shigilgan, al integro-
differencialliq tenlemeler ushin bunday usillar elede az. Sonin ushin da apiway:
differencialliq tenlemeler ushin shegaraliq maselelerdi izertlewdin us1 metodlarin
integro-differencialliq tenlemeler ushin da uliwmalastinnw  blgingi kinde ogada
ahmiyetli aktual madasele bolip tabiladi. Dissretaciya temas: usinday méaselenin
birine arnalgan.

Izertlew obekti-Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler

Izertlew predmeti- integro-differencialliq tenlemeler ushin shegaraliq
maseleler.

Izertlewdin maqset ham waziypalari: Integro-differencialliq tenlemeler
ushin eki toshkali ham kop toshkali shegaraliq madselelerdi izertlew ushin
Samoylenkonin sanli-analitikaliq metodin qollaniw

Izertlew usillari- dissertaciyaliq jumista apiway1 differencialliq tenlemeler
teoriyasinin metodlar1 paydalaniladi.

Izertlewdin ilimiy janahgi Fredgolm tipindegi integro-differencialliq

tenlemeler ushin ajiralmagan siziqh shegaraliq shartlerge iye ush toshkali ham kop



toshkali shegaraliq maselelerdi izertlewge sanli-analitikaliq metodtin saykes
sxemalart islep shigilgan hém tiykarlangan.

Dissertaciya jumisinin kolemi ham strukturasi. Dissertaciya jumisi
kirisiw boliminen, ush baptan, juwmaqlawdan ham paydalanilgan adebiyatlar
diziminen turadi. Dissertaciyanin uliwma kolemi 56 betten ibarat.

Ormlangan jumustin tiykarg natiyjeleri. Fredgolm tipindegi integro-
differencialliq tenlemeler sistemalar1 ushin eki toshkali ham koép toshkali
shegaraliq maseleler Samoylenko metod1 jardeminde uyreniledi. Volterra tipindegi
integro-differencialliq tenlemeler ushin ajiralgan siziqlt shegaraliq shartlerge iye
maselelerdi sheshiw ushin sanli-analitikaliq metod qollaniladi.

Juwmaq ham usimnislardin qisqasha uliwmalastiriliwi.

Integro-differencialliq tenlemelerdin ayirim klasslart ushin shegaraliq
maseleler uyrenildi. Usinis sipatinda kop toshkali shegaraliq maseleler ushin sanli-
analitikaliq metod sxemalarin s1ziqli emes shegaraliq shartler jagdayinda izertlew

kerekligin korsetip 6temiz.

Ilimiy bassha: f.m.i.k.doc.Nurjanov O.D

Magistrant: Orinbaev P. R
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ANNOTATION OF THE MASTER’S DEGREE DISSERTATION

Substantiation and relevance of the master's dissertation topic: The
theory of boundary value problems for differential and integro-differential
equations is developing in a wide range. Various methods for studying boundary
value problems have been developed for simple differential equations, but there are
still few such methods for integro-differential equations. Therefore, the
generalization of these methods of studying boundary value problems for simple
differential equations to integro-differential equations is a very important issue

today. The topic of the dissertation is one of such issues.
Object of research - Fredholm-type integro-differential equations

Subject of research - boundary value problems for integro-differential

equations.

Objectives and tasks of the study: The application of Samoilenko's
numerical-analytical method for the study of two-point and multi-point boundary

value problems for integral-differential equations.

Research methods - the dissertation uses the methods of the theory of

simple differential equations.

Scientific novelty of the study. Appropriate schemes of the numerical-

analytical method for the study of three-point and multi-point boundary value



problems with inseparable linear boundary conditions for Fredholm-type integro-
differential equations have been developed and based.

The volume and structure of the dissertation. The dissertation consists of
an introduction, three chapters, a conclusion and references. The total volume of

the dissertation is 59 pages.

The main results of the work done. For systems of integro-differential
equations of the Fredholm type, two-point and multi-point boundary value
problems are studied using the Samoylenko method. For integro-differential
equations of the Volterra type, a numerical-analytical method is used to solve

problems with separate linear boundary conditions.
Brief summary of conclusions and recommendations.

Boundary value problems for separate classes of integral-differential equations are
studied. As a suggestion, we show that numerical-analytical method schemes for
multi-point boundary value problems should be studied in the case of nonlinear

boundary conditions.

Scientific director: doc. Nurjanov O.D

Undergraduate: Ormbaev P. R




OZBEKSTAN RESPUBLIKASI JOQARI HAM ORTA ARNAWLI
BILIMLENDIRIW MINISTRLIGI
BERDAQ ATINDAGI QARAQALPAQ MAMLEKETLIK
UNIVERSITETI
Qoljazba huququ
UDK 517.968.7
ORINBAEV PARAXAT RAXMANOVICH
«INTEGRO-DIFFERENCIALLIQ TENLEMELER USHIN KOP
TOSHKALI SHEGARALIQ MASELELERDI IZERTLEWGE SANLI
ANALITIKALIQ METODTIN QOLLANILIWI »

5A130103 Differencialliq tenlemeler ham matematikalgq fizika qanigeligi

Magistr akademiyaliq darejesin aliw ushin usinilgan

DISSERTACIYA

MAK da jaqlawga ruxsat
Magistratura bolim basligi: “ Differencialliq tenlemeler
y. i. k. doc. A. Gulimov kafedra basligi

f.m.i.k.doc. Q.Elgondiev

[limiy basshu:

f.m.i.k.doc. O.Nurjanov

Nokis-2020



Mazmuni
KITISIW o 3
1-bap. Integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali shegaraliq
maselelerdi sanli analitikaliqg metod penen sheshiw ................ccccccceeeen 6
1-§. Integro-differencialliq tenlemeler ham olar ushin shegaraliq
maselelerdin OYIIIW .......ooiiiiiiiiii i 7
2-§. Eki toshkali shegaraliq maseleler ushin sanli-analitikaliq metod ........... 15
3-§. Ajiralgan shegaraliq shartlerge iye integro-differencialliq tenlemelerdi
JUWIQ SRESIW .. s 18
1-bap boyinsha Juwmagqlar ..o 26
2-bap . Integro-differencialliq tenlemeler ushin ush toshkali shegaraliq
MASCLEIET ..o 27
1-§. Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemelerdin bir klasi
ushin Gsh toshkali shegaraliq maselelerdi sheshiw ............ccccceiiiiiiinennn, 28
2-§. Uliwma tardegi Fredgolm integro-differencialliq teflemeleri ushin
ush toshkal1 shegaraliq maselelerdi sheshiw ...........cccoocvviiiiiiiii e, 30
2-bap boyInsha JUWMAGLAT ..........ccceeiiiiiiiiieciiieeceee e 42
3-bap. Integro-differencialliq tenlemeler ushin kop toshkali shegaraliq
MASCIEIET ... 43

1-§.Fredgolm tipindegi s1zigh integro-differencialliq tenlemeler ushin

kop toshkali shegaralig maseleler ........ocovveeiiiiiiiiiiie e 44

2-8 MISAL ..o e 47

3- bap boyimsha JuWwmaqlar ..........ccccecciiiiiiieiiiecee e 51
JUWMAGIAW ... e 52

Paydalanilgan adebiyatlar dizimi.........cccceeeeeiiiiiniiiiiiiie e 57



Kirisiw

Temanin aktualligl. Real dinyada juz berip atirgan kop proceslerdin hdm
qubilislardin matematikaliq modellestiriliwi dpiway1 differencialliq tehlemeler hdm
dara tuwindil differencialliq tenlemeler ushin baslangish ham shegaraliq maselerdi
uyreniwge alip keledi. Fizikalig ham texnikaliq qollaniwlar1 kéz-garasinan integro-
differencialliq tenlemeler de ulken qizigiwshiliq tuwdiradi. Bunday tenlemeler kop
real proceslerdi sawretlew ushin qosimsha olardin nasillik qasiyetlerin (songi
tasirleri, proces jagdaylarimin awelgi tariyxin) esapqa algan jagdaylarda payda
boladi [3.,4].

Integro-differencialliq tenlemelerdi tUyreniwge kop sandagr jumislar
bagishlangan [1-12, 20-23].

Bul jumislarda integro-differencialliq tenlemelerdin uliwmaliq méselelerin
sheshimnin bar boliw1 ham birden-birligi, sheshimlerdin ornigligi maselelerin
uyreniwge, bunday tenlemelerdin sheshimlerin tabiw usillarin islep shigiwga kewil
bolinbekte.

Apiway1 differencialliq tenlemeler teoriyasindagiday, integro-differencialliq
tenlemeler teoriyasinda da baslangish maseleler menen bir gatarda shegaraliq
maselelerdi de tyreniwge tuwra keledi.

Asirese, bunday maéselelerdi sheshiw ushin islep shigilgan apiway1
differencialliq tenlemeler teoriyasinin  metodlarin  integro-differencialliq
tenlemeler ushin uliwmalastiriw maseleleri ahmiyetli bolip esaplanadi.

Apiway1 differencialliq tenlemeler ushin periodli hdm periodli bolmagan
shegaraliq maselelerdi izertlewdin natiyjeli metodlarinin biri akademik
A.M. Samoylenko usingan ham tiykarlagan izbe-iz jaqinlasiwlardin sanlh-
analitikaliqg metod1 bolip tabiladi.[17-19]

Bul sanli-analitikaliq metod qarastirip atirgan shegaraliq maselenin
sheshimin funkciyalardin (izbe-iz jaqinlasiwlardin) ten 6lshewli jiynagl izbe-izligi
turinde taw1p gana qoymastan, sonih menen birge bul izbe-izliktin funkciyalarinan

shiga otirip, usi sheshimlerdin bar boliw1 maselesin sheshiwge de mumkinshilik



beredi. Bul metod keshigiwge iye s1ziqli emes sistemalardi, integro-differencialliq
tenlemelerdin har qiyh klasslarin izertlewde kennen qollanilmaqta [13-16].

Bul sanli-analitikaliq metod jardeminde integro-differencialliq tenlemeler
sistemalarinin ayirim klasslari ushin eki toshkali hdm kép toshkali shegaraliq
maselelerdi izertlew maselelerine qollaniwga us1 magistrlik dissertaciya jumisi da
bagishlangan.

Izertlew obekti ham predmeti. Integro-differencialliq tenlemeler ham
olardin sistemalari, eki toshkali ham kop toshkali shegaraliq méseleler.

Jumistin magqseti. Integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali
ham kop toshkali shegaraliq maselelerdi izertlewge 1zbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-
analitikaliq metodt1 qollaniwdan ibarat.

Jumistin waziypalarl.  Magistrlik dissertaciyamin tiykargi waziypalari
tomendegilerden ibarat:

-eki toshkal1 shegaraliq maseleler ushin sanli-analitikaliq metodti bayanlaw;

-ajiralgan s1ziqh shegaraliq shartlerge iye integro-differencialliq tenlemelerdi
juwiq sheshiw;

- Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler ushin Gsh toshkali
shegaraliq maselelerdi Gyreniw;

-Fredgolm tipindegi sizigh integro-differencialliq tenlemeler ushin kop
toshkal1 shegaraliq maselelerdi sheshiwge sanli-analitikaliq maselelerdi qollaniw.

Izertlewdin ilimiy janahgi:  Volterra tipindegi integro-differencialliq
tenlemelerdin siziqli emes sistemalar1 ushin ajiralgan sizigh shartlerge iye
shegaraliq maseleni sheshiw algoritmi islep shigilgan. Fredgolm tipindegi integro-
differencialliq tenlemeler sistemalar1 ushin Ush toshkali hdm kop toshkali
shegaraliq maselelerdi sheshiwge sanli-analitikaliq metod sxemalar1 qollanilgan
ham bul sxemalar tiykarlangan.

Jumistin teoriyaliq ham praktikaliq bahahigi. Jumista alingan tiykargi
natiyjeler teoriyaliq ahmiyetke iye, olar integro-differencialliq tenlemeler menen
sawretlenetugin proceslerdi ham qubilislardi izertlewde, ameliy maselelerdi

sheshiwde qollaniliw1 mumkin.



Jumistin aprobaciyasi. Jumistin tiykargr natiyjeleri Berdaq atindagi

(15 29

Qaraqalpag mamleketlik universititetinin Differencialliq tenlemeler
kafedrasinin ilimiy seminarinda dodalangan. Universititet magistrlarinin ilimiy
jumislart materiallar1  toplamlarinda (2019, 2020-jillar), Berdaq atindagi
Qaraqalpaq mamleketlik universiteti Xabarshisinin 2019-j11 Ne3 saninda, sonday—
ag, 2019-j1ldin 4-5-oktyabrde Qarshi mamleketlik universetinde bolip 6tken
Tahlilning dolzarb muammolari va tatbiglari ” konferenciyasi materiallarinda
basilip shiqt1 [14,15,24,25].

Jumistin qurilist ham kolemi. Dissertaciya jumist kirisiw boliminen,
ush baptan, juwmaqglawdan hadm paydalanilgan adebiyatlar diziminen turadi.
Dissertaciyanin uliwma kolemi 59 betten ibarat.

Jumistin birinshi bab1 * Integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali
shegaraliq maselelerdi sanli-analitikaliq metod penen sheshiw” dep atalip, bul bap
3 paragraftan turadi. 1-paragrafta integro-differencialliq tenlemeler ham olar ushin
shegaraliq maselelerdin qoyiliw1 bayanlanadi. 2-paragrafta integro-differencialliq
tenlemeler ushin ajiralgan sizigh shegaraliq shartlerge iye eki toshkali shegaraliq
masele garalip, on1 sheshiw ushin sanli-analitikaliq metodin algoritmi qollaniladu.
3-paragrafta ajiralgan shegaraliq shartlerge iye integro-differencialliq tenlemeler
sistemasi1 qaraladi.

2-bab “Integro-differencialliq tenlemeler ushin Gsh toshkali méseleler ” dep
atalip, bul bap 2 paragraftan ibarat.

Bul bapta Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler sistemalari
ushin Gsh toshkali ajiralgan sizighh shegaraliq shartli maseleler sanli-analitikaliq
metod jardeminde sheshiledi.

Ushinshi bap “Integro-differencialliq tenlemeler ushin kop toshkali
shegaraliq maseleler  dep atalip, bul bap 2 paragraftan turadi.

1-paragrafta Fredgolm tipindegi sizigh integro-differencialliq tenlemeler
ushin kop toshkali shegaraliq masele sanli-analitikaliq metod jardeminde
uyreniledi, al, 2-paragrafta alingan natiyjeler konkret shegaraliq maseleni juwiq

sheshiw ushin gollanilad.






1-bap. Integro-differencialliq tenlemeler ushin eki toshkali shegaraliq

maselelerdi sanh-analitikaliq metod penen sheshiw

Bul bapta integro-differencialliq tenlemeler haqqinda tiykargi tasinikler
beriledi. Integro-differencialliq tenlemelerdin tiykargi eki tari- Fredgolm ham

Volterra tipindegi tenlemeler aniglanadi.

Bul baptin birinshi paragrafinda  Fredgolmnin integro-differencialliq
tenlemeler sistemast ushin Koshi maselesi sheshimnin bar boliwi ham birden-
birligi haqqindagi teorema keltiriledi. Integro-differencialliq tenlemeler ushin
shegaraliq maselelerdin qoyiliwi bayanlanadi. Sonih menen birge shegaraliq
maselelerdi izertlewdin A.M.Samoylenko usingan izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-

analitikaliq usil1 hagqinda tasinik beriledi.

Bul baptin ekinshi paragrafinda sanli-analitikaligq metod Fredgolmnin
integro-differencialliq tenlemeleri ushin eki toshkali shegaraliq maselelerdi
sheshiw ushin qollaniladi, al ishinshi paragrafta ajiralgan shegaraliq shartlerge
iye Volterra tipindegi integro-differencialliq tenlemeler sanli-analitikaliq metod

jardeminde sheshiledi.



1-§. Integro-differencialliq tenlemeler ham olar ushin shegaraliq maselelerdin

qoyiliwi

Integro-differencialliq tenleme-dep belgisiz funkciya integral belgisi ham
sonday-aq tuwindi belgisi  astinda gatnasqan tenlemege aytiladi. Integro-
differencialliq tenlemeler ogada har quyli boladi. Belgisiz funkciyanin tuwindisi
integral belgisi astinda da qatnastwi mumkin. Integrallaw uliwma aytqganda kop
Olshemli oblastta qaralatugin dara tuwindili integro-differencialliq tenlemeler de

boliw1 mimkin.

Tenlemedegi integraldin integrallamiw shegaralarina baylanishh integro-
differencialliq tenlemeler de integralliq tenlemeler styaqli ekige bolinedi:a) eger de
integrallaw shegaralar: turaqli bolsa, onda tenleme Fredgolm tipindegi tenleme dep
ataladi; b) eger de integrallaw shegaralar1 ( en keminde birewi) 6zgeriwshi bolsa,

onda tenleme Volterra tipindegi tenleme delinedi.

Formal turde Volterra tenlemelerin Fredgolm teflemelerinin dara turi
sipatinda qaraw mumkin. Biraq ta, Volterra ham Fredgolm tenlemelerine alip
kelinetugin fizikaliq maseleler ham sonday-aq, bul tenlemelerdin sheshimlerinin
qasiyetleri eskererlik tarde har qiyli. Sonligtan Volterra tenlemelerin 6z aldina

ayrigsha tipke ajratadi.

Biz daslep Fredgolm tipindegi integro-differencialliq teflemeler sistemasin
qarayiq:

T

f Et, X, x2,...,xn,jwl(t,s,xl(s),xz(s),...,xn (s))ds,...

a

..Egop (t,5,%,(5), %, (S)nmr X, (s))ds}

o _
dt

i=12,..,n,1<p<n

yamasa vektorliq formada



T

% t[unfoftnts)es] @

a

bunda X =(%, %, %), f=(fp Fn ), 0(t.5,X)=(010,0..0,)

bul jerde f,(t,%, X, Xy, Yy Yorn Y, ) D&M @y (t,8,%,.,%,)  Ozlerimh

argumentlerinin berilgen funkciyalari. @ — baz1 bir fikserlengen san.

(1) sistemanin | = [a; b) intevaldagi sheshimi dep, us1 sistemanin har bir
tenlemesin birdeylikke aylandiratugin Gizliksiz differenciayallaniwshi har qanday
X = Xl(t) , Xy =X, (t), ey Xo =X (t) funkciyalar jrynagina aytiladu.

Bul (1) sistemada belgisiz funkciyalardin tuwindilar1 gatnasqanligtan mina

X (a)=x (2)

baslangish shartlerdin beriliwi talap etiledi. (1) tenlemeler sistemasinin (2)
baslangish shartlerdi qanaatlandiratugin sheshimin tabiw maselesi Koshi maselesi
delinedi. p=1, n=1 bolgan jagdayda (1), (2) Koshi maselesin qaraymiz. p #1,

n#1 bolgan jagdayda bul maseleni izertlew qiyinshiliq tuwdirmayda.

Solay etip,

%: f[t,x(t),:{(p(t,s,x(s))dsJ 3)

X(t,)=x"

skalyar turindegi Koshi méselesin qaraymiz.

Toémendegi tastiyiglaw ormli.



1-teorema. Meyli f (t,X, y) ham go(t,S,X) funkciyalari

R={t,<t<t,+a, [x—x|<b, t,<s<t, |y|<ga| oblastta ( bunda
(;Z|go|) Uzliksiz hdm f funkciya X ham y boymsha, al ¢ funkciyas1 X boymsha

Lipshic shartin qanaatlandiratugin bolsin, yagniy saykes tarde (t,)_(,gl)eR,

(t,)z(,)z/) eR ham (t, s,>_<) eR, (t,s,;) € R toshkalar juplar1 ushin

‘f (txy)-f (t?(f/)‘g '—1‘;<—>=<‘+ I_z‘gl_):,‘

‘gp(t,s,;() — (p(t,s, )=()‘ <L ‘)_( — )=(‘
tensizlikleri orinlanatugin bolsin, bunda L,L, ham L, on turaqllar.

Sonda 0<t-t,<h= min{a,%} bolganda, (3) Koshi maselesi birden-bir
sheshimge 1ye boladi, bunda M > 0 turaqlisi
|f(txy) <M

tensizligin qanaatlandiradi.

Dalillew. Berilgen (3) Koshi maselesinen ogan ten kushli bolgan

X(t)—x0+jf[7,X(r),](o(r,s,x(s))ds]dr (4)

to to

integralliq tenlemege 6temiz ham tomendegi jaqinlasiwlar izbe-izligin duzemiz:



X, (1) =x° +j f {r, Xml(f),j.(o(r, s, xml(s))dstr (5)

to to
m=123,...
indukciya metodi menen X (t) funkciyalardin uzliksizligin ham
. (1)=x°|<b (6)
tensizligin barliq m=1,2,3,... ushin dalillew qiyin emes.

Endi X,,,(t)—X, (t) ayirmasin duzip om bahalaymiz:

Xma (1) = X, ()] =

t

j{f [7, xm(r),jgo(r,s, ym(s))dsj— f [T,Xml(r),jgo(r,s, yml(s)ds)ﬂdr

fo

<

< [T L% (7) = X s ()| + Lzhgo(r, 5,%,(5)) - (7.5, xml(s))‘ds}dr <

to

<l Ll‘xm“)-xm1<f>\+LzL3]\xm<s>—xm1<s>\ds}df o

Al, (7) gatnasinan m =0 bolganda

X () =% ) <M(t-t),  t=t,

kelip shigadi. Meyli m>1 ushin

(8)



tefsizligi ornlanatugin bolsin, bunda L=L +L,L,-a sonda (7) qatnasinan

tomendegige iye bolamiz:

X (£) = X (1) < HLlML“( )’ LLsIMLm_l mt.)mds}dfz

m!

1t tm+1 m_lt tm+2 _1t tm+1
_LlML’“‘ﬁ ML, L, L' ﬁsm ((m+)1) (L +LLa)=

_ MLm (t _to)m+1
(m+1)!

yagniy (8) bahalawi bir birlik ulken nomer ushin ormli.

Solay etip, (8) tensizlik qalegen mMnushin orinli, bunnan agzalan
Xy (t) =X, 4 (t) bolgan qatardin tef olshewli jiynaqliligr kelip shigadi ham X, (t)
izbe-izliktin de t—t, <h bolganda, bazibir X(t) uzliksiz funkciyaga teni olshewli

Jiynaqliligi kelip shigadi, sebebi

:g(xk (t) =% (1)) +X°

Al, m— o bolganda (5) tenlikte shekke 6tiw (4) qatnasin beredi.

Bunnan X(t) funkciyanin differenciyallaniwshiligi ham (3) tenlemenin birdeylikke

aylaniwi kelip shigadi.

Sheshimnin birden-birligin dasturity usillardin biri menen maselen garama-

qarsidan joriw usili menen dalillewge bolad.

(2) baslangish shartler (1) tenlemeler sistemasinin dara sheshimin tanlap
aliwdin birden-bir shartleri emes. Kop ameliy maselelerde qosimsha shartler

sipatinda garezsiz 6zgeriwshinih eki yamasa bir neshe belgilengen manislerindegi



belgisiz funkciyanin hdm onmih tuwindilarinih  madnislerin - baylanistiratugin

qosimsha shartler qarastiriladi. Bunday shartler shegaraliq shartler dep atalada.

Al, (1) tenlemeler sistemasinin berilgen shegaraliq shértlerdi qanaatlandiratugin

sheshimin tabiw maselesi shegaraliq masele delinedi.

Shegaraliq shartler masele jagdayinan shiga otirip har qiyli boliwi mtumkin.
Usigan baylanish shegaraliq maselelerde har qiyli boladi.

Shegaraliq méselelerdin ayirim thrlerin qarayiq:

Vektorliq turdegi (1) tenlemeler sistemasinin mina
9(x(0),x(T))=0 ©)

siziqli emes shegaraliq shartlerdi qanaatlandiratugin sheshimin tabiw maselesi eki

toshkali s1z1qli emes shegaraliq masele dep atalaadi.Al, mina
AX(O)+CX(T):d (10)

siziqh shegaraliq shartke iye masele eki toshkali ajiralmagian sizigli shegaraliq

shartlerge 1ye masele boladi, bunda A,C— nxn oOlshemli berilgen turagh

matricalar. d =(d,,d,,...,d, ) — berilgen turaql vektor.

Al, mina

x(0)=d,

1=123...,q
x;(T)=d;, j=q+L9+2,.,n (11)

shartlerge iye masele ajiratilagan shegaraliq shartlerge iye shegaraliq masele

delinedi.

(1) tenlemeler sistemasinin



Zp:Bix(ti)zd, O=t, <t <..<t =T (12)

qosimsha shartlerdi ganaatlandiratugin sheshimdi tabiw maselesi s1zigli shegaraliq
shartlerge iye kop toshkali shegaraliq masele dep ataladi., bunda B, i=1p

berilgen nxn o6lshemli turaqli matricalar, d — bul n 6élshemli vektor.

Jogarida keltirilgen shegaraliq maseleler Volterra  tipindegi integro-

differencialliq tenlemeler sistemalar1 ushin da usilarga ugsas qoyiladi.

Uliwma aytqanda, differencialliq tenlemeler siyaqli integro-differencialliq
tenlemeler de kvadraturalarda integrallana bermeytugin bolganligtan shegaraliq
maseleler de sheshile bermeydi. Sonin ushin da shegaraliq maselelerdi sheshiw
ushin har quyli juwiq sheshiw usillar islep shigilgan [ 1-12]. Usinday natiyjeli
metodlardin biri A.M.Samoylenkonin izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq

metod1 [17-19] bolip tabiladi.

Biz bul jumisimizda us1 metod jardeminde integro-differencialliq tenlemeler
sistemalar1 ushin shegaraliq maselelerdi Uyrenemiz. Daslep biz bul metodtin
algoritimin integro-differencialliq tenlemeler ushin qoyilgan eki toshkali shegaraliq

maslelerdi izertlew arqali qarastiramiz.

Otken asirdin 60-jillarinda sizigli emes mexanika boymsha Kiev ilimiy
mektebinin alimlar1 sizigli emes terbelisler teoriyasi problemalarina ulken digqgat
awdargan edi. Usi izertlewler shenberinde 1965-1966- jillar1 A.M. Samoylenko

tarepinen

—=f(t,x), x, feR", f(t,x)=f(t+T,x)  (13)



kérinisindegi apiwayr differencialliq tenlemelerdin sizigli  emes periodli
sistemalarinin T —periodl1 sheshimelerin aniglawdin ham olardi izertlewdin

metod1 usinilgan edi.

A.M.Samoylenko 6z jumislarinda [17] bul metodt1 * periodl1 sheshimlerdi
izertlewdin sanli analitikalig metod1” dep atadi. Keyin bul metod kop
matematiklerdin jumislarinda “izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli analitikaliq metodi”,
“A.M.Samoylenkonin  sanli analitikaliq metodi ” dep te ataldi. Samoylenko

metodinin algoritimi

1T
x+J‘{ sxsx —?!fsxsx dsds (14)

integralliq tenlemeni uyreniw menen baylanisli. Onin har bir X(t, X, ) sheshimi T —

periodli funkciya boladi: X(0,%,)=X(T,X,) ham eger

Tl]- f(s.x(s.%))ds =0 (15)

bolsa, onda X(t, XO) funkciyas1 (13) tenlemenin T — periodli sheshimi boladi. Keri

tastityiglaw da orinli. Solay etip, bul metod eki tiykargr basqishtan ibarat:
“analitikaliq”  boélegi- bul (14) tenleme izbe-iz jaqinlasiwlar metodi menen
sheshiliwi ham “sanliq” boélegi bul (15) trancendent tenlemenin sanli metod

jardeminde sheshiliwi bolada.

Apiway1 differencialliq tenlemelerdin periodli sheshimlerin izertlewge
arnalgan bul metod keyin ala A.M.Samoylenko ham onin shakirtleri tarepinen,
sonday-aq, basqa da kép matematikler tarepinen differencialliq tenlemelerdin har
quylit klaslar1 ushin, keshikpeli argumentli differencialliq tenlemeler, integro-
differencialliq tenlemeler, dara tuwindili differencialliq tenlemeler , impulsqa iye
differencialliq  tenlemeler, differencialll)q operatorliq tenlemeler ushin

uliwmalastirildi.[13]



Hazirgi waqitta bul sanli-analitikaliq metod shegaraliq maseleler

teoriyasinda da natiyjeli turde qollanilmaqta,

Biz Samoylenkonin sanli-analitikaliq metodin integro-differencialliq
tenlemeler ushin eki toshkali shegaraliq maseleni juwiq turde sheshiwge qollanmiw

maselesin garaymiz.

2-§. EKi toshkal shegaraliq maseleler ushin sanh-analitikaliq metod

Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler ushin ajiralmagan

s1ziql

shegaraliq shartlerge iye

d);(tt) = f(t,x(t),]‘(p(t,s,x(s))dsJ (1)

0

Ax(0)+Cx(T)=d, det(k,A+k,C)=0 2)

eki toshkaliq shegaraliq maseleni qaraymiz, bunda X=(X,X,,....X,)— N—

6lshemli vektor, f=(fl, fypen | ) ham gpz((al,gpz,...,(pn) n— olshemli vektor

funkciyalar, A,C—nxn o6lshemli turaqlt matricalar bolip, olar bazibir k, ham k,
sanlart ushin det(kA+k,C)#0 shartin qanaatlandiradi. d =(d,,d,,....d,) n-

Olshemli turaqli vektor.
Meyli f(t,x y) ham ¢(t,s,x) funkciyalar
(t,5,%y)€[0;T]x[0;T|xDx D, (3)

oblastta aniqlangan ham uzliksiz bolsin., bunda D ham D, - E, kenisliginin,

tuyiq shegaralangan oblastlari.



Somih menen birge, f(t,x,y) ham ¢(t,5,x) funkciyalari tomendegi
shortlerdi qanaatlandirad :

Barliq (t, X, y),(t, X, y'),(t, X", y”) € [O;T]x DxD, ham
(t,S,X'),(t,S,X”)e[O,T]x[O,T]x D ushin

|f(txy) <M
‘f (t,X', yf)_ f (t,X”, yﬂ) < K]_ X' — X" + K2 yr_ y” ’
(.5, %) = (1,5, X")| < Ky |x' = X" (4)

tefisizlikleri ormh, bunda M =(M;,M,,..,M,), M; >0, K, ={K{ >0}, i,j=1n,

j —

| =1,2,3 ham vektorlar arasindagi tensizlikler koordinatalar boyinsha tusiniledi:

[F1= (IR ol o]

Ust shartler menen birge tdmendegi qosimsha shartlerde birge orinlansin:

AMina z,(x%,) =X, +k (kA+kC)" [d—(A+C)x, | toshkalardin ozinin
B dogeregi menen birge D oblastina tiyisli bolgan D, kopligi bos emes koplik

bolsin:

D,#J (5)

(k, —k,)(kA+kC)"

Bunda ,B:EM +B8.(%), Bi(%)= |d —(A+C)x,|

T
B) QZE(K1+TK2K3) matricasinifi en ulken A(Q) menshikli  manisi

birden asip ketpeydi

A(Q)<1 (6)



Usi shartlerde (2) shegaraliq shartlerdi ganaatlandiratugin ham (1) , (2) shegaraliq

mésele sheshimine ten Olshewli jiynagh bolatugim X, (t,%,) funkciyalar izbe-

izligin dizemiz. Bunin ushin

xm(t,xo):x0+j fm_l(r)—%]fm_l(s)ds dr+a|kT +(k,—k)t] (7

0 0
Xo (1, %)) =X, + kT

funkciyalar izbe-izligin qaraymiz, bunda X, hdm o :(ocl,az,...,an) parametrler,

;
frs(7)= (2. %4 (7.%)), I¢(r,s,xm_1(s,x0)ds) bundagi « parametrin  (7)

0

funkciyalart X, € D, parametrimn galegen ménislerinde barhq m=12,... (2)

shegaraliq shartlerdi, ganaatlandiratuginday etip saylap alamiz.

(7) anlatpalarin (2) shartlerge qoylp a ge qarata sizigh algebraliq tenlemeler

sistemasin alamiz:
T(kA+k,C)a=d—(A+C)x,
Bunnan

o =%(k1A+ k,C)*[d—(A+C)x,]

Sonhgtan

X, (1, %) = X, + k,Hd (xo)+J:[f [t,xm1(t,x0),j(p(7,s,xm1(s,x0))dsj—

0

_%]' f (T,xml(f,xo),]‘(p(r,s,xm1(s,x0))ds]dr}dt +%(k2 —k, )Hd (x,),

0 0

m=12,...;



X (1, %) = %o + K Hd (%)) = 2, (%) (8)

funkciyalar izbe-izliginin barliq agzalari X, 1qtiyarli bolganda (2) shegaraliq

shartlerdi ganaatlandiradi., bunda
H=(KA+kC)™; d(%)=d—-(A+C)x,

Bul (8) qatnaslar1 menen aniglanatugin X, (t,XO) funkciyalar izbe-izliginin
jiynaglilig1r hagqindagi tdmendegi tastiyiqlaw orinli.

2-teorema. Meyli (1) integro-differencialliq tenlemeler sistemasinin
f (t, X, y) ham (o(t,s, X) funkciyalar1 (3) oblastta aniglangan uzliksiz ham (4)-(6)

shartleri orinlansin. Sonda (2) shegaraliq shartlerdi ganaatlandiratugin (8) qatnasi

menen aniglangan X, (t,%,) funkciyalar izbe-izligi m—oo da (t,z,)e[0,T]x D,
oblastina garata X*(t,X,) sheklik funkciyaga ten Olshewli jiynagli boladi.Sonin

menen x* (t, X, ) funkciyasi

X(t) =X, +kHd (x,)+ (9)

o [0 Jotesstones |- 2] o) olaxees |

0 0 0
1
2k, —kl)Hd(xo)}dr

integralliq tenlemenin t=0 bolganda x*(0,X,)=X,+kHd(X,) toshkasi arqali
Otetugin  sheshimi boladi hédm X*(t, XO) funkciya (2) shegaraliq shartlerdi

qanaatlandiradi, yagniy

S0t

Ax(0)+Cx(T)=d (10)



shegaraliq maselenin sheshimi boladi, bunda

A(%,) :%(kz ~k)Hd (xo)—%j; f (t,x(t),}gp(t,s,x(s))ds]dt (11)

0

Al, X*(t, XO) din X, (t, XO) den awisiwi ushin barlig m=1,2,... ushin
[X*(t,%) ) = X, (1% )| < e (W (%,), m=12,... (12)
bahalaw1 orinli, bunda

W (%)=Q"(E-Q)"B(%), (13)
Toémendegi tastiyiqlaw orinl

3-teorema. Meyli (1) sizigh integro-differencialliq tenlemeler sistemasil)-3)
shartlerdi ganaatlandirsin. Eger x=Xx(t) funkciyasi (1) tefilemeler sistemasinin
t=0 bolganda X=X, toshkasi arqali Otiwshi sheshimi bolsa, onda te[0,T],

X, € D, ge qarata tef 6lshewli turde

X(t)=x"(t,%) = limx, (t,x,) (14)

m—oo

qatnast orinli ham
‘x(t)—xm(t,xo)‘SQ”’(E—Q)_1 (15)

bahalaw1 barliq te[O,T] ushin hdam m=0,1,2,... ushin orinli, bunda X_ (t,xo)

funkciyalar1 (5) gatnast menen aniqlanadi.



3-§. Ajiralgan shegaralq shartlerge iye integro-differencialliq tenlemelerdi

juwiq sheshiw

Bul paragrafta izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq metodi1 ajiralgan
shegaraliq shartlerge iye Volterra tipindegi differencialliq tenlemeler ushin

shegaraliq maselelerdi juwiq turde sheshiwge qollaniladi.

Meyli

e f[t,x,jco(t’s,X(S))de @

0
integro-differencialliq tenlemesi
x(0)=d,, i=12,..,q

x;(T)=d,, j=q+Lg+2,.,n (2)

ajiralgan shegaraliq shartlerde berilsin, bunda X:(Xl,xz,...,xn) —N Olshemli
vektor, f(t,X,y) ham (p(t,S,X)—n Olshemli vektor-funkciyalar [O;T] araliginan
almgan  barliq funkciyalar [O,T] araliginan alingan barliq t,s ushin hédm
xeDcE,, yeD cE, ushin aniqlangan ham tzliksiz, bunda E,—n o6lshemli
Evklid kenisligi, D ham D, - tuyiq shegaralangan oblastlar. Bunda (2) shegaraliq
shartler izlengen X=(X,X,,...,X,) vektordin daslepki q kompenenti (duziwshi)

ushin integrallaw kesindisinin sol ushinda, al galgan n—qg kompanent usi

kesindinin on ushinda berilgen.

Meyli f(t,X, y) ham go(t,S,X) vektor-funkciyalari anigqlaniw oblastinda

shegaralanganliq ham Lipshic shartlerin ganaatlandirsin, yagniy barliq (t,X,y),

(t,X,y")e[0,T]xDxDy, (t,5,x),(t,s,x")€[0,T]x[0,T]xD ushin

f(txy)<M(t)



<K, (1)

f(txy)-f(tX,y) ,Oly-y] @)

S,u(t,s)

‘(p(t,s,x)—go(t,s,x')

tensizlikleri ormnlansin, bunda M (t)—teris emes kompenentlerge iye Uzliksiz

vektor-funkciya, K; (t), K, (t) ham ,u(t,s) matricalar teris emes elementlerge iye

azliksiz matricalar. Bul jerde |(X,,X,,.... X, )| =(|%],[%,],---|X,|) belgilewi kirgizilsin

ham vektorlar arasindagi tensizlik kompenentler boyinsha tusiniledi.

D, arqah

xo(t,xo,xT)z(l—%jd(xo)Jr?d(xT)

vektor-funkciyasi 6zinin S — dogeregi menen D oblastinda jatatugin kenisliktegi

d( ) ham d( ) toshkalar kopligin belgileymiz, bunda X, = X( ) X = X(T)

dl
% (T)
dq
dq+1
d(%)=| %.4(0) | d(x)= (4)
d,
X,(0)

ﬂ:tr![]%{(l——ij )dz+— jlvl }

Sonifi menen birge, D, kopligi bos emes koplik dep uygaramiz:

D, #@ (5)



ham Q matricasiin eh ulken menshikli manisi A (Q) birden kishi

max

A (Q)<1 (6)
bolsin, bunda
t) t
Q:Q%{(l—?JQK(r)dr+?‘!‘K(z’)dz} (7)

ust jagdaylarda tomendegi funkciyalar izbe-izligin dizemiz:

xm+1(t,x0,xT)z(l—%jd(xo)+%d(xT)+

[ N TSN L S

0

-%j f [T,xm(f,xo,xT),j(p(z,s,xm(s,xo,xT ))dsjdr}dr

0 0

m=0,12,...;,

t
xo(t,xo,xT):(1—?jd(xo)+?d(xT)
bul (8) gatnasi menen aniglangan izbe-izliktin har bir funkciyast (2)
shegaraliq shartlerdi ganaatlandiradi.

Ust (8) funkciyalar izbe-izliginin m-—>oo da ten Olshewli jiynagligin

tamiyinleytugin tdmendegi tastiyiqlaw orinli.

4-teorema. Meyli (1) tenlemeler sistemasinin on jagr ham (2) shegaraliq
shartler ushin (t,S)e[O,T]x[O,T] , XeD,yeD, oblastta (3),(5) (6) shartleri



orinlansin. Sonda (8) izbe-izliktin barliq funkciyalar1 (2) shegaraliq shéartlerdi
qanaatlandiradi ham m-—>ooda X, (t,%,,%;) funkciyalar izbe-izligi X"(t, %, ;)

funkciyasina ten olshewli jiynaqli boladi, bul sheklik funksiya (2) shegaraliq

shartlerdi ham

x(t,xo,xT)z(l—%jd (x0)+_|—_d (% )+

A (e oasenma) o

0 0

_%j f [f,x(f,xo,xT),I(p(f,s,x(s,xo,xT ))dSJdr}dr

integralliq tenlemesin qanaatlandiradi.

Dalillew.  Tikkeley tekserip koriw arqali (8) izbe-izliktin har bir
funkciyasi (2) shegaraliq shartlerdi qanaatlandiratuginin koériwge boladi. m=0
bolganda (8)

gatnasinan

‘xl(t,xo,xT) o (1, %0, X ‘

Hf( (7%, %), j¢(r,s,xo(s,xo,xT))dsj_

0

_%i f [T,xo(f,xo,xT ),jgp(r,s,xo(s,xo,xT ))ds}dr:ldr

0

tensizligin alamiz, bunnan 2.1-lemma [ ] boyinsha tdmendegige iye bolamiz:

‘xi(t,xo,xT)—XO(t,xo,x (1——)J:

0

( (7505 ), [ 2(7,5:% (5. %% ))ds}}dwr



+ dTS

- e |

f Ef,xo(f,xo, ), (5% (5% % ))ds]

0

t
=

g[l_ﬂjm(r)dﬂ%jm(r)drsﬂ

0
yagniy
‘Xl(t’XO’XT)_XO(t’XO’XT)‘Sﬂ (10)

bunnan X, %, € D, bolganda X, (t,%,,%; ) € D ekeni kelip shigadi .

Indukciya boyinsha barliq te[O,T] hdm har bir X, X €D, ushin

X, (t,XO,XT), m=1,2,... funkciyalarinin barligt D oblastinan shigip ketpeytugini

haqqinda juwmaq shigariwga boladi.

(8) qatnasinan 2.1-lemma [19] ham (3) tensizliklerden tomendegi bahalawdi

alamiz:

+K, (r)]y(r,s)‘xm (51X, Xr ) = X1 (54 %00 X )‘ds}dr +  (11)

0

+

P

% [Kl(f)‘xm(f,XO,XT)—Xm_l(T,XO,XT )‘dr+

R, () [ (7.8 (5% %0 )= Ko (8.0 %, )‘ds}dr.

0

(10) bahalawdi esapqa alip (11) tensizlikten m =1 bolganda



0

1%, (1 %5, % ) =X, (1, %5, %; )| < {(1—%)!1&(7% Kz(r)jy(r,s)ds:ldr+

%j{ (7)] &Sﬁh}h}ﬂ<Qﬁ

0

tensizligin alamiz, bunda Q —bul (7) de aniqlangan matrica, al S — bul (4) de

aniglangan vektor-funkciya.

Matematikaliq indukciya metodi tiykarinda barhq te [O,T] ham
m=0,1,2,... ushin

‘Xm+1(t’XO’XT)_Xm(t’XO’XT )‘SQmﬁ (12)

tensizligin alamiz.

Bul song1 (12) tensizlikti esapqa alip,

‘ e (6 %00 X ) =X (t'xo’XT)‘: (Xm+j(t’XO’X )= Xone i (8 %0, % ))

(X joa (8 %0 X0 ) = X (X0, X0 )) oo (X (8 %, X5 ) = X (8 %, X ))‘
gatnasinan

Koo (8%, X ) =X (%0, % )| < Q™3 (13)

bahalawdi alamiz.

(6) shartti esapqa alsaq, onda
= m-+i MO i m -1
2.Q"<Q">.Q'=Q"(E-Q) ",
i=0 i=0

limQ™ =0 (14)

m-—oo



qatnaslarin alamiz. Sonda (13) (14) qatnaslar1 tiykarinda m-—oo da
Xy (t, %o, X ) funkciyalar izbe-izliginifi tefi 6lshewli turde X (t,%,, % ) funkciyasina

jrynagli bolatugini kelip shigadi:

lim X, (£, %, % ) = X (£, %, X, ) (*)

m-—oo

Al X (t,XO,XT), m=12,... funkciyalar1 (2) shegaraliq shartlerdi
qanaatlandirganligtan X’ (t,XO,XT) sheklik  funkciya da ust shartlerdi

qanaatlandiradu.

Sonifi menen birge X (t,%,,%; ) sheklik funkciyanih X, (t,X,,%; ) dan awistwi ushin

‘x*(t,xo,xT)—xm(t,xo,xT)‘st(E—Q)_l,b’ (15)
bahalaw1 kelip shigadi.

Eger (8) tenlikte m— oo da shekke otsek ham (*) qatnasin esapqa alsaq , onda
X (t, Xo XT) funkciyanin (9) integralliq tenleme sheshimi bolatuginin kériwge

boladi, al bul teoremani dalilleydi.

Dallilengen teorema tiykarinda (1), (2) shegaraliq maseleni sheshiw

problemesi mina

A(XO’XT):-%-[d (% )—d (Xo)}_

0

—%i f (r,x*(r,xo,xT),j(p(r.s,x*(s,xo,xT ))dstr

aniqlawshi vektor funkciyani nolge aynaldiratugin, yagniy

A(Xy, % )=0

bolatugin (XO,XT)z(Xi(T),...,Xq (T),x (O),...,xn(O)) baslangish

1 g+l

manislerin tabiwga alip kelinedi.



Solay etip, tomendegi tastiyiqlaw orinl
S5-teorema. (1) tenlemeler sistemasmin t=0 bolganda
X, = (x01 ..... X g1 Xogatr-- Xon) eD, toshkasi arqali otetugmn x=Xx (t) sheshimi

sonda ham tek sonda gana (1), (2) shegaraliq maselenin sheshimi boladi, egerde

(16) vektor-funkciya nolge aynalsa. Sonin menen birge, bul jagdayda
X (t)=X (t,%,% ) bunda x"(t,x,,%; )— bul (8) funkciyalar izbe-izliginin shegi,
al x,(t,%,% ) sheshiminii X"(t,X;,%; ) dél sheshiminen ayirmasi ushin (15)

bahalaw1 orinli.

Aniglawshi funkciya A(XO, XT) nin nolleri haqqindagir maseleni, demek, (1)

(2) shegaraliq maselesinin sheshimi haqqindagi maseleni

xT):%[d(xT)—d(xo)]— 17)
_%i f {r,xm(r,xo,xT ),_Igo(r,s,xm(s,xoxT))ds]dr

turindegi juwiq aniqlawshi funkciya nolleri boyinsha sheshiwge boladi.

Bunda tomendegi tensizlik paydalaniladi:

i a—

0

.
‘A(XO,XT) 2 (% %) j
0

_f [r,xm(r,xo,xT )_T[go(r,s,xm(s,xo, X ))dsj dr S%E[Kl(f)‘x*(r, Xgs Xp ) —

0

T

X, (7, %, % )‘ +K, (T)Iy(t, s)‘x*(s, Xor Xr ) = Xy (51 %o, X )}ds}dr <

0

T

SQm(E—Q)lﬂ-]{Kl(fp Kz(z')j,u(r,s)ds}dfﬁQm(E—Q)1,8- K

0



bunda

Toémendegi tastiyiglaw orinli .

6-teorema. Meyli (1),(2) shegaraliq masele ushin 1-teorema shartleri
ormlansin ham sonin menen birge, tdmendegi shartlerde orilansin:

1) sonday dones, tuyiq D, =D, oblasti bar bolip, belgili bir m>1 ushin
(17) juwiq aniglawshi funkciya D, oblastta nollik emes indekske iye X, =X,

birden-bir nolge iye bolsmni A_ (XOm) =0;
2) D, oblasttin /', shegarasinda

inf
Xoel

An(%)>Q"(E-Q) " BK,

tensizligi ormlansin.

Sonda (1),(2) shegaraliq masele x=X (t) sheshimge iye boladi, o ushin

X (0) = X, baslangish manis bazi-bir X, = X, € D, toshka menen aniqlanadi.

1-bap boyinsha juwmaglar

Bul bapta integro-differencialliq tenlemeler ham olar ushin shegaraliq
maselelerdin qoyiliwi bayanlandi, integro-differencialliq tenlemeler ushin eki
toshkali sizigh shegaraliq shartlerge iye shegaraliq maselelerdi sheshiw ushin,
sonday-aq ajiralgan shegaraliq shartlerge iye Volterra tipindegi integro-
differencialliq teflemeler ushin izbe-iz jaqinlasiwlardinh sanli-analitikaliq usili

qollanildi.



2-bap. Integro-differencialliq tenilemeler ushin ush toshkah shegaraliq
maseleler
Bul bapta Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler ushin tsh

toshkali shegaraliq maseleler qarastiriladi.

Bul bap 2 paragraftan ibarat bolip, onin birinshi paragrafinda integro-
differencialliq tenlemelerdin bir klasi ushin ajiralmagan sizigli shartlerge iye
maseleler uyreniledi, al ekinshi paragrafta uliwma tardegi Fredgolm tipindegi
sizigh emes integro-differencialliq tenlemeler ushin siziqh shegaraliq shartlerge
iye shegaralliq maselelerdi sheshiw ushin izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq

metodinin sxemasi keltiriledi ham bul algoritm tiykarlanadi.



1-§. Fredgolm tipindegi integro differencialliq tenlemelerdin bir klas1 ushin
ush toshkali shegaraliq maselelerdi sheshiw

Ko6p mexanikaliq,fizikaliq méseleler integro-differencialliq tenlemeler ushin
ush toshkali shegaraliqg méselelerdi sheshiwge alip kelinedi.

Biz bul jumista Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler
sistemas1 ushin Gsh toshkali shegaraliq maseleni sheshiwge A.M.Samoylenkonin

izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq metodin [19] qollanamiz.

Meyli
.

X=F(t,x)+ [®(t,s,x(s))ds, O<t<T (L)

0

korinisindegi Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tehlemeler sistemasinin
Ax(0)+ A x(t,)+Cx(T)=d (2)
ajiralmagan sizigh shegaraliq shartti qanaatlandiratugin sheshimin tabiw talap
etilsin.bunda  x=(x,X,,...,x,)—n olshemli vektor, F(t,x)=(F,F,..,F,) ham
O(t,s,x)= ((I)l,CDZ,..., @, ) —n Olshemli vektor funkciyalar, d = (dl,dz,...,dn)— n
Olshemli turaqlt vektor, A/A,C— (n X n) Olshemli turaqli matricalar,sonin menen

birge, A,C matricalar1 det(t,A +TC)=0 shartin qanaatlandiratugin bolsin.

Meyli F(t,x) ham @(t,s,x)  vektor  funkciyalar
(ts,x)e€[0,T]x[0,T]xD, DcE, oblastta  aniqlangan  ham  uzliksiz

bolip,tomendegi shartlerdi ganaatlandirsin:

1) barliq te[O,T],S e[O,T], X, X',X"eD ushin
F(t.x)|<M, |®(t,s,x)<N,

‘F(t,x’)—F(t,x") X — X"

<K,




D (t,5,X) - D(t,5,X")| <K, X' =X’

M, 20, K,={K{ >0, i,j=In| K,={K/>0, i j=1n|

i ij =

2) 6zinin S —dogeregi menen D oblastinda jatatugin x, € E, toshkalarmin

D, kopligi bos koplik emes,yagniy D, =<, bunda

ﬂ:%M +181(Xo)’

fi(%)=|H(d ~(A+A+C)x ) +Gey (t)M,

M =M +TN, H=(%A1+Cj_ ,

G, =[HA| al(t):Zt(l—%);

3) Q= TE[K +G] matricasinin en ulken menshikli manisi ﬂ(Q)birden Kishi
yagniy 1(Q) <1 bunda K=K, +TK,, G=GK.

Usi shartlerde

funkciyalar izbe-izligin qaraymiz, bunda

T

f.(t)= F(t,xmfl(t,xo))+I(D(t,s,xmfl(s,xo))ds

0



Am_l(xo)leH {d C(A+A+C)x— /{I fm_l(t)_%] fml(r)dr}dt}

0

Bul (3) qatnast menen aniglanatugn X, (t,X,) funkciyalardii barligi (2)

shegaraliq shartti qanaatlandiradi.Jogaridagi shartler orinlanganda (3) funkciyalar
izbe-izliginin m—co da (t,%,)€[0,T]xD, oblastqa qarata ten Olshewli tarde
X (t,%,) sheklik funkciyaga jiynaqli bolatugini ham

1

A(x)=2H {d —(A+A1+C)XO—A&Hf*(t)—T£] f*(r)dr}dt}:o

0

bolganda bul x(t,x,) funkciyas1 (1),(2) shegaraliq masele sheshimi bolatugini

tomendegi uliwma jagdaydagi teoremanin dalilleniwine ugsas dalillenedi, bunda
T

f*(t)= F(t,x*(t,xo))+J®(t,s,x*(s,xo))ds .

0

2-§. Uhwma turdegi Fredgolmnin integro-differencialliq tenlemeleri

ushin ush toshkali shegaraliq maselelerdi sheshiw

Integro-differencialliq tenlemeler sistemasi bolgan

%: f[t,x,lgo(t,s,x(s)ds)] , 0<t<T, xeR" (1)

sistemasin
Ax(0)+ Ax(t,)+Cx(T)=d (2)

ush toshkali shegaraliq shartlerde qaraymiz, bunda t, €(0;T),A A,C—(nxn)
olshemli turaqli matricalar, olar ushin det[t,A +TC]+#0 sharti ormlanadi dep
esaplaymiz, d—n O6lshemli turaqli berilgen vektor. f(t,X, y),(p(t,s,x)—n

6lshemli vektor funkciyalar



Meyli f(t,x, y) ham go(t,S,X) funkciyalari
te[O,T],Se[O,T] xeD,yeD,, D,D,cE, (3)
oblastta aniqlangan ham uzliksiz bolip, tomendegi shartlerdi qanaatlandirsin:

1) Barhqte[O,T], Se[O,T], x,X'eD, v,y €D, ushin |f(t,X,y)|£M,

f(txy)—f(t.X,y)

<K, |[x—x

+K,ly—-y

<Ky|x=x’

(4)

‘(/)(t,s,x,)—go(t,s,x',)

tenisizlikleri ormlanadi, bunda M =(M,,...,M,),M, 20, K, ={K; >0},

K, ={K{ 20} K, ={K{'>0}, i,j=Ln; |f|=(f]...|f,])

ij
2) X, €E, toshkalardin D oblastinda ozinin B dogeregi menen jatatugin

D, kopligi bos emes koplik: D, =, bunda ﬂ:%M + (%),
B.(%)=|H(d—(A+A+C)x )|+ Gy (t)M, H =(%A+C) , (5)

G, =|HA]|, al(t)=2t(1——);

3) Q:%(Q1+Q2) matricannin en ulken menshikli manisi /I(Q) birden
Kishi:
/I(Q) <1, bunda Q =K, +TK,K,, Q,=GQ,

ust shartlerde (2) shegaraliq shartlerdi ganaatlandiratugin tomendegi funkciyalar

izbe-izligin qaraymiz:



X (£,%) =X +Wf [t,xm L (6%), j[(p(t S, X4 (S ,xo))dsj+Aml(xo)}dt

0 0

X(t, %) =%, m=12,... (6)
bunda

T

A (%)~ ?{ (he A Al 1t oltan, (e |-

0

__.[f( 7, %04 ( } (t,5,%,4 (s ,xo))dsldf}dt}—

0

__jf( e X (2%). (65,5045 ,xo))dsjdf 7)

0

Tomendegi tastiyiqlaw orinl

1-teorema. Meyli (1) tenlemeler sistemasinin f(t,X,y) ham go(t,s,x)
funkciyalar1 (3) oblastta aniglangan ham uzliksiz bolip, 1), 2), 3) shartlerdi

qanaatlandiratugin bolsin.

Sonda (2) shegaraliq shartlerdi ganaatlandiratugin (6) tirindegi funkciyalar
izbe —izligi m—o da (t,%)e[0,T]xD, oblastga garata x (t,x,) sheklik

funkciyaga  jiynagh  boladi.  Bunda  X'(t,x,)  sheklik  funkciya

X(6)=x +Hf [t,x(t),]gp(t,s,x(s))dsJ—%:[ f (T,x(r),]gg(f,s,x(s))ds]dﬁ

0 0

+T1H {d —(A+A+C)x, + A&I[f Lt,x(t),](p(t,s,x(S))de— (8)

0

0

_%] f [r,X(r),]gp(r,s,X(S))dsjdr}dt}dr



integralliq tenlemesinin X~ (0, XO) = X, toshkasi arqal1 6tetugin sheshimi boladi ham
sonin menen birge x*(O, xo) funkciyas1 (2) shegaraliq shartlerdi gqanaatlandiradi

yagnily
= f [t, X,]gp(t,S, x(s))ds] +A(%,),  AX(0)+AXx(t)+Cx(T)=d  (9)

shegaraliq maselenin sheshimi boladi, bunda

A(xo):%H {d —(A+A+C)x, - A_Lll[f {t,x(t),]go(t,s,x(s))dsj—

0

—le f [r, K(e) Jo(es x(s))dsjdr}dt}—

0 0

0 0

—%] f [r,x(f),](p(r,s, x(s))ds}dr (10)

Al, X*(t,xo) sheshimnin X (t,XO) juwiq sheshiminen awisiwi ushin barliq

m=1,2,... ushin

X (1) =%, (1%, )| <Q"(E-Q) ™ B(%,) (11)
bahalaw1 orinli.

Dalillew. Uzliksiz ~ vektor—funkciyalar kenisliginde (6) izbe—izlik
fundamentalliq izbe-izlik bolatuginin, demek ten olshewli jiynaqli bolatuginin

korsetemiz.

Daslep, eger X, €D,  bolsa, onda barliq X,(t,%,) funkciyalar D

oblastinan shigip ketpeytugimmin yagniy X (t,XO)e D ckenin koérsetemiz.

Haqiygatindada  2,1-lemmaga [19] muwapiq , (6) gatnasmman toémendegini

tabamiz:



i{f{t i (t.5,%) dsj— i [ i (7,5,%) dsjdr}dt+

s

1T T
__I f [r,xo,jgo(r,s,xo)ds}dr}dt
T 0 0

[, (t, %) —X,| <

+[H (d—(A+A +C)x

Sal(t)M +

+{H (d —(A+A +C)x, )| +|HA| o (t )M =

:al(t)M+ﬁ1(x0)§%M +A(%) (12)

Sonhqtanda X, € D, bolganda Xl(t, XO) eD . Matematikaliq  indukciya
metodi1 boyinsha barliqg m=1,2,..., te[O,T] ham qalegen X, €D, wushin (6)

funkciyalarinin barhiginin D oblastinan shigip ketpeytuginligi hagqinda juwmaq

jasawga bolatuginin ansat korsetiw mumkin.

Endi (6) tiykarinda X, (t, X, ) - X, (t, XO) ayirmasin dizemiz:

X (1% ) = X (8% ) = (13)

l:[f[t,Xm(t,Xo)’](D(t 5 %X (5, X ))dSJ—f[ (t,XO),.T[go(t,s,xml(s,xo))dsj]_

0 0

I
O ey —+

T

%][ f [r, X (r,xo),]gp(r,s,xm(s, xo))dsJ— f (f, Xpa(7:%). [0(7.5 %4 (s xo))dsBdr]dt +

0



+HA [ H [ (t%,), ]go(t,s,xm(s,xo))dsj_ f (t,xm1(t,x0),]'¢(t,s,xm1(s,x0))dsn_

0

_%]{f[r X, (2,%), ]gp(r,s,xm(s,xo))dsj— ( j;go 7,8, % dstr}d

HMf (r00) o253 (5.00) (()J co(as,xml(s,xo))ﬂdr—

_%H [r X, (2,%) T!(p 7,8,X, ( i(o 7,8,X, . dsmdr}

Ust (13) aymrmani (4) ham (12) tensizliklerin esapqa alip bahalaymiz. Eger

M (t) =

menen songi tenlikten tdmendegige 1ye bolamiz

X (1% ) =X, (t.%,)  dep belgilesek, onda Lipshic shértin esapqa aliw

ra(t)< K{(l—%j_:[‘xm (7,% ) = Xu 1 (7, % )‘dr+%hxm (7,%) = Xua (7, xo)}dr} +  (14)

+K K, Kl—ijjmxm (5% ) = Xy (S: %) dsdr+£ﬂ‘xm (7,%) = X1 (7, % )‘dsdr} +
T 00 T to

0

+|HA1|{K1 Hl%ltﬁxm (2. %) =Xy (7. %) d7 +%t]:‘xm (7,% ) = X1 (7, % )‘df:l-l-



t uT tlTT
+K,K, (1——1JJ'.me(s,xo)—xm_l(s,xo)‘dsdr+—” Xy (7%
TJ5% Tt10

X l(r,xo))‘dsdr}}

(1) =[x (%) = % (£:%)] =], (1. %) = Xo| < & ()M + B, (%)

Al, (12) tensizkikke muwapiq,

Sonligtan (14) tensizlikten m =1 bolganda tomendegini alamiz:

(1)< K{(l—%)j;(al(r)M + ﬂl(xo))dr+%j(al(z')M + ﬂl(xo))df}

1

+\HA&\K1K —j; )M + B, (% dr—i—%:[(al(r)M +,Bl(x0))dr:l+

+K2K3K1—%jﬂ S)M + f3,(x,))dsdz + %ﬁ S)M + B, (x )dsdf}—

2

=K, (o, ()M + (1) B,(%)) + KZK{al(t)T?M +al(t)T,Bl(xo)j+ (15)

2

[ M (A k8 T TR |

bunda

T

az(t):(l—%)i.al(r)drnL%.T!.al(r)drSEal(t)

T

al(tl):Ztl(l—:[l—}jSE, te(0T].

sonda song1 (15) tensizlik tomendegi tarde iye boladi:

5 (6)< (K, +TRGK )y (M (K, + TKGK, e (1)) +



HHAR S0 KK ) ()M (K, 1T ) ()4 ()}

L(t)<Q-B(x) (16)

B.(%)=|H(d —(A+A +C)x,)|+Ge(t)M.

+|HA| Klﬂl—;—l)!qﬁ(xo)dt+%£Q,B(xo)dt}+

+K,K

w

(1--)]1}% dsdt+%:j;!Qﬂ(xo)dsdt}

:QIB(XO) 10‘1( )+Qﬂ( )TKszal(t)""HA&"

{Q'B(XO) Kia (1) + QB (%) TK Kaay (1, )} =

= QB (%) (K +TK,K, ) (1) + QB(% )Gy (K, + TK,K, e () =



T
=QB(%)5(Q+Q)=Q°A(x).
Matematikaliq indukciya metodi boyinsha barliq t € [O,T] , m=0,12,... ushin

ha (1) <Q"B(X) 17)
orinlaniw1 haqqinda juwmagq jasawga boladi.

Endi mina

Xone (£ %) = Xy (6% ) = (X (%) = X g (£.%0) ) oee o (X (8% ) = X (1%, )

gatnasinan (17) tensizligin esapqga alip, tdmendegi tensizlikti esapqa alamiz:
j S
Y (E%0) = %0 (%) < 2 () < 2Q™ (%) (18)

i=1 i=0

Al 3) shartke muwapiq

j-1 © 1
Q<2 Q=(E-Q)
i=0 i=0
ham
ImQ" =0

bolganliqtan (18) tensizliginen m—o da X, (t,XO) funkciyalar izbe-izligi Koshi
kriteriyasina muwapiq, (t,%,)€[0,T|x D, oblastta ten olshewli jiynaqli bolatugim

kelip shigadi:

lim x;, (t,%,) =X (t,%;) (19)

m—oo

Al (6) izbe-ziliktin barliq X (t, XO) funkciyalar1 (2) shegaraliq shartlerdi

qanaatlandiratugin bolganhqtan X (t,x,) sheklik funkciyada ust shartlerdi



qanaatlandiradu.

Song1 (18) tefilikten j—» o0 da X' (t,X,) dif X, (t,X%,) den awistwi ushin (11)
bahalawmin kelip shigatuginin koriwge boladi. Eger (6) tenlikte m — oo da shekke
otsek ham (19) qatnasin esapqa alsaq, onda X (t,X,) sheklik funkciyasi (8)
integralliq tenlemenin sheshimi bolatugini aniq korinedi, bul sheshim t=0

bolganda X (0,%,)=X, toshka arqali otedi ham (2) shegaraliq shartlerdi
qanaatlandiradi. Teorema dalillendi.

Arnawh tanlap alingan basqariwshi parametr jardeminde (1) differencialliq
tenlemenin on jagimin alingan tenlemenin sheshimi t=0  bolganda belgili

toshkadan oOtetugin ham (2) shegaraliq shartlerdi qanaatlandiratugin etip

6zgertiwge mudami erisiwge boladi.
Toémendegi tastiyiqlaw orinli.

2-teorema. 1-teorema shartleri orinlanganda qalegen X, €D,  toshkasi

ushin

y=${d —(A+A+c>xo—a][f[nx*(t,xo>,]<o(t,s,x*<s,xo)>ds]—

0 0

—%I f Lz‘, X'(r, XO),jw(r,s, X'(s, xo))dsjdr}dt}

0

—.Il.if[T’X*(T’%)’]¢(T,S’X*(S’Xo))d5]df (20)

0

U= ( Ly ey ,un) basgariwsh1 parametrdin sonday birden-bir manisin korsetiwge

boladi, on jaginda x4 parametrli

X = f[t,x,](p(t,s,x(s))dsj+y (21)

0



turindegi  integro-differencialliq tenlemeler sistemasmi  x=X(t)=X (t,X))
sheshimi, t=0 bolganda X(O)zxo, X, € D, baslangish ménisin qabil etip, (2)
shegaraliq shartlerdi qanaatlandiradi, yagniy (21), (20), (2) shegaraliq maselenin
shegaraliq maselenin sheshimi boladi, bunda X' (t,x,)— bul (6) izbe-izliktin

sheklik funkciyasi.

Dalillew. 1-teoremadan x(t)=x"(t,x,) funkciyas1 ( 8) integralliq

tenlemenin sheshimi bolip, sonin menen bir waqitta mina

%= f [t,x,1‘¢(t,s,x(5))dsl+

0

+${d ~(A+A+C)x, - A&Hf [t,x*(t,xo),]'go(t,s,x*(s,xo))dsj—

_Ti]f(z',x*(z',xo),].(o(r,s,x* 5, % dsjdr}dt}_

0

(s:%))
_Ti]. f (1,x*(z',XO),Tf(p(r,S,X*(S,XO))dS]dT (22)

x(0) =X, (23)

Koshi maselesinin (2) shegaraliq shartlerdi ganaatlandiratugin sheshimi
boladi. Solay etip, x4 parametrinin (20) tOrindegi manisi tabiladi, bul maniste
x(t)=x (t,%,) funkciyasi (22), (2) shegaraliq maselenin (2) baslangish manisti
ganaatlandiratugin sheshimi boladi. Endi g parametrinin usit manisi birden-bir
bolatugin, yagniy (20) manisten 6zgeshe bolgan x4 parametrinin har qanday basqa

manisinde (21) ,(23) Koshi maselesi sheshimi (2) shegaraliq shartlerdi

qanaatlandirmayda.



Kerisinshe uygarayiq. Meyli u parametrimin sonday eki ¢ ham u", ' # g
manisleri bar bolip, (21), (23) Koshi méselesiniA X(t,X;, #') ham X(t,X,, 1")
sheshimleri wx=4 ham p=4" bolganda (2) shegaraliq shartlerdi de
qanaatlandiratugin bolsm. Sonda X(t,X,, 4")—X(t,X,, /') ayirmast ushm (8)

qatnasinan tomendegi birdeylikti alamiz:

X(t %0 ") =Xt % ) =
t T
I[ftxtxoy Igotsxsxoy)dsj—
0 0

— ]t x(t, %, 1), ts,x(s,xo,,u'))dsJ_

T

%j(f (7, X%, 47), [0 (5,5 X(5,%, ﬂ"))dsJ_

0

—f [r, X(r, Xo,y'),]¢(f,s,x(s, XO,/J'))dSJdT]dt +

+HA&I{ [t X(t, X, 22"), .T([go(t,s,x(s,xo,ﬂ”))dsJ_

) oo ) -

0

_%]( (z‘ X(7, %, 1 ,lgo 7,8, X(5, X1 2 ’))ds}—

0

0

~f (T,X(r, xo,y'),]go(r,s, x(s,xo,y’))dstr:ldt

Bunnan 2.1-lemma [19] jagdayindagiday tomendegige iye bolamiz:



t t " ! tT " r
SKl{(l—?j_”x(t,xo,y )—x(t,xo,y)dt+?.ﬂx(t,xo,y )= X(t, %o, 1)
t

dt}+

tT TT
+K2K3|:(1_%jj.ﬂx(s,xo’ﬂﬂ)_X(S,Xo,ﬂ')‘det+%J.'”X(S,X0’ﬂ”)_x(t'Xo’ﬂ,)
00 to

dt}+

dsdt +%££‘x(s, Xor 14") = X (S, xo,y')‘dsdtﬂ

dsdt} +

+IHA|{K{(1%ji\X(txo,ﬂ”)X(txo’ﬂ’)

.
dt+%£‘X(t’Xo’ﬂ”)—X(t,XO,Iu’)

t tlT n 14
+K,K, Kl%j!!‘x(s’xmﬂ )_X(S’Xo’ﬂ )

a0)

=r(t) ham ‘r(t)‘o:(Slﬂp‘rl(t)‘,...,sep

Endi |X(t,%, ") = X(t, %, &)

belgiliwlerin kirgizip, (24) qatnasinan barliq m=0,1,2,... ushin
r(t)sQ‘r(t)‘o st‘r(t)‘o bunnan ‘r(t)‘o SQm‘r(t)‘o

Al, Q matricanin barliq menshikli manisleri birden kishi bolganliqtan, songi
tensizlik tek |r(t)|0 =0 yagny 4" =4 bolganda gana orinlanadi. Kelip shigqqgan

garama-qarsiliq u basqariwshi parametrdin birden-birligin dallilleydi.

Endi (6) funkciyalar izbe-izliginin sheklik funkciyasmin qarastirip atirgan
(1), (2) shegaraliq maselenin sheshimi boliwimin zararli ham jetkilikli shartlerin

aniqlaymiz.

3-teorema. Eger 1-teorema shartleri orinlanatugin bolsa, onda (22), (23)
Koshi maselesi sheshimi berilgen (1) (2) shegaraliqg méselenin de sheshimi boliw1

ushin



At onal

0

_%] f [r, X'(z, xO),]go(t,s, x*(s,xo))ds]drjdt} (26)

0

_%j f (r,x*(r,xo),]gp(f,s,x*(s,xo))dsjdf

0

aniglawshi funkciya X =X, toshkada nolge aylaniwi, yagniy

A(%,)=0 (27)

boliwi zararli ham jetkilikli, bunda X (t,%,)— bul (6) izbe-izliktin sheklik
funkciyast. Sonifi menen birge, bul jagdayda X (t)=X (t,X,) hdm barliq m=1,2,...
ushin (1) (2) shegaraliq maselenifi X=X (t)=X (t,X,) dal sheshiminih omn (6)

turindegt X=X (t, XO) juwiq sheshimnen awisiwi1 ushin (11) tensizlik orinlanada.

Dalillew. (27) sharttin jetkilikligi (2) shegaraliq shartti ganaatlandiratugin
X (t,%,) funkciyasmin (8) integralliq tenlemenin t=0 bolganda X, toshkasi
arqali 6tetugin sheshimi, yamasa , sonin 6zi, (22) , (23) Koshi maselesi sheshimi
bolganman tikkeley kelip shigadi. Eger (27) shart ormlansa, onda bul X (t,%)

funkciyasinin (1), (2) shegaraliq masele sheshimi bolatugini ayqin korinip tur.

Al, (27) sharttin ormlanmiwinih zararligi sonnan kelip shigadi, eger X = X*(t)
funkciyasi (1), (2) shegaraliq méaselenifi t=0 bolganda X (0)=X,, X, € D, toshkas
arqali Otetugm sheshimi bolsa, onda X=f (t, X) + A(XO) sistemanin sonday
X(0,%y,2) =X, baslangish maniske iye X =X(t,X;,A) sheshimi (2) shegaraliq shartti
ganaatlandiradi, atap aytqanda A(XO) =0 bolganda sebebi, bul jagdayda
X(t, Xg) A = 0) =X (t) boladi.



2-teoremaga muwapiq, (21), (23) Koshi madselesi sheshimi bir waqittin
6zinde (21), (2) shegaraliq maselenin de sheshimi boladi, tek (20) tarindegi u
parametrinii birden-bir manisinde, al parametrdin birdey manisi u=a(X,)=0
bolganda bar, sonifi menen birge bul jagdayda X (t)=X (t,X, ), al bul (11) tenlikke
alip keledi. Teorema dalillendi.

Songi tastiyiqlaw (1), (2) shegaraliq masele sheshimin tabiwdin sanli analitikaliq

usilin beredi. Bul usil tdmendegiden ibarat:

X, € Dﬂ bolganda (6) gatnas1 boyinsha X, den parametr sipatinda garezli
bolgan X, (t,X,) funkciyalar izbe-izligi duziledi. Bul x,(t,%) izbe-izliktin
X" (t,%,)sheklik funkciyasi tabiladi. X (t,X,) sheklik funkciya boyinsha (26)
tarindegi A(X,) amgqlawshi funkciyast duziledi ham (27) tenlemenin X, =X
sheshimi tabiladi.(1) tenleme ushin x(0)=x, baslangish shartte [0,T] araligta

Koshi maselesi sheshiledi.

Alingan funkciya (1), (2) shegaraliq masele sheshimi boladi. Al, onin juwiq

sheshimi sipatinda (6) tirindegi x_(t,x;) funkciyasin qabil etiw mamkin.
m 0

Bul keltirilgen algoritmdi dmelge asirtwdag tiykargi quynshiliq X (t,XO)
funkciyasinin analitikaliq tarin jasaw menen baylanish boladi. (1), (2) shegaraliq
maselenin  sheshiminin bar boliw1 haqqinda X (t,XO) izbe-iz jaqmnlasiwlardin

qastyetleri boyinsha da juwmagq jasawga boladi.



2-bap boyinsha juwmagqlar

Bul bapta Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler ushin tsh
toshkali shegaraliq mésele garalip, bul maseleni izertlew ushin sanli-analitikaliq

metodtin sxemast qollanildi hdm ol matematikaliq jaqtan tiykarlandi.



3-bap. Integro-differencialliq tenlemeler ushin kép toshkali shegarahq
maseleler
Bul bapta Fredgolm tinindegi sizigli integro-differencialliq tenlemeler ushin
kop toshkali shegaraliq maseleler qaraladi. Bunday madselelerdi juwiq sheshiw
ushin izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq metodi qollaniladi, ust metodtin
saykes algoritmi tiykarlanadi. Alingan natiyjeler konkret shegaraliq maseleni juwiq

sheshiw ushin paydalaniladi.



1-§. Fredgolm tipindegi s1ziqh integro-differencialliq tenlemeler ushin kop
toshkali shegaraliq maseleler
Tabiyattamiwdag1r har quyli qubilislardin matematikaliq modeli sipatinda
ameliy maselelerde integro-differencialliq tenlemeler jiyi kelip shigadi. Songi
waqitlart Volterranin hdm Fredgolmnin integro-differencialliq teflemeleri ushin

shegaraliq maseleler kennen tyrenilmekte.

Biz bul jumista s1zigli kop toshkali shegaraliq maseleni garaymiz:

%:A(t)x+]K(t,s)x(s)ds+b(t), xeR", te[0,T] (1)

0

Zp:Bjx(tj)=| 2)

bunda A(t),K(t,s) matricalar saykes turde te[0,T] ham (t,5)e[0,T]|x[0,T]

bolganda uzliksiz, b(t) vektor funkciyasi [O,T] araligta uzliksiz, B;, j=0,p—

(n X n) 6lshemli turagli matricalar, | —n 6lshemli turaqli vektor,

t,=0,t,=T,t,e[0T], j=12,...p—-1,t <t ;; 3)

j
ot
det| > B, L |#0. (4)
o T
ust (1), (2) shegaraliq maselenin sheshimin juwiq turde tabiwga izbe-iz

jaqmlasiwlardin sanli-analitikaliq metodin qollanamiz.

Meyli (1) sistemast ham (2) shegaraliq shartler tomendegi shartlerdi

ganaatlandirsin:
1) (1) sistemanin on jagi

D:|x<d



oblastta aniglangan bolsmn, A(t) matricasi, b(t) vektor-funkciyas: te[0,T]
bolganda al K(t,s) matricasi (t,5)€[0,T]x[0,T] bolganda amqlangan ham

uzliksiz bolsin, (3), (4) shartler orinlansin;

2) d turaqglisi
T T
(E—EQl)d >Eb+,81(xo)

tensizligin qanaatlandirsin, bunda E —(nxn) o6lshemli birlik matrica,

te[O,T]

max|K; (ts)‘}
ij=1

te|0,T
s€|0,T

Q =A+TK, A:{max a, (t)‘}ln=l K:{

o={ max|n (0] maxb. (6. maxp (1)),
te[OT] t[OT OT]

ﬂl(xo)=‘H [l —gBjxojﬂH\Z\B,—\%[(AHK)d +b]‘.,

-1
( > j
- Z_Bj
il

3) Q= %(Q1 +Q, ), matricasinifi en ulken menshikli manisi A, (Q) birden
Kishi;
Amax (Q) <1
bunda

-1
Qz :GQ1 , G :|H|F_)21:‘Bj‘
i

bul jerde |X| arqali (|X1|,|X2|,...,|Xn|) vektor belgilengen, yagniy



= (bl el i)

Meyli (1) s1zigh sistema (2) shegaraliq shartti ganaatlandiratugin sheshimge
iye bolsin ham t=0 bolganda bul sheshim otetugin X, toshka belgili bolsin ham

X, toshkasi
D, 1% < d,

oblastta jatatugin bolsin, bunda

T [T
dOZ(E_EQlJ {Eb+,81(xo)+dl}

al d, —1qtiyarli on vektor.

Usi shartlerde (2) shegaraliq shartlerdi ganaatlandiratugin

X (1% ) =X + E{A(r)xml(r, Xo ) + I K(7,5) %y (5%, )ds +
1T T
+b(r)—?£{A(r)xm1(r,x0)+£K(r,s)xm1(s,x0)ds +b(7)}dr}dr+
le{A(r)xml(r, X, ) + 1' K(7,5)Xy1(5,%)ds+  (5)

+b(r)—%ﬂA(r)xml(r,x0)+z[K(r,s)xm1(s,x0)ds+b(r)}dr}dr},

X (t.X%)=%, m=12,..
funkciyalar izbe-izligin dizemiz.

Ust (5) funkciyalar izbe-izligi m-—co da X (t,%,) sheklik funkciyaga

Jiynaqli boladi ham



p1 ¢

A(xo):%H {d —Zp:Bj(xo)—ZBj j{A(r)x*(r,x0)+:[K(r,s)x*(s,xo)ds+

j=0 i= 0

+b(r)—%ﬂA(r)x*(r,x0)+1‘K(r,s)x*(s,xo)ds+b(r)}dr}dr— 6)

—% | {A(r)x*(r,xo){[K(f,s)xm1(S,X0)ds+b(r)}dr

vektor-funkciyas: nolge aylansa, yagniy A(X,)=0 bolsa, onda x=x (t,X,)

funkciyasi (1) tenlemeler sistemasinin (2) shegaraliq shartlerdi qanaatlandiratugin

sheshimi boladu.

Buni 2-paragrafta keltirilgen tastiyiqlawlarga ugsas talqilawlar menen

koérsetiw mumkin
2-§. Misal.

Meyli te[0,1], D:|x|<0,5, |x,|<0,5 oblastta

1
% =-0,05x, +0,02[ x, (s)ds +0,001t +0,0224
0

te [0,1]
X, =0,01x, +0,0095—0,0002t
tenlemeler sistemasinin, yagniy
1
X(t) = Ax+[K(t,s)x(s)ds+b(t), te[0,1] @)
0

sistemasinin

iBjx(tj):l 2)



shegaraliq shartlerdi qanaatlandiratugin sheshimin juwiq tirde tabiw talap etilsin,

bunda

-0,05 0 0 0,02 0,001t +0,0224
A= , K(t,s)= , b(t)= :
0,01 0 0 O —0,0002t +0,0095

1 0 0 0 01
B(): ) Blz ) 82: )
0 0 10 00

,=0,06, 1,=0,06, O=t, <t <t,=1

Bul jagdayda (2) shegaraliq shartler tomendegishe jaziladi:

10 0 0 0 1] [006 |
L O}X(O)J{l O}X(O’SHL 0}((){0,06] )

Berilgen jagdayda

detR=0
Al H=R" (Zpltje}l 02
’ - - o T j __1 0_’
p-1 2 0]

G=H B.|=|H||B,|=
HISTB =l

-0,05 0 0 0,02 -0,05 0,02
Q=A+TK= + = :
01 0| [0 O 0,1 0



0,2 O
Q,=GQ, = :
-0,05 0,02

Sonda

T 0,075 0,01
Q :E(Ql +Q2):

0,025 0,01

matricasinifi 4, (Q) menshikli manisi 1 den kishi. Al

ﬁl(xo):

H[.ZB]

p-1 T
+\H\Zl‘8j‘-5[(A+TK)d +h =
iz

0,02975

{0,0292] 0,12 - 2(x,g + Xy )| [ijl
+ =

‘0’06_)(10‘

bolip,
T T
(E_qud > Do si(x)

tensizligi

0,4825] [0,04007 [[0.12—2(x+%y)|
> +
0,45 0,0345 |]0,06— x|

tirine iye bolip, X, =(X, X, ) € D, bolganda D:|x,|<0,5, |x,|]<0,5 oblastta

(1), (2) shegaralig mdasele ushin sanli-analitikaliq metodti qollanmiw shartleri

orinlanadi.

Sanli-analitikaliq metodqa muwapiq, (1), (2) shegaraliq masele ushin usi

baptagi 1-paragraftagi (5) iteraciyaliq sxema boyinsha

X (t,%) = ( Xuq (1% ), %, (£, % )) birinshi jaqlasiwdi tomendegi tirde tabamiz:



X (%)

|

+%H{I (B, +

Xy T

I

T

J

0

11_ A(7)%, +

T

+[K(z,5)%ds +b(7)

e )

0,001z +0,0224

bunnan

X (8, %)
X, (1, %)

XOl

XOZ

| —0,00027 +0,0095

10,0017 +0,0224

| —0,00027 +0,0095
0 2

|
i

0,001r +0,0224
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0,001z +0,0224 Xgy 0, 0005t? — 0,12t — 2%t
+ dr;=
—0,00027 +0,0095

X, — Xoit —0,0001t% +0,0601t — Xt — Xt

yagnily
X1 (% ) = Xg, +0,0005t* — 0,12t — 2x,,t
X, (1, %, ) = Xg, —0,0001t* + 0,0601t — Xo;t — Xt (5)
Al, m=0 bolganda juwiq aniglawshi tenlemenin sheshimi
x, = X\”) = (0,04761; 0,0025) (6)
boladi.

Bul toshka (1), (2) maselenin
x(0)=x" (7)
juwiq baslangish manisin aniqlaydi. Bul manisti (5) formulaga qoyamiz. Sonda

X, (t, %, ) =0,04761+0,0005t* - 0,21522t — 0,08t

(8)
X} (t, XO) =0,0025-0,0001t* + 0,00999t
bul berilgen shegaraliq maselenin dal sheshimi
X= X*(t):(0,02t+0,05, 0,0]1) 9)

boladi. Bugan bul sheshimdi berilgen shegaraliq maselege tikkeley qoyiw arqali

iseniwge boladi.



3-bap boyinsha juwmagqlar

Bul bapta izbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikalig metodi Fredgolm
tipindegi s1ziql1 integro-differencialliq tenlemeler sistemasi ushin sizigl shegaraliq
shartlerge iye kop toshkali shegaraliq maseleni juwiq sheshiwge qollanildi.
Alingan natiyjeler konkret shegaraliq maseleni juwiq sheshiw ushin qollanilip

korsetildi.



Juwmagq

Juwmagqlap aytqanda, bul magistirlik dissertaciyada Volterra hdm Fredgolm
tipindegi integro-differencialliq tenlemelerdin ayirim klasslar1 ushin eki toshkali

ham kop toshkali shegaraliq méseleler uyrenildi.
Jumista alingan tiykarg: natiyjeler tomendegilerden ibarat:

1. Volterra tipindegi integro-differencialliq tenlemeler sistemalari ushin
ajiralgan shegaraliq shartlerge iye eki toshkali shegaraliq masele izbe-iz
jaqmlasiwlardin sanli-analitikaliq metodi jardeminde tyrenildi. Qarastirilgan

masele ushin metodtin algoritmi keltirildi ham ol tiykarlandi.

2. Fredgolm tipindegi integro-differencialliq tenlemeler ushin Gsh toshkali
shegaraliq masele sanli-analitikaligq metod jardeminde sheshildi, shegaraliq

maselenin dal sheshimi menen juwiq sheshim arasindagi ayirma bahaland.

3. lzbe-iz jaqinlasiwlardin sanli-analitikaliq metodi Fredgolm tipindegi
sizigh integro-differencialliq tenlemeler ushin kop toshkali siziglh shegaraliq

shartlerge 1ye shegaraliq maseleni sheshiw ushin qollanildi.

Jumistin  sofinda integro-differencialliq tenlemelerdin matematikaliq
ekologiya maselelerinde qollaniliwlarina qisqasha toqtaymiz. Hazirgi dawir
ekologiyas1 aldinda turgan problemalar kop, biraqta olardin tiykargilar

tomendegilerden ibarat:

-antropogenlik faktorlar tasirindegi eko-sistemanin awhallarin progonoz

qiliw (aldin ala aytiw);

-har quyli qayta tikleniwshi tabiygiy resurslardi paydalaniwdin optimal

strategiyasin tanlaw;

-populyaciyalardi ham olardin toparlarin awil-xojaliq eginleri ziyankeslerine
qars1 gureste uw ximikatlardi paydalanbay,al ziyankeslerdin tabiygly dushpanlarin

paydalaniw magsetinde basqariw.



Ekologiyaliq qgéwipsizlik ham ekologiyaliq madeniyat-bugingi kunnin
basl: talab1 bolmaqta.

Matematikaliq ekologiya- bul ¢simlikler ham tiri janiwarlar organizmlerinin
bir-biri menen hdm qorshagan ortalig penen olar duzgen toparlardin o6z-ara

qatnaslarin saykes matematikaliq modeller tiykarinda aniglaytugin ilim.

Ayirim biologiyaliq populyaciyalardin, sonday-aq koplegen o6z-ara tasir
etisetugin populyaciyalardin har qiyli tarlerinin toplamlari1 dinamikasin mugdarliq

jagtan matematikaliq tirde suwretlewde umtiliwlar ulken tariyxqa iye.

Populyaciyalardin 6siw dinamikast modellerinin daslepkilerinin biri

T.Maltusqa tiyisli boldi. Bul model tomendegishe jaziladi:

‘jj_':':ym; N(t)= N(0)-e*

bunda N — populyaciyanin sani(mugdari) , g4— tuwiliw ham oliwshilik
koefficientleri arasindagi ayirma. x>0 bolganda eksponencialliq 6siwin beredi.
Bunday jagday 6siwdi tamiyinleytugin resurslar shegaralangan bolatugin tabiygiy
populyaciyalarda baqlanbaydi. Usigan baylanisli bul modelde jetistiriwge hareket
etildi. Maselen, 1838-j1l1 Ferxyolvsttin “ logistikaliq ” modeli payda boldi. Bul
model koplegen tabiygly populyatsiyalardin dinamikasin jetkilikli turde jagsi

suwretledi.

Eki tardegi populyaciyalardin birge jasasiwin izertlewde populyaciyalardin
jas quramin esapqa aliw zéarur boldi. Bul “keshigiw” effektine (natiyjesine) alip
keledi, sebebi populyaciyalardin jasliq strukturasin onih rawajlaniwinin
(evolyuciyasinin) 6tken dawiri haqqinda yadqa(mamsts) iye boladi. Bul effekt
birinshi ret V.Volterra tarepinen “jirtqish-olja” sistemasi misalinda songi tasir

shegaralangan bolgan jagdaylarda izertlenildi [7].



V.Volterra bul modellerdin keshigiwge iye differencialliq tenlemeler menen
sonday-aq,integro-differencialliq tenlemeler sistemalar1 menen suwretlenetuginin

korsetti.

Matematikaliq ekologiyada qollanilatugin matematikaliq modeller ishinde
integro-differencialliq tenlemeler menen suwretlenetugin  modeller ulken

ahmiyetke iye.

Songi tasir dawamlamiwi shegaralanbagan bolgan jagdayda, yagniy
populyaciyalardin 6siwine jetkilikli uzaq 6tken dawir tasir etkende V.Volterra

tarepinen alingan eki tur evolyuciyasinin tenlemeleri

dNJt(t):{gl—nNz(t)—LFl(t—r)Nz(f)df}'\'l(t)’ ®)
dN, (1) ‘

- :{gz—yle(t)— | Fz(t—r)Nl(r)dr}Nz(t)

—00

targe iye, bunda ¢,,¢,,7,,7,20; F>0,F,>0 ; N,(t),N,(t)—populyaciyalardin

jashq tigizlig1 funkciyalari [7].

Al, songi tasir onsha uzaq bolmagan dawirdi 6z ishine alsa ham songi

tasirdin dawamlaniwi T, arqali belgilense, onda t > T, ushin

dep esaplaw mumkin ham bul (*) tenlemelerde
t
J' F(t—7)N,(z)dz

ham



integrallarin

ham
j; F, (t —r) Nl(r)dz'

integrallart menen almastiriwga boladi.

Eger tek bazi-bir t; momentten keyin payda bolatugin song: tasir natiyjeleri
qarastirilsa, onda (*) tenlemelerdegi integrallarda
t
IFl(t —7)N,(7)dz

f

ham

sz(t —z') Nl(r)dz'

integrallart menen almastirtw mumkin .

Solay etip, kishi fluktuaciyalarga (6zgerislerge) iye biologiyaliq maselelerde

d t
%+ a,q, + j@l(t —7)q,(7)dr=0,
ty

t

d
%+0¢2q1 +I@2(t—r)ql(r)dr =0,




kérinisindegi  Volterra tipindegi integro-differencialliq tenlemeler sistemalari
garastirtladi. Songi dawirde [26-28] jumislarda ham basqa da kop jumuslarda
integro-differencialliq tenlemeler menen suwretlenetugin matematikaliq ekologiya
maseleleri sonin ishinde mikroorganizmler populyaciyast mugdarinin wagqittan
garezli turde oOzgeriw funkciyasin aniglaw maseleleri, medicinaliq maseleler
uyreniledi.

Insan immunologiyaliq sistemasinin tiykargr funkciyasi organizmdi tiri
janiwarlardan ham o6zlerinde genetikaliq jat informaciyalar belgilerin alip jariwshi
zatlar (bakteriyalar, viruslar, allergenler ham t.b) dan saglawdan ibarat. Insan
organizmi immunologiyaliq sistemasmin funkciyasi (xizmeti) antigenlerdi aniglaw
ham organizmdi qorgawdan ibarat bolip tabiladi.

Insan organizminde payda bolatugin kesellikler menen onin sawaliwi,
yagniy antigenlerdi islep shigariw arasindagi baylanislar birinshi bolip Amerika
alimlar1 Bell hdm Pimbli tarepinen uyrenilgen, dara jagdayda olar tomendegi

differencialliq tenlemeler sistemasin izertlewdi usinis etken:

Y yla-(a-Aa)x+ 4]

dx

E:x[—ﬂﬂ2 —Ax+(a, = 2,)Y |

bunda, A — antigenlerdin koébeyiw tezligi, o, — onin elminaciya ( ayirim

organizmlerdin har quyli tabiygiy sebepler menen nabit boliw1) tezligi,

A, —antideneler (organizmde antigenler payda boliw1 menen juzege keletugin ham
olardin tasirin joq qilatugin zatlar) 1diraw tezligi, o, —antideneler islep shigariliw
tezligi.

Modelde antideneler ham antigennin oz-ara tasiri tek antigennin

elimnaciyasin keltirip galmastan immunologiyaliq sistemanin stimulyaciyasina

ham sogan muwapiq antidene islep shigariliwina alip keledi.

Differencialliq ham integro-differencialliq tenlemeler medicinada



jekkelengen populyaciyada jugpali keselliklerdin tarqaliw procesinin modelin
suwretlew ushin da paydalaniladi. Sonday-aq, qan ketiw tezligin, jurek klapinlari
menen diywallarmin tezligin aniglaw, gannin jabisqagligin aniqlaw ushin da
paydalaniladi. Joqarida keltirilgen tenlemeler sistemalarin izertlew ushin belgili

shartler orinlanganda us1 jumista uyrenilgen usillardi da qollamiw mumkin.
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