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KIRISIW

Temamn aktuallhigl. Ilimnin hdm texnikanin koéplegen maseleleri dara
tuwindili parabolalag tiptegi sizigli yamasa siziqli emes tenlemelerdi sheshiwge
alip keledi. Misali, suyigliglar dinamikasi, elektrlestiriwv ham magnetizm,
mexanika, optika, biotexnika, rekciya-diffuziya, Kkletkaliq avtomatlar,
yarimoétkizgishler, jilliligtt  jetkiziw h.t.b. tarawlardagi ameliy maselelerdin
koébisinin  matematikaliq modeli usinday dara tuwindili parabolaliq tiptegi
tenlemelerden turadi. Parabolaliq tiptegi tenlemelerdi tek kenislik 6zgeriwshileri
boyinsha approksimaciyalasaq onda biz birinshi tartipli apiwayr differencialli
tenlemeler sistemasia iye bolamiz. Mine usinday eki tiptegi maselelerdi sanl
usillar menen sheshkenimizde biz tiykarinan ayirmali tenlemeler sistemasin
sheshiw maselesine kelemiz. Al tek ayirmali tenlemelerdin 6zide koplegen
praktikalig maselelerdin matematikaliq modeli bolip tabiladi. Misali, itimalliq
teoriyast maseleleri, optimal basqariw maseleleri, ekonomikani planlastiriw
maseleleri h.t.b. Sonhqgtan dara tuwindili parabolaliq tiptegi differencialli
tenlemelerdi ayirmali tenlemeler teoriyasi tiykarinda uyreniwde bugingi kinnin
aktual maselelerinin biri bolip kelmekte. Ayirmali tenlemeler teoriyasinin en
tiykargr maselelerinin biri, bul tenlemelerdin sheshiminin ornigliligin izertlew
maselesi bolip tabiladi. Ayirmali tenlemelerdin sheshiminin orniglilig: tisinigi en
daslep Perron [1] tarepinen Kiritilgen. Bul saykes differencialli tenlemelerdin
ornigliliginin analogi edi. Bunnan son ayirmali tenlemelerdin sheshiminin
orniqlilig1 maselesi boymsha koplegen izertlewler alip barildi. Bul izertlewlerdin
barlig1 derlik differencialli tenlemelerdin ornigliligr tiykarinda saykes ayirmali
tenlemelerdin ornigliligin izertlew maseleleri bolip tabiladi.

Hazirgi waqitta turaqhh koefficientli sizighh ayirmali  tenlemelerdin
orniqliligin aniglaw usillar1 jagsi izertlengen (biz bul jumista periodli koefficientli
tenlemelerge toqtap otirmaymiz). Al o6zgeriwshi koefficientli sizigli ayirmali
tenlemelerdin ham s1ziqli emes ayirmali tenlemelerdin ornigliligin aniqlaw usillari

kem izertlengen. Sebebi, hazirgi waqitta bunday tenlemelerdin sheshimlerinin



ornigliliginin effektiv kriteriyalari joq. Sonida aytip 6tiwimiz Kerek, songi waqitlari
ilimnin hdm texnikanin tez pat penen rawajlaniwi jana tiptegi matematikaliq
modellerdi sheshiw maselesin kan tartibine qoymaqgta. Bunday maselelr kobinese
ozgeriwshi koefficientli quramali tefilemelerdi sheshiwge alip keledi. Asirese
siziqlh emes tenlemelerdi sheshiw ham olardin ormiglhiligin izertlew bugingi kin
tartibinin en tiykarg aktual maselelerinin biri bolip tabiladi. Misali, joqaridag:
keltirgenlerimizden basqa, plazmadagi elektronli ham ionli jillihq otkizgishlik
processlerinin, gazlardin ham suyiqliqlardin shilterli ortaliqtagr adiabatikaliq
filtraciyasinin, neytronlardin ham alfa bolekshelerinin diffuziyasinin matematikaliq
modelleri kvazisizigh jilliliq 6tkizgishlik tenlemelerine alip keledi. Sonday-aq,
ximiyaliq Kinetika processlerinin, har qiyli bioximiyaliq rekciyalardin (reakciya-
diffuziya), konvekciya-diffuziya processlerinin matematikaliq modelleride usinday
maselelerdi sheshiwge alip keledi. Al bunday maselelerdi Shekli ayirmalar usili
yamasa basgada sanli usillar menen  menen sheshiw tiykarman ayirmali
tenlemelerdi sheshiw maselesne alip keledi.

Jumistm obiekti ham predmeti. Dara tuwindili parabolaliq tiptegi
differenciali tenlemeler, ayrmali tenlemeler sistemasi. Shekli ayirmala sxemalar
duziw, olardi ayirmali tenlemeler sistemasi tarinde jaziw, orniqliligin, jiynaqliligin
ham dalligin izertlew.

Jumistin maqgset ham waziypalari. Dara tuwindili parabolaliq tiptegi
differencialli tenlemelerdin dal ham juwiq sheshimlerin tabiwdi tGyreniw.
SHeshimlerdin ornigli boliwinin jana shartlerin aliw. SHeshimlerdi aliw usillarin
kompyuterde programmalastinw ham sanli eksperimentler jargiziw arqal
sheshimnin gasietlerin izertlew.

Ilimiy janahgi. Ayrim tiptegi sizighh ayirmali tenlemelerdin ornigliliginin
zarurli ham jetkilikli shartleri alindi. Bugan qosimsha ayirmali tenlemelerdin ten
6lshemli ham asimptotikaliq orniglilig1 dalillendi. Usi alingan teoriyaliq materiallar
tiykarinda parabolaliq tiptegi tenlemeler ushm, atap aytqanda, kletkaliq

avtomatlardin hdm yarimétkizgishlerdin matematikaliq modeline duzilgen Shekli



ayirmalt sxemalardin jiynaqliliq shartleri izertlendi ham aprior bahalar1 alindu.
Alingan ilimiy natiyjeler [29, 30] magalalarda jariyalandi.

Izertlewdin tiykargn maseleleri ham boljawlari. Parabolaliq tiptegi
maselelerdin kop tarliligi: plazmadagi elektronli ham ionhi jilliliq 6tkizgishlik
processlerinin, gazlardin ham suyiqliqlardin shilterli ortaliqtagr adiabatikaliq
filtraciyasinin, neytronlardin ham alfa bolekshelerinin diffuziyasinin matematikaliq
modelleri, sonday-aq, kletkaliq avtomatlar, yarimoétkizgishler, ximiyaliq Kinetika
processlerinin, har quyli bioximiyaliq rekciyalardin (reakciya-diffuziya),
konvekciya-diffuziya processlerinin  matematikaliq modelleri. Al bunday
maselelerdi Shekli ayirmalar usili yamasa basgada sanli usillar menen menen
sheshiwdin tiykarinan ayirmali tenlemelerdi sheshiw maselesne alip keliwi.

Adebiyatlar tusindirmesi. Ayirmali tenlemelerdi izertlew bagdarinda jumis
alip bargan ayrim ilimpazlardin miynetleri menen tanisamiz. Turaqli ham
6zgeriwshi koefficientlerge iye sizigh ayirmali tenlemelerdin ormiqliligi [1-8]
jumislarinda izertlengen. O. Perron [1] jumisinda turaqli koefficientli iye sizigh
ayirmal1 tenlemelerdin orniqlilig1 izertlengen. Bunnan son bunday izertlewlerdi Ta
Li [2] alip bargan. R. Bellman [3] ham P.V. Bromberg [4] differencialli tenlemeler
teoriyasindagi orniqliliqtt izertlewdin tiykargi usillarinin biri bolgan Lyapunovtin
birinshi usilin turaqli koefficientli sizighh ayirmali tenlemelerdin orniqliligin
izertlewge gollangan. Al P.L. Koval [5,6] 6zgeriwshi koefficientli sizigl ayirmali
tenlemelerdin ornigliligin izertlegen. Bunda ol

Y1 =AnYn +0,, YO0)=Yy,, n=012,..., (1)
turindegi vektorli-matricaliq formadagi ayirmali tenlemeni izertlegen. Bunda {yn}-
izertlenip atirgan vektorlar izbe-izligi, {An}— berilgen matricalar izbe-izligi ham

{bn}— berilgen, normasi shegaralangan, vektorlar izbe-izligi. Ol tomendegi

juwmaglardi algan. Saykes

Yns1 =4nYn, ¥(0)=Yo, n=012,... (2)

birtekli sistemasinih 4, matricasi



|14, <1+ qp, an <o

N=ng
shartlerin ganaatlandirsa, onda (1)-sistemanin sheshimi ornigli boladi. Al egerde,

|4n| < a<1(n=ny)

sharti orinlansa, onda (1)-sistemanin sheshimi asimptotikaliq ornigli boladx.

Bunnan son ol 4= lim A, Shekli matrica tsinigin Kiritip, onin tiykarinda (1)-

n—oo
turindegi ayirmali tenlemelerdin orniqliligin izertlegen. Onin [7,8] jumislarinda
sizigh ayirmali tenlemelerdin orniqliligt olardi bazi bir sizigh tarlendiriwler arqali
ush muyeshli matricaga keltiriw arqgali izertlengen. M.A. Skalkinanin [9,10]
Jjumislarinda differencialli tenlemelerdin ornigliligt menen ayirmali tenlemelerdin
orniqlilig1 arasindagi baylanis korsetilgen. Al, V.B. Demidovichtin [11-14] ham
YU.G. Ostapovtin [15] jumislarinda Lyapunovtin birinshi usili tiykarinda siziql
ayirmala tenlemelerdin orniqlilig izertlengen. Bunda ol sizigli ayirmali tenlemeler
sistemasinin ~ xarakteristikaliq san1  tasinigin  Kiritip us1 arqali ayirmala
tenlemelerdin ornigliligin izertlegen.

Bul dissertaciyaliq jumista (1), (2) turindegi ayirmali tenlemeler
sistemalarinin  ornigliligi, ten 6lshemli ornigliligt hdm asimptotikaliq ormigliliglart
izertlenedi. Olardin Shekli ayirmalar Sxemas1 menen baylanis1 haqqinda séz etiledi.
Usinday natiyjelerdin Shekli ayirmalar usili tiykarinda alingan natiyjeler [16-18]
ilimiy jumuslarda, al Shekli elementler usili menen alingan natiyjeleri [20-25]
ilimiy jumislarinda izertlengen.

Izertlewde qollanilgan metodika. Shekli ayirmalar teoriyasimin sanli
usillari. Ayirmali tenlemelerdin sheshimlerinin ornigliligin izertlew usillart.
Ayirmali tenlemelerdin sheshimlerinin aprior bawalarin aliw metodikas.

Izertlewdin teoriyaliq ham ameliy ahmiyeti. Dissertaciyaliq jumista
alingan juwmaglar Shekli ayirmalar teoriyasi menen ayirmali tenlemeler
teoriyasina 6zinin Kishi ulesin qosadi. Bul ayrim parabolaliq tiptegi dara tuwindili

differencialli tenlemelerge duzilgen Shekli ayirmalar Sxemasin ayirmali



tenlemelerge keltiriw ham olardin ornmigliligin ayirmali tenilemeler teoriyasi
tiykarinda izertlew.

Jumista uyrenilgen ham alingan sanli usillar jogargr oqiw ormlarinin fizika-
matematikaliq, texnikaliq qaniygeliklerinde arnawli kurslardi oqiwda ham
matematikaliq modellestiriw, informatika ham ameliy matematika panlerin
uyreniwde paydalaniliwi mamkin.

Jumistin duzilisi. Endi qisqasha dissertaciyaliq jumistin mazmunina toqtap
Otemiz. Pitkeriw dissertaciya jumusi Kirisiwden, tort baptan, juwmaglawdan,
paydalanilgan adebiyatlar diziminen ham qosimshalardan turadi. Kirisiw
boliminde dissertaciyada qoyilgan maselenin aktualligi, magseti, waziypalari,
ilimiy janaligi, izertlew natiyjelerinin teoriyaliq ham ameliy ahmiyeti haqqinda s6z
etiledi. Pitkeriwshinin disssertaciya jumisinin birinshi babinda tyrenilip shiggan
adebiyatlardan, atap aytqanda, matematikaliq analiz, funkcionalliq analiz ham
esaplaw matematikasi teoriyalarinin keyingi izertlewler ushin kerekli materiallar
keltiriledi.

Ekinshi bapta dara tuwindili jilliliq otkizgishlik tenlemesin Keltirip shigariw,
shegaraliq ham baslangish shartlerdi qoyiw usillari, maseleni sheshiwdin analitikali
q usillart garalgan. Bugan qosimsha bul bapta kletkaliq avtomatlar menen
yarimotkizgishler teoriyasinin ayrim matematikaliq modelleri garaldi.

Jumistin Ushinshi babinda ayirmali tenlemelerdin orniqliligin izertlewge
kennen toqtap otiledi. Birinshi paragrafta sizighh aymrmali tenlemelerdin
ornigliliginin, ten Olshemli ormigliliginin  ham asimptotikaliq ormigliliginin
aniqlamalart  keltiriledi. Ekinshi paragrafta turaqli koefficientli ayirmali
tenlemelerdin ormigqlilig: izertlenedi. Usinday izertlewler 6zgermeli koefficientli
ayirmalt tenleme ushin ushinshi paragrafta izertlenedi. Bunda Vajevskiy
tensizliginin ayirmali analogi alinadi ham usi tiykarinda 6zgermeli koefficientli
ayirmali tenlemenin orniqliligt izertlenedi. Sizighh ayirmali tenlemelerdin
orniqliligr hagqindagi teoremalar alinadi.

Tortinshi bap sanli misallarga bagishlanadi. Birinshi paragrafta sizigl jilliliq

Otkizgishlik tenlemesine ham ekinshi paragrafta kletkaliqg avtomatlardin



matematikaliqg modeli bolgan tenlemege misallar sheshilgen. Yshinshi paragrafta
sxemalard1 sanli realizaciyalaw jollar1 aytiladi.

Jumistin aqirinda qisqasha juwmaglaw ham paydalanilgan adebiyatlar
dizimi keltiriledi. Qosimshalarga blok-sxemalar, programmalar ham alingan sanli
natiyjeler jaylastiriladi.



I-bap. MATEMATIKALIQ MODELLESTIRIW

1-§. Matematikaliq modellestiriw

Matematikalig modellestiriwdi ken qollanbay turip hazirgi ilimdi koz
aldimizga Keltiriw mamkin emes. Sebebi modellestiriw bugingi kunde galegnn
ilimiy izertlew jumislarinda ham texnikanin derlik barliq tarawlarinin ameliy
maselelerin sheshiwde ken qollaniladi. Bul metodologiya har qiyli tabiyattagi
obiektlerdin qasietlerin ham xarakteristikasin onin haqiyqiy yamasa jasalma
analoglar1 jardeminde izertlewge tiykarlangan. Usinday uliwma plandagi
modellestiriw modellerdi duziw ham bunnan son olardi izertlew siyaqli eki
processti 6z ishine gamtiydi. Modellerdi qollamiw barliq waqitta bazibir
apiwayilastirrwlardi, obiektti idealizaciyalastirtwdi talap etedi. Sonligtan, modeldin
6zi obiekttin gasietlerin toliq qamtimaydi, al tek gana ayrim izertlenip atirgan
xarakteristikalarin beredi. Model izertlenip atirgan obiekttin tek ayrim boélimlerinin
tiykarinda quriladi ham sonligtan ol original modelden apiwayiraq boladi. Sebebi,
original modeldi quriw ogada qiym. Sonligtan, en tiykargisi, dizilgen apiway1
model izertlew ushin qolayli boladi. Kébinese obiektti toliq izertlew ushin onin har
bir xarakteristikasina bolek kishi modellerde quriliwi mumkin. Modellestiriwdin
tabish shigiw1 modeldi yamasa modeller kopligin duris saylap aliwga baylanisl.

Solay etip koplegen modeller ishinde en tiykargi modeller, bular fizikalq
ham matematikaliq modeller bolip tabiladi. Matematikalig model ilimiy
izertlewdin ideallastirilgan modelleri ishindegi en xarakterlisi bolip tabiladi. Al
fizikaliqg modeller materiallig modeller klasina kiredi. Fizikaliq modellestiriwde
obiektti izertlewdin ornina onin fizikalig modeli eksperimental izertlenedi.
Fizikaliq modeldin bir artigmashiligi, obiektke matematikaliq model daziw ham
oni izertlew mumkin bolmagan jagdayda korinedi. Misali, bunday jagday ogada
quramali processlerge matematikaliq model duziw qiymm boliwi mumkin.
Sonligtan, bunday jagdaylarda obiektti izertlewdin jalgiz usili, bul fizikalq



modellestiriw bolip tabiladi. Fizikaliq modellestiriw tiykarinda uqsasliq teoriyasi
jatadi. Biz bul dissertaciya jumisinda fizikaliq modellestiriwge toqtamaymiz.

Matematikalig modellestiriwde  berilgen  obiekttin  gasietlerin  ham
xarakteristikasin izertlewdi onin matematikalig modelin izertlew menen
almastiriladi. Matematikalig model  ameliy matematikanin qurilisi  menen
izertlenedi. Matematikaliq modellestiriwdin hazirga zaman etap1 qoyilgan maseleni
sheshiwde esaplaw usillarinan ham kompyuterlerden ken paydalamiw menen
hareketlenedi.

[limiy bilimlerdi matematikalastiriw, yagniy matematikaliq tasiniklerdi aniq
ham gumanitar ilimlerde qollamiw hazirgi zamannin en basli maselelerinin biri
bolip tabiladi. Kobinese anaw yamasa minaw ilimnin rawajlaniw darejesi onin
matematikaliq  usillarman  paydalamiw  darejesi menen 6lshenedi.
Matematikalastinwdin ekinshi etapi, bul matematikaliq modellerdi haqiqiy
matematikaliq, abstraktli obiektler esabinda izertlew. Bunda haqiyqiy
matematikanin qurallar1 qollaniladi. Hézirgi waqitta matematikaliq modellerdi
izertlew ushin esaplaw qurallart ken mumkinshilikler tuwdirip beredi. Bular

joqarida aytqanimizday kompyuter ham esaplaw usillar1 bolip tabiladi.

2-§. Kompterde modellestiriw ham sanh eksperimentler

2.1. Kompyuterde modellestiriw. Ilimiy izertlewlerdin jana usillarinin biri,
bul kompyuterde modellestiriw bolip tabiladi. Kompyuterde modellestiriw
tiykarinan tomendegilerge tiykarlanadi:

1. Izertlenip atirgan processtin matematikaliq modelin daziw;

2. Ogada joqarn tezlikke iye ( sekundina millionlagan amel orinlay alatugin)
ham adam menen  dialogga kire alatugin jana tiptegi elektron esaplaw
mashinalarinan paydalaniw;

Kompyuterde modellestiriwdin tiykargt manisi degenimiz, bul
matematikaliq model tiykarinda elektron esaplaw mashinasi jardeminde har-qiyli

eksperimentler seriyasin jurgiziw arqali obiekttin yamasa processtin gasiyetlerin
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izertlew, onin jumis islew rejimin ham optimal parametrlerin tabiw, modeldi
reallastirtw bolip tabiladi.

Misali, bazi-bir processtin amelge asiwinin matematikaliqg modelin bile
otirtp  (bazi-bir tenlemeni), onin koefficientlerin, baslangish ham shegaraliq
shartlerin 6zgerte otirtp sol obiekttin yamasa processtin 6zin qalay alip
baratuginligin izertlewge boladi. Bugan qosimsha aldin-ala har-quyli jagdaylarda
us1 obiekttin gasiyetleri haqqinda pikir jargiziwge boladu.

Kompyuterde modellestiriw ham sanli eksperiment jana ilimiy izertlew usili
retinde matematikaliq modellerdi daziwde matematikaliq apparati janalawga
iytermeleydi. Sanli eksperimentlerdi jurgiziw ushin en aktual, perspektiv tarawlar,
bul ogada iri ilimiy texnikaliq ham social-ekonomikaliq maseleler bolip tabiladh.
Misali, atom elektrostanciyasi ushin reaktorlardi proektlestiriw, plotina ham
gidroelektrostanciyalardi proektlestiriw, mamleketlik, regionalliq ham tarawlardin
perspektiv rawajlaniw planlarin duziw h.t.b.

Ayrim jagdaylarda natural eksperiment etkeriw mumkinshiligi bolmaydi,
musali, termoyadroliq sintez, kosmosliq kenislikti izertlew, ayrim ximiyaliq
endiristi izertlew ham proektlestiriw h.t.b. Bul eksperimentlerdi 6tkeriw adam den-
sawligina ham omirine gawipli. Bul jagdayda bizge jardem beriwshi jalgiz qural,
bul esaplaw eksperimenti bolip tabiladh.

Juwmaglap aytqanda, kompyuterde modellestiriw matematikaliq emes
izertlewlerdi matematikaliq maselelerdi (matematikaliq modeldi) sheshiwge alip
keledi. Bul arqali jagst oylap tabilgan matematikaliq apparat ham kushli esaplaw
texnikas1 menen birgelikte processti izertlewdin jana usillarin payda etedi.

Solay etip, biz garap atirgan obiekttin, processtin yamasa sistemanin
matematikaliq modelin (matematikaliq maseleni) dizdik, yagniy ameliy maseleni
matematikaliq maselege aylandirdiq. Bunnan son bul ameliy maseleni sheshiwdin
keyingi ekinshi etap1 payda boladi. Bul degenimiz, apiway1 bolgan matematikaliq
maseleni sheshiwdin usillarin izlew yamasa oylap tabiw bolip tabiladi. Bul izlep
atirgan usillarimiz elektron esaplaw mashinasinda realizaciyalaw ushin qolayli

boliw1 shart.
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2.2. Esaplaw eksperimenti. Hazirgi waqtta tabiy, ilimiy ham haliq xojalig

maselelerin sheshiw elektron esaplaw mashinalarisiz mimkin emes. Sonliqtan
keyingi waqitlar1 elektron esaplaw mashinalar1 jardeminde izertlenip atirgan
obiekttin matematikaliq modelin analizlew texnologiyasi islep shigilmaqta.
Izertlewdin bunday usili esaplaw eksperimenti (vichislitelnty eksperiment) usili
dep atalad.
Sanli eksperimenttin jane bir igshamliligl, ol ogada qimbatqa tusetugin natural
eksperimentti  elektron esaplaw mashinasinda esaplawlar jargiziw menen
almastiradi. Ol az wiqit ishinde kem qarji menen ogada kép sandagi
eksperimentlerdi jurgiziwge mtimkinshilik  tuwdiradi. Bunin  6zi quramali
sistemalardi gayta islep tez arada ondiriske shigariw mimkinshiligin beredi.

Meyli, misal retinde bazi-bir fizikaliq obiektti, qubilisti yamasa processti
izertlew kerek bolsin. Onda esaplaw eksperimentinin Sxemasi tomendegi koriniste
boladi.

1. Izertlenip atirgan obiektti basqariwshi tiykargi zakonlar korip shigilads,

2. Us1 obiekttegi bolip atirgan qubilislardin matematikaliq modeli duaziledi.
Bul adetta algebraliq, differenciyalli, integralli h.t.b. tenlemeler sistemasina alip
keledi. Bul etapta izertlenip atirgan obiekttegi processlerge onsha tasiri joq ayrim
faktorlar galdiriladi. Kobinese fizikaliq, mexanikaliq qubilislardin matematikaliq
modelleri matematikaliq fizikanin tenlemeleri yamasa apiwayi differencialli

tenlemeler sistemasi tarine iye bolad.

3. Haquyqiy processler, kobinese, siziqli emes tenlemelerge alip keledi, tek
gana birinshi juwiglasiwda yagniy parametrlerdin ogada az mugdardagi
manislerinde, ten salmaqligtan ogada az qozgalganda h.t.b. jagdaylarda bul
tenlemeler sizigh tenlemeler menen almasiwi mumkin. Usinday matematikaliq
model duzilgennen keyin, yagniy bazi-bir tenleme alingannan son onimn sheshimin
tabiwimiz kerek. Tek ayrim jagdaylarda gana, musali qatarlar tarinde bul
tenlemelerdin sheshimlerin tabiwimiz mumkin. Bazi-bir waqitlar1 tenlemelerdin
sheshimin taptiq dep onin sheshimlerinin bar boliwin ham jalgiz ekenin dalillep
qoyadi. Bul maselenin praktikaliq kollimiw mumkinshiligin bermeydi. Bugan
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qosimsha sheshimnin sapasin ham bazi-bir sanliq xarakteristikalarin izertlewimiz
kerek.

4. Endi sanl1 usillard: islep shigip olard: realizaciyalaw ushin elektron esaplaw
mashinalarin qollanamiz. YAgniy berilgen differencialliq tenlemelerdi bazi-bir
sanli usillar menen sheshemiz ham bul sanli usillar arqali alingan sheshimlerdin
berilgen tenlemenin sheshimlerine kanshelli jaqin ekenligin teoriyaliq jagtan
dalilleymiz. Bul teoriyanin durishigin aniglaw ushin sanli metodlard: realizaciya
qulamiz, yagniy elektron esaplaw mashinalarinda esaplawlar jurgiziw ushin
programmalar (algoritmler) dazemiz.

5. Song1 etap, bul programmalardi 6zlestirip bolgannan keyin esaplawlardi
jargiziw ham olard1 analizlew bolip tabiladi. Us1 jogarida korsetilgen etaplardi otip
bolgannan keyin gana izertlenip atirgan obiekttin qubilislar1 haqqinda pikirler
aytamiz ham ol pikirlerdin durishigin tekseremiz, keri jagdayda, matematikaliq

modelge yamasa esaplaw usillarina gqayta o6zgerisler kiritiwge tuwra keledi.

3-§. Analiz tiykarlar

3.1. Sizigh Kkenislik. Biz haqiyqiy sizigh H kenisligin qaraymiz. YAgniy,
har-bir ye H,ve H jupligi ushin y+veH elementi him har-bir ye H ham 4
haqiyqiy sant ushin Ay e H elementleri saykes qoyilgan. Bugan qosimsha
y,v,ze H elementleri ham A, x haqiyqiy sanlart ushin tomendegi aksiomalar

orinli bolsin:
1) y+v=v+y, y+V+2z)=(y+V)+z,
2) AMuy)=(Am)y;
3) AYy+V)=Ay+Av, (A+p)y=Ay+1y;
4) birgelkili aniglangan sonday bir O elementi bar bolip, qalegen ye H
ushin y + 0=y tenligi ormly,
5) qalegen y e H ushim birgelkili aniglangan (-y)eH elementi bar bolip

y+(-y)=0 tenligi ormnli;
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6) 1.y=y.

H sizigh kenisligi normalangan dep ataladi, egerde har-bir y € H elementi
ushin us1 elementtin normasi dep atalatugin H yH haqiyqiy san1 anigqlangan bolip ol

tomendegi shartlerdi ganaatlandirsa:

1) |y = 0 xom |y||=0 egerde y =0 bolsa;

2) |yl =Allyl:

3) [y +Vv|<|y|+[v| (ashmuyeshlik tefisizligi).

Bir siziqh kenislikte normani harquyli usillar menen kirgiziw mamkin.

3.2. Sizigh operatorlar. Endigiden bilay H kenisligin barliq waqitta Shekli
6lshemli s1ziqli normalasgan kenislik dep esaplaymiz.

A operator1 bazibir Dc H kopliginin har-bir y elementine sonday bir
RcH kopliginin v elementin saykes qoyadi. Bul jagdayda D kopligi A
operatorinin aniqlaniw oblast1 dep ataladi ham ol D(A) dep belgilenedi. O arkali

nolik operator, al E arkali birlik operator belgilenedi. A operator1 H kenisliginde
hareketlenedi dep aytiladi, egerde D(A)=H ham R(A) c H bolsa.

A" operator1 A operatorina keri operator dep ataladu.

A operator1 siziqli dep ataladi, egerde qalegen eki y,ve D(A) elementleri
ham eki haqiyqiy A, u# sanlar1 ushin

AAYy+uv)=AAy+uAv
tenligi orinlansa.

A siziqli operator1  H Shekli 6lshemli si1zigqli kenisliginde aniglaniw oblasti
D(A™)=H bolgan 6zinin keri operatorima iye bolad: dep aytiladi, egerde Ay =0
tenlemesi jalgiz sheshimge iye bolsa. H kenisliginde hareketlenetugin A operatori
shegaralangan operator dep aytiladi, egerde bazi-bir turagli M >0 san1 bar bolip

barliq y € H ler ushin
[AY[<Mly|

tensizligi ormlansa.
Shekli 6lshemli kenislikte galegen siziglh operator shegaralangan bolad:.
14



Usinday M turagqlilarinin ishindegi en kishkenesi A operatorinin normast

dep ataladi ham ol HAH arqal1 belgilenedi. Normanin aniglamasinan

A
= sup! ™ supjay]

o |V i
ekenligi kelip shigad.
Operatordin normasi tdmendegi gasiyetlerge iye:
L Al =|2IAl: - 2) [A+Bl<[Al+[B]: 3) |AB]<[Al8].
Egerde barliq yeH ler ushin (AB)y=(BA)y bolsa, onda A ham B

operatorlari orin almasiwshi operatorlar dep ataladi ham ol AB = BA dep jaziladu.

3.3. Shekli élshemli gilbert kenisligindegi operatorlar. H gilbert

kenisliginde A4~ operator1 A operatorina tyinles operator dep ataladi, egerde

barliq y,veH elementleri ushin

(Ay.v)=(y,A'V)
tenligi orinlansa.

Aniglamiw oblasti D(A)=H bolgan siziqhh shegaralangan A operatorina

aniqlamw oblasti D(A")=H bolgan jalgiz tek bir gana A~ operator: bar boladu.
Tomendegi tenlikler ormli:
(A)' =A, (A+B) =A"+B", (AB)' =B'A".

A" operatort siziglh ham shegaralangan, sondayaq HA*H:HA” Bugan qosimsha

LENINA

H kenisliginde hareketlenetugin A operatori 6zi-6zine tiyinles dep ataladi,

egerde A" = A bolsa. Egerde A ham V operatorlar1 6zi-6zine tayinles bolsa, onda
AV operatorida 6zi-6zine tiyinles boladi.

H Shekli 6lshemli haqiyquy gilbert kenisliginde A operatort:

- teris emes dep atalad1 (A>0), egerde barliq ye H ler ushin (Ay,y)>0
bolsa;

- on dep ataladi (A>0), egerde barliq yeH lerushin (Ay,y) >0 bolsa;
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- on aniglangan dep ataladi (A>JE), egerde 6 >0 ham barliq ye H ler

ushin (Ay,y)> 5HyH2 tensizligi ornl1 bolsa.

Joqaridagr aniglama tiykarinda ~ A>B degenimiz A—B>0 degendi
anlatadi. Egerde, H Shekli olshemli gilbert kenisliginde hareketlenetugin A

operator1 on bolsa, onda A™ operator1 bar boladi. On aniglangan operator ushin

HA_IH > 5! bahasi ormnli.

Qalegen A sizight operator1 ushin A"A ham AA” operatorlarida teris emes,

al egerde A operator1 on bolsa, onda on operatorlar boladi.  V  operatort A
operatorinif kvadrat tubiri dep atalads, egerde B> =A (B = A"?) bolsa.
Meyli D operator1 H kenisliginde hareketlenetugin 6zi-6zine tyinles on
(teris emes) operator bolsin. Onda H kenisliginin elementlerinen turatugin
(y,v)p =(Dy,v)

skalyar kébeymesi ham
Yo =(By.y)

normasinan (yarim normasinan) turatugin H , energetikaliq kenisligin aniqlawga

boladi.
A= A" >0 operatori ushin tomendegi
(CA0RS 1N\
tensizligi ormli. Teris emes A operator1 ushin (Ay,y) sani usit operatordin
energiyast dep ataladi. Siziglt A ham V operatorlart ushin turaqlh y, >y, >0
sanlar1 bar bolip y,B<A<y,B tensizligi orinlansa, onda bunday operatorlar

energetikaliq ekvivalent operatorlar dep ataladi. Egerde oE < A<AE tensizligi

ormli bolsa, onda 6 ham A sanlar1 A operatorinin shegaralar1 dep ataladi.
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4-§. Shekli ayirmalar, ayirmah tenlemeler ham olardim baylanisi

4.1. Shekli ayirmalar ham ayirmah sxemalar haqqinda. Shekli ayirmalar

.......

[a,b] kesindisindegi tor dep us1 kesindidegi tochkalardin qalegen kopligine
aytamiz. Tordin tochkalarinda aniglangan funkciya, torliq funkciya dep ataladx.
wy arqali

A=Xg <X <Xy <oerre <Xy <Xy =D
shartlerin qanaatlandiratugin tordi belgileymiz. f; arqali f(x) funkciyasmnin
X; € wy tochkasindagi manisine aytamiz, yagniy f, = f(x). X €@y joqaridagi
@y tormin thyinleri dep ataladi. [a,b] dag: ten 6lshemli tor dep
o ={X; =a+ih, 1=01...,N} (1.1)
tochkalarinin kopligine aytamiz. Bul jerde h=(a—b)/N -torimin adimu.

Endi [ab] araliginda aniglangan ham uzliksiz u(X) funkciyasmin
tuwindilarin juwik esaplaw maselesin garaymiz. Meyli, u(x) funkciyasi bizge
kerekli darejedegi tegis funkciya bolsin. (1.1)-ge tiykarlanip @, setkasin

aniqlaymiz ham on1 tomendegishe belgileymiz:
u; =u(x;), Uy =(U; —u;_1)/h,
Uyi = Ui —ui)/h, u, =(up,, —u;_)/(2h).

x,1
Bul jazilgan Shekli ayirmalar u(X) funkciyasimin X=1X; tochkasindagi
saykes shep, on ham orayliq ayirmali tuwindilar1 dep ataladi. Egerde x; tochkasi

qabil etilgen bolip, i —o0 da h adimi nolge umtilsa, onda jogarida korsetilgen har

bir ayirmali gatnaslar x; tochkasinda aniqlangan u(x) funkciyasinin tuwindisinin
manisine umtiladi. Sonligtan, u'(X) tin juwiq manisi retinde joqaridagi Shekli

qatnaslardin qgalegen birewin qabil etiwge boladi. Endi differencial anlatpani
Shekli ayirma menen almastirganda ketetugin qatelikti esaplaw qiyin emes. Misali,

X = X; tochkasindagi shep ayirmali tuwindif1 qarayik. On1 tdmendegishe jazamiz:
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- u(x) —u(x—nh)
X0 h )

Teylor formulasi boyinsha tomendegige iye bolamiz:

u(x —h)=u(x) — hu'(x) +§u”(§), Ee(x—h,x).

Sonligtan

Uy =) - 2u(E) (1.2)

u’(x) differencial anlatpasin u; . Shekli ayirmasi menen almastirrwdan payda
bolgan qatelik u. . —u'(x;) approksimaciya qateligi dep ataladi. (1.2)-jayilmadan
approksimaciya gateliginin h—0 da O(h) ga ten ekenligi korinip tar. Bul

jagdayda, h tin darejesi birge ten bolganliqtan gatelik birinshi darejeli dep ataladi.
(1.2)-degi qalgan Shekli ayirmalar jayilmasin keltiremiz:

e =)+ o6 69 e (%) (13

u. =u'(x) +%U"'(§i(2))’ EP e (Xi_1,%i41). (1.4)

X1
Bul (1.4)-anlatpadan orayliq ayirmali tuwindi u’(X) anlatpasin ekinshi tartipli
dallikte approksimaciyalaydi eken. Sonligtan bul aldingt on ham shep ayirmali
tuwindilarga qaraganda dalirek bolip tabiladi. Sonhiqgtan, (1.2)-(1.4) anlatpalarin

tomendegi koriniste jaziwdi gabil etemiz:

Uy, =ui +O(h), uy;=ui+0(h) , u. =ui+0(h%).

x,1
Ekinshi tartipli tuwindiga iye u”(x) funkciyasin X; € @, tochkasinda ekinshi

ayirmali tuwindi dep atalatugin

1 U1 — 2U; +Uj_q
uix,izﬁ(ux,i_ui,i): - hzI I

anlatpasi menen almastiriwga boladi. Teylor formulasi arqali tomendegi anlatpaga

Iye bolamiz:
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" h2 v
Uk i — U (Xi):Eu (&)

yagniy funkciya ekinshi tartipli approksimaciyaga iye.

Solay etip biz, differencial anlatpalardi Shekli ayirmalar menen
almastirtwdin en 4apiwayr misallarin garap ottik. Uliwma jagdayda differencialli
anlatpan1 Shekli ayirmali anlatpalar menen almastiritwdan payda bolatugin gatelik
setkanin tayinlerinin jaylasiwina ham funkciyanin tegisligine baylanisli.

Uliwma jagdayda en apiwayi tor 0 < x < tuwrisindagi

@=1{x =ih,i=0,N;h=1/N}, o=@\ (%, =0, x, =)
putin tiyinli ten 6lshemli tor1 bolip tabiladi.

Wagqit boyinsha 6zgeriwshi 0<t<T ushin

@, ={t,=nr,n=0M;z=T/M} 0, =@, \(t =0),
& ={T, =(n+05)r,n=0M-1;7=T/M}
torlar1 qollaniladi.

Jogaridagi aytilganlarga qosimsha bir 6lshemli kenisliktegi torliq funkciyalar
ushin tomendegi belgilewlerdi kiritemiz:

+1) (+1)

Yoy o _y=y oy 2y ey
h 1 YX h ’ XX h2 :

Egerde funkciya waqit o6zgeriwshisinede garezli bolsa, onda toémendegi

y=Yy(X), yx=

belgilerden paydalanamiz:

y=y(xt), y=y(xt+7), y=y(xt—1), Yy, = Y;y,
yf:y_y’ yozy_y.
T t 2T

Meyli bizge y=y(x ), 9=93(x) funkciyalari @ torinda berilgen bolsin.
Skalyar kobeymelerdi

(v, 9) = fzjhy(xi)s(xi), [y, 9) = _“z:hy(xi)s(xi), (y, 9] = Elhy(xiw(xo
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formulalar1 arqali Kirgizemiz. @ torimin shegaraliq tayinlerde Y, =Yy =0

yamasa Y, =9 =0 bolsa, onda jogaridag: formula (y, 9) = —(3 y,] tarine iye

N
boladi. @ torinda berilgen funkciyalar kopliginde (y,9) => hy(x;)9(x;) skalyar
i=0

kobeymesin ham HyH =./(Y,Y) normasin kiritemiz.

Solay etip, torliq funkciyalardin sizigh kenisligine iye bolamiz hdm onm1 H
arqal1 belgileymiz..

Bulardan basqa biz tomendegi setkaliq normalardi paydalanamiz:
: 1
M=o, M=l y] =y,

b 1 t 1
Il = (Z(;Hmt')uzv, 0<t, <T, |of, = (Z()r\\w(t')uiv -
t'= t'=

4.2. Ayirmah tenlemeler ham olardin aymrmah sxemalar menen

baylamsi. Differencialli tenlemelerdi sanli usillar menen sheshiw

Au = f
tarindegi s1ziqli algebraliq tenlemeler sistemasina alip keledi. Bunda 4=(a;) N-
tartipli  kvadrat matrica, u=(uj,U,,...,uy) - izlenip atirgan vektor,
f =(f, f,,..., fy)- berilgen vektor.

Bunday s1zigl algebraliq tenlemeler sistemasin sheshiwdin eki tipii bar:

a) tuwr1 yamasa dal usillar;

b) iteraciyaliq usillar yamasa izbe-iz juwiqlasiw usillari.

S1zigh algebraliq tenlemeler sistemas1 yamasa ayirmali tenlemeler joqarida
aytqanimizday matematikaliq fizikanin differencialli tenlemelerin
approksimaciyalaganda payda boladi. Bunda torda berilgen eki yamasa ush
6zgeriwshili funkciyalardi izertlewge tuwra keledi. Bul jagdayda tenlemelerdin
san1 onlagan hatteki juz mimnlaganga da jetiwi mimkin. Bunda torhiq funkciyalardi
aniglaw ushin siziql algebraliq tenlemeler sistemasi (ayirmala tenlemeler) payda

bolad1. Bull tenlemelerde tiykarinan tomenedegi eki jagday boliwr mimkin:
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1) A matricas1 arnawh targe iye boliwi mumkin (néllik elementleri kop

boliw1 mimkin);

2) tefilemelerdin sani ogada kop boliwr mumkin (10% —10°).
Ayirmali tenlemeler menen biz kép jagdaylarda duwshar kelemiz. Misali,

arifmetikaliq ~ progressiyanin  agzalart  ushm &, =a, +d yamasa
1 —2a +8,_1 =0 formulalar1 yamasa geometriyaliq progressiyanih agzalari
ushin a,_; =0a, formulasi ayirmali tenlemelerge misal bola aladi. Bunda
a, =ak), k=12,....

Meyli, vy(i),1=0,£1,+2,... funkciyasin qarayiq. Endi i tochkasinda
tomendegi ayirmalardi payda eteyik:

on: Ay; =y(i+1)—y(i), shep Vy; = y(i) - y(i—1).

Adette y; =y(i) dep belgilew gqabil etilgen. Onda Ay, =Yy, -V,
VY =Y; — ;1. Bul anlatpalardi birinshi tuwindinin formal analogi dep qabil
etiwge boladi. Endi ekinshi tartipli ayirmani qarayiq:

A% = AAY;)=AVivs = ¥i) = Vivz = Yier) = (Vs = ¥i) = Yisa = 2Via + Vi
Bunda Ay;_, = Vy; ekenligi korinip tur. Us1 siyaqli tomendegi
A"y, = A(Am_l)’i)

anlatpasinda aniqlawga boladi. Har bir A n1 qollanganda onga qgaray bir tochka
qosip alanadi. Solay etip A operatorin m martebe qollana otirp A™y; anlatpasi
I,i+1..,i+m tochkalarinda aniqlangan V;,VY;.q,...,Yj.m manislerin 6z ishine

alatuginligin kéremiz.
Har quyli tartiptegi ayirmalardi 6z ishine alatugin tomendegi tenlemeni

jaziwga boladt:

oA"Y, + gAMYL ag gAY+ a Y = T
Bunda oy, o,...,a, - Koefficientler. Bul anlatpaga A¥ y;, k=12,...,m ayirmalarin
goysag tomendegi tenlemege iye bolamiz:

2 Yiim + A Yiimt + -+ %n1Yig + % Yi = i
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Egerde ¢, #0, «, =0 bolsa, onda bul tefileme belgisiz y; ge garata m- tartipli
ayirmal tefileme dep ataladi. Ol y;,V;.1,..., Vi, mAanislerin 6z ishine aladi. Bull
ayirmali tenleme m - tartipli
d™u d™M du

tog———totadn g~ tapgu="F, az=0
dx™ dx™ dx

differenciall1 tenlemesinin analogi bolip tabiladi.

Qy

Toémendegi bir misald1 garap oteyik. Meyli

du
Mt
™ (x)

, : du , . e .
tenlemesin sheshiw kerek bolsin. Onda ™ tin  juwiq manisin tomendegishe
X

aniglaymiz:

(d_uj _u(x +h)—u(x)
dX )y, - h '

Bunda h>0 x; ham X;,; tochkalar1 arasindagi adim. Egerde

X +h=X%;4, u(X)=u;, u(x,,)=U,,, dep belgilesek, onda tomendegini alamiz:

(d_uj JAU Uiy U
0 )y h

Bul ayirmali anlatpa h—0 da j—u ga umtiladi. Bunday almastiriwlardi koplep
X

tabiwga boladi. Misali, jogaridagimin ornina shep ayirmani alsag, onda

(d_uj A T
dX )y h

yamasa on ham shep ayirmalardin qosindisinin yarimin alsag, onda

(d_uj Ui —Uig AU + VU
).~ 2h 2h

boladi. Bunda = belgisi approksimaciyani anlatadi.
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Ay;

Solay etip, joqaridagi differencialli tenlemenin ornina T: f; aymrmal

tenlemesin qaraymiz. Bunda f; = f(x;). Bul birinshi tartipli ayirmali tenleme
yamasa ayirmali Sxema bolip tabiladi. Buni tomendegishede jaziwga boladi:
Ay; =hf; yamasa y; ., =Y; + hf;.

Bul tenlemenin sheshimin tabiw qiymshiliq tuwdirmaydi.
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I1-bap. DARA TUWINDILT JILLILIQ OTKIZGISHLIK
TENLEMESI

1-§. Jilhihq otkizgishlik tenlemesin keltirip shigariw

Temperaturali maydand: tabiw menen baylanisli maselelerdin matematikaliq
modeli bazibir differencialliq tenlemelerdi duziwge alip keledi. Differencialliq
tenleme degenimiz izertlenip atirgan qubilisti xarakterlewshi fizikaliqg shamalardin
matematikaliq baylanisin  koérsetetugin bazibir tenlemege (differencial) aytamiz.
Bul fizikalig shamalar kenisliktin ham waqittin funkciyalari boladi. Bunday
tenleme qalegen waqit birliginde denenin galegen toshkasinda bolip atirgan
fizikalig qubilisti anlatadi. Jilliliq 6tkizgishlik differenciyalliq tenlemesi elementar
kolemnin temperaturasi, wagit ham koordinatalar: arasindag: baylanisti ornatadi.

Jillihg otkizgishlik tenlemesin keltirip shigariwdi tomendegi apiwayi usilin
korip oteyik. Meyli bizge bir 6lshemli temperaturali maydan berilgen bolsin. Bul
jagdayda jilliliq bir bagdar boyinsha, misali X bagdar1 boyinsha targaladi. Meyli
termikaliq koefficentler koordinata X ham waqit U larga garezsiz bolsin.

Birtekli ham izotropli sheksiz sheksiz plastinada elementar (apiwayi)
parallelepepedti garaymiz (1-sizilma). Bul parallelepepedtin koélemi dxdy

anlatpasina ten. Bir waqit birliginde parallelepepedtingarama-gars: gaptalinan

otiwshi jilliig mugdar Oy dYAZ ke ten boladh.

Egerde x>0y qx bolsa, onda elementar parallelepiped qiza baslayd.

Sonligtan, bul jillilig agimlariin ayirmasi energiyanin saqlaniw nizami boyinsha

us1 elementar parallelelepipedtin akkumlyaciyalangan jilliliqga ten, yagniy
ou
q,dydz— Qy.qdydz = v dxdydz 2.1)

Bunda C- sahistirmali jillihq kolemi, ) - ortaligtin tigizligr, Oxiax X

6zgeriwshisine garezli belgisiz funkciya. Egerde usi funkciyani Teylor gatarina

jayip onin daslepki eki agzasi menen shegerallansaq, onda tomendegini alamiz:
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aq
~ (., + —2dx
qx+dx qx 8X

dvy

=
&

1-sizilma.

Onda, (2.1)-tenlikten tomendigige iye bolamiz:

_ dxdydz = c:;/@—u dxdydz
OX ot
Endi,
ou
= —/1—
qy o

(A -jillihg otkizgishlik koefficienti) jullihg otkizgishlik tenlemesin gollana otirip,

tomendegige iye bolamiz:

ou o°u
cy—=~A—
"ot T o
yamasa
ou _,o0u ;
a—a pva azza. (2.2)

Bul songi (2.2)-tenleme jillihigtin bir olshemli agisinin  differencialiq

tenlemesi bolip tabiladi. Bunda @—CONSt. Egerde, jillihq izometriyaliq bettin
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normal vektor: (normali)  boyinsha targalatugin bolsa, onda { vektorin

koordinatalar boyinsha ush gosiliwshilarga jayiwga boladi. Bul jagdayda elementar

kolem menen akkumlyaciyalangan jillilig mugdar: tomendegi qosindiga ten boladi:

0
—(qu + Ay + Xq, dedydz.

ox oy oz
Onda differencialliq tenleme tomendegi tirge iye boladi:
ou a(azu 82U azuj

— = ot =avu
ot ox>  oy® oz°

: (2.3)

bunda
o°  0° 0

Vi= S +—+
ox*  oy® ot

Laplas operatori.
Ayirim jagdaylarda dene ishinde jilliliq kozi (jilliliq tarqatiwshi toshka)
boliw1 mamkin. Bul koz (toshka) on yamasa teris boliwida mamkin.
Misali, qizdinw waqtinda materiyaldin yamasa denenin ishindegi
parlasiw jilliligtin teris kozi bolip tabiladi. Meyli bul salistirmali quwatliligi

(denenin birlik kolemine ham birlik waqtina saykes keletugin jutiliwshi yamasa
shigariliwshi jilliiq mugdart) @(Bm/m?®) bolsm. Onda bir waqut birliginde
elementar kolemnen shigariliwshi jilliig mugdart  cdxdydXx aflatpasina ten.

Usinday bir-gansha turlendiriwlerden keyin jilliliq koézine iye jilliliq otkizgishlik

tenlemesi tdmendegi turge iye boladi:

— =avVu+—

ot cy - (2.4)
Jogaridag (2.4)-differencialliq tenlemeni basgada jol menen aliwga boladi,

musal1 Ostrogradskiy-Gauss formulasi jardeminde .

Meyli S beti menen shegaralangan bazibir V kolemin bolip shigariw

mumkinshiligine iye bazibir ortaliq berilgen bolsin. Jilliliq ust ortaligta jilliliq
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otkizgishlik joli menen tarqaladi. Onda, waqut birliginde S betinen otiwshi jilliliq

mugdar1 tomendegishe anlatiladi:

_[ AgraddudS= leln gradudS
(S) (S)

Bunda integral barlig S beti boyinsha almadi.
Denede jilliliq kézi bolmagan jagdayda bul jillihq agmm birlik waqitta

berilgen kolemdegi ishki energiyanin
o _[ cyudv = ICya—udv
atw) V) ot

shamaga 6zgeriwine alip keledi. Bunda integral barliq V' kélemi boyinsha alinadt.
Energiyanin saglaniw mizam: boyinsha V' kolemdegi ortahqtia ishki

energiyasinin 6zgeriwi ust kolemdi shegaralawshi S betinen shigip ketiwshi
jillihgga ten, yagniy
jaya—udv= j'ln/lgraduds_ (2.5)
V) ot (s)

Endi Ostrogradskiy-Gauss tarlendiriwin qollanamiz:

I 1, Agraduds= _fdiv(rxlg radu)dv.
(S) v)

Onda jogaridagi (5)-tenlemeni tomendegishe jazamiz:

jlnﬁgraduds: jdiv(zgradu)dv_ (2.6)
V) V)

Bunnan, kolemnin erikli ekenin esapga alsag tomendegige iye bolamiz:
ou .
cy — = div(Agradu
7 5 (Agradu) 2.7)

Egerde jilliliq otkizgishlik koefficienti temnoeraturaga garezsiz bolsa, onda

(2.7)-den jilliliq otkizgishlik differencialliq tenlemesine iye bolamiz:

—=aV2u,
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yamasa

ou i
— =adiv(gradu
p” (9 ) .

2-§. SHegaraliq maselelerdi qoyiw

Endi qisgasha baslangish ham shegaraliq shartlerge togtap otemiz. Jilliliq
otkizgishlik differencialliq tenlemesi denenin temperaturasinin wadqit ham kenislik
6zgeriwshileri arasindagi baylanisti ornatadi. Matematikaliq til menen aytganda
denenin ishindegi jilliligtin 6zgeriwin anlatadi. Endi, galegen waait birliginde dene
ishindegi temperaturaliq maydand: tabiw ushin, yagniy differencialliq tenlemeni
sheshiw ushin, baslangish waaqit birliginde dene ishindegi temperaturanin targaliwin
biliwimiz kerek (baslangish shart). Bugan gosimsha denenin geometriyaliq
formasin ham dene betinin qorshalgan ortaliq penen 6z-ara tasir etiw nizamin
biliwimiz kerek (shegaraliq shart).

Baslangish shart baslangish waqit birliginde dene ishindegi temperaturanin
bolistiriliw nizami: menen aniglanadi, yagniy
u(x,y,z,0)= f(x,y, 2),
bunda f(X,y,z)-belgili berilgen funkciya.
Koplegen praktikaliqg maselelerde baslangish waaqit birliginde temperaturanin
ten olshemli bolistiriliwi beriledi, yagniy
u(x,y,z,0) =u, =const,

Shegaraliq shartler har qiyl usillar menen beriliwi mamkin. Biz téomende
shegaraliq shartlerdin beriliwinin tsh tarli (tiptegi) jagdaylarin garaymiz.
1. Birinshi tiptegi shegaraliq shartte galegen waqit birliginde dene beti
boylap temperaturenin targaliw nizami beriledi, yagniy

u, )= f(@).

Bunda U ;7 (1) -dene betinin temperaturas:.
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Dara jagdayda u,,(t) =u,. = constyagnly dene betinin
temperaturasi jilliliq almasiw processi wagtinda turagl bolad: (6zgermeydi).
2. Ekinshi tiptegi shegaraliq shartte dene betinin har-bir toshkasi ushin

waaqitga garezli jilliliq agiminin tigizligi beriledi, yagniy

an(t) = f(1). (2.8)
Dara jagdayda jilliliq agiminin tigizlhig: turagl boladi, yagniy
q,(t) =g, =const. (2.9)

Jillihg almasiwdin bunday varianti, misali, jogar: temperaturali peshlerde har
qiyh zatlard: gizdiriwda ushirasadi.
Joqaridagi (2.8)-ham (2.9)-shartlerde

qn(t) = _1(8_1—"’) '

on

bunda N -dene betine tasirilgen normal.
3. Ushinshi tiptegi shegaraliq shartte turagli jilliliq agimi jagdayinda dene
beti ham qorshalgan ortaliq arasindagi konvektiv jilliliq almasiw nizami beriledi

(stacionar temperaturaliqg maydan), yagniy

qn=a(uy —Uc), (2.10)

—ﬂ[a—gj =oa(Ug—Uuc).
on g

Bunda & - jilliliq almasiw koefficienti yamasa proporcionalliq koefficienti
dep ataladi. (bm/ m?.grad)

Bunnan basgada shegaraliq shartler beriliwi mamkin. Maselen, dene betinin
qorshagan ortaliq penen jillilig almasiwi yamasa bir-birine tiyiwshi denelerdin

jilliliq almasiwi.
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3-§. Maseleni sheshiwdin analitikaliq usillar:

Shegaraliq maselelerdi sheshiwdin hazirgi bar usillarin har qiyli belgileri
boyinsha klassifikaciyalawga boladi. Bulardin biri juwmaginda sheshim alinatugin
formas:1 bolip tabiladi. Bul jagdayda maselenin sheshimi formula tarinde
korsetiliwi mamkin. Bul formula argumenttin berilgen manisleri tiykarinda izlenip
atirgan funkciyanin manisleri alinadi. Bul jagdayda sheshim analitikaliq usil
menen alingan dep aytiladi.

Sheshim sanli usillar jardeminde alimiwi mamkin. Bul jagdayda argumenttin
berilgen sanli manisleri tiykarinda izlenip atirgan sheshim, yagniy izlenip atirgan
funkciyanin manisleri bazibir sanlar arqgal1 alinadi.

Kop jagdaylarda analitikaliq sheshimlardi analizlew ushin sanli usillar
qollaniladi. Bul jagdayda analitikaliqg ham sanli usillardin sintez haqqinda aytiladi.
Koplegen quramali ameliy maselelerdin matematikalig modelin analitikaliq usil
menen sheshiw muamkin bola bermeydi. Bul jagdayda maselelerdi sheshiw tek
gana sanli usillar tiykarinda jurgiziledi. Degen menen, jilliliq otkizgishlik
tenlemesin sheshiwdin analitikaliq usillariin rolin kemeytiwge bolmaydi. Sebebi,
analitikaliq usillar sanli usillarga garaganda dalirek bolip juwmaq tezirek aliniwi
mumkin. Asirese analitikaliq usillar sizigli emes maselelerdi sheshiwde ulken rol
oynaydi. Biz bul jumista tek gana sizighh maselelerdi sheshiw menen
juwmaglanamiz.

Jillilig otkizgishlik teoriyasinin sizigli maselelerin sheshiwdin témendegi
usillarin keltirip 6temiz.

l. Klassikaliq usillar.

1). Ozgeriwshilerdi ayiriw usili (Fure usilh);
2). Grin funkciyasi usili;
3). Jilliliq potenciyallari usili.
II. Integralliq tarlendiriwler usili.
1). Sheksiz shekler;
2). Shekli shekler.
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Bul jagdayda, integralliq tarlendiriwler yadrosi denenin formasi ham shegaraliq
shartlerge garay har quyli etip saylap alinadi.
I11. Variaciyalliq usillar.

1). Ric usily;

2). Kontorovish usil;

3). Galyorkin usil1.

Biz bul jerde differencialliq tenlemelerdi sheshiwdin ayrim usillarin keltirip
ottik. Bunday usillar ogada kop ham olardin tari tenlemeni sheshiwdin
mumkinshiligine qaray yamasa omin quramalligina qaray ozgerip baradi. Si1zigh
emes tenlemeler sizigh tenlemelerge alip keliniwi mumkin. Tap usinday, sizigh

tenlemeler ogada quramali bolsa, onda olar apiwayilastiriliwi mukin h.t.b.

4-§. Kletkaliq avtomatlardin ham yarimotkizgishlerdegi kushli
elektr maydam hareketinin matematikaliq modelleri

Kletkaliq avtomatlardin matematikahq modeli. Adette har qyli, musals,
fizikaliq yamasa mexanikaliq ortaliglar konservativ yamasa dissipativ bolip keledi.
Ortaliqta, maselen sistemada, toliq energiya saglansa, onda bunday ortalaglar
konservativ boladi, al ortaligta yamasa sistemada enegiya jogaltiw processi iske
assa, onda bunday sistema dissipativ dep ataladi. Real ham quramali bolgan aktiv
ortaliglar menen dissipativ strukturalardin 6zine tan xarakterlerin uyreniw ham
olardi matematikaliq modellestiriw sizigli bolmagan dinamikaliq sistemalardi
duziwge alip keledi. Atap aytganda, belgili bir diskret waqit birliginde 6zinin
jagdayin oOzgertiwshi apiwayir elementler belgili bir nmizim tiykarinda 6zinin
jagdayin esapga algan halda onin kelesi waqut birligindegi jagdayin biliw argali sol
fizikaliq yamasa mexanikaliq obiektlerdin tiykargi qasietlerin sawlelendiriwshi
processlerdi  modellestiriwge boladi. Misali, iyiliwshen ortaliq gasietin,
gidrodinamikaliq ham kinetikaliq processlerdi, informaciyalard1 gayta islew ushin
adamzat bas miyi hareketin modellestiriw h.t.b. Usinday elementlerden quralgan

tarmaq (set) kletkahq avtomatlar dep ataladi. Bunday qubilislardin matematikaliq
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modelleri algoritmlik podxod tiykarinda duziledi. Bul podxod adettegi
differencialliq tenlemelerge alip keletugin podxodlardan 6zgeshe boladi. Birag
differencialliq tenlemelerdi sanli sheshiwde bul podxodlar biri-birine jaqinlasadi.
Kletkaliq avtomatlar bir-neshe klasslarga bolinedi. Bul jerde biz S.YA.
Berkovichtin izertlewlerindegi kletkaliq avtomatlardi, yagniy fizikaliq haqiyqatti
beriwshi  ossilyatorlardan (avtoterbelisli elementlerden) duzilgen kletkaliq

avtomatlardi qaraymiz. Bul modelde t,,; waqut birliginde j nomerli elementke

saykes keliwshi 9; (t,,;) terbelis fazasi onin dogeregindegi terbelis fazalari menen

tomendegi formula arqali baylanisqan boladi:

‘9j (tn+1) = Zaji‘gj (tn)’ (2-11)

i€0(j)
bunda O(j) dogeregi jelementin 6z ishine aladi, a;; koefficienti birge shamalas
boladi: 0<1-aji <<1 ham tasir etiwshi koefficientler j nomerli elementten

uzaglasgan sayin tez azaya baslaydi. Bul joqaridagi (2.11) — tenleme tomendegi
differencialliq tenleme menen approksimaciyalaniwi mimkin. Tek jaqin qonsilirdi
esapga algan haldi ham elementlerdin biri-birine tasiri simmetriyaliq xarakterde
bolganliqtan terbelis fazasinin tenlemesi tomendegi turge iye boladi ([25]-ge
qaran):

aa—l: =—bu + DyAu . (2.12)

Bunda A - Laplas operator;, D, - diffuziya koefficienti, b - turaqli shama.

Bunnan 9=3e™ tarlendiriwin esapga alsaq, onda tdomendegi adettegi standart

parabolaliq tiptegi jilliliq 6tkizgishlik tenlemesine iye bolamiz:

aa—L: =—bu + DyAu. (2.13)
Bul tenlemenin dal sheshimi
R2
. ;e(‘w ‘“J
(2Dy/7t)?
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turine iye bolad1 ([25]-ge garan). Bunda R element jagday, haqiyqiy san.

Alis gonsilarin esapga aliwshi terbelisler fazasi ushin kletkaliq avtomattnin
matematikaliq modeline saykes keliwshi differencialliq tenleme tomendegi turge
Iye boladi:

Z—‘: = —bu + DyAu + D;A%U . (2.14)
Bul (2.14)-tenleme
u(x,0) =ug (x). (2.15)
baslangish sharti ham ekinshi baptin 2-paragrafinda korsetilgen shegaraliq

shartlerdin birin gabil etedi. Bunda D; - turaqli, A? - tortinshi tartipli

differencialliq operator.

YArimétkizgishlerdegi  kushli  elektr maydam  hareketinin
matematikaliqg modeli. Bir 6lshemli yarimoétkizgishlerde tensalmaqliq halian
ogada kop awisiw jagdayinda kushli (azzi) elektr maydanina iye oblast payda
boladi. Bul processti elektorlik domenler dep ataydi ([27]-ge garan). Elektorlik
domenlerdin payda boliwmin en apiwayr matematikaliq modellerinin Dbiri

tomendegi koriniske iye boladi:

Ag—l:+Au —div(\Vu\ZVu) =0, (2.16)
u(x,t) , =0, t=0, (2.17)
u(x,0)=uq(x), xeQ. (2.18)

Oz gezeginde domenlerdin tarqaliw1 birlikte tarqaliwshi tolqinlar (solitonlar)
jagdayinda olardin matematikaliq modeli tomendegi Oskolkov-Bendjamen-Bon-
Maxoni tipindegi klassikaliq tenleme meney beriledi [27]

%(Au—au)+al%u+a2u%= f(x,1), (2.19)
Bul (2.19)-tenleme
u(x,0) =uq (x). (2.20)
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baslangish sharti ham ekinshi baptin 2-paragrafinda korsetilgen shegaraliq

shartlerdin birin qabil etedi. Bunda a, a;, a, - turaqlilar, A - Laplas operatori.
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I11-bap. JILLILIQ OTKIZGISHLIK TENLEMELERIN
AYIRMALI TENLEMELER TEORIYASI TIYKARINDA
IZERTLEW

1-§. Sizigh ayirmali tenlemelerdin orniqhiligi ham olardin

ayirmah sxemalar menen baylanisi

Bul paragrafta biz birtekli bolmagan
Yni1 =SnYn + fn’ Y(O)Zyo, n=01,... (3.1)

ayirmali tenlemeni ham birtekli bolmagan
B, 2L 4 Ay =gy, YO =Yo, N=0L.. (32)

ayirmalar sxemasin ham bularga saykes birtekli
Yn+1 =Sn¥n (3.3)

ayirmali tenleme menen birtekli
Bn@+Anyn =0 (3.4)

ayirmalar sxemasinin ornigliligimin aniglamalarin beremiz. Bugan qosimsha
olardin arasindagi baylanislarga toqtap o6temiz.

3.1-amqlama [15]. (3.3)-tenlemenin sheshimi y,=0 ormiqh dep ataladi,
egerde Ve >0,35(g,ny) >0: Hyno H<§:>Hynu<g, vn>n, bolsa, yagniy berilgen
&>0 sanm1 ushin sonday bir ¢ ham n, sanlarma garezli 6 >0 sani tabilip,
Hyno H<5 nih ormlamwman ¥n>n, ushin |y,[<e& orml bolsa. Keri jagdayda

, =0 sheshimi ornigsiz boladi.

3.1a-amiglama [16]. (3.2)-ayirmalar sxemasimnin sheshimi ddslepki shdrtler

boyinsha ormigh dep ataladi, egerde (3.4)-nin sheshimi ushin

Yall,y =Malyoly,) (35)
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bahasi orinli bolsa. Bunda Hyn -normas: uliwma aytganda harqiyli n ushin

I
harquyls, al M; >0 adim 7 ham h larga garezsiz turaqli san.

3.2-amqlama [15]. (3.3)-tenlemenin sheshimi y, =0 ten dlshemli ormiqly
dep ataladi, egerde Ve>0,35(¢)>0: Vny >0, Hyno H <5=|y.|<e vnzn,
bolsa, yagniy berilgen &£ >0 san1 ushin sonday bir tek & sanina garezli 6 >0 sani
tabilip, berilgen ny >0 ushin Hyﬂo H<5 nin ormlaniwinan ¥n>n, ushin HynH<5
ormli bolsa.

3.2a-amqglama [16]. (3.2)-ayirmalar sxemasmin sheshimi ten dlshemli

ormigh dep ataladi, egerde (2.4)-nin sheshimi ushin

HynH(ln) < MlHyJH(lj)’ Vi, 0<j<n (3.6)

bahas1 ormli bolsa. Bunda M; >0 adim 7z ham h larga garezsiz turaql: san.
3.3-amqlama [15]. (3.3)-tefilemenin sheshimi y, =0 asimptotikalig ormiqly

dep ataladi, egerde ol orniqli bolsa ham bugan qosimsha 3JA(g,ny)>0:

Hyno H<A:> lim|y,[|=0 bolsa, yagnty sonday bir A(g,ny)>0 sant tabilip,
n—oo

Hyno H <A nin ormnlamwinan lim|y, =0 ormnl bolsa.

N—o0

3.3a-amigqlama [16]. (3.2)-ayirmalar sxemasiin sheshimi p ormigl dep

ataladi, egerde (2.4)-nin sheshimi ushin qélegen y, € H de
¥alla,y <P Yol (35)

bahasi ormli bolsa. Bunda p=€%", al ¢, adim 7, h larga ham vy, din saylap

almiwina garezsiz turaqli san.

Eskertiw. Bul 3a aniqlamasman p <1(c, <0) bolganda 3-aniglama

maniside asimptotikaliq ormiglilig kelip shigadi.

3.4-amqlama [15]. (3.1)-tenlemenin sheshimi y,=0 ten dlshemli

asimptotikaliq ornigh dep ataladi, egerde Ve >0, 35, A(e) >0:
Hyno H <8 = |y, <&, ¥nzny ham bugan qosimsha
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[V, | < A= Tim|y,[=0
nN—oo
bolsa, yagniy berilgen &£>0 sami ushin sonday bir tek & sanma garezli

0(g) >0, A(g) >0 sanlar tabilip, galegen n>n, ushin H Yn, H < ¢ nin ormlaniwinan

HynH<g ormmli bolsa ham bugan qosimsha Hyno H<A nin orinlaniwinan

lim|y,||=0 ornli bolsa.
N—o0

3.4a-amqlama [16]. (3.2)-ayirmalar Sxemasinin sheshimi ten élshemli p

ornigh dep ataladi, egerde (3.4)-nin sheshimi ushin qalegen 0<ny <n de

[¥n H(1n) <phe Hy”o H(lno)’ (n=01..) (3.5)

CoT

bahasi orinl1 bolsa. Bunda p=e™", al ¢, adim 7, h larga ham Yn, din saylap

almiwina garezsiz turaql san.
Solay etip, bul aniglamalardan tdomendegi juwmaqqga kelemiz:
1. Aymrmala sxemalardin ornigliligi ushin berilgen aniglamalardin

barliginda onin sheshimi ushin aprior bahalar bar.

2. Barlig na (n=14) aniglamalarinda berilgen ormgqliligtan barlq

n,(n=14) aniglamalarinda berilgen ormqlihq kelip shigadi, al

kersinshe duris bolmaydi.
Keyingi paragraflarda us1 aniqlamalar tiykarinda ayirmali tenlemelerdin ham

ayirmali sxemalardin ornigliligin izertleymiz.

2-§. Birinshi tartipli turaqh koefficientli ayirmal tenlemeler

sistemasinin ornighihigi

Parabolaliq tiptegi koplegen tenlemelerdi tomendegi tirde jaziwga boladi:
ou/ot + Lu = f (xt), u(x,0) =ug(x). (3.6)
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Bunda Lu - kenislik 6zgeriwshisi X ga garata bazibir uliwma turdegi differencial
operator. Bul (3.6)-maselege bazibir shegaraliq shartler qoyiladi. Matematikaliq
modeli (3.6)-tenleme turinde jazilatugin misallardi ogada kop keltiriw mamkin.

Meyli tomendegi Koshi maselesin qarayiq:

u'+ Au=f(t), u(0)=uy, u'=du/dt. (3.7)

Bul masele (3.6)-tarindegi parabolaliq tiptegi dara tuwindili differencialli
tenlemelerdi tek Kkenislik 6zgeriwshileri boyinsha approksimaciyalaganda kelip
shigad.

Jogaridagr (3.7)-tarindegi maseleni approksimaciyalawshi qgalegen eKi

qatlamli ayirmali Sxemani tdomendegi ayirmali tenleme turinde jaziw mumkin:

Yot =S¥y + fry Y(O) =Yy, n=01.... (3.8)
Bunda S, - bazibir operator. Bul (2.8)-tehleme menen birgelikte
yn+1:Snynv n=01... (3.9)

birtekli tenlemesinde qaraymiz.

Sizigl1 bir tekli emes (3.8)-tenlemenin sheshiminin ornigliligi onin birtekli
tenlemesi bolgan (3.9)-tenlemenin trevial sheshiminin ormiqliligt  menen
aniqlanadi.

Usit (3.9)-tenlemenin trevial sheshiminin ornigliligin izertlew ushin kvadrath

formadagi Lyapunov funkciyasin qaraymiz:
Vo (Yn) = YnDn¥n =(Dn¥n: Yn) -
3.1-teorema. Meyli tdmendegi shartler orinli bolsin:
a) D, =D, >0;
V) Ayirma AV, <0, bunda

AV =V (Yni1) =Va (Vo) =Viia (SnYn) =V (Vn) ;
Onda (3.9)-tenlemenin trevial sheshimi Lyapunov boyinsha ornigli boladi.

Bugan qosimsha, bull sheshim ten 6lshemli ornigli boladi, sebebi

(Dn+1yn+1v yn+1) < (Dn yn ) yn)
yamasa
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Ynalp,, <[Yalo, -

Toémendegi teorema orinli boladh.
3.2-teorema (A.A. Samarskiy, A.V. Gulin [17]). Egerde (3.8)-sistemasi
baslangish shartler boyinsha ten o6lshemli ornigli bolsa, onda ol on tareplemede

orniqli boladi, yagniy tdmendegi aprior baha orinli boladi:

n-1
Iynl= M{Hyo% ZH“J'H]-
j=0

Solay etip, 3.2-teorema boyinsha baslangish shartler boyimnsha ten 6lshemli
ornigliligtan (3.8)-nin on tarepleme ornigliligi kelip shigadi.

Endi 3.1-teoremanin V) shartinin orinlaniwin tekseremiz:

Yn+1Dn+1Yn+1 = YnDnYn=YnSnDns1SnYn = YnDn¥n =Yn(SnDrsaSn — Dn) Yy <0.
Sonlhgtan, (3.9)-ayirmali tenlemenin orniqliliq sharti
S;D,.1S, — D, <0 (3.10)
yamasa
S;D,.1S, <D,

boladi.

3.3-teorema. Meyli (3.10)-shart orinli bolsin. Onda, 3.1-teoremadan (3.9)-

tenleme ushin tomendegi aprior baha orinli boladi:

[Valo, sHy,—HDj, vj<n, n=12,..

Qosimsha. Jogaridagi 3.1 ham 3.3- teoremalardan (3.8)-tenleme ushin

tomendegi aprior bahaga iye bolamiz:

n-1
Iyallo, <lvollo, + 2. il -
j=0 .
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3-§. Birinshi tartipli 6zgermeli koefficientli ayirmah tenlemeler
sistemasinin ornighhigi

Koplegen stacionar emes shegaraliq maselelerdin kenislik boyinsha
6zgeriwshilerin Shekli ayirmalar usili yamasa Shekli elementler usili menen
approksimaciyalaganimizda biz tdmendegi birinshi tartipli 6zgeriwshi koefficientli
apiway1 differencialli tenlemeler sistemast ushin Koshi maselesine iye bolamiz:

u'+L(t)u=f(), u(0)=uy, u'=du/dt. (3.11)
Misali, har qiyli formadagi konvekciya-diffuziya shegaraliq maseleleri, waqitqa
baylanish jilliliq otkizgishlik ham tasiw (perenos) tenlemeleri h.t.b. usinday
maselege alip keledi.

Joqaridagi (3.11)-maseleni approksimaciyalawshi eki gatlamli operatorli-
ayirmali Sxemanin uliwma koérinisi

By; + Ay =¢p(t), 0<t=t,cw,, YO)=Y,, (3.12)
tarinde jaziladi. Bunda y=Y,=Y{t,), p=0, =0(t,),
Vi =Y — Vo) /7, A=A(L,), B=B(t,) - sizigh 6zi-6zine tiyinles operatorlar.
Bul (3.12)-sxeman1 tomendegi ayirmali tenleme tarinde jaziw mumkin:

Y1 =Sn¥n + ¢, ¥Y(0) =Y, n=012,.... (3.13)

Bunda, S, = E—-7tB4 - otiw operatort, al ¢ = B Bul (3.13)-tenleme menen
birlikte tomendegi birtekli ayirmali tenlemenide garaymiz:

Yni1=SpYn, N=012,.... (3.14)

Joqaridagi (3.13)-rekkurent formuladan

n-1
Yn=ThoYo + ZTn,j¢j , (3.15)
j=0

Anlatpasina iye bolamiz. Bul jerde T, ; =S,_;S,_,..5;- ] qatlamman n qatlamina
sheshiwshi operator, al T,, =S, S, ,..5q. Darajagdayda, T,,=FE.

Jogaridagi (3.15)-anlatpadan tdomendegige iye bolamiz:
n-1
1Yl = Tao] - I¥ol + > [T i] 63 (3.16)
j=0

40



Toémendegi belgili teoremalar orinli.
3.4- teorema (A.A. Samarskiy, AV. Gulin [17]). (3.13)-sxemasiin

baslangish shartleri boyinsha ten 6lshemli ornigli boliw1 ushin

[To.i|< M, qélegen 0< j<n, n=012,. (3.17)

n,j‘
shartinin ormlaniwi zararli ham jetkilikli.
3.1. (3.13)-sistemasimin baslangish shartleri boyinsha ormqlihgin

izertlewdin bir usii. Meyli S, operatorinin normasi tomendegishe bahalansin:
ISn|<1+coqy, a,=0. (3.19)

Bunda c,- tomendegi shartlerdi qanaatlandiriwshi turaqli san:

a) ¢, >0,

V) ¢y <0 (@+cyq,>0), ¥n, (n=012,...).

Meyli T, ; (3.14)-sistemanin sheshiwshi operator1 bolsin:

Tnj=SnaSn_2-Sj Vj (0<j<n)
Onda,
o il < I8l -ISn-2]--[s5]-

Bunnan, (3.19)-ni esapga alsag, onda

-1
”Tn,JH H 1+ Cqu (3.20)

bahasini iye bolamiz.

Bul (3.20)-nin on jagindagi kobeymeni bahalaymiz:

n-1 n-1 -1 n-1
| H(1+COCIm): Z (L+ o ) < ZCOQm Z
m=j m=] m= ]

Onda (3.20)-den
n-1
Tl <exp| ¢ Dt (3.21)
m=]
bahasina iye bolamiz.

Solay etip, biz tbmendegi juwmaqgqga kelemiz:
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a) egerde c, <0 (birag 1+ cyq, > 0), onda (3.21)-dan
HT“,JH <1 galegen 0< j<n, n=01.2,... ushin

Tensizligi orinli boladh.

v) egerde c, >0,onda Vj (0< j<n) ushin

[T i< My <o0

tensizliginin ormli boliw1 ushin
n-1
D dn<c <o, Vj(0<j<n),
m= |

shartinin orinlaniw1 zarurli ham jetkilikli boladi, yagniy bul gatar shegaralangan
boliw1 kerek.
Bul juwmaglard: tomendegi teoremalar turinde beremiz.

3.5- teorema. Meyli (3.19)-tensizligi orinli bolsin. Onda

n-1
a) egerde ¢, >0 ham qu < ¢; <o shartleri orinlansa, onda
m=]j

[TojlsMy<eo,  Vj (0<j<n)
bahas1 orinli bolads;
v) egerde c, <0bolsa, onda 1+ cyq, >0 shartin qanaatlandiratugin

galegen ¢, >0 ushin
[Toil<1 Vi (©<j<n)

bahasi1 orinli bolada.

n-1
3.1-qosimsha. a) Egerde ¢y >0 ham qu < ¢y <oo shartleri orinli bolsa,
m=}

onda (3.13) sistemasi baslangish shartler boyinsha ten 6lshemli ornigli boladi.

v) Egerde ¢y <0(1+cyq, >0) sharti ormli bolsa, onda (3.13)-sistemasi

baslangish shartler boyinsha ten 6lshemli asimptotikaliq ornigli boladi.
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Endi (3.14)-sistemanin ten oOlshemli ormiqliligin basgasha usil menen
izertleymiz. Atap aytganda, Vajevskiy tensizliginin ayirmali analoginan
paydalanamiz.

3.2. Vajevskiy tensizliginin ayirmah analogi. Tomendegi teorema orinli
boladh.

3.6-teorema. (3.14)-ayirmali tenlemenin galegen sheshimi  ushin

(0<n<m)

n-1 n-1
H \/ﬂ’(Bv} y]H SHyn+1H < H\/A(BV )

v=Ng v=Ng

yi| (0<j<n), (3.22)

tensizligi orinli boladi.
Bunda |y,| - vy, vektormmifi evklid normasi, al A(B,) ham A(B,) - B, =S -S,
matricasinin saykes en kKishi ham en ulken menshikli manisleri, bunda S, = [Sij (v)J
ham S, = [m] - onin thyinles ermit matricas.

Dalilleniwi. (3.14)-tenlemeden, onin tayinlesin alsaq

Yni1=YnSn (3.23)

anlatpasini iye bolamiz.

Meyli y=(y;,Y5,....Y,) (3.14)-sistemanin trevial emes sheshimi bolsn.
Onda y*y :HyHZ. Demek Hyn+1H2 =Yn.1Yns1- Bunnan (3.14) ham (3.23)-lerdi

esapga alsaq

Hyn+1H2 = y: BnYn (3.24)

aflatpasina iye bolamiz. Bunda B, =S -S,. Onda B, =B, >0 bolganlgtan,
qalegen n ushin
2 _ o« 2
ABo )Ynl” < YaBnYn < ARy )ya (3.25)
tensizligi ormli boladi. Bunda A(B,,) ham A(B,) - B, matricasimn saykes en Kishi

ham en ulken menshikli manisleri.

(3.24)-n1 esapga alip (3.25)-dan

ABYal® <Imeal® < AB)|yal?
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tensizligine iye bolamiz. Bunnan (2.17)-tensizligin alamiz.
(3.22)-formulas: y,, =0 trevial jagday1 ushinda ormli boladk.
3.2-qosimsha. (3.14)-tenlemesinin ten 6lshemli asimptotikaliq ornigli boliw1
ushin
A(B,)<q” <1, n=01,...,
shartinin orinlaniwi jetkilikli yamasa

max A, (S5 - S, )< p? <1, n=01,....
n

shartinin orinlaniwi jetkilikli.

Endi Vajevskiy tensizligin paydalanip (3.14)-sistemasinin ten o6lshemli
orniqhigin izertleymiz.

3.3. Jane (3.14)-sistemasimin ten oOlshemli ormiqhgi haqqinda. Bizge
malim

n-1
lvil<] [VA®,)

v=Ng

yjH, (0<j<n).

Meyli

IBul=|Sh - Snl|<1+co0,, ¥N=0 (n=01...). (3.26)

bahasi orinli bolsin. Onda

n-1
max/in(sf{-Sn)§(1+coqn)2gexp{ZCOZqV}, Vv<n-1, neN.
n

V=i
Solay etip, tomendegi teoremalar ormli boladi.

3.7-teorema. Meyli (3.26)-anlatpasi orinlt ham ¢, >0 bolsin. Onda
n-1
D g, <c<o, Vj(0<j<n),
v=]

sharti orinlansa, onda (3.14)-sistemasi ten 6lshemli orniqli boladi, yagniy
[Val < MlHyjul Vj=0, j<n,gde M; >0—const

aprior bahasi orinli boladi.
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3.8-teorema. Meyli (3.26)-anlatpast ormli ham ¢y <0 (1+¢,q,, >0) bolsin.
Onda (3.14)-sistemasinin sheshimi ten 6lshemli ornigli boladi ham onin sheshimi
ushin

HYnH < PHka’ vk >0, k<n,gde p<1l-const

aprior bahasi orinli boladi.
Baslangish shartleri boyinsha ten 6lshemli ornigli bolgan (3.12)- sxemas1 on

tareplemede ornigli bolad: (3.2-teorema boyinsha).
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IV-bap. PROGRAMMALASTIRIW TIYKARLARI HAM SANLI
MISALLAR

1-§. Sizagh jillihq o6tkizgishlik tenlemesin sheshiwge misal

Bul paragrafta biz sizigli ham sizigli emes tenlemelerdi sheshiwdin sanli
usillarinin biri bolgan Shekli ayirmalar usili menen tanisamiz. Daslep sizigli ham
keyin 6zgermeli koefficientli parabolaliq tenlemeni qaraymz.

Injenerlik esaplawlarda qollanilatugin praktikaliq masele retinde jogarida
korgenimizdey waqittin 6tiwi menen plastinadagi jilliligtin targaliwin izertleyik.

Maselenin shartleri tomendegishe bolsin: Teplofizikaliq gasietlerge iye

shegarasiz plastinadagr  (alyuminnen quyilgan AM,) stacionar emes

temperaturaliq maydandi aniglan, egerde bir betinde x=L bolganda, temperaturanin

waqittin 6tiwi menen 6zgeriwi berilgen: T(x,t)=gt, = ZOepa%eK, al ekinshi

beti  jillihgtan izolyaciyalangan  bolsin. Meyli p=22-10° K—23 :
M

A :1,33’0“’7 , C= O,ZKKa7 . Plastinanain qalinligi: L=10 sm.
M dacrpaj Ke Tpaj

Barliq plastina boyimsha temperaturanin baslangish tarqaliwi 0°c ga ten bolsin.

Daslep maseleni differencialli formada qarayiq. Bunda temperaturanin
tarqgaliw1 Dbir koordinata kosheri boylap amelge asatugin bolganhiqtan jilliliq
otkizgishlik tenlemesi birtekli boladi:

oT(x7) _, 0°T(x.7)

A P (4.1)

al denenin jillihq otkizgishlik koefficienti a onin teplofizikaliq gasietlerinen

aniqlanadi: a = CL
0

Baslangish shart:
T(x,0)=0. (4.2)
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SHegaraliq shartler:
T(L,t) = 20t, (4.3)
T(0,t)=0. (4.4)
Bul (4.4) — formula teploizolyaciyalangan betti anlatadi, bunda nolinshi gatlam

plastinanin sirtinan aligan ham bul gatlamda temperatura barliq waqit 0°C ga
ten.

Bul maseleni analitikaliq usillar menen sheshiw, jogarida aytqanimizday
birgansha qiymnshiliglarga alip keledi. Misali, maseleni analitikaliq yagniy dal

usillardin biri bolgan 6zgeriwshilerin ayiriw usili menen sheshsek onda sheshim

o0

2 a(2n+1)7%t 2n +1)7x
T(x,r):—Zexp(—( 4L)7[ )cos( 2L) :

k=0

| @n +1)7za( )" jzot a(2n +L1)7z2t i

korinisine iye boladi. Sonligtan on1 biz sanli usillardin bir menen sheshemiz, atap
aytganda, Shekli ayirmalar usilt menen sheshemiz.

[lekli ayirmalar usili tiykarinda bul maselege aniq sxema duzeyik. Onda
jillihq 6tkizgishlik tehlemesi ham shegaraliq shartler tomendegishe jaziladi:

Gk —Fik Gk — 2%k + ik

| —a— h2, — . (4.5)
80 =0; (4.6)

Y x =20k, (4.7

ok =0. (4.8)

al
Bunda 1<1/2, gde /I:h—z.

Bul usil adette bir tiptegi amellerdi ormmlaw muamkinshiligin beredi.
Sonligtan ogan Teplopr (1-qosimshani qaran) programmasin duzemiz. 2-

qosimshada maseleni sheshiwdin blok-sxemasi keltirilgen.
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Bul Teplopr programmasi Pascal programmalastinw tilinde jazilgan ham
aniq ayirmali Sxema boyinsha esaplawlar alip barad.

Programmanin orinlaytugin = jumisin  qisqasha tasindiremiz. Berilgen
parametrlerdin san manislerin programmaga Kiritkennen keyin tikkeley plastinanin
temperaturalig maydani esaplanadi ham ekranga juwmaglar tablica turinde
shigariladi.

Bul programmada shegaraliq shartlerdi 6zgerte otirip koplegen maselelerdi
sheshiw mimkinshiligine iyemiz.

Misal ushin téomendegilerdi Kiritiwimiz mumkin: dx=1 (h=1), dt=100

(I=100). Onda kF=0.3 (yagmy /1<%) ham Dbiz tuwni sheshim alamiz (3-

qosimshani qaran). Esaplawlardi dawam ecek, shama menen yarim saatlardan son,
X=L tarepindegi shegaraliq shart turagli bolganda plastinanin qiziw processii bir
tegis boladi ham ol stacionar jagdayga shigada.

Endi orniqliliq shartin ganaatlandirmaytugin jagdayin qarayiq: dx=1(h=0.7),
dt=100(1=100). Onda kF=0,612 (yagny 1>%), ham biz uliwma basgasha

juwmaqga iye bolamiz (4-qosimsha). 5-qosimshada us1 alingan eki sheshimlerdin

ayirmashiliginin diagrammasi keltirilgen.

2-§. Kletkalhiq avtomatlarda sanh modellestiriw

Joqaridagi 2-bapta keltirgenimizdey alis qonsilarin esapga aliwshi terbelisler

fazasi ushin kletkaliq avtomatinin matematikaliq modelin garayiq:

Z—Lt‘ = —bu + DyAu + D;A%U . (4.9)

Bul (4.9)-tenleme
u(x,0) =ug (x). (4.10)
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baslangish sharti ham ekinshi baptin 2-paragrafinda korsetilgen shegaraliq

shartlerdin birin qabil etedi. Bunda b, D,, D; - turaqlilar, A - Laplas operatort,

A% - tortinshi tartipli differencialliq operator. Berilgen (4.9)-tenlemedegi kenislik
6zgeriwshisin  Shekli ayirmalar yamasa Shekli elementler usili tiykarinda
approksimaciyalay otirip tdmendegi apiwayi differencialliq tenlemeler sistemasina
Iye bolamiz:

d&, (t)

D + A, (t) =0, up(0) =ugp, (4.11)

bunda &, (t)-vt lar ushin Shekli ulshemli H, kenisliginin elementi;
D, A=—A, A=A;—A, - H, tan H, qa hareketleniwshi operatorlar (Shekli

elementler usilinda olarga massa ham qattiliq operatorlar1 saykes keledi, al Shekli
ayirmalar usilinda saykes birlik ham kenislik 6zgeriwshisin approksimaciyalawdan
payda bolgan operator). Bul jerde A, =A", >0, « =12.

Jogaridagi (4.11)-Koshi maselesin sheshiw ushin har qiylt sanli usillardan
paydalaniwimiz muamkin. Hatteki dal sheshimin tabatugin usillarda bar. Biraq
kenislik 6zgeriwshilerin approksimaciyalawdan payda bolgan operator kop
nollerge iye operator bolganligtan onin sheshimi tabiw kép qiyinshiliglar tuwdiriwi
mumkin.  Sonligtan olar kobinese sanli usillar mene sheshiledi. Misali Runge-
Kutta, Adams h.t.b. Bulardan basga arnawli usillarda bar. Misali, waqit boyinsha
tortinshi, al kenislik boyinsha ushinshi tartipli dallikti beretugin Moskalkov-

Utebaev sxemasi ([28]-ge qaran):

/\_ ) /.\_. A /}_. /\_ N
Du_T_Ay y+Ay+y:¢1’ ]/Dy y+0,’Ay y+ A%zwz’ (412)

T 12 T 2 T T
y(0)=ugp, y(0)=uqyy , (4.13)
1 thi1 12 thia
bunda ¢, == j fydt, @, == f(t)(slgz(l) +32192(3)]dt, s, =15y —35a/3,
T T

tn tn
s, =140y —350a /3,9 =t —(t, +7/2),

0 =1(£% ~38%12+£12), E=(t-t,)/ 7, Ugp =D (f° - Auy).
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Bul (4.12), (4.13) sxema waqit boyinsha tortinshi tartipli dallikti beretugin
a+B=y, a B,y=0(?) shartlerine bagnadi. Bul sxema basga usillarga

qaraganda tomendegi abzalliglarga iye:
a) sxema joqari tartipli dallikke iye (adettegi ekiden joqari);

b) sxema tek sheshimdi tawip qoymastan bir waqitta onin tuwindisinda tap

sol dallikte tabad1 (bul bir waqitta qozgalis ham tezlik tabilidi degen s6z);

V) tomendegi interpolyacialiq tarlendiriw jardeminde

y(®) =y 0% (©) + ¥ oio @) + Y o5 (1) + Yol (1), ofo (1) =28° —3E7 +1,

o0 =38" -287, o) =7(&7 -26" +8), Pl =7(¢7-&7),
egerde kerek bolsa sheshimdi ham onin tuwindisin galegen waqit birliginde tabiw
imkaniyatin beredi;

g) sxema eki qatlamli bolganligtan, kerek bolsa o6zgermeli adimnan
paydalaniw mimkin;

d) kemshiligi sxema shartli orniqlt ham adettegi Shekli ayirmalar usillarina
qaraganda 4 ese kobirek arifmetikaliq ameller ormnlawdi talap etedi, biraq bul
sxema Dbelgili bir dallikke erisiw ushin waqit boymsha ulken adimlardan
paydalaniw mamkinshiligin beredi. Sonligtan qadimgi ekinshi tartipli dallikke iye
sxemalarga qaraganda anagurlim kobirek dallikti beredi. Bugan qosimsha bul
sxema A-ornigli, yagniy qatti apiwayi differencialliq tenlemeler ushin qoyilgan
maselelerdide sheshiwge boladi. Bul sxemanin approksimaciya qateligi, ornigliligt,
jrynaqliligr ham dalligi [28] — adebiyatta teren izertlengen.

Meyli misal retinde joqaridagr (4.9) — tenlemeni Shekli ayirmalar usili
menen sheshiw jolin ham izertleniwin qarap oteyik. Meyli bunda
b=0, Dy =0, D; =1 dep qabil eteyik. Onda bul tenleme (4.10) — sharti menen

birgelikte tomendegi turge iye boladi:

ou 82
~ = (4.14)
u(x,0) =ug (x). (4.15)
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Maselenin shegaraliq shartleri tomendegishe berilgen bolsin:

ou(0,1) :8u(l,t) 0

u(o,t)=u(l,t) = = P~

(4.16)

Bul (4.14) - (4.16) - maseleni Shekli ayirmalar wusili menen

approksimaciyalaw ushin berilgen 1=23,...,N -2 tochkalarinda @, torin
Kiritemiz ham (4.14) - tenlemeni tdmendegishe approksimaciyalaymiz:
Yii = Yaxir 1=2.3.,N =2, (4.17)
Al endi, (4.15) - baslangish ham (4.16) — shegaraliq shartlerdi tdémendegishe
approksimaciyalaymiz [17]:
yP =Uo (%), (4.18)
Yea =hi4(7y1” —4y; +Y3),

. (4.19)
Ve N-1 =h—4(y&_3 —4yN_2+TYN_1), Yo =Yn =0.

Endi bul ayirmali sxemani eki gqatlamli operatorli-ayirmali  sxema tdrinde
jaziwimiz mumkin:

Yy + Ay =0, (4.20)
bunda y=y" vektor y= {y{‘,yg y,Q,_l}, al A operator1 témendegishe
aniqlanadi:

Ya =hi4(7y1“ —4yy +3), i=1,
(AY)i =9 Yessxir 1=2.3,...,N =2, (4.21)

l -
h—4(yﬂ—3 —4yN_o +TYN_1), i=N-1.
Bul 4 operatori @, torinda berilgen ham i=0, i=N tochkalarmda nolge te

bolgan funkciyalardin Q torliq kenisliginde aniglangan. Bul torliq kenisliginde

skalyar kobeyme ham norma tomendegishe beriledi:

N-1
(v,9)= D vigh, yl=(y.). (4.22)
i=1
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Bul jagdayda 4= A" > ¢E, &>0. Sebebi shegaraliq shartler usilay saylap alingan.

Bul (4.20) — korinisindegi sxemalard: izertlew 3-bapta garap 6tildi, sonligtan

ogan toqtap otirmaymiz.

3-§. Psevdoparabolaliq tiptegi differencialliq tenlemelerdi

sheshiw jollari

Bul paragrafta bir 6lshemli elektorlik domenlerdin payda boliwimin en
apiwayr matematikaliq modellerinin biri bolgan témendegi, 2-bapta uyrenilgen,

differencialliq tenlemeni garayiq:

Az—l:+Au — div(vu]*Vu) =0, (4.23)
u(xt),, =0, t=0, (4.24)
u(x,0)=uy(x), xeQ. (4.25)

Oz gezeginde domenlerdin tarqaliw1 birlikte tarqaliwshi tolqinlar (solitonlar)
jagdayinda olardin matematikaliq modeli tomendegi Oskolkov-Bendjamen-Bon-

Maxoni tipindegi klassikaliq tenleme mene beriledi [1]

0 ou ou -
—(Au—au)+a; —+a,u—= f(x,t), 4.26
at( )+ay VR E (x,1) (4.26)
Bul (4.26)-tenleme
u(x,0) =uq (x). (4.27)

baslangish sharti ham ekinshi baptin 2-paragrafinda korsetilgen shegaraliq

shartlerdin birin qabil etedi. Bunda a, a;, a, - turaglilar, A - Laplas operatori.
Berilgen sizigl (4.23)- tenlemedegi kenislik 6zgeriwshisin Shekli ayirmalar

yamasa Shekli elementler usili tiykarinda approksimaciyalay otirip témendegi

apiway1 differencialliq tenlemeler sistemasina iye bolamiz:
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D dg, (t)

+AI(O)=f, % 0)=up,, (4.28)

bunda 4, (t)-vt lar ushin Shekli tlshemli H,, kenisliginin elementi; D, A - H,,
tan H, ga hareketleniwshi operatorlar (Shekli elementler usilinda olarga massa
ham qattiliq operatorlar1 saykes keledi, al Shekli ayirmalar usilinda saykes birlik
ham kenislik 6zgeriwshisin approksimaciyalawdan payda bolgan operator).

Bul (4.28)-Koshi maselesin sheshiw ushin joqaridag: (4.12), (4.13)-sxemadan

paydalaniwimiz mamkin.

Al endi sizighh emes (4.26), (4.27), (4.24)- maseleni sheshiw ushin

tomendegishe hareket etemiz. Daslep (4.26)-tenlemeni  tomendegishe
tarlendiremiz:
2
0 ou
—(Au-au)+a; —+a =0. 4.29
at( )+ay ox 22 o (4.29)

Keyin kenislik 6zgeriwshisin Shekli ayirmalar yamasa Shekli elementler
usili tiykarinda approksimaciyalay otirip témendegi sizigli emes apiwayi

differencialliq tenlemeler sistemasina iye bolamiz:

DM +AS, () =9(,9), $,(0)= Ug py, (4.30)
bunda
-2 1 O e 0 1 0 0 ovoeeeeeeceeee, 0
1 -2 1 i, 0 0 1 0 ., 0
1 0 1 =2 i, 0 0 1 ., 0
D= 5 —a ,
(Ax) ...............................................................................
O oo 1 O oo 10
O oo 1 -2 O oo 01
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0 =1 0 oo 0
100 =1 oo 0 95 — 9¢
0 1 0 coovieveeereerens 0 2 _ 92
A=Y , g(t,,g):a_Z d5 =
2AX | e AANX| .
O s -1 92— 92
O oo 10

Bul (4.30)-sisteman1 sheshiw ushin Eylerdin sanli usillarin yamasa Runge-
Kuttanin tértinshi darejeli dallikke iye sanli usilin qollantwimizga boladi.

Bul parabolaliq tiptegi maseleni sheshiwdin shekli ayirmalar usili tiykarinda
«Python» algoritmlik tilinen paydalanip sheshilgen masele 6-qosimshada

keltirilgen. Bul sxema(usil) waqit boyinsha birinshi tarripli ham kenislik boyinsha

ekinshi tartipli dallikti beredi.
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JUWMAQLAW

Dissertaciyanin  Kirisiw  boliminde dissertaciyada qoyilgan maselenin
aktualligi, magseti, waziypalari, ilimiy janaligi, izertlew natiyjelerinin teoriyaliq
ham ameliy ahmiyeti korsetildi. Jumistin birinshi babinda uyrenilip shigqan
adebiyatlardan, atap aytganda, matematikaliq analiz, funkcionalliq analiz ham
esaplaw matematikas: teoriyalarinin keyingi izertlewler ushin kerekli materiallar
keltirildi. Bular sizighh algebra ham funkcionalliq analiz elementleri (birinshi
paragraf). Sonday-aq bul bapta torlar, torliqg funkciyalar ham normalar, torliq
funkciyalar kenisligi h.t.b. bayan etildi (ekinshi paragraf). Baptin ushinshi
paragrafinda ayirmali tenlemeler, Shekli ayirmali sxemalar ham olardin 6z-ara
baylanisi korsetildi.

Ekinshi bapta dara tuwindili jilliliq otkizgishlik tenlemesin keltirip shigariw,
shegaralig ham baslangish shartlerdi qoyiw usillari, maseleni sheshiwdin
analitikaliq usillar1 garaldi. Bugan qosimsha bul bapta kletkaliq avtomatlar menen
yarimotkizgishler teoriyasinin ayrim matematikaliq modelleri garaldi.

Jumistin Gshinshi babinda ayirmali tenlemelerdin ormigliligin izertlewge
kennen toqtap otildi. Birinshi paragrafta sizigh ayirmali tenlemelerdin
ornigliliginin, ten Olshemli ormigliliginin ham asimptotikaliq ornmiglhiliginin
anigqlamalart  keltirildi.  Ekinshi  paragrafta turagli koefficientli ayirmali
tenlemelerdin ornmiqliligr izertlendi. Bunda 3.1 ham 3.3-teoremalar tiykarg:
juwmaglar bolip tabiladi. Usinday izertlewler 6zgermeli koefficientli ayirmali
tenleme ushin Ushinshi paragrafta izertlendi. Tiykarg juwmaqg 3.5-teoremada
berildi. Keyingi alingan tiykargi natiyje bul 3.6-teorema bolip tabiladi. Bunda
Vajevskiy tensizliginin ayirmali analogi alindi ham usi tiykarinda o6zgermeli
koefficientli ayirmali tenlemenin ten 6lshemli ormigliligi izertlendi (3.7 ham 3.8-
teoremalar).

Tortinshi bapta alangan teoriyaliq materiallarga sanli musallar Keltirildi.
Atap aytganda, birinshi paragrafta siziqli jilliliq 6tkizgishlik tenlemesine ham
ekinshi paragrafta sizighi kletkaliq avtomatlardin matematikaliq modeli bolgin
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differencialliq tenlemege musallar sheshildi. Yshinshi paragrafta yarimoétkizgishler
teoriyasinin ~ ayrim  matematikaliq modeline  duzilgen sxemalardi sanl
realizaciyalaw jollar1 aytildu.

Jumis qisqasha juwmaglaw ham paydalanilgan adebiyatlar dizimi menen
juwmaglandi. Qosimshalarga blok-sxemalar, programmalar ham alingan sanh

natiyjeler Kirgizildi.
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QOSIMSHALAR
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1-qosimsha.
Plastinadag jilihqtm tarqaliwin esaplaw programmasi.

{***Plastinadag jillilliqtin tarqaliw1 ***}
Program Teplopr;
uses crt;
type St=array [0..20] of real;
const p=2200;k=1.33;¢c=0.2;t=1800;|=10;{teplofizikaliq gasietleri}
var F:file of real;{berilgenlerdi jaziwsh1 fayldi aniglaw}
V,a,kF,dx,dt,edt,edx:real;
1,J,n,m:integer;
U,U1:St;
ok:boolean;

begin

clrscr,;

a:=k/(c*p);{<-jllihq o6tkizgishlik koefficienti}
writeln(‘a=',a:2:3);

{*Berilgenlerdi Kiritiw*}
Repeat

ok:=false;

write('Kiritin dx=");
readIn(dx);

write(* Kiritin dt=");
readln(dt);

KF:=(a*dt/sqr(dx));{ Fure koefficientin esaplaw}

if kF<=0.5 then begin
writeln('Fure Kriteriyasi orinlanadi’)
ok:=true;
end
else begin
writeln('Fure kriteriyasi orinlanbaydt');
writeln('Dawam etiw ushin kiritin: 1');
writeln("Keyingisin kiritin: 2');
read(w);
if w=1 then ok:=true
else begin
edt:=dt-0.5*sqr(dx)/a;
edx:= sqrt(a*dt/0.5)-dx;
writeln('dt n1 kishireytiw zarar',edt:2:3);
writeln(‘'yamasa dx t1 ulkeytiw zarur',edx:2:3);
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end:
end;
until ok=true;

writeln('kF=",kF);

{**t ham X boyinsha adimlardin sanin esaplaw**}
n:=trunc(l/dx);
m:=trunc(t/dt);

{***Baslangish shartler***}
fori:=0to ndo
Ul[i]:=0;

assign(F,'c:/1.dat'{F fayilinin 1.DAT diskovodi menen baylanisi}

{**** Ayirmal1 sxema****}
rewrite(F);{jaztw ushin fayldi ashiw}
for j:=1to (m+1) do
begin
fori:=1tondo
write(F,U[i]);
for i:=1to (n-1) do
U1[i]:=kF*(U[i+1]-2*U[i]+U[i-1])+U[i];
U1[n]:=2000*};{<-shegaraliq shartler}
fori:=1tondo
U[i]:=U1[i];
end;
close(F); {fayld1 jabiw}

{*****Juwmagqlardi shigariw*****}
reset(F);{oqiw ushin fayldi ashiw}
for j:=1to (m+1) do
begin
fori:=1tondo
begin
read(F,V);
write(' ',V:5:2);
end;
writeln;
end;
close(F);{fayld1 jabiw}

readin;
end.
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2-qosimsha. Teplopr programmasina blok-sxema.

Kuouruv: <

[
a:=k/(c*p)

[Ieranev:

[
kF:=(a*dt/sqr(dx))

aya /\ K

kF<=0.5 |

/ KI/IpI/ITI/I}”/:/
/\N:l\ K

=t I/d
7ot edt:=dt-0.5*sqr(dx)/a,
edx:=sqrt(a*dt/0.5) -dx

— /i(m)mm”/: edt.

U[i]:=0

<j:l,m+1 )

Kaszwiy: UJi] o

R i:1,n-1>
/

U1[i]:=kF*(U[i+1]-2*U[i]+U[i-1])+U[i]

b

U[i]:=U[i]

|
U[n]:=2000%j
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F ten

MOHUCJICPAN

3-qosimsha.
Orniqliliq sharti orinlanganda plastinanin temperaturaliq maydaninin
tablicas1 ham diagrammasi.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0| 2000

0 0 0 0 0 0 0 0 600 | 4000

0 0 0 0 0 0 0 180 1440 | 6000

0 0 0 0 0 0 54 504 2430 | 8000

0 0 0 0 0 16,2 172,8 946,8 3523,2 | 10000

0 0 0 0 4,86 58,32 | 358,02 | 1487,52 | 4693,32 | 12000

0 0 0 1,458 19,44 | 132,192 | 606,96 | 2110,41 | 5923,584 | 14000

0 0 0,4374 6,4152 47,871 | 240,7968 | 915,565 | 2803,33 | 7202,557 | 16000

0| 013122 | 2,09952 | 17,0586 93,312 | 385,3494 | 1279,46 | 3556,77 | 8522,021 | 18000
0,039366 | 0,682344 | 5996754 | 35,4469 | 158,0472 | 565,9723 | 1694,42 | 4363,15 | 9875,838 | 20000
0,22045 | 2,083774 | 13,23747 | 63,39194 | 243,6446 | 782,1291 | 2156,51 | 5216,34 | 11259,28 | 22000
0,713312 | 4,870886 | 24,9377 | 102,4214 | 351,1142 | 1032,897 | 2662,14 | 6111,27 | 12668,61 | 24000
1,746591 | 9,64366 | 42,16277 | 153,7841 | 481,0411 | 1317,136 | 3208,11 | 7043,74 | 14100,83 | 26000
3,591734 | 17,03027 | 65,89344 | 218,4748 | 633,6924 | 1633,599 | 3791,5 | 8010,17 | 15553,45 | 28000
6,545775 | 27,65766 | 97,0089 | 297,2657 | 809,099 | 1980,999 | 4409,73 | 9007,56 | 17024,43 | 30000
10,91561 | 42,12947 | 136,2806 | 390,7386 | 1007,119 | 2358,049 | 5060,46 | 10033,3 | 18512,04 | 32000
17,00508 | 61,01064 | 184,3727 | 499,3153 | 1227,484 | 2763,493 | 5741,58 | 11085,1 | 20014,8 | 34000
25,10522 | 84,81758 | 241,8468 | 623,2831 | 1469,836 | 3196,117 | 6451,2 | 12160,9 | 21531,44 | 36000
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40000

35000 -
30000 /

25000 /

20000 /
15000 -
10000 / - //
5000 / ///
o+— T =" /.’5//:
5 7 8 9 0 1
4-qosimsha.

Orniqlihq sharti orinlanbaganda plastinanin temperaturaliq maydaninin

tablicas1 ham diagrammasi.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 2000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 1224 | 4000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 749 | 2174 | 6000
0 0 0 0 0 0 0 0 0| 458 | 1162 | 3644 | 8000
1000

0 0 0 0 0 0 0 0] 281 608 | 2251 | 4791 0
1200

0 0 0 0 0 0 0| 172 | 309 | 1413 | 2801 | 6425 0
1400

0 0 0 0 0 0 105 | 150 | 901 | 1587 | 4170 | 7619 0
1600

0 0 0 0 0 64 68| 582 | 861 | 2748 | 4700 | 9414 0
184 1056 | 1800

0 0 0 0 39 27 380 | 439 6| 2788 | 6391 0 0
126 | 156 1256 | 2000

0 0 0 24 8] 251 200 4 1| 4417 | 6737 2 0
312 1354 | 2200

0 0| 14 -0 166 71 883 | 794 8| 4089 | 8883 9 0
227 | 228 1586 | 2400

0 9 -3 111 5| 626 331 7 8| 6436 | 8805 6 0
5 -4 74| -23 450 66| 1703 | 109 | 482 | 5347 | 1167 | 1652 | 2600
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2 1 7 3 0

130 374 | 286 1076 | 1935 | 2800

-3| 49| -33| 326 -75 3 327 9 0] 8901 8 8 0
111 1488 | 1938 | 3000

31| -34| 238 -139| 1015 -138 | 3020 0] 710 | 6346 4 9 0
250 594 | 297 | 1203 | 1241 | 2312 | 3200

-28 | 172 | -160 | 798| -398 1 -83 8 0 7 5 7 0
103 1874 | 2200 | 3400

112 | -153 | 630 | -521 | 2110 | -856 | 5192 | 432 4| 6717 2 1 0
- 179 466 941 | 205 | 1630 | 1337 | 2735 | 3600
119 | 489 | -554 5| -1317 3| -1425 5 5 0 5 2 0
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5-qosimsha.
Orniqli ham ornmigh emes sheshimlerdi sahstiriw diagrammasi.

— —‘/// )
1 = _ —_!——————'/
6-qosimsha.

Esaplaw eksperimenti. Meyli parabolaliq tiptegi tenlemeni sheshiwdin shekli
ayirmalar usilin qarayiq. Kenislik boymsha 6zgeriwshinin jiynaqliliq tartibin C

normada aniglaw ushin tdmendegi formuladan paydalanamiz:

||Z(2h,2')||
p =log, "=
"z,

Bul jerde aniq sxemanin orniqliliq sharti r < h2/2 boladi.
Eksperiment
u_d%
ot ox?

Tenlemesi ushin f (x,t) =0 jagdayinda alip bariladi.

+ f(x,1) (1)

Baslangish shart:

u(x,0) = Sinzx + x
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Ham shegaraliq shartler:
u(0,t)=0, u(,t)=1.

Dal sheshim:
u(x,t) =sinzx- exp(—nzt) + X.

Say 1+2 dalligine iye ayirmali sxema

oy v -2y v

T h2

tarine iye boladi.

Keste. L, normasindagi sxemanin kenslik boyinsha jiynaqliliq darejesi

h

()

= T= lzll,.. pt
1/5 1/60
h T 2.02E- -
05
h/2t /22 6.04E- 1.74513
06
h/22 1/4>  155E- 1.95579
06
h/23 1/8%  3.92E- 1.98903
07
h=1/5u1=1/60 h=1/10 u t = 1/240
i ¥ o o y |

1-siz1lma. Dal ham juwiq sheshimler: T=1,L =1
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u(x,t)

Python tilinde programmasi:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import math as m

from math import exp,pi,sin

#Right side data (kiriwshi magliwmatlar):
def phi (x):
return sin(pi*x)+x
def miul (t) :
return 0
def miu2(t,N,h):
return sin (pi*N*h) *exp ((-pi**2) *t)+N*h

B e exact solution ------

#Exact solution (dal sheshim):
def u(x,t):
return sin(pi*x) *exp ((-(pi) **2)*t) +x
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def draw(x,yM h,uh,N,M):

fig,ax = plt.subplots()
plt.xlabel ('x', fontsize=16)
plt.ylabel('t', fontsize=16)

ax.plot (x,uh, 'g-', label='u')

ax.plot(x,yM h, 'b."', label='y")

legend = ax.legend(loc="upper center', shadow=True,
fontsize="'x-large')

plt.show()
def print error (h,tau,uh,yM h):

N2 = len(yM h)-1
zh = np.zeros (N2+1)
for 1 in range (N2+1):
zh[1] = abs(uh[i]-yM h[1i])
z = max(zh)

file = open('experiment3 compare h tau z.txt',6 'a+')
file.write(str(h)+'\t'+str(tau)+'\t\t'+str(z)+'\n'")
file.close()

def solution(x,t,h,tau,M,phi,miul,miu2,N) :
gamma = tau/ (h*h)

y = np.zeros ((N+1,M+1))
#At first layer (birinshi gatlam, 7 = 0):
for i in range (N+1):
y[1][0] = phi(x[1])
#At the ends of the string(shegaralar, i = 0 u i =

for j in range (M) :
y[0][3+1] = miul(t[J+1])
yIN] [J+1] miu2 (t[J+1],N,h)
#At another layers (shartten tis, j>=2):

for j in range (M) :
for i in range (1,N):
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y[i]1[J+1] = yl[i][j]l+gamma* (y[i+1][]]~-
2*xy[1][3]+y[1-111031])
yM h = np.zeros (N+1)
for i in range (N+1):
yM h[i] = y[1][M]
print (yM h)
return yM h

' ' ' ____________________________ —maln— ________________
if name ==' main '

x0 0

L 1

T =1 #time

h =1/5

tau= 1/60

gamma = tau/ (h*h) #Courant number (Kuranta

sani)
#Grid (ceTka) :
N = int ((L-x0) /h)

X = np.zeros (N+1)
for 1 in range (N+1):

x[1] = 1*h
M = int (T/tau)
t = np.zeros (M+1)
for 7 in range (M+1) :
t[j] = J*tau

#Exact solution (dal sheshim):
uh = np.zeros (N+1)

for 1 in range (N+1):
uh[i] = u(x[1i],t[M])
print (uh)
#Approximate solutions (juwig sheshim)s jO:

yM h = np.zeros (N+1)

yM h = solution(x,t,h,tau,M,phi,miul,miu2,N)
#11z|| = max(|yN-uNJ|) :
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print error (h, tau,uh,yM h
#Graphics (suwret) :
draw (x,yM h,uh,N, M)

#include<iostream>
#include<math.h>
#include<iomanip>
#include<conio.h>
float fun(float, float);
using namespace std;
int main ()
{
int i,n=10;
float x[100],y[100], fxy,f2,v12,yh2[100],dy,h=0.1;
x[0]1=0; y[0]=1

14

cout<<"\n\n *x*  T- TA'RTIPLI A'.D.T LAR USHIN
QOYILG'AN ***\n";
cout<<" * ok k KOSHI MA'SELESIN EYLER USILI MENEN SHESHIW

‘k‘k‘k\n\n";
cout<<" EIfEIIIIRIIfTITIIIRIITITITIEIITIIIIIISD\n";
cout<<"™ ° i° xi ° vi °f (xi,yi)°h*f(x,vy)°\n";

cout<<" ITIITITIILIIfIITITILITILILILIILILIEILI\n";
for (1=0;i<=n;i++) { cout<<" °"; 1if(i<10) cout<<" ";

cout<<i<<setprecision(l)<<setiosflags(ios::fixed|ios::showpoint)
<LK "x[1];

x[i+1]=x[1i]+h;cout<<"°"<<setprecision (6)<<y[i];
fxy=fun(y[i],x[i]);

if (i<n) cout<<"°"<<fxy;else cout<<"® "; dy=h*fxy;
if (i<n) cout<<"°"<<dy; else cout<<"® ",
cout<<"°"<<endl;

y[i+l]=y[i]+h*fxy; }

N L LA L L L N4 444444 LN L L L4 L4 L LN L4 4 s s s 2

cout<<" EIIEIIIIEIIIIIIIIEIIIIIIIIEIIIIIIII®\n\n";
getch(); return 0; }
float fun(float yl,float x1) {
float y2;
y2=(yl+x1) / (y1-x1) ;
return y2;}
**x*  T- TA'RTIPLI A'.D.T LAR USHIN QOYILG'AN  **x*
xR KOSHI MA'SELESIN EYLER USILI MENEN SHESHIW **%*

il xi yi f(xi,yi)||h*f(x,v)
O] 0.0ff1.000000)1.000000(0.100000
1] 0.1f1.100000)1.200000(0.120000
2 0.2]1.220000)1.392157|0.139216
3| 0.3]1.359216(1.566457(0.156646
41 0.4(1.515861|1.716935(0.171693
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5| 0.5)1.687555(1.842066(0.184207
6] 0.6[1.871761)1.943573([0.194357
7 0.7]2.066119|2.024801(0.202480
8| 0.8(2.268599(2.089474]0.208947
91 0.9(2.477546(2.141013(0.214101
10| 1.0|2.691648
B Dkitaplariesaplaw usillariU'LKEN RAXMET \Esaplaw usillarit...  — O *

I- TA'RTIPLI A".D.T LAR USHIN QOYILG®AN
OSHI MA°SELESIN EYLER USILI MEMEN SHESHIW

9.1
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#include<iostream>
#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<iomanip>
#include<conio.h>
float funk(float x1,float yl);
using namespace std;
int main ()
{
int 1i,n=10;
float x[100],y[100], fxy,f2,vy12,yh2[100],dy,h=0.1;
x[0]=0; y[0]=1

4

cout<<"\n\n I- TA'RTIPLI A'.D.T LAR USHIN QOYILG'AN
KOSHI \n";
cout<<"” MA'SELESIN JETILISTIRILGEN EYLER USILI MENEN

SHESHIW \n\n";
cout<<"EITRITIIRIIfTIfTIRIIIIIITIIRIITIIIRITIITIIIRITIITIITIIIIL
I»\n";

cout<<"® i° xi ° yi ° f(xi,yi)°xi+1/2° yi+l/2
°f(x+1/2;y+1/2)°\n";
cout<<"IITTITTITTITTI T I I I I I IITIITIIITIIITIIITIIITIIITIITITIIIIT
il\l’l",'

for (i=0;i<=n;i++)

{

cout<<"e",;

1f(i<10) cout<<" ";

cout<<i<<setprecision(2)<<setiosflags(ios::fixed|ios::showpoint)
<KMo <<x (1] ;

x[i+1]=x[1i]+h;

cout<<"°"<<setprecision (6)<<y[i];

fxy=funk (x[1],y[1]);

yl2=y[i]+h/2*fxy;

f2=funk(x[i]+h/2,vy12);

dy=h*f2;

yli+tl]=y[i]+dy;

if (i<n) {

cout<<"? "<<fxy<<"° "<<setprecision(2)<<x[i]+h/2<<" °";
cout<<setprecision (6)<<yl2<<"® "L E2LM °"<<endl;}

else cout<<"®
\nH .
14

}

/////////////////////////////////////////////////////////

COUt<<"EIIEIIIIEIIIIIIIIEIIIIIIIIIEIIIIIIEIIIIIIIIEIIIIIIIIIIIII
1¥\n\n";
getch(); return O;

float funk(float x1,float yl)

{
float y2;
y2=(yl+x1)/ (yl-x1);
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return y2;

I- TA'RTIPLI A'.D.T LAR USHIN QOYILG'AN KOSHI
MA'SELESIN JETILISTIRILGEN EYLER USILI MENEN SHESHIW

il x1i vi f(xi,yi)|[xi+1/2| yi+l/2 |[£(x+1/2;y+1/2)
0ff0.00ff1.000000f 1.000000f 0.05 |[1.050000 1.100000
1{{0.10f1.110000f 1.198020f 0.15 |[1.169901 1.294146
2110.20]1.239415| 1.384832| 0.25 ||1.308656 1.472297
310.30(1.386644| 1.552158 0.35 ||1.464252 1.628224
4{(0.40(1.549467( 1.695975(| 0.45 ||1.634265 1.759965
5[(0.50(f1.725463| 1.816018| 0.55 |[1.816264 1.868697
60.60(1.912333| 1.914402) 0.65 |[[2.008053 1.957253
710.70(2.108058( 1.994277( 0.75 |[2.207772 2.028967
8[[0.80([2.310955( 2.058933| 0.85 |[2.413902 2.087025
910.90(2.519658| 2.111346| 0.95 [[2.625225 2.134176

10]1.00(2.733075

B Dhkitaplariesaplaw usillarhU'LKEN RAXMET\Esaplaw usillariy12-Eyler,Eyler-Koshi,Runge-kutta\Alex_Eyler_jetilistirilgen.exe - O x

I- TA'RTIPLI A®.D.T LAR USHIN QOYILG'AN KOSHI
MA®SELESIN JETILISTIRILGEM EYLER USILI MENEN SHESHIW
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